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AYERTISSEMENT.
En faisant paraître le premier Volume des OEuvres de Charles Herinite, je tiens à dire combien j'ai été aidé dans cette publication par un géomètre distingué, Xavier Stouff, professeur à la Faculté des Sciences de Besançon, enlevé il y a deux ans par une mort prématurée. Dans plusieurs Mémoires d'Hermite publiés à l'étranger, des fautes d'impression s'étaient glissées, et, pour les corriger, il a été parfois nécessaire de reprendre de longs calculs. Cette revision du texte a été l'occasion de remarques, dont il ma paru utile d'indiquer quelques-unes sous la forme de notes très brèves.
La Préface qui suit est la Leçon que j'ai faite à la Sorbonne sur l'OEuvre scientifique de Charles Hermite quelques semaines après sa mort. Le portrait, inséré dans ce Volume, est la reproduction d'un dessin au crayon représentant Hermite à l'âge d'environ vingt-cinq ans.
Emile PICARD.
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PRÉFACE
Vous savez, Messieurs, la perte immense qu'a faite la Science française le i4 janvier dernier. La mort de M. Hermite touche particulièrement l'Université de Paris, où l'illustre géomètre a occupé de 1869 à 1897 la chaire d'Analyse supérieure. Il n'a pas voulu qu'on prît la parole sur sa tombe ; nous n'avons donc pas pu entendre les voix autorisées qui auraient dit ce que lui doivent la Science et l'Enseignement. Cette grande vie scientifique demandera des études approfondies, qui se préparent certainement de différents côtés. A défaut d'une telle étude, qu'il me soit permis aujourd'hui, en reprenant cette année mon cours dans cette chaire qui fut celle de M. Hermite, de jeter un coup d'œil sur son œuvre.
Charles Hermite naquit à Dieuze, en Lorraine, le 24 décembre 1822; il fit ses études au collège de Nancy, et les termina à Paris au collège Henri IV et au collège Louis-le Grand. Il eut à Louis-le-Grand comme professeur de Mathé> matiques spéciales un maître distingué, M. Richard, qui,
VIII PRÉFACE
quinze ans auparavant, avait été le professeur d'Évariste Galois. Tout en suivant les cours du collège, le jeune Hermite allait lire à la bibliothèque Sainte-Geneviève le Traité de la résolution des équations numériques de Lagrange, et il achetait avec ses économies la traduction française des Recherches arithmétiques de Gauss : « C'est surtout dans ces deux livres, aimait-il plus tard à répéter, que j'ai appris l'Algèbre. » L'excellent M. Richard s'alarmait un peu de voir son élève si loin des programmes d'examen, mais il n'en disait pas moins un jour au père d'Hermite, qui ne se rendait peut-être pas très bien compte de la valeur du compliment : « C'est un petit Lagrange. » Le premier volume des ISiouvelles Annales de Mathématiques ^ fondées en 184^, renferme deux Notes signées de Charles Hermite, élève du collège Louis-le-Grand. L'une n'est qu'un exercice, mais, dans la seconde, on reconnaît un lecteur assidu de Lagrange qui a déjà beaucoup réfléchi sur la théorie des équations. L'objet de ce travail est de démontrer l'impossibilité de la résolution algébrique des équations du cinquième degré ; la démonstration très simple qu'on y trouve pourrait, avec de légères additions, devenir classique. Hermite entre à l'École Polytechnique à la fin de 1842; les exercices de l'Ecole ne l'empêchent pas de poursuivre ses méditations mathématiques, et, dès le mois de janvier i843, il écrit à Jacobi, sur le conseil de Liouville, pour lui faire part de ses recherches sur les fonctions abéliennes. Le grand géomètre allemand avait, par une merveilleuse divination, montré quelques années auparavant comment on devait généraliser le problème de l'inversion de l'intégrale elliptique. Mais les propriétés essentielles des nouvelles transcendantes étaient si peu connues, qu'un géomètre, doué cependant d'une rare pénétration, se méprenait encore
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en 1844 sur leur nature, faute d'avoir saisi le principe fondamental relatif à la coexistence des périodes; les travaux de Gôpel et de Rosenhain ne devaient venir que quelques années plus tard. Hermite étend aux fonctions abéliennes le théorème donné par Abel pour la division de l'argument dans les fonctions elliptiques; il montre que les équations correspondantes sont résolubles par radicaux, et il traite de l'abaissement de l'équation relative à la division des fonctions complètes. L'année suivante, en août 1844? Hermite envoie à Jacobi une seconde Lettre où il étudie le problème de la transformation des fonctions elliptiques. Son but est d'abord de retrouver les résultats énoncés par Jacobi sur cette question capitale, mais on trouve, en réalité, dans ce Mémoire, tous les principes de la théorie des fonctions 0 de différents ordres, fonctions quelquefois désignées sous le nom àe fonctions intermédiaires et si importantes pour la théorie générale des fonctions doublement périodiques. Ces deux Lettres intéressèrent vivement Jacobi, qui fit au jeune mathématicien français l'honneur de les insérer dans l'édition complète de ses OEuvres. On a souvent cité les dernières phrases de la réponse de Jacobi, qui possédait de son côté plusieurs des résultats indiqués par son correspondant. « Ne soyez pas fâché, Monsieur, si quelques-unes de vos découvertes se sont rencontrées avec mes anciennes recherches. Comme vous dûtes commencer par où je finis, il y a nécessairement une petite sphère de contact. Dans la suite, si vous m'honorez de vos Communications, je n'aurai qu'à apprendre. » Une autre phrase, celle-là d'un intérêt purement mathématique, mérite encore d'être retenue : « En cherchant, disait Jacobi, à tirer la transformation directe des propriétés des fonctions 0, sans faire usage de leurs décompositions en facteurs infinis, vous
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avez pensé savamment aux cas, plus généraux, où probablement on doit se résignera l'impossibilité d'une décomposition en facteurs. » Cette remarque devait fructifier dans l'esprit d'Hermite; nous la retrouverons plus tard dans son Mémoire célèbre sur la transformation des fonctions abéliennes.
C'est principalement de théorie des nombres que s'occupe Hermite dans les années suivantes. Il y est conduit d'abord par le théorème purement arithmétique de Jacobi sur l'impossibilité d'une fonction d'une variable à trois périodes, et peu à peu la lecture assidue des RecJierches arithmétiques de Gauss l'amène à des problèmes de plus en plus étendus. La théorie des formes et les irrationnelles algébriques font alors l'objet des méditations profondes d'Hermite qui, continuant sa correspondance avec Jacobi, lui envoie quatre Lettres sur la théorie des nombres. Rien ne montre mieux que ces Lettres le génie d'Hermite; la puissance d'invention sur des sujets aussi nouveaux et aussi difficiles y est prodigieuse. Les idées s'y pressent abondantes et touffues; elles seront développées et précisées dans des Mémoires ultérieurs, et il en est plus d'une dont la fécondité n'est pas aujourd'hui épuisée. C'est dans la théorie des formes quadratiques à un nombre quelconque de variables que se trouvent les principes des méthodes employées : il est d'abord établi que, étant donnée une forme quadratique à n variables et à coefficients réels quelconques, le minimum de la forme pour des valeurs entières qui ne sont pas toutes nulles est inférieur à p^^s/D, en désignant par D la valeur absolue du déterminant, et par p„ une quantité numérique dépendant
seulement de n, Hermite a donné pour ce nombre ( ^ ) ; on
a depuis obtenu pour p,^ une valeur inférieure, mais le point
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essentiel est, pour un nombre donné de variables, la limitation du minimum à l'aide du déterminant seul de la forme, quoique dans certaines questions il puisse être avantageux d'avoir la moindre valeur possible. Ce résultat obtenu, une considération extrêmement originale permet, en premier lieu, à Hermite de l'appliquer à la généralisation de la théorie des fractions continues, en cherchant l'approximation simultanée de plusieurs quantités au moyen de fractions ayant même dénominateur m; l'erreur dans cette représentation approchée de n quantités est de l'ordre — j^^^- C'est un point sur
lequel il convient d'insister, non pas seulement à cause de l'intérêt du résultat, mais parce que nous avons là le premier ;et mémorable exemple de cette introduction des variables continues dans la théorie des nombres, que nous allons bientôt retrouver dans des problèmes plus vastes.
Dans le cas d'une seule grandeur A, le résultat est bien simple, mais met remarquablement en évidence le rôle de la variable continue; Hermite considère la forme quadratique linéaire
A étant une quantité positive quelconque \ du théorème précédent on conclut de suite que l'on peut trouver deux entiers m el n^ tels que
résultat plus précis, d'ailleurs, que celui donné parla théorie des fractions continues, à cause du facteur sj'i. Quand A croît d'une manière continue, les mêmes entiers i)i et n peuvent d'abord être conservés pour satisfaire aux conditions voulues ;
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mais, au passage de A par une certaine valeur, il faut brusquement prendre deux nouveaux nombres m et /^', et Ton a la relation
jnn — m ri -
La théorie élémentaire des fractions continues se présente ainsi sous un jour essentiellement nouveau et se trouve susceptible d'être généralisée, en même temps que la continuité avec la variable A se trouve introduite dans une question arithmétique.
Dans le cas de n quantités données A^, Ag, ..., A;^, il faudra envisager la forme quadratique à az -+- i variables ^^ y X ^^ . . . , Xji
où A est une quantité positive quelconque. En appliquant à cette forme le résultat énoncé sur le minimum d'une forme quadratique^ on arrive de suite à la représentation approchée des quantités A, l'approximation étant liée à la quantité A qu'on peut prendre aussi grande que l'on veut. Le théorème de Jacobi sur l'impossibilité d'une fonction à trois périodes peut être aussi établi par des considérations analogues, et Hermite fut ainsi conduit à la démonstration de l'impossibilité pour une fonction de n variables complexes d'avoir plus de 2/z systèmes de périodes simultanées, théorème que Riemann devait retrouver ultérieurement. Citons encore ici, quoiqu'elle ait été donnée beaucoup plus tard par Hermite, la démonstration d'un résultat d'abord établi par Tchebycheff et susceptible de généralisations très étendues : étant données deux constantes quelconques a et è, on peut trouver deux entiers ^ety, tels que
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La méthode d'Hermite lui permet même de remplacer le
facteur - par le facteur plus petit i/ — •
h' introduction de variables continues dans certaines formes quadratiques a été l'idée fondamentale qui a dominé la longue suite des travaux arithmétiques d'Hermite. Je ne puis songer à entrer dans le détail de ces profondes recherches ; arrêtons-nous seulement sur les points de vue nouveaux, qui ont été si féconds dans l'étude des formes quadratiques à un nombre quelconque de variables, des irrationnelles algébriques et des formes décomposables en facteurs linéaires. On sait que Gauss, dans ses recherches arithmétiques, a élevé un monument à la théorie arithmétique des formes quadratiques à deux variables dont l'étude avait été commencée par Lagrange et Legendre, et a posé les bases de la théorie des formes quadratiques ternaires. Le problème de la réduction des formes quadratiques est d'une importance capitale; la difficulté n'est pas la même suivant qu'il s'agit de formes définies ou indéfinies. Hermite, jtraitant d'abord le cas plus simple des formes quadratiques définies à un nombre quelconque de variables et dont les coefficients sont des quantités réelles quelconques, donne différents procédés de réduction, d'où se déduit immédiatement que, pour les formes définies à coefficients entiers et de déterminant donné, il n'y a qu'un nombre limité de classes. L'étude des formes indéfinies à coefficients entiers présente des difficultés beaucoup plus considérables, qui tiennent en grande partie à ce qu'il y a une infinité de substitutions semblables, comme les appelle Hermite, c'est-à-dire de substitutions à coefficients entiers transformant la forme en elle-même. Les points essentiels de la théorie des formes indéfinies sont rattachés, d'une manière
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vraiment géniale, à la considération d'une forme définie associée dépendant d'un certain nombre de paramètres arbitraires, et ici nous voyons apparaître les variables continues dans un problème arithmétique extrêmement difficile. Les substitutions à coefficients entiers, permettant de réduire successivement ceUe forme définie, quand, par une variation continue des paramètres, elle cesse d'être réduite, conduisent aux substitutions semblables, et l'on peut démontrer qu'il existe un nombre fini de substitutions à l'aide desquelles on obtient toutes les substitutions transformant la forme en ellemême. Il résulte aussi de cette admirable analyse que, pour les formes indéfinies à coefficients entiers comme pour les formes définies, il n'y a qu'un nombre limité de classes pour un déterminant donné; on en déduit la solution du problème de l'équivalence de deux formes.
Les principes précédents s'appliquent aussi aux formes à coefficients entiers de degré quelconque décomposables en facteurs linéaires; leur théorie est même à bien des égards beaucoup plus simple que celle des formes quadratiques. Les substitutions semblables sont ici deux à deux permutables, et elles peuvent toutes s'exprimer par un produit de puissances de certaines substitutions, dont le nombre s'obtient d'une manière très remarquable : Si a désigne le nombre des facteurs réels dans la forme, et h le nombre des couples de facteurs imaginaires conjugués, il y a a -f- Z^ substitutions semblables fondamentales. La démonstration de ce beau théorème, énoncé seulement par Hermite au commencement d'un de ses Mémoires, n'a jamais, je crois, été développée. A l'égard des formes quadratiques indéfinies, on ne connaît aujourd'hui encore aucune proposition analogue relative au nombre des substitutions fondamentales, qui ne sont pas, en général, per
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mutables; ce serait là un difficile, mais bien intéressant sujet de recherches.
Les formes quadratiques binaires indéfinies appartiennent en même temps aux deux types précédents ; l'application à ce cas très particulier des principes généraux pourra donner une idée des méthodes d'Hermite. Soit une forme indéfinie / à coefficients entiers que nous mettons sous la forme
/— a\œ -f- ay) {x + (3 r)-
La forme définie associée est alors
cp =: (^ -f- ayY-V- A(^ + [jyY (A > o),
et l'on doit en faire la réduction continuelle en donnant à A toutes les valeurs positives. Pour la variation de A dans un intervalle convenable ne comprenant pas l'origine, on obtient un certain nombre de réduites de la forme proposée, qui se reproduisent ensuite périodiquement quand A va vers l'infini ou vers zéro. On retrouve ainsi, comme chez Gauss, une sorte de périodicité, mais sous un point de vue bien différent et susceptible des généralisations les plus étendues.
Nous n'avons parlé jusqu'ici que des formes à variables réelles. Hermite a introduit dans la Science la notion de formes à indéterminées conjuguées, qui a ouvert à l'Arithmétique et à l'Algèbre un champ extrêmement vaste. Ces formes se partagent encore en formes définies et formes indéfinies; laissant de côté ces dernières, Hermite fait une théorie complète de la réduction des formes définies à indéterminées conjuguées. Les conséquences qu'il en tire sont très nombreuses. Il en est d'une rare élégance. Telles sont les recherches concernant l'approximation des quantités complexes par des fractions dont les éléments sont des entiers complexes
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de Gauss; la méthode d'Hermite lui donne des résultats plus précis que ceux de Dirichlet, et surtout elle lui permet de trouver les rapports existant entre deux approximations consécutives, ce qui est indispensable pour mettre dans toute son évidence l'analogie entre les nombres réels et les nombres complexes. Citons encore la démonstration des théorèmes de Jacobi sur le nombre des représentations d'un nombre par une somme de quatre carrés.
Des applications d'un caractère plus général concernent les formes à coefficients entiers complexes et à variables complexes de degré quelconque décomposables en facteurs linéaires; en supposant qu'une telle forme © est irréductible, c'est-à-dire que l'équation ç = o n'admet d'autres solutions entières que les valeurs nulles des variables, Hermite démontre qu'elles ne forment qu'un nombre limité de classes pour un déterminant donné. De ce théorème il déduit une des plus admirables propositions de la science des nombres, à savoir que : les racines de toutes les équations à coefficients entiers complexes d'un degré donné, et pour lesquelles le discriminant a la même valeur, ne représentent qu'un nombre essentiellement limité d'irrationnelles distinctes. Nous pouvons, en deux mots, esquisser la démonstration; à l'équation proposée de degré n^ à coefficients entiers,
et dont nous désignerons les racines par a, è, ...,/, on fait correspondre la forme ç à /z variables ^, y, z, . . ., w,
dont le déterminant ne dépend que du discriminant de l'équa-
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tion. Les formes ç appartenant à un nombre limité de classes, il en résulte de suite que le nombre des irrationnelles distinctes est limité.
Au début de sa carrière, les fohctions elliptiques et abéliennes avaient appelé l'attention d'Hermite sur certaines irrationnelles algébriques. Depuis cette époque, les nombres algébriques avaient toujours été l'objet de ses méditations. C'est, sans doute, à leur occasion qu'il entreprit la longue suite de ses recherches arithmétiques. « Permettez-moi, disait-il dans une de ses Lettres k Jacobi, de revenir sur les circonstances remarquables auxquelles donne lieu la réduction des formes dont les coefficients dépendent des racines d'équations algébriques à coefficients entiers. Peut-être parviendra-t-on à déduire de là un système complet de caractères pour chaque espèce de ce genre de quantités, analogue, par exemple, à ceux que donne la théorie des fractions continues pour les racines des équations du second degré », et, plus loin, il ajoute : « Quelle tâche immense pour la théorie des nombres de pénétrer dans la nature d'une telle multiplicité d'êtres, en les classant en groupes irréductibles entre eux, de les constituer tous individuellement par des définitions caractéristiques et élémentaires. » On le voit à plusieurs reprises revenir sur ce programme. La question capitale de la recherche des unités complexes dans un corps algébrique est liée par lui à la réduction de certaines formes quadratiques; dès iS/p, il passe bien près du théorème célèbre de Dirichlet donnant le nombre exact des unités complexes indépendantes. Mais il s'attache surtout à trouver pour les irrationnelles algébriques un algorithme mettant en évidence les propriétés de ces irrationnelles. Pour les irrationnelles du troisième degré en particulier, le résultat est remar-
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quablement simple : on est conduit à un algoritiinie périodique entièrement analogue à celui des fractions continues dans leur application aux irrationnelles du second degré. Ainsi, en envisageant une équation du troisième degré à coefficients entiers ayant une racine réelle a et deux racines imaginaires [î et y, on est conduit, d'après ce point de vue, à réduire pour toutes les valeurs positives de la quantité A la forme ternaire
et dans cette réduction continuelle se manifeste une périodicité caractéristique des irrationnelles du troisième degré. Il serait intéressant de comparer les vues générales d'Hermite sur les irrationnelles avec les résultats donnés récemment par M. Minkovs^ski où la considération de certaines chaînes de substitutions permet de donner des critériums nécessaires et suffisants pour qu'un nombre soit algébrique.
La théorie arithmétique des formes binaires rentre évidemment dans le même ordre d'idées que celle des irrationnelles algébriques. Hermite lui a consacré plusieurs Mémoires et a étudié particulièrement le cas des formes de degré impair et le cas des formes quadratiques. Mais, tandis que pour les formes quadratiques les préliminaires algébriques de la théorie arithmétique des formes sont immédiats, il n^en est plus de même quand on s'élève aux formes de degré quelconque ; la partie algébrique de la théorie prend alors un développement inattendu et présente un intérêt considérable. C'est ce
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qui amena Hermite à s'occuper de divers problèmes d'Algèbre et particulièrement de la théorie des formes binaires où il allait obtenir de magnifiques résultats en même temps que ses émules Cayley et Sylvester.
Les théorèmes de Sturm et de Cauchy sur le nombre des racines des équations satisfaisant à certaines conditions avaient vivement frappé les géomètres. Sur ce sujet on doit à Hermite quelques résultats qui resteront classiques. En partant de la remarque relative à la décomposition des formes quadratiques en somme de carrés, que Sylvester, qui Fa trouvée en même temps, nomme la loi d'^incriie et que Jacobi avait aussi rencontrée, Hermite considère d'abord une équation à coefficients réels, et construit une forme quadratique associée à l'équation renfermant une arbitraire réelle t. Quand cette forme est réduite à une somme de carrés, le nombre des carrés négatifs est égal au nombre des couples de racines imaginaires de l'équation augmenté du nombre des racines réelles inférieures à /. Un cas particulier dont la démonstration est immédiate se formule ainsi : dans la forme quadratique à n variables
OÙ la somme est étendue aux n racines a de l'équation, le nombre des carrés négatifs est égal au nombre des couples de racines imaginaires. Poussant la question plus loin, Hermite considère une équation à coefficients complexes; il associe alors à l'équation une forme quadratique à indéterminées conjuguées, et, quand celle-ci, par une transformation élémentaire, a été débarrassée de ses termes rectangles, le nombre des coefficients positifs est égal au nombre des racines dont le coefficient de \l — i est positif. Le théorème de
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Sturm, le théorème de Gaucliy relatif au nombre des racines d'une équation contenue dans un contour et donnant par un calcul algébrique ce nombre de racines quand le coutour est formé d'une courbe unicursale, se déduisent des résultats précédents, et sont ainsi établis, comme le remarque Hermite, sans faire intervenir aucune considération de continuité.
Les travaux d'Hermite relatifs à la théorie algébrique des formes binaires sont d'une rare perfection; la simplicité des méthodes et l'élégance des résultats en font de véritables œuvres d'art. La théorie des invariants devait son origine à un Mémoire de Boole, mais le vrai fondateur en fut Cayley qui sut créer toute une nouvelle branche de l'Algèbre. Sylvester vint ensuite et apporta un grand nombre de résultats nouveaux, parmi lesquels la découverte des premiers covariants. L'idée des invariants n'était pas neuve pour Hermite; une notion générale sur les invariants s'était offerte jadis à lui, amenée par une considération purement arithmétique. Il entre dans la lice, et Sylvester pouvait dire plus tard : <( Nous formions alors, Cayley, Hermite et moi, une trinité invariantive. » Un calcul symbolique extrêmement ingénieux permet à Hermite de montrer qu'à tout covariant d'une forme de degré m, et qui par rapport aux coefficients de cette forme est du degré p, correspond un covariant du degré m par rapport aux coefficients d'une forme de degré p. Les deux covariants sont d'ailleurs du même degré par rapport aux indéterminées : c'est la célèbre loi de réciprocité d'Hermite. Ses applications sont innombrables. Pour citer un exemple relatif aux invariants, la forme quadratique ayant comme invariant de degré 2[jt. la puissance [m de son discriminant, il résulte de la loi de réciprocité que toutes les
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formes de degré pair ont un invariant du second degré. La loi est surtout intéressante pour les covariants. Hermite démontre que toutes les formes binaires, sauf les formes biquadratiques, ont un covariant quadratique. L'importance de ces covariants quadratiques est capitale; on en déduit la notion de substitution canonique, celle-ci étant une substitution ramenant le covariant quadratique à la forme xy. Au moyen de cette substitution, des invariants et des covariants d'une forme, qu'il eût été presque impossible d'obtenir jamais en fonction explicite des coefficients de cette forme, prennent une forme simple. Grâce à cette théorie, Hermite découvre l'invariant du dix-huitième degré des formes du cinquième degré; c'était le premier exemple d'un invariant gauche, c'est-à-dire se reproduisant multiplié par une puissance impaire du déterminant de la substitution. Nous devons noter particulièrement la découverte des covariants linéaires pour les formes de degré impair à partir du cinquième degré; elle a conduit Hermite^ au moyen d'un changement de variables effectué à l'aide de deux covariants linéaires, aux formestypes dont les coefficients sont tous des invariants de la forme initiale. Une application extrêmement intéressante de ces théorèmes généraux concerne les formes du cinquième degré. Ces formes possèdent quatre invariants fondamentaux, en fonctions entières desquels s'expriment tous les autres invariants ; les trois premiers avaient été découverts par Sylvester, et le quatrième est l'invariant gauche dont j'ai parlé plus haut. Les coefficients de la forme-type du cinquième degré s'expriment rationnellement à l'aide de ces invariants ; Hermite en déduit qu'on peut amener toute équation du cinquième degré à ne dépendre que de deux paramètres qui sont des invariants absolus, et la discussion complète de la nature.
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réelle ou imaginaire, des racines de l'équation générale du cinquième degré se fait de la manière la plus élégante.
La lecture de ces beaux Mémoires laisse une impression de simplicité et de force; aucun mathématicien du xix® siècle n'eut, plus qu'Hermite, le secret de ces transformations algébriques profondes et cachées qui, une fois trouvées, paraissent d'ailleurs si simples. C'est à un tel art du calcul algébrique que pensait sans doute Lagrange, quand il disait à Lavoisier que la Chimie deviendrait un jour facile comme l'Algèbre.
Nous avons dit que l'objet primitif d'Hermite dans ses Etudes sur les formes binaires avait été arithmétique. Il voulait en particulier approfondir cette proposition, que les formes à coefficients entiers et en nombre infini, qui ont les mêmes invariants, ne forment qu'un nombre limité de classes distinctes. Il a développé surtout ses recherches pour les formes cubiques et les formes biquadratiques, mais il a indiqué sur les formes de degré impair quelconque un théorème bien inattendu, qui se déduit de la considération des formestypes : toutes les formes binaires de degré impair ("à partir du cinquième) à coefficients entiers ne forment qu'un seul genre, au sens d'Eisenstein, c'est-à-dire sont transformables les unes dans les autres par des substitutions linéaires de déterminant un à coefficients entiers ou fractionnaires. Que de problèmes restent ouverts dans cette vaste théorie des formes ! quelles seront les transcendantes numériques permettant d'exprimer le nombre des classes en fonctions des invariants? c'est le secret de l'avenir.
Détourné par de nouvelles études, Hermite ne devait plus revenir qu'incidemment sur ses premières recherches arithmétiques; je l'ai entendu plusieurs fois regretter de ne pas
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avoir approfondi davantage certaines parties des Mémoires dont je viens d'essayer de donner une idée. Gauss eut sans doute de tels regrets en relisant vers la fin de sa vie ses Disquisitiones arithmeticœ. Une grande œuvre scientifique n'est jamais achevée. Les méthodes générales introduites par Hermite ont ouvert à la théorie des nombres des horizons entièrement nouveaux qui ne sont pas encore complètement explorés. Tous ceux qui, depuis lui, se sont occupés de la théorie des formes ont profondément subi son influence; il suffira de citer le beau Mémoire de Camille Jordan sur l'équivalence des formes, et de rappeler que le merveilleux principe de la réduction continuelle s'adapte même à des recherches toutes modernes sur la théorie de certaines fonctions uniformes.
Hermite, dans la première partie de sa carrière, que je viens de retracer, c'est-à-dire jusque vers i855, fut en relations suivies, d'abord avec Jacobi et ensuite avec Dirichlet, qui était peut-être à cette époque le plus apte à le comprendre; il avait, à ses débuts, trouvé auprès de ces grands géomètres le meilleur accueil et en avait gardé un fidèle souvenir. Il écrivait encore quelques semaines avant sa mort qu'il avait toujours été et qu'il serait jusqu'à son dernier jour un disciple de Gauss, de Jacobi et de Dirichlet. Les affinités entre esprits de premier ordre sont toujours intéressantes et utiles à suivre; le témoignage d'Hermilc à ce sujet est précieux, et l'étude de la plus grande partie de son œuvre le confirme bien, Cauchy, qu'il a cependant beaucoup connu, n'a pas exercé sur lui, au moins à ses débuts, la même influence scientifique.
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La théorie des fonctions abéliennes n'avait jamais cessé de préoccuper Hermite depuis l'époque où il était élève à l'Ecole Polytechnique. Il voulut étendre à ces fonctions le problème de la transformation qu'avaient traité avec tant d'éclat Abel et Jacobi dans le cas des fonctions elliptiques; son Mémoire de i855 sur la transformation des fonctions abéliennes est une de ses plus belles œuvres. Etant données les deux équations diflérentielles qui, pour un radical portant sur un polynome d'ailleurs arbitraire du cinquième ou du sixième degré, définissent les fonctions abéliennes, Hermite considère simultanément les quinze fonctions uniformes quadruplement périodiques iatroduites par Gopel et Rosenhain, et qui sont les analogues de snx*, cn^ et dn^. Le problème de la transformation est alors ainsi posé : Pour un polynôme donné, déterminer un nouveau polynôme tel qu'en formant deux combinaisons linéaires convenables des équations différentielles relatives à ce polynôme, les quinze fonctions abéliennes correspondantes s'expriment rationnellement à l'aide des quinze premières. Pour la solution de ce problème algébrique, Hermite se place au point de vue transcendant, et cherche d'abord à étendre aux fonctions 0 de deux variables l'analyse indiquée jadis dans sa seconde lettre à Jacobi pour les fonctions 0 d'une variable. Mais des difficultés d'une nature arithmétique, que n'avait pas connues la théorie des fonctions elliptiques, se présentent dans le nouveau problème. Les périodes des anciennes fonctions doivent être des sommes de multiples des périodes des nouvelles. Or il existe une relation bilinéaire bien connue entre ces périodes; les nombres
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entiers figurant dans la traasformation des périodes ne sont donc pas arbitraires, ce qui conduit à un ensemble remarquable de substitutions linéaires à coefficients entiers dont les propriétés doivent d'abord être étudiées. Un nombre entier k joue dans l'étude de ces substitutions un rôle essentiel; la notion de systèmes équivalents et non équivalents se pose alors, et il est établi que le nombre des substitutions non équivalentes est égal à i -4- /c -h /c^ -h /[% si /c est premier. On en peut conclure que le nombre des transformations distinctes des fonctions abéliennes relatives à un nombre premier k est égal à 720 x (i -f- k -\- k- -{- k^). En même temps que ce théorème fondamental, correspondant au théorème d'Abel et de Jacobi sur le nombre 6(n -i- i) des transformations d'ordre n des fonctions elhptiques (/z étant premier), Hermite donne le moyen de former les relations algébriques entre les anciennes et les nouvelles fonctions, résolvant ainsi complètement le problème qu'il s'était posé. Cet admirable travail, rédigé d'une manière très concise, a fait l'objet de nombreux commentaires, et ouvert la voie à des recherches de nature variée, dont quelques-unes ne se rapportent qu'indirectement à la théorie des fonctions abéliennes. Citons entre autres le Mémoire de Laguerre sur le Calcul des systèmes linéaires, où se trouve généralisée la notion des formes quadratiques correspondant aux substitutions linéaires indiquées plus haut; en Algèbre, à un point de vue tout différent, la notion importante de substitution abélienne, telle qu'elle est utilisée par M. Jordan, trouve son point de départ dans une importante remarque du Mémoire sur la transformation des fonctions abéliennes.
Au milieu de tant de travaux, Hermite ne cessait de s'intéresser à la théorie des fonctions elliptiques. Je crois bien
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qu'elle a été son étude de prédilection. Les belles formules, d'une allure si parfaite, qu'on y rencontre remplissaient de joie, comme il le disait, son âme d'algébriste, ainsi que les rapports si remarquables de ces transcendantes avec l'Algèbre et les propriétés des nombres ; les Fundamenta no^a de Jacobi étaient toujours sur sa table de travail. Une addition à la sixième édition du Traité de Lacroix est restée célèbre dans la théorie des fonctions doublement périodiques ; c'est de l'intégration d'une fonction doublement périodique, le long d'un parallélogramme de périodes, qu'Hermite, ici disciple de Cauchy, déduit les propriétés fondamentales de ces fonctions, et en particulier la décomposition en éléments simples si importante pour le Calcul intégral.
En i858, Hermite reprend l'étude de la transformation des fonctions elliptiques, et cherche à en approfondir davantage le mécanisme. Il rencontre ainsi une abondante moisson et tout d'abord la résolution de l'équation du cinquième degré. Jacobi avait montré que, dans la transformation de degré n (/z étant premier), il y a une relation de degré n -{- \ entre les racines quatrièmes de l'ancien et du nouveau module; c'est l'équation qu'on appelle X équation modulaire. Deux fonctions vont jouer un rôle essentiel. Employant les notations de Jacobi, on sait que y//f et y/f' sont des fonctions
uniformes de (o = -^\ Hermite les désigne par 9(oj) et 'j>(w)
et étudie les transformations qu'elles subissent quand on effectue sur co une substitution linéaire. Le fait que les modules satisfaisant à l'équation modulaire s'expriment, en utilisant les fonctions précédentes, par des fonctions uniformes d'un paramètre avait vivement frappé Hermite ; il eut le pressentiment que cette circonstance n'était possible qu'à cause
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de la nature singulière de ces fonctions, et la fonction o(^) sur laquelle il attira si vivement l'attention forme le premier exemple de ces fonctions, ayant des lignes de singularités essentielles, dont M. Poincaré devait plus tard faire une étude générale sous le nom de fo/ictions fuchsie/ines.
Galois avait énoncé que pour /z= 5, 7, 11 les équations modulaires sont susceptibles d'un abaissement au degré inférieur d'une unité; ce résultat, retrouvé aussi par M. Betti, avait été vérifié par Hermite dès l'époque déjà lointaine de ses lettres à Jacobi. Il effectue maintenant la réduction d'une manière complète pour /i = 5, en employant pour former une réduite une fonction convenable des six racines 5 il trouve ainsi une équation du cinquième degré, susceptible d'être identifiée avec l'équation
forme à laquelle un géomètre anglais, Jerrard, avait ramené l'équation générale du cinquième degré sans employer d'autres irrationnalités que des radicaux carrés et cubiques. a étant donné, l'identification conduit à une équation du quatrième ;degré pour trouver le module de la fonction elliptique. L'équation du cinquième degré se trouve donc résolue, en ce sens que ses racines se trouvent représentées par des expressions s'exp rimant simplement à l'aide de ç(w) et 'X^)- Cette résolution de l'équation du cinquième degré frappa vivement l'attention des géomètres et, quelque temps après, Kronecker et Brioschi traitaient la même question sans faire la réduction préalable à l'équation de Jerrard et en utilisant la relation algébrique entre le module et le multiplicateur dans la transformation du cinquième ordre.
Dans un Mémoire étendu sur l'équation du cinquième
degré, Hermite exposa ensuite ses travaux, ainsi que ceux de Kronecker et de Brioschi, en utilisant ses anciennes recherches sur les formes du cinquième degré. On trouve, de plus, dans ce Mémoire, quelques résultats généraux concernant les équations de degré quelconque. Il y est montré que, pour une équation de degré quelconque, on peut former un certain nombre d'invariants dont les signes donnent le nombre des racines réelles et imaginaires de Féquation; pareillement on peut former un système de covariants doubles, c'est-à-dire à deux séries de variables, servant, comme les fonctions de Sturm, à déterminer le nombre des racines réelles comprises entre deux nombres. Hermite complétait ainsi d'une manière remarquable ses premières études sur des suites analogues à celles de Sturm.
Nous rencontrons bientôt après un long Mémoire sur la théorie des équations modulaires. Pour réaliser effectivement l'abaissement de l'équation modulaire dans les trois cas prévus par Galois, il fallait calculer le discriminant de cette équation. Hermite entreprend alors d'une manière générale une étude du discriminant des équations modulaires et sa décomposition en facteurs, et est ainsi conduit à d'importantes notions arithmétiques sur le nombre des classes de formes quadratiques. La théorie des équations modulaires n'est d'ailleurs pas le seul lien où la théorie des fonctions elliptiques vient se lier à la théorie des formes quadratiques binaires de déterminant négatif. Un autre plus élémentaire s'offre lorsqu'on développe en séries trigonométriques certains quotients de fonctions 0; on obtient ainsi des identités, d'où découlent des propositions très cachées d'Arithmétique, et c'est ainsi, entre autres résultats, qu'Hermite retrouve les propositions de Legendre et de Gauss sur la décomposition des nombres
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en trois carrés. Ces rapprochements étranges, entre des questions de natures si différentes, exerçaient sur son esprit une sorte de fascination et étaient une des causes de Tattrait qu'il eut toujours pour la théorie des fonctions elhptiques. Aussi écrivait-il un jour à propos des travaux de Legendre et de Gauss sur la décomposition des nombres en carrés : <:< Ces illustres géomètres, en poursuivant au prix de tant d'eff'orts leurs profondes recherches sur cette partie de F Arithmétique supérieure, tendaient ainsi à leur insu vers une autre région de la Science et donnaient un mémorable exemple de cette mystérieuse unité, qui se manifeste parfois dans les travaux analytiques en apparence les plus éloignés. »
De telles analogies et de tels rapprochements se retrouvent aussi dans d'autres parties des Mathématiques. La théorie des^ fractions continues en Arithmétique, c'est-à-dire la représentation approchée d'un nombre incommensurable par un nombre rationne], avait été étendue aux fonctions d'une variable. Etant donnée une fonction d'une variable x développée suivant les puissances positives et entières de rr, on peut se proposer de représenter cette fonction par une fonction rationnelle de Xj dont le numérateur et le dénominateur soient de degré n^ avec une approximation de l'ordre 2/24-1 par rapport à x'^ cette théorie des fractions continues algébriques offre la plus grande analogie avec la théorie des fractions continues arithmétiques. Hermite, qui s'était occupé de la représentation simultanée de plusieurs nombres par des fractions de même dénominateur^ devait naturellement s'attacher au problème analogue pour plusieurs fonctions. Ce mode
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nouveau d^approximations algébriques simultanées le conduisit à une de ses plus belles découvertes, je veux parler de la transcendance du nombre e, base des logarithmes népériens. Son point de départ, dans ce Mémoire célèbre Sur la fonction exponentielle, publié en 1873, est l'approximation simultanée d'u n certain nombre d'exponentielles de la forme (?''^ au moyen de fractions rationnelles; les difTérences entre ces exponentielles et leurs valeurs approchées sont représentées à l'aide d'intégrales définies, et ces approximations permettent d'établir, en faisante = 1 etensupposantcntiers les nombres a, que e ne peut satisfaire à aucune équation algébrique à coefficients entiers. On savait depuis longtemps former des séries représentant des nombres transcendants; Liouville paraît avoir donné le premier de tels exemples, mais ces nombres ne jouaient aucun rôle en Analyse. L'intérêt qui s'attache à un nombre aussi fondamental que e donnait, au contraire, un prix immense à la démonstration de sa transcendance. Quelques années après, M. Lindemann, en s'inspirant des études d'Hermite, démontrait la transcendance du rapport ti de la circonférence au diamètre ; en même temps se trouvait, par suite, établie l'impossibilité de la quadrature du cercle. L'étude de ces belles questions a été, dans ces dernières années, notablement simplifiée, mais les principes au fond sont restés les mêmes, et les démonstrations très simples que nous possédons aujourd'hui ont été suggérées par les méthodes d'Hermite.
Après son Mémoire sur l'exponentielle, Hermite continua ses recherches sur les fractions continues algébriques. On connaissait depuis Gauss le rôle des polynômes de Lcgendre
dans le développement de log en fraction continue, et
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les recherches de M. Heine et de M. Christoffel avaient montré les rapports de la théorie des fractions continues avec certaines équations différentielles linéaires du second ordre. Hermite étend tous ces résultats en montrant comment une certaine équation linéaire d'ordre n -{- i , généralisant l'équation de Gauss, se lie aux modes d'approximations simultanées dont il avait donné une application dans son Mémoire Su?^ la fonction exponentielle; il étend ainsi, pour ne citer qu'un exemple, le résultat de Gauss, en développant az logarithmes
de la forme log^— ^(/=:i, 2, ..., /i^ en fractions conti-
nues, ce qui le conduit à généraliser à un point de vue très intéressant les polynômes de Legendre.
Nous avons déjà eu l'occasion de dire que la théorie des fractions continues arithmétiques peut se généraliser de diverses manières. De même, la théorie des fractions continues algébriques peut être étendue dans des directions différentes. Le problème suivant paraissait à Hermite de grande importance et l'a souvent préoccupé : étant données n séries S<, So, . . ., S;^ procédant suivant les puissances croissantes de x^ déterminer les polynômes X,, X2, ..., X,, de degrés a^, [i.o, . . ., [J./a de manière à avoir pour la somme
Oj Xj + 02X2 + . . . -H O/; X fi
une approximation d'ordre [i.^ -1- . . . -f- a,, -\- n — i . Il en donne une solution très simple dans le cas où les S sont des exponentielles e'"'' ^ et réussit dans le cas général^ pour /i= 3, à trouver un algorithme conduisant au résultat cherché sans avoir de systèmes d'équations à résoudre. Chemin faisant, il traite, mais d'une tout autre manière, le problème suivant, résolu par Tchebycheff et analogue à un problème déjà mentionné d'Arithmétique : Trouver deux polynômes X et Y de
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degrés m et /^, de manière à avoir pour S^ X -H S^ Y — S;} une approximation d'ordre m -h n — i. L'allure arithmétique, si je puis le dire, de ces problèmes intéressait vivement Hermite; ils se rattachaient pour lui à des questions importantes d'Analyse; le Mémoire sur e en est' la meilleure preuve. Il avait antérieurement consacré un élégant Mémoire au cas particulier de la détermination d'un système de polynômes U, V, W, tels que Usina; 4- Vcos^ -H- W commence par la plus haute puissance possible de la variable; il en avait tiré une démonstration immédiate du théorème de Lambert sur l'incommensurabilité de t:- et peut-être avait-il songé un instant à déduire de ce genre de considérations la transcendante de Tî.
La puissance de travail d'Hermite était considérable. La transcendance de e, les fractions continues algébriques ne lui font pas abandonner les fonctions elliptiques. Dès 1872, il est en possession de l'intégration de l'équation de Lamé, comme le montrent les feuilles lithographiées de son Cours de l'École Polytechnique. En 1877, il commence la publication dans les Comptes rendus de son grand Mémoire Sur quelques applications des foliotions elliptiques. Les fonctions doublement périodiques de seconde espèce, c'est-à-dire les fonctions qui se reproduisent à un facteur constant près par l'addition d'une période, jouent un rôle capital dans le travail d'Hermite; il étend à ces fonctions la décomposition en éléments simples qu'il avait donnée jadis pour les fonctions de première espèce. Il est prêt alors pour faire l'intégration d'une équation rencontrée par Lamé dans la théorie de la chaleur. Cette équation linéaire du second ordre renferme une constante arbitraire. Lamé en avait fait l'intégration pour certaines valeurs de cette constante ; Hermito l'in-
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tègre dans tous les cas au moyen des fonctions doublement périodiques de seconde espèce, et rattache à cette intégration la solution de quelques problèmes classiques de Mécanique, comme la recherche du mouvement d'un corps solide ayant un point fixe et n'étant soumis à aucune force, et celui du pendule conique. Le côté algébrique tient aussi une grande place dans ce Mémoire, et les équations correspondant aux cas examinés par Lamé y sont l'objet d'une discussion approfondie. Ces études sur l'équation de Lamé ont ouvert la voie à bien des recherches analytiques ; mais, ce qui intéressait le plus Hermite, ce sont les applications qu'on en pouvait faire à la Mécanique et à l'Astronomie. Le titre qu'il avait donné à son Mémoire est à cet égard significatif, ainsi que la sympathie avec laquelle il suivit les efforts de Gyldén pour introduire les fonctions elliptiques en Mécanique céleste.
J'ai déjà bien longuement parlé des travaux d'Hermite sur les fonctions elliptiques. Je ne puis m'arreter sur toutes les questions [x]u'il a étudiées dans cette théorie. Que de Mémoires seraient encore à citer, renfermant des idées ingénieuses et originales sur lesquelles il revenait avec joie : décomposition des fonctions doublement périodiques de troisième espèce, à laquelle M. Appell devait apporter des compléments très importants, développements des fonctions elliptiques suivant les puissances croissantes de la variable, recherches des valeurs asymptotiques de quelques fonctions numériques, et tant d'autres.
Hermite, comme Kronecker, s'est toujours servi des notations de Jacobi. Il se trouvait trop vieux pour adopter les notations de Weierstrass, quand elles ont commencé à se répandre. Il en reconnaissait sans doute l'avantage au point de vue de la théorie générale, et certains invariants mis en
Hosted by
XXXIV PREFACE
évidence étaient faits pour lui plaire. Mais je crois que la symétrie introduite le touchait peu, la dissymétrie entre les périodes se produisant nécessairement dans les applications. Rien n'aurait pu le décider à abandonner les fonctions 0 et les admirables identités, si précieuses pour l'Arithmétique, dont la forme lui était familière depuis tant d'années.
C'est en 1869 qu'Hermite fut nommé professeur à la Faculté des Sciences. Au début, il traita de la théorie des équations, mais à partir de 1870, abandonnant l'Algèbre dans ses Leçons, il se consacra au Calcul intégral et à la théorie des fonctions. Ceux qui l'ont entendu, et il y en a certainement parmi vous, garderont toujours le souvenir de cet enseignement incomparable. Quelles merveilleuses causeries, d'un ton grave que relevait par moments l'enthousiasme, où, à propos de la question la plus élémentaire, il faisait surgir tout d'un coup d'immenses horizons, et où à côté de la Science d'aujourd'hui on apercevait la Science de demain. Jamais professeur ne fut moins didactique, mais ne fut plus vivant. Je ne puis, dans mes souvenirs, le comparer qu'à Wurtz; sous des formes très différentes l'enseignement fut pour eux un apostolat, et j'ai connu des auditeurs peu familiers avec les sciences et égarés dans les amphithéâtres de l'illustre géomètre et de l'illustre chimiste, sortir stupéfaitsde voir qu'une leçon d'Analyse et une leçon de Chimie pussent être si poignantes et si dramatiques. Quand Hermite parlait de la Science, il faisait songer à Pasteur, et il aurait pu faire sienne cette phrase qui revenait souvent sur les lèvres de son grand contemporain, que la Science se fait non seu-
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lement avec l'esprit, mais aussi avec le cœur. C'est ce dont témoigne l'inépuisable dévouement d'Hermite pour ses élèves ; que d'heures il a passées à correspondre avec des géomètres de tous pays, connus ou inconnus, lui soumettant leurs essais et sollicitant ses avis. Vrai directeur scientifique, il répondait à tous avec une exquise bienveillance, donnant sans compter son temps et ses idées, persuadé qu'un savant ne contribue pas seulement aux progrès de la Science par ses travaux personnels, mais aussi par les conseils donnés, particulièrement à ceux qui entrent dans la vie scientifique. Une manifestation grandiose devait montrer à Hermite, au soir de sa vie, qu'il n'avait pas eu alTaire à des ingrats; beaucoup d'entre nous ont sans doute assisté à cette belle et touchante cérémonie du 24 décembre 1892, où a été fêté son soixante -dixième anniversaire.
L'enseignement d'Hermite à la Sorbonne a exercé une très grande influence. Ses cours ont été lithographies et ont été lus et médités par tous les géomètres contemporains. Il ne craignait pas de s'arrêter sur les débuts du Calcul intégral, et il donnait à réfléchir à ses lecteurs sur les sujets les plus élémentaires. Ainsi une remarque immédiate sur l'expression de log j par une intégrale définie Tamène un jour
à la notion de ce qu'il appelle une coupure, notion qu'il développe ensuite d'une manière générale. Les tliéories fondamentales de Cauchy relatives aux fonctions d'une variable complexe tenaient une grande place dans son cours. Vers 1880, un Mémoire de Wcierstrass récemment paru appela vivement l'attention; les leçons d'Hermite firent connaître en France les idées du grand analyste allemand. Depuis vingt ans, tous les géomètres ont étudié dans ces leçons la théorie
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des fonctions analytiques; les idées essentielles, dégagées de tout ce qui est accessoire, y sont mises en évidence avec un relief singulier. En même temps s'aperçoit l'esprit précis de Talgébriste que fut toujours Hermite. Il aimait certes les théorèmes généraux, mais à condition qu'on les appliquât ensuite à quelque question spéciale. Tous les géomètres n'ont pas à cet égard les mêmes besoins; il suffit à quelques-uns de jouir d'un bel énoncé général et il semble qu'ils craignent presque de gâter leur plaisir artistique par la pensée d'une application à un problème spécial. Il est heureux, je crois, que tous les esprits n'aient pas les mêmes tendances, mais Hermite sur ce point avait une opinion bien arrêtée. Aussi cherchait-il à illustrer par de nombreux exemples les propositions générales de Weierstrass et de Mittag-Leffler sur la théorie des fonctions. Les fonctions elliptiques lui donnaient un beau champ d'applications. Son cours lui était Toccasion de travaux portant toujours une marque personnelle. D'une année à Tautre, il étendait le cercle des [questions traitées; dans les derniers temps de son enseignement, il s'était attaché particulièrement à la théorie des intégrales eulériennes. Outre les applications qu'il y pouvait faire des théorèmes généraux de l'Analyse, il se plaisait dans les transformations difficiles des intégrales définies, qu'il maniait avec un art consommé rappelant les grands géomètres de la première moitié du siècle dernier, art qui semble se perdre aujourd'hui. Des Mémoires élégants sur une extension de la formule de Stirling et sur la fonction logr(a) furent lie fruit de ces nouvelles recherches.
Hermite, dans ses leçons, ne s'arrêtait pas à discuter les premiers principes de l'Analyse. Il pensait modestement que les études de Philosophie mathématique, si en honneur au-
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jourd'hui, devaient être de grande importance, puisque tant d'esprits éminents s'y adonnent; mais, malgré toute sa bonne volonté, il ne pouvait arriver à s'y intéresser. La cause en était peut-être dans sa philosophie un peu mystique sur l'essence du nombre; il croyait que les nombres forment un monde ayant son existence propre en dehors de nous, monde dont nous pouvons saisir seulement ici-bas quelques-unes des harmonies profondes. Dans l'antiquité il eût été platonicien, et au moyen âge, dans la longue querelle entre le réalisme et le nominalisme, il aurait suivi Guillaume de Champeaux avec les réalistes. Dans une sphère moins élevée, mais dans un ordre d'idées se rattachant à ce qui précède, il avait vu avec regrets les efforts faits depuis une vingtaine d'années pour introduire l'extrême rigueur dans l'enseignement élémentaire. On lit, dans un article écrit quelques semaines avant sa mort et destiné à un journal d'enseignement : « L'admiration, a-t-on dit, est le principe du savoir, ... ; je m'autoririserai de cette pensée pour exprimer le désir qu'on fasse la part plus large, pour les étudiants, aux choses simples et belles, qu'à l'extrême rigueur aujourd'hui si en honneur, mais bien peu attrayante, souvent même fatigante et sans grand profit pour le commençant qui n'en peut comprendre l'intérêt. » Toute la méthode d'enseignement d'Hermite tient en raccourci dans ces quelques lignes : personne plus que lui ne sut exciter l'admiration pour les choses simples et belles.
Arrivé au terme de cette leçon^ je suis loin d'avoir énuméré tous les Mémoires ou Notes d'Hermite qui demanderaient une mention. Il faut au moins citer ses recherches sur la représentation analytique des substitutions, ses belles études sur les polynômes à deux variables qui généralisent les poly-
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nomes de Legendre, sur rinterpolation, sur les nombres de Bernoulli, sur les fonctions sphériques, etc.; toutes portant la trace de sa rare pénétration.
Lagrange vieillissant^ à ce que raconte Delambre, avait perdu le goût des xMathématiques, et son enthousiasme s'était éteint. Hermite fut plus heureux; les fatigues de Fâge ne ralentirent pas son activité intellectuelle, ni l'intérêt qu'il prenait aux choses de la pensée. Sa belle intelligence g-arda jusqu'à la fin toute sa vivacité, et il continuait à suivre de près le mouvement scientifique contemporain. Sans doute, chose bien naturelle chez un vieillard de son âge, il avait à faire des réserves au sujet de certaines hardiesses de la pensée mathématique actuelle; mais, plus optimiste sur ce terrain qu'il ne l'était dans d'autres domaines, il aimait à espérer que de cette vie intense sortirait quelque chose de grand et de durable, et il entrevoyait un bel avenir pour la Science mathématique du xx^ siècle. Parfois il regrettait que la théorie des nombres fût peu cultivée en France, regret d'autant mieux justifié que la pénétration fatale de la théorie des nombres dans la théorie des fonctions donnera une grande force à ceux qui seront pénétrés des principes de l'Arithmétique supérieure, et que certaines recherches relatives à la fois à l'Arithmétique et à l'Analyse des fonctions pourraient donner, semble-t-il, dès aujourd'hui une fructueuse moisson. Il se rappelait qu'il n'aurait jamais pu écrire son Mémoire sur la transformation des fonctions abéliennes s'il n'avait été familier avec les questions arithmétiques, exemple de l'appui que se prêtent les diverses parties de la Science et du danger qu'il y a pour les chercheurs à .se cantonner dans des domaines spéciaux.
Dans ses dernières années, l'immense correspondance
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d'Hermite Toccupait de plus en plus. II n'avait jamais aimé le monde, et il en redoutait les obligations qui ne sont souvent pour l'homme d'étude que de grandes pertes de temps. Toute son activité extérieure se concentrait dans de longues causeries épistolaires avec de lointains amis. Les Mathématiques en formaient une bonne part, mais aussi bien d'autres sujets^ et, entre deux pages consacrées aux fonctions elliptiques et aux nombres de Bernoulli, venait s'intercaler une page sur la politique européenne. Ses lectures s'étendaient sur les sujets les plus variés, et son excellente mémoire retenait tout ce qu'il avait lu. A côté du savant, il y avait chez Hermite un écrivain. Dans les Notices qu'il eut à écrire de temps à autre, son style grave, exempt de toutes recherches, laissait une impression profonde; plus d'une page dans sa correspondance mériterait d'être conservée, s'il était permis de la publier.
L'œuvre d'Hermite se trouve dispersée dans un grand nombre de journaux scientifiques français et étrangers; elle grandira encore quand elle se trouvera rassemblée et qu'on pourra ainsi mieux juger de sa belle unité. A peu d'exceptions près, les Mémoires sont courts. La marche générale des idées y est toujours mise avec évidence, mais, surtout dans la première partie de la carrière d'Hermite, la rédaction se présente sous une forme synthétique, et le soin d'établir de nombreuses propositions intermédiaires, dont l'énoncé seul est indiqué, est laissé à la charge du lecteur. Quel fructueux exercice que la lecture d'un de ces Mémoires fondamentaux pour l'étudiant bien doué qui cherche à en rétablir tous les détails.
Le temps n'est pas encore venu, et, d'ailleurs, il ne m'appartient pas de porter un jugement sur l'œuvre d'Hermite.
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Certaines parties de cette œuvre sont aujourd'hui en pleine lumière et ont rendu son nom célèbre, d'autres seront dans l'avenir la source de belles découvertes et contribueront encore à sa renommée. Une impression peut toutefois se dégager de cette étude sommaire. Les Travaux les plus importants d'Hermite se rapportent aux fonctions elliptiques et abéliennes, aux formes algébriques et à la théorie des nombres; mais ces divers Travaux ne sont pas isolés et Ton éprouve un singulier embarras à les faire rentrer dans une classification qui, en Mathématiques comme ailleurs, est toujours insuffisante et provisoire. Les recherches sur l'équation du cinquième degré appartiennent-elles à l'Algèbre ou à la Théorie des fonctions elliptiques, et le Mémoire sur la transformation des fonctions abéliennes relève-t-il de l'Arithmétique- ou de la Théorie des fonctions? Si cependant, en restant dans les cadres habituels, on veut essayer de définir le génie d'Hermite, on peut dire que les points de vue arithmétique et algébrique prédominent dans son œuvre. C'est en Algèbre et en Arithmétique qu'il a été surtout un inventeur et un créateur. Avec Cayley et Sylvester, il a fondé la théorie des covariants des formes algébriques, et les admirables recherches, où il a introduit le continu dans le domaine du discontinu, lui assurent dans la Théorie des nombres, cette reine des Mathématiques, une place d'honneur à côté des deux grands géomètres, dont il aimait à se dire le disciple,. Gauss et Dirichlel.
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ŒUVRES
PAR RAPPORT A UNE AUTRE
Nouvelles Annales de Mathématiques, Tome I.
On donne sur un plan deux sections coniques A, B; on considère une tangente menée à la première comme une polaire par rapport à l'autre, et on demande le lieu de son pôle en supposant que le point de tangence parcourt la courbe A.
Soit rapportée la courbe A à un axe et à la tangente au sommet, O/, son équation sera :
et celle de sa tangente au point (a, [3);
(i) pjK =/»(^ 4- a) -h /z^a,
avec la condition
(2) p2 — 2jDa + Tza^.
Aj^2 -4- B ^jK -i- • • • = o,
l'équation de la courbe B, celle de sa polaire par rapport au point H. — I. I
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œ' ^ y sera, comme on sait,
en ridentifîant avec l'équation (i) de la tangente, on aura : X' _ p -h /la \' _ poL
de telle sorte que si a et ^ étaient effectivement donnés, ces relations détermineraient les coordonnées du pôle, x' et y'] on aura donc l'équation du lieu cherché en éliminant a et [3 entre ces équations et l'équation (2). Pour faire le calcul, j'observe qu'elles donnent tout d'abord :
^ ~ pX'- n\" ^ " pX'—nY'
d'où il résulte en substituant dans ( .4),
(pX'~7ÏYf- ~ pX^^nV' ~^ (pX'— nW'y ' d'où
/?2 Y'2 = 2Y'(pX'-- nV) -+- nY''\ et enfin
comme X', Y', V sont des fonctions linéaires de x^ et y^ le lieu est encore une section conique.
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CONSIDERATIONS SUR LA RESOLUTION ALGEBRIQUE
Nouvelles Annales de Mathématiques, Tome I.
1 . On sait que Lagrange a fait dépendre la résolution algébrique de l'équation générale du cinquième degré, de la détermination d'une racine d'une équation particulière du sixième degré, qu'il nomme réduite {Résolution des équations numériques, Note XIII). De sorte que, si cette réduite était décomposable en facteurs rationnels du second ou du troisième degré, on aurait la résolution de l'équation du cinquième degré. Je vais essayer de démontrer qu'une telle décomposition est impossible. A cet effet, j'ai besoin de la proposition suivante due à Lagrange [Mémoires de l^ Académie de Berlin^ t. 3) et de quelques observations sur les permutations.
2. Deux fonctions semblables non symétriques des racines d'une même équation X = o peuvent toujours s'exprimer rationnellement l'une par l'autre.
Démonstration, — Ondi^^eWe fonctions semblables de racines celles qui varient ensemble ou deviennent les mêmes pour les mêmes permutations : telles sont
(') Cet article, ainsi que le précédent, sont signés par M. Hermite, élève au Collège Louis-le-Grand (Institution Mayer). E. P.
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Soient donc cp et ^ deux fonctions quelconques semblables des racines d'une équation, et supposons qu'en permutant les racines de toutes les manières possibles, la fonction cp ait n valeurs représentées par
les valeurs correspondantes de ^ sont
4^1, 4^2, 4^3, ..., 4^/î-l, ^ri-
11 est évident, par la théorie des équations, que les n valeurs de o sont racines d'une équation de degré n, qu'on obtient en effectuant le produit des facteurs
et, par les formules des fonctions symétriques, on connaît les coefficients de cette équation.
On a de même
f(x) =^(x — ^i)(a; — ^2).,.(a7—^ri-i)(^ — ^n) = o:
désignons par F\'cp^), ¥'(^2)^ - ■- -, les valeurs successives de la dérivée de F(^), en remplaçant x par cp^, cpa, . . ., cp,^. Formons la fonction suivante du degré n — i
(^•-CpOPHTl)"^' (^-?2)F'{T2)'^' (^-?«)F'(9.)'^"~''^^^'
et, par la théorie des fonctions symétriques, les coefficients de cette fonction sont donnés en fonction des coefficients de X = o, car on reconnaît facilement que les racines de l'équation X =1^ o j entrent sous forme invariable; donc 7t(^) est une fonction rationnelle de X, Faisant dans cette identité x = o^^le premier membre
F(,t) se réduit à son premier terme, carie quotient '- — ■ devient F^(cp, ),
lorsque .r=cD|, et tous les autres termes s'évanouissent : on suppose d'ailleurs tous les facteurs inégaux; donc
de même
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Application
X = ^3 ^ px'2^ ^ qx -^ r — o (racines a, p, y)
i{;i := a -I- p, ^j;2=a4-Y, ^3=P-^-T' /(57) ::. (^ _ a - p )(^ ~ a - Y)(rr - p - Y ),
"^^^-aP(P-Y)(a-Y)^ ^^ ' "•' et faisant les réductions
, , ;r2 / 1 I I \ x''-— qx
apY \^ P ï/
soit
donnantà^ successivementles trois valeurs de cp, savoir 2 ; — 3 ; — 6, on obtient + 3 ; — 2 ; — i ; les trois valeurs de A.
4. Tous les coefficients des diviseurs d'une équation sont des fonctions semblables des racines de cette équation; par conséquent, connaissant un de ces coefficients, on peut déterminer tous les autres, en fonction rationnelle du coefficient connu.
5. Venons aux permutations : cinq quantités a, p, y, S, e permutées cinq à cinq fournissent cent- vingt permutations qu'on peut partager en vingt-quatre groupes de cinq permutations rangées par ordre circulant; exemple : le premier groupe commence par a^ySs et sa formation est indiquée par l'échelle 2345 1 ; cela veut dire que la première lettre doit être remplacée par la seconde; la seconde par la troisième; la troisième par la quatrième, etc. ; de sorte que le second terme de ce groupe est pySea, qui donne le troisième ySea^, etc. ; le premier terme du second groupe est a^yeS; l'échelle de formation est toujours 2345 1, de sorte que le second terme est jîyeSa, et ainsi de suite ; les têtes de groupe sont donc fournies par les vingt-quatre permutations des quatre lettres ^, y. S, e; ces vingt-quatre permutations peuvent donc se diviser en six groupes
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de quatre termes rangés aussi par ordre dérivatif avec l'échelle Sè4i3, c'est-à-dire à remplacer la première lettre par la deuxième, la deuxième par la quatrième, la troisième par la première, et la quatrième par la troisième; ainsi, le premier terme du premier groupe étant PySs donne lé second ys^S, d'où l'on déduit le troisième eSy^; le ^quatrième S^ey. Les têtes de groupe sont données par les permutations de ySs et les divers termes par l'indice constant 241 3.
Soit maintenant l'équation générale du cinquième degré
(i) x^ — Aia7*-i-A2^^ — k'^x'^-\' h^'^x — A5 = o (racines a, p, v, s, S).
Les coefficients sont supposés réels et rationnels. Formons l'équation au produit de deux racines ; elle est de la forme
(2) ^io_Bi:r9-f-B2:z^8-i-...-^Bio=-o racines \ ^'^^ ^^'' ^^^' !.l' '!"'
B^, Bo, . . . sont des coefficients connus, réels et rationnels, et B< = Ao ; soit /(m, n,/?, q^ r) une fonction symétrique quelconque des cinq quantités qui y entrent; remplaçons d'abord les cinq quantités respectivement par les cinq racines de la première ligne, on obtient
/(^P» Pï' ï^' ^2' ^^) -~= ?'
et ensuite par les cinq racines de la seconde ligne, on obtient
/(aY, Y£, £p, p8, ^a)r=~.^.
Quelque permutation qu'on fasse entre les racines, ç 4- A ne peut prendre plus de six valeurs différentes. En eff'et, '^ n'est susceptible au plus que de cent vingt valeurs diff'érentes ou de vingt-quatre groupes de cinq termes chacun donnés par l'indice 2345 1; il est évident par la seule inspection que les cinq termes de chaque groupe deviennent identiques : ainsi le premier terme du premier groupe est
et le second terme devient
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égal au premier. Donc les cent vingt valeurs de cp et de ^|> se réduisent à vingt-quatre termes donnés par les permutations des quatre racines p, y, S, s, lesquelles se rangent en six groupes de quatre termes fournis par l'indice 2^i3; mais il est évident que cp se change par cet indice en ^ et vice versa; car fiySe, qui appartient à cp, donne en vertu de cet indice ye^S qui appartient à tj/, et ainsi des autres.
On prouvera de même que cp^j; n'est susceptible que de six valeurs.
cp =r ap -I- Py -H y8 -H 8e -h sa,
^ =^ ay H- yt ^- s^ -f- ^o -|- 8a ; l'équation d'où dépendent les valeurs de o^ sera donc de la forme (3) ;rs— d^s-hCg^'^-f- ...H- Ge^o.
Désignant les six racines par X^ , X2, )^3, . . . , Xc, on aura
1. (ap -f- Py -^ 78 ^- 8£ -f- sa j(aY -i- ys -+ sjB -f- ^8 -h 8a) — Xi,
2. («8 -f- 8e -H £p -{- Py -^T°')(^P -1- fio m- oy -f- Y^ "^ ea ) == X2,
3. («Y -i- yP -t- p8 ^- 80 -4- £a)(a8 -4- 8y h- Y^ -i- ep -i- ^a) = X3,
4. (aY -+- y8 -+- 8s H- ep ^- pa)(a£ -t- £Y -f- Y? ~^ P^ "•" ^^ ) — ^4»
5. (as -+- £p -f-pY-f^Y^ + 8a)(aY-+- Y^ -H £8 -1- 8p + pa) = X5,
6. («8 -i- 8£ + £Y -i- yP "^ P^)('^ï -f- Y^ + ^H "^ P- "+" ^^) ~ ^6-
Ces six racines se composent de douze facteurs ; la somme de deux facteurs de la même racine est connue et constamment égale à A2; de plus, chaque facteur a deux ou trois termes en commun avec dix autres facteurs, et ces termes communs sont des racines de l'équation (2). Cela posé, je dis que l'équation (3) ne peut admettre un facteur rationnel ni du deuxième, ni du troisième degré ; supposons qu'il existe un facteur rationnel du deuxième degré, et qu'il comprenne les deux racines ).< , X2 • dans cette hypothèse, ces deux racines sont déterminables et n'impliquent qu'un radical carré : connaissant le produit et la somme de deux facteurs, on connaît les facteurs; donc, les quatre facteurs qui servent à former les racines 'ki , X2 sont connus et ne renferment que des
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radicaux carrés. Or, l'équation (2) admet deux cent cinquantedeux facteurs du cinquième degré, tous de la forme
x^ — Cl iz-'^ H- C^x^ — G3^2 _|_ G^ip — G5.
Il est évident que dans le nombre il existe quatre facteurs où Ci a pour valeurs les quatre facteurs des racines \^^ X2 ; C^ est donc déterminé, et ne renferme que des radicaux carrés; et par conséquent tous les autres coefficients C2, G3, C4 sont aussi déterminés d'après la proposition énoncée (4)- Parmi ces quatre facteurs du second degré il j en a deux qui ont deux racines en commun, Py et Se par exemple ; si l'on avait pris les deux racines \^ et X4, on trouverait, dans les diviseurs du cinquième degré, trois racines en commun a^, yS, Se. En tout cas, deux facteurs du cinquième degré qui correspondent à deux racines de l'équation (3) ont soit deux, soit trois racines en commun. D'après la théorie des équations, des racines communes à deux diviseurs peuvent être données séparément; donc a^ est racine d'une équation, soit du deuxième, soit du troisième degré, dont les coefficients ne renferment que des radicaux carrés; donc la valeur de a^ est donnée en fonction des coefficients de l'équation (i) et ne renferme que des radicaux carrés et cubiques; mais a + [^ peut toujours s'exprimer rationnellement en fonction de a[3 (2); il s'ensuivrait donc que les racines a et p de l'équation du cinquième degré ne renfermeraient que des racines carrées ou cubiques, résultat absurde, qui provient de l'admission d'un facteur rationnel du second degré dans l'équation (3); donc ce facteur n'existe, pas. On démontrerait de la même manière et a fortiori que cette équation n'a pas de facteur rationnel du troisième degré ; et par conséquent les racines X^, X25 ••• ^^ peuvent s'exprimer en radicaux carrés et cubiques.
8. Je vais maintenant démontrer comme une conséquence de ce qui précède que les racines de la réduite de Lagrange ne peuvent non plus s'exprimer en radicaux carrés et cubiques. En effet, rappelons succinctement la manière d'obtenir cette réduite. On pose l'équation
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et l'on fait
^ = a 4- (x^ + [JL2y _|_ jj^ag _|_ p.4£^
d'où
OÙ Ç', ^'', Ç'^^, i^^^ sont des fonctions déterminées des cinq racines de l'équation (t); la réduite dont il s'agit a pour racines les valeurs que peut prendre une fonction symétrique de ces quantités, pour toutes les permutations entre les racines a, [3, y, S, s ; or ces valeurs se réduisent à six, par la même raison que les valeurs de cp^|^ se sont réduites à six (7) : i^ à cause de l'échelle de permutation 2 345 1 qui les réduit à vingt-quatre; a"" de l'échelle 24x3, qui réduit les vingt-quatre à six 5 nommons /une racine quelconque de la réduite de Lagrange et X une racine correspondant à la même permutation de notre équation (3). Il est évident que ces quantités varient simultanément ou restent les mêmes pour les mêmes permutations ; elles sont donc des fonctions semblables des racines ; l'une peut donc s'exprimer en fonction rationnelle de l'autre ; on a ainsi X = F(/); donc, si / ne renfermait que des radicaux carrés et cubiques, il en serait de même de X, ce qui a été démontré impossible ; donc / doit admettre d'autres radicaux ; par conséquent la réduite de Lagrange est essentiellement irréductible, n'a pas de facteurs rationnels du deuxième et du troisième degré. Or, elle devrait en avoir pour que la résolution de l'équation du cinquième degré fût possible, donc cette résolution est impossible et a fortiori la résolution des équations de degré supérieur.
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EXTRAITS
DE
Tome I des Opuscula mathematica de Jacobi, 1846 et Journal de Crelle^ Tome 32.
Paris, Janvier i843.
L'étude de votre Mémoire publié dans le Journal de M. Crelle sous le titre : De fiinctionibus quadrupliciter periodicis quibus theoria transcendentium Abelianarum innititui% m'a conduit, pour la division des arguments dans ces fonctions, à un théorème analogue à celui que vous avez donné dans le troisième Volume du même journal, pour obtenir l'expression la plus simple des racines des équations traitées par Abel. M. Liouville m'a engagé à vous écrire pour vous soumettre ce Travail; oserais-je espérer Monsieur, que vous daignerez l'accueillir avec toute l'indulgence dont il a besoin?
Soit
_ /-''(g -4- ^x')dx r^'(o^-i~?y)àr
,_ r"" {y! -\- ^' x) dx r^(o^'-i- ?'y)ày ""-X M^) ^J, Hr) '
X = lo{u, u'), ^ — Xi( w, w').
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LETTRES DE M. CHARLES HERMITE A M. JACOBI. Il
Faisons pour abréger
x,i^= ^^{nu, nu'), yn ~ \\ {nu, nu):
ceà deux quantités seront déterminées simultanément par les deux racines d'une équation du second degré,
dont les coefficients seront des fonctions rationnelles de x^ y^ ^{x), A(jk); j'ai trouvé qu'ils étaient de la forme P + Q A(^) A(jk)? où P et Q sont des fonctions rationnelles de x et y; mais cette remarque n'est pas essentielle pour ce qui suit.
Je partirai de ce que les racines simultanées des deux équations
(A) Va;l-+-V'xn-^W--= o, Vyl-^V'yn-^ IJ" '-^ o
sont données par les formules
^ / mil i/ - ï -^ ^'^9 -+- J^" i-i \/ - I H- m" i'^
X =^ kç^y u '
mi\
iW-
-ï-^tn"'i'.,.
mi^
rr+ m'" H
mi\
en attribuant aux nombres entiers m, m! ^ m!' ^ ml" les valeurs o, 1,
Cela posé, soit pour abréger
I — mil sj — 1 -T- in! i^ -i- m!' 4 / — i -r- m!" 4 , r = mi\ \J — i -4- m! i'^ -\- ml' i'^ \J — i -h m'" i\^ ,
et désignons par /(^, y) une fonction rationnelle symétrique de x et y y et par/?, q^ r, s quatre racines de l'équation binôme ^"==: i, je dis que l'on aura
Xi ( w -h -, u'-h - ) I [p'^q''''r"'"s'^"'
:= V^JAH-BA[Xo(/ia,^w')]-t-GA[Xi(nw, aiw')] + DA[Xo(^Wj nu')]^['kl{nu, nu'
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A, B, C, D désignant des fonctions rationnelles de \{nu^ nu')^ \ (nUj nu').
Le premier membre peut d'abord se ramener à une fonction rationnelle de >.o(w, i/), ^^(w, u'). En effet, d'après la propriété fondamentale des fonctions Iq, li, un terme quelconque, tel que
f\lo(u-^ -' ^'-^ n)' ^^ V^'^ n' ^ "^ n) r P^^^^^ ^^^^ exprimé rationnellement en loi^, u'), )., (?/, u'), ^{\q{u, u')\ ^[\^{u^ u% et les quantités analogues relatives à la division des indices. Or on trouve aisément ces formules
qui montrent que les radicaux carrés A[}vo(«/, ié)\ A[X|(w, y!)\ pourront s'exprimer rationnellement en \{u^ u')^ ^\{u^ u')] car en faisant disparaître les irrationnelles des équations (A), puis les différentiant successivement par rapport k u el u\ on obtiendra les expressions des dérivées partielles en fonction rationnelle de \q{u^ u') et )v, [u^ u').
Représentons le premier membre de l'équation (B) par cp(^, u')] on démontrera bien aisément que
ki, y/^ -f- k' 4 -H k" 4 \/^^i 4- k'" H , ki\ v/=T-- k' i\ + k!' i\ sj~^i + k
n ri
quels que soient les entiers A", k'j k", k"^ .
En l'élevant à la puissance n}^"^^^ on obtient donc une fonction rationnelle de \o{u^ u'), '^{{u, u')^ qui ne change point en substituant à ces quantités deux autres quelconques des racines simultanées des équations proposées. 11 suit de là et de la théorie des fonctions symétriques des racines d'un système d'équations à plusieurs inconnues, que cette fonction pourra être déterminée rationnellement par les coefficients des équations (A).
J'observe actuellement qu'il a été introduit les quantités
dko(nu, nu') dlo{nu, nu') dXi(nu^ nu') d\\{nu^ nu') i,
, — , j -j—, que ion
du du du du ^
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pourra éliminer par les formules suivantes :
Or, une fonction rationnelle quelconque des deux radicaux A[}vo(^/, u^)]j à[A^(u, u')] peut toujours être mise sous la forme
ce qui achève la démonstration du théorème énoncé.
En supposant successivement/(^, j) = ^ -^Xj et /(^, y) = xy, on aura séparément par une somme de n'^ — i radicaux /^iènles {^^ coefficients d'une équation du second degré, dont les racines détermineront finalement celles des équations proposées. On pourrait aussi faire voir qu'il suffit de connaître l'un d'eux, l'autre se déterminant rationnellement par celui-là.
Pour obtenir la division des indices, soit
, ki\ v/~ - I -4- A:' f^ -h k'^ ^3 \/— I H- k'" i\ _ V
on aura ^,^ = o, yn = o, et les équations à résoudre seront
leurs racines seront comprises dans les formules
H /— 1 -^ rii! U + m!' U \/ — [ H- m'" ij, mi\ sj ~ ^ 4- m' i\ -+- m" i'^ J — r -i- m!" i'
m- il sJ — I -\- m! û^ + m" 4 s/— i 4- m'" 4 m i\ y/ — ] -t- m' i'^_ h- m" i'^ sJ — \^m"' i
en attribuant aux nombres entiers m, m! ^ ni' ^ m!" les valeurs o, i, 2, ..., n — I. Mais si l'on suppose n premier et impair, on verra aisément qu'en supposant successivement
( Il rrr i'i \J~^^\, \\ = i\ \l— I : I2 — fi. t'i y/— 1 4- H, l'a — H^ i\ \l — 1 -
\ 1 4 = [j(. il sj— I + [jl' i^^ 4- [Jt." iz s/— H- 4 , Jt 4 = I^ ^'1 /— I ^- !^' ^2 -^ ^^" ^ s /" '
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on pourra leur substituer les suivantes
X' — Aq ( m — , m -^ ) , y= Ali m~, m —
â7 = An 7?i — - m -- 1 y = XaI m - y m -^
-s/ A3 AoX ^/J3 lo
— Ào m — ^ /?! -^ ' V = Al m —
en excluant la solution zéro, et donnant à m les valeurs i, 2, . . ., n — I et à [JL, ^'j ^" les valeurs o, 1,2, . . .^ n — i.
Mais comme les intégrales qui entrent dans les expressions (le u et u^ ont été prises à la limite inférieure zéro, on a \o(—u, — u') = 'ko(Uj u')^ \i(—u, — u')==^\^{u^ ii')j d'où il arrive ([ue les /^^ — 1 solutions des équations (C) sont égales deux à deux; et il suffira de prendre, dans les formules précédentes, m^^i, 2, ,.., ^(/i — i).
Soit toujours y"(^, /y) une fonction rationnelle et symétrique de X et y] on établira d'abord qu'en désignant par I l'une des ([uantités I^, I2, I3, I4, par F la quantité correspondante au second argument, l'expression
peut se ramener, quel que soit le nombre entier A", à une fonction rationnelle de )^o(— ^— )' ^i(— ')• Gela résulte de ce que les
n n \nn
radicaux A ).p(— ? -)p A )^W-j —M s'expriment eux-mêmes
rationnellement en )vo ( — ' — ) » ^i \ —^ ~\' comme il est facile de le
voir d'après ce qui a été dit plus haut. Cela posé, l'expression
OÙ /est un entier quelconque, pouira être ramenée à une fonction rationnelle et symétrique de Àq ( — ? — ), À| ( — , - )? que je repre-
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senterai, pour abréger, par ^( - ^ — )' et que l'on démontrera aisément jouir de la propriété que
quel que soit le nombre entier v.
Donc, donnant successivement à I et F toutes les valeurs correspondantes comprises dans les formules (D), on pourra construire une équation entièrement rationnelle, qui aura pour racines les
valeurs qui en résulteront pour la fonction Ç ( -^ - j •
Il est bien facile de voir que son degré sera le nombre
ainsi, l'équation de degré ^{n'' — i) de laquelle dépend la détermination d'une fonction rationnelle symétrique de )^o ( - ? ^ ) ' ' peut être décomposée en facteurs du degré tXti — i ),
\n n au moyen des racines d'une équation rationnelle du degré — — — .
Les équations de degré ^(aî — i) sont résolubles par radicaux. Pour le faire voir en peu de mots, soit p une racine primitive par rapport au nombre premier n, on établira d'abord que leurs racines peuvent être représentées par la formule
/[Xo(p4:
^ n/ y n ' nj
en supposant /: = o, i, 2, ..., ^(ai — 3); et si l'on considère la puissance de degré ^(n — i) de l'expression
OÙ 0 est une racine de 0^ — 1 = 0, on verra qu'elle peut être ramenée à une fonction rationnelle et symétrique de Ao(~' -)'
}xW - ? - ) que je représenterai, pour abréger, par ^ 1-, ~), et qui
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jouira, comme la fonction cp, de la propriété que
^\n n ! ^ \n nj
Dès lors on démontre aisément qu'on peut trouver une fonction rationnelle F (^) telle que, pour toutes les valeurs de I et F comprises dans les formules (D), on ait
Or, connaissant la fonction ^, on sait comment en déduire toutes les racines de l'équation proposée.
Les considérations précédentes semblent pouvoir s'appliquer également aux autres classes des transcendantes nommées généralement par Legendre /o/ic^iO/25 ultra-elliptiques; 'A est facile en effet de trouver les formules suivantes. Soit
e>t(a?) == «A- -4- Pat^H- YA:^^+. • • -\--r\kX'',
k{oc) = f
posons
et soit
Ui=^l{Xo)-\- 4>i(a7i)+. . .-f- ^i{Xn), •)
Un=^n{0!^o) + */^(^l) -+-...+ *,i(.r,ï ),
Xq — Xo (Woj Ui, . . ., Un), Xi = Xi ( Mo, Wi, . . . , Un),
Vn =^ ^ni^Oi ^1? • • • ; ^n),
on aura
^ , ^ dxo ^ . . dxo - . . dxo ^ , . dxo
M-o) = 6o(^o) ^ -H 6.(.ro) ^ + 6.(^0) ^ +. . ■+ e„(^„) ^^,
^ , , dxi ^ , , dxi „ , . dxi „ . , dxi
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Les fonctions 0 étant du degré n^ on trouve aussi que les racines de l'équation du n^^"^^ degré
sont les /i fonctions Xq, x^^ x^-^ - - -, ^A-i? ^k+\ • • •? ^/z-
En cherchant à déterminer directement le degré des équations relatives à la division des arguments dans les fonctions )., j'ai été conduit à cette remarque, que l'équation algébrique correspondante à l'équation transcendante
<ï>(ao) -f- *(ai)-i- ^(ag) +. . .-h *(a;i) = (jL<ï>(^j
a ses coefficients rationnels en x, quel que soit le nombre entier [Ji; mais voici quelque chose de plus étendu.
Considérez la transcendante / „, '^ où F(^) est un poly-
nome entier du degré m, ^(x) un autre polynôme d'un degré
<< m I. Si l'on suppose n el m premiers entre eux, et si l'on
fait v = ^(m — ■ï){n — ^i), on sait que la somme d'un nombre quelconque de pareilles intégrales relatives aux variables x, y^ z^ ... est réductible à une somme composée de v termes seulement, dont les arguments a^, a^, ..., av_i sont déterminés par les racines d'une équation du degré v, dont les coefficients sont rationnels
enœ,y,_z,..., v/[FM> Vî^iy)], VÏW)], ■•••
Or, si l'on fait x =.y =z ^ = . . .^ l'équation correspondante à l'équation transcendante
r""' ^{x)dx r^"' _î
Jo V\F(x)^] "^ Jo V
(x) dx
VvY{xY\ j, y\Y^xf\
r'''-' e{x)dx r^^ ^{x)d.r
aura tous ses coefficients rationnels en x.
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La bonté avec laquelle vous avec accueilli mes premières recherches sur les fonctions abéliennes m'engage à vous écrire une seconde fois, pour vous soumettre quelques nouveaux résultats auxquels j'ai été conduit par l'étude de vos Ouvrages, en essayant d'étendre aux transcendantes plus générales les principales théories des fonctions elliptiques. Mon Travail m'a amené, naturellement, à rechercher la démonstration de quelques-uns des théorèmes que vous avez énoncés dans le Journal de M, Crelle ; c'est aussi, Monsieur, ce dont je vous demanderai la permission de vous entretenir d'abord; je m'occuperai surtout de l'expression de
sinam(w, x) par sinam( j^r» ^j? si importante pour la théorie des
fonctions elliptiques; mais je ne sais si j'aurai véritablement rencontré les principes qui vous ont conduit à ce beau théorème.
En suivant vos notations, je nommerai H(^), %[x) les deux fonctions qui donnent
et qui satisfont aux conditions
et voici d'abord une remarque sur laquelle je me fonderai principalement. Soit O(^) une fonction définie par l'équation
(•2) ^{x^iiK')--=^—e'"^^'''^'^'^ ^{x)
et par la condition de périodicité
(3) ^{X'\-/iK)=^^{x),
e{x^'iiK')
H(x -h 2tK')
(x+fK')
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on trouvera qu'en supposant
les coefficients se déterminent de la manière suivante :
de sorte qu'en employant les fonctions H et 0 on a <ï>(rr) = AH(:r)-f-B0(a7).
Cela posé, soient n un nombre premier, p un entier compris entre o et ai — i ; faisons a = e "^ et considérons la somme
H hr
\ ri I
nommons 0(;r) le numérateur et ^o(^) le dénominateur, savoir :
*o(a^) = 0(a7)e(a;-ui!^^e(^- ^^ '
on déduit sans peine de la propriété fondamentale des 6, qui est exprimée par l'égalité (i), la condition
^,{x -+- 2iK') - ~ e~"^ ^'""^''''^ <î>o(^),
et il est clair que l'on a
^Ax-\-—-\ =4>o(^).
Or ces deux équations peuvent être ramenées aux équations (2) et (3), de la manière suivante. Soit ç(^) une fonction définie par les deux conditions
cp(a7+2iKi) = — e Kl <p(^) et cp(a?-i-4Ki) = <p(a7) :
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on aura, d'après ce qui a été dit tout à l'heure,
^{a;)^ AHi(^)-hBei(rï^),
en désignant par H| et 0| les fonctions H et 0, dans lesquelles R et K' seraient supposés devenus K^ et R'^ ; posons ensuite
^■^ = iTT"^ et faisons ^= -tt^^; il viendra, comme on le voit
facilement
(z-hiK') / nKi
et
Or ces équations font voir que l'on aura
*o(.) = <p(^.)=AH,(^.)h-B0.(^.), et comme la fonction ^o est paire, il faut faire A = o et il vient
^q(cc) — const. ©1 / -r~- X ) .
Je passe actuellement au numérateur désigné par ^[x). On établit immédiatement qu'il satisfait encore à l'équation
(4) ^{a;-h2iK')=-e~'"^ ^i^),
et l'on peut même observer que chacun des n produits dont la somme le compose la vérifie isolément. On trouve ensuite, en désignant par y un nombre entier,
Si donc je pose j'aurai
D'ailleurs de l'équation fondamentale (4) on tirera
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et en mettant x — 4/^ — à la place de x, et faisant pour plus de clarté
on en déduit
W,(cc-h2 iK') =~e~""^ ^'''^'^'^ Wi (ce).
Ainsi par cette transformation nous sommes entièremeat ramenés à l'équation (4). Mais on a' la condition de périodicité
donc, en raisonnant comme plus haut, il viendra
Faisons pour la suite —r~ = ^; nous aurons le théorème exprimé par l'égalité
• / 4K\ , . / 8K\ smam(a7) + a sinam f x -i- - — j 4- a- sinam I x H )-}-...
-4- a«-i sin am hr H —
J'observe que le premier membre change de signe en augmentant X de 2K; le nombre n étant impair, il en est de même de la fonction H| ( ^ j ; d'ailleurs ^J-z^j ne change pas ; ainsi il faut faire B = o, et il vient
/ 4K\ , . r 4(^ — OKI sinam (^) -f- a sinam ( x -h - — 1 -h. . . 4- a'^-i sinam x -\ —
= const.e ^
.^,, ^ e ' *^ ©1 hr. -+-4P — -
= const. sinam tt + 4P
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Je substitue maintenant aux fonctions 0 à période réelle, les
fonctions analogues ^(x) =^ e''^^' S(œ) , à la période imaginaire 4 i K^ 'y un trouve
de sorte qu'à un facteur constant près, l'expression
iTZ.r f 'j^r
2» -rr- ^ /X , iK.
se transforme en la suivante :
i % nr
OÙ l'exponentielle e *^ a disparu ; ainsi il vient
sinam(a7) -h a sinam ( a; -f- - — ) ~^- • •-t-a'^"^ sinam x H —
^ fx , iM\
/ (X ^ .-K-, ^^M^^^-TT = const. sinam ( iTf + 4/^ ) "
Pour déterminer la constante, je multiplie les deux membres par X — i'K', puis je fais x == i¥J \ en nommant x, x^ les modules des fonctions K, K^ , le terme smam(jr) qu'il j a seul lieu de considérer dans le premier membre donne -; dans le second il suffit d'avoir
la valeur de la dérivée de Si (^^ j, pour x = iK'. Or, on obtient
, ti/xi 3*1 (o) . . 1, , !• ,
sans peine pour résultat ~ — ^ : ainsi on a 1 égalité
const. sinam -r-j — h 4P -
et l'on en tire après quelques transformations faciles
xi 2ri(o) const. = v/
Mx ^ /4/>tKi
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Nous voici de la sorte parvenus au théorème exprimé par l'égalité
sm am {x) -h a sin am ( ^ h 1 -i- . . . + a«-i sin am Lr H- -^-^ —
sinam(-.-+-4i?-^^
Je n'ai plus maintenant qu'à vous emprunter, Monsieur, la méthode par laquelle vous établissez les propriétés si remarquables de la fonction
En formant le produit
on aura A (^ -f- 4/? — ) = ^(^)7 et l'on en déduit la formule suivante :
ni--î'i—(5)"-"(^'^)]n,,[--î"»-™(^''^)-'-'"'(^'^)]
de laquelle découle ainsi la démonstration de votre théorème sur
l'expression algébrique de sinam(.r) par sinam ( ^ ) •
La méthode précédente est fondée principalement sur ce caractère, digne de toute notre attention, de la fonction sinam(^), d'être exprimable par le quotient de deux fonctions développables en séries, toujours convergentes, et qui restent les mêmes, ou ne font qu'acquérir un facteur commun, en augmentant l'argument
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de certaines quantités constantes. Tel est le lien si simple par lequel se trouve rattaché, aux notions analytiques élémentaires, l'ensemble des propriétés caractéristiques de la nouvelle transcendante, qui ont leur source dans le principe de la double période. Mais il est important d'abord d'observer, dans toute fonction rationnelle de sinam(iï:), l'analogie des fonctions .qui jouent les rôles de numérateur et de dénominateur, avec les fonctions H et 0. A cet effet, je considère la fonction homogène d'un degré quelconque n :
<t>(^) = AH'^(ir) -I- BH«-i %{x)-\-, . .-4- LH(^) e"-i(^) 4- I e«(:r). On trouve bien facilement, d'après chaque terme en particulier,
on a d'ailleurs
ainsi dans ce cas général, l'expression analytique du caractère de la double périodicité se présente sous la même forme que pour la fonction sinam(^). Introduisons aussi la fonction
H'(^)e(^) — H(rr)e'(^),
qui représente le numérateur de la dérivée de — — ; en la désignant un instant par y(^), on aura sans peine
De là résulte que la fonction suivante
(a) n(^) r= AH«(jr) H- BH«-i {x) %{x) -+-...-{- LH(^) 0'^-i(^)-i- I e«(^)
X [ A'H«-2(^) -f- B'H«-3(ip) 0(;r) +. . . -f- 1' e«-2(^)] donnera encore
n(^ 4- 4K) = n(^), n(:r + %iY^) = (_i)^e~" "î^ ^'""^'^"^ u{x).
Mais on ne peut pas satisfaire à ces deux équations par une solution plus générale que la fonction définie par l'équation (a) qui renferme an constantes arbitraires.
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Supposons en effet
la seconde équation donnera facilement d'où
k étant un nombre entier positif ou négatif. On voit par là que tous les coefficients s'obtiendront au moyen des quantités ao, a^, . . ., a^n-x qi^ii restent arbitraires. Si à la condition
on substitue la condition plus particulière
tous les coefficients à indices pairs devront être nuls, ce qui réduira à moitié le nombre des constantes arbitraires. Ainsi je considère l'expression
sinam(a7)F[sin2am(a7)] ^-^-^/[sm2am(a7)],
OÙ F(^) et f{x) désignent deux fonctions entières, l'une du degré m, l'autre du degré m — i ] je remplace sinam(^) par
-i^ —7 — ^5 le numérateur
vérifiera les deux équations
l\{x~\-iK) = — W{x), U{x^iiK:)= — e ^ Tl{x)
indépendamment des valeurs des coefficients au nombre de 2 772 4- 1 qu'il renferme ; il en représentera donc la solution la plus générale. Mais, d'une autre part, je considère le produit des
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2 7W + I facteurs
H(iFH-ai) H(ir + a2)-.-H(:z7H-a2«OH(a7H-a2/«-M) ••
il satisfait évidemment à la première des équations précédentes, et l'on voit sans peine qu'il vérifiera la seconde, en assujettissant les constantes «i, «2, • . ., «27w, ^2m+n à la seule condition
«1 -f- «2 -+-... H- «2 m H- <^2/w+i == ay K ,
j étant un nombre entier quelconque. En introduisant un facteur constant, on aura une nouvelle expression de la solution générale, dont la comparaison avec la première donne le théorème exprimé par l'égalité
sinam(;r) F[sin2am(a7)] -^ — ^ — f\<T>\w^ d.m{x)\
H(.r-}-ai)H(^-4-a9)...H(^-+- a^m+\)
Ainsi nous obtenons^ sous la forme trouvée par Abel, les propriétés fondamentales des fonctions elliptiques relatives à l'addition des arguments.
Dans le cas le plus simple, celui de m = i, on aura
sinama7[sin2am(a7) -i- AJ — B -^ -
H(cc -^- ai)E(cr -h a^)ll(x — a^ — a^) = const. '- 7W7^ — ~"
Les coefficients A, B dépendent des quantités ai et «2? ^^^ moyen des deux équations qui expriment que le premier membre s'annule pour ^ = — a^, X ^= — ^2.
Si Ton suppose «i = — «2, on trouvera
B ~ o, A= — sin2am(ai), ce qui donnera
/ xr • o / • o / . H(^)H(a7-H ai)H(^ — a,) sinam(^)rsin2am(:r ) — sin^amfai — const. --— - — ^ :
et par suite
/ N • « / ■ H(iP -;- «i) H(a7 — ai) sin2am(^) -- s\n^am( ai ) — const. —f-. — ?
log[sin2am(a7) — sin2am(ai)]
= const. H- logH(^ + ai) 4- logH(^ — «i) — 2log6(:r),
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Cette dernière équation conduit à la théorie des fonctions de troisième espèce, en difFérentiant par rapport à a^ , et intégrant par rapport à x.
Mais je reprends les deux équations
dont la solution générale est donnée par l'expression
En faisant a = e " et
<î>(^) =:n(a7)-t-an(;2?4- i - ) -f-a2n (^H j +...
aura toujours la seconde équation
— /i -rp (J^' + ïK )
<ï>(;r -I- '2tK ) = (— i)«e K *(^)j
mais de plus
Posant donc
il viendra
n j Je mets à la place du facteur ( — i)'', g'"'^, et je fais
j'obtiendrai par là les deux équations
Wi ix -^ i~ j ::^ Wi (^), W-i (^ -+- 2 t'K') = - e~" "i^ ^^""^'^^'^ Wi (.2^).
On aurait pu faire plus généralement
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V désignant un nombre impair quelconque, et l'on serait arrivé aux mêmes conditions. En faisant
on trouvera, comme je l'ai déjà établi, que le nombre n soit impair ou pair,
Nous voici donc parvenu au théorème exprimé par l'égalité suivante :
p'-irS H r^ ^jK'-(n-v)Kl ,„ fa; , yotK'-(n-v)K-] ) = e 2K)^H,|^-+ ^^ J+60,|^_ + -^ Jj.
Sans m'arrêter à la détermination des constantes a, 6, il est clair qu'en remplaçant a successivement par toutes les racines de l'équation binôme ^'^ = i , ou en faisant /? = o, i, 2, ..., n — i, on aura un système de n équations linéaires qui donneront
Cette nouvelle expression de la fonction n(^) conduit au développement en série de toute fonction rationnelle de sinam(^) et de sa dérivée. [J'ai remarqué à ce sujet qu'en cherchant le développement de la fonction
d'après celui de
/ji- /y» TC 9"
Q(x ) ~ 1 — iq cos-^- — h 2^^ C0S2 ^^ .
-— - (iJC — nW) {ix + nK')
on arrivait au résultat suivant :
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La fonction e'*^^'ll(x) donne de même
TT
La théorie de la transformation découle bien simplement des mêmes principes. Considérez, en effet, la somme ou la somme des produits 2 à 2, 3 à 3, etc., ou le produit des n fonctions (n étant impair) :
^ ^ 0 ( iP -f- - — j S (x '
fsin-
OK
Soient $< (^) le numérateur, <ï>o (^) le dénominateur : pour l'une et pour l'autre de ces deux fonctions on trouve les conditions
desquelles il résulte
' ^{^X), Cl>(^4_ 1-. j :^ *(>),
Or la fonction <ï>, (^) sera paire ou impaire selon qu'elle sera relative à une somme de produits d'an nombre pair ou d'un nombre impair de fonctions. Dans le premier cas, on devra faire Ai == o, dans le second, Bi=:o; d'ailleurs pour <ï>o(.r) on a toujours Ao=o. De là résulte que la somme des produits ^ k i^ /\k l^^ . . ,^ n — v k n — I des quantités
est constante, et qu'elles peuvent être considérées comme les racines d'une équation du /z^^""^ degré, dont les coefficients sont
HA'^X
des fonctions du premier degré de — ,— ^ — -• On en conclut
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l'expression connue de cette dernière fonction, par une fonction rationnelle de l'une quelconque des quantités précédentes, etc.
Hier) Toutes ces propriétés, spéciales à la fonction à double période »
découlent immédiatement, comme on le voit, de l'équation de définition des fonctions H et 0 simplement périodiques; on peut même remarquer la grande extension que reçoit le développement en produit infini de sinam(^), qui a été obtenu la première fois comme conséquence des formules de transformation, au moyen de l'égalité obtenue plus haut, savoir :
sinam(57) F[sm2am(^)J /[sin2am(a-)]
^ ïK-r H- ai") H(.r-i-a2)- • .H(a7-f- a2w-4-i) — const. — — —'- — TT— ^
Jusqu'à présent, je n'ose point encore espérer, Monsieur, d'appliquer avec succès la méthode précédente à l'analyse des fonctions de deux variables à quatre périodes simultanées; ce sera donc sous un autre point de vue que je vais essayer de lier en quelques points, par des résultats analogues, la théorie des fonctions abéliennes et des fonctions elliptiques. Ainsi je prendrai les fonctions de troisième espèce, et sous la forme suivante :
A^ \ dy
y — b) AjK_
l'intégrale étant assujettie à s'évanouir, lorsque l'on fait à la fois ^r=:o, j/=:o, \x représentant la racine carrée du polynôme psX^ -{- P2X- -r- p^x^ -\- f/^x'* -i~ p^x^. Je la désignerai par n(^^,i^, a, P), lorsqu'on y aura fait les substitutions x =^\q(u, p), y -~ Xi («/, p), les nouvelles variables u et ç étant comme à l'ordinaire
dcc r"^ dy _ r^ X dx C^ y dy
r" dx r dy __, r ^dx r
et de même a = Xo(a, [B), è = X^ (ol, j3). On aura alors les expressions suivantes des coefficients différentiels
du , X -\- y — a ^ . x -^ y — b
du {a ~ x){a—y) ' (b — x){b~y) dW Sa A6
dv ~ (a — x)(^a — y ) {b — x){b —y)
Hosted by
LETTRES DE M. CHARLES HERMITE A M. JACOBI. 3l
J'introduirai pareillement les variables w et ç^ dans les fonctions de seconde espèce, savoir :
r / .r2 dT y^ dy\ r / x^ dx y^ dy\
elles deviendront respectivement
/ [(Xo-f- Xi) <ip — XqXi du]^ fiai -f- XoXi-f- k\)dç ^^ XoXi(Xo-^- Xi) du].
Gela posé, la première étant désignée pour un instant par (u^ i^)i , et la seconde par (i/, i^)2, je ferai
Ei(w, ç) == 2/?4(a, ç)i-{- 3/?5(w, ç)2 et E^iu, ç) = p^iu, p)i;
on aura alors le théorème exprimé par l'égalité suivante :
(i) 2n(M, i^, a, 3)--2n(qc, p, w, i^)
de laquelle se tirent les valeurs des fonctions complètes. Prenons en effet pour u el v deux demi-périodes simultanées ;, y, les valeurs correspondantes de ^ et y donneront A(x) =; o, A(j') = o ; ainsi l'on aura
2n(^y\a, P)=./?3(ay-PO-+-aEi(.-,y)-4-PE2(i',y)-i*Ei(a, p)-yE2(a, p).
On remarque sur cette expression un singulier genre de discontinuité de la fonction II. En effet, les arguments ^, v, étant quelconques, il est hors de doute que l'on peut, sans altérer sa valeur, ajouter les périodes simultanées aux arguments a, j3; mais si Ton suppose u^=^i, (^ = 7, la fonction deviendra uniquement périodique pour ces indices ; c'est ce que l'on vérifie aisément sur la valeur précédente.
L'égalité (i) peut être transformée en une autre plus simple. Posons Zi(w, ç) =.Ei(u, ç) — Au —Bi^, Z^iu, p) ^=E2{Uy p) — A'w — B'p
et déterminons A, B, A', B', par les conditions
Ai-i-Bj -Ej(i*,y), Ai'-hB/=:Ei(r,/),
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i! ^ f désignant deux autres demi-périodes simultanées. Faisons en outre
<Î>(m, ç^, a, P) = 2n(t^, P, a, P) M- MZi(a, ^) -^ vZ^_,{ol, P) — c(a(^ — p w), c étant une constante dont la valeur est c = p3H-B — A', il viendra
(2) <ï>(t^, (^, a, p) — <î>(a, ^, u, v) — — c{(xv — ^u).
Dans le théorème exprimé par cette égalité, la fonction ^, comme il est aisé de voir, jouira de la propriété que
*(w-4-2t*, f -4- 2y , a, p) =:: *(w, p, a^ P), ^{u-i- ii\ p -+- 27', a, p) — <ï>(m5 p, a, P);
ainsi on obtiendrait une fonction séparément périodique en u et en v^ en prenant
-.T. / ON ^ / ^'^ -^ ^'' ^ /'^ -+- y ^ o\
Peut-être cela conduira-t-il à un développement de la fonction W
de la forme I^am.ne'^^^^"^"'^^^^^' J'^i remarqué à ce sujet que, le théorème d'Abel permettant d'exprimer algébriquement
. / iu -h i'ç j'u -1- /' V \ , / lu -f- i' V j'u -+- /' ç \
au moyen de
on obtenait un nouveau genre de réduction des fonctions de deux variables à des fonctions algébriques de fonctions d'une variable, parfaitement analogue à celui que vous m'avez fait. Monsieur, l'honneur de m'écrire; mais ce cas particulier, auquel j'ai été ainsi amené, ne m'a point semblé moins difficile à traiter que le cas général.
Quoi qu'il en soit, le théorème d'Abel donnera, pour l'addition des arguments dans la fonction II, l'égalité
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et l'on aura de même ( ^ )
::^ ^{u, V, a, P) + ^(u', v\ a, P) -}-log/(z^ r, w', p', a, P).
L'égalité (2), au moyen de laquelle on peut faire Téchange simultané des arguments ?/, (^ et a, [3, nous donnera le théorème correspondant :
= *(a, .3, u, (^) + *(a, p, z/, </ j -i- Iog/(z^, c, z/', p-', a, p),
auquel on pourrait arriver aussi par une voie directe. Cela posé, je mets dans l'équation (3), à la place de u^ u' . c, v' respectivement, i -\- 11^ i -h u'^ j + r, y + ^^ il viendra
H-iog/(z/-i- ?; p+y, z^'-i-/, t^'-f-y, a, p),
ou bien
= ^{u -\-{, ç H-y, a, p)-f-<lj(w'-{- i, (^'-4-y, a, p)
-H log/( t^ -+- t, PH-y, i^'+t, ç^'-H-y, a, p).
Cela étant, je fais a == ;/ — u'^ [â == (^ — ç' ^ ce qui donne
Je change ensuite u' ^ ç' en — u' ^ — r^ Comme la fonction $ change de signe avec les deux arguments ?/, v^ le terme <ï>( — ii^^ij — ^'+y\ ...) poLirra s'écrire — (^[u' — i, ç' — /,...), et, en ajoutant aux deux premiers arguments leurs périodes 2/, ay, — <Ï>(z/H- ;, v' -\- j -, . . .), de sorte qu'il viendra
^{u — u\ K> — v\ Il -;- u' ^ p -f- p')
-i- log/( M -t- i, (^ H- y, ? — w/, y — (^', w -!- w', (' M- p'). En ajoutant membre à membre les deux dernières égalités, et
(') La fonction désignée ici par y est le carré de la précédente. E. P.
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développant dans le second membre par le théorème sm^ l'addition des deux derniers arguments, il viendra
^{iC -h II, V 4- P', Il — u\ V — p') -h "^{u — u\ V — v\ u -\- u\ V ^ v') ^i^{u-\~ i, P+y, u, v)--i^{u' -^i, ^'-\-j, u', t^') -h fonct.log^
Enfin, si l'on applique au premier membre le théorème
*(w, r, a, p) — *(a, j3, u, v) =— c{av — ^a),
on obtiendra l'égalité
— ci^uv' — zi'p) -H une fonct. log^,
par laquelle la réduction des fonctions elliptiques de troisième espèce est étendue aux fonctions abéliennes.
Mais j'ai entrevu un autre genre de démonstration, fondée sur des considérations toutes différentes, et dont je vais essayer de donner l'idée en l'appliquant aux fonctions elliptiques.
Soit, comme à l'ordinaire.
posons
_ r"" L{a)dx
on trouvera facilement
et, en différentiant de nouveau par rapport à a.
dz\
da J^ L^x {x — af- a-
D'ailleurs on a immédiatement
dz ^(a) dx \ A(a)
^ dx X — a dx [x — af
on on conclut cette équation
-— t i A(a) = — 7 ~ A(^) — 2ax2 A(«) /
da ^ ' dx .A
dx A ( a )
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En prenant pour variables indépendantes les arguments ? et a des
fonctions
;r = sinam(^), « = sinam(a),
et mettant A[am(a)] au lieu de A[sinam(a)]j il viendra
-r- = -^irr — '^x^ ?sinam(a) Aram(a)l -f- -^ — V^ • da^ d^'^ ^ V ; L V ;j sin2am(a)
Soit
/^ r d'y. sin2am(a)t/a et ^ = — x2? E(a) — / -^ -— -^ u\ ^ ^ J smam(a)
on aura
l^^'d^' donc ^^ ==F(a-i-0+/(a — 0.
Considérons donc l'égalité
J^ sinam(^) — sinam(a)
J smam(a) ^ w ^ v w
En faisant ? = o, on a
F(a)H-/(a)- r_,_^?L__; ^ ^ ^ ^ ^ J sinam(a)^
)n trouverait de même, pour a = o,
rf|
lam(Ç)
donc
F(a)+/(a) = F(a)H-/(-a) ou /(a)=/(-a).
Je m'arrête un instant à cette remarque ; car, sans aller plus loin, on peut tirer de là les théorèmes fondamentaux des fonctions elliptiques. En effet, en différentiant par rapport à ^, il vient
A[am(a)] ^ .,. e(^) ^ F'(a + ?)-/'(.- ^).
sinam(^) — sinam(a)
Faisant successivement ^ = ^ -|- c/, ^ = ^ — a^ et retranchant on obtient l'égalité
A[am(a)] A[am(a)]
sinam(^ -f- a) — sinam(a) sinani(:z7 — a) — sinam(a )
Or la fonction f\x) étant impaire, on voit immédiatement que le second membre est symétrique par rapport à ^ et a; on aura donc
A[am(a)] A[am(a)]
sinam(^ -\- a) — sinam(a) siiiani(> — a) — sinam(a )
A[am(^)] A[am(a7)]
" sinam(a-i- a) — sinam(^) sin am(a — a) — sinam(a?j
De là se tire le théorème d'Euler sur l'addition des fonctions elliptiques. Soit en effet a = o, on aura
sinam(;37 -h <2) sinam(.97 — a)
A|am(^)] A[amO)]
" siriam(a) — sinam(a7) ' sinam(a) -h sinam(:î7)
sinam (a) A[am(^)] "" sin2am(a) — siii2am(a
et permutant ^ et a
f I 2sinam(a7) A[am(a)]
sinam(ir^-a) ' sinam(^ — a) sin^amf^) — sin2am(a) donc, en ajoutant membre à membre
I sinam(^) A[am(a)] — sin am(a) A[am(:r)] ^
sinam(iK"-i- a) ~~ sin'^am(ir) — sin2am(a)
ce qui se ramène sans difficulté à la formule connue. De la même source on tire encore le théorème sur l'addition des arguments dans la fonction de troisième espèce, en opérant ainsi que je l'ai fait dans une lettre adressée à M. Liouville, imprimée déjà dans les Comptes rendus, et qui paraîtra de nouveau dans le prochain numéro du Journal de Mathématiques, Il ne serait pas difficile d'arriver à la forme que vous prenez ordinairement. Monsieur, pour les fonctions de troisième espèce; il suffirait ])our cela de partir de la formule suivante, que l'on démontrerait comme précédemment; savoir, i étant une quelconque des quantités qui donnent sin am (^u -\- i) = sin am (^u — i) :
A|ani(a-l- 01 A[am(a -F iS\
sinam(jr -^ a) — sinam(a h- i) sinam(^ — a) — sinam(a-4-i)
_^ Afam(a7-4- i)] A[am(.r-i- j;:')]
~~ sin am(a -h a) — sin am(;r -\- i) sinam(a — a) — sinam(:p -4- i)
et de prendre i tel que -^r- ■= o.
^ A sinam(f)
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Mais je reviens à l'égalité X sinam(0-sinam(a) +-''-^?E(a)+J -j-_^ = F(a + ^)+/(a_?).
Changeons a en ~ a, puis retranchons membre à membre, il viendra
Jr^2sinafn(a) A[am(a)] <i^ ^ sin2am(^) — siii"2am(a)
Le second membre pourra encore évidemment être représenté par
F(a + ^) +/(a — ç), et puisque le premier s'annule pour ? = o, et a=o, par F(^ + a) — F(i — a), F étant une fonction paire. Pour la déterminer, dilTérentions par rapport à E; puis faisons S :=: o, il viendra
sm2am(a) ^ ''
d'où, en posant Z(a) = j E(a) doL :
F(a) ^ — |logsin2am(a) 4- yJZ{a); il vient donc cette égalité
/^ 2sin sin2f
am(a) A[am(a)] d^
/q siu^am(^) — sin2am(a) de laquelle se conclut sans peine tout le reste de cette recherche.
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SUR LÀ DIVISION
DES
FONCTIONS ABÉLIENNES
ou ULTRA-ELLIPTIQUES I').
Mémoires présentés par divers Savants étrangers à V Académie des Sciences, Tome X.
L'objet principal du premier Mémoire d'Abel sur la théorie des fonctions elliptiques est la résolution des équations relatives à leur division en parties égales. Le beau résultat auquel il est parvenu, savoir, que cette résolution est toujours possible à Faide de radicaux, en supposant connue la division de la fonction complète, peut être étendu aux transcendantes d'ordre plus élevé nommées par Legendreyb/^c^^o/^5 ultra-elliptiques , au moyen des nouveaux principes sur lesquels M. Jacobi a fondé leur théorie.
C'est ce qu'on va essayer de faire voir, en considérant d'abord les transcendantes qui sont l'objet du Mémoire intitulé : De functlonibus quadrupliciter periodicis quibus theoria transcendentium Abelianarum innititur [Journal de Crelle, t. 13, p. 55).
Soit
A(^) = ^x{^\—x){\—p\x){\~-p\x){\ — p\x) : considérez les fonctions x et y déterminées par les deiix équations
r"^ (a + ^x)dx r^ {oL-^ ?r)dy
r"" (y,' ■^J'xydx , r^(aM-p>)_^_
(^) Ce Mémoire est sigaé de M. Hermite, élève de l'Ecole Polytechnique.
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et soit
La propriété fondamentale de ces fonctions de deux variables consiste en ce que les quantités
sont les racines d'une équation du second degré^ dont les coefficients sont des fonctions rationnelles de
Il en résulte que, quel que soit le nombre entier n, les deux
fonctions
Xo{nu, nu'), X](nM, nu')
seront pareillement les racines d'une équation du second degré à coefficients rationnels en
lo{u,u'), Mu,u'), ^['ko{u,u')], ^[li(u,u')].
Gela fait voir que, par la résolution de deux équations algébriques, on pourra déterminer inversement
Xo(t^, u') et Xi(w, u')
par
Xo(nw, nu') et \i{nu, nu').
Représentons, pour abréger, par Xn elyn les fonctions relatives aux arguments multiples îiu, nu', et soit
l'équation qui sert à les déterminer, au moyen de a: et y; j'ai trouvé qu'on pouvait mettre les coefficients sous la forme
P-t-QA(^)A(7),
en désignant par P et Q des fonctions rationnelles de ^ et^; mais cette remarque n'est pas essentielle pour ce qui va suivre. Je partirai de ce que les racines simultanées des équations
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sont données, d'après M. Jacobi, par les formules suivantes, où
on a
r" (a-f- ^x)dx J_«, \/— I A(^)
r /^ (a -4- B ^) dx
r^ i'jL -^Wx)dx i\=i \ ^ ^^— ^ ,
., rPl((x'-\-?>'x)dx
*/_i / — I ^ ( ^ ) savoir
— Ao l WH , z/ -1 = ^ ■
■ — Ail II -\ ) Il -1 -■
(y. -^ ^x)dx
(a -h ^x) dx
(a'-f- ^' x)dx
{0L'-^^'x)dx ^
en attribuant aux nombres entiers nij m', ni!' ^ ni!" ^ les valeurs o, I, '2, ..., n — i.
Voici maintenant le théorème sur lequel repose leur résolution. Soit/(^, y) une fonction rationnelle et symétrique de x ely. p, q, r, s quatre racines de l'équation binôme if'^ = i . Faisons, pour abréger,
I = 77iii \J — I + m' i^ -h ni!' i^ \J — i -i- m" i'^,
1'= mi^ yj — 1 -I- m! i'^^ -\- m" i'.^ y — i -f- m" i\^ on aura
= V^A -f- B A[Xo(/iw, nu')\ -f-G A[Xi(/iJ^, aiw')Jh- DA[Xo(ni^, na')] A[Xi(/iw, nit')\,
A, B, C, D, étant des fonctions rationnelles de XQ^nu^ nu'), )h {nu^ nu').
Le premier membre peut d'abord être ramené à une fonction rationnelle de \q{u^ u')^ X\{u^ u')^ contenant d'ailleurs des quantités relatives aux arguments multiples. En effet, d'après la pro-
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prié té fondamentale des fonctions )^, le terme général
pourra être exprimé rationnellement en fonction de
lo{u, u'), li(u, u' ), A[Xo(w, u')], A[Xi(z^, u')]
et des quantités analogues relatives à la division des indices : or. on trouve aisément les formules
A(r) = (^ + P7)| +(«'-?»£.' desquelles il résulte que les radicaux
s'exprimeront eux-mêmes rationnellement en Ao(^^^ u') et k^ (u, u')^ car, en faisant disparaître les irrationnelles des équations, puis les différentiant successivement par rapport à u et u\ on obtiendra les dérivées partielles en fonction rationnelle de "^^{11^ u') et X, [u^ u').
Représentons pour un instant ce premier nombre par o[u^ u')] on démontrera aisément, au moyen des propriétés relatives à la périodicité des fonctions X, l'égalité suivante
kii \/ — I -h A:' ^2 -+- A" ^3 \/ — I H- k' ii, , ki\ \/ — i -^- k' i.y -\- k" i'.^ \/ — i -4- k"'i',^
■ p-f^ q-J^' j'-^" S"^'" '-^(yU^ u'),
quels que soient les entiers A', k' ^ k" ^ k"\
En l'élevant à la puissance n^ on obtient donc une fonction rationnelle de Xo(^^, u')^ Xi(?^, u')-) qni ne change point en substituant à ces quantités deux autres quelconques des racines simultanées des équations proposées. Il résulte de là, et de la théorie des fonctions symétriques des racines d'un système d'équations à plusieurs inconnues, que cette fonction pourra être déterminée rationnellement par les coefficients des équations proposées.
Mais comme il a été introduit précédemment les dérivées par-
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lielles de 10(1111, nu')^ \^ {nu, nu'), on pourra les éliminer par les formules suivantes
appliquées, bien entendu, aux quantités x^, y^.
Il suffit maintenant, pour achever la démonstration du théorème énoncé, d'observer que toute fonction rationnelle des deux
radicaux
A[Xo(nM, nu')\^ A[Xi(nw, 7iu')\
peut être mise sous la forme
A-hBA[Xo(nw, nu')]-^CL\\^{nu, ^w')] -{-DA[Xo(nw, nw')] A[Xi(nM, nu')\. En supposant successivement
f{oc,y)=x-^y el f{x,y)=xy,
le théorème précédent donnera, exprimés par une somme de n^ — I radicaux /z^èmes^ \^^ coefficients d'une équation du second degré, dont les racines détermineront, en dernière analyse, celles des équations proposées. On le verra facilement, en considérant le système des équations linéaires qu'on obtiendrait en attribuant kp, q, r, s, leurs diverses valeurs. J'ajouterai ici, mais sans m'arrêter à le démontrer, que les n'* — 1 radicaux dont je viens de parler peuvent s'exprimer rationnellement par quatre d'entre eux.
Pour obtenir la division des indices, faisons
nu — kii \J — I -f- Iv H -+- 1^' H y — 1 + 1-^" H-,
nu'= ki\ \J — I -H k f 2 -H 1^' i's v^ — * + ^^" ^4 ;
^ri = o, y,i — o,
et les équations à résoudre seront
FONCTIONS ABÉLIENNES OU ULTRA-ELLIPTIQUES
Leurs racines seront données par les formules
7711 1 \J — 1 -\-m' i^-\- 7n" i3 / — 1 H- m" 4 m i\ /— i h- m' i'^ -h tu" i ^ y/— i -i- m^'t^
en attribuant aux nombres m, iyt! ^ rti!\ ni'" ^ les valeurs o, 1^2, ... /î — [ ; mais si l'on suppose le nombre n premier et si l'on fait
J2 = mil \/—i -\- 4,
J3 = mil \/ — i H- TTi' i'^-\- 4 \/ — I,
I4 = niii \J — I -f- m' 4 H- /?i' 4 v/—
1;= mi\ \J—i -h i\,
I' = mi^ 1/ — I -4- /?t't', -+- f'
il est aisé de voir qu'on peut les remplacer par les suivantes
en supposante 7?i, m^, n^\ les valeurs o, i, 2, ..., /i — i et à [x, les valeurs i, 2, 3, ...^ ^ — i.
Cependant, si l'on observe que
Xo(— u^ — u') = lo(u, u'), Xi( — u, — u') = li(u, It'),
comme on peut aisément le démontrer, on verra qu'il suffit de faire
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conjointement avec les autres valeurs de /??, m! ^ m" ] car^ passé
le terme — ^ — ? on ne ferait plus que reproduire les valeurs déjà obtenues.
Gela posé, soient p une racine primitive, par rapport au nombre premier /z, I, l'une quelconque des quantités comprises dans la formule ini^ y/— i ^m! i^ 4- rri' i^ \J — 1 + rn!" ii,^ F la quantité correspondante relative à l'argument ii! ^ evf{x^ y) une fonction rationnelle et symétrique de x ei y; considérez l'expression
où 6 est une racine de t'^~^ =: i ; le terme général pourra s'exprimer rationnellement en
et
Or, on a vu précédemment que, pour toute valeur des arguments u et lé ^ les radicaux
s'expriment rationnellement au mojen de
\^{u, ff'), Xi(«, u')
et des quantités relatives aux arguments multiples; ainsi, on pourra transformer l'expression (4) en une fonction rationnelle
et symétrique de 1q (-, - U )n (-, -j, que je représenterai, pour abré
er, parcp -,
Or, si dans l'égalité
on remplace I et F par o^I et p^F, on trouvera aisément
ji nj
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Cela posé, comme le nombre p^ équivaut, suivant le module /?, à un nombre quelconque ^j. pour une valeur convenable de A, en faisant
on aura
Si donc on donne à I et F toutes les valeurs correspondantes comprises dans les formules (3), en attribuant à /n, m^, nï^ les
valeurs
on pourra former une équation dont les racines seront les valeurs correspondantes de la fonction ^, et dont les coefficients seront des fonctions rationnelles de ceux des équations proposées. Il est bien facile de voir, d'après les expressions (3), que son degré sera I _j_ 72 4- /22_^_ ,^3 . Qp^ \\ suffira d'en connaître une seule racine pour résoudre les équations (2).
En efi^et, si nous considérons une de ces racines, et si nous la désignons par (9) pour rappeler qu'elle dépend de la quantité 9 qui entre dans l'expression (4), on aura
^oy^"'-=2/[>^o(p'^^^,P^|;). Af)^^'l
d'où, en substituant successivement à 9 toutes les racines de
x^ =15 9, 9^, 9'^, . . ., 9L- J, i, et ajoutant membre à membre
les équations résultantes
donc, en faisant /(^, y) = ^ +y, puis/(^, j^) = ^j^, on connaîtra par là les coefficients d'une équation du second degré dont les racines déterminent, en dernière analyse, celle des équations proposées.
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Des considérations toutes semblables aux précédentes s'appliquent aux autres classes des fonctions ultra-elliptiques, et il suffira, pour le faire voir, d'établir les formules suivantes.
Soit
Posons
it.Q- ^ ' ... - X /
zx
et considérons, d'après M. Jacobi, ^0? -^m • • •? ^/o comme déterminés par ces équations en fonction de u^^ U\^ . . ., Un^ de sorte qu'on ait
Xn = >^«(?^o, ^^n . • -, ifn)-
En les difFérentiant, par rapport à liq^ il viendra
àh diiQ A ( x/, ) À^h dii^ A ( XI, ) A^h dih ^ ( ^h
et si on les ajoute après les avoir respectivement multipliées, i\ partir de la seconde, par des quantités ts, t,, . . ., ^/^ telles qu
Oo(^l) -i- t^^iiXi) + t-i^^iX]^ ) 4-. . .-}- ta^tii^l) = O, Oo(^2) -r-t\ Oi(^2) -+- ^2^2( -^2 ) -r- . . . ~ tn^)n(^i) = O,
on trouvera, en faisant, pour abréger,
dxQ __ A(^o) du(. D
FONCTIONS ABÉLIENNES OU ULTRA-ELLIPTIQUES
et il est bien aisé de voir qu'en différentiant par rapport à u^^ Wo, •••. if^n^ on aurait d'une manière semblable
~dui ~" D dii^ D
<iM,e D
Ces formules font d'abord voir comment le radical A(^û) s'exprime rationnellement par l'une quelconque des dérivées partielles de Xq et les fonctions ^o? ^\i •• •? ^n] niais en ajoutant les équations précédentes, après les avoir multipliées, la première par 60(^0)7 1^ seconde par 6i(^o)? et ainsi de suite, on obtient cette expression
A(^o)=-0o(^o)^' -hOi(^o) ^ +...-f-0;,(;ro)
CLCCq
dUn
et il est clair qu'on aurait de même
Les propriétés relatives à la périodicité des fonctions ). sont comprises dans le théorème suivant.
OA.(a?) f&
/'î Ôa^(^)<:/^
iT' = 9. I ' — -7-— — î
et
quels que soient les entiers m^^ lUo^ • • -, on aura
Parmi les '}.n-\-'À indices de périodicité, /? + i seront réels, savoir
'1 II, '?. 1-^. • . . , '^'lin+\ ?
et les autres imaginaires, et de la forme a sj — i, où a est réel. Ainsi, pour le cas de /i = i , on trouverait les indices
r^ ^^{x)d,x rPÏ^k{x)dx rPÎ^k{x)dx rPlQ/,(x)dx
'\l Mx) ' v^ A(^) ' v_i A(^) ' Vj_ ~^wr'
p] Pi
k étant o ou i, et ils se ramènent à ceux de M. Jacobi par ces équations
r"^ {(X -^ fj x) dx rPl (QL^^x)dx _ rp'\ {y.-^^x)dx j_^ ÂU3 ^,/_i_ AU) ",/
r^ ioL^^x)dx /'*(a-h ^x)dx _ r~PÎ {ol -\- ^x)dx / A~(^) ^J, \W) J,
Enfin, la propriété fondamentale des fonctions A, et qui est relative à l'addition des arguments, consiste en ce que les quantités
ln(Uo-\- Vo, Wi -^ (^1, . . ., Un + ^n)
sont les racines d'une équation de degré //t + i , dont les coefficients sont des fonctions rationnelles de
Aq{Uq^ Ui, . . . ^ u,i), Ai(uo, Ui. ...,^^/i), ..., Afi(uQ, Ui, . . . , u,i),
A[Xo(Wo, Wi, . . ., Un)], A[Xi(z^o, Ui, . . ., Un)], . . ., \[ln(Uo, Ui, . . ., Un)],
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SUR
LA THÉORIE DES TRANSCENDANTES
A DIFFÉRENTIELLES ALGÉBRIQUES
EXTRAIT d'une LETTRE A M. LIOUVILLE.
Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, t. XVIIL
J'ai essayé d'introduire , dans l'analyse des transcendantes à difierentielles algébriques quelconques, des fonctions inverses de plusieurs variables, à l'exemple de ce qui a été fait par M. Jacolji pour les fonctions abéliennes. Je vais passer rapidement en revue les principaux résultats que j'ai obtenus, en réservant les démonstrations et les développements accessoires pour un Mémoire que j'espère bientôt avoir l'honneur de présenter à F Académie.
En suivant la marclie tracée par M. Jacobi dans le célèbre Mémoire intitulé Considerationes générales de transcendentibus AbelianiSy j'ai été conduit d'abord à rechercher le système d'équations différentielles ordinaires dont les intégrales complètes sont données par le théorème d'Abel, considéré dans toute son étendue. Cette recherche, au reste, était assez facile en s'aidant des résultats consignés par Abel lui-même dans le Mémoire couronné par l'Académie des Sciences (^).
(^) Tome VII des Savajits étrangers. Voyez aussi un élégant Mémoire de Minding, publié dans le Journal de Crelle, t. 23.
Hosted by
5o OEUVRES DE CHARLES IlERMITE.
Soit, en suivant les notations d'Abel,
une équation algébrique quelconque irréductible, dont tous les coefficients sont des fonctions rationnelles et entières d'une même variable x.
Nommons ses racines
y\y ^2, j3, ..., y m et désignons par
(I) /(^,r) = ^0 + hy -f- u^y^ +. . .-4- tn-.y'^-'^
une fonction rationnelle et entière de ^ et jk, dans laquelle le degré d'un coefficient quelconque tm soit pris égal au nombre entier immédiatement inférieur à la somme, diminuée d'une unité, des 11 — m — I plus grands exposants des développements de chaque racine y suivant les puissances descendantes de x.
Soit enfin y le nombre des coefficients arbitraires contenus dans y(^',y); cette fonction sera susceptible d'un nombre y de formes différentes que je représenterai par
Cela posé, en désignant par
(les variables en nombre quelconque a plus grand que y, et par
y{\)^ y(i)> •••' J(ii)
des fonctions irrationnelles choisies arbitrairement parmi les
71 racines
yu j2, .-., y H.
on aura, au moyen du théorème d'Abel, sous forme algébrique, les intégrales complètes du système des équations
/llfiiZill) dcc, + M^iiZiîA d.,^,,.^ M^^^^ym) a ^ ,. x'(r(i)) x(r(2)) 7. (r(ix)) '^
•M^iiZiiil dx, H^ -MpiZs^ dx,-i-...+ .Mfi^iZml dx. = o.
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Il est inutile de dire que, dans chacune des racines jK(i), ou JK(2)5 • • -j on remplace la quantité x par la variable x^ ou ^2? • • -^ du terme où elle entre.
D'après cela, je prendrai pour fonctions inverses les quantités
définies par les y équations suivantes
-7- -— dx/, =:Uy;
y'(yik)) ^
et je poserai, en conséquence,
Cela étant, les intégrales du système d'équations différentielles considéré plus haut, intégrales fournies immédiatement par le théorème d'Abel, donnent sans difficulté, par un changement convenable de constantes, le théorème fondamental, qui consiste en ce que les v fonctions
^^a( ^1 -'- t'i, If-l + t^2, ^^; -4- t'y)
sont les racines d'une équation de degré y dont les coefficients sont des fonctions rationnelles des diverses fonctions
//,(i^l, 11-2, . . . ,Ur ), >v/,('(^J, V-2, . . ., t>y ),
et des valeurs correspondantes de celles des racines y que l'oji a fait entrer dans les équations (2).
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De là découle cette propriété importante des fonctions inverses, qui consiste dans la coexistence d'une série d'indices de périodicité pour tous les arguments, et qui montre toute l'étendue de ce caractère singulier, dont un admirable Mémoire de M. Jacobi a révélé depuis longtemps l'existence dans les fonctions abéliennes. Considérons l'équation
dont le premier membre, comme on sait, s'exprime par une fonction entière de x. Chacune de ses racines jouit de la propriété de rendre égales deux des racines y de l'équation
Supposons donc que y(^^) devienne égale à une autre racine y[,, [)oiir les diverses valeurs
de même que
pour
et
poui'
vX ainsi de suite.
Faisons, pour abréger l'écriture,
//.■(^,.r(i)) _ M^iZi^il ^ ^k^ , ,,
7/(7(1)) y'ijn\^
f/c{^,ym) //-(-^^ 7m) ^^/.^.,^^
j'i-Yi^)) 7/(.r[2i)
cl désignons par les lettres m des nombres entiers positifs 01
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négatifs. Si l'on pose
Ia =
)n aura ce théorème :
U7ie fonction rationnelle et symétrique quelconque des Y fonctions inK'erses conservera la même valeur en ajoutant simultanément aux di<^ers ar juments
Ui, U2, Us,
les quantités constantes
II, I
Par une autre méthode, indépendante du théorème sur l'addition des arguments, mais qu'il serait trop long d'indiquer ici, on obtient directement les égalités
Xi ( ili -f- II, U2-\~ U, . . . , l^y-l- ly) = Il (Ui, llo, . • . , Uy), *X2 (Ul --h II, 1^2-1- I25 • • • , ll^f-i~ ly) == Xo ( lll, Ui, . . . , W/), ^ 3
Av-( Wi M- J], ^2 4- I2. . . • , Ut -\- I/) = Ày( i/i, i/2; • • • , ^^v'j.
Les racines de l'équation
x(.ri)x'(72)...7;(jK«,) = o,
(jui se sont présentées comme limites des intégrales qui entrent dans l'expression des indices de périodicité, jouissent de la propriété générale d'être les valeurs maxima ou minima des fonctions inverses. Cela résulte des expressions de leurs différences partielles que je vais rapporter.
Soit
(3) F(^,jK)=[ai/i(^,jK)4-[^2/2(^,7)-^----H- l^r/y^^'^);
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concevons qu'on détermine les constantes a par les y — i conditions
F (^2, 7(2)) ==0, F(^3,JK(3)) = 0, ..., F(^p JK(y)) = 0.
Nommons Fi(^*,jk) ce que devient alors l'expression (3); les équations (2) donneront sans peine
dui Fi(;27i,jK(n)' du^^ Fi(rri, jK(i)) ' *' ' ^t^y Y^{x^,y^^^)
De même, si l'on appelle ^^('^^JK) la fonction F(^, y) déterminée par les conditions
F(^l,7^.1))=: O, F(^3, JK(3)) = 0, ..., F(^,,, J^-y))r=.0,
c/a7.2 ^ 1^1 x' (7(2)) dx^ ^ !-»-2y/(r(2)) _^^ f^ ^ J:fiX/(ZillL,
<^î^i " F2(:r2,7(2))' ^i^2 F2(^2,7(2))' ' da^ F2(.2?2, 7(2)) '
et ainsi de suite; d'où résulte la proposition énoncée.
De ce qui précède on tire des équations linéaires aux différences partielles qui méritent d'être indiquées, savoir
. . , dx^ dx^ dxi
/. / X dx2 . , , dx-i <i^2 ,/
/• / \ dXy j. . , dXy j. dXy
/i(^T./(T)) 5^ +/^(^T.r(T)) dà +---+/r(^r.7(T)) ^; = 7. (7<T))-
Remarquons enfin cette conséquence que, l'équation
. . ^ dxx j. . , dxy dxx
étant satisfaite par
on peut, au moyen des différences partielles de l'une des fonctions inverses, déterminer algébriquement les y — i autres.
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Le théorème relatif à l'addition des arguments conduit encore à exprimer les fonctions inverses dans toute leur généralité, au moyen des cas particuliers les plus simples, où l'on ne suppose successivement qu'un argument variable, les autres étant égaux à des constantes quelconques, à zéro par exemple.
Ce genre de réduction, qui est dû à M. Jacobi, se retrouve dans une autre partie de la théorie, comme on va le voir.
En nous bornant, pour plus de simplicité, aux fonctions de la première classe des transcendantes abéliennes, considérons la différentielle totale
où F(.^) est une fonction rationnelle quelconque, el f[x) un polynôme du cinquième ou du sixième degré. Si l'on substitue aux variables ^ et j^ les variables u et v des fonctions inverses définies par les équations
v//(^) J, ^Ay)
son intégrale étant désignée par
jouira, en vertu du théorème d'Abel, de la propriété exprimée par l'égalité
II(^^^- ^^', ç^ -f- ç^') = n( w, p) -H n(î^', p') -{- une fonction alg. et log. ;
en faisant
u = o, v' =^ o, on trouve
Il(w', p) — n(o, v)-\- n(r^', o) -4- une fonction alg. et log.
Ainsi, la fonction n(w, c^) à double argument est ramenée aux deux cas les plus simples, où l'on suppose successivement un
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seul argument variable ; on voit encore qu'on n'aura plus à considérer que des intégrales de formules différentielles qui contiennent seulement une variable indépendante, à savoir, des intégrales, par rapport à ?^, de fonctions rationnelles et symétriques de
Xi(i^, o), X2(m, O),
et des intégrales, par rapport à ç, de fonctions rationnelles et
symétriques de
Ai(o, v), X9(o, t^).
On se convaincra facilement de la généralité des considérations précédentes : ainsi, dans le cas des fonctions de la seconde classe des transcendantes abéliennes, où s'offrent des fonctions à triple
argument,
on aura de même l'égalité
— 11( w, ç^, wp) -{- Il(i^', v\ w') -h une fonct. alg. et log., ou bien encore la suivante
= n( w, p, (^) -f- Il(^^', v\ w') -H \l{u\ v" ^ w" ) -f- une fonct. alg. et log. ;
et, en faisant
il vient
n(w", v\ w) — iKo, o, w) H- Il(o, ç', o)-{-U{u% o, o) -h une fonct. alg. et log., ce qui conduit aux mêmes conséquences que précédemment.
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m'ont conduit, néanmoins, à quelques considérations sur cette théorie bornée aux fonctions elliptiques; je vais les rapporter en peu de mots,
Soient cp(w, /r), ou simplement "^{11)^ la fonction inverse^ définie par l'égalité
2(1) et 2m \/ — I les indices de périodicité, et n un nombre impair quelconque. Le théorème fondamental, donné pour la première fois par M. Jacobi, consiste en ce que la fonction
oJn — I ) co
où l'une des périodes des fonctions elliptiques se trouve divisée par le nombre n, peut être représentée de la manière suivante
Il ^
A désignant un nouveau module, a et a des constantes. On en déduit ensuite que toute fonction rationnelle et symétrique des quantités
où, de même, l'une des périodes des fonctions elliptiques subsiste, tandis que l'autre se trouve divisée par le nombre /2, peut être
représentée par une fonction rationnelle de ?(--? ^0. Or voici la
démonstration du théorème de M. Jacobi à laquelle je me suis
trouvé conduit.
dz Il existe, entre -7— et z, une relation algébrique qui s'obtiendra
par l'élimination de 'f (w) entre les deux égalités
Soit pour cela 0(11) = x; ^, comme on le voit aisément, se transforme en une fonction rationnelle —? U et V étant deux polynômes pairs du degré n -— 1 ; on établit ensuite sans peine que les
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racines de l'équation sont de la forme
Cela résulte, en effet, de ce que l'expression de z ne change point en augmentant u d'un multiple quelconque de
Or, la même chose a lieu nécessairement dans la dérivée -r^: ' du
et comme
on a
dz dx dx ,- — -
Ainsi, le carré de -^j qui est une fonction rationnelle de x^ conservera la même valeur en j substituant successivement les diverses racines de l'équation (4); par suite, -7- ^'^^P^i^^^'^ P^^
la racine carrée d'une fonction rationnelle de z. Or, cette fonction sera entière, car
ne peut devenir infini sans que quelqu'une des quantités ^[u-\ — — \ ne le soit, ce qui rend dès lors z infini lui-même.
Pour obtenir maintenant le nombre et la nature des valeurs de z
qui donnent
dz
il faut chercher les racines de l'équation
On trouve très facilement qu'elles sont comprises dans les deux
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formules
^2 ^ cp2
p devant être supposé successivement o, 1, 2, . . ., Mais
j'observe que, pour les substituer dans l'expression de z^ il est inutile d'avoir égard à ces diverses valeurs de/?, de sorte qu'il reste seulement à considérer les racines
^ = ?^ Tv/- •
On voit, par là, que le polynôme en^, qui entre dans l'expression de -j--, sera du quatrième degré, ne contiendra que des puissances paires de ^, et s'évanouira pour les valeurs
Ainsi l'on aura
du
C étant une constante qu'on détermine en observant que, pour u z=z o et, par suite, ^ = o, on a
dz
faisant donc
on a
Il résulte, de ce qui précède, que l'équation
a pour racines les n quantités
, . I 2 to \ / 'i{n — I ) co
cp(i^), cp(^w.-4- — 1, ..., cp(wH ^^-^
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Je vais faire voir qu'on peut tirer de là, directement, la transformation des fonctions de troisième espèce, sans établir préalablement, comme le fait M. Jacobi, la formule de transformation des fonctions de seconde espèce. Soit, pour abréger,
lu
en désignant par m une quantité quelconque, on aura, comme l'on sait,
o ^^ -f- -^ — ou bien encore
F(m) m — ^i^u) Or, on peut écrire
Fini)
en posant
A= —- , B =r 1 — — ^ , M = — - pour X = m.
Y aV a V
11 importe beaucoup de remarquer cette valeur de M qui, pour
m = cp([JL, A'), devient cp (- -, k\', ainsi l'on a l'égalité
d'où, en changeant le signe de a.
L^ÀUWi^x
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puis, retranchant membre à membre.
^^■(l-')-°Kl-''')
Soit maintenant
du
A-)-<pn:^,>^-r
l'équation précédente donnera, en intégrant depuis ^^ = o jusqu'à 11 = X, et en ayant égard aux valeurs des constantes,
-j ~ ^ II - , '- , l)—Xcr
OU bien
^ A(|jL, k)kx -^ cp(|jL, /c) A([a, Â-) n(a--, {jl, A")
Le second membre peut être ramené à ne contenir qu'une seule fonction de troisième espèce, avec une quantité logarithmique; on a, en effet, la formule
A((x) A(|a) _ ^{x) Ijx)
o([j,) — o{x-\-a) cp ( jjl) — çp (a? — a) ^(^) — cp([j.-^«) ^(^) — ^(p- — <^)
qu'il est facile de vérifier; elle donne, en changeant a en — [a,
A(;jl) MjJ^ _ A(^) Mx) ^
cp((jt.)-i-(p(a7-i- a) cp (|ji) -i- cp (07 — a ~" cp (:27) -f- ip ({JL -f- a) o(x) -^(^{[x — a)
Ajoutant membre à membre et intégrant depuis ^ = o, on trouve sans peine,
(p([x)A((jt.)[n(^ — a, [jl) — n(^-i- a, jjt.)]
d'où, en permutant a et x^ et changeant les signes des deux membres,
cp ( |j. ) A ( [jl) [ n (;r -+- a, \).)-^W{x — a, \x)\
cp2(a)
= 2cp(^)A([j.)n(^, [^)— -- log. . — ' r^.
On arrive donc définitivement à la formule suivante, pour la transformation des fonctions de troisième espèce,
'o'-{ IX-+- x) I
Dès les premiers pas qui ont été faits dans la théorie des fonctions elliptiques, on a imaginé de les différentier par rapport au module, ce qui a conduit à pkisiears résultats importants. Or, le même moyen analytique s'applique avec facilité à toutes les fonctions de la forme
où j^ est donné par l'équation
X étant une fonction entière de ^.
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Voici, par exemple, le théorème qui en résulte pour les fonctions abéliennes.
Soit
un polynôme du degré 2 m -\- i ; on pourra représenter toutes les fonctions abéliennes de première et de seconde espèce par V intégrale
'■ (x — aY' dx
et en considérant z comme une fonction du module a, on obtient Vécjuation linéaire de tordre im
^F(x) , V ^^'^-^-^^Ipinj^a)
{x — aff^^-^^ ^ 1.2.3..,
( ^•,\l^n — n-^rV dlin-n-t-l ;^
Lorsc^ue k est compris entre o et m — i, de sorte que z représente les transcendantes de première espèce , V intégrale complète s^ obtient en ajoutant à la fonction
(x — a)^ dx
les diverses intégrales définies qui entrent dans r expression des indices de périodicité de la fonction inverse^ multipliées chacune par une constante arbitraire.
De là résulteraient facilement, entre autres choses, des théorèmes analogues à l'équation de Legendre entre les fonctions elliptiques complètes de première et de seconde espèce, à modules complémentaires; relation déjà généralisée par divers géomètres (*). Mais je ne veux pas m'étendre plus longuement sur ce sujet, qui, du reste, donne lieu à de nombreuses conséquences, ([ue je développerai dans une autre occasion.
(^) Voyez, par exemple, un Mémoire de M. Catalan, couronné par l'Académie de ]]ruxelles.
PRINCIPAUX THÉORÈMES
DE
Extrait des Mémoires de la Société royale des Sciences, Lettres et Arts de Nancy, i845.
Les recherches que j'ai l'honneur de présenter à la Société ont pour Lut d'établir les principaux théorèmes de l'anal jse des fonctions elliptiques, par une méthode nouvelle qui repose principalement sur l'intégration de l'équation aux différentielles partielles du phénomène des cordes vibrantes. Dans la marche que nous allons suivre, on verra s'offrir tout d'abord comme un élément essentiel du calcul la transcendante remarquable, au moyen de laquelle les trois espèces de fonctions elliptiques s'expriment ana- Ijtiquement de la manière la plus simple. Les propriétés diverses et caractéristiques de ces fonctions s'offriront naturellement comme conséquences de modes divers d'expressions par une quantité unique, et nous retrouverons par cette marche en quelque sorte synthétique les premiers résultats qui ont servi dans l'origiue de fondement à toute la théorie, et auxquels on s'est arrêté longtemps avant d'arriver aux idées plus générales.
Soit
c étant une constante que l'on supposera, si l'on veut, plus j)etile
que l'unité ; considérons la fonction de troisième espèce
Aa dx
où a désigne le paramètre. En différentiant par rapport à a, on trouvera
... ., ^dz r^^ i{x — a){a^-^ca)-\- ^^a
( 3 ) A ( rt ) -;— = / ; — dx ;
^ da J^ {x—afl^x
mais on a identiquement
d A.9? dx ' 9.{x — a){cx -i- x'^) — \~x
dx X — a (x — a)^ {x — a)^ ^x ^
d'où en intégrant
A (57) f'^'iix — a)(cx-i-x''^) — ^-x ,
(5) ^ ^ / -^ -^ — — ^ — ^:î7-f-const.
X — ^ Jq {x — a)-Ax
La constante se détermine en faisant ^^=o, et l'on trouve ainsi
Af.r) f*'^ 'i(x —:- a)(cx -^ x^) — ^^x ^ i
( 6 ) — / ■ -^ ,, , dx
X — Cl J {x — a)- ùix a
Ajoutant membre à membre avec l'équation (3), il vient
dz Aa?
La , -1- —
da x — a
_ r'' '2(x'^ — a'^)(x^- — ax-^a^-^c) — (x'^ — a^-)(x^-^a^^oc) i
~~ / (x — afà^x a'
et en réduisant
, dz A.9? r'^ (x^ — a^)dx i
da X — a J^ A^ a
On voit que dans ce résultat il n'entre plus la fonction plus compliquée de troisième espèce, de laquelle nous sommes partis. D'ailleurs, en différentiant de nouveau par rapport à a, il vient
d dz à.x /• ^ dx I
• Aa •
da da {x — a)^ j t^x a-
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mais il est visible que
dz Aa
dx ^x — a) Lx^ d'où
dz La
dx X — a et différen liant encore par rapport à ^, il vient
d / dz \ Art
dx \ dx I (x — a )-
De là se conclut immédiatement le résultat remarquable exprimé par l'équation différentielle partielle
( 8 ) Aa -j~ { Aa -— ) — A^ — — A^ -— = — 2 a Aa / ! .
da \ da j dx \ dx j J^ Ax a-
Ici nous nous trouvons naturellement conduit à prendre pour variables indépendantes, au lieu de ^et a, les arguments a et ^ des fonctions inverses définies par les égalités
et nous poserons, d'après cela,
Alors l'équation (8) prend la forme plus simple
d'-Z d-^Z >- xr ^ ^^
d^-W^~^ '^''^'^^' On peut aisément faire disparaître le second membre en posant
A et B étant des fonctions de a, indépendantes de la variable Ç. Il n'j a qu'à faire
d^A , d-^B Aa
— ia Aa,
doL^- ' dy.-^
k==f\^do., B=r'^
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et il vient effectivement
ce qui est, comme on sait, l'équation de laquelle d'Alembert a tiré la loi de mouvement de vibration d'une corde flexible, écartée très peu de sa position d'équilibre.
En désignant par F et 4> deux fonctions arbitraires, l'intégrale générale de l'équation précédente est
Pour déterminer les deux fonctions arbitraires, observons qu'ayant
à cause de on peut écrire
on aura donc
d'où, en différentiant par rapport à ^,
F'(a H- 0 - ^V(a - ^) = -A^ -4- Ta^ ^a. .-z^ — a J
Faisons maintenant dans les deux équations qui précèdent ^ = o ;
on trouve
• dcL a
r(a)-i-<ï>(a)- T- Ce sont ces deux équations qui vont nous servir pour déterminer
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les fonctions arbitraires; posons, suivant l'usage,
Z(a)= rE((x)da,
on obtiendra en intégrant la dernière
F(a) — ^(a)=^ Z(a) — loga.
D'ailleurs on trouve aisément
da 1 , Aa — ( [ -t- ca^ )
■ = - lo£^ ^ -^ .
On en conclut les expressions suivantes :
2F(a)— Z(a)M — log- ^
2*(a)=: — Z(a)H log[Aa — (i-h ca^)].
Les conséquences des résultats qu'on vient d'obtenir embrassent les points les plus importants de la théorie des fonctions elliptiques. Parmi ces conséquences on doit surtout distinguer celles qui sont relatives à l'établissement de formules par lesquelles la fonction inverse X(^4-)'), relative à la somme de deux arguments, s'exprime en \x et "ky. Ce sont aussi ces formules, en quelque sorte élémentaires, que je vais établir en premier lieu.
Pour abréger Fécriture, on désignera dans tout ce qui va suivre par A^ ce que devient ^x quand on y remplace x par )v(^); cela posé, reprenons l'équation
En différentiant par rapport à ^, on a
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Soit fait successivemenjt
puis retranchons membre à membre, il viendra Aa Aa
— ¥'{x -\-y -\- ol) — ¥'{x — y -f- a) -h 4>'(a — x -\- y) — *ï>'(a — x — y). La première partie du second membre, savoir
¥' {x -4- JK-H a) -- ¥\x — y -}- a)
est une fonction symétrique de x et de a. Or je dis qu'il en est de même de la seconde. En effet, on voit facilement, d'après l'expression obtenue plus haut de ^(a), que sa dérivée est une fonction impaire, et si l'on permute x et a, dans
^'(a — X -^y) — *'(a — x — y), il vient
^' {x — y. -^ y) — ^' {x — a — y) ou bien
puisque ^' est impaire.
j 1 • Ao( Aa '^ ^ ' '
L expression v^ r .— — ^ — ^, r e— -^ étant ainsi sy-
métrique par rapport à ^ et a, on a l'égalité Aa Aa
X(^-Hj/)-X(a) X(;r-^r)-X(a) A,r A37
~" \{a.-^y) — \{x) ~ X(cc—y) — A{x)'
Soit fait a = o ; il viendra Aa = i et par suite
'k{x-+-y) X(^ — y) \y — \x Ay -{- Xx A^y — X'^x Si dans cette équation on permute x et y, il vient
I I 5t X.^ Ar
On en déduit, en aioutant et retranchant membre à membre et divi-
aj
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sant par 2
X(^-4-jK) ~~ V-y-~\^-x '
I Xy t^x -h \x Ly
En prenant les inverses et chassant les radicaux du dénominateur, il vient définitivement
^ , Xx Ay H- \y A^ k(x -{-y) — -—^^ — ^- ?
. , , X:r Ar — Xr Aa^
Une vérification immédiate de ces deux résultats s'obtient en faisant
c = i et Ix = t2irï£!:x, \(x) = — ?
et il vient en supprimant un facteur commun aux deux termes des
fractions
tang^ -f- tangy
tQing(x-{-y) = lang(x—y) =
I — tang^r tangjK tang:r — tangjj/ I -I- tanga? tangjK
ce qui est bien les formules connues relatives aux tangentes.
Dans une autre circonstance, j'aurai l'honneur d'offrir à la Société la suite de ces recherches et le développement des principales conséquences, auxquelles donnent lieu les résultats que je viens d'exposer.
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NOTE
Cambridge and Dublin Mathematical Journal, t. Ifl; i^
J'ai lu avec le plus vif intérêt le beau travail de M. Cajlej, qui a réussi à faire découler toute la théorie des fonctions elliptiques de la considération délicate des produits infinis doubles. J'avais découvert de mon côté le point de vue suivant, plus voisin peutêtre encore de l'idée fondamentale de la double périodicité dans les fonctions analytiques.
En désignant par
yiTC.x- ___ iTZ.r
a,ne « et >. b,ne
les expressions générales de deux fonctions périodiques simples, dont la période est a, assujetties d'une manière essentielle ^à la condition d'être toujours convergentes pour toutes les valeurs réelles ou imaginaires de ^, je me suis proposé de déterminer am et bffi de telle manière que le quotient
i TU .r ' ^ , 2 m
^b^ne
. b admette une autre période b. En posant ^ = e ", cela conduit à l'égalité
i 71 .*• / TU .V 2/n 2m
I.b,ne « Zb,nq-'''e
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Chassant les dénominateurs^ on trouve pour les coefficients
d'une même exponentielle e ' " , dans le premier membre et dans le second, respectivement les deux séries
7n = + oo /H r= + 00
/n= — 00 /n=: — oo
Or, la manière la plus simple d'arriver à les rendre égales consiste aies rendre identiques, en sorte qu'an terme quelconque de l'une, tel que aTnb^_mq'^^^~'''\ ait son égal anb^^nq^"^ dans l'autre.
Faisons donc, et cela pour toute valeur de l'entier a,
et concevons que n soit exprimé en m de manière à produire la série des nombres entiers, lorsque m prend lui-même toutes ses valeurs. On réalisera cette circonstance en prenant n z= m -{- A", k étant un entier quelconque \ l'équation précédente pourra alors s'écrire
et comme [jl est quelconque, si l'on fait [x — m — A" = m! ^ iv! sera un nombre entier variable entièrement indépendant de m\ or il vient ainsi
(y—2{m-hk} -
Sous cette forme, on voit que chaque membre est une quantité constante, ce qui conduit aux égalités
Ojn^ ^-2{/«4-A^) ~ const. — -— q-1[rnA-k) — const.
Cf-m-^-k b,fi^k
Donc Œm et hm dépendent de la même équation
^'"^ q-^^rn + k)^ COnst.
qu'on peut encore écrire sous la forme
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en changeant de constante, la solution générale est
la fonction II (m) étant assujettie à la condition suivante:
Nous voici donc arrivés à cette forme analytique d'une fonction 0(^) aux périodes aelbj savoir
m 2 iTZ .y
(Xm 2 m
(Xm 2 m-
OÙ la condition de convergence prouve immédiatement que, en supposant
- = CD -h tOJ ,
le nombre entier A doit être du signe de co', sa valeur absolue reste d'ailleurs arbitraire. En désignant par 0(a:) le numérateur ou le dénominateur, on trouvera ensuite
et de ces équations qui ne comportent d'arbitraire que la fonction périodique 11(7??) se déduisent toutes les propriétés caractéristiques des fonctions elliptiques, sans qu'il soit nécessaire pour cela d'établir, préalablement, l'équation différentielle, tous les résultats déjà connus pouvant se démontrer indépendamment les uns des autres.
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SUR LA THÉORIE
Comptes rendus des séances de V Académie des Sciences, Tome XXIX, 1849.
La théorie des fonctions elliptiques que j'ai l'honneur de présenter à l'Académie repose principalement sur quelques propositions que M. Cauchy a déduites de la considération des intégrales prises entre des limites imaginaires. Le véritable sens analytique de ces expressions a été donné, comme on le sait, pour la première fois, par le grand géomètre. Ses découvertes, à ce sujet, ont été l'origine du calcul des résidus, qui renferme les principes les pins étendus qu'on possède pour l'étude des fonctions d'une variable. Les recherches présentes montreront une nouvelle application de ces principes, et il ne sera peut-être pas sans intérêt de rapprocher les méthodes dues aux illustres fondateurs de la théorie des fonctions elliptiques, de celles dont j'ai trouvé l'origine dans les travaux de M. Cauchy.
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RAPPORT SUR UN MÉMOIRE PRÉSENTÉ PAR M. IIERMITE ET RELATIF AUX
FONCTIONS A DOUBLE PÉRIODE (i),
Par A. Cauchy.
Comptes rendus des séances de l' Académie des Sciences, Tome XXXII, i85i.
Le Mémoire dont nous allons rendre compte a pour objet principal la détermination générale de celles des fonctions à double période qui ne cessent jamais d'être continues tant qu'elles restent finies. Pour faire mieux saisir la pensée de l'Auteur, il convient de jeter d'abord un coup d'œil rapide sur la nature et les propriétés caractéristiques des fonctions à double période.
Supposons que, x^ y étant les coordonnées rectangulaires ou obliques d'un point mobile Z, on trace dans le plan des x^ y un parallélogramme ABGD, dont les côtés «, b soient parallèles, le premier à l'axe des x^ le second à l'axe des jr. Divisons d'ailleurs le plan des x^ y par deux systèmes de droites équidistantes et parallèles aux axes en une infinité d'éléments tous pareils au parallélogramme ABGD. Enfin soit (^ une fonction de x^ y, qui offre une valeur déterminée pour chacun des systèmes de valeurs de x,y propres à représenter les coordonnées de points situés dans l'intérieur de ce parallélogramme. Une autre fonction ?/, qui, pour chacun des systèmes dont il s'agit, coïnciderait avec la fonction c^, sera ce qu'on doit naturellement appeler une fonciioii à double période, si elle ne varie pas, quand on fait croître ou décroître l'abscisse x d'un multiple de a, ou l'ordonnée y d'un multiple de è ; et il est clair que, dans ce cas, u reprendra la même valeur quand on substituera aux coordonnées d'un point situé dans le parallélogramme ABGD les coordonnées d'un point homologue situé de la même manière dans l'un des autres parallélogrammes
(') Le Mémoire d'Hermite annoncé par la Noie précédente n'ayant jamais été publié et ayant disparu des archives de l'Académie, nous croyons devoir réimprimer le Rapport de Caucliy sur ce travail. E. P.
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élémentaires. Si d'ailleurs on veut que la fonction il satisfasse à la condition de rester toujours continue, tant qu'elle ne deviendra pas infinie, il ne suffira pas que cette condition se trouve remplie, quand le point Z sera intérieur au parallélogramme ; il sera encore nécessaire que u reprenne la même valeur quand, après avoir placé le point Z sur l'un des côtés du parallélogramme, on le transportera sur le côté opposé, en lui faisant décrire une droite parallèle à l'un des axes coordonnés.
Ajoutons que, si la fonction u^ supposée doublement périodique, est assujettie à la seule condition de rester finie et continue tant que le point Z est renfermé dans l'intérieur du parallélogramme ABCD, on pourra généralement la développer en une série double ordonnée suivant les puissances ascendantes et descendantes des exponentielles
les valeurs de a, ê étant
2 TT p 9, TT
Supposons maintenant que, les coordonnées x^ y étant rectangulaires, on nomme z une variable imaginaire liée aux variables x^y par la formule
X -f- ri
La position du point mobile Z sera complètement déterminée par la coordonnée imaginaire z, et, pour que u soit fonction de x^y^ il suffira que u soit fonction de z. D'ailleurs, pour que la fonction de s, désignée par u^ soit doublement périodique, il suffira qu'elle reprenne la même valeur quand le point Z, supposé d'abord intérieur au rectangle ABCD, ira prendre la place de l'un quelconque des points homologues situés dans les autres rectangles élémentaires ; en d'autres termes, il suffira que ;^ reprenne la même valeur quand on fera croître ou décroître z d'un multiple de a, ou d'un multiple de hi\ et cette condition pourra toujours être remplie, quelle que soit la forme de la fonction ;^ pour les points intérieurs au rectangle ABCD.
Ce n'est pas tout : on pourra, aux deux périodes a et bi.^ supposées l'une réelle, l'autre imaginaire, substituer deux périodes imaginaires assujetties à la seule condition que leur rapport ne soit pas réel. Cela posé, concevons que l'on désigne par a, b^ non
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plus deux quantités réelles, mais deux expressions imaginaires, dont le rapport ne soit pas réel. Pour que u soit une fonction de z doublement périodique, il suffira que u ne varie pas, quand on fera croître ou décroître z d'un multiple de a ou d'un multiple de b. Alors aussi a, b pourront être censés représenter en grandeur et en direction les côtés d'un parallélogramme élémentaire ABCD, et la fonction u sera entièrement connue, quand on la connaîtra pour chacune des valeurs de z correspondantes aux points situés dans l'intérieur de ce parallélogramme.
D'après ce qu'on vient de dire, il est clair que, si a et b représentent les deux périodes de la variable z dans une fonction doublement périodique ?/, la valeur de u correspondante au cas où le point mobile Z reste compris dans l'intérieur d'un parallélogramme élémentaire ABCD pourra être choisie arbitrairement. Si d'ailleurs cette valeur, arbitrairement attribuée à u, est toujours finie et continue dans l'intérieur du parallélogramme, on pourra, de formules déjà connues, déduire l'expression analytique générale, propre à représenter la valeur de la fonction u supposée doublement périodique, quelle que soit la valeur attribuée à la variables.
La fonction u^ supposée doublement périodique, ne pourra plus être choisie arbitrairement pour les valeurs de z correspondantes aux divers points d'un parallélogramme élémentaire, si elle est assujettie à la condition de rester continue avec sa dérivée, pour des valeurs quelconques de ^, tant qu'elle ne devient pas infinie. Cette condition sera remplie, par exemple si u est l'une des fonctions elliptiques, ou même une fonction rationnelle de ces fonctions. Mais il importait de savoir quelle est la forme la plus générale que puisse prendre une fonction doublement périodique, quand on l'assujettit à la condition énoncée. Telle est l'importante question que M. Hermite s'est proposé de résoudre. La solution qu'il en a donnée s'appuie sur des propositions remarquables, déduites en grande partie des principes établis par l'un de nous dans divers Mémoires, et spécialement dans le Tome II des Exercices de Mathématiques, Entrons à ce sujet dans quelques détails.
La variable imaginaire z étant censée représenter les coordonnées imaginaires d'un point mobile Z, désignons par F(^) une fonction doublement périodique de ^, qui reste continue avec sa dérivée, tant qu'elle ne devient pas infinie; et soient a, 6 les deux périodes
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de z assujetties à la seule condition que leur rapport t ne soit pas
réel. Les quatre points
dont les coordonnées imaginaires seront
coïncideront avec les quatre sommets d'un parallélogramme élémentaire ABCD, dont les côtés seront représentés, non seulement en grandeur, mais encore en direction, parles deux constantes a, h] et, si l'on pose
at ■
ht',
t^ t^ étant deux variables réelles, les valeurs de Ç, correspondantes à des valeurs de ^, t^ comprises entre les limites o, i, représenteront les coordonnées imaginaires de points renfermés dans le parallélogramme élémentaire ABCD. Le binôme z -f- at^ en particulier, représentera les coordonnées imaginaires d'un point situé sur la droite AB; et si, pour tous les points de cette droite, la fonction de ;î et de ^ représentée par F(5 -h al) conserve une valeur finie, cette fonction, qui ne varie pas quand on j fait croître ou décroître t d'un nombre entier quelconque, pourra être développée suivant les puissances ascendantes et descendantes de l'exponentielle
Soit A;;^ le coefficient de la m''"''' puissance de cette exponentielle dans le développement de F(^ -f- at)^ m étant positif ou négatif, mais entier. On aura
ou, ce qui revient au même.
la valeur de n(Ç) étant
at) dt,
et
V{z-^at)
/rt = 00
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par conséquent
D'ailleurs, la nouvelle fonction, désignée ici par n(Q, ne variera pas quand on y fera croître !^ de a, et vérifiera évidemment la condition
la valeur de q étant
Enfin, si l'on suppose que la sommation indiquée par le signe \ s'étende seulement slux diverses valeurs positives ou négatives de m, la valeur 77i = o étant exclue, alors, à la place de la formule (2), on obtiendra la suivante
m—cc
la valeur de Aq étant
(5) Ao= / F(^ + at)dt.
D'autre part, si l'on désigne par /(^) une fonction de z qui demeure continue avec sadérivée, tant qu'elle reste finie ; par(P, Q) la valeur de l'intégrale rectiligne
ff{^)
dz.
étendue à tous les points de la droite qui a pour origine le point P et pour extrémité le point Q; par S l'aire du parallélogramme élémentaire ABCD ; enfin, par (S) l'intégrale ^/(Ç)^/^, étendue à tous les points situés sur le contour de ce parallélogramme, on aura, non seulement
et, par suite,
mais encore
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le signe X étant relatif aux seules valeurs de Z, qui représenteront
les coordonnées de points renfermés dans le parallélogramme élémentaire ABCD. Cela posé, comme, en réduisant /( 5) à la fonction doublement périodique F(s), on aura évidemment
(B,D)3=(A,G) et, par suite,
la formule (7) donnera
Si, au contraire, on remplace /(^) par n(s), alors, en ayant égard à la formule (3), on trouvera
(B,D)==:(A,G), (G,D)-^-^--(A, B), et, comme on aura
/z-hn
on tirera des formules (6) et (7) par conséquent,
(y) ^'n= -^ V—cr^^n'
Tl résulte immédiatement de cette formule, jointe à l'équation (4). que, si, en attribuant à z une valeur de la forme at -\- ht' ^ et à ^, t^ des valeurs réelles dont la seconde reste comprise entre les limites o, i , on pose
on aura
(II) F(.-) = Ao+^'^e(^-H^.-Ç)[F(0].
le signe X étant relatif aux seules valeurs ^,, Ço? •••? ^[x de la variable ^ qui vérifieront l'équation
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THEORIE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 8t
et représenteront les coordonnées de points renfermés dans l'intérieur du parallélogramme élémentaire ABGD. D'ailleurs, on tirera de l'équation (lo), en y remplaçant m par — m^
Supposons maintenant que les valeurs de
Ç = ^ -I- a^ -H ht%
désignées par Ç^ , Ço, . . . , Çjj^, se trouvent rangées d'après l'ordre de grandeur des valeurs correspondantes de ^^ Soient, d'ailleurs,
Zi, Z2, . . . , Z^^
les points dont si? ^2? • • • 7 ^tx représentent les coordonnées imaginaires. Si, dans le second membre de la formule (i 1), on attribue à z un accroissement A^ tellement choisi, que le point A^ correspondant à la coordonnée imaginaire z -\- ^z soit renfermé dans l'intérieur de la bande comprise entre la droite AB et la parallèle menée à cette droite par le point Z,, le terme
F(^-l- at)dt
ne variera pas ; mais, si le point A^ vient à franchir cette parallèle, le terme Aq prendra un accroissement qui se déduira sans peine des formules (6), (^), et dont la valeur sera
le signe T se rapportant à la seule valeur S^, de la variable (^. Dans la même hypothèse, l'expression
HJ'^e(^ + è-0[F(0],
que renferme le second membre de la formule (i i), se trouvera évidemment diminuée du terme correspondant à la valeur Ç, de Ç, et augmentée du terme correspondant à la valeur !^^ -1- 6. Gela posé, il est clair que, si l'on assujettit 6 (s) à vérifier généralement la condition
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la formule (ii) pourra être étendue au cas où le signe r serait
relatif aux valeurs de ^ qui représenteraient les coordonnées de points renfermés, non plus dans le parallélogramme élémentaire ABGD, mais dans le parallélogramme semblable A'B^G^D' avec lequel on peut faire coïncider le premier en transportant les côtés parallèlement à eux-mêmes, et substituant au sommet A le sommet A^ Par suite aussi, on pourra, en supposant le terme Ao réduit à une constante dans la formule (i i), admettre que, dans
cette formule, le signe T se rapporte aux seules valeurs de Ç qui
vérifient l'équation (12), et sont de la forme
(i5) X,=^ at-\-hi:,
t^ t' étant des variables réelles comprises entre les limites o, i.
En vertu de la formule (11), considérée sous ce point de vue, toute fonction de z qui, étant doublement périodique, reste continue avec sa dérivée tant qu'elle ne devient pas infinie, se réduit à la somme d'un certain nombre de termes, dont chacun est proportionnel à une fonction de la forme
z^ étant une valeur particulière de ^, ou bien encore à l'une des dérivées de cette même fonction différentiée par rapport à z. Tel est le théorème fondamental obtenu par M. Hermite. Ajoutons que la fonction désignée ici par 9(^) a évidemment pour dérivée une fonction doublement périodique de^. Si l'on désigne par ^{z) cette dérivée, la fonction ^{z) restera continue, aussi bien que 9(^), tant qu'elle ne deviendra pas infinie, et, par suite, rien n'empêchera de prendre pour F(^), dans la formule (11)^ ou la fonction cp(^), ou une fonction rationnelle de ^{z). En réduisant effectivement F(^) au carré de o[z)^ M. Hermite obtient une équation qui sert à exprimer ce carré en fonction linéaire de ^{z) et de ^"{z)] il en conclut aisément que le carré de o' [z) est proportionnel au produit des trois facteurs
et la transcendante 9(-s) se trouve ainsi ramenée aux fonctions elliptiques. Par suite aussi l'on peut réduire à une fonction rationnelle
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de fonctions elliptiques toute fonction doublement périodique qui reste toujours continue avec sa dérivée, tant qu'elle ne devient pas infinie (^ ).
En partant des formules que nous avons rappelées, et substituant aux périodes a, h les autres périodes qu'on peut introduire dans le calcul, en déplaçant les sommets du parallélogramme élémentaire ABCD, M. Hermite obtient successivement sous diverses formes la valeur de la transcendante 8(3). D'ailleurs, la comparaison des diverses formes sous lesquelles se présente 9(^), et de ses divers développements, permet à l'auteur d'établir un grand nombre de propositions nouvelles. L'une de ces propositions, très digne de remarque, est relative à l'intervalle dans lequel reste convergente la série qui représente le développement de la fonction 9(^) (^).
En résumé, les Commissaires pensent que, dans le travail soumis à leur examen, M. Hermite a donné de nouvelles preuves de la sagacité qu'il avait déjà montrée dans de précédentes recherches. Ils pensent que ce travail est très digne d'être approuvé par l'Académie, et inséré dans le recueil des Mémoires des Savants étrangers.
(*) Déjà, en 1844? ^' Liouville avait obtenu, par une méthode très différente de celle qu'a suivie M. Hermite, et avait énoncé, en présence de ce dernier, la réduction ici indiquée.
(2) M. Hermite, après avoir fixé l'intervalle dans lequel le développement de la transcendante 6(2) demeure convergent, prouve que, dans le cas où cet intervalle atteint sa valeur maximum, le rapport entre cet intervalle et le plus petit côté d'un
parallélogramme élémentaire ne peut s'abaisser au-dessous de i/j- M. Jacobi,
dans une Lettre adressée à M. Hermite, avait énoncé une proposition qui coïncide avec ce théorème, et qui s'appliquait à la transcendante 6 (-s).
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NOTE
SUR
A COEFFICIENTS ENTIERS ET A DEUX INDÉTERMINÉES
Journal fût^ die reine und angewandte Mathematik, Tome XXXVI: ]848.
Soit
la forme proposée; nommons
«1, a2, as, ..., a,i les racines, supposées d'abord toutes réelles, de l'équation A^«-f- B^'^-iH-G^'^-2-h.. .-h K^-hL = o;
je définirai le déterminant de f{y^ x) la plus petite des valeurs que peut prendre l'expression
(AiA2...A,,)^
lorsque les quantités A^, Ao, ..., A;^ prennent toutes les valeurs réelles et positives depuis zéro jusqu'à l'infini. Et d'abord un tel minimum existe toujours, comme on le reconnaît aisément; posant donc les équations
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on est assuré d'avance qu'elles seront satisfaites, au moins par un système de déterminations réelles et positives de A<, A2, . . ., A,/. Ces équations deviennent, en prenant
(i) 1^ = n^l-J--9 2A = ^A2-7— ? •••? 9. A = nA.i -— — j,
et, à proprement parler, elles ne contiennent que les rapports
— ^ 7^? etc. Leur somme d'ailleurs donne l'identité
Al Al
2A =r Al --- -I- A. -- -4-. . .-H A,,-—-. <:/Ai aA2 d^,l
Cette définition du déterminant pour une forme /(jK, ^) de degré quelconque comprend, comme il est aisé de le voir, le cas particulier des formes quadratiques; mais, en passant aux valeurs suivantes de n, la détermination de D, en fonction des coefficients A, B, ..., L, exige la résolution d'équations algébriques de degré de plus en plus élevé, et dont voici le caractère essentiel. Représentons en général leur premier membre par
le coefficient de la plus haute puissance de D étant l'unité, je dis qu'il ne changera pas de valeur, si l'on j remplace respectivement
A, B, G, ..., K, L par les coefficients
A', B', G', ..., K', V de la transformée
f(my-i-m(^x', ny-^n^x')=ft(y, x')
les entiers m, m^ ; 72, n^ étant soumis à la condition
mn^ — nm^ = ±: i .
Pour le faire voir, soit
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en posant
, __ nQ(Xi — niQ
771 — 71 OLî
fi(y, ^') = ^' (y — ^\^') (y — <^' ) " -(y — <^')
et
A' = A (772 — 7l(Xi)(77l — nCL^). . .{771 — 7lOLn)'
Or si Ton substitue, dans les équations (i), a^- à a/ pour obtenir les valeurs des quantités A relatives au déterminant de la nouvelle forme /^ (y', x')^ comme les différences a- — a'- deviennent
{ni — 71 OLi ) {771 — n ay )
on voit immédiatement que cela revient à prendre pour inconnue,
en srénéral, -, ^ au lieu de A^-; donc, par cette substitution,
^ ' {771 — TiOLiY ^7 :> r 7
Ai, A2; . . . , A// deviennent simplement, à un facteur constant près,
(m — nai)2Ai, (m — ^«2)^13,
Soit X ce facteur indéterminé; il en résulte que, par la substitution de a!, à a/, A = ^ SS A/Ay (a/ — olj)- se change en X^ A, mais la valeur de D reste absolument la même, le produit
A^ {tu 7lOLi){77l 71 y.2) . . . { 771 72 df^)
disparaissant comme facteur commun au numérateur et au dénominateur, d'après la valeur ci-dessus de A^ Ainsi, les deux équations en D, qui sont relatives à la forme proposée et à sa transformée, ont les mêmes racines, et sont par conséquent identiques. Voici maintenant quelques exemples du calcul de D :
/(jK; ce) = Ajs ^_ By^x H- Gyx^ -{- Bx^. On trouve
A = Al AaCai— aa)^ -H Ai A3(ai — «3)2 4- AoA3(a2 — oL^y,
et les équations (1) deviennent
2A=:3A,[A2(ai-«2)^4-A3(ai-a3j2], 2A = 3A2[Ai(a2 — ai)2-i-A3(a2 — a3)2], 2A=:3A3[Ai(a3 — ai)2H-A2(a3 — a2)2],
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d'où l'on tire
AiA3(a, — a3)2 = ^.^^^{ai— o^^f, A2 Ai (as — ai)2 =. A3 Ai(â3 - ai)^
OLi bien
A.2 _ (ai — «3)2 Â; -(a2 — a3)2'
A3 _ (ai — as)^ Al " (a2— «3)^
Soit donc
Al = (a2 — «3)2, A2 = (ai — «3)2, A3 == («1 — a2)2;
on obtiendra successivement
A = 3(ai - a2)H«2 — a3)H«3 — «1)^ A1A2A3 = (ai — a2)2(a2 — «3)^(^3 — ai)S
et, par suite,
(AiA2A3)2
j [27 AHOCI- a2)H«2 — '^3r-(a3 - «!)']('
^ j ^^[B2G2— 4B3D— 4G3A— 27A2D2+18ABGD] j
f{y^ x) = Aj* -4- BjK^^ H- CjK^^^ -f- Dj^^ 4_ E^^. Il vient alors
A =: 2Ai[A2(ai — a2)^-^^3(ai — 'J-zY + ^U^i " ^0^]^ A = 2A2[Ai(a2 — ai)^ -h A3(a2 —'«3? + ^^(«2 — a^^] , A = 2 A3[Ai(a3 — ai)2 + A2(a3 — «2)2 4- A4(a3 — «0']^ A = -2 A4 [Al (a^ ~ ai)2 + A2(a4 — a2)2 -\- ^^{:^', — a^y];
on en déduit, par une combinaison facile,
Al A2(ai — a2)2 == A3 A4(a3 — ai)^, A2A3(a2 — a3)2 = A4Ai(a4 — ai)2, AiA3(ai — a3)2 =z ^2^k{'^2 — a4)^ ou bien encore
A'i(ai — a2)2(ai - «4)- = ^'(«3 - «2)" (=^3 — ^4)-, Al(a2 - OLs)Hoc2 — oikY = A?(ai— a4)2 (ai - as)^, A^ (a4 — a2)2(a4 — a3)2 = ^\ (ai — «2)2 («i — a3)2.
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Ainsij nous prendrons
^l = (a2 - a3)Ha3 - a4)2(a4 — a,)^, ^l = («3 - a,)Hoc,-ccty{^i - a3)S ^l = {oLr, — ai)2(at — oc,^y{cc2 — «4)% ^l = (ai — a2)Ha2 — OLsYi^s — al)^
et pour avoir, comme la question l'exige, des déterminations positives, nous supposons
ai>a2 > «3 > «4, ce qui donnera
Al = — (a2 — a3)(a3 — a4)(a4 — «2.), A2 r^— («3 — ^4) («4 — ^1) (^1 — «3), A3 = — (a4 — ai)(ai — a2)(a2 — «4), A4 = — (ai — as) (a2 — 0C3)(a3 — ai).
Soit, pour abréger l'écriture, ù le carré du produit des six différences des racines prises deux à deux; on conclura de ce qui
précède (^) :
Al A2A3A4 == O,
t A = 4Q2 (ai — a3)(a2 — «4),
D = j- =z 4A(ai — a3)(a2 — a4).
(AiA2A3A4)^'
La détermination de D, en fonction des coefficients de /(jk, ^), se ramène aisément à la résolution d'une équation du troisième degré : en représentant par <Ï>(A, B, G, D, E) la fonction rationnelle et entière de ces coefficients qu'on obtient pour le produit symétrique A^O, cette équation sera
D3_ 42D(G2_ 3BD + 12 AE) — 4^ ^2 ^ o,
et ses trois racines
4A(ai — a3)(a2 — «4),
4A(a2 — ai)(a3 — a4), 4A(a3 — as) (ai — a4).
Voici maintenant la méthode générale de réduction ; ayant déter-
(^) Nous corrigeons dans les lignes qui suivent quelques légères erreurs de calcul sans aucune importance pour la théorie générale. E. P.
miné parla théorie précédente les quantités A,, A2, ..., A,;, soit
y = niy' -h ?n^ x\
X = ny' -h n^ x'.^
la substitution propre à réduire la forme binaire
Al {y — ai 07)2 _|_ ^2 (7 — «2 ^)^ -H . . • + ^«(7 — a«^)^
dont le déterminant changé de signe est la quantité désignée cidessus par A, je dis que cette même substitution effectuée dans la forme proposée /"(jK, x) conduira à une transformée f\ (y, x')^ dont tous les coefficients auront des valeurs limitées qui dépendront seulement du déterminant D et de l'exposant n. Soit
a —Al (m — Al ai)2 -h A2(m — n a^y- -+- . . .-\- ^n{m —n a„)2, ao = Ai(mO — 7i0ai)2-i- A2(m0 — n^a^y -^. . ,-^ t.n{m^ — n^ccnY ;
d'après le caractère principal des formes binaires réduites, on aura
aao< JA,
ce qui donne, en supposant a <: ao, la limite a- <^ | A ; or voici les conséquences qui s'en déduisent : En premier lieu, le produit des quantités positives
Ai(/?i — Aiai)-, A2(m — noL^y-, ...,
ne pouvant dépasser son maximum ( - j y on aura
d'où l'on tire aisément
A{m — n!Xi)(m — ncc2)...{m — nccn) <C {- j i^j D.
Secondement, si l'on omet dans a le terme A/(m — noLiY^ en raisonnant comme tout à l'heure, on trouvera
Al A2 . . . Ai-_i A/+1 Ai+2 . . . An{ni — na^Y . , .{m — n a/_i )2
/ a \ '^-i X (m — 7za/_|_i)^ . ,{m — n'Xaf< f __ ^- ) ;
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multipliant membre avec l'inégalité ^i[m^ — ii^cLiY <C ao et posant, pour abréger,
(a/) = {m — ncci){m — ncn^). . .{m^ — n^oLi). , .{m — 7^a/^), on obtiendra facilement
Ces deux conclusions auxquelles nous sommes arrivé démontrent immédiatement Ja proposition annoncée; en effet, soit comme précédemment
Aif, ^') = A'(y— a.\ x') (y— a'.^x').. .(y- a;,^'),
on aura
el
m — /la/ A'
<i{^j iïï^-'
ainsi, le nombre entier A^, d'une part, et tontes les quantités a'^, a^, . . ., de l'autre, sont limitées; donc il en est de même encore de tous les autres coefficients B^, C, ..., L'. Entre autres relations qu'on peut établir à cet égard, on doit remarquer la suivante, qui fournit une limite du produit des coefficients extrêmes, savoir
Je vais maintenant considérer les formes /(jK, ^), où les racines de l'équation /(^, i) sont en partie réelles et en partie imaginaires; nommons donc
les racines réelles, et
?u Ti; P2, T2; •.-, Pv, Tv les divers couples de racines imaginaires conjuguées, de sorte que
jjL -I- 2 V = /i ;
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posons
je définirai le déterminant de /(y, x) la plus petite des valeurs que peut prendre l'expression
(Ai...A^)'WiA',...A'v)
lorsque les quantités A,, Ao, . . ., A^; A'^ , A'^, A!, passent par toutes les valeurs réelles et positives, depuis zéro jusqu'à l'infini. On obtiendra alors, pour le minimum cherché, les équations
d\i aA2 ' d^^
, d^ <iA , ^ . âf A
et un raisonnement semblable à celui qui a été employé ci-dessus prouve que toutes les transformées f^ {y' ^ x')^ équivalentes à la forme proposée, conduiront à la même équation pour déterminer D en fonction de leurs coefficients.
D'après cela, je fais dans /(jK, x) la substitution
y =z niy' -{- rn^x\ X = ny' -4- n'^x'
propre à réduire la forme binaire quadratique
Ai(jK — ai xY + A2(jr — CL^^xY + . . .-I- Aj^(jk — cc^x)^
+ a; (7 — ^ix){y — Yi^r) + A'2 (y — h^"^) (j — T2^) + • • •
de déterminant — A, et je dis que tous les coefficients de la transformée J^ (y, x') auront des valeurs finies, limitées seulement au
Hosted by
moyen de D et des nombres [i., v. Soit
/i(y, ^') = A (y— < ^ny— «2^')- • -(y— «i^^') x(y-p>')(7'-p;^')-..(y-p;^') X (y— T'i^')(y — T2^')- • -(y — Tv^')
et
A' = A (/?! — ncC[)(m — nas ). . .(m — na^^)
X (m — n^(i){m — ;^ Y2 ) • • • ( '^ — ^Tv) • On pourra comme précédemment faire
et Ton obtiendra, par des raisonnements analogues,
en partant de la relation
Ai(7?i — TKXiY -h ^^{jn — na^Y H-. . .-4- Ajj^(;n — noL^J^
H- L\{m — Al j3i)(/?z — ^Yi) -H A^ (/?i — 71 j32)(/?i — ^72) "^•••
-I- A;X771 _ 71 j3,)(.?l — ^Yv) < i/l ^.
On aura encore les deux limites suivantes
M«0<.(.-èT)="-"(|)'"B,
.,„,„,, <(^)-(.-^r(if'>'-
Ainsi le coefficient A^, les racines réelles et les modules des racines imaginaires sont limités comme je l'ai annoncé; donc il en est de même de tous les nombres entiers qui forment les coefficients de la transformée f^ (y, x').
Les principes précédents s'appliquent avec beaucoup de facilité aux formes cubiques et biquadratiques ; on observe alors cette circonstance remarquable que, pour chaque degré, c'est toujours la
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même équation en D qui vient s'offrir, bien que les calculs par lesquels on y arrive diffèrent beaucoup, suivant le nombre des racines réelles et imaginaires, mais je n'ai pu jusqu'à présent découvrir la raison générale de ce fait important.
Le cas des formes binaires du second degré à facteurs réels, si distinct des autres, se rattache à une théorie très étendue fondée sur la réduction des formes quadratiques à un nombre quelconque d'indéterminées, et qui embrasse toutes les irrationnelles algébriques; je la soumettrai dans un prochain Mémoire au jugement des Géomètres.
Paris, mars 1848.
Hosted by
SUR LA THÉORIE
FORMES QUADRATIQUES TERNAIRES.
Journal fur die reine und angewandte Matheniaiik, tome XL; i85o.
Un des principaux caractères des formes ternaires réduites, lorsqu'elles sont définies, consiste en ce que le produit des coefficients des trois carrés des variables est toujours inférieur au double du déterminant. C'est là, comme on sait, une limite précise, découverte d'abord par induction, puis démontrée par M. Gauss dans l'écrit si remarquable sur l'Ouvrage de M. Seeber. Mais les transformations analytiques de l'expression
D = aa' o!' -\- ibb'b" — ab^- — a' b'^ — a" b"^-
données par l'illustre géomètre, et desquelles résulte avec tant d'élégance la limite indiquée, me semblent tenir à des principes singulièrement cachés, et qu'il m'a été impossible de retrouver malgré tous mes efforts. Après de longues recherches, j'ai découvert enfin une méthode nouvelle pour obtenir la limite de M. Gauss, et je vais la développer dans cette Note, après avoir d'abord donné une démonstration simple de l'existence des caractères attribués par M. Seeber aux formes réduites.
Soit, en suivant la notation des Disquisitiones arithmeticœ^
y— ax^-^ a'y^-{- a" z^ -h ibyz H- ib' xz -f- ib" xy
une forme définie positive à coefficients quelconques, car il n'y a aucunement lieu de les supposer entiers dans la théorie de la réduction. Considérons la série entière des transformées distinctes
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équivalentes à /*, et formons un groupe particulier de celles où le coefficient de l'un des carrés a la plus petite valeur possible.
Réunissons ensuite dans un second groupe toutes les former du premier, où un autre coefficient des carrés est encore le plus petit possible. Enfin, formons un dernier groupe des formes précédentes, où le troisième coefficient des carrés est un minimum : je dis que les formes, ou la forme unique obtenue ainsi, offriront tous les caractères des réduites de M. Seeber.
Qu'on les représente, en effet, par
les diverses formes binaires
seront nécessairement réduites. Si, par exemple, (A', B, A'^) ne l'était pas, en effectuant dans F la substitution propre à la réduire, on arriverait à une transformée équivalente, où l'un au moins des coefficients de y^ et z^ serait diminué, A restant le même; c'est donc à cette transformée que la méthode employée aurait conduit, et non à la proposée. Dans le cas où B, B^, B^^ sont négatifs, il faut encore arriver à la condition
A-i- A'> — '2(P>+B'4- B"), ou bien
A + A'-f- A"-f- iB-{-iB' -i- 9B" > A",
A'^ désignant le plus grand des coefficients des carrés. Pour cela, considérons la transformée équivalente à la proposée, obtenue par la substitution
r = Y-hZ,
où les coefficients de X^, Y^, Z- seront respectivement. A, A^, et A + A^ + A'^ -j- 2 B + 2 B^ + 2 B'^ ; cette dernière quantité ne peut donc être inférieure à A'^, car c'est encore à cette transformée et non à la proposée que la méthode eût conduit.
J'omettrai, pour abréger, l'algorithme de réduction auquel les caractères des formes réduites conduisent tout naturellement, car
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il ne me semble pas très important au point de vue de la théorie, et j'arrive à mon principal objet, à la condition
AA'A'<'2D
Tout repose sur le question suivante : /(^, jk, z) étant une forme définie quelconque, déterminer la limite précise du minimum de f{oc^ y, 1), pour des valeurs entières de x eiy.
Réduisons la forme binaire qui résulte des termes du second degré de f{x, y, i), par une substitution propre ou impropre
ce = mX -h nY ,
y=lxX H-vY,
de manière que le coefficient moyen de la transformée soit positif (c'est là une condition essentielle, pour les considérations géométriques que nous aurons à développer tout à l'heure), et posons
/(mX+nY, jjiX-f-vY, I)
= AX2 -4- 2B''XY -F A' Y2-f- 2BY + 2B'X + A"= F.
En désignant par a et p deux constantes convenablement choisies, on pourra faire
F = A(X-f-a)2+2B"(X + a)(Y-f-P)-i-A'(YH-[i)2-i- ^,
D étant le déterminant de/(^, y, ^) et A celui de la forme binaire (A, B'', A^) qui est réduite et où B'^ est positif. Soient, enfin, ^ et r^ deux nombres entiers tels que ^ -h a et y^ -f- p soient positifs et moindres que l'unité; je dis que le minimum de F correspondra à l'un des quatre systèmes de valeurs
X = ^ Y = Yi-i,
On sait, en effet, qu'une propriété essentielle des formes binaires réduites cû(^, y) consiste dans la relation
cp(^ — l,7)<cp(^,jK),
si l'on a à la fois
x>j et a7>i,
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ou bien encore
avec les conditions
cf{x,y-i)<:o{x,y),
y^x et jK > I.
Les quatre systèmes de valeurs considérées sont d'ailleurs évidemment les seuls pour lesquels les valeurs absolues de X + a^ Y 4- p; soient inférieures à l'unité, et il nous reste à déterminer auquel de ces systèmes correspond le minimum absolu de F, ainsi qu'à trouver une limite précise de ce minimum.
Pour cela, j'aurai recours aux considérations géométriques suivantes :
Soit OAB un triangle tel qu'on ait
OA
OB =k', OA.OBcosAOB= B'';
Fig. I.
le carré de la distance à l'origine O, d'un point M dont les coordonnées obliques parallèles à OA et OB sont OA.^ et OB.w, sera précisément la valeur de la forme binaire A.L^ -{- iW tu H- K' lû ; et si on la désigne un instant pour abréger par cp(^, ?/), on voit facilement qu'on aura les relations
MO = o{t, u), MB" = ^{t, w — i),
MA =^{t- M0''= o{t-
en achevant le parallélogramme OABO^ Gela posé, il est maintenant facile de reconnaître quelle est la plus petite de ces quatre distances.
Soient G et G^ les centres des cercles circonscrits aux triangles OAB, O^AB; menons d'une part les perpendiculaires GP, GQ, sur H. — I. 7
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les milieux de OA et OB, de l'autre les perpendiculaires G^Q^, C^P^, sur les milieux de O^A, O^B, et joignons CG ; selon que le point M tombera dans l'intérieur des figures
OPGQ, PAQ'G'G, G'Q'O'P', P'BQGG',
le sommet le plus voisin sera
Mais 7 dans ces divers cas, la distance la plus grande au sommet correspondant ne surpassera jamais GO =: GA = AG^= G^O', . . ., c'est-à-dire le rajon du cercle circonscrit au triangle OAB. Or un calcul bien simple donne
AA'-B
Nous voici donc conduits à cette limite précise du minimum de F ou de l'expression proposée y(^, y, i), savoir
, ^ AA'(Ah-A'— 2B'') D
De là, comme on va voir, se déduit immédiatement la proposition que nous avions en vue. Désignons par
une forme définie réduite, où les coefficients a, a', a'^ sont rangés par ordre croissant de grandeur; (a, b'^, a') sera, comme on l'a vu, une forme binaire réduite, et nous pourrons toujours j supposer b^^ positif. J'ajoute que a'^ est le minimum def(x,y, i) pour des valeurs entières de x et y^ savoir pour x = o, j)/ = o; s'il existait, en effet, deux entiers, m et /z, pour lesquels on eût
la substitution
X = X -i- mZ,
donnerait une transformée équivalente, où a et a^ seraient conservés, tandis que a'^ serait remplacé par la valeur moindre
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/(m, n^ i); c'est donc cette transformée qui serait la réduite et non la proposée.
Nous pouvons ainsi, entre les coefficients de/, établir la relation obtenue plus haut, savoir
„ aa\a — ib"-ha') ^ D
/\(aa'-^b"'^) aa' ~ b"'^
On en déduit
D > a"{aa' — b"^) — ^aa'(a — 'ib" -\- a'),
d'où
Ci D — aa' a" y- aa' a" — 2 a" b"^ — 1 aa' {a — ib" -^ a').
Or le second membre de cette inégalité est essentiellement
positif; en effet, pour la plus petite et la plus grande valeur de V ^
savoir
b"=^ o et b" =^ la,
il se réduit à
a a' a!' — 1 aa ( a -f- a' ) r= aa' [1 ( ^" — <^ ) + M ^" — ^ )] , et à
a a' a!' — i a'^a!' — i aa"^ = ^ aa''{a' — a)-j-^ aa'{a" — a');
quantités positives. Si donc pour des valeurs intermédiaires de b^' il pouvait devenir négatif, ce ne serait qu'à la condition de s'évanouir deux fois dans l'intervalle compris entre les limites b'' =^ o, b'^ z=z^a; mais cela est impossible, l'équation
a a' a" — 'la" b"^ — \aa\a -Ha' — 2 b") = o
ayant nécessairement ses racines de signes contraires. On a donc toujours, comme nous voulions l'établir,
aa a" <! 2D.
Paris, avril i85o.
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Première Lettre.
Près de deux années se sont écoulées, sans que j'aie encore répondu à la lettre pleine de bonté que vous m'avez fait l'honnear de m'écrire (^). Aujourd'hui je viens vous supplier de me pardonner ma longue négligence et vous exprimer toute la joie que j'ai ressentie en me voyant une place dans le recueil de vos Œuvres. Depuis longtemps éloigné du travail, j'ai été bien touché d'un tel témoignage de votre bienveillance; permettez-moi, Monsieur, de croire qu'elle ne m'abandonnera pas; elle me devient encore en quelque sorte d'un plus grand prix en me sentant, après un long intervalle, ramené de nouveau à l'étude, sur la voie de quelques-unes de vos pensées.
J'ai cru voir l'origine de belles et importantes questions d'Analyse dans cette partie de votre Mémoire : De functionibus qiiadrupliciter periodicis, etc., où vous établissez l'impossibilité d'une fonction à trois périodes imaginaires. L'algorithme si singu-
(') Cette lettre, imprimée dans le Journal de Liouville, Vol. XI, p. 97, et dans le premier Volume des Opuscula mathematica, p. So;, porte la date du 6 août id>\b. Jacobi.
LETTRES SUR LA THEORIE DES NOMBRES. [Of
lier, par lequel vous réduisez à un degré de petitesse arbitraire les deux expressions
ma -\- m'a' -\- m" a" ^ mb -\- m' h' -\- m" h\
n'est-il pas le premier exemple d'un mode nouveau d'approximation^ où les principales questions de la théorie des fractions continues viennent se représenter, sons un point de vue plus étendu? Par exemple, étant données deux irrationnelles A, B, on pourra déterminer, lorsqu'elle existe, toute relation linéaire telle que
où a, 6, c sont entiers. Qu'on prenne, en effet, mk — m' ^= OL, m B — m" = f> ,
a et j3 pourront devenir aussi petits que l'on voudra; d'ailleurs on en conclura
aa -f- èp = m{ka -H Bb)—'am' — b m" = — (am' -\- bm" -{- cm).
Le second membre de cette égalité est un nombre entier, donc ac/.-\- b^ ne pourra diminuer au delà de l'unité sans se réduire à zéro. Ainsi le calcul des nombres, m, m\ ni!' ^ poussé à cette limite, il n'y aura plus qu'à convertir £ en fraction continue pour obtenir la relation cherchée.
Cherchant à appliquer le nouvel algorithme aux irrationnelles définies par des équations du troisième degré à coefficients entiers, j'ai vu s'offrir quelques questions d'une grande étendue auxquelles je me suis principalement appliqué, et qui m'ont amené à considérer la méthode d'approximation que je me proposais d'étudier, sous un point de vue bien éloigné de son origine. C'est dans quelques propriétés très élémentaires des formes quadratiques, à un nombre quelconque de variables, que j'ai rencontré les principes d'Analyse dont je vous demande la permission de vous entretenir.
J'ai tiré de ces principes une démonstration de votre beau théorème sur la décomposition des nombres premiers 5 m -f- 1 , en quatre facteurs complexes, formés des racines cinquièmes de l'unité. Je ne sais. Monsieur, s'il me sera donné de vous suivre dans les nouvelles régions de l'Arithmétique transcendante dont
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VOUS avez ainsi ouvert la voie. Jusqu'ici j'ai eu plutôt en vue^ dans cette recherche, l'application qui s'offre d'elle-même à la théorie de la division des fonctions abéliennes dépendant de l'intégrale / » Peut-être, d'ailleurs, troavera-t-on là des élé-
ments nouveaux pour cette question si difficile des lois de réciprocité des résidus de cinquième puissance, sur laquelle vous avez le premier appelé l'attention des géomètres.
Tout polynôme homogène du second degré à /2 + i variables^
peut être mis sous la forme
\ df \ df I df
2 a^o 2 dx^ 1 dXa
Si l'on pose
1 _^/ ^ X i -^ = Xi . . I -^ = X«,
2 dXç) ^' 2 dxi ' ''*' 2 dx,i
en nommant D le déterminant relatif à ce système d'équations linéaires, la substitution des variables Xq, X|, . . ., X,^ conduira à un nouveau polynôme que je représenterai ainsi, savoir
F(Xo, X^, ...,X„) D
Cela étant, je nommerai D le déterminant de/, et F la forme adjointe à /; on trouve ensuite aisément que la forme adjointe à F, sera D'^~^/.
La notion des formes adjointes donne le théorème suivant :
Si la forme f^ an -\-\ variables .To, x^^ , ,., Xni se change par la substitution
ayo + a'7i -f- «'>, -1- ... -I- a(«-i^ ya-i — Xq = o,
P70 + P'jl -H P>2 -4- . . . -!- P(«-1^ J;,-l -X,=0,
en la forme g, qui n'en renferme plus que /?, le déterminant relatif à g s^ obtiendra par la forme adjointe F, en donnant aux variables Xq, X,, . . ., lL,i^ respectivement, les valeurs
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représentées par les coefficients des termes x^^ x^^ . . .^ Xa dans le déterminant de la substitution, ces derniers termes étant regardés comme une (71 + i)''^'"^ colonne de coefficients .
Un autre théorème essentiel, dans mon analyse, se fonde sur la proposition, aisée à démontrer, qu'étant donnée une forme binaire (a, h^ a') de déterminant négatif — D, et dont les coefficients ne sont plus entiers, mais des quantités quelconques, l'on peut toujours trouver deux nombres entiers premiers entre eux, a, [3, tels qu'on ait
Quant aux formes de déterminant positif D, on obtient dans tous les cas la limite inférieure
aa2-H26aji-f-a'p-i < /D.
Soit actuellement f(^XQ^x^^...^Xn) une forme quelconque à n _{_i variables, dont les coefficients soient entiers ou irrationnels, et dont le déterminant soit D en valeur absolue; je dis quon pourra toujours trouver n -H i nombres entiers, a, [3, y, . . ., )v,
tels au! on ait
/KP,-^...,x)<('|y"»^D.
Supposons que ce théorème soit vrai pour les formes de n variables, on pourra démontrer qu'il est vrai aussi pour les formes de 7z H- I variables ; il sera donc vrai, en général, puisqu'il a lieu pour les formes binaires. Cette démonstration se base sur le lemme :
Que V on peut toujours déterminer n colonnes de n -\- i nombres entiers telles qu'en ajoutant une [(n + lyème colonne et formant le déterminant, les coefficients multipliés dans ce déterminant par les différents termes de la [n -^lyème colonne soient des nombres entiers donnés.
En effet, étant proposés n -f- 1 nombres entiers quelconques,
déterminons a^ b^ c^ . . .^ k d'une part, c' ^ d' ^ . . ., A"^ de l'autre,
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par les équations
a^ — bx = OLi, c'y — CTTi = TC2, ..., k'y- — kTZfi—2 = TZn—l,
OÙ TTj désigne le plus grand commun diviseur de a et p, 1Z2 le plus grand commun diviseur de y et tt^, . . ., 'K,i_^ le plus grand commun diviseur de tC/2_2 et x, on saura prouver que le déterminant du système
bcd...k,\,
— acd. . .k.\^
bcdz
ac8
acdz
d dz
es<(')
a(o)-f-P(i)-hY(2)-H...+ X(/2).
Ce lemme, joint au théorème ci-dessus, fait voir que, si Von déduit d^une forme f^ de n-\- \ variables^ une autre /o de n variables, en substituant aux /i + i variables des fonctions linéaires de n variables affectées de coefficients entiers, on pourra choisir ces fonctions à substituer de manière que le déterminant de f^ devienne
F étant la forme adjointe de f et cl^ ^^ . . ,^\ des entiers donnés à V arbitraire.
L'adjointe de F étant D'^"^/, on pourra donc aussi déduire de F une forme de Ji variables Fq dont le déterminant sera
a, j3, ...,)v étant des entiers donnés quelconques. Donc, dans Fhjpothèse admise pour des formes de n variables, la forme Fq et.
(') Il faudrait mettre (—1) 2 devant la somme ci-dessus, mais ce facteur est sans importance pour la suite. E. P.
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par suite, la forme F elle-même pourront prendre une valeur moindre que
valeur que je désignerai par F(ao, ^o? • • -^^o)- On prouve de la même manière que /pourra prendre une valeur moindre que
valeur que je désignerai par/(a', p^, . . ., V). On aura donc
/(a', P', ..., Vxf^)' v/F(ao, po, ..., Xo),
F(ao, Po, . . . , ^o) < (0' ' l^D-i/(a, p, ..., X), et, par suite,
En continuant de la même manière, et en posant
/(aC), p, ..., Xu-)) = /«■), /(a, p, ..., X)=/(o),
on trouvera successivement
/'</y//o), /"</y//', ..., /(-x/(//(— 1^ d'où suit
On pourra donc, en prenant m assez grand, parvenir à une valeur de/,
fUn)^f^i OU /('«)<(^|y "//d,
ce qu'il fallait démontrer (^ ).
(*) M. Hermite fait dans le post-scriptum quelques observations complémen-
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De nombreuses questions me semblent dépendre des résultats précédents. Voici, en premier lieu, comment j'ai essayé d'j ramener votre nouveau mode d'approximation :
A et B étant les quantités données, je considère la forme ternaire
f == {x' — kxy -^ {x" — Bxr- -^ — ,
dont le déterminant est une quantité positive quelconque -• Pour toutes les valeurs de A, on saura déterminer trois nombres entiers, m, m ^ m!' ^ tels qu'on ait
et, par suite
ni! — A /?z < -— -— , ni!' —"^m < -— -— ? m < -— v/a.
Les deux premières relations font voir qu'on peut rendre simultanément d'un degré de petitesse arbitraire, m! — Am, m'^ — Bm; la troisième donne la mesure précise de l'ordre d'approximation
des fractions — ? — , en montrant que l'erreur est proportionnelle • Enfin, la forme adjointe de / étant
m sfm
le calcul conduit encore à une suite de nombres entiers, tels que a, (â, Y qui rendent la fonction linéaire Aa -]- B [3 + y de l'ordre — ou ô^j et l'on démontre que, s'il existe une relation telle que
Aâ^ -f- BZ? -{- c = o, a, Z>, c étant entiers, on verra la fonction Aa-}-B6-f-c s'ofirir nécessairement à partir d'une certaine valeur de A, puis se reproduire indéfiniment, pour toutes les valeurs plus grandes.
taires sur cette démonstration. Remarquons que, s'il s'agit d'une forme indéfinie dont les coefficients ne sont pas entiers, la démonstration n'exclut pas que la forme puisse se rapprocher indéfiniment de la limite indiquée, en lui restant supérieure; mais on est certain que le minimum de la forme est aussi voisin de
que l'on veut. E. P.
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Voici d'autres conséquences :
Soit
F(^) — ^«-1- A^'^-i -+-. . .H- Kx -^ L = o
une équation quelconque irréductible à coefficients entiers et dont a, [3, . . ., À soient les racines; si la congruence F(jî::) ^ o admet une solution x ^ a pour un certain module N, en posant
œo, X\^ ... désignant des entiers, la forme
f-cp(a)cp(p)...cp(X)
représentera toujours des nombres entiers multiples de N : or je dis qu'on pourra trouver une infinité de systèmes de valeurs dcTo^ X\^ . . ., x,i-\ pour lesquelles on ait
f= MN,
l'entier M étant au-dessous de la limite,
dans laquelle A représente le produit des n(^n — i) difierences des racines a, [3, . . ., \ prises deux à deux.
Supposons en premier lieu, les racines a, (3, . . ., X réelles; je considère la forme quadratique à n variables
/==Docp2(a)-HD,o2(?) + ...-l-D„_icp2(X),
OÙ Do, Di, . . ., D/2_, sont essentiellement positifs : soit D le déterminant de/", on saura trouver pour ^q? ^k-, • • • ? ^n-\ ? un système de valeurs entières telles qu'on ait
/=co(|f"'VD.
(0 étant moindre que l'unité. Or le produit des quantités positives Do^p-a, D^cp^p, ... ne pourra jamais dépasser son maximum
( — j ? correspondant au cas où elles sont toutes égales; on aura
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donc
DoD....D.,.t-<(|) ^.
11 faut ici oblenir D, qui est le déterminant relatif au système des équations linéaires dont les premiers membres seraient
1 df I df
I df
1 dxQ 2 dxi
2 dXn-y
Or on trouve sans difficulté
D = ADoDi.
..D„_iNS
ce qui conduit à la limite annoncée.
Comme il ne reste dans le résultat aucune trace des quantités Do, D^, . . ., D/;_^ , il suit qu'en leur attribuant toutes les valeurs possibles, les mêmes multiples de N se reproduiront nécessairement une infinité de fois^ pour une infinité de systèmes de valeurs distinctes de ^o? ^\^ - - •-, ^n-\ •
Si l'équation proposée, F(x) = o, n'a plus toutes ses racines réelles, on fera correspondre dans la forme /, à chaque couple de racines conjuguées a, P, le produit Doç(a)cp(P), au lieu de DoCo2(a) 4- D^ cp^^P^^ Dans le cas où toutes les racines seraient imaginaires j ce qui suppose le degré un nombre pair /i = 2 a, on sera conduit de la sorte à la forme
/=Docp(a)cp(P)H-Dicp(Y)cp(8)-|-...-i-D5,_icp(x)cp(X).
Le déterminant s'obtient aussi dans ce cas aisément, et l'on trouve
D = (DoD,...D^_02 An^
Comme on a, d'ailleurs,
DoD,...Dj,^_if<(/)^
et
on en tire la limite
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qui ne diffère pas de celle que nous venons d'obtenir dans le cas des racines réelles.
Supposons que l'équation proposée soit
XP-
qui donne lieu à une congruence soluble pour tout module premier N == A"/? 4- I ; A sera alors />^~2. Ainsi dans le cas de/? = 5, on aura la limite
laquelle est ^ \ mais <^ 2, donc on aura précisément
C'est, comme vous voyez, Monsieur, la démonstration de votre théorème.
Mais il y a plus. Prenant/? = y, on trouve l'expression
qui est moindre que 6. Or, la forme f étant toujours eee^. o ou i suivant le module ^, on ne pourra avoir encore dans ce cas que f=N.
Considérons, en second lieu, l'équation F(^) = o, qui a pour
racines les |(/? — i) périodes de deux racines de =: o ; on
aura la proposition que la congruence F(2) ^ o est résoluble pour tout module premier N = kp — i . On trouvera alors
d'où l'on tirera comme ci-dessus la limite de M. Dans le cas de p ^ rj^ n =: 3, il vient
if(ff
et, par suite, M<< 3. Or il est facile de voir que suivant le module ^ la forme f est toujours ^^ o, i, ou — i . On ne peut donc admettre que M = i .
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De là résulte ce théorème :
Que tout nombre premier ^ m — i est décomposahle en trois facteurs complexes formés des racines de V équation
En réfléchissant aux questions précédentes j'ai été conduit à m'occuper de la théorie de la réduction des formes quadratiques à un nombre quelconque de variables, qui m'a semblé devoir être introduite dans l'étude des expressions telles que t. De même que pour les formes binaires, on obtient ce résultat que, pour un déterminant donné, elles se laissent distribuer en un nombre toujours fini de classes. La méthode de réduction devra reposer encore sur l'emploi de substitutions linéaires. à coefficients entiers, et au déterminant ±1, par lesquelles une forme donnée est changée en une autre entièrement équivalente et de même déterminant. Voici quelques réflexions sur ce sujet.
Soient d'abord
^0 = aXoH- a'Xi + a'^Xa -+-...+ a(«^X„, X, = pXo -f- |3'Xi H- p'^X^ -f-. . . -f- p(«^X,„
x„ = X Xo -I- X' Xi + X" X2 + . . . + X(«) X,,
les substitutions qui changent/(^0 7 -^m . • ., ^//) en la forme équivalente et de même déterminant F(Xo,X^, . . ., X,?). Nommons
siy^.yu '-'^ynl G(Yo, y,, ..., y,),
les formes adjointes respectivement à / et F; par la définition même donnée ci-dessus des formes adjointes, on prouve très facilement que l'on aura
^(7o,7i, . ",yn) = G(Yo, Yi, . . , , Y„), en posant
Yo == ajo -f- PjKi -4- ... -I- XjK/i,
Yi == a'jKo -f- P'ji -f-...+ l'yn,
Y« = a^^'^jo 4- P^"^Ji + . . . + X(/'^ j,,.
Il suit de cette proposition que, si dans la forme f on change seulement les n variables ^^ , ^To, . . ., x,i en d'autres Xi , Xo, . . ., X,^,
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pour obtenir la transformation correspondante de la forme adjointe, on aura à changer seulement les ii variables j^i, j^o? •• -^jK'z ^n d'autres Yi, Y2, . . ., Y/^, et réciproquement. D'où l'on voit qiCeii changeant dans la forme adjointe les n variables yx-^ y-i-, • • -^yn en d^ autres Yi, Yo, . . ., Y,^ par la transformation correspondante de la forme proposée^ le coefficient de x\ ne sera pas altéré.
Changeant au contraire, dans la forme proposée, la seule variable ^0 ^^ ^ P^^ 1^ substitution
^Q = X -h a'^i -I- a" ^2 H- . . . -r- CfS'^^ Xfii
les substitutions correspondantes à faire dans la forme adjointe seront
JKi = Yi — a'/o, r2 = Y2— a>o, •.-, JK/i = Y,, — a^^^jo-
D'où l'on voit qii^en changeant, dans la forme proposée, la seule variable x^ par la transformation correspondante de la forme adjointe ne seront altérés que les termes multipliés pary^ ^l y\.
Voici le résultat que j'ai obtenu au moyen de ces lemmes : Nommons réduite une forme
F(Xo, Xi, . . ., X^) du déterminant D, telle, en premier lieu, qu^ en faisant 1 ^F
-.-^ - _ AXo -h- BXi + GX2 -h. . .-H LX^ 2 aXo
on ait (^)
A<('4y "Ç/d, B<iA, G<iA, ..., L<^A,
telle encore que la forme adjointe à F, G(Yo, Yi, . . ., Y,^), représente pour Yq = o, elle aussi, une forme réduite : si Von sait ramener les formes d^ ordre n à des formes équivalentes
(^) Ces inégalités et, en général, celles que l'on rencontrera dans les questions de réduction sont relatives aux valeurs absolues, et D représente la valeur absolue du discriminant de la forme. E. P.
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réduites, on saura aussi ramener à des formes équivalentes réduites les formes d^ ordre tz -f- i.
En effet, lorsqu'on se propose de changer la forme donnée / dans une autre équivalente fx(^x\^x\^ ..., x^^ au moyen de la
substitution,
;ro = aa^Q -H a'^i -I-. . .-I- a^'^^^^^,
Xn= \x'ç^ H- V x\ -I-. . .-^-X^"-^ x\i^
on peut prendre pour a, ,3, . .., ). des entiers quelconques sans commun diviseur, puisqu'on sera toujours maître de déterminer les autres nombres a', [3^, . . ., V, a'^, [3'^, ..., de manière que le déterminant des {ii -\- i)^ coefficients soit égal à ± i (^). Prenons donc pour a, (3, ...,}. les entiers sans commun diviseur par lesquels on peut satisfaire à l'inégalité
en nommant A le coefficient de x'^ dans la transformée /*<, on aura
A=/(a, p, ...,X) et, par suite,
^<(ir "i/^-
La forme /(^o, X\^ ..., Xn) étant transformée dans la forme équivalente /^ (^q, x\^ . . ., x\^)^ supposons en même temps la forme adjointe à/,
transformée dans l'adjointe ày^,
^l(Yo, /i, 72' •••5 y'n)'
Faisons ensuite dans cette dernière Yo = o, et ramenons la forme d'ordre /z,
(0 M. Hermite avait ajouté à sa Lettre la résolution la plus générale de ce problème, publiée depuis dans le Journal de Liouvllle, vol. XIY, p. 2i.
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à une forme équivalente réduite aux variables jk'(,j^'^, . . ., JK^- Supposons que par la même substitution la forme ^4(Yo,jk'^,j*2, ...^y',) soit changée en g^C^ o-) y\-) y'-y-j • • -^y^)? cette forme représentera, pour Yq = o, la forme réduite d'ordre n. Transformons en même temps la forme/,(xJj, x\^ . . ., x\^)^ dont g^ est l'adjointe, dans la forme/2(x'^, Xi, X2, . . ., X,^), dont l'adjointe est ^'2- I^e ce qu'on a remarqué ci-dessus il suit que, par cette dernière transformation, le coefficient de x'^ ^ A, ne sera pas altéré. Enfin, faisons
x[^ = Xo-h /?îi Xi -^ ^2X2-1-. . .+ 7n,iX;i,
y'[ = Yi — 7^1 Yo, y", = Y2 — m2Yo, . . . , y", = Y., — m.., Yo,
et supposons que par ces substitutions /o et g2 soient changées respectivement en
F(Xo, Xi,X2, ...,X,,) et G(Yo, Yi, Y2, ..., Y„);
le coefficient de X^ dans F sera encore A et la forme G représentera encore pour Yq =r o la réduite d'ordre n. Or, posant
- — 7 = Aa^-o^- ^Xj + cX.7 -f-. . . + /X ; 1 ôx,.
1 ôx'
- -^ = AXo+BXi-f- GX, + ...-r-LX;,,
2 dXo
on aura
et, par suite,
. . , L = / -f- ni:ik.
Donc, m^^ m^^ . . ., 111,1 pouvant être des entiers quelconques, ou saura les déterminer de manière qu'on ait
B<1A, G<lA, ..., L<|A,
et l'on aura satisfait à toutes les conditions. Je remarquerai à présent qu^ étant donnés
~ et G(o, Y„Y2, ..., Y,),
en même temps que le déterminant D de F, on connaîtra la. forme G(Yo, X,, . . ., Y„) et, par suite, F(Xo, X^ , . . ., X„).
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En effet, soit
)(AXo-l-
BXi 4-
GX,
LX
-hX,,
i(BXo-+-
B'Xi-f-
...-hL'X,,)
-hX.
,(GXo +
G'Xi +
-hX,
.(LXo +
lyxi-i-
G= Yo
[(A)Yo-
+ Yi
[(B)Yo+(B')Y,
[(L)YoH-(L')Y^
on
aura
Or,
, étant
donnes -r^
^Xo
et G(o,
on connaîtra
et tous les n- coefficients (B^), (C), . . ., d'où l'on déduira, par les n dernières équations, les valeurs des coefficients
et par la première, D étant aussi donné, celle du coefficient (A). On connaîtra donc tous les coefficients de G(Yo, Y^ , . . ., Y,^) et, par suite, ceux de F(Xo, Xi , . . . , X,^).
Par ce qui précède on prouve aisément que les formes d^ un ordre quelconque^ attachées à un même déterminant^ peuvent être ramenées à un nombre fini d'entre elles (^). Et d'abord il suit des conditions ci-dessus que les coefficients A, B, . . ., L ne pourront prendre qu'un nombre fini de valeurs, ensuite le déterminant de la forme G(o, Y<, Yo, ..., Y^,^) étant D'^~^A, s'il est démontré que les formes d'ordre n d'un même déterminant peuvent être ramenées à un nombre fini d'entre elles, on n'aura pour chaque valeur de A qu'un nombre limité de formes G(o,Y,, Yo, . . ., Y,i).
(^) M. HermîLe suppose ici iinpliciteineat qu'il s'agit de formes à coefficients entiers. E. P.
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Or, par les nombres A, B, ..., L et la forme G(o, Y^, Yo, ..., Y,^), étant déterminée la forme d'ordre /2 H- i , F(Xo, X| , . . ., X,^), ces formes aussi seront en nombre fini. Ainsi, la proposition étant admise pour les formes d'ordre /?, elle sera démontrée pour les formes d'ordre /? + i . Elle est donc vraie en général, puisqu'elle a lieu pour les formes binaires.
Vous voyez, Monsieur, que j'omets tout à fait le cas important où l'on a A = o; mais cette circonstance n'est point à considérer, lorsqu'on se propose seulement de poursuivre les rapports que j'ai essayé d'établir entre les formes quadratiques définies et les expressions désignées ci-dessus par t. Les résultats précédents me semblent alors ouvrir un vaste champ de recherches, mais dans lequel je n'ai presque fait jusqu'ici qu'entrevoir une longue série de questions et de problèmes difficiles à résoudre.
Convenons d'abord des notations suivantes, savoir :
f =/(Wo)/(Wl).. -fi^n),
en prenant
/( w ) = a^o cpo ( w ) -I- ^1 cpi ( w ) -f- . . . -j- ^« cp,^ ( co ),
cûi((o) désignant la fonction à coefficients entiers
ai -+- b i txt -\- Ci là'^ -h . . . -^ ^/w",
et les quantités (Oq, (Oi, ..., id^ étant toujours les racines d'une même équation irréductible à coefficients entiers et dont celui de la plus haute puissance est l'unité. Je considère ensuite (dans le cas où toutes les racines sont réelles) la forme quadratique définie, d'ordre /? + i ,
f-Do/-Hwo) + Di/^-(wi)-f-...-i-D„/nto.O,
où Do, Di, ..., D,i sont supposés essentiellement positifs. En nommant Q le produit des n{ji -{- i) difi'érences des racines co prises deux à deux, et A le déterminant du système
«0, ai, . . . , aa, ^0, bi, . . . , b,i,
'o; M? • • • î hn
on trouvera, pour h déterminant de f, l'expression
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Cela posé, faisons la substitution
Xç^ = aXo + a'Xi +. . .+ a^^^X,^, ^i=pXo-Hp'Xi+...-l-p(«^X«,
Xn = XXo + X'Xi +. . .+ l^^^Xn,
les coefficients étant déterminés par la méthode exposée tout à l'heure, de manière à réduire la forme adjointe à f. En posant, pour abréger,
^ (0)) = Xo*o(w)H-Xi*i(co)4-...+ X„4>„(w),
la forme quadratique f deviendra, d'une part,
F = Do^H^o) + Di#2(wi) H-. . .-H D„#2(oj^), et la forme f, de l'autre.
Or voici le dernier résultat auquel je suis arrivé, et qui me paraît appeler bien des recherches après lui :
Les substitutions en nombre infini , correspondantes à tous les systèmes possibles de valeurs des quantités Do, Di , . . ., D,^, ne conduiront jamais qu^à un nombre essentiellement limité de formes £,
De là se tire aussi toute la théorie de la réduction des formes t. Je me suis principalement fondé sur la proposition suivante :
Etant donnée une forme quadratique f d^ ordre /^ + i , de déterminant D, réduite diaprés la méthode ci-dessus, soient
les coefficients des carrés dans la forme adjointe g ; on aura d^ abord
(«'»')< (iy'"p/D«,
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puis^ pour toutes les valeurs 1=1^ i^ . . ., n^
UL étant un facteur numérique dépendant uniquement de n et i.
Je vais prendre les formes ternaires pour exemple de la méthode qui donne ce résultat.
Soit
ax'^ -f- ibx^Xi -4- icX(^Xi -H. . .
la forme réduite donnée , et
(«)ro -*-(^')7? + (^'Ojl + '^(^)rori-+-2(c)7or2 + 2(c')jKi72
son adjointe g] la théorie générale donne, en premier lieu, les relations
ensuite, pouryo = o, g doit devenir une forme binaire réduite. Celte dernière étant représentée par
son déterminant, comme on le sait, estaD; on a donc encore
Or, des relations
aib) -\- b{a') -^ c{c') = o, a(c) H- b{c') -\-c(a")^ o,
on déduit sans difficulté
(c) < f («"), (^)(a'0 < «D, (c)(a") < aD.
Donc, après avoir multiplié les deux membres de la première équation par {a)' et divisé par a, on obtient
(a)(a")2<|D2-}-aD/|aD,
et enfin, en remplaçant a par sa limite supérieure,
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La propriété énoncée ci-dessus des formes réduites, qui m'a longtemps échappé, donne lieu à beaucoup d'autres conséquences que je suis forcé d'omettre. Seulement, j'observerai encore qu'en prenant pour point de départ g au lieu de /*, et nommant a^^^ les coefficients des carrés dans cette dernière forme, on serait arrivé pour les formes ternaires aux relations
et l'on trouverait dans le cas général
d'où l'on tire encore
Appliquons maintenant ces résultats à la forme quadratique
dont le déterminant a pour valeur
D = DoDi...D,,A2i>.
Il est aisé de voir qu'on aura
donc, en premier lieu,
d'où
*Ai(wo)*/.(wi)...*„(w,,) < (J.A02,
ce qui reproduit une conséquence obtenue précédemment. Secondement, faisons abstraction, dans a^^^\ du terme 0^^,"^^/;^) ; il est clair qu'on aura
DoDi...D^,_iD/,^i...D,„
donc combinant cette inégalité avec la suivante
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et posant, pour abréger,
\r^.(coA.)=^ <ï>t(t^A-)*«(wo)*«(wi)...*«(w/,_i)*,i(w/,+i).. . *,i(w„), il viendra
d'où
Or ^/(co) est, comme on le voit aisément, un poljnome entier en iù. Les diverses valeurs de ce poljnome correspondantes aux diverses racines cOq, to,, . . ., iù,t étant toutes finies et même proportionnelles à AQ^, il en sera de même de tous ses coefficients qui sont des nombres entiers ; de là suit immédiatement le résultat que je voulais obtenir.
On peut mettre en elTet cf (coa) sous la forme
^(CO.) = *„(,0..) [X„ + X„_, -^-—y +. . .+ X, ^-^ ^. . . J ,
OU bien
Donc, toutes les formes f en nombre infini, qui correspondent à une même valeur du déterminant A, peuvent être ramenées par les substitutions précédentes à un nombre d'entre elles essentiellement limité, car les combinaisons de toutes les valeurs entières possibles pour les coefficients des polynômes W/(co) sont en nombre fini. Enfin, ces dernières formes, qu'on peut nommer réduites^ se représenteront elles-mêmes une infinité de fois en employant successivement les diverses substitutions qui correspondent à tous les systèmes de valeurs imaginables des quantités positives Do, D,,...,D„.
Dans le cas spécial des formes t que j'ai d'abord considéré pour démontrer votre théorème sur les nombres premiers 5m + i , on démontre facilement que les polynômes ^/(w) contiennent tous en facteur le nombre N; c'est donc uniquement de Q que dépendront les limites des coefficients dans les formes réduites. On entrevoit ainsi la possibilité d'obtenir, par exemple, tout ce qui se rattache à la représentation des nombres premiers 1 1 m-f-i,.
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par des facteurs complexes formés des racines onzièmes de l'unité/ en opérant non plus sur chaque nombre donné, mais en général sur les racines de l'équation ^^^ rrr i.
Mais j'ai hâte. Monsieur, de finir cette longue lettre, où il n'y a plus place pour la théorie des fonctions elliptiques. Je n'ai pu jusqu'ici faire à mon gré cette recherche de Fensemble des transformations de la fonction 6, ni retrouver ce résultat si remarquable de la réduction du module ^ à la limite <?-'^^i, dont vous m'avez parlé dans votre lettre. Oserais-je vous demander quelques éclaircissements sur ce point? M. Borchardt a eu la bonté de me mettre un peu sur la voie pour déduire les propriétés des fonctions 0 de la multiplication des quatre séries ^e~^^^^^^^^ ^ mais je ne sais si je pourrai marcher bien loin. Permettez-moi, Monsieur, de vous prier de me rappeler à son souvenir; j'ai entendu M. Starm parler avec de grands éloges de son Mémoire publié par M. Liouville.
Ayez la bonté, si vous le jugez convenable, de faire paraître dans \e Journal de M, Crelle quelques-uns des résultats précédents; j'essayerai ensuite de les développer plus complètement.
P. -S. J'aperçois à l'instant que l'algorithme indiqué pour déterminer les nombres entiers a, [3, . . ., X, tels qu'on ait
peut être présenté d'une manière bien plus précise.
En premier lieu, pour les formes binaires de déterminant — D, (( on ne peut objecter que les opérations continuent à l'infini, car on verrait s'offrir une infinité de quantités a, a! ^ a!' ^ . . . liées par les relations a^ a ^ a!' ^ ... et, par conséquent, différentes. Mais à chacune d'elles correspondent deux nombres entiers aL^^\ ^^'^^ qui donnent, par exemple,
a'^fn) — ^a^'^^'-h 2^;a^'^\3('^^^ -h a' ^^"^^\
Ces nombres sont essentiellement limités, donc il faudrait qu'une même combinaison a, ^ se produisît dans le cours du calcul une infinité de fois, ce qui conduirait à supposer égaux, contre l'hypothèse, une infinité de termes de la suite a^ a! ^ a" ^ .... » Pour les formes ternaires : « désignant, pour abréger,
fl^im)^ i^{m)^ .^(m)] par /(m),
Hosted by
LETTRES SLR LA THEORIE DES NOMBRES. l'2\
on voit naître de la continuation du calcul précédemment proposé une suite de quantités, /, f^^ f"^ . . . liées par les relations
/' < v/(ï7i>7, /" < ViWW', ■■■■
Or, on obtiendra la limite annoncée dès qu'il se présentera une valeur /^'^"^'^ égale ou supérieure à la précédente /('^^ En effet, de
y(/n+i) >/(m) et fi"i+i) < \/{W^7^ on déduit aisément
D'ailleurs, on ne peut admettre, dans le cas d'une forme définie, que les opérations se prolongent indéfiniment, car, les nombres 3^(w)^ (^{m) ^ y(m) étant essentiellement limités, on verrait se reproduire une infinité de fois une même combinaison de ces nombres entiers, ce qui ramènerait les mêmes termes dans la suite /,y^^/■^ contrairement à l'hypothèse. Si la forme / est indéfinie, mais à coefficients entiers (seul cas dont j'aurai besoin plus tard), la même conclusion subsiste, puisqu'une suite de nombres entiers décroissants ne peut aller à l'infini. »
Pour les formes quaternaires : a Or ici se représentent les mêmes considérations que dans le cas des formes ternaires; dès que le calcul conduira à un terme f^^+^) égal ou supérieur au précédent, on obtiendra la limite annoncée, car de
on déduit
D'ailleurs les opérations s'arrêteront toujours, quels que soient les coefficients, si l'on opère sur une forme définie, et la même chose aura lieu pour une forme, même indéfinie, mais à coefficients entiers. »
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Deuxième Lettre.
Permettez-moi de venir encore vous soumettre ce qu'il m'est arrivé de rencontrer, sur la théorie des formes quadratiques, depuis que j'ai eu l'honneur de vous écrire. J'avais ébauché bien à la hâtCj dans ma lettre, la démonstration de cette propriété générale des formes de même déterminant de se laisser distribuer en un nombre fini de classes; depuis, j'ai été amené à une méthode de réduction plus simple et surtout plus analogue à l'algorithme de Lagrange pour les formes binaires. Sojez assez bon, Monsieur, pour me pardonner s'il m'arrive ainsi de vous entretenir de choses que je n'ai pas encore suffisamment mûries; en présence d'une théorie d'une immense étendue, je cède au plaisir de vous communiquer quelques résultats placés à l'abord de questions difficiles et qui peut-être seront au-dessus de mes forces. Aussi me suis-je borné, comme application de ma nouvelle méthode de réduction, à calculer les formes définies réduites de déterminant i, à 3, 4 j 3, 6 et ^ variables, et j'ai trouvé, comme dans le cas des formes binaires, une seule classe, représentée par une somme de 3, 4, 5, 6 et ^ carrés. L'idée principale de cette méthode consiste dans l'introduction de certaines formes liées intimement, comme je suis parvenu à le reconnaître, aux formes adjointes de M. Gauss, mais qu'il me semble indispensable de considérer d'une manière explicite. En représentant par
SOUS la condition
une forme quelconque d'ordre n + i (c'est-à-dire k a -\- \ indéterminées), je les définis de la manière suivante :
Il n
en prenan t
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et voici le théorème auquel elles donnent lieu : Si la substitution
Xo
7?Zi
Al2
^fi^nj
change /(xqj x^^ . . ., ^/^) (?/i F(Xo, X,, . . ., X/^), en nommant G(Y^, Y2, . . ., Y,i) la forme d'ordre n déduite de F, comme g V est de f^ on aura
ê'(yuj2,'",7n) = G{Y,, Y2, ...,Y,0, en posant
; 72 == ^lYl+ ^2Y2H-...H- n;jY,„
yn= ^lYiH- ^2 Y2 -+-...+ ^„Y„.
Pour abréger, je nommerai g \di forme dérivée de f^ et (2) la substitution dérivée de (i). On trouve aisément que g est définie et positive, si / est elle-même définie et positive, que le déterminant de g est
Do = a?7,i D,
D étant le déterminant de /, et enfin que l'équivalence de/ et F entraîne celle de g et G, la seule condition pour cela étant que le déterminant relatif aux équations (2) soit en valeur absolue l'unité. De là se tire une conséquence importante ; concevons que la substitution dérivée soit prise de telle sorte que G devienne une forme réduite de son ordre, les coefficients M^, M2, . . ., M/^ resteront encore arbitraires; or, je dis qu'en posant
F(Xo, X„ X,, . . . , X„) = 2, 2 .A'vX/Xy,
on pourra les déterminer de manière à remplir la condition
Ao,f < .} -^0,0
pour /=^ I, 2, . . ., /z. Cela résulte, en efi'et, de la valeur suivante :
Ao.i — Mfao,o -1- iniaçi,i -\- nta^^'i H-. . .-H tia^^n,
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qu'il est facile d'obtenir, et on a d'ailleurs ao,o = Ao,o- H est essentiel d'observer qu'au lieu de «0,0? q^^i se conserve en passant de / à F, on aurait pu employer, dans ce qui précède, aussi bien l'un quelconque des coefficients a^^i}^ des carrés des variables. Soit donc, pour plus de clarté, g^ la forme dérivée composée avec ce coefficient; on pourra énoncer la proposition suivante :
Toute forme
f= Y.Y.ai,jXiXj
peut être transformée en une autre équivalente telle qu ayant, par exemple ,
la dérivée g'^ soit une forme réduite de son ordre, et que la condition
soit remplie pour toutes les valeurs de i autres que i= \k.
C'est là-dessus que se fonde l'algorithme de réduction des formes définies, quelle que soit la nature de leurs coefficients, entiers ou irrationnels, mais voici d'abord le but des opérations. Supposons que, précédemment, on ait choisi pour a^^^^ le plus petit des coefficients ai^i\ deux cas peuvent se présenter : ou bien a^^^ =3 ^jr^j ^ restera encore la plus petite des quantités a,^,- dans la transformée/^, ou bien il s'offrira un autre coefficient a^'^^'<C <^îx,5x- Or, dans le premier cas, toutes les autres conditions étant d'ailleurs remplies, f sera ce que je nomme une forme réduite. Mais, si c'est le second qui se présente, on poursuivra les opérations en partant de f\ comme tout à l'heure en partant de /, et, en général, on déduira successivement les unes des autres une suite de transformées
toutes équivalentes et telles que
<^(J.,{J., «{X',{X', «Î«,",JX", . . . , <^|^(1.)^ ^(fc) ,
désignant respectivement les plus petits des coefficients
^i,ii ^i^i-i ^i.i-) •••? <^/ fi
on ait
<^[x,tx > <^\L',\L' > <^H'",;x"- • • >
et que d'ailleurs les diverses dérivées
soient des formes réduites de leur ordre.
Or je dis qu\in tel système d'opérations ne peut se prolonger à l'infini, et qu'on obtiendra nécessairement une transformée
devant être considérée comme une forme réduite. En effet, partant d'une forme définie /, les quantités a^^^^ a'^'^^' seront des valeurs de/, en supposant aux indéterminées des valeurs entières, et l'on ne saurait former qu'un nombre limité de ces valeurs restant toujours inférieures à un certain maximum; donc on ne peut admettre l'hypothèse d'une infinité de quantités de cette sorte, continuellement décroissantes et, par conséquent, inégales.
Je vais maintenant faire voir que tous les coefficients ^/^y, d'une forme définie réduite £^ ne peuvent excéder certaines limites, qui dépendent du déterminant et du nombre des indéterminées. Pour cela, il faut d'abord établir la condition suivante :
qui est l'extension d^une relation obtenue dans la théorie des formes binaires.
Supposons qu'elle soit admise pour les formes réduites d'ordre /2, et désignons par exemple par ^Vq^o le plus petit des coefficients 5V/^/; la dérivée
étant une forme réduite de cet ordre, et son déterminant ayant pour valeur
Hosted by
on devra avoir
Or la valeur générale
(4) ^ij ^^ ^0,0 ^i,J — ^0,i^O,J
donne, lorsque les deux indices sont égaux,
de sorte que les quantités positives Î3/,/ peuvent être considérées comme les déterminants, changés de signes, d'autant de formes binaires (^0,0? ^o,/? ^/,/) toutes réduites, car on a à la fois
donc, on peut poser
de là on conclut, l'inégalité subsistant pour toutes les valeurs de i,
et enfin d'après la relation (3)
Cette condition est par là démontrée dans toute sa généralité puisqu'elle a lieu pour les formes binaires.
Comme conséquence immédiate, on voit que les quantités ^/,/, %Q^i sont nécessairement limitées, et il en est de même encore du déterminant Dq de la dérivée, qui a pour valeur 21^"^ D. Cela posé, admettons que les formes réduites d'ordre n aient tous leurs coefficients limités ; je dis que la même chose aura lieu pour les formes d'ordre n -f- i • En efi'et, tontes les quantités ^ij devront se trouver finies; donc, d'après la relation (4), qui donne
il en sera de même en général pour ^ij- Or, la proposition à laquelle je voulais arriver résulte immédiatement de là, puisqu'elle
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a lieu pour les formes binaires, et, dans le cas des coefficients entiers, elle donne ce théorème ( * ) :
Les formes définies ou indéfinies , réduites pour un déterminant donné, sont en nombre fini.
Maintenant, voici une remarque essentielle pour l'application des principes précédents au calcul de ces formes. Soient toujours D le déterminant donné, et
l'une quelconque des formes définies réduites pour ce déterminant; la relation
'^0,0 ^1,1 -2V2,2« • • ^ii,n "^ ( ô ) ^
donne d'abord la limite
pour le plus petit des coefficients 5V/^/. Soit encore
la dérivée réduite, composée avec 5lo,o et dont le déterminant est
En désignant par l^^^ii le plus petit des coefficients 13/^^, on aura de même
Mais, d'après ce que j'ai observé ci-dessus, Bfj,,(jL peut être considéré comme le déterminant changé de signe de la forme binaire réduite (^o,oj -^o^sj.? ^tJ.,u)? donc on aura :
(') La démonstration suppose essentiellement que Ay o ne peut être nul, c'està-dire que la forme ne peut représenter zéro. Au reste, M. Hermite avait signalé ce cas d'exception dans une méthode de réduction analogue qui figure dans la Lettre précédente. E. P.
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i" Si 5lo,o est pair,
J^fx,^^^?,o-(¥5Vo,o)- ou àîKo', 2° Si 5^0,0 est impair,
Or, en général, soient £^ é, tl, B, ... la suite des formes d'ordre /i 4- I, n, n — I, n — 2, . . ., qu'on obtient en prenant, pour 6, la dérivée réduite de i?, pour îl, la dérivée réduite de 6, pour B, la dérivée réduite de HT, . . .. Nommons respectivement 51, 13, €, B, . . . les plus petits coefficients des carrés des variables dans ces formes, et D, Do, Doi, Dqoj ••• leurs divers déterminants. On aura d'abord
puis on obtiendra la série des limites supérieures
^<(ff'V"' »<(if"V«^' -<{ït'v^'
et, suivant les deux cas, l'une ou l'autre des limites inférieures suivantes :
|3^|iVS C^fOS iD^fC^, ..., ou
L'exemple des formes de déterminant i, que je vais traiter, montrera l'utilité de ces formules. Dans ce cas, on a en général
ainsi depuis les formes binaires jusqu'aux formes quinaires inclusivement, J2V <; 2, donc 21 = I , et, depuis les formes à six indéterminées jusqu'à celles qui n'en comprennent pas plus de huit, 5l<< 3, donc 5V= I ou 21 = 2. Or on va voir que cette seconde valeur doit être rejetée jusqu'à /i == '^ inclusivement.
Considérons d'abord les formes à siœ indéterminées; on trou^e :
1° Pour 21 la limite supérieure
= 2,o5. . ., donc 2V == 2 ;
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2"^ Pour B la limite supérieure
-j v/'-i* = 3,09. . ., donc 13 = 3;
3" Pour € la limite supérieure
(ô) v/'2^3^ = 7,01. . . , donc € = 7.
Il est inutile d'aller plus loin, puisque la valeur de € est en contradiction avec la limite
il faut donc exclure déjà dans ce cas la valeur J2V =r 2.
Passons aux formes à sept indéterminées; il viendra : i"* Pour % la limite supérieure
2,36. .. , donc 5t = 2 ;
2"" Pour 15 la limite supérieure
^^^ = 3,65..., donc 13 = 3;
3'^ Pour € la limite supérieure
n)^V^2'^ =7,5o..., donc C = 7(i);
pour la même raison que précédemment, J2V == 2 doit encore être rej été .
Donc, comme dans les cas précédents, il n'existe que la seule valeur J5l = i (-), et voici maintenant les conséquences qui s'en déduisent :
En premier lieu, pour toutes les formes définies de détermi-
(*) M. Stouff, en reprenant le calcul indiqué, trouve 8,56 au lieu de 7,5o et, par suite, C = 8, et il n'y a pas de contradiction avec la limite inférieure, qui est aussi égale à 8. Le théorème énoncé par M. Hermite resterait donc douteux pour les formes à sept indéterminées ; il est cependant exact, comme l'a vérifié M. StoufF en utilisant un résultat de MM. Korkine et ZolotarefT. E. P.
(-) M. Hermite arrivait encore au même résultat pour les formes à huit in- H. - I. 9
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nant i, dont le nombre des indéterminées ne surpasse pas 7, la dérivée réduite a encore l'unité pour déterminant. Soit donc
i = ^"L^ijXiOTj et 05 == 5:S|3/,y^/^y
une forme et sa dérivée réduites, toutes deux ayant l'unité pour déterminant. Admettons que, pour les formes (6, dont l'ordre est inférieur d'une unité, on ait
15^,/ = I et l3/,y = o lorsque i est différent dey ; les deux conditions
donneront d'abord
^0,/ = o, et l'équation
conduira successivement, pour i =^j et i différent de y, aux deux valeurs
:5V/,,- =1, iV/,y = 0.
Or les formes définies binaires réduites offrant la seule classe x^ +y- de déterminant i , on en conclut que, pour les formes ternaires, quaternaires, etc., jusqu'à celle de sept indéterminées, il n'existera pareillement qu'une seule classe représentée successivement par une somme de 3, 4? •- j 7 carrés.
Je n'essayerai pas, Monsieur, de vous développer encore d'autres applications particulières de ma méthode de réduction. Au reste, les formes réduites auxquelles on est ainsi conduit, pour un déterminant donné, n'offrent plus ce caractère, propre aux formes binaires, de ne pouvoir être équivalentes entre elles, à moins d'être identiques, aux signes près de certains coefficients; seulement, on peut démontrer que la limite du nombre des formes réduites équivalentes ne dépend que du nombre des indéterminées, et nullement de la valeur particulière du déterminant. Mais permettez-moi. Monsieur, de revenir un instant sur les circonstances remarquables
déterminées, mais il 3' avait une lacune dans sa discussion, et le résultat n'est pas exact. Aussi avons-nous supprimé cette partie du texte et, dans les lignes qui suivent, remplacé 8 par 7. E. P.
Hosted by
LETTRES SUR LA THÉORIE DES NOMBRES. l3l
auxquelles donne lieu la réduction des former dont les coefficients dépendent de racines d'équations algébriques à coefficients entiers. Peut-être parviendra-t-on à déduire de là un système complet de caractères pour chaque espèce de ce genre de quantités, analogue par exemple à ceux que donne la théorie des fractions continues pour les racines des équations du second degré. On ne peut du moins faire concourir trop d'éléments pour jeter quelque lumière sur cette variété infinie des irrationnelles algébriques, dont les symboles d'extraction de racines ne nous représentent que la plus faible partie. Ici, comme dans la théorie des transcendantes, il a été facile de trouver à une longue suite de notions analytiques de plus en plus complexes une origine commune, une définition unique et complète où n'entrent que les premiers éléments du calcul; mais qiielle tâche immense, pour la théorie des nombres et le calcul intégral, de pénétrer dans la nature d'une telle multiplicité d'êtres de raison, en les classant en groupes irréductibles entre eux, de les constituer tous individuellement par des définitions caractéristiques et élémentaires!
L'exemple le plus simple auquel puisse s'appliquer ma méthode de réduction est celui des racines cubiques des nombres entiers. En désignant donc par a la valeur réelle, et par [3 et y les deux valeurs imaginaires de (/A, on sera conduit, d'après le point de vue auquel je me suis placé, à réduire pour toutes les valeurs de la quantité A, croissantes depuis zéro jusqu'à l'infini, la forme ternaire
dont le déterminant D == '-^ A- A-. Soit, dans l'hypothèse d'une valeur donnée quelconque de A, que je représenterai par A^, la substitution correspondante
X ~ m \ -^ Il Y H- /? Z ,
y = m' X H- /l' Y H- // z, z — m" X -^ 7i"\ -h /^"Z, en posant, pour abréger,
M(a) = m H- a7?i'H- a^w", N (a) = /i H- an'-+- a- zi", P (a) =/> h- a/?'4- a^^ M(p) = m-h f^m'-i- ^^m'\ N(p) = n-^^n'-h [B^/z^ P([3) ^ p -\- (^p'-{- ^^p" M (y) = m -i- -(m' -h y2 m% N (y) = n -h y ^'+ T^ '^" ^ (ï) = P -^ ^iP'+ T V
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y deviendra
F = [XM(a) -f- YN(a) -^ ZP(a)]-2
-+-A[XM(p)-f-YN(P) + ZP(P)][XM(Y)-hYN(Y) + ZP(Y)].
Soit encore
l iîl = M2(a)-4-AM(P)M(Y),
(i) I t^ =:::N2(a)-f-AN(P)N(Y),
( 13 ^P2(a)4-AP(P)P(Y);
on aura, d'après le caractère principal des formes définies réduites,
imVKiîYT) ou <(4AA)2, d'où, en supposant Jl <C tl <C|3j
(2) M<(âA\)^, iîl2tl<(4AA)2, m^p<(^A^)\
Or de là résultent plusieurs propriétés essentielles que je vais d'abord établir.
En premier lieu, le nombre entier
Q-M(a)M(p)M(Y) vérifie la condition
iff^-^
car, d'après la première des équations (i), le produit des deux facteurs M(a), AM(;3)M(y) ne peut dépasser son maximum
|iîi\/(TîS),
d'où se tire la limite indiquée.
Secondement, les deux polynômes à coefficients entiers, savoir :
qui sont respectivement de la forme
<ï>(a) = 'f H- acp'-f- a^cp", W{oc) = ^ -h ol^' ~h ol^^\
ont de même leurs coefficients limités. En effet, on a, d'après les relations (i),
N(a)</S, AM(p)M(Y)<iîl,
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donc
A*(a)<iîlv/ïï,
etj par la seconde des équations (2),
et l'on aura de même
Soit ensuite, puisque ^ et y sont deux imaginaires conjuguées,
d'où
La seconde des équations (i) donne d'abord
AN(P)N(Y)<1îl; on tire ensuite de la première
M2(«)AM(P)M(Y)<iiîl2,
et l'on en conclut la limite
Ainsi on peut poser, en désignant par e et Tj des quantités comprises entre +1 et — i ,
4> ( a) = cp -i- acp' -h a2 cp'^ =: 4 A £,
<i>(Y) — cp + y^p'h- y^q" _ 2A'/;e-Ô^-i,
d'où
donc
3cp — 4 A (s -^- 7) cos6),
3cp' == 4 v/Â^[£ -+- '/^ cos(ô -+- 1 tt)] ,
3cp"z- 4 v/Â [s -}- r, cos(ô - I tt)] ;
et l'on obtiendrait des limites semblables pour les coefficients du polynôme W^ lesquels donnent lieu d'ailleurs à la condition remarquable
Cela posé, d'apèrs tout ce qui vient d'être établi, nous représenterons la transformée déduite de la substitution effectuée dans/,
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non plus par F, mais par == £^ forme évidemment réduite
en même temps que F et que j'écrirai ainsi
OU bien
L il il }
jVP(a) L il ^^ J L ^^ ii J
Or, A croissant d'une manière continue à partir de Aq, nommons A,, A2, A3, ... la série des valeurs auxquelles viennent successivement correspondre des formes réduites distinctes iF, i^^ , iFs? -i^s? • • •• Toutes ces formes seront comprises dans le même type que if, mais on peut concevoir que l'une quelconque d'entre elles soit obtenue au moyen de la précédente, en j introduisant la valeur de A, à partir de laquelle elle cesse d'être une forme réduite, puis lui appliquant la méthode générale de réduction. En procédant ainsi, le calcul relatif à la série entière des valeurs de A, est ramené à un nombre limité d'opérations. En effet, le nombre entier désigné d'une manière générale par Q, et les coefficients entiers des polynômes <ï> et W ayant des limites finies, on arrivera nécessairement à deux valeurs de A, A/ et Af, auxquelles correspondront deux formes, iF/, ir/, qui représenteront absolument la même combinaison de ces quantités. Faisant donc croître A, dans iF^', à partir de la limite A//, on verra se reproduire, dans le même ordre, les divers termes Si^i^ -^1+2^ ... de la suite obtenue pour le premier intervalle de A/ à A/', et, jusqu'à la limite extrême des valeurs de A, l'ensemble des formes réduites sera cette série d'un nombre fini de formes, reproduite une infinité de fois.
En la considérant d'ailleurs dans l'ordre inverse, elle offrirait le résultat d'un système d'opérations où l'on aurait fait décroître la quantité A d'une manière continue depuis A/' jusqu'à A/; l'ensemble des formes correspondantes aux valeurs indéfiniment décroissantes de A sera donc encore la même suite prolongée à l'infini dans un sens opposé.
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Si ce n'est pas trop présumer de votre indulgence et si j'avais réussi à vous intéresser un peu à ces recherches, je m'estimerais hien heureux de vous adresser encore ce qu'il pourra m'arriver de rencontrer dans la même voie. Après avoir prouvé que les propriétés précédentes sont caractéristiques pour les racines de toutes les équations du troisième degré à coefficients entiers, je me suis arrêté à quelques recherches sur l'équation M(a) M(P) M(y) = i dont je pense obtenir la solution complète. Mais je désirerais surtout pouvoir vous soumettre un Travail sur les équations modulaires, dans lequel j'ai établi une proposition énoncée dans les OEuvres posthumes de Galois, imprimées dans le Journal de MalhématiqueSy et qui consiste en ce que les équations modulaires du sixième, huitième et douzième degré peuvent être abaissées respectivement au cinquième, septième et onzième degré. Je me suis proposé en même temps de retrouver ces relations si singulières que vous avez le premier découvertes entre les racines M^ M', M", ... de l'équation F (A-, M) = o, mais je n'ai pu j réussir malgré tous mes efforts. Ces premières propriétés d'irrationnelles algébriques, non exprimables par radicaux, me paraissent du plus grand intérêt; comme les propriétés des racines des équations relatives à la division du cercle, elles serviront de point de départ pour pénétrer plus avant dans la théorie générale des équations. Ne publierez-vous donc pas un jour, Monsieur, les principes si cachés qui vous ont conduit à ces beaux théorèmes? 11 me semble que ce serait encore une voie nouvelle que vous ouvririez aux recherches des géomètres, dans une des théories les plus vastes et les plus difficiles.
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Troisième Lettre.
Je dois à l'obligeance de M. Borchardt d'avoir reçu votre dernière Lettre qui m'a été bien précieuse, en portant à ma connaissance l'écrit de M. Gauss sur les formes quadratiques ternaires. Permettez-moi de vous remercier aussi de toutes les autres indications que vous avez eu la bonté de me donner, mais dont mon ignorance de la langue allemande m'empêche malheureusement de profiter comme je le souhaiterais. C'est M. Borchardt lui-même qui a bien voulu me traduire l'article de M. Gauss, mais jusqu'ici je n'ai pu trouver personne pour me continuer le même service, et, à mon grand regret, je reste complètement étranger aux travaux de M. Kummer sur les nombres complexes, qui m'intéresseraient vivement.
Comme vous le savez, Monsieur, le bat de mes premières recherches avait été d'examiner le nouveau mode d'approximation que vous avez donné en établissant l'impossibilité d'une fonction à trois périodes imaginaires. Ce n'est que longtemps après que j'ai vu comment cette question, et une infinité d'autres du même genre, dépendaient de la réduction des formes quadratiques. Mais, une fois arrivé à ce point de vue, les problèmes si vastes que j'avais cru me proposer m'ont semblé peu de chose à côté des grandes questions de la théorie des formes, considérée d'une manière générale. Dans cette immense étendue de recherches qui nous a été ouverte par M. Gauss, l'Algèbre et la Théorie des nombres me paraissent devoir se confondre dans un même ordre de notions analytiques, dont nos connaissances actuelles ne nous permettent pas encore de nous faire une juste idée. Peut-être, cependant, doit-on entrevoir qu'il appartiendra à cette partie de la science, constituée ainsi sur ses véritables bases, d'offrir le tableau de tous les éléments, en nombre fini ou illimité, dont dépendent les racines des équations algébriques, séparées en jpes irréductibles et classés suivant leurs rapports naturels.
Je ne sais si j'aurai réussi à faire un premier pas vers un but si éloigné, en donnant une méthode pour la réduction des formes bi-
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naires de degré quelconque (' ). J'essayerai plus tard de poursuivre, sous ce point de vue, les conséquences des résultats que j'ai obtenus, mais, jusqu'à présent, j'ai été plutôt préoccupé de la recherche des principes propres à la réduction des formes les plus générales composées d'un nombre quelconque de variables, question capitale et qui peut-être sera bien au-dessus de mes forces. Voici néanmoins sur ce sujet un premier théorème destiné à présenter, dans le sens le plus étendu, la notion des formes adjointes de M. Gauss.
Soit
(l) X=/(;ri, ^2, .-., OPn)
l^ expression générale d^ une fonction homogène du m^^^^^^ degré à n variables. Faisons
dX __ d\ __ dX _
ctx \ doc 2 ctoc II
par V élimination de x^^ Xo^ • • -, x,i on arrivera à une équation
(3) 7r(X,jr,, 72, "",yn) = o.
Gela étant, les coefficients des diverses puissances de X seront ce que j'appellerai les formes des divers degrés adjointes à f(Xij .r2, . .., Xn), et je les désignerai généralement, en supposant égal à l'unité le coefficieut de la puissance la plus élevée de X, par
Or on aura le théorème suivant, comme conséquence immédiate de la définition qu'on vient de proposer :
La fonction homogène
devenant
F(Xi, X2, . . . , X„), par la substitution
Xi = «iXi H- «2^2 -^- • --r- <^n^n, 3^2 = ^1 Xi -h ^2 X2 -I- . . . H- On Xfi,
Cl ji^l — |— I2 -^Vg —H .
(^) Journal de Crelle, t. 36, p. 857, et p. 84 de ce Volume.
Hosted by
l38 ŒUVRES DE CHARLES HERMITE.
si l'on désigne par G la forme adjointe^ composée açec les coefficients de F, comme g est composée avec les coefficients de fy on aura
en prenant
Yi = a^yi -i-èi72+.---f-/ir/o Y2 = a^yi-^ h^y^ + . . . -f- l-iya,
Y,i= aayi -\- hnYt +. . .-H Inyn-
Mais il importait surtout d'obtenir le résultat général de l'élimination des variables x^^ x^^ ..., Xw, entre les équations (i) et (2). Voici comment on peut j parvenir :
Soit
une nouvelle fonction homogène du nt^"^"^ degré de ^i, ^2? •••? ^/z j
j'observe que, au mojen des équations proposées, les suivantes ont
lieu, savoir :
et
dxi ' dx-i " ' * ' * ' dx,i ~~
Elles se réduisent en effet à des identités, en mettant à la place de X, d'une part, et de y^^ y2, . . -, JK/^ de l'autre, leurs valeurs en x^j X2^ . . ., Xn, telles que les donnent les équations (i) et (2). Donc la question est ramenée à l'élimination de Xi, x^^ ...^Xa entre les équations homogènes
dxi ' dx2 ' * * ' dXfi '
car l'équation cp = o rentre dans celles-là, et on peut l'omettre.
Ainsi, représentant la forme / par la somme des valeurs du produit
lorsqu'on attribue aux quantités i tous les systèmes de valeurs entières et positives qui vérifient la condition
i\ -H ?2 -f- . . . + in — 771,
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et désignant par
la relation entre les coefficients A qui résulte de l'élimination de Xi, Xoj . . ., ^,i entre les équations
df _ df _ df
dxi ' dx^ ' ' ' * ' dxji '
on aura le théorème suivant :
Uéquation
s'obtiendra en remplaçant A/^^/^, ...,/^, dans
par
[i^ , /o? • • -5 in) étant le coefficient numérique de y\y'^_ . . .jkJ" dans le développement de la puissance poly no miale
On observera seulement qu'il y aura lieu de supprimer comme facteur étranger une certaine puissance de X, ce qui n'altère en rien la forme analytique du résultat que je viens d'obtenir.
L'application aux formes quadratiques est bien simple. La forme proposée étant
1 1 sous la condition ordinaire
la forme adjointe g sera
D étant le déterminant de la forme /.
Je prendrai encore comme exemple les formes cubiques binaires
f zzz ax^ -+- 3 bx-y h- 3 cxy- -f- ey^.
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Dans ce cas, l'expression désignée par £ coïncide avec le déterminant unique de la forme, tel que je l'ai obtenu dans la théorie de la réduction , et le coefficient du second terme de l'équation en X donne la forme adjointe
I (dÉ ^ d& , di „ d£ £ \da db '^ de -^ de'
= -[{ aé^- — 3 hce -h 2 c^ ) ^r^ — 3 ( ace — ^b^e -\- bc'^) x'^y
H- 3('2ac2 — abe — b^c)xy^ — {^Zabc — a'^e — ib'^)y^\.
En étudiant cette forme que je trouve dans un des Mémoires de M. Eisenstein, j'ai reconnu qu'elle se déduisait de f^ en y remplaçant les variables par les deux expressions linéaires
dA> d^
dx dy
$ étant l'expression quadratique
{ac — b-)y^ — {ae — bc)xy -\- {be — c^)^;^,
considérée encore par M. Eisenstein, et par moi-même dans la JNote àw Journal de Crelle^ sous la forme
a, [î, Y étant les racines de l'équation
ax"^ 4- 3 bx'*- H- 3 c:p -h e = o.
Maintenant, Monsieur, je reviens à la théorie des formes quadratiques, pour essayer de vous compléter quelques points de la dernière Lettre que j'ai eu l'honneur de vous écrire. Et d'abord, j'ai dû reconnaître que ce qu'on devait se proposer avant tout, dans la théorie de la réduction, était de découvrir les valeurs entières des indéterminées pour lesquelles une forme définie donnée était la plus petite possible. De là, en effet, se tireraient les conséquences suivantes :
1° En cherchant la série des minima de la forme binaire
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pour toutes les valeurs positives de la quantité A croissant d'une manière continue de zéro à l'infini, les diverses fractions — représenteraient V ensemble des réduites de la fraction continue équivalente à a.
2" En cherchant de même la série des ininima de la forme ternaire
k{z — axf -\- B{y — bxy-^- — - ,
où A et B sont deux quantités positives quelconques^ a ei b deux quantités réelles, toutes les fractions - > — auraient ce caractère essentiel qu en choisissant un dénominateur x ^^ moindre que x^ deux autres fractions, — ? — ? donneraient nécessairement
^ ' Xq Xq
k{zç^~ ax^,Y-\-'^{yçi — hxçsY > h.{z — ax^ ^ B(jk— ^^)^ Car, si cette inégalité n'avait pas lieu, l'expression
A(.So — ^^o)--i- B(^ro— hx^y-\- -^ serait moindre que
k{^z — axy- ^ B(r — hxf H- — ;
donc cette dernière ne serait pas, comme on l'a supposé, un minimum.
Cela étant, si l'on observe qu'on peut toujours faire
et a fortiori
on voit que, en faisant croître continuellement A, la série des fractions^» — converge indéfiniment vers les limites a et 6, et que,
pour chaque approximation, la somme des carrés des erreurs - — ax^^y -— bx, multipliés par les constantes A et B, est un minimunij c'est-à-dire que cette somme augmente, si le dénominateur commun x diminue.
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Ce qui précède indique suffisamment une infinité d'autres conséquences analogues, qui toutes viennent dépendre de la recherche difficile d'une limite précise du minimum d'une forme définie quelconque. Là-dessus je ne puis former qu'une conjecture. Mes premières recherches, dans le cas d'une forme à n variables de déterminant D, m'avaient donné la limite
je suis porté à présumer, mais sans pouvoir le démontrer, que le
coefficient numérique (- Y doit être remplacé par , ^ -•
Gomme application des mêmes principes, je considérerai encore la question suivante :
Étant donnée une expression imaginaire a-\-b\J — i : déterminer les entiers complexes
pour lesquels la norme de
soit la plus petite possible, sous la condition que x'^ + J " soit au-dessous d\ine certaine limite.
On cherchera les minima successifs de la forme à quatre variables
f z=z i^ax — hy — ty -\- {^ay -\- hx — u)- -^
pour toutes les valeurs de A; les diverses fractions complexes
auxquelles on parviendra ainsi, jouiront de cette propriété caractéristique que le module de la différence
a-\-h sj — 1 —
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croîtra nécessairement en prenant toute autre fraction dont le dénominateur aurait un module moindre.
Mais une autre propriété de ces fractions les rapprochera encore davantage des réduites de la théorie des fractions continues. Soient
t -^ u v/ — I ^0 -1- wo v^ — i
deux fractions différentes qui correspondent à deux mlnlma consécutifs de la forme /, de sorte que les deux valeurs de A qui ont donné lieu à ces deux fractions soient Infiniment peu différentes l'une de l'autre. Alors, en observant que le déterminant de /"est en général -~, le premier minimum donnera, en admettant la conjecture ci-dessus,
{ax — by — ty-^{ay^ hx -^ uY -\- ^--~^^^ <; A _±,
et le second
ri ^ '>- »
(aa^o — by^ —t^y-h (ayo -h bx^ — UoY -h —-—'— < XF
03 désignant une quantité aussi petite qu'on voudra. Gela posé, multiplions ces deux inégalités, membre à membre; on trouvera, en employant une formule bien connue (^),
} {ax — by~t) {axo — by^ — ^o) + {^f -\-bx—u) (ay^ + bx^ — Uq) -h ' ' '^ " ' - (
{ v/A(A-4-co)\
— {ax — by — t ) (o/o -t- bxç^ — î^o) + («^o — ^J^o — ^o) ip'y -\-bx~ a) -^ ^— ■ — ^
( (v^A-f- to — /a) \a(yyo — XX(^) -f- b (xpy -I- .ryo)-f-fo.r — ^/q r] H- y/A (uy^^— ?/o.r-+- fpx— x^t) j" j V/Â(A ^^^ )
( (v/A-hco — v/Â) \a (yxo + ^To ) -^ <^ (^^o—yro) — t^y - Uo x\ -{- v/'Â(7ro — ^o.r -f- ^^^o~ ^^o-^) Y
"^ /^ y/A ( A -h t7) ' d'où, en négligeant les deux premiers carrés et introduisant Ja
(^) La formule d'Eiiler, qui donne sous la forme d'une somme de qualre carrés le produit de deux sommes de quatre carrés, suit immédiatement de ce que le
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condition que w est infiniment petit^
et, par conséquent,
( uyo — f^oj^ + toX — Xoty^-^{ tyo — «oj -+- ^^-^o — i^o^)^ = i •
Ainsi, la norme du numérateur de la différence de deux fractions complexes consécutives est V unité; on eût obtenu Vanité ou le nombre deiix^ en employant dans l'expression du minimum de/
le facteur ItA au lieu du coefficient hypothétique ^ (* ).
La méthode précédente s'applique encore aux nombres complexes X -\- y sj — /? , dont la théorie est plus difficile et sur laquelle
produit des deux déterminants {ad — bc), (a'd' — b'c') est le déterminant du système
[aa' -h bc\ ab' -i- bd' 1 ca' -T- dc'^ cb' -î- dd' J
En effet, il suffit de supposer
a — p -\- q sj— I, b ~ r -\- s \j~ i, c = — /• + 5 sJ — i, d - P — q \/— i, a' ~ p' + q' \J—i, b' — r' -{- s' \j— i^ c' — ~ r' -\- s' s] — i, d' — p' — q'sj—^
pour obtenir
== ( pp'— ç^'— '''"' — ^^' )' + ( pç'-^ qp' -+- '"*' — 5'"' )-
pr —qs' + /•/>'+ ^7')'-+ (/>-^'h- qr' -i- p' s — q' r
Celle de Lagrange vient en mettant ^ y/A, /V^? ^v^AB, ... au lieu de q, r, ^
(^) M. Hermite a repris cette question dans un Mémoire ultérieur en se servant des formes quadratiques binaires à indéterminées conjuguées, et démontré rigoureusement que la norme est bien égale à un.
On doit remarquer que la limite hypothétique ^.^. " - y D admise par M. Her-
\/' n -Y- J mite est trop faible. Pour n = 4^ elle ne donne déjà plus la limite supréieure du minimum. En effet, cette limite est alors, d'après MM. Korkine et Zolotareff, v/2 y^D^ et c'est là une limite précise que Ton ne peut abaisser. Comme ^2 surpasse jj^) la limite hypothétique est trop faible. Si l'on reprend le calcul ci-dessus, V5
en remplaçant — par v/2, on retrouve d'ailleurs le résultat de M. Hermite, qui se trouve alors aussi complètement établi par cette voie. E. P.
je me propose de revenir. Mais ce n'est qu'an mojen de la réduction de formes de degrés plus élevés qu'on pourra résoudre les questions analogues à la précédente^ dans lesquelles entreraient les nombres complexes 7'éels x -^ y \J n et ceux qui dépendent d'irrationnelles numériques plus compliquées que les radicaux carrés.
Voici maintenant une autre série de questions importantes dont la solution dépend encore de la recherche du minimum d'une forme quadratique et qu'on peut comprendre dans cet énoncé général :
Ti'ouver, en nombres entiers^ le minimum du produit dhin certain nombre de fonctions linéaires et homogènes, à coejfficients réels ou imaginaires.
Nommons les fonctions linéaires à coefficients réels,
g-U gu ..., gn'': hu ll-l, ..., fin'
les fonctions à coefficients imaginaires, gi et A/ étant des fonctions conjuguées. Si l'on suppose que leur produit prenne la plus petite valeur possible en attribuant aux indéterminées les valeurs entières X = cTfl, yz=yç^^ . . ,, et qu'on désigne alors par
ce que deviennent les facteurs linéaires réels, et de même par
ryO 7. 0 . o-O 7. 0 . o- 0 , 7.0,
6 15 '' 1 7 6 2' '^2 : • • • î é n ■) 'Itl 1
les diverses couples de facteurs conjugués, je dis cjue la forme cjuadratique
J 1 / \,/ 2 / \J ti / S i"' i b l'^l b n' 'Ifî'
sera elle-même la plus petite possible pour x = .^o, y = i'^, ... Supposons, en effet, qu'on puisse avoir
rù
f\l \fll '" \fV ^^\hi-^ g\h\~^-'"^'Jfrnf,
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M étant moindre que /z + an'; comme le produit des facteurs
sera toujours inférieur à son maximum
la supposition de M <; /^ H- 2 n' conduirait à
et, par suite, le produit des facteurs linéaires ne serait pas, contre l'hypothèse, le plus petit possible pour .r = ^o? JK =JKoj •••• J'ajoute qu'en faisant M = n 4-2 /î^e produit (a) ne pourra atteindre son maximum ou l'unité qu'autant qu'on aura
A\^_, (flY--.. Ifn
6 1 '*■! é 2 '^^2 o II' ''-n'
Nous voici donc encore conduit, comme vous le voyez. Monsieur, à cette recherche singulière de tous les minima, d^ une forme quadratique, correspondant aux divers systèmes de valeurs de plusieurs paramètres qu' il faudra supposer passer par tous les états possibles de grandeur. Telle est du moins la voie qui nous est ouverte, par l'analyse précédente, pour la solution de nombreuses questions, parmi lesquelles je choisirai celle-ci :
(j^ [cl) désignant un nombre entier complexe, composé avec une racine a de V équation F(^) = o à coefficients entiers, celui du premier terme étant Vanité^ trouver toutes les solutions de Véquation
Norme (p(a) = i.
Soit M un minimum d'une quelconque des formes définies
"^ Kf '^^ K| +---+^ K|^ '
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dans lesquelles a, , ag, . . . , a.^ désignent les racines réelles, et |3i , y< ; P27 Y2; • • • ; ^n'i yn' les couples des racines imaginaires de l'équation F(^) = o. En faisant, pour abréger, n-\-2n'^=: m, on déduira de la limite
où D est Je déterminant de ^, la relation suivante :
Norme Y^(a)<(^j- _,
dans laquelle A représente la valeur absolue de l'expression
F'(aOF'(a,)...F'(P„0F'(Y,0, et où n'entrent plus les valeurs de A^, A2, . . ., K^, K2, ....
Donc, quelles que soient les quantités Ai, A2, . . ., K,/, le minimum de 0 conduit à une valeur toujours limitée pour la norme de cp(a); mais ce qui a été établi précédemment fait voir, de plus, qu'en faisant passer Ai, A2, . . ., K^, Ko, . . . par tous les états possibles de grandeur, on obtiendra nécessairement toutes les unités complexes^ toutes les solutions de l'équation
Norme cp(a) =: i.
Considérons une solution particulière telle que N cpo(a)= i , elle sera donnée, par le minimum de cp, dans l'hypothèse suivante :
L?o(3^i)J L?o(a2)J **■ ' L?u(a/OJ
?o(pi)To(Ti) " ?o(3/^')To(Y/^')
Mais ne pourrait-il pas exister deux ou plusieurs autres représen tations distinctes du même minimum et conduisant, par suite, à de nouvelles solutions?
Observons, à cet effet, qu'on a les conditions
LTo(^i)J ' L?o(a2)J ' '**' L?o(a/OJ
To(Pi)yo(ïi) ' "■' To(P«')?o(T/.')
déjà établies précédemment, de sorte qu'en supposant l'équation
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F(.^)==o irréductible, si Ton prend ç(a,) = cpo(a,), la même équation aura lieu pour toute autre racine réelle ou imaginaire, et il en serait de même en partant de la condition cp(a^) = — cpo(a,). Or, le premier cas conduit nécessairement à ^ = ^o? JK =JKo? • • •? ^^ le second à ^ =: — Xq^ y=z — y^^ ....
Mais, si toutes les racines étaient imaginaires, la démonstration serait en défaut; dans ce cas, on est conduit à détacher de l'ensemble général des solutions un certain nombre d'entre elles qui olFrent ce caractère singulier de donner lieu à des entiej^s complexes dont le module analytique est U unité. Ainsi du minimum de la forme
on déduira non seulement
?(?i)-?o(.3i), ?(Ti)-?o(Ti), ..., ?(M-=?o(?,^'X ?(ï..') = ?o(>'). mais encore
9(^,0 =. cpo(?.)4^(?.'), ?(>') - ?o(t.O^(T.').
les nombres entiers complexes A satisfaisant aux conditions suivantes :
et l'on pourra en faire abstraction puisqu'ils peuvent être déterminés d'avance. J'ai trouvé, du moins, quils ne pouvaient être que de celte forme, savoir :
k et L étant entiers, l^e dénominateur / est sans doute égal au nombre in^-\- i, mais je n'ai pu encore suffisamment approfondir toutes ces circonstances qui me paraissent bien singulières.
Quoi qu'il en soit, les considérations qui précèdent établissent qu'on n'aura jamais à rechercher qu'une seule représentation, en nombres entiers, de chacun des minima distincts, donnant lieu à une unité complexe, qu'offrira la forme <î>, lorsque les quantités
Ai, A2; ..., kn, Kj, K2, ..., K/,'
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passeront par tous les états possibles de grandeur. Mais, une fois amenés à cette nouvelle recherche, il faut recourir à la théorie de la réduction des formes quadratiques quelconques. Je vais, avant tout, définir ce que /appelle réduire une forme donnée {^).
Soient/ cette forme, Q^f'tf'^ ...la série entière de toutes celles qui lui sont équivalentes, et que je représenterai, d'une manière
générale, par
/^^.^.«yV^^'^/'
en supposant que les coefficients des carrés, rangés par ordre croissant de grandeur, soient
Cela étant, nous subdiviserons, progressivement, l'ensemble de toutes les formes équivalentes, en réunissant dans un même groupe :
1° Toutes les formes où a^^^ a la plus petite valeur possible;
^o Parmi celles-ci, toutes celles où «2,2 est également un minimum ;
S"" Parmi les précédentes, celles où «3^3 est encore un minimum ; et ainsi de suite, de telle sorte qu'après avoir épuisé la série a^ ,, ^2,2? • • -, cfn.n on arrive à une ou plusieurs formes dont les coefficients des carrés sont nécessairement les mêmes.
Ces formes offrent un caractère essentiel qui consiste en ce que toutes les expressions quadratiques
(a/,-, atj, ajj)
sont réduites. On peut établir qu'on a la limite
a étant un coefficient numérique ne dépendant que du nombre n des variables; mais je ne m'arrêterai pas à la démonstration.
Revenons au dernier groupe de formes équivalentes auquel nous venons de parvenir, il pourra être subdivisé de nouveau, d'après la
(^) Il est clair, d'après les opérations indiquées, qu'il s'agit seulement ici de formes définies. E. I^.
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grandeur des déterminants
en réunissant ensemble :
1° Toutes les formes où A|^2 sera le plus petit possible;
2° Parmi ces dernières, toutes celles où A^^3 est également un minimum;
3^ Parmi les précédentes, celles où A^ ^/, est encore un minimum ; et ainsi de suite, de telle sorte qu'après avoir épuisé la série
on passe à la suivante
puis à celle-ci
et Ton continuera jusqu'à ce qu'on soit arrivé, en dernière analyse, à une ou à plusieurs formes offrant des valeurs numériques égales, pour toutes les quantités A/^y.
Mais il est évident qu'alors les valeurs absolues des coefficients a.ij sont pareillement les mêmes. Or la forme unique qu'il faudr^i définitivement choisir pour réduire s'obtiendra par la considération des déterminants ternaires
en opérant comme on a fait précédemment avec les fonctions A/^y. Les formes réunies en dernier lieu, offrant les mêmes valeurs des diverses expressions A/^y^;^, deviendront identiques {^\ en rendant positifs par exemple, comme cela est toujours possible, tous les coefficients a^^t.
Réduire une forme donnée/, ce sera donc chercher la transformation de cette forme en la réduite équivalente telle qu'elle vienl d'être définie. Cette réduite, comme vous le voyez. Monsieur, n'es! pas celle à laquelle conduit la méthode que j'ai eu l'honneur de vous soumettre dans ma dernière Lettre. Il y aura donc lieu d'es-
(^) Si certains des coefficients a^.{i = 2,3, ...^n) étaient nuls, on n'obtiendrait pas nécessairement ainsi l'identité des deux formes, mais il est facile de combler cette lacune de manière à avoir toujours une réduite unique. E. P.
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pérer une nouvelle substitution, mais jusqu'ici je n'ai vu d'autre moyen à employer que celui qui est indiqué par l'analyse précédente et qui consiste à former la série entière des formes aux plus petits coefficients des carrés. Seulement, il est facile de démontrer que leur nombre a une limite indépendante du déterminant et qui est fonction uniquement du nombre des indéterminées.
Dans le cas des formes ternaires, les réduites jouissent d'une propriété qui mérite peut-être d'être remarquée, car elle ne me par ait pas s^ étendre aux formes contenant un plus grand nombre de variables. Elle consiste en ce que toute forme ternaire réduite o[x^ y-) ^) prend une valeur moindre, en diminuant celle des variables dont la valeur absolue est plus grande.
çp z=z ax- ~\- a' y- -+- a" z"^ -i- ibyz -H ib' xz + -ib" xy.
En supposant quelconques les signes des coefficients ^, b' ^ V\ on peut admettre que les indéterminées sont positives. Or, en supposant x^y^ ^^ ^, on prouve aisément la proposition énoncée (^), dans chacun des quatre cas qu'oflrent les signes de V et 6'^, au moyen des équations identiques
?(^- ï.J, z) — ^Xx,y, z)
— — 2(^ — i) (a -h b" -^ b') -\- ib" {x — y — i) -f- ib\x — z — i) — a = — ^{x — i)(a-h b') — ib" y -^ ib' {x — z — \) — a = — -i^x — i) {a ~\- b" ) ^ 1 b" {x — y — i ) — Q.b' z — a = — i{x — i)a — ^b"y — ib' z — a,
les quatre expressions précédentes correspondant aux quatre cas
Je reviens maintenant à Ja recherche de toutes les représentations distinctes des divers minima de la forme quadratique
+ ' K| +^ Kl -^•••-^ ^î, '
( ^ ) Il peut y avoir un cas d'exception, auquel ne s'applique pas d'ailleurs la démonstration de M. Hermite; c'est celui dans lequel les trois variables ont leurs valeurs absolues égales à l'unité. E. P.
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correspondant à tous les systèmes possibles de valeurs de Ai, A2J . . ., K^i , K2J ....
Dans cette forme, les quantités o(a) sont les valeurs d'une expression telle que
en supposant a, l'une quelconque des racines de l'équatior,
dont le degré n + 2/z^ est toujours désigné par m. Cela posé, soit pour un système déterminé de valeurs des quantités A et K,
la substitution propre à réduire <ï>. En posant, pour abréger,
(a)/ = ai -4- ai^/ -4- a^ c^ -4- . . . -f- a'"~^ //, 6(a) r=:j'o(a)o 4-J'i(a)i H- -H 7/;,_i ( :t ;,,,_! ,
la transformée réduite sera
-i- 1 rr^ r 2 — -^^ -h ... -h '2 tj^ •
Kl Wl Wk'
Mais on peut l'écrire d'une autre manière.
Soit yo celle des indéterminées dont le carré a le plus petit coefficient, et posons
N = (ai)o (a2)o. . .(a„)o( Pi)o(ïi )o- • • (!3a.')o(>')o,
N il est clair que, a désignant l'une quelconque des racines, sera
un polynôme à coefficients entiers en a, et qu'il en sera de même de
que je désignerai par ^/(a). Or, de la valeur-limite du produit des coefficients des carrés des indéterminées dans toute forme réduite, telle qu'elle a été indiquée plus haut, on déduit facilement, que
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tous ces polynômes J>/(a) ont pour coefficients des nombres entiers ayant aussi des limites finies. Il en est de même d'ailleurs de N, comme on l'a vu précédemment d'une manière spéciale. Donc, transformant ainsi les fonctions '^(a), savoir :
4>(a)= -^ [7oN+jiJ;,(a)-l-7ot];2(a)-t-...-+-7,;e_i^,;^-i(a)],
et posant
NA, - Af N^K^ K^^'
l'expression de 'i» devient
et c'est là le type analytique (') auquel je voulais arriver pour y rapporter toute forme réduite. Le nombre de ces types, comme ou le voit d'après le caractère des fonctions -/(oc), est essentiellement fini, et c'est là un résultat qui ouvre la voie à un nouvel ordre de recherches destinées, si je ne m'abuse étrangement, à jeter un grand jour sur la nature si inconnue des irrationnelles algébriques.
Et d'abord, on en déduit immédiatement une démonstration directe de la possibilité de V équation cjue je me suis proposé
de résoudre, sas^oir
Norme cp(a) = i.
En effet, on a pour cela le tliéorème : Que lorsqu\ine substitution
«^0 J^O "^ -^'l JKi -i- . • --^ ^ni~\y iiL-ï^
correspondant à un système différent de valeurs c/e A, , A^, . . ., K,, K2, ..., conduit au même type réduit ^F, le nombre entier
(') D'après M. Hermite deux de ces types sont les mêmes lorsqu'ils ne diffèrent entre eux que par rapport aux quantités A' et K'. Jacobi.
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complexe représenté par le déterminant des quantités
^0 qi ..• qm-\,
Sq 6*i ... S„i — \^
aura pour norme V unité.
J'ai trouvé aussi : quHl suffisait d'' obtenir le système des substitutions propres à réduire la forme <ï> dans un intervalle fini des quantités A et K, les substitutions correspondant à toutes les autres valeurs de ces mêmes quantités se déduisant de celles-là.
De là on déduit que toutes les solutions de l'équation
Norme ©(a) = [
peuvent s'obtenir par un nombre limité d'entre elles, convenablement choisies, mais d'autres considérations mènent à la même conséquence. Je vais les indiquer en restant dans le cas particulier qui me les a fait découvrir.
Désignons par a la racine réelle, et par [3 et y les deux racines imaginaires de l'équation du troisième degré à coefficients entiers
Soient aussi ^p et A deux unités complexes de la forme
je dis que de ces deux unités en résulte une troisième dont elles sont V une et Vautre des puissances entières. Posons, en effet,
m, n, /7Zo, Uq étant quatre nombres entiers tels que
mriQ — nniQ = i, on aura réciproquement
De deux choses l'une : ou l'on pourra faire par exemple <ï> = i, et le théorème est démontré : ou bien au moins 4>==:^", s étant
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moindre que l'unité et n pouvant prendre une infinité de valeurs différentes. Or, ayant toujours norme 0 = 1, on conclurait qu'il existe une infinité de solutions de cette équation dans lesquelles la valeur de l'unité complexe réelle et celle du module analytique des deux unités conjuguées imaginaires seraient aussi voisines du nombre i qu'on le voudrait, ce qui est absurde.
Une méthode toute semblable m'a conduit à démontrer que, dans le cas des trois racines réelles, toutes les unités sont les produits des puissances de deux d'entre elles qui ne sont pas réductibles l'une et l'autre aux puissances entières d'une troisième, et il ne me paraît pas difficile d'étendre les mêmes considérations au cas le plus général.
Quatrième Lettre.
La dernière Lettre que j'ai eu l'honneur de vous écrire était à peine partie que j'ai eu communication, par M. Liouville, d'une Note tirée des Comptes rendus de votre Académie, et dans laquelle vous traitez de la réduction des formes quadratiques, à coefficients entiers, sous un point de vue qui ne se serait jamais présenté à mon esprit et qui m'a vivement intéressé. Le résultat plein d'élégance auquel vous arrivez par une méthode si simple m'a fait rechercher si, dans ce nouveau type de formes réduites, il y avait encore possibilité d'obtenir des limitations des coefficients , fonctions seulement du déterminant.
En particulier, j'ai considéré les formes définies ternaires
f =z ax^ -4- a'y^ -H a" z^ -{- i hyz -^ 'ib' xz -^ i b" xy^
dans lesquelles, d'après le principe de votre méthode, il faut faire par exemple
(o désignant le plus grand commun diviseur de b et b\ déterminé
par l'équation
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On obtient ainsi la transformée
OÙ' l'un des rectangles des indéterminées a disparu.
Gela posé, si les coefficients de Jet forme proposée sont limités, cm moyen dit déterminant D, il en sera de même des coefficients de la transformée. En particulier, % peut s'écrire
%= ~ (ab'--{-a'b'^ — ibb'b")=^ - (aa' a" — a" b"'' — D), aj2 oj^
^^ aa a
Or on peut ensuite supposer
en déterminant convenablement [3 et ^' dans l'équation
ou, ce qui est au fond la même chose, en changeant dans la transformée ^ en ^ + m^r\. Quant à la limite du dernier coefficient %' ^ elle se tire de l'équation
%%'—'t^ = aa'— b"K
En revenant aux premières considérations qui m'avaient fait entrevoir, il j a longtemps, l'importance de la recherche du minimum des formes à un nombre quelconque de variables, j'ai été conduit à présenter de la manière suivante les idées que vous avez le premier émises sur l'impossibilité de certaines fonctions périodiques.
Soient, pour les fonctions d'une seule variable,
trois indices quelconques de périodicité, je considère la forme définie ternaire
f — {ax -\- a' y -h o!' zY -^ {bx -\- b' y -^ b" zY -^ —^■>
dont le déterminant
_ f ab' — ba!
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Si ab' — ba' n'est pas nul, et que les deux équations
ax -4- a' y -\- o!' z — o, hx -h h' y -\~ h" z = o
ne puissent être vérifiées pour des valeurs entières de x^ y et z^ la fonction sera impossible. Car pouvant faire, pour toute valeur de A,
et, a fortiori,
{ax --f- a y -h a" zf- -+- {bx -\- b' y -+- //' z'f- < y^'iD,
on déduirait des indices proposés une période dont le module serait infiniment petit. Mais cette conclusion n'a plus lieu si aU — ba! = o. Alors je considère la forme binaire
f — ( ax -\- a' y j- ^ {bx -\- b'y)'- -\- '-— •>
dont le déterminant, dans l'hypothèse admise, se trouve être
Or il est maintenant facile de prouver ^we lorsque ab' — ba'^=o l'on ne peut même admettre les deux périodes
a ^ b \J — 1 et o! -^ b' s/ — j, si on les suppose irréductibles, c'est-à-dire si les équations
ax -f- a y = o, hx -\- b' y = o
ne peuvent avoir lieu en nombres entiers. On peut faire, en effet, pour tOLite valeur de A,
et, a fortiori,
■ «>)' -^{hx-+- b'y Y- < i/^ D,
{ax -
ce qui conduit de nouveau à une période infiniment petite.
Les fonctions de plusieurs variables à périodes coexistantes que vous avez introduites le premier dans l'analyse, peuvent être traitées parles mêmes principes.
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Soient
ai-^hi\J — 1, Ci^disJ — I, ..., A-/-H // y/— 1,
n indices simultanés de périodicité correspondant, respectivement, aux variables
dans une fonction telle queir(^, j/, . . ., «/), je dis que si le nombre de ces groupes d'' indices, supposés irréductibles, surpasse in ^ la fonction proposée sera impossible, dans ce sens qu^on sera forcé d^ admettre un groupe dHndices simultanés infiniment petits.
Faisons, pour abréger,
le déterminant D de la forme
sera, comme on le trouve aisément,
Iai bi . . . ki II
jj = — aet. ^ - ^
^111 t>2n • • • 1^211 t-in
et la conséquence que je voulais obtenir découle, comme précédemment, de la relation
à laquelle on peut toujours satisfaire quelque grand que soit A.
Si Ton suppose que le déterminant qui entre dans l'expression de D s'évanouisse, la démonstration n'est plus applicable, mais la proposition n'en a pas moins lieu, et l'on obtient ainsi le premier terme d'une série de nouveaux cas d'impossibilité dont voici les conditions analytiques.
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Soit, pour abréger,
3ii =: ^1 ^1 H- «2^2 ~+" • • • ~+" <^2fl-\-i—l^in-\-l—h
Mi = kl Xi -4- /C2^2 H-. . .H- /C2Ai+l-/^2«+l-?j
et soit D/ le déterminant de la forme
Si l'on suppose D/_^ nul, on trouve que A^D/ s'obtient en faisant la somme des carrés de tous les déterminants que fournit le système
«1, 6i, .,., Al, /t,
^"2ti—ii b^fi^i^ . . . , k^ji—i^ l^n—i)
en employant, d'une manière quelconque, in — i lignes verticales. Or, toute fonction périodique de /i variables sera impossible lorsque, ayant in — i groupes de périodes simultanées irréductibles, savoir :
JÀ = 2 Aî — /
le déterminant D/ de la forme /f, composé avec ces indices, s'annulera. En effet, on arrivera à un système de périodes simultanées infiniment petites, en considérant dans la série des formes
yi'+ij fi-^ii •••5 f'iti-ii
la première de celles dont le déterminant ne s'évanouit point. La dernière d'ailleurs est dans ce cas, car on trouve aisément
D2^-i = ^, {a\ ^h\-\-...-^k\-^ il).
L'analyse que je viens d'employer s'applique à une question bien différente, à la théorie des unités complexes les plus gênéraies, et donne ce théorème :
Soit m! le nombre des racines réelles et des couples de racines imaginaires d'une équation irréductible à coefficients
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entiers et dont le premier coefficient est V unité, si L'on a m' unités complexes quelconques, formées avec les racines de cette équation, elles peuvent toujours s'exprimer par les produits des puissances entières, positives ou négatives, de m' — i autres convenablement choisies (^).
Nommons
les racines réelles de l'équaLion proposée, et
Pi, Ti; P2, T2; ... : P/i', T^:'
les divers couples de ses racines imaginaires. Soit encore
cp^-(a) = «/+ a 6/ -H y^Ci-\-. . .-f-a'«-i 1/ une unité complexe quelconque, et
log9jr(a)= (a)/,
F(a)— ^i(a)i -+- ^2(^)2 -V. . .-^^/«'(a)//z'. r(?, Y) = :ri((3, Y)i -+- :r2(P, 7)2 -4-. . .-4- ^,„'( p, 7),,-
je dis qu'il est toujours possible de déterminer, pour^,, ^2, .••? ^^i', un système de valeurs entières, positives ou négatives, telles qu'on ait
(i) F(a) = o ou coY^{^x)ol''(cc)...ol^-\a)=i.
Cette condition d'ailleurs aura nécessairement lieu à la fois pour toutes les racines, réelles ou imaginaires, puisqu'elles appartiennent, par hypothèse, à une équation irréductible.
Supposons, en effet, l'équation (i) impossible, et voyons quelles conséquences vont s'ensuivre.
(1) Le théorème complet, savoir : Quit y a effectivement^ dans tous les cas, jji' — I unités complexes indépendantes pai^ les produits des puissances desquelles on peut représenter toutes les autres, est un des plus importants, mais aussi un des plus épineux de la Science des nombres. La démonstration rigoureuse de ce théorème a été donnée par M. Lejeune-Dirichlet dans les Comptes rendus mensuels de l^ Académie de Berlin du 3o mars 1846. Voir aussi ceux d'octobre i84i et d'avril 1842, et une Lettre du même auteur à M. Liou ville. {Journal de Mathématiques, t. V; i84o.) Jacobi.
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En premier lieu, deux systèmes distincts de valeurs entières des indéterminées, ^,, ^o, . . ., Xjn'-^ ne donneront jamais la même valeur de F (a). Car, ayant, par exemple,
on en déduirait
(^1— JKi)( a)i -h (372—^2) (2()2 + ...-!- (a7,;i'—jr;,,') (a),,,' = o,
c'est-à-dire une solution de l'équation (i), ce qui est contre l'iivpo thèse admise.
Gela posé, je considère la forme quadratique
F-F2(p„YO + Fn?2,T2)H-.. H-FH?.', .0 + FHa0 4-F2(a2)+...-f-FHa._0 + 5'.
dont le déterminant est
(^,ïi)i
(Pi,T02
"^ ^''1 (?i,Ti)i (Pi,Ti)2 ... (Pi,Ti)m'-i
et je le supposerai d'abord différent de zéro.
Dans ce cas, si je cherche les minima de la forme F, pour des valeurs indéfiniment croissantes de A, il est clair qu'en posant
F(a) = log^n^^) et, par suite,
F(p,Y) = log<ï>(.3)cî>(Y),
j'obtiendrai une infinité d'unités complexes, 4>(a), toutes différentes, d'après la remarque précédemment faite, et dont les valeurs absolues réelles, ainsi que les modides des valeurs imaginaires, seront aussi voisins de l'unité qu'on voudra. Or on aurait de la sorte /n' fonctions linéaires et homogènes, à 111! indéterminées entières, qui seraient susceptibles de prendre une infinité de valeurs H. - I. II
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numériques inégales et comprises dans un intervalle limité, ce qui est absurde.
Lorsque le déterminant D sera différent de zéro, on peut donc satisfaire par des nombres entiers à l'équation
Cela posé, je fais
ri(a)i4-j2(a)2-4-...4-rm'(a),,,' =:logY(a), Z] (a)i -1-^2(3^)2 -^-.- --H ^m'(^)m' == logZ(a),
^1 (a)i-j- c^2(a)2 -f-. . .-f- (■'m'(a);;,' = logV(a),
les nombres entiers jk, ^, . . ., p étant pris de manière que le déterminant relatif à ces équations linéaires et à la précédente soit l'unité. Il est clair qu'on pourra tirer de là les valeurs des m^ unités '^/(a), exprimées par les produits des puissances entières de Y(a), Z(a), ..., V(a), qui représentent d'autres unités complexes, au nombre seulement de m^ — i.
Il me reste à examiner le cas où le déterminant de la forme F est supposé s'évanouir. Soit alors
F/(?, T) - ^i(?, T)i +- M?. ï)2 +. . .-i- ^,.'-z(3, Y)..'-/, et soit D/ le déterminant de la forme
F, = F; ( p,, yO + F; ( ^„ Y2 ) -I- . . . + Fj ( ^.^,, y^O -HFj(aO + F](a2)+...-f-F;(a,_0-^.
Si l'on suppose D/_i nul, on trouve, tout à fait comme précédemment, que A^Di s'obtient en faisant la somme des carrés des divers déterminants que fournit le système
(aOi (0^2)1 ." K-l)l (Pl^ïOl (1^2,Y2)l ... (?n-r(n')i
01)2' («2)2 ... (a/l-l)2 (?nYl)2 (?2, Y2)2 ... (?//', Y/^')2
{^])m'-\-i ('^2)m'-i-i "- {.'^n-\)m'-\-i (^^i , Yl)w'-1-/ (p2, Y2)//i'-l-i ... i.^n'i^(ii')ni'-i-i,
en employant m! — i — i lignes verticales. Considérant donc dans
la série des formes
Fi, Fo, . . ., F/,; '-2,
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la première de celles dont le déterminant ne s'évanouit point [et la dernière est toujours dans ce cas (*)], on obtiendra absolument les mêmes résultats que ceux auxquels nous sommes parvenus tout à l'heure, puisque le déterminant D/ devient d'une petitesse arbitraire pour des valeurs suffisamment grandes de A.
Je ne sais, Monsieur, si ces résultats et la méthode que j'ai employée sont connus, et nommément s'ils se trouvent déjà dans les travaux de M. Kummer, que vous avez eu la bonté de m^indiquer. M. Liouville sans doute les publierait de suite dans son Journal, si nous pouvions trouver un traducteur, et ce serait pour moi en particulier un grand plaisir de prendre connaissance de ces recherches d'après ce que vous m'en avez écrit. L'introduction du nombre complexe, auquel M. Kummer donne le nom d^ idéal y m'intéresserait surtout au plus haut degré.
P . S. L'expression des unités complexes au moyen d'un nombre déterminé d'entre elles donne lieu à une remarque essentielle et que j'ai omise, lorsque les racines qui entrent dans leur composition sont toutes imaginaires. L'analyse que j'ai employée conduit alors de nouveau à isoler celle de ces unités dont le module analy tique est un, si toutefois il en existe. C'est au resté le même résultat auquel je suis parvenu par une tout autre voie dans ma dernière Lettre.
( ' ) II faudrait excepter le cas où les unités complexes considérées auraient leurs modules analytiques égaux à l'unité. E. P.
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SUR LLNTRODUCTION
DES
Journal de Crelle, tome 41.
Amené depuis longtemps, par des recherches sur la théorie des fonctions elliptiques et abéliennes, à diverses questions d'Arithmétique transcendante, je viens offrir aux Lecteurs de ce Recueil quelques-uns des résultats auxquels je suis parvenu, et les principes de la méthode que j'ai suivie. Ces résultats sont relatifs surtout aux nombres complexes, considérés en général, ou plutôt à la théorie de certaines formes décomposables en facteurs linéaires et dont on verra plus bas la définition. Pour la méthode, son principal caractère consiste dans l'introduction, par un procédé général et très simple, de variables continues, qui font dépendre les questions relatives aux nombres entiers des principes analytiques les plus élémentaires. C'est là surtout ce que je me suis proposé de faire ressortir avec évidence, en revenant même sur une des théories exposées avec tant de profondeur et d'élégance dans les DlsquisLtiones arithmeticœ (la distribution en périodes des formes de déterminant positif), pour la présenter sous un nouveau point de vue. Quant aux questions nouvelles que j'ai essayé de traiter, je suis loin de les avoir approfondies autant que je l'aurais souhaité; aussi je demande l'indulgence du Lecteur pour ce que mon travail aura d'incomplet, espérant par la suite y revenir et le perfectionner.
Hosted by
VARIABLES CONTINUES. l65
On connaît toute l'importance du problème général, dont l'objet est de distinguer si deux formes sont équivalentes ou non, et de trouver dans le premier cas toutes les transformations de l'une dans l'autre. Je m'occuperai, sous ce point de vue, des formes quadratiques définies, à un nombre quelconque de variables, et des formes binaires de degré quelconque, pour présenter d'une manière nouvelle ce que j'ai déjà dit dans le Journal de C relie, tome 46. J'essayerai ensuite de fonder la théorie des nombres complexes, sur l'étude d'une série particulière de formes, que je définis de la manière suivante :
Soient
/( Li ) = II" -+- A w"-i H- B iift-^- -|-...-4-K^^^-L = o
une équation irréductible à coefficients entiers, et
cp^-( u) = nxi M,"-i -4- Pi u"-- + . . . -t- r/ ït -h 5/
une fonction entière de ?/, à coefficients entiers : l'expression
Norme [Xcpi (t/) H- Ycp2(M) -h . . . -4- Vcp,i(M)]
sera évidemment une fonction homogène et à coefficients entiers
des n variables, X, Y, . . ., V. Je nomme encore A le déterminant
du système
mi pi ... ri Si
"^n Pn " ' rn S
Gela étant, j'assimilerai à l'ensemble des formes quadratiques de même déterminant toutes les expressions
4> = 1 Norme [Xoi{u) ^Y o,{u) -^ . . .^Yon(u)],
dont les coefficients se réduiront à des nombres entiers. Ainsi il faut concevoir que la fonction /(u) ne changeant point, on attribue à A la série indéfinie des valeurs entières, puis qu'on prenne.
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pour chaque valeur de A, tous les systèmes de nombres entiers m, /?,..., ^, qui donnent à la norme le facteur A. Distribuer en classes distinctes toutes les expressions <ï>, obtenues de la sorte, sera la question fondamentale d'une théorie analogue à celle des formes quadratiques binaires à facteurs réels, et qui indique sous quel point de vue j'envisage l'étude des nombres complexes.
La définition précédente peut être simplifiée en observant que toute forme <ï> a une équivalente, dans laquelle le système
'^2 Pi
Ti Si
I fn,i pn, ... Va S,
dont le déterminant a pour valeur A, est remplacé par le suivant ;
Si
Les nombres entiers, désignés par les lettres g^ h^ , . .. /, sont positifs et vérifient toutes les conditions
et l'on a toujours
ooi Ô2 . . . ô/j_i = A.
Ainsi, pour chaque valeur de A, on voit qu'il n'existe jamais qu'un nombre fini d'expressions $, distinctes. Mais je m'occuperai tout d'abord des formes binaires qui offrent, dans des circonstances analytiques plus simples, l'application des mêmes principes.
La théorie connue de la réduction des formes quadratiques de déterminant négatif, étant le point de départ des recherches que je vais exposer, je le résumerai en peu de mots.
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i^ Toute forme
f — ax'^ -i- 2 hxy -h c/^ ^
de déterminant négatif
a une équivalente
F:= AX^-+-2BXY+GY^
où le coefficient moyen 2B est, en valeur absolue, inférieur à A et C. Considérons en effet, l'ensemble des transformées déduites de / par la substitution
37 — /;iX -+- /^^o Y, y — /iX + /io Y,
m, n^ nioj n^ étant des entiers tels que
mria — niQ ji — i ;
puis réunissons dans un même groupe toutes celles où le coefficient de X^ est le plus petit possible, et choisissons dans ce groupe la forme où le coefficient de Y^ est lui-même un minimum : cette transformée remplira les conditions énoncées.
Pour le prouver, il suffit de faire voir qu'on ne peut supposer itz 2B > A, puisque A est évidemment le minimum absolu de /', pour des valeurs entières des indéterminées, et ne peut surpasser C ;
or on en conclurait
A=p2Bh-G< g, et la substitution
changerait F en
A(- X'-j- Y')^- q= 2BY'(- X'-h Y') -h GY'2
^ AX'2 -h2(=hB — A)X'Y'-f-(Aip'2B + G)Y'2,
transformée équivalente, où un coefficient moindre pour Y- est associé avec le même coefficient de X^.
Les formes obtenues par la méthode qui vient d'être indiquée se nomment formes réduites, et il est évident que, pour une classe donnée, on a au plus deux réduites, qui ne diffèrent que par le signe du coefficient moyen.
2"^ Les conditions
±2B<A, ±2B<G donnent
B-2< AG
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l68 OEUVRES DE CHARLES HERMITE.
d'où l'on tire, à cause de D = AG — B^*, les limitations suivantes :
B2<iD, AG<|D.
On en déduit immédiatement que les formes à coefficients entiers de même déterminant peuvent être distribuées en un nombre limité de classes, puisqu'elles ne donnent qu'un nombre limité de réduites distinctes.
3^ Les conditions
sont complètement caractéristiques des formes réduites. En effet, supposons, pour fixer les idées, B positif et prenons
les équations identiques
montrent qu'on diminue la valeur numérique de la forme en diminuant d'une unité celle des deux indéterminées dont la valeur absolue est la plus grande. On conclut de là que A et G sont les deux premiers minima de F, pour des valeurs entières des indéterminées; le troisième minimum est A — aB-f-G. Gette démonstration de la proposition énoncée est due à Legendre; je me suis servi de la propriété importante des formes réduites sur laquelle elle se fonde, dans ma recherche du minimum d'une forme ternaire définie, pour des valeurs entières des indéterminées, dont l'une est supposée égale à l'unité.
Gomme première application des résultats précédents, considérons la forme suivante :
dans laquelle a et A sont des quantités réelles quelconques; soient
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sa réduite et
y ^ ^X -h /lo Y
la substitution propre à l'obtenir. La condition AG <C|L) donne, pour le coefficient minimum A, la limite y/f t) ; on a d'ailleurs
D == -? A== {jn — anf--^ - •
donc : Pour une valeur donnée de A, on peut toujours déterminer deux entiers m et n^ tels qu^on ait
Or de là se tirent plusieurs conséquences : 1^ Le produit des deux facteurs [m — anY et — étant toujours inférieur à son maximum, savoir :
on aura a fortiori
ou
an < — - .
On a d'ailleurs à la fois
donc, on peut approcher indéfiniment d'une quantité quelconque a par des fractions — ? de telle sorte que l'erreur a soit toujours
moindre que =•
2* Les deux entiers m et n donnant, pour une certaine valeur de A, le minimum de /, on ne saurait avoir deux autres nombres entiers m\ n' ^ tels que n' soit < /z el [m' — an)- <^(m — anf\ donc, m — an représente un minimum absolu de la fonction linéaire X — ay^ relativement à toute valeur entière de ^ et à des valeurs entières de y qui ne surpassent pas n. Donc encore — ap-
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proche plus de a que toute autre fraction de dénominateur moindre, car l'hypothèse n^ <in entraînant {m! — an^Y > (/n — an)- on en déduit immédiatement
S'' Laissant de côté la recherche complète de tous les minima de la fonction a, ces minima étant relatifs à des valeurs en-
tières de ^ et à des valeurs entières de y^ inférieures à une limite donnée qu'on fait grandir indéfiniment : je considère deux minima consécutifs de/, auxquels correspondent deux systèmes distincts ^ =: m, y = ^, puis X = m^, y = n^ ,
On devra concevoir deux valeurs infiniment voisines de A, auxquelles appartiennent successivement les deux systèmes, de sorte qu'en désignant par S une quantité infiniment petite, on ait
( '«'- '^"-'r- + rr—Y^_ < r— 3 \/i
(A-t-ô)2 ^ A + ÔV 3'
en mettant la seconde inégalité sous la forme
£ étant encore infiniment petit, et multipliant membre à membre, il viendra
[/ x/ ^ ,x nn'l^ / mn' — nin'Y^ 4 ^ /Z
{'n-an){m-an)+—^ +( 1 ) < Jli ^ i\/ ^
On en conclut, en négligeant s vis-à-vis des quantités finies.
{mn' — mil Y < ^>
et, par suite.
Cette relation prouve, entre autres choses, qu'étant données trois
m m' m" tives, — ? — 7^ — ^) on aura cette ^ n n n
m — km! ziz m, n!' ~ kn' ± /i,
fractions consécutives, — ? — 7^ -r? on aura cette loi de formation : ^ n n n
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k étant entier. On peut toujours, en effet, supposer deux inconnues, A", /, définies par les deux équations
ni!' — km' -\- Ini^ n" = knJ -\- Irij
lesquelles donnent
, _ m" n — Ji" m'
mil' — m' n '
le numérateur ayant, aussi bien que le dénominateur, l'unité pour valeur absolue.
Ce qu'on vient de voir, sur l'approximatian des quantités par des fractions rationnelles, était connu parla théorie des fractions continues; en faisant dépendre ces résultats de la seule notion de formes réduites de déterminant négatif, j'ai eu pour but de donner un premier exemple de l'emploi d'une variable continue dans une question relative aux nombres entiers, et aussi de faire voir comment cette longue chaîne de vérités, propres à l'Arithmétique transcendante, se lie dans l'origine aux éléments de l'Algèbre. La recherche complète des conditions d'équivalence de deux formes de déterminant négatif se présenterait, maintenant, comme conséquence des résultats qui viennent d'être obtenus^ mais je ne saurais pour cela que reproduire l'Ouvrage même de M. Gauss. Laissant donc de côté les propositions importantes qui se rapportent à l'équivalence propre et impropre, aux formes ambiguës, j'arrive à la théorie des fonctions homogènes, telles que
f{Xj y) = ŒqX^ -\- a^x^—^y -+-...-(- an^^xy^^'^ h- any'K
1° Désignons par x -\- cf.y les facteurs linéaires réels, et par X -f- Pjk, ^ -f- Yjr les facteurs imaginaires conjugués de la forme proposée, de telle sorte qu'on ait
{x -+- cL^y) {x -f- pijv') (^-+- Yir)- "{x -^ Pv7) (^ + Tvr) et
composons ensuite, avec ces facteurs et avec des quantités réelles,
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^^ , ^2? • • -j ^^M ^^27 • • •? la forme quadratique définie
-\- iii\{x-\- Pi7)(a7 + Yi7) + .. .^iul{x + PvJK)(^ + Tv7)-
Cela étant, on concevra qu'on calcule la suite indéfinie des substitutions propres à réduire cp, lorsque les variables t et u passent par tous les états possibles de grandeur. Chacune de ces substitutions, faite dans/, donnera une certaine transformée; nous désignerons leur ensemble par le symbole (/). Or une première observation consistera en ceci :
f et Y étant équivalentes, (/) et (Y) seront composés des mêmes formes.
Pour le démontrer, soit
X = m X H- mo Y, y = nX -i- rioY la substitution qui change / en
F = AqX'^ 4- Al X«-i Y -^ ...-+- A„^i XY/'-i + A;, Y''^ ; posons
niQ -{- ol71q _ mo -f- p n^) _ /??o H- Y ne, ^
m -{- oLfi /?! -I- p n m
on aura
F==Ao(X + njY)...(X-i-aj,^Y)(XH-biY)(X-+-CiY)...
(X + bvY)(X-f-CvY),
et la forme quadratique <ï> composée avec F, comme o avec /, sera
* = T?(X -H aiY)2 4-. . .+ Tâ(X -4- aj,Y)2
-^2U^(X-+-biY)(X-f-ciY)+...H-2U?,(X + bvY)(X + CvY).
Cela posé, si l'une des formes de (/) a été obtenue en faisant dans/ la substitution propre à réduire c:), lorsqu'on j suppose, en général,
je dis que la même forme se trouvera dans (F) et aura été obtenue en réduisant $ dans l'hypothèse
Soient, pour abréger, P la substitution qui transforme / en F
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et Q la substitution propre à réduire cp ; on vérifiera d'abord immédiatement que, par la substitution P, cp devient <ï> : donc, réciproquement, par la substitution inverse P~% <ï> devient cp, de telle sorte enfin que cp et <ï> se changent en une seule et même forme réduite par les substitutions Q et P~^ Q.
Maintenant ces deux substitutions, faites respectivement dans/* et F, donnent une même forme, la substitution inverse P~^ ramenant tout d'abord F à /.
Il est ainsi prouvé que toutes les formes de (/) sont dans (F); la réciproque est évidente, car on peut raisonner de F à y absolument comme on l'a fait de ./ à F; (/) et (F) sont donc 'identiques.
i"" C'est parmi les formes dont l'ensemble a été désigné par (/) que nous choisirons une réduite pour représenter la classe entière à laquelle appartient/; dans ce but, nous allons établir quelques résultats préliminaires.
Soit, pour un système déterminé de valeurs de t et u^
;r = /n X -h /?2o Y, y =:^ nli -\- n^Y
la substitution propre à réduire cp; en conservant les notations précédentes la transformée réduite ^ sera
cî> = T:f(X H- ai Y)-2 +...-!- T^(X -+- aj,Y)2
H-2U?(X-HbiY)(X-4-CiY)-4-...-4-2UUX-hbvY)(X-f-CvY),
les quantités T et U ayant pour valeurs
T2 = r-{7n4- an)2, U2= u^{m-v- ^n){m -\- ^n).
La transformée déduite de /, par la même substitution, sera également représentée par
F = AoX'^ -h AiX'^-i Y -f-. . .-^ A,,_iXY'^-i -u A,, Y'^ ==.Ao(X-i-aiY)...(X + aj;,Y)(X-i-b,Y)(X4-CiY)...(X-t-bvY)(X-+-CvY).
Soit encore, pour abréger,
^^ PX2 + 2QXY-r-I\Y2,
de sorte que
..H- Tjj. + ^\]\ -H..
..-}- 2UÎ -P,
.-i-a^Tp,-f-2biCiU^-+-..
, .+ 2bvCvU? = R.
Hosted by
On pourra faire, en général,
aT = cp/R» v/(bc)U = ^v/R;
les quantités to, rs d'une part, cp, i de l'aulre, donnent les équations correspondantes
. .-h 2T57,; = I, -H '-Oq^ -h 2 'J> J -H . . . -4- 2 •]>;; = T .
Enfin, nous remplacerons l'équation unique
par les deux suivantes
bU = ']>v/Re^">^, cU -= t};/Re~'^,
X étant l'argument de l'imaginaire b. Gela posé, nous transformerons comme il suit l'expression en facteurs linéaires de F. Multiplions les facteurs réels X-haY par T, et chacun des facteurs imaginaires conjugués X + bY, X + cY par U; on aura d'abord
TiT2,..Tj^U?U^..Uv'F = Ao...(TX + aTY)(UXH-bUY)(UX-t-cUY)...;
puis, en introduisant les quantités co, w^ cp, ^^ et représentant, pour abréger, T^ T^ . . .Tj,U?U^ . . .U; par (TU),
F = -^-- . . .(oJ v/PX -4- cp v/R Y) (m y/PX -f- e^^ ^ /RY) {m /PX + e-^')^ ^ /^Y) . . .
Or telle est l'expression de F à laquelle nous voulions arriver; par une simple raison d'homogénéité on en déduit cette conséquence importante, savoir :
Le produit de deux coefficients de F, également éloignés des extrêmes, s^ exprime de la manière suivante :
A2(PR)i'^
la quantité désignée par (i) dépendant seulement de to, rjr, cp, i) et X.
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On a, par exemple ,
3° Cette quantité (i), qui est évidemment réelle, a une valeur numérique essentiellement limitée, et dont le maximum s'obtient, quel que soit i', en annulant les arguments X, et, en faisant
on obtient aiasi la limite
^'^<^\ r.^iTTÂ
Je pense pouvoir supprimer la démonstration, qu'on trouvera sans peine.
4*' Il n'a point été introduit jusqu'ici que la forme quadratique <ï>
fût réduite. Or cette condition donne, en représentant par D le
déterminant PR — Q-,
TU
et, en premier lieu, à chercher comment elle dépend des variables ^, u restées entièrement arbitraires. J'observe à cet effet qu'on a
Ao — fijn, n) = ao{m ^ ai n).. .{m -^ oc^n) (m -h ^in) (m ~h ^(in). . . On a posé d'ailleurs
et l'on en déduit immédiatement que
(TU)2 (tuy
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En second lieu, le déterminant PR — Q^ de O peut être remplacé par le déterminant de cp, où n'entrent que les variables t etu; on a ainsi
{tuY
Telle est donc la fonction de t^ u et des qualités propres seulement à la forme f^ et qui sert à limiter les coefficients de toutes les formes contenues dans (/).
5^ Il importe de bien voir comment cette fonction 9 est liée ana- Ijtiquement à la classe entière des formes équivalentes à /. A cet effet, considérons une transformée quelconque F, déduite de/" par
la substitution
X — m X H- niQ Y, y =^ n\ -{- n^Y .
La fonction 6, relative à F, s'obtiendra en remplaçant dans 9 les
quantités
do, a, p, Y respectivement par
Ao, a, b, c.
Mettons encore à la place des variables t et u^ de 6, d'autres lettres T et U; cela fait, je dis que 6 et 6 coïncideront en prenant
Effectivement, on trouvera comme tout à l'heure
Aq ^5
(TU)^ ~ {tuy'
D'autre part, ainsi qu'on l'a établi précédemment, la forme quadratique <ï>, composée avec F, de même que cp avec /, savoir :
<ï>=.T|(X4-aiY)^+...+ T^(X-f-a^Y;2-4-2Uf(X-4-biYj(X + CiY)-f-...
ou bien, dans l'hjpothèse admise,
41 ^ t\{m-^ ai/i)'-2(X-4- ai Y )2 +...-!- tl^(^m -\- ajj^n)5(X+ a^j^Y)- 4-...
se déduira de 'o par la substitution
^ = mX-f-77ioY, JK = /^X -4 /2o Y;
donc les déterminants de ces deux formes seront les mêmes; donc
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le rapport établi entre les variables de 6 et celles de 6 rend ces deux fonctions identiques.
De là se tirent deux conséquences importantes.
Premièrement : Les fonctions 9 et 6, relatives à deux formes équivalentes / et F, prennent les mêmes valeurs lorsque les variables passent par tous les états de grandeur, et ont même minimum. Ce minimum sera pour nous la définition du déterminant de la forme binaire de degré quelconque.
Secondement : Les formes quadratiques cp et <ï>j déduites de deux formes différentes f et F, avec les valeurs de t el u d'une part, T et U de l'autre, qui donnent le minimum des fonctions 6 et 6, deviendront équivalentes en même temps que /et F. Ainsi, <ï> se déduira de cp, par la même substitution que F de /. Pour rappeler cette propriété, nous appellerons, dorénavant, la forme quadratique o la correspondante de f.
Les considérations précédentes nous conduisent à nommer formes binaires de même déterminant l'ensemble des fonctions homogènes de même degré, pour lesquelles le minimum absolu de la fonction 9 aura une même valeur. Nous donnerons aussi le nom de réduites d'une forme / à la forme unique, ou aux formes de l'ensemble (/), qui correspondent à ce minimum de 8. Cela étant, on établira facilement ces propositions :
1° Les formes équivalentes ont les mêmes réduites.
Supposons que le minimum de la fonction 9, relative à /, s'obtienne pour les valeurs
if — T, w = u ;
le même minimum de la fonction 6, relative à une transformée équivalente F, déduite de/, en faisant
correspondra aux valeurs
Or il a été démontré plus haut que les formes de (/) et (F) cor-
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respondantes à des valeurs de /, u^ T, U, liées de cette manière, étaient précisément les mêmes.
Cette proposition fait dépendre l'équivalence de deux formes, de l'égalité absolue entre les réduites, ou les groupes de réduites qui leur correspondent.
2^ Les formes à coefficients entiers, de même déterminant 0, se distribuent en un nombre fini de classes.
Toutes ces formes ne donnent, en effet, qu'un nombre limité de réduites, car ces réduites étant représentées par
F = AoX^^-^AiX'^-iY-f-...-KA,,_iXY«-i-HA,,Y'S
on a, pour toutes les valeurs du nombre entier /, de zéro à /z, la limitation
Pour première application des principes qui viennent d'être exposés, nous considérons les formes quadratiques à facteurs réels. Alors la fonction ^, comme on le voit immédiatement, est indépendante des variables ^^, t^ et se réduit à l'expression connue du déterminant. On a alors l'exemple unique dans les formes à deux indéterminées, mais qui se reproduira dans la suite de ces recherches, et un peu plus étendu, d'un nombre infini de réduites pour une forme donnée. Effectivement, les variables t^^ t^ restant arbitraires, les réduites d'une forme /donnent l'ensemble désigné par le symbole (/), et il s'agit maintenant de les obtenir par la réduction continuelle de la forme définie cp, lorsque les variables passent par tous les états de grandeur. Pour employer les notations habituelles, nous poserons
f =z a^2_|_ '2,bxy -\- cy^ = «(^h- ay) (a; -f- oc' y); on aura
et, en introduisant dans cp le rapport (— ) ? qui y figure seul au fond,
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de sorte que l'ensemble (/) des réduites s'obtiendra en faisant dans/ toutes les substitutions propres à réduire cp, lorsque 1. varie d'une manière continue de zéro à l'infini.
En restant dans le cas général, où les coefficients de / sont des quantités quelconques, nous nous fonderons d'abord sur l'observation suivante :
1° Concevons qu'on attribue aux indéterminées de o tous les systèmes possibles de valeurs entières ; soient considérés toutefois comme distincts deux systèmes, tels que x, y et — x^ — -y^ et qu'on range par ordre croissant de grandeur les valeurs obtenues.
On aura ainsi une suite qui dépendra de la valeur de X, et que nous désignerons par le symbole ().); en ayant soin, si plusieurs systèmes des indéterminées reproduisaient une même valeur de cp, de les réunir pour les comprendre dans un même groupe.
Cela étant, faisons croître "k d'une manière continue de zéro à l'infini positif, et cherchons comment s'introduisent des changements dans l'ordre des termes de l'ensemble (X). J'observe à cet effet que tous ces termes sont des fonctions continues de );, de telle sorte qu'en passant d'une valeur déterminée Xq à une autre infiniment voisine, Xo + <3?X, on n'altérera jamais l'ordre de deux termes consécutifs, tant que leur différence sera une quantité finie. Mais supposons que les groupes formés de la réunion de deux ou plusieurs termes offrent, pour la valeur particulière Xq, des valeurs numériques égales; on voit clairement que deux termes réunis pour l = Xo auront d'abord été séparés, puis auront interverti leurs rangs, en passant d'une valeur un peu inférieure à une valeur un peu supérieure à Xq. Car, en représentant X par une abscisse, ces deux termes seraient les ordonnées de deux droites qui, après leur intersection, changent de position relative par rapport à l'axe des œ.
C'est donc toujours en devenant égaux que deux termes consécutifs échangent leurs places pour entrer dans une suite nouvelle. Avec cette observation bien simple, l'opération arithmétique de la réduction continuelle de cp, pour toutes les valeurs positives de X, de zéro à l'infini, devient facile à saisir, comme on va le voir.
2^ Prenons pour point de départ une transformée déduite de cp, dont les coefficients extrêmes soient inégaux. Ces coefficients représenteront, comme on l'a établi, les deux premiers minima
Hosted by
l8o OEUVRES DE CHARLES HER MITE.
de cp ; donc, lorsque X, croissant d'une manière continue, atteint la limite au delà de laquelle une nouvelle réduite vient s'offrir, l'une ou l'autre de ces deux circonstances aura nécessairement lieu. Ou bien le troisième minimum deviendra égal au second, puis le remplacera, ou bien les deux premiers minima deviendront eux-mêmes égaux et intervertiront leur ordre. Le premier cas pourra d'abord se présenter plusieurs fois de suite, mais le second finira nécessairement par arriver ; car, à moins d'être indépendant de )v, un même terme ne pourrait toujours être le premier minimum. Il est évident d'ailleurs qu'il n'aura lieu qu'une seule fois; ce qui conduit à le considérer d'une manière particulière. Nous nommerons donc réduites principales les formes de (/), auxquelles correspondent des réduites de o dont les coefficients extrêmes sont égaux; toutes les autres recevront le nom à'' intermédiaires. Cela posé, lorsque, \ croissant d'une manière continue, une transformée réduite de cp cesse de l'être, par suite de l'échange du troisième minimum avec le second, la substitution propre à obtenir la réduite suivante sera nécessairement
ou son inverse
l^^n effet, le coefficient de X^ reste égal au premier minimum, et celui de Y- est bien le troisième, en employant la première ou la seconde substitution, selon que le coefficient moyen sera négatif ou positif. De la même manière on obtiendra donc ainsi toute réduite intermédiaire de '(/) au moyen de la réduite précédente. En second lieu, si une réduite de cp cesse de l'être, par suite de l'échange des deux premiers minima, on aura la substitution
Mais alors on sera parvenu à l'une des réduites principales de (/), que cette substitution changera en son associée opposée. Et en continuant les opérations, on verra de nouveau s'offrir une suite de réduites intermédiaires, puis une réduite principale suivie de son associée opposée, et ainsi jusqu'à l'infini. Nommons, pour abréger, P et Q les substitutions
x = X-hY, 7 = Y et ^ = Y, yt=z — X\
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en partant d'une réduite principale, de rang quelconque, la substitution pour obtenir la suivante sera Q, suivie de P ou son inverse P~^, prise autant de fois de suite qu'il se présentera de formes intermédiaires, c'est-à-dire QP% le nombre entier i étant positif ou négatif. Et, en général, on peut résumer les opérations relatives à la réduction de la forme cp, pour toutes les valeurs de );, croissant d'une manière continue de zéro à l'infini positif dans la formule
. . .QP^QPyQp/'
S"" Les formes de (/), que nous avons nommées principales^ ont des caractères distinctifs de toutes les autres, et qu'il importe d'établir.
A cet effet, soit
F ..= AX2 -H 2BXY-i- GY2 ^ A(X -4- a Y) (X + a' Y) une transformée quelconque de/, obtenue par la substitution
on prouvera d'abord immédiatement que F appartiendra à (/), si
la forme définie
* =:.(X + aY)2-i-X(X + a'Y)2
est réduite, en attribuant à À une valeur positive convenable, et
cette condition est à la fois nécessaire et suffisante. Mais, si l'on
veut de plus que F soit une forme principale, il faut qu'on puisse
faire
ainsi, l'une des quantités a et a^ doit être plus grande et l'autre plus petite que l'unité. D'ailleurs, d'après la valeur de \^ <ï> devient
fx2 + Y2+2i^^4'xY
donc, pour que ce soit une forme réduite, on doit poser
, / I -4- aa'\2 V a -+- a' / ^
Réciproquement, cette condition nécessaire est à elle seule suffisante, car on peut l'écrire ainsi :
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donc, I — a- et i — dî^ sont de signes contraires, et il est possible de prendre pour <ï> la valeur particulière
(i_a'2^(X-4-aY)^ — (i — a2)(X-i-a'Y)2n:.(a2 — a'2)/'x2-f-Y2-i-2^-^t:^XY
qui est bien une forme définie réduite, dont les coefficients extrêmes sont égaux.
Ainsi, pour qu'une transformée F =:= (A, B, C) soit une réduite principale, il faut et il suffit que la valeur absolue du coefficient moyen ne soit pas inférieure à la valeur absolue de la somme des coefficients extrêmes.
4^^ On a supposé implicitement, dans tout ce qui précède, qu'à une forme définie donnée corresponde toujours uae réduite unique. Il en est effectivement ainsi en général; cependant nous devons tenir compte des cas d'exception, qui se présentent précisément dans les conditions précédentes, savoir, lorsque le second et le troisième, ou bien les deux premiers minima, sont égaux entre eux. On a alors deux réduites qui diffèrent seulement par le signe du coefficient moyen et, dans (/), deux formes différentes qui leur correspondent. Mais, de ces deux formes, l'une d'elles répond à la réduite unique pour une valeur de À un peu inférieure, l'autre à la réduite unique pour une valeur de À un peu supérieure à celle qui rend égaux les deux minima. Enfin, dans le cas plus particulier où les trois premiers minima seraient tous égaux, on aurait une forme définie proportionnelle à x^±xy-\-y'^ et susceptible de se transformer elle-même par une substitution de la forme P^' Q, Quatre formes de (/), correspondantes à cette réduite, seront alors deux principales et leurs opposées.
Nous avons toujours supposé jusqu'ici que les coefficients de la forme quadratique / étaient des quantités quelconques. Voyons maintenant les circonstances remarquables qui se présente ut lorsqu'on les suppose entiers. Alors l'ensemble (/) des réduites ne comprend plus qu'un nombre fini de formes distinctes, puisque leurs coefficients sont limités. Donc, lorsque la réduction continuelle de c:), pour des valeurs croissantes de \^ aura conduit à une
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forme déjà obtenue, la nature même des opérations montre clairement qu'elles se reproduiront dès lors périodiquement en faisant croître X jusqu'à l'infini, ou en le faisant décroître jusqu'à zéro. Ainsi (/) sera composé d'un groupe de formes en nombre fini se reproduisant une infinité de fois. Nous pouvons donc raisonner comme le fait M. Gauss, § 187, pour obtenir toutes les classes distinctes de formes de déterminant D, Calculons pour cela l'ensemble 0 des réduites principales, en employant tous les nombres A, B, C satisfaisant aux conditions
B2__AG = D, B2>(A-i-C)^
et prenons l'une d'elles, F. Il résulte immédiatement de nos principes qu'à la période des réduites principales de (F) appartiendront toutes les formes équivalentes de Q. Cette période obtenue, on prendra une autre forme G de 0 qui n'y soit pas comprise, et l'on calculera de même la période des réduites principales de (G). De là on déduira une nouvelle classe distincte de la précédente, et l'on poursuivra les mêmes opérations jusqu'à ce qu'on ait épuisé toutes les formes de Q. Alors on aura obtenu toutes les classes différentes de déterminant D, représentées chacune, non par une forme unique, mais par une période répétée indéfiniment d'un petit nombre de réduites principales. Ces périodes ne coïncident pas absolument avec celles de M. Gauss, comme on le voit par la définition des réduites données § 183. Remarquons néanmoins qu'elles présentent, comme celles de l'illustre analyste, une série de formes dont chacune est continue à la précédente par la première partie. En effet, la substitution QP', par laquelle on passe de l'une à l'autre, est précisément le type des substitutions qui donnent une transformée contiguë. On pourrait même sans doute calculer le nombre i, par la condition que la forme contiguë soit une réduite principale ; mais je laisserai cette recherche au lecteur.
Nous avons encore à présenter quelques considérations sur le problème important dont l'objet est de trouver toutes les transformations possibles de deux formes équivalentes l'une dans l'autre.
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La belle solution donnée par M. Gaiiss, § 162, dépend d'une méthode profonde et cachée, qui, si je ne me trompe, reparaît encore dans d'autres circonstances, par exemple dans les recherches relatives à la multiplication des classes. J'aurais plutôt à essayer d'en pénétrer les principes qu'à y ajouter quelque chose; aussi je me bornerai à déduire des considérations précédentes ce cas particulier :
Le calcul de V ensemble désigné par (/) donne toutes les transformations possibles des réduites principales et intermédiaires en elles-mêmes.
Soit F = A(^ + ay) (^ -|- ^ y) l'une d'elles : nous savons que toutes les autres réduites s'obtiendront par la réduction continuelle de la forme définie
<i> =: (iT-i- aj^)2 -\-\{x -^ a'j)'^,
et cette forme définie, comme correspondante à F, est elle-même réduite, par exemple pour \^=.\q. Soit donc
â? = mX -h ttzqY, jk = /îX -f- tzoY
la substitution qui change F en elle-même; par cette substitution, la forme
(^ + ^yf -4- ,---'-,-T, (^ -i- ^yf
deviendra précisément <ï>, quand on y fait X == Aq ; ainsi donc, en réduisant la forme définie dans l'hypothèse
on obtiendra bien une transformée semblable quelconque de F.
Maintenant, nommons P la substitution qui reproduit F, pour la première fois lorsque \ croît depuis la valeur \q^ d'une manière continue jusqu'à une certaine limite X^ ; à partir de cette limite, les opérations se reproduiront périodiquement jusqu'à l'infini; c'est donc la substitution P, prise un nombre quelconque de fois, qui donnera toutes les transformations semblables. Et, si l'on considère les valeurs décroissantes de \^ de À^ à \q^ on aura dans un ordre inverse la même série d'opérations, qu'on pourra prolonger à l'infini, dans l'autre sens, et qui donnera pour transformations
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semblables la substitution inverse P~% prise de même un nombre quelconque de fois. Les mêmes choses auraient lieu relativement à la transformation de toute réduite F en — F, lorsque cette transformation est possible.
L'équation x- — Dj/- = i a une infinité de solutions.
En prenant, en effet, /= ^- — Dj--, on a l'une des réduites intermédiaires comprises dans (/), car la forme définie correspondante
est réduite pour \^=^\, De là résulte l'existence d'une infinité de transformations semblables, telles que
^ z= 7?2X -f- 7?ZoY, JK = /^X 4- ^lo Y,
et toutes donnent nécessairement
772^ — D Al^ = I .
Pour obtenir la loi de toutes ces solutions, nous emploierons la méthode suivante. Soit 11(5) une fonction égale, pour toutes les valeurs réelles de 5, au minimum de la forme
lorsqu'on y suppose x et y entiers. Je dis que toute solution ^ = <7, y=zbj de l'équation proposée, donnera un indice de périodicité de la fonction H. On pourra déterminer, en effet, une quantité réelle co, telle que
et l'on trouvera
\a — 6/Dy \a-^bs/D
Or on peut faire
x-\^ys/'ù = {a~b \/d) (X -t- Y /d), ^ - j y/D = (a H- 6 /d) (x -^ y v/d),
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car cela revient à la substitation au déterminant i :
donc n(^ -1- 0)) ne difFère pas de Ii(z).
Or la fonction n(^) est, par sa définition, du genre des fonctions parfaitement déterminées dans toute l'étendue des valeurs réelles de la variable : donc, d'après l'observation bien connue de M. Jacobi, tous les indices de périodicité, tels que to, sont des multiples entiers du plus petit d'entre eux. Autrement dit : toutes les solutions ^ = A, y = B de l'équation proposée se tirent de la solution unique œ :==:: a, y= b (pour laquelle a-\- b y/D est le plus petit possible) par la formule
i étant un nombre entier positif ou négatif.
Toutes ces solutions d'ailleurs s'obtiendront en cherchant effectivement les minima successifs de n(^), ou bien, ce qui est au fond la même chose, en formant la période de x'^ — J^y-. On a, en effet, cette proposition plus générale :
Toute représentation de minimum absolu d\ine forme à facteurs réels
sera donnée en cherchant^ pour des valeurs conçenables de t et t\ le nninimum de la forme définie
çp r= ^2(^_|_aj)2 _!_ ^'2(^_j_ a' yy.
Supposons qaey soit le plus petit possible pour
Si le minimum de 9, dans l'hjpothèse suivante t == 7 ? t' =
a -{- ab a -i- a! b
n'était pas donné par le même système de valeurs, c'est qu'il en existerait un autre
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tel qu'on ait
'A-4-aB\2 /A + a'B\2
ab or on en conclurait
^A-HaB\2 /A -4-a'B
a -\- ab / \ a
donc y* ne serait pas, contre l'hypothèse, un minimum absolu pour X ^= a^ y = b.
M. Gauss a encore déduit du développement de la période de Ja forme (i, o, — D) la décomposition en deux carrés du déterminant, lorsqu'il est un nombre premier 4^ -f- i • Ce beau résultat dépend des spéculations les plus élevées de l'Arithmétique transcendante, car il repose en entier sur cette proposition : que les formes proprement primitives de déterm^inant premier l\n-\-\ îi^ont jamais qu^ une classe ambiguë. Je vais essayer cependant, sans sortir des considérations élémentaires, de donner la raison de ces rapports singuliers, entre deux points bien différents de la théorie des formes quadratiques.
Soient a et b deux nombres entiers, tels qu'on ait
^2 _ DZ>2 r-_= — A,
A étant essentiellement positif. La période de (i, o, — D) contiendra une transformée obtenue par la réduction de la forme que nous avons nommée (d dans l'hypothèse suivante :
o=:{x H-r/D)^ {a-hb^D) — {x —y /d)' {a — />/£>) = 2 /D(6, a, ^?D).
Or on obtient ainsi une forme à coefficients entiers de déterminant — A. Soit donc
l'une quelconque des réduites pour ce déterminant, et
a? = mX -h moY, y—nH-^n^Y
la substitution propre à passer de (è, a, Z>D) à (A, B, C). Cette
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substitution se présentera nécessairement pour déduire de ( i ,o, — D) Tune des réduites principales ou intermédiaires de sa période; soit (A, B, G) cette réduite, on aura, d'une part,
AX2 -^ 2BXY -h GY^ = (mX -h mo Y)2 — D(nX -+- noYy\
et de l'autre
AX2-+-2BXY-i-CY2=:r b(mX^moYy
-I- 2a(mX-4-/noY)(^X-f-7ioY)4-^D(/2X-t-noY)2 ;
or on tire aisément de là l'équation suivante
AC -'2BB-hGA = o,
dont nous allons montrer les conséquences.
Soit, en effet, A = i , 2, 3, 4, 5, etc. Au moyen des réduites connues pour ces déterminants, on trouvera successivement
ou
A — B-hG=o, A-1-G--0, 3A — 2B-1-2G - o, ...,
et ces relations donneront les représentations suivantes du déterminant D,
A2-T-B2, 2A2-{-B2, 3A2-4-BS 4A2-f-B2, ÔA'^+B^
ou
B2_AB-f-A2, A24-B2, B2 — AB + |A2.
Dans la dernière, A est nécessairement un nombre pair, et, en écrivant 2 A à la place de A, elle devient
B2 — 2AB-+-6A2 ou (B— A)2-^5A2;
ainsi la représentation de D, parla forme (i, o, + 5), s'obtiendra par le développement de la période de (i , o, D) toutes les fois que l'équalion
sera possible. Mais, de tous ces cas, le premier est le seul où nous puissions affirmer que la forme (A, B, G) est une réduite principale; alors, en effet, la relation B^ > (A-l-G)^ se réduitàB^^o, qui est satisfaite d'elle-même. Le second a été l'objet de recherches de M. Gôpel, auteur à jamais illustre du Mémoire Adumbratio
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levis theoriœ functionuni Ahellanarum, comme on le voit dans la Notice où M. Jacobi a rendu un digne hommage à sa mémoire. Dans ce champ de recherches sur les fonctions abéliennes, ouvertes en même temps par un autre géomètre dont il eût été l'émule, tous ceux qui suivront ses traces trouveront, à côté de leurs méditations, le regret d'une destinée cruelle. Qu'il me soit permis, pour avoir eu quelques pensées en partage avec M. Gopel, de joindre l'expression sincère de ce regret à celle de mon admiration pour son génie.
En passant des formes quadratiques à facteurs réels aux formes de degré plus élevé, la recherche des classes distinctes pour un déterminant donné dépend en premier lieu de la détermination du minimum de la fonction que nous avons désignée par 0. On n'a plus alors cet ensemble de circonstances analytiques remarquables que nous venons de parcourir, mais que nous retrouverons dans la théorie des formes à facteurs linéaires que nous avons définies § II. Le fait le plus important à observer, en abordant la théorie des formes cubiques, biquadratiques, etc., consiste peut-être dans l'existence pour chaque degré d'un certain nombre de formes comme celles que nous avons nommées précédemment correspondantes. M. Eisenstein a découvert le premier une correspondante du second degré pour les formes cubiques, et l'on peut voir le rôle qu'elle joue dans ses savantes recherches sur le nombre des classes distinctes pour un déterminant donné. Nos principes, comme on A^a voir, conduisent directement à cette même forme.
Posons, pour employer les notations suivies,
f — ax^ -r- 3 hx'^y -~- 3 cxy''- 4- dy"^ ;
on aura pour la fonction ^ deux expressions bien distinctes, l'une pour le cas où les facteurs linéaires ^ -H aj, x-\-^y^ x -\- cfl' y sont réels, savoir :
l'autre pour le cas où, x + ^J^y étant réel, x H- ^j! y et ^ 4- :j1^ y sont
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imaginaires conjugués
Ces deux expressions différentes peuvent néanmoins être rapprochées l'une de l'autre de la manière suivante :
Faisons dans la première
et dans la seconde
elles deviendront respectivement
0=aHa-a')(a-a")(a'-a")[(J)%-(^J)V("^y]\
0_a2(a-a')(a-a'O(a'-ao[-2(^^,y-(^yj
Or il est visible que, au facteur \/ — i près, la seconde valeur se déduit de la première en y supposant t'^ = V. D'un autre côté, le minimum de l'expression
composée de trois parties dont le produit est l'unité, s'obtiendra en rendant les variables égales, et la même hypothèse donnera la même valeur pour le minimum de la seconde fonction. Posant
= 27(— a2<^2_^ 3b^-c^-— ^ac^ — ^db^ -i- 6abcd) = 27D,
on trouvera respectivement, pour les minima des deux expressions, les valeurs
v/367D et /— 36.D,
et, pour les formes définies auxquelles nous avons donné le nom général de correspondantes ^
cp r= -+- (a'_a")2 (^_f-aj)2_4_ (^ — a")2 (^ -|- a'j^)2 -h (a — a')2 (a7-^ a"j)2, 9 = — (a' — a")2 (;c -h ocy)^ -+- 'i(ol — a') (a — a") (x -h a'jr) (-2? -h OL^y)-
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La différence analytique de ces deux formes manifeste la différence de nature entre les formes cubiques à facteurs réels et à facteurs imaginaires: dans le premier cas, -f s'exprime rationnellement par les coefficients de/, et l'on arrive à la forme de M. Eisenstein en multipliant par le facteur a-, savoir :
0) = (^ac — b^) x^ -V- [ad — bc) xy -^ {bd — c'^-^y'^.
Dans le second, il n'en est plus de même, et l'opération de la réduction exigera le calcul numérique de la racine réelle — a. Mais les limitations des coefficients pour les transformées réduites
AX3 -4- 3 BX2 Y -H 3 GXY2 -^ DY^ dépendent toujours de ces formules
ad<(^)Vd, .bg<^|)Vd,
en ayant soin de prendre la valeur absolue de D.
La correspondante à coefficients rationnels peut être aussi rattachée à une origine différente de celle que nous venons de lui donner, en la considérant comme le déterminant du système
dx^ dx dy
dx dy dy^
et de là se déduirait une démonstration facile de sa propriété caractéristique. Mais je veux surtout faire remarquer comment cette seconde expression conduit au théorème suivant :
Qu^en multipliant cp par elle-même^ le produit est toujours transformable en son opposée.
Partons à cet effet des substitutions
X == {ax H- by) x' -{- {bx -+- cy) y\ Y = {bx -^ cy) x' -\~ {ex -\- dy )y',
et représentons par cp, cp^, $ les déterminants des systèmes
ax ~\- by bx -\- cy bx ~\- cy ex -\- dy
ax' ~\- by bx' -\- cy' bx' -h cy' ex' -H dy
cX — bY dX—cY bX—aY cX — bY
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On trouvera d'abord, en résolvant successivement par rapport
à x', y' et X, y,
, _X-{cx -^ dy) —Y (hx -^ cy) , — {hx -^ cy)y^-^{ax -^ by)X
? cp
_ '^{cx -\- dy') ~\{hx' -\- cy") _ — (bx' -^~ cy')l^ -^ {ax' -^ by')Y
Les deux premières formules donneront ensuite
__ x'{c\ — bY)-\-y'{d\ — cY)
— y'icX — bY) ^ x'(—bX -4- a Y)
et, en égalant entre elles les deux valeurs obtenues, par exemple pour ;r, on trouvera
Or on vérifie de suite que ^ est précisément l'opposée des deux correspondantes semblables cp et cp'; ce qui démontre la proposition énoncée.
Si, de plus, le coefficient mojen étant pair, ces formes sont proprement primitives, $, composée de nouveau avec cp, donnera la forme principale de même déterminant; toutes les classes de formes cubiques auront une correspondante quadratique, dont la triplication donnera cette forme principale. Mais il a été établi en outre, par M. Eisenstein, qu'à toute classe quadratique ^k répondait effectivement une seule et unique classe cubique, lorsque le déterminant n'avait pas de diviseur carré. Ce beau théorème montre, comme on voit, un rapport digne de remarque entre deux théories c[ui n'offrent au premier abord aucun point de contact.
Paris, juillet ï85o.
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SUR LA THEORIE
FORMES QUADRATIQUES TERNAIRES INDÉFINIES
Journal de Crelle, Tome 47.
M. Gauss a distingué les formes quadratiques ternaires en définies et indéfinies, suivant qu'elles sont réductibles par une substitution réelle aux formes
dz(:r2-+-72_^i,2^ et dz(ifc2_^72_^2).
Nous considérerons dans cette Note les formes
/ =. ax^ -f- a' y'^ -H a" z^ -f- i hyz -^ ib' xz -\- i b"xy^ réductibles à
et tout ce que nous en dirons s'appliquera de soi-même à l'espèce des formes indéfinies qui appartiennent à l'autre type
Il est bon cependant d'observer que ces deux types sont essentiellement distincts l'un de l'autre, c'est-à-dire qu'il est impossible de trouver aucune substitution réelle qui change
x'i' -^r-y^ — z^- en _ X^ — Y^ -j- Z2.
Le déterminant, ou, d'après la nouvelle dénomination de M. Sjlvester, V invariant de/, sera
A r= ab'^ -^ a' b'^ -^ a" b"^ — ibb' b" — aa' a" \
la forme adjointe g sera
^'-^ d^' '' -^ db^'^ db' "'^ -^ W ''^'
^A da!
Hosted by
igl OEUVRES DE CHARLES H ERMITE.
En même temps que la forme indéfinie y, nous considérerons la forme définie
^ ^ f -^ iÇkX -^r [^J4- V^)2,
OÙ }., !Ji, V sont des indéterminées réelles, assujetties à vérifier la
condition
Cela étant, on concevra qu'on calcule la suite infinie des substitutions propres à réduire 9 lorsque les indéterminées 1, p., v passent par tous les états possibles de grandeur. Chacune de ces substitutions faite dans / donnera une certaine transformée. Nous désignerons leur ensemble par le symbole (/*), et nous aurons les propositions suivantes :
I, Si deux formes ternaires f et ¥ sont éqaivalenteSj (/) et (F) contiendront les mêmes formes et seront identiques.
II, Si la forme ternaire f a pour coefficients des nombres entier s y (/) ne contiendra qu\in nombre essentiellement limité de transformées distinctes.
Effectivement, si l'on représente par F := ( ' ' ^„ \ l'une quelconque des formes contenues dans (/), on a ce théorème :
AB2, A'B'2, A"B''^ BB'B", A A' A
sont comprises entre les limites
H- 2 A et — 2 A.
De là suit que la totalité des formes pour lesquelles A est le même ne donneront qu'an nombre fini de symboles (/) distincts les uns des autres, c'est-à-dire que les formes ternaires indéfinies de même invariant ne donnent jamais qu'un nombre limité de classes.
IV. Les substitutions propres à réduire 9 contiendront toutes les substitutions qui peuvent changer en elles-mêmes les diverses formes de (/).
Le calcul numérique de la réduction continuelle de la forme cp, lorsque X, u, v passent par tous les états de grandeur, sous la condition
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m'a conduit à de longues et pénibles recherches dont le théorème suivant est le point de départ :
Lorsque 9 cesse d^ être réduit par une variation infiniment petite de \^ [x, v, la substitution quHl faut employer pour le réduire de nouveau est Vune des soixante- deux substitutions d^Eisenstein, par lesquelles une forme définie réduite se change en elle-même.
La même proposition a encore lieu à l'égard de cet autre genre de formes 9, savoir :
o = Xi^ax -f- a' y H- a!' zf--^ \x{bx h- h' y 4- h" zY-\- v(ca;-i- d y -\- c" z^^ que j'ai introduites dans l'étude des formes cubiques
/= [ax -t- a' y -i- a" z) {bx -H b' y -l- b" z) {ex -h c'y -h c"z).
J'espère pouvoir donner, dans une autre occasion, le résultat de mes recherches sur cette question si difficile; mais, pour approfondir la nature des substitutions qui changent en elle-même une forme indéfinie, j'ai employé l'analyse suivante :
Étant proposé de découvrir la substitution de x^ jk, z en X, Y, Z qui donne identiquement
j'imagine que les trois premières variables, ainsi que les trois dernières, soient exprimées par des indéterminées auxiliaires ^, '/], S^, et cela de manière qu'on ait
( ^-hX=r23, JKH- Y = 2'/],
Sous ces conditions on va voir qu'il est facile d'obtenir les expressions de x^ y, z et X, Y, Z en ^, t], ^, Effectivement, il viendra en premier lieu
d'où, en développant et réduisant,
df
^/(?,^,0-X^-hY-^H-Z
dri
IL
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Or il est visible qu'on satisfei^a de la manière la plus générale à celle équalion en prenanl
X, [JL, V désignant trois quantités arbitraires. Réciproquement, si l'on a vérifié ainsi l'équation (4), on en conclura nécessairement l'équation (3). Les formules générales (*), pour la transformation en elle-même de la forme y, s'obtiendront donc en résolvant les équations (5) par rapport à ^^ "^0? ^ et substituant les valeurs obtenues dans les relations
(6) ) y = 'ir,-Y,
Mais la conclusion suivante, à laquelle je suis arrivé d'abord par une analyse plus difficile, n'exige pas qu'on fasse ce calcul. Ajoutons les équations (5); après les avoir respectivement multipliées par )., [Ji, V, il viendra
(7) XX -h fJiY-i- vZ = X? + [J-'n + ^^j et Ton en déduit, par les équations (6),
XX+ ikY -^vZ = lx -{- [ly -^ v^.
Voici donc une fonction linéaire qui se change en elle-même par la substitution qui change aussi la forme /en elle-même. Gela posé, il est visible qu'au point de vue de la recherche présente des substitutions à coefficients entiers, les indéterminées X, [i., v doivent avoir des valeurs rationnelles; ainsi l'on peut faire ces quantités proportionnelles à trois entiers /, m, n, sans diviseur commun.
(^) L'analyse de M. Hermite ne prouve pas qu'on obtient sans aucune exception toutes les substitutions transformant la forme en elle-même; ce point essentiel a été ultérieurement complété par M. Hermite. {Journal de Crelle, t. 78.)
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FORMES QUADRATIQUES TERNAIRES INDÉFINIES. I
D'après cela, choisissant six autres nombres V ^ m! ^ n' ^ l" ^ rn!' ^ n!\ de manière que le déterminant du système
Lj niy n\ l\ m\ n' \ /", m\ n" soit l'unité, posons
!l X -V- m y -\- n z =^ u^ /X-{-/?iY-4-aiZ = U, l' X -^ m' y -^ n' z =^ ç, l'X -+- m' Y -i- n' Z = V, ( l'x H- m'y -+- n"z = w; l"X-+- m"Y + n"Z = W.
A la substitution proposée entre les variables œ, y, z^ d'une part, X, Y, Z de l'autre, succédera une nouvelle substitution entre les deux groupes u, ç, cp et U, V, W d'une manière toute spéciale ; par ce fait, l'équation correspondante à (6) devient alors simplement
Or cela équivaut à dire que, pour cette substitution, les indéterminées analogues à [Ji et v sont nulles, l'autre restant encore arbitraire. Ainsi l'on en fera aisément le calcul en employant les
relations
a = 1^ — U, (^ = 27) — V, wp^ = 2Ç — W et
u = ^, v = ,-.xf, w = ç-x|:,
dans lesquelles F(u, ^, iv) sera la transformée de /(^, y, 5), obtenue par la substitution (8). Mettant |X à la place de X, et posant
on trouvera
^M-B'-IW) ^_
— IW)
isons encore
i-hX^a
^B-hX*^5V)V-
XA'V
-f-^XB-f-
d'où
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et il viendra
rjB"— -^ W ) V-\-qX'Y-h(p-^Bq)^Y.
Ces formules sont celles auxquelles nous voulions parvenir ; elles ne contiennent de fraction que la quantité -^ — > qui peut ne pas se réduire à un nombre entier par la seule condition
Cependant, si nous employons, au lieu des nombres p et q^ les suivants
qui donnent aussi
on trouvera alors
iq^,
et la formule de substitution ne renfermera plus que des nombres entiers. Le nombre 5V, qui joue ici un rôle essentiel, a pour valeur g{l^ nij /^); il doit être évidemment positif pour que la substitution ne soit pas identique. Ce sont donc les entiers pour lesquels la forme adjointe est positive qui sont les éléments essentiels de notre solution.
En résumé : si nous désignons par S la substitution (8), par S la substitution (9), la formule abrégée S~^SS donnera en nombres entiers la relation entre les deux groupes de variables x^ y, z et X, Y, Z, par laquelle f[x^y^ z) se change en /(X, Y, Z).
Comme conséquence de la méthode précédente, on obtient aisément les théorèmes suivants, que je me bornerai à énoncer :
FORMES QUADRATIQUES TERNAIRES INDÉFINIES. I
formera en égalant à zéro le déterminant du système
admettra pour une de ses racines /\iQité, et pour les autres deux valeurs réciproques,
II. Si Von représente ces deux racines réciproques par )^ __ gwv/-i Qi __ ^-wV-' j la condition pour que la substitution^ ^ prise n fois de suite, donne en dernier lieu une substitution identique, est donnée par récjuation niù=z'27zi et les seules valeurs possibles du nombre n, si les coefficients sont entiers, sont /ï = 2, 3, 4j 6.
m. Il existe un nombre infini de formes quadratiques ternaires qu'une même substitution change en elles-mêmes ; et V on peut les représenter ainsi
A, B, G désignant trois fonctions linéaires déterminées, et A", l deux coefficients arbitraires. Toutes les substitutions qui changent en elles-mêmes ces diverses formes s'obtiendront en faisant
K = ±.%, B = Xi3, ^ = X^'
:5V, B, (t désignant trois fonctions de même forme que A, B, C, mais relatives à d^ autres variables, et\ une constante arbitraire.
Paris, mai i853.
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PREMIER MÉMOIRE
La méthode que j'ai exposée dans un précédent article, pour obtenir toutes les transformations en elle-même d'une forme ternaire indéfinie, exige, comme élément analytique essentiel, la connaissance des systèmes d'entiers qui rendent positive la forme adjointe. La nature d'une pareille condition fait bien voir que les transformations semblables d'une forme indéfinie impliquent nécessairement dans leurs expressions un nombre infini d'entiers arbitraires. Les considérations que nous développerons ici montreront même la possibilité de donner aux formules de transformations une expression qui offre explicitement un nombre infini d'entiers indéterminés. Nous insistons sur ce point, parce qu'il nous semble caractéristique dans la théorie des formes quadratiques. D'autres formes donneront lieu, en effet, à un nombre pareillement infini de substitutions semblables, mais toutes ces substitutions s'expriment avec un nombre essentiellement limité d'entiers arbitraires. Telles sont les formes du n}^^^ degré, décomposables en n facteurs linéaires, pour lesquelles on a la proposition suivante :
Soit a le nombre des facteurs linéaires réelsy b le nombre des couples de facteurs imaginaires conjugués et to H- i la somme de ces nombres : toutes les substitutions semblables seront données symboliquement par la formule
i>jn^ Q/n, c'"3 c'"u
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OÙ m^j m^t ' ' . sont des entiers arbitraires et S,, S2, . . ., w substitutions telles qu^ aucune d^ elles ne puisse s^ exprimer par les produits des puissances des autres.
On peut encore démontrer, par rapport à ces formes, qu'en
nommant S et T deux substitutions semblables quelconques, on a
toujours
ST == TS
Au contraire, dans la théorie des formes ternaires indéfinies, une pareille relation n'existe qu'autant que S et T sont les puissances d'une même substitution, auquel cas la relation proposée se vérifie d'elle-même. Nous rappellerons encore que la connaissance d'une transformation semblable d'une forme quadratique ternaire ne définit pas complètement cette forme, de sorte qu'une substitution donnée change en elles-mêmes une infinité de formes ternaires distinctes. Parle théorème suivant on verra, au contraire, comment une forme décomposable en facteurs linéaires est connue, à un facteur près, lorsqu'on donne une de ces transformations en elle-même.
Désignons cette substitution par S, et concevons qu'on forme S^, 2^, . . ., 2^ en représentant par cette notation la même substitution, prise 2, 3, . . ., i fois de suite, et, pour fixer les idées, supposons la substitution S donnée par les formules ^==aX-t-a'Y-f-...-4- a^^-^^ U ,
u= AX-f-Â' Y -[-...-+
et la substitution 2^ par les suivantes
Xi — aiX -+- a'ïY -^- . . . yi= bi\-v- b'iY ^. ..-
kin-DU
En formant le déterminant du système
^n—\ yn—\ • • • U,i—i
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on aura, à un facteur numérique près, la forme en X, Y, . . ., U, décomposable en facteurs linéaires, et que la susbtitution S change en elle-même. Je me réserve de démontrer prochainement ces théorèmes, sur la forme décomposable en facteurs. Le dernier exige qu'aucune puissance de la substitution S ne puisse donner la substitution identique
Ces exemples de la grande différence que l'on doit établir entre la théorie des formes quadratiques et celle des formes décomposables en facteurs, au point de vue de la recherche des substitutions semblables, ajoutent encore, ce me semble, à l'intérêt de la question difficile que nous avons abordée pour le cas des formes ternaires. En se bornant d'abord en quelque sorte au point de vue algébrique, on est conduit à plusieurs théorèmes qui nous ont paru dignes d'intérêt, et que nous exposerons avec détail. Nous donnerons ensuite un nouveau développement aux considérations arithmétiques déjà présentées dans notre premier article.
PREMIERE PARTIE
L'analyse que j'ai exposée précédemment dans le Journal de C relie donne sous la forme suivante, au moyen de trois indéterminées)^, UL, V, l'expression de toutes les substitutions qui changent en elle-même une forme quadratique ternaire. Posons, en conservant les mêmes notations,
r o t ^ 7 0 j i' 7 11 fa, a', a"
f — ax'^ -\- a y^ -i- a z^- -h 2 byz -\- ib xz -\' -i b" xy — [ , , , „
A = ah"^ -h n b'"^ 4- d' b"^- — 'ibb' b'^ — aa' a\
et représentons la forme adjointe par
/ b'^ — a a", b'- — aa'\ b'"^ — aa'\ ^"" \ab — b'b\ ab'—bb\ a"b"—bb')'
Nous aurons souvent besoin d'employer la valeur de g lorsqu'on
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THÉORIE DES FORMES QUADRATIQUES. 2o3
met A, a, v pour la première, la deuxième et la troisième indéterminée ; nous la désignerons par y, de sorte que
et nous posons enfin
n = XX + [xY-HvZ.
Cela étant, on aura identiquement
/(^,r,-)=/(X, Y, Z), en prenant
(r-,)..= (. + T)XH-,|-v^-5n,
dX
df
dX
dZ d\x ' ^ ^X ch
On peut le démontrer directement de la manière suivante :
Déduisons en premier lieu des formules (i) les valeurs des trois
fonctions linéaires -7-^ ^■> -t-\ on trouvera sans peine dx dy dz ^
<-'>i='-v,I*.(v*-z:|)-4Un,
df
dy
df
dZ
et nous allons en conclure l'identité
df
<'-'.M's-rf-.40 = <.-v)-(xS
dî_ d\
■zr^;),
dZj
Multipliant à cet effet, membre à membre, les deux premières équations de (i) et (2)^ nous disposerons de la manière suivante les divers termes du produit
df [ df df
dix/ ' ^^ ' ^'dxy^dz d\
dX I \ d'i d[x
dy
.4X5JiAn.-4(.H-,)iXxn_o^,)5gn,
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et nous concevons qu'on ait opéré de même pour les produits
(i--iy-z
dz
Or, en ajoutant membre à membre les équations ainsi formées, on va voir se présenter diverses sommes partielles de termes dont l'évaluation est très facile. Considérons d'abord le premier terme mis en évidence dans (i — y^x -~y savoir :
C-Trl: » l'-V'4i
seront
ses analogues dans les valeurs de
dy
et leur somme, que nous désignerons par le signe S mis devant le premier terme, s'exprime évidemment par un déterminant à trois colonnes, de sorte qu'on a
dv
puisque deux colonnes du déterminant sont identiques. Or, on
trouvera de même
df df .
dZ' dZ' ^'
\f{kW!^ [^
df ^. df
dZ
dYj
)-4nA
dx' d\' ^'
df df dV d\' ^^
df df d\
dj_ d\
df
I-. JY
"' ■'' dZ
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et
cTk \ ci') dix/
d^ d^ dk' d\' ^
dix dix
^, ^T, Z dv dy '
Maintenant, il est à évaluer cinq autres sommes partielles dont aucune ne s'évanouit plus. On a d'abord
Pour calculer ensuite
' dZ
dY
dl dv
d^ dix)'
on emploiera une formule élémentaire de la théorie des déterminants qui exprime une somme de produits de déterminants à deux colonnes par un déterminant qui est lui-même à deux colonnes. En ayant aussi égard à la relation suivante, qui est facile à démontrer,
d^ df_ _^d^ df _^d^d£ d\ dX dix dY dv dZ
on trouvera
A(XX
dZ^
■vZ),
df _^^df
-^dz)'
enfin, il viendra immédiatement
S4X-Ï An2 = 8YAn2,
S4(i + Y)AXxn ^ 4(n- y) An2,
et, en ajoutant et réduisant, on obtiendra finalement, comme nous l'avons annoncé,
ri vv> (x df ^y df df
de sorte qu'on a identiquement
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Nous allons maintenanl donner quelques conséquences de ces formules que nous venons de démontrer, pour la transformation en elle-même d'une forme ternaire.
La première de ces conséquences est le théorème exprimé par
l'égalité
la; -\- [jLjK-i-v5 = XX-h |jlY + vZ,
et que nous avons précédemment fait connaître. Nous j joindrons la remarque suivante :
Selon que la substitution par laquelle /se change en elle-même est au déterminant -|- i ou — i, il existe une fonction linéaire que la même substitution reproduit identiquement ou reproduit changée de signe.
En mettant en évidence les indéterminées X, Y, Z, dans les formules (i), de sorte qu'elles deviennent
les racines de l'équation du troisième degré que l'on forme en égalant à zéro le déterminant du système
seront
Ainsi l'on voit que cette équation est réciproque^ comme nous l'avons déjà dit.
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En formant l'expression
d£ _ df dy ^ dz
on trouvera qu'elle reproduit une expression de même nature en X, Y, Z, mais où les signes de p. et v sont changés, de sorte qu'on obtient
dy ^ dz) 2 V dX
et l'on trouvera de même
dz dx
i\ dx dy
' dZ
df
dp dZj
^dX~^dY
Ces formules montrent qu'en désignant par S la substitution (i), S~^ se déduira immédiatement de S, en j changeant )., [Ji, v de signe.
Faisons suivre S d\ine nouvelle substitution S^, où l'on aurait mis V, \iJ ^ v' au lieu de X, [Ji, v. La substitution composée SS^ changeanty en elle-même sera nécessairement comprise dans la même forme analytique que S et S^, et devra se déduire des formules (i), en mettant au lieu de "k, [jl, v des quantités C, iïl, Hl, fonctions de }., (X, V et de V, [jl^, v^ Or voici l'expression de ces quantités :
Posons
/ = JJLV' V|Jl', 771 = vX' — Xv', /^ = XfJl' — [kl',
1 df
et
L = al -h h" 771 ■ M — b" l -\- a' Tïi -
1 dl
hn
N ^= b' l -T- bm -\- a" n =^
^ = -A'''di
, dy , dy
1 dm 1 dît
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HT
Ainsi, les fonctions linéaires que les substitutions S et S' changent en elles-mêmes étant
1 X -\~ iiy -h y z et l' ce -h iJ.'y -h v'.z,
la fonction linéaire que reproduit la substitution composée S S' sera
ou, en omettant le facteur numérique =?
(Xcc -]- iiy-i-vz) -+- {Vcc -\- p-'j^-h v'-s) -\-{Lx-^ My + N^).
C'est ce qu'on peut, comme on va voir, établir directement.
D'après le théorème (IV) définissons la substitution S par les éauations
équations
ce
i^4^_„^Ux-Vvf _,î^
\ i\dz dx I 2 \ Ê^Z <3?X / '
et la substitution S^ par les relations analogues
de sorte que S S' s'obtienne, en éliminant X, \, Z, et exprimant ^, 7, z en U, V, W.
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Posons ensuite, pour abréger,
71 = X:27 -I- [J.JK -1- V j, nj = aX 4- [JiY H- vZ, n = A U -H [JiV + V W, ^'^X'a7-t- ix'y -^^/z, m'= X'X-f-fx'Y-i-v'Z, n'= VU -^- jji' V -f- v'W, o = Lx -hMj + N^, ^ = LX4-MY + NZ, <P == LU -f- MV -4-N\V;
nous obtiendrons immédiatement la relation
en ajoutant les équations (3) respectivement multipliées, la première par }v', la seconde par jji^ et la troisième par v^ Si l'on opère de même sur les équations (4) avec )^, u, v, i] viendra
Or on a à la fois
m' = W; on en conclut la relation proposée, savoir :
TT-r-Tr'-hO — Il-f-I]'-i-4>.
La substitution composée S S^ peut être définie par trois relations linéaires entre tt, u^, cp et II, II', ^. Posons, à cet effet,
et
(i - y) Ti'-h 2(1 -+- r) 71 = ^, (1 - Y) n + 2(1 -+- r) n' =- — q,
2(tc-1- 7î'-i- cp) — r, 2(11 + Il'-H $) = — R;
on aura les équations suivantes :
Nous remarquerons encore le résultat de la substitution des H. - I. i4
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variables t:, tî', cp aux variables x, y, z dans la forme ternaire proposée. En posant en premier lieu
on a identiquement On trouvera encore en employant la substitution transposée
D'ailleurs, la forme est l'adjointe de
^ = v; H- v't] 4- NÇ.
Les propositions précédentes peuvent être présentées sous un autre point de vue, comme se rattachant à la théorie de la composition des formes. Elles nous semblent offrir, en effet, les premiers exemples de l'extension de la théorie, donnée par M. Gauss pour les formes binaires, aux formes quadratiques d'un plus grand nombre d'indéterminées. Concevons qu'au lieu des formules (i) on prenne les suivantes, où l'on a supprimé le dénominateur et introduit une nouvelle indéterminée p, de sorte qu'elles deviennent homogènes relativement à X, jjl, v, p, savoir :
df\ ^Y
df ar \
dl
dX dl
^'dz)~dll^'
,dr
dX
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on aura
/(^, 7, ^) -/(X, Y, Z) [p^- - ^(X, II, v)p.
Ainsi toute forme ternaire est composée d'elle-même et du carré de la forme quaternaire p^ — gÇk^ p., v). Nous joindrons à ce théorème les résultats suivants, qui dépendent des mêmes principes. Faisons, pour abréger,
la substitution
^ = (p2-HY)X+p^-XCl5, jK = (p2H-Y) Y-f-p ^^ -H- 05, ^ = (p2 + Y)Z + p^|-v(i5
donnera identiquement
Soit encore
En posant
on aura
^ , df df df
^ = (cp-i- Ao2)X-4-p -# — Xi.
^^(^ + Ap2)Y-^p^-f.f,
^ = (cp 4- Ap2) Z + p ^ — vi,
/(^, r, ^) =/(X, Y, Z) [Ap2 -/(X, a, v)]2.
Ce dernier résultat, conséquence immédiate du précédent, offre sous une forme analytique nouvelle les expressions générales des substitutions semblables pour les formes ternaires; on les déduira sans peine, d'ailleurs, des formules (i). Enfin, on trouvera
g{x,y, z) = g{\, Y, Z) [Ap^- -~/(X, 1^, v)]2,
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en employant la substitution
dX I <^v
L'étude des formes quaternaires de déterminant carré, qui viennent se présenter dans les théorèmes précédents, savoir :
p2_^(X, |a,v) et Ap2_/(X, HL,V),
conduira à d'importantes notions arithmétiques. Dans un autre travail nous essayerons d'approfondir la nature de ces formes, qui nous paraissent devoir offrir une nouvelle application de l'idée ingénieuse des nombres idéaux de M. Kummer. Elles donnent lieu effectivement aux théorèmes de composition que nous allons énoncer, et dont on trouvera sans peine la démonstration par ce
qui précède. Posons
iT = Xp'-^ )/p-+-L,
i\\z=. p.p'-f- fji'p 4- M, ÎI z=z vp'-^ v'p -f- N,
% = pp'-i- r,
où L, M, N, r ont la signification donnée (§ V). On aura identiquement
%^ - g{£, M, m) = [p2 _ ^(X, JX, V)] [p'2_ ^(X', p.', v')].
En second lieu, faisons
, , i / ,df ,df
2 dl'^'
m = iip'
r , I ( , df V^/
2 â?X' 2 ^!Jl' P'
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on aura
Ces deux théorèmes comprennent^ comme cas particuliers, ceux d'Euler et de Lagrange, sur le produit de deux sommes de quatre carrés, ou de deux fonctions de la forme
^2 -4- ay"^ -+- ^^- -f- ahiC-.
Nous avons déjà dit qu'en désignant par S et S^ deux substitutions semblables quelconques on ne pouvait avoir la relation
SS'== S'S
qu'en supposant S et S' exprimables parles puissances d'une même substitution. C'est ce qu'on peut établir de la manière suivante :
D'après le théorème du § V, si l'on désigne par \^ [i., v ; X^, u/, v' les quantités qui déterminent les substitutions S et S', et par f, iïl, tl celles qui déterminent la substitution composée S, S^, on aura
fJL
Cela étant, si l'on permute simultanément \ et V, [jl et [Ji^, v et v' de manière à obtenir les quantités analogues à £, iît, H pour la substitution S^S, on trouvera immédiatement que ces quantités ne diffèrent des précédentes que par les signes de L, M, N. La condition SS^= S^S entraîne donc les relations
et, par suite, celles-ci :
/ r= o, m = 0, n = 0, puisque le déterminant relatif aux trois fonctions linéaires L, M, N
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2l4 ŒUVRES DE CHARLES HERMITE.
est essentiellement différent de zéro. Or les valeurs de /, m, n font voir que \^ [jl, v sont aussi respectivement proportionnelles à )/^ u', v^; la proposition annoncée revient donc à celle-ci :
Toutes les substitutions semblables oh À, [jl, v sont proportionnels à trois nombres constants se réduisent aux puissances d^ une seule substitution.
Pour le faire voir, observons en premier lieu que ces quantités )v, p., V ont nécessairement des valeurs rationnelles y si la substitution est à coefficients entiers. Nous pouvons donc supposer en général
X, [A, V étant trois entiers constants sans diviseurs communs, et k un facteur rationnel arbitraire. Cela posé, prenons six autres membres a', [3', y^; a'^, ^\ y\ de telle sorte que le déterminant du système
a P T a' P' Y a" P" Y" soit Funité; en faisant
CL X -{- ^ y -\- ^( z = II,
ce' X -\- p'jr -1- y'-s = p, a"x H- ^"y -+- y" ^ = (^,
la forme ternaire proposée /(x, y, z) se changera en une forme équivalente que nous désignerons par F(w, (^, w) et dont les substitutions semblables se déduiront immédiatement de celles de la proposée. Désignons, en effet, spécialement par S les transformations semblables de /, où a, [3, y sont supposés constants; k étant seul variable, les transformations semblables correspondantes de F seront données par la formule symbolique
où s est la substitution employée ci-dessus, entre les variables x^ JK, z et w, ^^ w. Or il suffira de prouver que SSS~^ est de la forme T'^; car de l'équation
SSS-i = T'^
on tirera, comme on le voit, bien facilement S = 2-iT«2 = (2-1 TS)''.
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Or, comme nous l'avons remarqué dans notre premier article, les transformations semblables de F(u, ç, ^), données par la formule SSS~^, sont caractérisées en ce que la fonction linéaire que ces transformations reproduisent est simplement la variable u. Appliquant donc cette forme F aux formules générales (i), nous j devrons faire ui et v nuls, pour en déduire l'expression particulière des transformations SSS~^ On trouvera ainsi, en supposant
F{u, ., ^v) = ^ j3^ ^, j^„j et 1 adjomte = L^^ ^,^ ^„
H^v/^-(P-^-Qv
les entiers P et Q étant les moindres nombres qui vérifient la condition
La substitution considérée étant donc définie par les équations
% iv — IV i^ -^(B"u + Pl'ç -f- B w) v^'^
= (P -f- Q i/^y [%W - ru + (B'^U + A'V -f- BW) /^]. %w — Wu — (B"u-+-A'ç-{- Bw) s/^
= (P — Q v/^)'' [^W — 33'U — (B"U H- A'V -h BW) \/%] ,
il est évident qu'elle résulte de la substitution particulière pour laquelle n = i^ prise n fois successivement.
L'expression générale des transformations semblables donnée au § I peut être présentée sous une forme analytique bien différente, en cherchant à mettre en évidence les fonctions qui se reproduisent à un facteur constant près, comme nous venons d'être conduit à le faire. On y parvient aisément de la manière suivante :
Désignons par >/, [j.^, v^ trois quantités entièrement arbitraires, et employons les mêmes notations qu'au § V, pour désigner des expressions analytiques de même forme, savoir :
TT = X 37 -f- [JIJK 4- V ^, 11 = X X -h (JL Y -I- V Z ,
tJ= l'x-\- î^>H-v'^, n'=: )/X -f- jjt'Y-f-v'Z,
o = L^ + MjK + N^, <!> = LX -f-MY-f-NZ;
nous trouverons d'abord, en ajoutant les équations (i), après les avoir respectivement multipliées par )/, [jl^, v^,
(i — y)!!' = (i -I- y) n'— 2* — 2rii.
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En second lieu, nous déduirons des équations (2) les suivantes :
<'-v)(-'i^»I-)=(-T.(-s->^I)-4TV-,:in,
, J.df df\ ^ /. df df\ , „ r/Y„
Puis, en les ajoutant après les avoir multipliées, la première par \' ^ la seconde par p.', la troisième par v', il viendra
(i— y) ? === (i -1- y) * — syIT'h- 9Tn.
Ainsi, l'introduction des cjuantités arbitraires )/, [jl^, v^ nous conduit à cette transformation remarquable des équations (i), savoir :
(1— Y)cp = arn — 2Yn'-+-(n-Y)4>;
et nous en conclurons en dernier lieu les relations suivantes, auxquelles nous voulions parvenir et qu'on vérifiera facilement :
T-'- Tti + o v/y = 1:^1^ (y n- rn + ^ v^ï), I -4- v/ Y
YTi'— Ttu— (pv^Y = ^ "^ /- {^(W'~VX{ — ^s/~i).
Il est digne de remarque que les coefficients de la forme ternaire, les quantités A, a, v, qui définissent la substitution par laquelle cette forme se change en elle-même, et enfin les quantités entièrement arbitraires V, \jJ y v^ ne figurent plus dans les coefficients de ces nouvelles relations que par les deux constantes y et F.
Les théorèmes de compositions relatifs aux formes cjuaternaires
p2-^(X, [X, V) et Ap2_/(X, {1, v), donnés au § VIII, ont été déduits des expressions générales pour
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les transformations semblables des formes ternaires. Réciproquement, on peut obtenir ces expressions générales comme conséquence des théorèmes du § VIII par la méthode suivante :
Considérons le produit des trois facteurs
mis sous la forme
Pour obtenir les valeurs de £, ÛX, 11, tl nous poserons
\X |JL" , m = v'X" — '^ ^" 1 m ^= v"X — X"v, m" — vX' — Xv', n = \' [jl"— fi.' X^ 7i' = X'' [Jt — [Jt'X, 7i" := X-o.'— |j.X';
_ I df 1 .//'
~ -idr ^ -~. dv'
2 dji
■2 \ <rA "^ «?|Ji
,„ I / , di df
dv 1
i\dk ' d\x
où l'on a mis
pour abréger.
pour
f{l, m, n), J\i, m\ n'), f{l\ m\ n")', gÇk, îjl,v ), ^^(X', ^\ v'), ^(X", jjl", v").
Gela étant, on aura les expressions suivantes :
iT = (pp'X''4- p'fl + p"pl') -^ (p L — p'L' + p" LO -f- (Xr — XT'-i- X" r"),
iji = (pp'|Jt."4- p» -h p"pfji') -H (p M — p' M'-i- p"M") + ([Jir— |jlT'^ /r"),
tt = (pp'v"-Hp'p% -f- p"pv')-f-(pN — p'N'-+-p"N")-i-(vr — vT'-H v'T"),
% = (PP'p"4- pr -h pT'H- p"r"-t- a8).
Maintenant faisons
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on aura
et, le déterminant S s'évanouissant, la valeur de tî deviendra L'équation
se réduisant donc à la suivante :
p'2[p2 _ ^(X, ja, v)]-2 - ^(£, iîl, îl) = [p^ - ^(X, |x, v)]^- [p'^- ^(X', (i.', v')], donnera
^^(if, iît, ^t)-^-(x^ ja', v')[p^-é^(x, [i., v)]^
et l'on en conclura
if MX X[\ __ /X' [jl' v'
^U' ^ ' ^y "" vp'^ p" p'
D'ailleurs on obtient pour f , Jïl, Hl les expressions suivantes :
£ =(p2+Y)X'-i-2pL — ^xr",
iîl == ( p2 -H y) jjt'+ 2 p M — 2 fJir'^
tl-=(p2 + Y) v'-f-2pN — 2vr;
de sorte que l'on retrouve ainsi l'un des théorèmes donnés au § VIL Mais il y a une autre conséquence à déduire des considérations précédentes.
Nommons respectivement S, S^ S^' les transformations semblables de la forme ternaire y, qui sont définies par les quantités
-y -> - ; -y ^3 -7; -77? V' irJ les quantités analogues par lesquelles
ppppppppp
sera déterminée la substitution composée S S' S'' seront évidemment ^' ^' ^ • Or l'hypothèse admise précédemment, savoir :
r__X î:!:!__if !!__!.
revient à supposer la substitution S^^ l'inverse de la substitution S (voir § IV) : donc toute substitution, telle que
SS'S
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se tire de S^, en y remplaçant -, ? ^ » — par trois fonctions linéaires
de ces quantités qui donnent précisément une transformation en
elle-même de la forme adjointe.
SECONDE PARTIE
INous venons de résumer tout ce que nous avons pu jusqu'à présent tirer de l'étude algébrique des formules générales de substitution par lesquelles une forme ternaire quelconque se change en elle-même. Si nous nous sommes un peu étendus sur ces considérations, c'est dans l'espoir de les lier un jour par de nouvelles recherches à l'étude arithmétique des substitutions semblables, que nous avons entreprises sous un point de vue si différent en le faisant dépendre de la réduction continuelle d'une forme ternaire définie à paramètres variables. Afin qu'on puisse mieux saisir ce qu'il y a de général dans ce point de vue, nous réunirons ici les deux questions de l'équivalence des formes décomposables en facteurs linéaires, et de l'équivalence des formes quadratiques indéfinies, traitées par le même principe arithmétique. Dans d'autres Mémoires nous donnerons les démonstrations des théorèmes que nous allons énoncer, désirant surtout en ce moment appeler l'attention du lecteur sur l'identité de la méthode appliquée à des genres de formes d'une nature si différente.
Deux formes sont dites eqiiiçalenteslorsqu^on peut obtenir l'une d'elles en faisant dans l'autre une substitution linéaire et homogène, à coefficients entiers et au déterminant un. C'est en cela du moins que consiste V équivalence arithmétique. En admettant des quantités quelconques pour les coefficients de la substitution, on aura la notion de ce qu'on peut appeler V équivalence algébrique. Dans le cas des formes quadratiques à un nombre quelconque n d'indéterminées, et des formes du /i'^°^^ degré, décomposables en
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n facteurs linéaires, un seul et même fait analytique très simple déroule de cette notion. Ces formes, en effet, sont toujours algébriquement équivalentes; les premières comme réductibles à une somme de n carrés ^^ + ^^ + • • • H- .^^i ? les secondes comme réductibles à un produit de n variables x^^ X\^ x^^ • • -, oCn-K- De là résulte, pour ces deux genres de formes, Texistence d'un seul invariant, c'est-à-dire d'une seule fonction des coefficients, qui la reproduit dans une transformée obtenue par une substitution algébrique, multipliée par une puissance donnée du déterminant de cette substitution. S'il s'agit d'une forme quadratique à n indéterminées/(^o,^i,...,^/i_i), nous définirons cet invariant comme le déterminant du système linéaire
'2 dxç^ 1 dxi 2 <i^2 2 dx,i-i
Pour une forme décomposable en facteurs linéaires
F = u^u^ii, . . . ?^,7_i, OÙ l'on suppose
Ui = atXQ H- biXi -+- c/^2 +• • •-+- f^i^ii-i-,
nous le définirons comme le carré du déterminant relatif aux fonctions
Uq^ Ui^ 112-) •••7 ^^/i— !•
Dans ces deux cas l'invariant, que nous désignerons par A, se reproduira dans toute transformée, multiplié par le carré du déterminant de la substitution.
On peut particulariser la nature de l'équivalence algébrique de deux formes, en exigeant que les coefficients de la substitution soient des quantités réelles. Sous ce point de vue, les formes dont nous nous occupons n'offrent plus une seule espèce chacune, et, en supposant leurs coefficients des quantités réelles, on a les propositions suivantes :
i'^ Les formes du /i^^"^« degré, décomposables en n facteurs linéaires, sont réductibles par des substitutions algébriques réelles,
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à|(Ai+i)ou|^(/i + 2) types distincts, suivant que n est impair ou pair. L'un de ces types est encore le produit XqX^ , , -û^n-i des variables, et les autres s'obtiendront en groupant deux à deux les indéterminées, et remplaçant successivement le produit des indéterminées d'un même groupe par la somme de leurs carrés. Nous les nommerons en général types factoriels, et le nombre des facteurs d'un type, qui seront formés d'une somme de deux carrés, sera Y indice de ce type.
2° Les formes quadratiques à n indéterminées sont réductibles par des substitutions réelles à /? -h i types distincts, dont l'un est la somme x\ -\- x\ -\- . . . -\- x\_^ des carrés des indéterminées, les autres s'en déduisant en faisant précéder du signe moins le carré de l'une, de deux, etc. ou de toutes les indéterminées. Nous nommerons indice d'un type quadratique le nombre des carrés qui sont ainsi précédés du signe moins.
La proposition relative à l'équivalence réelle des formes décomposables en facteurs revient à la notion élémentaire des racines réelles ou imaginaires des équations algébriques; celle qui concerne les formes quadratiques, à la distinction géométrique des diverses courbes ou surfaces du second degré, dans les cas de trois ou quatre indéterminées.
Les considérations précédentes impliquent ce théorème : que deux types différents ne peuvent être identifiés par aucune substitution réelle ; elles conduisent aussi à la recherche des conditions qui doivent être remplies par une forme pour qu'elle soit réductible à un type donné. Pour les formes quadratiques, M. Cauchya donné l'expression suivante de ces conditions. Soient /{xq^ x^j . . ., Xfi_\) la forme proposée. A/ l'invariant de la forme à i indéterminées, qu'on obtient en faisant
a^i = o, a;/_j_i = o, ^/-i-2 = o, . . . , ccn-i = o ; le nombre des termes négatifs de la suite
Al A2 ^n-l
donnera Immédiatement l'indice du tjpe auquel appartient la forme proposée. Le premier terme Ai est le coefficient de .2?^, et il faut remarquer que, si l'une des quantités A, A/, par exemple,, vient à s'évanouir, on devra considérer les deux termes -^ et -— ^ comme donnant, l'un un signe plus et l'autre un signe moins. Remarquons qu'en appliquant la même règle à une transformée de/ les quantités Ai, A2, . . . changent toutes en général, mais de manière que le nombre des termes positifs et négatifs de la nouvelle suite soit exactement le nombre des termes positifs et négatifs de l'ancienne.
Un premier point de contact entre la théorie des formes décomposables en facteurs et la théorie des formes quadratiques consiste en ce que la connaissance des caractères propres aux divers types quadratiques, que fournit si simplement la méthode de M. Cauchj, suffit pour arriver à la distinction des types factoriels. Soit, en effet,
F =z Uq Ui. . . Un-\
la forme proposée, ut désignant la même chose qu'au § I; il est aisé de voir que les coefficients de la forme quadratique
\ao/ \aj \a.
s'exprimeront rationnellement par ceux de F. Or le type factoriel de F et le type quadratique de cp ont précisément même indice. Alors, si l'un des deux détermine l'autre, j'ajouterai la remarque suivante :
Soit co une fonction rationnelle quelconque des quantités h c k
et faisons
\ai ai ai!
quelle que soit l'indéterminée ^, les coefficients de la forme
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s'exprimeront encore rationnellement par ceux de F, où l'indice du type quadratique auquel appartient cette nouvelle forme sera l'indice du type factoriel de F, augmenté du nombre des quantités (o qui sont supérieures à z. Ainsi le nombre des quantités co qui sont comprises entre deux limites Zq et z^ sera déterminé par la différence entre l'indice du type quadratique / pour z=^ Zq et l'indice du type quadratique de la même forme pour z ^ z^.
Arrivons maintenant à la question de l'équivalence arithmétique de deux formes décomposables en facteurs, et des transformations semblables de ces formes. Cette recherche, que nous allons rapprocher de celle qui est relative aux formes quadratiques indéfinies, repose sur les principes suivants :
Désignons par mod^ u le carré du module d'un facteur linéaire quelconque de F, c'est-à-dire le carré de ce facteur, s'il est réef^ ou le produit qu'on obtient en le multipliant par le facteur conjugué s'il est imaginaire. Nous considérons en même temps avec F la forme quadratique définie
o — \l moà^ iio -h 1\ moà^Ui -\- 1% moà-u-, -i-. . .-i- 'kl-i moà^- ii,i-i.
OÙ les quantités A sont des indéterminées réelles quelconques auxquelles nous donnerons le nom à'arguments^ et nous aurons les propositions qui suivent :
i^ Concevant qu'on calcule toutes les substitutions propres à réduire cp, pour toutes les valeurs des arguments, et qu'on fasse chacune de ces substitutions dans F, on obtiendra ainsi une infinité de transformées dont nous désignerons l'ensemble par le symbole (F). Cela étant, si l'on opère de même sur une autre forme F^, et que F et F' soient arithmétiquement équivalentes, (F) et (F^) seront identiques. L'opération de réduction est faite ici dans le sens que je lui ai donné dans la troisième de mes Lettres à M. Jacobi sur la théorie des nombres.
2^ En supposant entiers les coefficients de F, ceux des formes contenues dans (F) le seront pareillement, et auront des limites
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déterminées par une seule fonction des coefficients de F, à savoir l'invariant A.
S"" Si Ton désigne par £ l'une des formes de (F), il n'j aura aucune transformation semblable de £ qui ne soit donnée par le calcul arithmétique de (F) tel que nous l'avons défini.
4" Toutes les formes F, à coefficients entiers et de même invariant A, sont réductibles à un nombre fini de classes distinctes. Une application de cette dernière conséquence, que nous allons indiquer en peu de mots, conduit à une notion importante sur les racines des équations à coefficients entiers.
Soit
a a;" -H p^«-i-+-. ..H-ô^-l-£= ol{cc — aQ)(x — ai). . .{x — an-i) — o
une équation à coefficients entiers de degré n. Représentons par A cette fonction entière des coefficients a, p, ... à laquelle les Géomètres anglais ont donné le nom de discriminant^ et qu'on peut définir ainsi
A ^ oL^in-i) (^ao— aiYiai — a^y . . . {an-2 — cin-iY,
le second membre renfermant le produit des carrés des difi'érences des racines prises deux à deux. Si Ton pose
Ui = a^o-H aiXi -j- ar ^2 -+-• • •+ <^f~^ ^«-n
et qu'on considère la forme
F := a«-i Uq Ui ^^2 • • • ^/i-i?
les coefficients de cette forme seront tous entiers; et, d'après la définition que nous avons donnée, son invariant reproduira précisément le discriminant A. Observant donc que deux équations différentes, donnant lieu à des formes F arithmétiquement équivalentes, sont réductibles l'une à l'autre par une substitution rationnelle, on arrivera à ce théorème :
Les équations numériques^ en nombre infini, pour lesquelles le discriminant a une même valeur, ne contiennent qu^un nombre essentiellement limité d^ irrationnalités distinctes.
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Considérons actuellement une forme quadratique quelconque indéfinie et à /i indéterminées. Cette forme appartiendra à un type d'indice i^ différent de zéro ; de sorte qu'on pourra trouver d'une infinité de manières /i fonctions linéaires réelles, î/qj ^i? •••? Un-\^ telles qu'on ait
Supposons d'abord connu un seul système de pareilles fonctions : tous les autres s'obtiendront en posant
et en déterminant l'expression la plus générale des quantités U par les quantités u. Cela revient à la recherche algébrique des substitutions semblables du type quadratique d'indice i. Or la méthode donnée dans mon premier article sur les formes ternaires s'applique à des formes d'un nombre quelconque d'indéterminées, et conduira à exprimer rationnellement cette substitution au moyen de ~n(n — i) quantités arbitraires (^). Nous leur donnerons le nom à^ arguments, car on va voir qu'elles jouent le même rôle que les quantités \ du § V.
En effet, nous considérons, en même temps que la forme indéfinie proposée F, la forme définie
et nous aurons les propositions suivantes :
ï° Concevant qu'on calcule toutes les substitutions propres à réduire o^ pour toutes les valeurs des arguments, et qu'on fasse chacune de ces substitutions dans F, on obtiendra ainsi une infi-
(') On pourrait, sans recourir à ma théorie, déduire ces expressions de celles qu'a données M. Cayley, pour le type d'indice zéro. Voyez, dans le Journal de Crelle, le beau Mémoire, sur les déterminants gauches, du savant géomètre anglais.
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nité de transformées dont nous désignerons l'ensemble par le symbole (F). Gela fait, si deux formes F et F^ sont arithmétiquement équivalentes, (F) et (F^) seront identiques.
i"" En supposant entiers les coefficients de F, ceux des formes contenues dans (F) le seront pareillement, et auront des limites déterminées par une seule fonction des coefficients de F, l'invariant A. Un exemple des limitations de ces coefficients a été donné dans mon premier article, pour le cas des formes ternaires.
3" Si l'on désigne par £ l'une des formes de (F), il n'j aura aucune transformation de £ en elle-même qui ne soit donnée par le calcul arithmétique de (F), tel qu'il a été défini.
4' Toutes les formes quadratiques à coefficients entiers, qui appartiennent au même tjpe et ont même invariant A, sont réductibles à un nombre fini de classes distinctes.
Depuis l'année 1847, où je rencontrais les principes de la réduction des formes définies, j'ai cherché à plusieurs reprises la démonstration rigoureuse de ce dernier théorème, et je ne suis parvenu qu'après bien des efî'orts à la théorie qu'on vient de voir. Il me reste à montrer comment, pour les formes binaires de déterminant positif qui appartiennent en même temps aux formes quadratiques indéfinies et aux formes décomposables en facteurs linéaires, on est conduit au même résultat en appliquant les principes relatifs à ces deux cas.
Ayant fait
F = kx^- -^ ilèxy -\- Cy^ = (ax -h by){a' x -\~ h' y) — uu\
nous aurons d'abord cette expression par le type quadratique binaire d'indice un^ savoir :
en posant Soient ensuite
et déterminons les constantes a, a', p, ^' de manière à obtenir identiquement
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On posera pour cela
a2~p2:^i, aa'— pp' = o, oi'^ — p ^ — i ^ d'où il sera facile de conclure
Or la forme définie cp étant elle deviendra par ces relations
cp =r:(a2-+- p2)v2_|_2(aa'-+- Pj3')vv'-+-(a'2_|_ j3'2)v' = («2 4- a'2) (v2 H- v'2) H- 4aa'vv'.
Remettant maintenant au lieu de v et v^leurs valeurs en u et u', il viendra
ç = i (a2 -I- a'2) (^^2 _p j^'2) _^ aa'(^^2 _ jr^'2) ::::= | ( a -i- a' )2 ^^2 _^ i (^ _ a')2 u'^ ;
ce qui est précisément la forme quadratique définie à laquelle on serait amené, d'après le § V, en considérant F comme appartenant aux formes décomposables en facteurs linéaires. (Je reprendrai, dans un Mémoire spécial, la distribution en périodes des formes de déterminant positif, pour compléter et mettre fin en quelques points à ce que j'en ai déjà dit dans un Mémoire sur l'introduction des variables continues dans la théorie des nombres.)
Pour compléter ce qui nous reste à dire des principes communs à ces deux grandes théories arithmétiques des formes quadratiques à un nombre quelconque d'indéterminées, et des formes décomposables en facteurs linéaires, nous allons exposer comment on doit concevoir l'opération de la réduction continuelle de l'une en l'autre des formes précédemment désignés par cp. Nommons 1, 4F^, £''^ . . . la série des formes contenues dans (F), F désignant soit une forme quadratique, soit une forme à facteurs linéaires, et S, S^, S'^, ... les substitutions par lesquelles on les a respectivement tirées de F.
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En effectuant chacune de ces substitutions dans cp on aura les transformées correspondantes $, $', ^^\ ..., qui seront réduites pour certaines valeurs de leurs arguments. Or, il est très facile de voir, pour l'une et l'autre des formes cp, que toute transformée telle que ^ peut s'obtenir directement par 4F, d'après le mode même de formation de cp au moyen de F. Maintenant, pour arriver à saisir l'enchaînement de ces opérations arithmétiques de réduction continuelle, lorsque les arguments prennent toutes les valeurs possibles, nous observerons que, au lieu d'opérer toujours sur cette même forme îp, pour en déduire successivement ^, <ï>^, <ï>'^, . . ., on peut concevoir l'une quelconque de ces formes, obtenue au moyen d'une autre précédemment réduite, en j introduisant les valeurs des arguments pour lesquelles elle a cessé de l'être, et lui appliquant alors la méthode générale de réduction.
Or ici est l'origine d'une notion importante, que nous allons présenter d'abord, dans le cas particulier de deux arguments variables. Imaginons que ces deux arguments soient les coordonnées d'un point rapporté sur un plan à deux axes fixes, de sorte qu'à tout point de ce plan corresponde une forme cp entièrement déterminée. Indépendamment de toute connaissance sur la nature analytique des conditions que doivent remplir les coefficients d'une forme réduite, on peut concevoir l'existence d'une courbe séparant les points du plan auxquels correspond une forme ^, toujours réduite, de ceux auxquels correspond une forme qui ne l'est plus. Cela posé, soient, à une distance infiniment voisine de cette courbe, S^, S'', ll'^\ . . ., les diverses substitutions qu'il faudra successivement employer pour réduire de nouveau ^ ; nous nommerons réduites adjacentes à <ï> les transformées ^^, ^'^, ^'^^^ . . . qu'on obtiendra en faisant ces substitutions dans ^. Et, si l'on appelle £ la forme de (F) à laquelle ^ correspond, nous donnerons le nom de formes contiguës à iF, aux transformées £' ^ £", y, . . .,
qui en résultent par les substitutions S^, S'^, S^^^, Dans le cas
général, considérons l'ensemble des valeurs des arguments pour lesquelles une forme ^ est réduite, ces valeurs étant telles que cette forme cesse de l'être lorsqu'elles subissent une variation infiniment petite. Nommons encore S^, S'^, ... la totalité des substitutions propres à réduire ^ de nouveau, dans cette hypothèse d'un changement infiniment petit dans les arguments : les réduites ad-
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jacentes seront les transformées <ï>^, *^% . . . qui résultent de <ï> par les substitutions S', S'^, ... ; et, en nommant £ la forme correspondante de <ï> dans (F), ses contiguës seront les transformées £'^ £" ^ . . . qui s'en déduisent par les mêmes substitutions.
Cette notion des réduites adjacentes conduit à imaginer la disposition graphique suivante du calcul arithmétique de la réduction continuelle de o :
Ayant représenté par les désignations abrégées <ï>, <E>^, <ï>'' , ... la série indéfinie des réduites quadratiques qui correspondent chacune à une forme de (F), nous concevrons qu'on fasse avec toutes ces formes un tableau dans lequel chacune d'elles sera immédiatement environnée de toutes celles qui kii sont adjacentes, et auxquelles on la joindra par autant de traits. De la sorte toute forme ^ se trouvera réunie par deux traits à une autre <ï>^; car <ï> ayant pour adjacente <ï>^, réciproquement ^^ aura pour adjacente <ï>. Maintenant, si l'on place sur chaque double trait une désignation abrégée de la substitution par laquelle l'une des deux formes dépend de son adjacente, on aura la réunion de tous les éléments du calcul arithmétique dont nous avons essayé de donner une image claire et sensible.
On pourra encore, dans le tableau ainsi obtenu, remplacer chaque réduite quadratique par la forme £ qui lui correspond dans (F) ; en conservant d'ailleurs toutes les indications de substitutions. De là résultera une disposition par groupes de formes contiguës, dont on va voir l'usage dans la démonstration du. théorème suivant.
Lorsque les coefficients de la forme F sont entiers, que cette forme soit quadratique ou décomposable en facteurs linéaires, il existe un nombre fini de substitutions semblables, telles qu^on peut exprimer, par les produits des puissances de ces substitutions, toutes les transformations de cette forme en ellemême.
Je dis en premier lieu qu'il suffit d'établir ce théorème pour une forme déterminée iF, de l'ensemble (F). Supposons, en effet, que F
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se change en £ par la substitution S, en désignant indéfiniment par S les substitutions semblables de £ : toutes les substitutions de même nature relativement à F seront données, comme on sait, par la formule 282"^ Cela posé, admettons que S s'exprime parle produit de diverses substitutions S^, S'^, S'^^, . . ., de sorte qu'on ait
par exemple
En posant
on vérifiera de suite la relation
rr\ rp/ rri// rr\tll
On voit par là comment à toute expression de la substitution S, par un produit d'autres substitutions, correspond une expression toute semblable pour la substitution T.
Gela posé, soit <ï> la forme quadratique qui correspond à £. Cette forme sera réduite pour certaines valeurs de ses arguments; mais, en les faisant varier de nouveau, et considérant l'ensemble des substitutions qui se présentent successivement pour la réduire, nous avons fait la remarque (§ V et VI, 3") qu'il n'y avait aucune transformation de £ en elle-même qui ne soit comprise dans cet ensemble de substitutions. En partant de cette proposition, qui est fondamentale pour ce que nous allons avoir à dire, nous raisonnons comme il suit.
Supposons formé le tableau complet des formes de (F), disposé par groupes de formes contiguës, ainsi qu'on l'a expliqué plus haut. En vertu du second théorème des § V et VI, ce tableau renfermera, répétées une infinité de fois chacune, un nombre essentiellement limité de formes difi'érentes. Ainsi il s'agit de saisir, en général, par quel enchaînement de substitutions on peut toujours lier deux transformées identiques occupant dans le tableau deux places distinctes.
Pour y parvenir, nous concevrons qu'on groupe les formes du tableau de la manière suivante :
Partant d'abord de iT, nous la joindrons à toutes ses contiguës^ pour en faire un pï^emier groupe (A). Ensuite nous regarderons la totalité des formes contiguës à (A) comme formant, d'une part,
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(A) lui-même, et de l'autre un second groupe (B). Nous continuerons de même en regardant les formes contiguës à (A) et (B) comme formant, d'une part, (A) et (B) et, de l'autre, un troisième groupe (C). Enfin, ayant en général obtenu les groupes (A), (B), (C), ..., (R), le suivant (L) sera défini comme réunissant les formes qui, sans appartenir aux groupes précédents, leurs sont contiguës.
Cela posé, j'observe que si deux formes égales à if se présentent à deux places diff'érentes dans le tableau général, et qu'on les prenne l'une et l'autre pour points de départ d'une disposition par groupes, on arrivera identiquement aux mêmes résultats. On se rappelle, en efi'et, que toute forme quadratique ^ se déduit directement de sa correspondante if, dans l'ensemble (F); de sorte que deux transformées égales dans (F) ramènent des formes quadratiques ofi'rant les mêmes fonctions des arguments et, par suite, les mêmes opérations de réductions successives.
Gela étant, considérons les groupes successifs dans lesquels on retrouve la forme -f, qui a été prise pour point de départ. Autant de fois cette forme se trouvera reproduite dans un groupe, autant on aura de transformations en elle-même. Nommons S, S^, S'^, .. . ces substitutions. De ce que nous avons dit précédemment résulte que ce sera toujours l'une de ces substitutions qu'il faudra employer pour passer de £ (quelle que soit sa place dans le tableau) à la même forme placée dans le groupe le plus voisin. Donc, de proche en proche, on voit que la substitution à faire pour passer généralement de iF à la même forme, placée en tout autre point, résultera nécessairement de la combinaison successive des substitutions fondamentales S, S', S'^, ....
Il est possible de réduire de moitié le nombre de ces substitutions fondamentales ; car on démontre immédiatement, comme conséquence de la manière dont elles ont été obtenues, qu'on y trouve simultanément S et S~% S' et S^~^, .... Mais c'est seulement pour les formes dé'composables en facteurs linéaires que j'ai pu obtenir l'expression du nombre des substitutions fondamentales, entièrement indépendantes. Il est alors le même que celui des arguments
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essentiellement distincts dans la forme quadratique cp, c'est-à-dire, comme nous l'avons annoncé au commencement de ce Mémoire, la somme diminuée d'une unité du nombre des facteurs linéaires réels et du nombre des couples de facteurs imaginaires conjugués. La démonstration de ce théorème (^) sera pour nous l'objet d'un Mémoire particulier, dans lequel nous montrerons comment nos principes s'appliquent à l'étude des équations algébriques dont les coefficients sont des nombres entiers. Nous terminerons en remarquant que la présence d'un nombre illimité d'entiers arbitraires dans les transformations semblables des formes ternaires résulte des considérations précédentes. Car en supposant, pour fixer les idées, deux substitutions fondamentales S et S^, l'expression générale des transformations semblables serait de la forme
m, /z, /?, q étant des entiers positifs ou négatifs. Or aucune réduction ne saurait avoir lieu entre les nombres m, n^ . . ., à cause de l'impossibilité de permuter deux substitutions distinctes, comme nous l'avons démontrée (§ IX, i^*' partie).
Paris, juin i853.
( ') II ne semble pas que M. Hermite soit jamais revenu sur ce théorème, qui présente une grande analogie avec le théorème de Dirichlet sur le nombre des unités complexes fondamentales dans un corps algébrique. E. P.
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SECOND MÉMOIRE
On sait avec quelle facilité on a pu étendre aux nombres complexes de la forme a-\-h'\j — i la plupart des notions arithmétiques fondamentales relatives aux nombres entiers réels. Ainsi , des propositions élémentaires qui se rapportent à la divisibilité, on est parvenu rapidement jusqu'à ces propriétés plus profondes et plus cachées qui reposent sur la considération des formes quadratiques, sans rien changer d'essentiel aux principes des méthodes propres aux nombres réels. Il est cependant certaines circonstances où cette extension paraît exiger des principes nouveaux, et où Ton se trouve amené à suivre, dans plusieurs directions différentes, l'analogie entre les deux ordres de considérations arithmétiques. Nous nous proposons d'en offrir ici un exemple, auquel nous avons été conduit en étudiant la représentation d'un nombre par une somme de quatre carrés. Voici d'abord la méthode nouvelle que nous avons suivie dans cette question.
Désignons par A un nombre entier impair ou impair ement pair ; nous commencerons par établir la possibilité de la con-
gruence
x'"' -Hj2 _i_ I = o (mod A).
A cet effet, soit d'abord
A ^- £ (mod 4)j
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£ représentant +i ou — i. La progression arithmétique ayant
pour terme général
ne contiendra que des nombres ^ i (mod 4), puisque
izk — I E^ 2£- — r = i (mod 4).
J'observe ensuite que le premier terme, âsA — i, et la raison 4 A sont premiers entre eux, car on a identiquement
4AA — (2£A— i)(2£A4- i) = I.
Donc, d'après le théorème démontré par M. Dirichlet, cette progression contiendra une infinité de nombres premiers qui seront ^ i (mod 4)j et, par suite, décomposables en deux carrés. On pourra faire ainsi, pour une infinité de valeurs de ^,
4A2-4-2SA — I ~ x^ -^y^',
d'où l'on conclura
cc^ -h y'^ -h i ^ o (mod A).
Soit, en second lieu,
A =s 2 (mod 4)-
Tout ce qui précède subsistera relativement à la nouvelle progression ayant pour terme général
Ainsi, la possibilité de la congruence
^2_^j2_|_j^Q (mod A)
se trouve établie, pour tout module Impair ou double d'un nombre impair.
Considérons maintenant la forme quadratique définie à quatre indéterminées
/= (A^H-axîH- p^^)2-f-(A7-f-a^^— p^)2-^z2^ u^-, OÙ les nombres entiers a et j3 satisfont à la condition
a^ -+- p2 _|_ X = o (mod. A).
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L'invariant A de cette forme sera, en valeur absolue, A^ ; car il s'obtiendra en multipliant l'invariant de
qui est V unité ^ par le carré du déterminant de la substitution linéaire
kx -^ CLZ -hpW — X,
Ky -ha^^— p^=Y,
et l'on trouve bien facilement que ce déterminant est A^. Cela étant, cherchons, pour des valeurs entières des indéterminées, le minimum de cette forme. D'après un théorème que j'ai donné en général {voir mes Lettres à M. Jacobi), il sera au-dessous de la
limite (^)^ y/Â", et, par suite, d'après la valeur de A, moindre que 2 A. Mais il est aisé de reconnaître que les nombres représentables par /sont nécessairement ^ o (mod A); donc ce minimum ne peut qu'être A lui-même, qui se trouvera ainsi décomposé en une somme de quatre carrés.
On peut rapprocher la démonstration précédente des méthodes relatives à la représentation des nombres par les formes quadratiques binaires, en la présentant sous le point de vue suivant. La forme
-jrf= A.(^- -^y^) -+- i^{zx -^ yu) -^ i^{xu — zy) H ~ {z'^ -\- u^)
a ses coefficients entiers, et pour invariant V unité. Elle est donc équivalente à
réduite unique qu'on obtient pour les formes quaternaires définies dont l'invariant est un. Soit donc
X = mx -I- m'y -+- rn!' z -h m" u.
Y = nx -^ n' y H- n!' z h- n" u^ Z = px -f- p' y -i- p" z -h p" u.
\] = qx -{- q' y -h q" z -f- q'" u
une transformation de Tune de ces formes dans raiitre : on trouvera, en comparant les coefficients de x'^ et y-^ les représentations suivantes du nombre A, par une somme de quatre carrés :
A = 77i2 -H 7i2 -1-^2 _u qt^
A — /72'2 -4- Al'^ -\- /?'2 -\- ^'2.
Pour décomposer en deux carrés un nombre A, relativement auquel — I est résidu quadratique, il faudrait de même considérer la
forme
A ^2 _j_ 2 a ^JK H 7- — y- ,
OÙ l'on suppose
a2 -H I = o (mod A),
et la substitution qui la lie à sa réduite X-H-Y^. Mais les considérations suivantes rattacheront à un ordre d'idées plus générales l'analogie que nous indiquons entre ces deux questions.
Représentons par (^ et çv les variables imaginaires
ce -h y \/— l, z -h- u ^— l,
et par Çq et iv^ leurs conjuguées
X — y y/ — I , z — u sj ■ — i . Soit de même
Vo - X — Y v/-=^ , Wo = Z — U v^^^,
on pourra distinguer dans l'ensemble des substitutions réelles entre les deux groupes de variables x^ y^ z^ u d'une part, X, Y, Z, U de l'autre, celles qui sont exprimables ainsi :
Po = «oVo -^ ^oWo, t^o == CqVo -4- <^oWo,
OÙ a, Z>, c, d sont encore des quantités imaginaires quelconques, et ^0, ^oj Cq^ (io^eurs conjuguées respectives. On obtient de la
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sorte une classe parfaitement définie de substitutions réelles, par rapport auxquelles on peut se poser les questions fondamentales de la comparaison des formes quaternaires : les deux problèmes de l'équivalence algébrique, de l'équivalence arithmétique et de la représentation des nombres par ces formes. Pour l'objet que nous avons en vue en ce moment, nous nous bornerons aux formes quadratiques suivantes :
f = A vÇq -4- B çwq -f- Bo wçq -f- G wwq,
dans lesquelles les coefficients extrêmes A et G sont supposés réels, tandis que les coefficients moyens B, Bq sont des quantités imaginaires conjuguées. Considérées par rapport aux variables primitives ^', y, z, u^ ces formes sont entièrement réelles, mais leur étude, au point de vue des substitutions que nous avons précédemment définies, repose essentiellement sur l'emploi des nombres complexes. On est alors conduit à leur attribuer un mode d'existence singulièrement analogue à celui des formes quadratiques binaires, bien qu'elles contiennent essentiellement quatre indéterminées.
Les considérations suivantes, que nous présentons comme une première esquisse d'une théorie vaste et féconde sur laquelle nous reviendrons à l'avenir, offriront plusieurs exemples de cette étroite analogie avec les formes binaires; mais on y verra en même temps le germe de notions arithmétiques toutes nouvelles, qui méritent peut-être de fixer un instant l'attention des Géomètres.
Le fait algébrique, sur lequel repose en entier la théorie des
formes
y* = A ç^po + B (^ Wo -H Bq uvç^ -f- G uu^,
consiste en ce que la substitution
t^= cV H- <f U, Wq— CoVo M- <3^oUo
conduit à une transformée semblable
F == 51 VVo -f- 13 YUo -H JBo UVo -H C UUo,
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dans laquelle les coefficients extrêmes 5t et € sont réels comme A et G, les coefficients moyens 13 et Bo étant des quantités imaginaires conjuguées comme B et Bq. On a^ en effet,
% r=Aa:ao + B a Cq -t-Bo^qC -i- Ce Cq=^ f{a, c\ ao, Cq),
13 =A<^^o + B a do-i-B^cbo ~h Ce do~ a -—■ -\~ c —y
do od
3l3o — A ao 6 4- Bo ao <i -H B Co 6 -f- G Cq <^ — «o ^ -+- Co — ?
ôùQ ôdo
e =Ab èoH-B b do-^-B^b^d ^~Gddo== f{b,d; b^, d^),
et ce que nous disons résulte immédiatement de ces formules. On en tire ensuite les conséquences suivantes :
i^ On a le théorème
Mo — %€= {ad—bc)(aodo — boC^) (BBo — AG).
Ainsi l'expression BBq — AG jouera dans notre théorie le rôle d'mvariant. Nous la désignerons par A.
'i"" Nommant /n et 72 deux constantes imaginaires quelconques, /?2o et /2o leurs conjuguées, et posant
df df ., df df ^,
nv — mu = U, n^^Q — m^UQ — Uo,
ce qui sera une substitution comprise dans la forme analytique générale des substitutions (i), je dis qu'on aura
/(p, u\ Vq, UQ)f{m, n; niQ, tiq) = Wq — AUUo.
Effectivement, cette relation n'est autre que celle du théorème précédent, dans laquelle on a mis ç et u au lieu de a et c^ m et n au lieu de b et d. Nous allons voir qu'elle donne tout ce qui concerne l'équivalence algébrique des formes/.
Supposons d'abord A positifs et mettons Vy/A au lieu de V, il faudra au lieu de Vq prendre Vq \/^j et alors la forme / deviendra
A(VVo-UUo)
/{m, n; niQ, tIq) Mais, si A est négatif, en remplaçant V par Vy/A, il faudra
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mettre — Vq y/^ pour la quantité conjuguée, et alors / deviendra
-A(VVo-f-UUo) /(m, 71 ; mo, tiq )
Enfin, par une nouvelle substitution qui consistera à multiplier V et U d'une part, Vq et Uo de l'autre, par un facteur et son conjugué, on obtiendra, au lieu des deux formes précédentes, celles-ci :
± (VVo - UUo), ± (VVo H- UUo).
Nous en conclurons ce théorème :
Les formes f peuvent toujours par les substitutions (i) être ramenées à F un des trois types quadratiques quaternaires, d'indice zéro, d'indice deux ou d' indice quatre.
Ce qui précède montre que les formes /' sont définies ou indéfinies, suivant que A est négatif ou positif. Nous pourrions aussi en conclure que, relativement aux substitutions (i), elles ne sauraient avoir d'autre invariant que la fonction A ou ses puissances. Mais, pour abréger, nous arrivons immédiatement aux principes relatifs à la représentation des nombres.
Rappelons d'abord qu'en désignant par m et n deux entiers complexes sans diviseurs communs, on peut toujours trouver deux autres nombres complexes ui et v, tels qu'on ait
Car, si l'on cherche par le procédé de M. Dirichlet le plus grand commun diviseur entre m et ^, il est aisé de voir qu'un reste de rang quelconque dans cette opération s'exprime toujours par une somme de multiples complexes des nombres m el n. Le dernier de ces restes ayant, dans le cas présent, V unité pour norme, pourra donc s'obtenir sous la même forme; d'où se conclut de suite la possibilité de la relation proposée. Cela étant, nous aurons les théorèmes qui suivent :
i"" Si un nombre M peut être représenté par la forme /, de manière que les valeurs complexes des indéterminées v et u,
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i^o et Uq soient premières entre elles, V invariant A sera congru suis^ant le module M à /a somme de deux carrés.
Supposant en effet et déterminant [ji et v par la relation
l'équation déjà considérée f{m,n: ^o, ^o)/( (^, v; f^o,Vo)
donnera
A^ (m -j^ -\- n -4-] (niç, ~L -^ n^ -L \ ( mod M).
Or le second membre, étant la norme de l'expression m-~- + ri-^ , est une somme de deux carrés.
Nous voyons par là qu'à toute représentation propre de M par la forme / est attachée une solution de la congruence
^2_|_j2=^^ (mod M)
en prenant
/ df df
-^ ^ d\L di
D'ailleurs, quels que soient {jl et v dans la relation mv — /zp. = i , les diverses valeurs qui en résulteront pour ^ et j^ seront congrues suivant le module M.
2^ Si le nombre M. peut être représenté par /, en donnant aux indéterminées ç et u les valeurs premières entre elles m et n, et à leurs conjuguées les valeurs m^, no, et que le nombre complexe
soit la valeur de V expression
df df
dit. av
les deux formes
f et F = MVVo-f-(^-i-jv/^)VUo-4-(a7-j/v/^)UVo-î-^'"^^'"^UUo H. — I. i6
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seront arithmétiquement équivalentes par la substitution
u= nY -i- vV, t^o = no Vo -I- Vo Uo,
OÙ les entiers complexes m^ n^ a, v vérifieront la relation
?nv ~ n\L — i.
3'' On remarquera la complète identité des théorèmes qui précèdent avec ceux des paragraphes 154, 155 et 168 de l'Ouvrage de M. Gauss. Il en résulte qu'il n'est aucune représentation propre de M par la forme / qui ne puisse s'obtenir en calculant toutes les expressions
F ^ Mvvo + (^ +7 v/^) vuo + U - j^ v/=^) Vo û 4- ^l:^-::!^ uuo
composées avec le nombre M et les entiers complexes x~\-y\J — i, solutions de la congruence
^2_^^2=^A (modM),
et cherchant ensuite les transformations de / en chacune de ces formes. Et toutes ces représentations seront distinctes, si les formules de transformation sont comme ci-dessus :
V — m V -+- [ JL U ,
c^o == ^îqVo -f- H-oUo,
u — nY -\- vU,
iiç^ = no Yq M- vo Uo,
les entiers m, /2, jj., v vérifiant toujours la condition
771 y /Z [JL = -h I .
Après avoir fondé sur des principes identiques à ceux de M. Gauss, pour les formes binaires, les éléments de notre théorie, nous pourrons cependant voir se présenter déjà deux notions arithmétiques nouvelles et qui lui sont entièrement propres. La première consiste dans les divers ordres d'équivalence auxquels conduisent les substitutions
ç =r- mY -i- iJ,l] , çç, = moY^-^ ixqVo, u = n Y -^ ylJ ^ Lio = no Vq -f- vq Uo,
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d'après les conditions
mv -
-nix =
mv -
~nix=^
mv -
-niJ.=
mv -
Nous réservons pour un autre Mémoire l'étude approfondie des trois ordres d'équivalence impropre. La seconde, que nous voulons étudier dès à présent, consiste dans la forme nouvelle que vient prendre ici le caractère quadratique d'un nombre par rapport à un autre ; car, au lieu de la congruence
^2 = A (modM)
de la théorie des formes binaires, nous avons la suivante :
cci -^y2~ A (mod M).
Pour plus de généralité, nous considérerons l'équation
cc^-hKy^ = ^ (modM),
qui se présenterait dans la théorie des formes analogues à/, mais où l'on introduirait des nombres complexes x -^ysj — A au lieu des nombres x -^ y \J — i. La possibilité de la résolution, et, ce qui est plus difficile, la recherche du nombre total des solutions, reposent sur les lemmes suivants :
i^ Une congruence à un nombre quelconque dHnconnueSj et dont le module est un nombre composé, peut toujours être ramenée au cas où le module est premier, ou une puissance d\in nombre premier .
Soit, pour fixer les idées, ç(^, j) une fonction entière et à
coefficients entiers de deux inconnues x et y ^ et considérons le
cas de la congruence
!p(^, j^) = o (modM).
Si l'on nomme ses diverses solutions
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tous les systèmes de nombres entiers qui rendent la fonction cp divisible par M seront renfermés dans les formules
^ = ^2 -H MX, jK=72 4-MY,
On aura pareillement tous les systèmes qui rendent la fonction cp divisible par un autre entier M^, au moyen des solutions de la con-
gruence
cp(^, y) = o (mod M'),
que nous représenterons par
Cela posé, s'il est possible de rendre la fonction cp divisible à la fois par M et M^, il faudra que l'un des systèmes (A), par exemple
X = X/c'^- MX, J := JKA: H- MY,
coïncide avec l'un des systèmes semblables déduit des formules (A^),
par exemple
^-:ri. + M'X', y=y,'-^M'T,
D'ailleurs, si l'on peut obtenir simultanément
■ Xk-\-MX = x'f,' -\- M'X', yk + Wi^^y'j.-^ M'Y'
pour des valeurs entières de X, X^, Y, Y', on rendra la fonction co divisible à la fois par M et M^, et, conséquemment, s'ils sont premiers entre eux, par leur produit. Or, en nous plaçant dans ce cas, on pourra déterminer deux nombres entiers Mq, M^,
de manière à avoir
MMo — M'M'o-- I,
et, si Ton fait
X = {x'f^'^Xk) Mo + $M', Y = {/f^^-y,^) Mo -h rjM', X'=(^V-^A:)MJ + ^M, Y'=:(yi,~jK/,)M;H-TiM.
on trouvera, quels que soient les entiers arbitraires ^ et Tj,
x;,-{-MX = x). -f- M'X' et yu -H MY - y'j,' + M'Y'.
Ce qui précède subsistant évidemment, quel que soit le nombre des inconnues de la congruence, montre, comme nous l'avons annoncé, qu'il suffit de savoir la résoudre lorsque le module est premier, ou une puissance d'un nombre premier.
2^ Si Von désigne par [jl et ^ les nombres de solutions de la congruence
pour les modules M et M', qu^on suppose essentiellement premiers entre eux, ap.^ sera le nombre des solutions de la congruence
o{x,y) = o (mod MM').
Il résulte en effet des valeurs qu'on vient d'obtenir pour X, X', Y, Y^ les relations
^,. + MX-^i.-hM'X'^^l.MMo-^A^M'M'o )
> (mod MM ),
j.;,H-MY-ji.-4-M'Y'=jVMMo-y;tM'M'o )
de sorte qu'en combinant les a formules (A) avec les ;j.' formules (A^), on aura les p.uL^ systèmes de nombres
œ = x'k'mii, - ^/-m'm;, y = r/.'MMo —7/, M' m;,
qui offriront des solutions de la congruence proposée suivant le module MM^ Or je dis qu'on n'aura jamais à la fois
^;^.MMo-^A:M'M;^^;.MMo-^,-M'MJ ) ^ MM'^.
\ (mod MM )
jr;^.MMo-:KA^M'M;E^j;vMMo-7.-M'M'o (
car, suivant le module M d'abord, en observant que M^MJ,^ — i, on en conclurait
X}^ ^ ^ij
yk = yu et ensuite, suivant le module M^, les mêmes relations donneraient
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On voit qu'on n'aurait pas opéré, comme il faut le supposer, sur deux systèmes (^a, y/,), {x,,,^ y'j,)^ et {xt^ yi), {x\,^y[,) distincts l'un de l'autre.
3° En supposant la congruence o(jr, y) ^ o soluble pour un module premier, /?, elle le sera également pour le module p^^ si la fonction o est telle qu^on ne puisse avoir à la
fois
Dans ce cas^ en désignant par t: le nombre des solutions pour le module p^ le nombre des solutions pour le module p^ sera.
Représentons indéfiniment par^^E Ç, j^ ^ y^ les solutions de la congruence
T(^.7) = o (mod/?«),
tous les systèmes de nombres entiers, rendant la fonction cp divisible par p", seront compris dans les formules
Cela étant, je dis que sous les conditions énoncées il est possible de résoudre la même congruence suivant le module p^^^ . Effectivement, on pourra déterminer pour X et Y des valeurs telles que
soit divisible par p'^'^^ ; car, en développant, on voit qu'il suffira de rendre divisible par^ l'ensemble des termes
p^^^^ d^ ^ dr^'
et cela sera toujours possible, si l'on n'a jamais simultanément
d^ do /IN
car l'équation indéterminée
p'' ^ d\ drx ^
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sera alors résoluble en nombres entiers. Soit X = Xo, Y = Yq, un système quelconque de valeurs pour les inconnues X et Y, il est aisé de voir que toutes les solutions possibles seront données par les formules
7 (mod/>),
et que les valeurs de l'indéterminée t^ non congrues suivant le module /?, donneront autant de solutions distinctes. De là résulte cette expression des solutions de la congruence
cp(^,jK)^o (modjo'i+1 j;
et comme on peut donner à t les valeurs o, 1,2, ...,/? — i , on voit qu'en désignant par t:^^^ le nombre des solutions pour le module p^j le nombre des solutions pour le module /?"+^ sera ^(/z+0 _- p-^iin) . (J'q{i i'qj^ conclut, comme nous l'avons annoncé.
Les théorèmes précédents conduisent à une expression générale du nombre des solutions de la congruence cp(^,j/)E^o suivant un module composé quelconque, lorsqu'on connaît les nombres de solutions pour des modules premiers. Soit, en effet,
U=p'^p-^,..pl^
l'expression du module décomposé en ses facteurs premiers, et iz^ TTi , . . . , Ttto les nombres de solutions de la congruence proposée suivant les modules/?, /?i, . . . , pi^^ on trouvera pour le nombre [^^ des solutions suivant le module M la valeur suivante :
jjl =pn-\ 71 X />"'■"' TTi . . . X p'l^~'^ 1^0)-
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On aura
Pour des congruences à un nombre k d'inconnues , on aurait la formule analogue
TCTTi . . . TTjj^
IX = M
{ppi...po,)^-'
Nous allons en faire l'application à la congrtience particulière que nous avions principalement en vue, savoir
a;^-}~Ay^ = \ (modM).
Alors la détermination des nombres t:, 7:1, ... exige qu'on distingue deux cas, suivant que — A est non résidu ou résidu de /?. Nous allons les traiter successivement.
i"" — A non résidu de p. — Dans ce cas, A lui-même peut être résidu ou non résidu de/>, de sorte qu'on peut supposer
A = «2 ou A= — Aa2 (mod/?);
d'où ces deux formes de congruences
^2_4-AjK^=a2 et ^2_|_ Aj/2 ~ — Aa^ (modjo).
Or, en faisant dans la première,
X ^^ a^, y ^^ aq (mod/)),
et, dans la seconde,
^=Aar;, y ^ a^ (mod/?).
elles deviendront respectivement
^2-+-A-r]2 = I et ^2_^Ay]2= — T.
Cela posé, — A étant non résidu de/?, on aura
(^-hTj ^—Ay~^ — rii/—A (mod/)),
d'où
Toutes les solutions des congruences proposées seront donc données par les /? + i nombres complexes ? +v] y^— A, qui satis-
font à l'une ou à l'autre des congruences binômes
^p+i ES I et ^p+ir^— I (modp).
Dans les deux cas le nombre tt des solutions de la proposée,
suivant le module premier />, suivant lequel — A est non résidu,
sera donc
Tï — /) -f- ï.
2"" — A résidu de p. — Nous pouvons ici donner une méthode plus générale, n'exigeant pas comme tout à l'heure que le module soit un nombre premier. Supposant, en effet, — A résidu d'un nombre entier quelconque M, on pourra trouver une représentation propre de ce nombre, ou d'un de ses multiples, par la forme principale, X- + AjK^. Soient KM ce multiple, N une valeur de l'expression
sj"^^~K (modKM)
et
^^^ ~ KM ' les deux formes
x-^-\~Xy'- et KMX2-f-2NXY4-M'Y-^
seront équivalentes. Or, soit
^ = aX-+-pY, j^ = yX+SY
une transformation de l'une dans l'autre. En effectuant cette substitution dans la congruence proposée, elle deviendra
2 NXY + M' Y2 — A (mod M).
Gfela étant, on voit qu'on peut attribuer à Y une valeur entière quelconque, mais sans diviseur commun avec le module M, et qu'on trouvera une valeur entière correspondante pour X, par la congruence du premier degré
2NXY EEE A — M'Y2 (modM).
Cette congruence sera effectivement soluble, si 2N est aussi premier avec M; ce qui revient à supposer le module impair et le
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nombre A sans facteurs communs avec ce module , comme on le
voit par la condition
N2 + A = o (modM).
La congruence proposée admettra donc autant de solutions qu'il j a de nombres moindres que M, et premiers avec M, car on ne pourra jamais avoir
' ^ (modIVn
^X-4-8YE^YX'H-aY' ) ^
qu'en supposant à la fois
c'est-à-dire qu'aux solutions distinctes de la transformée en X et \ correspondent nécessairement des solutions distinctes de la congruence proposée.
Ce qui précède conduit à la valeur suivante du nombre |i. des solutions pour un module M, par rapport auquel — A est résidu. Supposant
on aura
En combinant ensuite ce résultat avec celui qui a été obtenu précédemment pour les modules relativement auxquels — A est non résidu, on arrive à l'expression générale du nombre des solutions que nous voulions obtenir. Si l'on suppose toujours
on trouvera sans peine pour cette expression générale Ja forme suivante :
PPi-"Più
dans laquelle ( ) est + i ou — ^ i , suivant que — A est résidu
ou non résidu du nombre premier p.
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Les principes relatifs à la représentation des nombres par les formes quaternaires, que nous étudions dans ce Mémoire, nous conduisent à la question de l'équivalence arithmétique de ces formes. Dans cette nouvelle recherche, nous pourrons suivre encore longtemps l'analogie qui nous a déjà servi de guide, et l'on va voir s'établir par là de nouveaux rapports entre la théorie des nombres réels et celle des nombres complexes.
Nous obtiendrons, en effet, pour la réduction des formes /", lorsqu'elles sont définies, des résultats entièrement semblables à ceux qui concernent les formes binaires de déterminant négatif. Puis, en faisant de ces résultats les éléments de principes nouveaux pour l'étude des fonctions homogènes à deux indéterminées et à coefficients complexes, nous donnerons un nouvel exemple de l'identité des méthodes relatives aux nombres réels et aux nombres complexes. Dans ce champ si vaste de recherches, nous nous proposerons surtout de revenir sur l'étude des formes du second degré, qui ont été déjà l'objet d'un Mémoire important de M. Dirichlet. Le travail du savant géomètre laissant de côté la question difficile de la distribution en périodes de ces formes de même déterminant, j'essaierai dans un Mémoire spécial de combler cette lacune. On aura d'ailleurs, par ce que nous dirons plus bas des fractions continues complexes, une idée des fractions que nous emploierons.
i^ A toute forme définie ce coefficients quelconcjues
f — Kççq-\-B {^Uq -\-BqVqU -^ G uuq
correspond toujours une transformée arithmétiquement équivalente
F :.^ iVVVo -h |3VUo-+- l^oVoU -H CUUo,
telle que % soit non plus grand que ar, et qu^ en faisant 1^ — m -^ n \J— I , ^0= m — n sj ~ i ,
on aitj abstraction faite des signes.
im^ %,
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Concevons qu'on effectue dans/ toutes les substitutions
où a, h, c, d désignent indéfiniment des entiers complexes au déterminant ad — bc^i, et ao, ^o, <^oj ^o leurs conjugués respectifs. Cela étant, formons un premier groupe dans l'ensemble des transformées ainsi obtenues, de celles où le coefficient de Wq est le plus petit possible; puis, dans ce groupe, considérons toutes celles où le coefficient de UUo est lui-même un minimum. Je dis que la forme unique, ou les diverses formes auxquelles on parviendra de la sorte, vérifieront les conditions énoncées. Supposons, en effet, que Tune d'elles soit
F = iVVYo -4- '0 VUoH- l3oUVo -H CUUo et qu'on ait
Désignons par [ji et v deux quantités dont la valeur absolue soit l'unité, et qui aient respectivement le même signe que jn et n; si l'on fait dans F la substitution au déterminant un
on trouvera une transformée
F'=^'V'V'oH-l3'V'u;-4-i5;v'oU'4-ru'u'o,
dans laquelle
Or il suit, de la manière même dont F a été définie et obtenue, qu'on aura nécessairement
et cette dernière inégalité revient à
Considérons en second lieu la substitution
qui est encore au déterminant iin^ on arrivera tout à fait de même à la condition
Ainsi notre théorème est démontré.
Nous donnerons le nom de réduites aux formes F, qui vérifient les conditions précédentes, et nous réservons pour la suite de ces recherches la discussion complète des divers cas dans lesquels deux formes réduites sont équivalentes sans être identiques, cette discussion étant intimement liée à celle des divers ordres d'équivalence impropre dont nous avons parlé plus haut.
i"^ Les conditions qui viennent d'être établies conduisent immédiatement à la suivante :
et a fortiori
On en conclut ou encore
aCîK 2(AG — BBo),
puisque F et / ont même invariant. Cette notion d'invariant, si facile à obtenir, est au reste la seule que supposent les théorèmes que nous venons d'établir, et qui donnent lieu à une longue suite de conséquences, comme nous pensons l'avoir déjà montré à propos des formes binaires dans notre Mémoire sur l'introduction des variables continues dans la théorie des nombres. Suivant ici une marche analogue, nous allons traiter en premier lieu les questions relatives à l'approximation des quantités imaginaires quelconques, par des fractions rationnelles complexes. Considérons, pour cela, la forme suivante :
dans laquelle a est une quantité imaginaire, a^ sa conjuguée, et S une quantité réelle quelconque. Soit
F = 2VYVo+ 13 VUo-f- l3o VoU + €UUo sa réduite, et
II— nY-r-yV, Uo~ no'^o-^voUo
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la substitution propre à l'obtenir. La condition %€ <C — ^^ donne pour le coefficient minimum 51 la limite y/ — 2 A. On a, d'ailleurs^
ainsi, pour une valeur quelconque donnée à S, on peut toujours déterminer deux entiers complexes, m et n^ tels qu'on ait
{m — an){?7io~ a^na) ^ -^— < -^.
On tire de là les conséquences suivantes. Premièrement, les expressions
{m — an){mQ— aoriQ) et -^?
étant essentiellement positives, on a a fortiori
(A.) {m — an){jn(^ — <^o'^o)<-y-^ ~fÂ ^ T ^^ /^/^o<ôv/2.
Secondement, le produit des mêmes expressions étant moindre que le carré de leur demi-somme, on aura encore a fortiori
ou bi
et
{m — an){ m^ ~ a^ iiq ) x -^— - < -1^ »
{m — an){mo — ciq/Iq) <
^ / V ^0 / 'in^^ n
Or la première relation (A) montre qu'étant donnée une quantité imaginaire quelconque a, on peut toujours en approcher par
une fraction rationnelle complexe — j. de telle manière que la norme
de 771 — an soit moindre que toute quantité donnée.
La seconde relation (A) donne l'ordre de grandeur du dénominateur de la fraction lorsqu'on fixe au-dessous de quelle limite doit se trouver la norme de m — an.
La relation (B) donne d'une manière précise la limite de l'er-
Hosted by
reur a, à quelque valeur de S que corresponde l'approximation obtenue.
D'un autre côté, si nous observons que, quel que soit 8, les entiers complexes m et n donnent le minimum de f, nous serons amenés à cette nouvelle conséquence :
// n'existe aucun système de deux autres nombres complexes , m! et n' ^ tels que, la norme de n' étant moindre que la norme de n^ la norme de m' — an' soit aussi moindre que celle de m — an.
Ainsi l'expression (m — an) [m^ — ci^n^) représente un minimum de l'expression ((^ — au) ((^o — ctoU^) relativement à toute valeur complexe entière n dont la norme ne dépasse pas une limite donnée. On peut encore dire que — approche plus de a que toute fraction dont le dénominateur aurait une norme moindre ; car, l'hypothèse
n' n'^^ < n/io, entraînant
( m' — an ) {m'^ — a^ n'^) > {m — an ) ( /?2o — cinç^)^
on en déduit, en divisant membre à membre les inégalités qui sont de sens contraire,
f m' \ / m norme — j — «^ > norme
Nous pouvons enfin établir d'une manière complète et rigoureuse un théorème sur les fractions — » que j'ai déjà donné dans mes Lettres à M. Jacobi sur la théorie des nombres.
Considérons deux minima consécutifs de la forme /, auxquels correspondent les deux systèmes d'entiers complexes
p r= m, u ^= n\ (^ = jn\ u =^ n' \
on pourra concevoir deux valeurs infiniment voisines de S, auxquelles appartiennent successivement les deux systèmes, de telle sorte qu'en désignant par s une quantité infiniment petite, on ait
{m — an ) ( /?io — «o ^o ) H ^ < "^ ■»
{m — an') ( mo — «o^o)"^ p _^ .^ < ^ . ^-
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Mettons cette seconde inéeralité sous la forme
{m' — an') (m'^ — «^o'^o) "
'f\ étant encore infiniment petit, et multiplions-la membre à membre avec la première. En faisant dans l'équation identique suivante :
(MMo 4- NNo) (M'M'o H- N'N; )
= (MM'o -f- NNi ) (MoM'-h NoN') -+- (M'N — MN') ( M; No— MoN'o )
(qu'on trouve en cherchant le produit des déterminants
No Mo
n; M'o qui figure dans le second membre) :
et
= m — an,
Mo = mo —
aoAio,
= 7n' — an',
Mi = ni'^ —
■i-^ 0 — • "TT >
No --g-,
le produit des premiers membres prendra la forme
norme \{m — an){niQ — «o^o) ^ ^ ~^ ^ norme {mn — m' n),
le produit des seconds membres étant
Or, en négligeant r\ vis-à-vis des quantités finies, on en conclura, après avoir multiplié par S-,
norme {mn' — m' n) < 2, et, puisque m, /i, m' ^ n' sont des entiers complexes ( ' ), norme {mn' — m' n) =^ i.
(^) On peut se demander pourquoi M. Hermite ne considère pas comme possible l'égalité normQ {mn' — m' n) = 1. En réalité, cette égalité pourrait avoir lieu, mais alors il serait possible d'introduire une approximation intermédiaire satisfaisant à la condition cherchée. E. P.
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Cette relation entre les fractions qui correspondent à deux approximations consécutives rattache complètement la théorie présente à la théorie élémentaire des fractions continues. Les principes sur lesquels nous nous sommes fondés ont donné bien rapidement^ comme on voit, l'extension de cette théorie aux nombres complexes. La marche plus naturelle qui consisterait à prendre le point de départ dans le procédé donné par M. Dirichlet pour obtenir le plus grand commun diviseur entre deux quantités complexes serait au contraire sujette à de nombreuses difficultés. Il nous semble particulièrement impossible d'établir simplement, en se plaçant à ce point de vue, les propriétés de minimum des expressions m — a/1, a : propriétés caractéristiques du mode
d'approximation des quantités réelles par les fractions continues, et que donne tout d'abord notre méthode. Quant au théorème exprimé par la relation
( 7?i — an) { /?io — a^rio) '
•iri/iQ
M. Dirichlet l'a donné avec une limite numérique moins précise dans son admirable Mémoire sur la théorie des formes quadratiques à coefficients et indéterminées complexes. Le procédé, si ingénieux et si simple, employé dans cette occasion par l'illustre analyste, tout en conduisant par la voie la plus rapide à un résultat important, ne me semble pas pouvoir donner les rapports qui existent entre deux approximations consécutives, et qu'il faut cependant obtenir pour mettre dans toute son évidence l'analogie entre les nombres réels et les nombres complexes.
3'' Les formes f, à coefficients entiers et de même invariant, peuvent être distribuées en un nombre fini de classes.
Les limitations données précédemment pour les coefficients des formes réduites font voir, en effet, que le nombre de ces réduites est essentiellement fini pour un invariant donné. On les trouvera toutes d'ailleurs par la méthode suivante :
Soit A l'invariant proposé, et considérons, pour fixer les idées,
seulement les iovva^^ positives. On prendra pour % tous les nombres
entiers réels qui ne surpassent pas y/ — 2 A, et à chaque valeur de %
on fera correspondre une valeur de 13, représentée par le nombre
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complexe x-\-y sj — \] x^ y constituant une solution de la con-
gruence
^2_^^2 = A (modJV)
et tel qu'on ait en valeur absolue
2^^ 21, iy'^%.
Quant à €, on le déterminera par la relation
|3|lo-^C= A,
qui fournira toujours une valeur entière. Mais s'il arrive qu'on obtienne par là quelques formes dans lesquelles € soit <C il, elles seront à rejeter, et les autres seront évidemment des formes réduites. Considérons par exemple le cas de A = — i , on aura la seule valeur ^=i, d'où 15 = 0 et, par suite, €=1; ainsi, toutes les formes / d'invariant — i sont réductibles par le genre spécial de substitutions que nous considérons ici à la seule forme
VVo + UUo.
Ce résultat va nous conduire très simplement au théorème de Jacobi sur le nombre des représentations d'un nombre entier impair quelconque par une somme de quatre carrés.
i*^ Dans la théorie des formes f un nombre impair quelconque M est représentable par la forme r^o + uuq.
Nous avons établi en effet que la congruence
x2_f-j/2 = — f (mod M)
est toujours résoluble pour tout module impair. Or toutes les formes
F = MVVo -f- (^ + JK /^ VUo + {x -y ^/~~l) Y, U -i- •!— 1^1— -^ UUo,
ayant pour invariant — i, seront équivalentes à la réduite unique ç'^o -H uuq^ que nous avons trouvée dans ce cas. Cela étant, soit
P = aV-i-6U,
«.Vo-
-^jU„,
M= cY^dV,
Uo ~-
CoV,^
Hf/ol'o
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une quelconque des substitutions au déterminant ad — bc=^i^ qui donnent
on trouvera
M = aaQ -H ccq\
ce qui constitue une représentation d e M par la forme ^^o "+" ^^o? qui est une somme de quatre carrés quand on la considère par rapport aux variables réelles.
Mais, comme conséquence de la théorie des formes/, cette représentation possède ce caractère tout particulier que les deux entiers complexes a et c sont premiers entre eux. Nous sommes amenés par là à cette conclusion (') :
Tout nombre impair est décomposable en quatre carrés et, parmi ces décompositions ^ il en existe toujours de telles que la somme de deux carrés soit sans diviseurs communs avec la somme de deux autres.
2° Nous allons actuellement nous servir des propositions établies dans ce Mémoire, pour obtenir l'expression générale du nombre de toutes les représentations de cette espèce.
Représentons cette expression par ç(M). Des théorèmes établis (§ VI) résulte qu'en désignant par u. le nombre des solutions
de la congruence
.^2_|_^2=^_i (modM),
et par S le nombre des transformations en elle-même de la forme
vVq -h uuq^ on aura
cp(M) == [jl8.
Or nous établirons dans la suite de ces recherches que S == 8, de sorte que si l'on fait
on trouvera
Ainsi, dans le cas où M ne renferme qu'à la première puissance des
(*) En réalité M. Hermiie n'établit pas la proposition énoncée, car a et c étant premiers entre eux, il n'en est pas nécessairement de même pour aa^ et cCf^. Le théorème est cependant probablement exact. E. P.
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nombres premiers ^ — i (mod 4)? <^ii ^i^ir^
et la formule devenant
cp(M) = 8(7? + i)(;?iH- l). . . (/?a)+ 0,
on voit apparaître la fonction remarquable qui donne la somme de tous les diviseurs de M. Mais alors on reconnaît de suite qu'il ne peut j avoir d'autres décompositions de M en quatre carrés, que celles qui résultent des représentations propres de M dans la théorie des formes / par ^(^0+ "^^o- Donc, en désignant par <Ï)(M) l'expression générale de toutes les représentations de M par une somm e de quatre carrés, on aura dans ce cas :
*(M) = cp(M)==8(/?4- I)(/?i-l- l)...(/?a) + l),
comme Jacobi l'a trouvé par la théorie des fonctions elliptiques .
3' Pour arriver en général à la détermination de ^(M), il nous faut recourir aux représentations impropres de M, par la forme çi^Q + ua^i. Ces représentations ont lieu en faisant
k étant le plus grand commun diviseur des nombres complexes a et (\ De là résulte
par conséquent, M est divisible par Mo, et la substitution fournit une représentation propre du nombre jj- par la forme
uUq, Ayant ainsi trouvé les valeurs
on en déduira celles où k est le plus grand commun diviseur de (^
et Uj en prenant
V = kg, ç^^=kogo,
u = kh, Uq = ko ht).
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De là nous pouvons facilement conclure toutes les décompositions
possibles d'un nombre en quatre carrés.
Soit, en effet,
Si, par exemple, les deux sommes m^ + m'^ et m'^^ + m"^^ ont un diviseur commun, on sait par la théorie des formes binaires qu'il sera nécessairement une somme de deux carrés; donc, le plus grand commun diviseur m sera lui-même de la forme m = a^ -j- (3-^ et la décomposition considérée résultera d'une représentation propre
de — -, par la forme (^^n + uuçs*
4° Ces considérations bien simples nous conduisent à exprimer la fonction 0(M) qui désigne le nombre de toutes les représentations de M par une somme de quatre carrés au moyen de la fonction cp(M). Soient, en effet, m,, m^, . . ., mi les différents diviseurs de M qui sont décomposables en deux carrés; uii, 0.3, ..., [jl/ les nombres de représentations de chacun de ces diviseurs par une pareille somme ; on aura
<I>(M) = ,..cp (I-) + ^,cp (H j +.. .^ ^,ç (|.
Cette relation va nous donner le théorème de Jacobi, que nous allons établir dans le cas où les nombres premiers qui divisent M n'y entrent qu'à la première puissance.
Décomposons à cet effet M en deux facteurs, P et Q, le premier formé du produit pp^ • . • /^w des nombres premiers
^4- I (mod 4)
le second du produit qq^ • • . ^cr des nombres premiers
= — I (mod 4)-
Les diviseurs décomposables en deux carrés, et désignés dans la relation précédente par la lettre m, seront, comme on sait, les divers termes du développement
Or il résulte de la théorie des formes binaires que, pour un divi-
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seuT m, composé de X facteurs premiers, le nombre p, correspondant sera 2^.
L'expression de ç(M) peut donc s'écrire ainsi
-f- 22 L ( ) -f- 9 (i-) +..,4-cp( )
L KppiPi/ \pp\p-J \\più-2Pi^-ipu>/ A
Cela posé, d'après ce que nous avons obtenu précédemment en général,
9(M) = 8(/? ^ I) (/?i -^ f). . ,(jDa, — 0 (^ -^-0 (^1-+- 0- • -(^CT + 1) ;
d'où l'on conclut les relations
^ \ppiP2J {p — 0 (/?i - 0 (/>2 —
de sorte que l'expression de <1>(M) prend cette nouvelle forme
<î>(M)=<p(M)ri+2y— !— -t-2'-'v , — -^ — r
les signes N désignant successivementla somme des quantités 1
la somme de leurs produits deux à deux, trois à trois, etc. Or il est évident qu'on a ainsi le développement du produit
\ /^ — 1/ V Pi— 1/ V /?w— 1/
qu'on peut ramener à
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Nous obtenons donc , en supprimant le facteur commun
(/^ — l)(/^l™0---(/^co — ï),
ce qui est précisément le théorème de Jacobi.
Pour le cas plus compliqué où; le nombre M contient des diviseurs premiers à des puissances quelconques, nous remettons à le traiter lorsque nous publierons la suite de ces recherches, dans l'espérance de la présenter d'une manière plus concise et plus élégante que nous ne pourrions le faire maintenant.
Paris, août i853.
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NOTE
SUR UN
THÉORÈME RELiTIF AUX NOMBRES ENTIERS.
Journal de Mathématiques pures et appliquées, t. XIII, i'"^ sér. ; 1848.
Depuis longtemps j'avais trouvé de mon côté une démonstration élémentaire suivante du théorème relatif aux nombres premiers
Supposant
rt- + I = o (mod /)),
convertissons - en fraction continue jusqu'à ce qu'on obtienne
deux réduites consécutives — > — ^^ telles que n soit <^ y'/; et n > \! p ;
on aura, comme on sait,
y> n nii
OÙ £ est <^ I . De là on tire
na — mp — z —, ,
donc
{na — mp)'^ </?•
Ajoutant membre à membre avec n'<^p, il vient
(na — /np)'^ -+-«-< 2 p.
Or le premier membre de cette inégalité est un multiple entier
de p d'après la condition
<22 -f- I ^E o (mod p ):
il faut donc qu'on ait précisément
( na — mp )2 -t- n- = p.
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THÉORIE DES NOMBRES
Journal de Mathématiques pures et appliquées, t. XIV, i'® sér. ; 1849.
Soient n + i nombres entiers
dont le plus grand commun diviseur est l'unité; on propose de trouver tous les systèmes de 72(^1 + i) autres nombres, savoir :
/ /' y in)
qui rendent le déterminant
égal à plus ou moins un.
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Solution. — Nommons respectivement
idem
Tti
et
idem
et
TT
idem
et
TT/i
idem
et
dans l'hjpothèse admise, tU/^ sera l'unité. Prenons ensuite les nombres
entiers
d'après les conditions
a^ — boL =711,
c'y CTUi = 7r2,
/'X — liz^i^i =1 7r,Y = r.
On satisfera à la question proposée par les valeurs suivantes :
QL^i) = ami -4- M,- — 5
p(^-) = hmt -h M/
yU-) :=: c^^. _|_ ]\T^. _L,
l^i^:=dpi-^ Vi-,
XU-) z^ /^,. + T, - ,
les quantités
M,-, N,-, P,, .... S,dépendant des nombres entiers
m,-, m^ Pi, . . . , 5/, ti
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par les équations
N,- = dpi H- P/ — ,
et toutes les solutions possibles s'obtiendront en prenant toutes les valeurs des n? quantités
rrii, Ui, Pi, ..., Si, ti,
pour lesquelles le déterminant
mi,
. -, rin,
■ • 1 Pn,
Su
., Sn,
tu
. . , tn,
égale plus ou moins un.
Ainsi, par exemple, lorsque /i = 2, s'il s'agit de rendre égal à l'unité le déterminant
a, Cf.', à" \
ce qui donne
rj^ == ain^ -f- Ml ^ — 5 S' = ^^i-i- Ml -'-j
TTi
y' = c^i -4- Ni Y,
Ml = c'/li-f-NiTTi,
a = a/72i H ^1 H- Ni a,
8'==^>/ni-4- 1^-- /ii^Nip,
TTi
y' ^ c/ii -i- Niy;
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on trouvera ensuite semblablement
oc c' ol" = ani'} H no -h N^a,
8"= bnu-^ ^ n2 + N2?,
i' = cn^ +N2Y,
et l'on devra prendre pour m,, n^^ mo, n^ indéfiniment Lotis les nombres entiers pour lesquels
Si /i = 3, la solution générale de l'équation
0, ô , 0 , 0 y sera de même comprise dans les formules
a — ami H /2i H 0,-1- ri a,
■^ TTi 712
Y = c/ni -4- ^/>i -+- ï iT'
S' =m dpi -^ Pio;
a == am.y n n.> H /?■> -f- P.7 a,
TTi 712
S" = bm, -f- ^ ^., -f- M ^, _|_ p, p,
^"=dp, +P20,
TTi 712 ^
TCi 7:2
^'"=dp, -4-P3Ô.
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Voici maintenant l'analyse qui nous a conduit à ces résultats : Soient, pour abréger, A le déterminant des quantités
B celui du système
dont la loi est facile à saisir, et où les quantités \ sont définies par les équations
De la composition des systèmes (A) et (B) résultera le nouveau système I, o, o, ..., o, .. , o,
En appelant G son déterminant, ou, ce qui revient au même, celui des n^ quantités
on aura, par un théorème connu,
G = AIJ.
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Or on trouve facilement, au signe près,
donc on peut remplacer la condition proposée, savoir
par la suivante
dont nous allons nous occuper.
Exposons d'abord une transformation des termes du système (C) ; j'observe, à cet effet, que tt^ désignant le plus grand commun diviseur de a et p, on aura nécessairement
d'où l'on tire
a^^'^ = ami -\- Mt — ,
les nombres entiers m/ et M/ restant entièrement arbitraires, et a et b étant déterminés par l'équation
Au moyen de cette valeur de P^^^, on trouve
Or, iz., désignant le plus grand commun diviseur de tz^ et y, on aura nécessairement
d'où
M,- =^ c'rii-^'^i ^,
fi) = crii -f- N,- -i ,
les nombres entiers ni et N/ étant quelconques, c et c' dépendant de l'équation
c'y — ClZi — IZi.
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La répétition du même calcul nous conduira de l'expression précédente de Y^^ à celle de S^'^ ; il vient, en effet,
et posant encore
71..} étant le plus grand commun diviseur de tio et S, on en conclura
^^i^ = dpi -\-Vi—,
d et d^ étant donnés par l'équation
d' 0 r/TUo = 713 •
La loi que suivent ces opérations est maintenant évidente, et l'on en conclura, d'une part,
yii)^ — o(^')y = com -f- -— Pi,
y.(/)X — lii'y. ^ kl Si 4- -''^'- ti, ^n—l
OÙ il est essentiel d'observer que m/, /z/, . . ., 5/, ^/ restent jusqu'à présent des entiers entièrement arbitraires. D'un autre côté, nous obtenons d'ailleurs
SU-) ^ bnii ^ Ui -^-
yU-^ = cm -f- N,- -'- ,
7^2 OU^ := dpt + P,- — ,
x(/) = ksi + s,- ---
X(^-) = Iti -h T,-
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'l-JI
et les entiers M/, N/, P/, . . . s'expriment de proche en proche, uniquement par mi^ rti^ pi^ . . . au moyen de ces autres équations
M/ := c' iii 4-N,-
TTi
l'ti -i-T,
TT/z - 1
lesquelles ne laissent d'indéterminé que T/.
Ces résultats obtenus, reportons-nous maintenant au système (C), qui a été transformé dans le suivant, savoir :
niiizi,
nioTZi^
niiTZi,
371, , 3:T2 , pTT.
h-fiRi-^ ^-^ n^, ùyni,-h - — no, ..., b-(îni-\ m,
/iA<»i -4- ^1, A: A 5, H to
^y^Si
TT/i-l
c 0 Al/ -^ -! /?/, . . . , c 0 n , -4- ^— i>
-ti. ..., k\.
On reconnaît bien facilement qu'un pareil système provient de \à composition des deux autres, que voici :
■ , fn/,
/Il,
ii^_,
fin
Pu
Pi. ■
■ ', Pi;
fin
Pu
et
ti.
Stto o, — -
co, o.
o, ..., Al
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donc son déterminant, et par suite celui du système (C), sont le produit des déterminants de ces deux systèmes.
Or le déterminant du système (2) se réduit à son terme principal
ou simplement
puisque tt,/ est l'unité; la condition proposée
sera donc remplie en prenant égal à l'unité en valeur absolue le déterminant des n- nombres entiers du système (i), ce qui est la conclusion que nous avions annoncée, et qu'il s'agissait d'obtenir.
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H- = X2 -+- AY
Soit, pour une valeur entière quelconque de [jl, a^^, une valeur de y/ — A (mod p^) : l'expression
^ocpV^—yy.^Y^Ky'^'
représentera toujours des nombres entiers divisibles par /?^, et je dis en premier lieu qu'on pourra toujours déterminer x el y de telle manière qu'on ait
pV-
En effet, il suffira de développer en fraction continue -^ -, jusqu'à
ce qu'on arrive à une réduite telle que, son dénominateur étant
moindre que ^7=' cette limite soit atteinte ou surpassée parle dé-
yk
nominateur de la réduite suivante. Les valeurs àe x el y seront respectivement le numérateur et le dénominateur de cette réduite. Gela posé, on voit que, par une infinité de valeurs de [jl, on aura la
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représentation d'un même multiple de p^ par la forme x- + Ay^. Ainsi, en nommant /rie multiplicateur, on trouvera nécessairement deux équations
kpV' = X- -^ AjK^,
dans lesquelles x — ^ et jr — y' seront à la fois divisibles par k. Sous cette condition il vient, en multipliant membre à membre les deux équations précédentes,
k'^pV-^?' = {xx'^ Aj/')" + A.(xy' — yx' )^.
Or xy — yx' est divisible par A", puisqu'on a
x^x', y^y' (mod/c);
donc il en est de même de xx' -{- Ajr/', et, finalement, la puissance ui + jjL^ de p se trouve bien représentée par la forme x- -f- Ay-.
Il est facile de voir qu'une démonstration toute semblable s'applique au cas de A négatif; on a, au reste, un théorème plus général et dont voici l'énoncé :
p étant un dwiseur de la norme d^un nombre complexe quelconque, formé a^ec les racines m^^^"-^^ de V unité, on pourra toujours déterminer une puissance entière de p qui soit représentée précisément par cette norme.
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SUR
LES FONCTIONS ALGÉBRIQUES
Comptes rendus des séances de V Académie des Sciences, tome XXXII, i85i.
1. Les propositions données par M. Puiseax, sur les racines des équations algébriques considérées comme fonctions d'une variable z^ qui entre rationnellement dans leur premier membre, me semblent ouvrir un vaste champ de recherches destinées à jeter un grand jour sur la nature analytique de ce genre de quantités. Je me propose de donner ici le principe de ces recherches, et de faire voir comment elles conduisent à reconnaître si une équation quelconque
est résoluble algébriquement, c'est-à-dire si l'inconnue u peut être exprimée par une fonction de la variable z, ne contenant cette variable que sous les signes d'extraction de racines de degré entier. Les théorèmes auxquels nous serons ainsi amenés donneront, et sous un point de vue entièrement nouveau, le beau résultat obtenu par Abel sur la possibilité d'exprimer algébriquement sin am ( - j par sinam(^). Je me borne ici à la question de la résolution par radicaux; plus tard je ferai, au même point de vue, l'étude des équations modulaires, et je montrerai comment les théorèmes de M. Puiseux conduisent à effectuer l'abaissement de ces équations dans les cas annoncés par Galois, dont les principes serviront d'ailleurs de base à tout ce que nous allons dire.
l'équation dont les racines, mises pour ^ dans l'équation proposée
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lui font acquérir des racines multiples; désignons ces diverses valeurs de z par
et^ après avoir tracé dans un plan deux axes rectangulaires, représentons-les par autant de points que nous nommerons respectivement
Zq, Zi, . . . , Z^_i.
Soient enfin, pour un point quelconque P du plan,
Uq^ Ui, • • • , Uni—l')
toutes les racines de l'équation proposée; M. Puiseux, et c'est là une partie essentielle de ses recherches, a donné le moyen de trouver la substitution qui s'opère entre les valeurs initiales Uq^ w,, . . ., Um-\ des racines de la proposée, quand la variable z décrit un contour fermé partant du point P, et embrassant l'un des points Zq, Zi, ..., Zp(,_i, pour revenir au même point P. Représentons symboliquement par S/ la substitution relative à un contour élémentaire comprenant le seul point Z/; on aura les théorèmes suivants :
Théouème f. — Toute fonction des racines u^ invariable par
les substitutions
So, Si, .... Sjj^._i,
pourra être exprimée rationnellement par la variable z\ et aussi la proposition réciproque.
Théorème II. — Toute fonction des racines u^ déterminable rationnellement en 5, est invariable par les mêmes substitutions
Le groupe des substitutions en question jouera donc précisément le même rôle que le groupe de l'équation irréductible en V de Galois.
Démonstration du théorème I. — Soit U la fonction des racines ?/oj Ux-j ..., Um-\') q^ii vérifie les conditions du théorème I; il est évident qu'on pourra toujours établir entre cette fonction et la variable z une équation rationnelle. En second lieu, si l'on fait décrire au point P un contour fermé quelconque, la fonction reprendra
Hosted by
toujours la même valeur initiale; donc, d'après une remarque qui appartient encore à M. Puiseux, U est une fonction entièrement rationnelle de ^.
Démonstration du théorème II. — Toutes les valeurs que pourrait acquérir la fonction U, en appliquant aux racines Uq^ U\^ . . ., Urn-\^ les substitutions So, Si, . . ., ?>^-\^ sont autant de valeurs initiales qu'on obtiendrait lorsque le point P, ayant décrit un contour quelconque, serait revenu à sa position primitive; si donc la fonction U remplit les conditions du théorème II, c'est-à-dire si elle est rationnelle, ces valeurs seront toutes les mêmes; donc, etc.
3. Je vais maintenant faire voir, par un exemple très simple, une première application de ce qui précède.
Le degré de l'équation proposée F(?/, ^) = o étant un nombre quelconque m, supposons que les divers systèmes circulaires de M. Puiseux soient tous identiques en embrassant toutes les racines, ou bien qu'ils soient réductibles tous aux puissances d'une même substitution circulaire d'ordre m, suivant l'expression employée par M. Gauchy, l'équation proposée sera résoluble par radicaux relativement à z.
En effet, si l'on désigne par a une racine quelconque de l'équation binôme a"* = i , la fonction suivante
(i^j H- a Wi -j- a- W2 M-. . .-h a"^-i ii;„_i)'«
reprendra toujours la même valeur initiale, quel que soil le contour fermé qu'ait décrit le point mobile P en revenant à sa première position; donc cette fonction sera déterminable rationnellement en z\ donc, etc.
4. Actuellement supposons que le degré m soit un nombre premier; la condition nécessaire et suffisante de solubilité par radicaux consiste en ce que toute fonction des racines invariable par les substitutions de cette forme spéciale, savoir :
\ Uak-^b
a et b étant tous les entiers pris suivant le module m^ ainsi que l'indice variable k\ soit rationnellement connue.
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Donc, d'après le théorème II, la condition nécessaire et suffisante de solubilité revient à ce que :
Les substitutions Si, S^, • • ., Sp(,_i, données parles principes de M. Puiseux, soient toutes de la forme ci-dessous :
Uak-hb
Pour établir de la manière la plus simple la possibilité de la résolution par radicaux, je raisonnerai ainsi :
Posons
cp(a) — ( Wo H- awi -h «2 W2-i-. . .-h (x,"^-'^U;n-i)'" ;
et désignons par p une racine primitive pour le nombre premier m; en employant une racine ^ de l'équation [3''^""^ = i, nous considérerons la nouvelle fonction résolvante
et je dis que cette fonction est invariable pour toutes les substitutions
II
\Uak-\-b/
Pour cela, il suffit de prouver qu'elle ne varie point pour les deux substitutions
et
car la précédente résulte des produits des puissances de celles-ci. Or la première
\ Uk+\ '
laisse invariables toutes les quantités
ç(a), cp(aP), Y(aP'), ..., ?(«?"-').
Quant à la seconde
Uk
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elle n'a d'autre effet que de remplacer chaque terme de la suite ci-dessus par le précédent, le premier devenant le dernier; or une telle substitution n'altère pas la valeur de T, donc T est bien invariable par toutes les substitutions
Uak^b J
Donc enfin T est une fonction rationnelle de z^ facilement déterminable par la théorie de M. Puiseux, si les divers systèmes circulaires pour les points Zq, Z|, . . ., Zy_i sont de la forme que nous leur avons assignée.
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SYSTÈME D'ÉQUATIONS SIMULTANÉES
Comptes rendus des séances de l' Académie des Sciences, tome XXXV, i852.
Le théorème de M. Sturm a pour objet de déterminer le nombre des racines réelles d'une équation à une inconnue, qui sont comprises entre deux limites données. Je me suis proposé, dans le Mémoire que j'ai l'honneur de soumettre à l'Académie, une question analogue pour deux équations simultanées, et qu'on peut énoncer ainsi : Considérant l'une des inconnues comme l'abscisse, et l'autre comme l'ordonnée d'un point rapporté à deux axes rectangulaires, déterminer le nombre des points auxquels correspondent des solutions des équations proposées, et qui sont compris dans l'intérieur d'un rectangle donné. Cette question se trouve résolue de la mrnière suivante. Désignons les sommets du rectangle parles lettres a^ bj c, d^ et supposons les côtés ab et ad respectivement parallèles aux directions positives des axes des abscisses et des ordonnées. On substituera successivement les valeurs numériques des coordonnées de ces quatre points à la place des lettres x et y, dans une certaine suite de fonctions de ces deux variables; et en désignant par A, B, C, D les nombres de variations que présente cette suite, lorsqu'on prend pour les variables les coordonnées des points a, 6, c, d^ on aura, pour le nombre cherché, la valeur
A — Bh-G — D
Ce résultat est, comme on voit, entièrement analogue à celui du théorème de M. Sturm ; cette analogie se maintient encore lorsque l'on considère trois équations simultanées au lieu de deux. Désignant alors les inconnues par x^ y, ^, on les regardera comme les coordonnées d'un point de l'espace rapporté à trois axes rectangulaires, de sorte qu'à chaque solution des équations proposées
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réponde un point déterminé. Cela posé, considérons un parallélépipède droit, dont les bases parallèles au plan des œy soient les rectangles abcd^ a' b' d d' . Nous supposerons les côtés ab^ ad parallèles aux directions positives des x et des ^', et les droites aa' ^ bb\ ce' ^ dd' parallèles à la direction positive de l'axe des z. Gela étant, le nombre des points représentant des solutions et compris dans l'intérieur de ce parallélépipède sera déterminé de la manière suivante :
Désignons respectivement par A, B, G, D, A', B^, G', D^ les nombres des variations que présente une certaine suite de fonctions de trois variables, lorsqu'on substitue à ces variables les valeurs Qumériques des coordonnées des points «, 6, c, d^ a\ b\ c\ d' ^ le nombre cherché sera donné par la formule
Il est remarquable qu'il existe un grand nombre de suites jouissant ainsi de propriétés semblables à celles des fonctions de M. Sturm, dans la théorie des équations simultanées. Voici la plus simple pour le cas de deux équations prises, si l'on veut, sous la forme
F(x) étant un polynôme entier, et <ï>(^) une fonction rationnelle de X.
Nommons ^i, ^2? •••? ^m les racines de l'équation F(^) = o, j^i, JK27 ''•■) fm les valeurs correspondantes de j', S/ la somme symétrique
et T/ la suivante
yi x\ -i- jK2^2 -^ . • --^ym^'m ;
le premier terme de la suite sera l'unité, et les autres les déterminants des systèmes
T„-S„jK Ti-S.^-
T2-S2J T3-S3r T3--S3JK T4 — S47
To-SojK Ti-Sij^
To — SojK Ti — SijK Ti - Si7 T^ - S2JK T2 - S2JK T3 — S3jr
etc.
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le dernier terme est le déterminant k m -\- i colonnes obtenu en continuant la même loi. En général, c'est au moyen de fonctions symétriques des racines des équations proposées que se trouvent immédiatement exprimées les fonctions analogues à celles de M. Sturm, et les propriétés de ces fonctions sont déduites de leur loi même de formation. L'Idée d'introduire ainsi explicitement les racines est due à M. Sylvester, qui, le premier, a montré comment elles entraient dans la composition des fonctions de M. Sturm; M. Cayley a fait voir ensuite avec élégance comment les propriétés élémentaires des déterminants permettaient de transformer les premiers termes des formules de M. Sylvester en d'autres qui contiennent seulement les sommes des puissances semblables des racines (^). Ce sont aussi des expressions analogues à ces sommes, pour le cas de deux équations simultanées, qui figurent dans nos formules et qui les rapprochent de celles du savant géomètre. Mais le fait le plus important qui ressort de mes recherches consiste dans l'existence d'une infinité de fonctions possédant les propriétés de celles de M. Sturm, pour une ou plusieurs équations. Cela ouvre la voie à des recherches importantes, sur lesquelles je pourrai peut-être revenir dans une autre occasion; je me bornerai pour le moment à cette remarque, que les conditions de réalité des racines d'une équation à une inconnue peuvent s'exprimer uniquement à l'aide des fonctions rationnelles des coefficients qu'on nomme hyper dé ter minant s ou invariants.
(') Tomes IX et XIII du Journal de Mathématiques de M. Liouville.
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Comptes rendus des séances de V Académie des Sciences, tome XXXVI; i853.
En représentanl par V = o une équation quelconque de degré m^ dont les racines soient a, b, . . ., kj l, etpar V^, Vo, . .., Y m la suite des fonctions de M. Sturm, on a, d'après le beau théorème de M. Sylvester, les expressions
V3 _ Y {a — byia — cY{b -~ c)^
V ~ jUL {X ~-a){X'-~b){x~- c)
J'ai remarqué qu'en désignant par A, B, . . ., K, L des fonctions rationnelles semblables de a^ b^ . . . , k, l, de telle sorte que
les nouvelles fonctions
Vi^ ^ Y -
V jLdx —
V jU{x — a)(x — b)' \^s V^ (A-B)2(A-G)2(B-G)2
^, ^ (A — B)MA — G)--...(K-L)^ V - {x — a){x — b)...(x — l)
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ont les mêmes propriétés que celles de M. Sturm. Ainsi l'on a cette proposition : Pour une valeur réelle de x^ le nombre des termes positifs de la suite
y' V/ V^' *■" Vn.-l
représente le nombre des couples de racines imaginaires de L'équation
augmenté du nombre des racines réelles moindres que x. Le nombre des termes négatifs serait le nombre de couples des racines imaginaires, plus le nombre des racines réelles supérieures à x. De là se tire immédiatement le théorème de M. Sturm, sous la forme que lui a donnée l'illustre géomètre; mais les énoncés précédents sont ceux que fournit d'abord la méthode que j'ai suivie.
En considérant deux équations à deux inconnues dont les solutions simultanées, en nombre m, soient
je désigne d'une manière analogue par A, B, . . ., K, L, des fonctions rationnelles semblables de ces solutions, de sorte que
x\ =r cp(a, rt'), B = cp(Z>, ^'),
L = cp(/, /').
Gela étant, les expressions suivantes, fonctions rationnelles symétriques de ces solutions, savoir :
U Jd(x — a)(
lJ3 _y . (A-B)^(A
^)ir — f^'){x — c){y — c')
et, en dernier lieu.
(A - B)nA — G)^..(K — L)2
U ix — a){y — a'){x—b){y — b')...{x^l){y — t')
donnent lieu à cette proposition :
Pour un système donné de valeurs réelles de x et y^ le nombre
des termes positifs de la suite
représente le nombre des couples de solutions imaginaires, augmenté du nombre des solutions simultanées réelles x ■=z a^ y= a\ pour lesquelles {x — a) {y — a') est positif. Le nombre des termes négatifs serait le nombre des couples de solutions imaginaires augmenté du nombre des solutions réelles^ pour lesquelles [x — <^) {y — ^0 ^'^^ négatif.
D'après cela, si l'on représente par (.r, y) le nombre des termes positifs de notre suite, on trouvera très aisément que le nombre des solutions simultanées réelles, pour lesquelles on a à la fois
7>ro, y<yu
est donné par la formule
Ces nouvelles fonctions auxiliaires sont plus simples que celles auxquelles j'étais arrivé dans un précédent Mémoire ; elles n'exigent point que l'on connaisse d'avance si, à une valeur de l'une des inconnues, correspond une seule ou plusieurs valeurs de l'autre inconnue. Dans le cas des solutions égales, elles se comportent comme celles de M. Sturm; la dernière fonction LJ^,ï s'évanouissant, toutes les autres U, Ui, Uo^ . • • acquièrent un facteur commun, tel que i^x — Ci) {y — ^')', 6t, après la suppression de ce facteur, la nouvelle suite présente, avec un terme de moins, exactement la même composition analytique et les mêmes propriétés que l'ancienne. On peut aussi démontrer que trois fonctions consécutives sont liées par une relation de la forme
PU/ + QU/^i 4- RU,+. = o,
où les coefficients extrêmes sont des carrés, de sorte qu'en général, si une fonction s'évanouit, la précédente et la suivante sont de signes contraires. Mais c'est là une conséquence et non le principe de ma méthode, qui repose sur quelques propriétés élémentaires
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des formes quadratiques. On s'en rendra compte aisément en remarquant que les fonctions
sont respectivement les invariants des formes quadratiques
y — ^■(Xo^-AXO^
V — i— (Xo -H AX, + A2XV)S
2 S^ (Xo + AXi -. . . + A— iX,,_, YK
J'ai ainsi retrouvé, dans une recherche purement algébrique, ce genre spécial de formes quadratiques, que j'ai considérées tant de fois dans mes recherches de théorie des nombres [Journal de C relie, t. 40 et 41). Pour les équations à deux inconnues, les formes analogues sont
{x — ci){y — «')
- (Xo-^ AX,)^
(Xo-f-AX, -H A'^Xo)S
Jm^ ^x — a){y — Ci) et, en dernier lieu,
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NOMBRE EN QUATRE CARRÉS
Comptes rendus des séances de V Académie des Sciences, tome XXXVll: i853.
Des recherches sur les nombres complexes m'ont conduit à la démonstration suivante du théorème de Fermât sur la décomposition d'un nombre en quatre carrés, que je vais exposer en peu de mots.
Désignant par A un nombre entier impair ou impairement pair, nous commencerons par établir la possibilité de la congruence
57^ -f- j^ H- I ^ o (mod A).
A cet effet, soit d'abord
k = i (mod 4),
£ représentant + i ou — i ; la progression arithmétique ayant pour terme général
ne contiendra que des nombres ^ i (mod 4)? puisque
2sA — 1SE2E2 — I EEE I (mod 4).
J'observe ensuite que le premier terme asA — i et la raison 4 A sont premiers entre eux, car, de ces deux nombres^, l'un est pair, l'autre impair, et la relation
montre qu'ils ne pourraient avoir d'autre diviseur commun que 2. Donc, d'après le théorème démontré par M. Dirichlet, cette progression contiendra une infinité de nombres premiers qui seront ^ I (mod 4) et, par suite, décomposables en deux carrés. On pourra
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faire ainsi, pour une infinité de valeurs de z,
d'où l'on conclura
^2 _|_j^2 ^_ I ^ o (modA).
Soit, en second lieu, A^ 2 (mod 4); tout ce qui précède subsistera relativement à la nouvelle progression arithmétique, ayant
pour terme général
iAz-{~A — 1 .
Ainsi la possibilité de la congruence
^2 _|_j^2 _|_ I = o (modA)
se trouve établie pour tout module impair, ou double d'un nombre impair.
Considérons maintenant la forme quadratique définie à quatre indéterminées
/= (A^-h a^4- pw)2H-(AjK— ^z-i- (xuy -{-z^-h u^, où les nombres entiers a et [3 satisfont à la condition
a2-4- j32_t_ , =^0 (modA).
L'mvariant A de cette forme sera en valeur absolue A^ ; donc, si l'on cherche son minimum pour des valeurs entières des indéterminées, on trouvera, d'après un théorème que j'ai donné en gé-
néral, un nombre au-dessous de la limite / 1 V^A, et, par suite,
moindre que 2 A. Mais il est aisé de reconnaître que les nombres représentables par /sont nécessairement des multiples de A; donc ce minimum ne peut qu'être A lui-même, qui se trouvera ainsi décomposé en une somme de quatre carrés.
Dans un de mes Mémoires (^) sur la théorie des formes quadratiques, publié dans le Journal de Crelle, on pourra voir comment l'analyse précédente conduit à l'expression du nombre de toutes les décompositions possibles, que M. Jacobi a obtenu le premier par la théorie des fonctions elliptiques.
(') Voir p. 259 et suivantes de ce Volume. E. P.
RELATIF AUX DÉTERMINANTS GAUCHES
{Cambridge and Dublin Mathematical Journal, IX, i854.)
M. Caylej a nommé système gauche symétrique un système de n^ quantités, représentées par X^^j en attribuant aux indices toutes les valeurs entières depuis i jusqu'à n, lorsqu'on a la condition srénérale
d'où résulte
De pareils systèmes jouissent de propriétés importantes qui jouent un grand rôle dans les diverses circonstances analytiques où ils se présentent, et M. Gayley en a fait lui-même un nouvel usage pour la solution de cette question :
Obtenir toutes les transformations d^une forme quadratique en elle-même lorsque cette forme est une somme de carrés.
Je me propose de donner ici des formules analogues à celles de M. Gayley, pour la transformation en elle-même d'une forme quadratique quelconque.
Le problème peut être posé : f(x^ , ^2j • -"i^nj désignant la forme quadratique proposée, trouver l'expression la plus générale des quantités X,, X2, . . ., X^z, qui donnent
/(Xi, X2, ..., ^n) =/(^lj^2, • ",00a)'
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Pour cela, j'imagine que les quantités X et ^ soient exprimées par des indéterminées auxiliaires ^, de sorte qu'on ait en général
et, sous cette condition, on va voir qu'il est très facile d'obtenir l'expression générale de X et ^ en ^. On a, en elTet,
donc
ou, en développant le second membre,
(2) /(X„ X„ ...) = 4/(^1, ?„ ...)- 2 (^.^, ^ + ^, ^ H,...^ -^/(XuX,,...).
Donc, par la condition supposée,
/(Xi,X2, ...) =f(Xi^X^, .,.),
cette équation se réduit à
Or, la manière la plus générale de la vérifier en exprimant les quantités x en^, sera de faire
les indéterminées X étant assujetties à la condition
On en conclut
Hc
et il est facile de reconnaître a posteriori que ces expressions de X et ^ en ^ donnent bien
(5) /(Xi, X2, . . .) =f(Xi, X2r . . .)•
Reprenant en effet l'équation (i) et l'équation (2), on verra par
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l'équation (3), équation satisfaite d'elle-même, qu'on retombe précisément sur l'équation (5) qui était à vérifier. Donc enfin, les expressions cherchées de X en x^ qui donnent la transformation en elle-même d'une forme quelconque, s'obtiendront en résolvant par rapport aux quantités \ les équations (4)? et substituant les valeurs en x^ qu'on aura trouvées de la sorte, dans les formules
Considérons pour l'application les formes binaires
f =z ax'*- -f- 1 hxy -f- q/'^,
où nous mettons ^ et y au lieu de x^ et ^sî nous aurons successivement
et
X =z ^-f-X(^^-f-cr]) =^(n-X6)-f-Xc7),
d'où, en résolvant,
Soit, pour abréger, on trouvera
j_ (i — \b) X — 'kcy
_ \ax ■^{i-\-\b)y
2 X «a? + ( n- 2 X 6 + X2 D )jK
Y = -^^-/= mFD-
Or ces formules, en posant
^ i-hX^D
ce qui donne deviendront
^2__DW2 = I,
X = a7(^ — bu) — cuy^
Y ==:xau-h{t -hbu)y
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C'est la forme analytique obtenue par M. Gauss pour la question arithmétique où l'on veut que les coefficients de la substitution soient des nombres entiers.
Enfin, si l'on fait l'application de la même méthode à une forme quadratique d'un nombre quelconque d'indéterminées dans le cas où elle est une somme de carrés, on trouvera immédiatement les résultats que M. Cajlej a obtenus dans son beau Mémoire, et je m'empresse de dire que je dois à l'étude de ce Mémoire l'analyse que je viens d'indiquer en peu de mots. J'ajouterai cependant encore les théorèmes suivants, qui servent de lemmes à une recherche arithmétique importante.
I. Ayant ramené à une somme de carrés de fonctions linéaires une forme quadratique quelconque, de sorte qit on
ait, par exemple,
si V on désigne par 51, B, C, ... ce que deviennent respective* ment A, B, G, ... lorsqu^on fait dans f une substitution quelconque qui la change en elle-même, on aura évidemment
% = a A-hP B-t-Y G-}-..,,
|3-a'A+p'B-f-Y'G-f-..., €= a" A H- !â"B-f-Y"GH-...,
les quantités ol^ P? y? • • • étant des constantes convenablemen t choisies. Cela posé, à une substitution qui change f en ellemême on pourra toujours faire correspondre une telle représentation de f par la forme
que r expression
A:SV-f-B|3-hGC-^...
ne contienne aucun des rectangles AB, AG, ....
Pour donner une application de ce théorème, nous allons considérer le cas des formules quadratiques ternaires
/= A2-hB2-h G2.
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Alors des constantes a, P, y, . . ., devant être telles que
auront, d'après M. Gajlej, les valeurs suivantes :
/:a = IH- X2 — jjl2 — v2, ko:'= 2(Xfx~ v), ka" = 2(Xv-l- fji),
/:Y = 2(vX — |jl) /:y'= 2(v(J.-i- X), â:y" = i — X2 — jjl2 -}- v^,
OÙ
/: = i-hX2-H jjl2+v2,
et, à toute substitution S qui change f en elle-même, on pourra toujours faire correspondre un système de fonctions linéaires A, B, G, jouissant de la propriété qu'en devenant respectivement J?l, î>, C lorsqu'on effectue la substitution S, on aura les relations
P''-hy'=o.
De la se tire la conclusion que deux des quantités A, [ji, v sont nulles. On peut donc faire, par exemple,
OU bien
13 =: Bcos6-hGsin6, € = — B sine-f-Gcos8.
De là ces théorèmes :
REMARQUES SUR UN MÉMOIRE DE M. CAYLEY
III. // existe une infinité de formes ternaires différentes de f que la substitution ci-dessus change en elles-mêmes ^ ces formes seront toutes données par V expression
k et l étant des constantes arbitraires. Cependant le cas des racines égales dans V équation A = o doit être traité à part et exige une discussion spéciale que nous laisserons faire au lecteur.
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SUR LÀ THÉORIE
DES
(Cambridge and Dublin Mathematical Journal j mai i854.)
PREMIERE PARTIE
Mes premières recherches sur la théorie des formes à deux indéterminées ont eu pour objet la démonstration de cette proposition arithmétique élémentaire, que les formes à coefficients entiers et en nombre infini, qui ont les mêmes invariants, ne donnent qu\in nombre essentiellement limité de classes distinctes.
Une notion générale sur les invariants s'est offerte dans ces recherches, amenée par une considération purement arithmétique, la réduction des simples formes quadratiques définies, et l'application très facile que j'ai pu faire pour les formes cubiques et biquadratiques , m'a donné leurs invariants obtenus déjà par M. Cayley, en suivant une tout autre voie. Mais, à partir du cinquième degré, l'application de cette méthode devenait si pénible que j'ai dû renoncer à l'espoir d'en tirer explicitement les expressions de leurs invariants, et, à plus forte raison, celle des invariants des formes des degrés plus élevés. Ramené dernièrement à ces questions, j'ai été conduit à les envisager sous un point de vue nouveau, et j'ai pu enfin aborder les formes du cinquième degré, qui n'avaient pu être traitées par ma première méthode. Les circonstances singulières que j'ai rencontrées dans cette recherche me semblent ajouter encore à l'intérêt de la grande théorie que MM. Cajlej et Sjlvester ont déjà enrichie de tant de découvertes.
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Mais j'ai eu surtout en vue la théorie arithmétique, dont j'ai ainsi trouvé les véritables éléments, comme l'on verra par la suite de mes recherches : dès à présent, néanmoins, on pourra reconnaître que la théorie des formes binaires, dans toute sa généralité, est étroitement liée à la composition des classes quadratiques , résultat singulier et qui ouvrira de nouvelles perspectives dans l'étude des propriétés les plus cachées des nombres. La loi de réciprocité dont M. Sjlvester a bien voulu déjà annoncer la découverte étant le point de départ de mon analyse, je dirai d'abord en peu de mots en quoi elle consiste.
SECTION I
Loi de réciprocité.
Elle est contenue dans le théorème :
A tout covariant d*une forme de degré m, et qui par rapport aux coejfficients de cette form^e est du degré p^ correspond un covariant du degré m par rapport aux coefficients d^ une forme du degré p.
Soient
f{^,y) = a{x -f- (xy) {x-\- a'/). . .{a; -h y.^nt-\)y^ — a. norme {x -^ ocy),
une forme du degré m décomposée en facteurs linéaires, et '^{x^ y) un covariant de cette forme du degré p quant aux coefficients, el d'un degré quelconque en x el y.
Si nous faisons
F =z aP.norme(X-HaY-f-a2Z4-. . .-i-a/^T),
les coefficients de F seront des fonctions entières de degré p des coefficients de/, et l'on démontrera facilement ces deux lemmes :
i"* Toute fonction entière et du degré p des coefficients de f s'exprime linéairement par ceux de la forme F.
2^ Les coefficients de F ne sauraient être liés par aucune relation du premier degré dont les coefficients seraient numériques, c^ est-à-dire indépendants des coefficients de f. D'où
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résulte qu^ une Jonction du degré p de ces coefficients n^ est absolument susceptible que dhtne seule expression linéaire par ceux de F.
Cela étant, voici comment du covariant '>p(.^, y) qui se rapporte
à la forme y* du degré m, se déduit un covariant se rapportant à
une forme du degré /?.
Soit
m>jn — I ^ ^
de sorte que les constantes a^b^ c^ ... soient ce que nous avons appelé les coefficients de f\ nous leur donnerons une désignation plus expressive, en les représentant de cette manière
a =. ««), b = «^-^ro), c =: «-^r§ ). • • • ;
ainsi l'expression de/(^,jK) deviendra, par la suppression des parenthèses, la puissance
ixx^^yyç^y^K Faisons de même
F = aP. norme (X -l- a Y -h a^ Z h-. . .-1- a/>T ) = (XKo 4- Y Yo -h. . .-h TTo)^'S
en convenant, après le développement de la puissance, d'écrire, par exemple,
(X-)X- (X--iYo)X— lY, ...,
respectivement, au lieu de
X'"X'« X'"-i YaX'"-! Y
ce qui sera une désignation commode des coefficients de F. Cela posé, d'après le premier des lemmes ci-dessus, on pourra, et d'une manière seulement, exprimer linéairement les coefficients du covariant f (^5 JK) par les quantités
(X-), (Xr^Yo), ...; or il se présente cette conséquence remarquable Ayant exprimé o(Xy y) par les quantités
xy^), (X--»Yo), ...
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concevons que Von supprime les parenthèses, on arrivera par là à une fonction du m^^^^ degré par rapport aux quantités
Or cette fonction sera un covariant de la forme suivante, de degré p,
XqxP -\-p\QXi>-'^y -
Zo:rP-2j2.
■T.yP.
Rien d'ailleurs ne vient ici changer le degré des indéterminées X ety dans cette métamorphose que subit la fonction ^(x^ y) ; ainsi ce sont des covariants de même degré par rapport aux indéterminées qui se trouvent liés l'un à l'autre par la loi de réciprocité. Mais il j a une seconde manière de passer ainsi d'un covariant se rapportant à une forme d'un certain degré, à un covariant se rapportant à une forme d'un autre degré. L'analyse précédente conduit en eflPetj et très aisément, à ce second théorème :
Etant donné un covariant quelconque du m^^^^ degré par rapport aux coefficients de la forme
Xç^xP -\- pYç.xP-'^y -^ ^-^ ^ Zo^/>-2j^2.
To7^
si Von transforme en symboles, dans V expression de ce covariant, les quantités
Yffi Y'«— 1 Y
^0 5 ^0 ïo, • . -,
en les remplaçant respectivement par
(X-), (X--^Yo), ...
coefficients de la forme F, ce covariant se transformera en un autre se rapportant à la forme f(x,y)^ et du degré p relativement aux coefficients de cette forme.
SECTION II
Conséquences de la loi de réciprocité.
Nous considérons en premier lieu les invariants, qui sont un cas particulier des covariants, lorsqu'on suppose leur degré nul par rapport aux indéterminées x et y. La connaissance complète que
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nous avons des invariants des formes du second, troisième et quatrième degré, nous donnera alors immédiatement, pour des formes de degré quelconque, les invariants qui sont du second, troisième et quatrième degré par rapport aux coefficients de ces formes. Ainsi, les formes quadratiques
/= ax'*- -+- ihxy h- cjk^ = a{x ^ aj) {^x -\- od y)
ont pour expression générale de leurs invariants la fonction de degré 2 a,
A = {b-^ — acy^^ ^ (a — a')^lJ',
donc, toutes les formes de degré 2 ml possèdent un invariant quadratique, que nous allons calculer. Soit pour cela
en représentant symboliquement cette forme, suivant notre convention, par
F = (XX0-+- x'x; 4-. . .4- x(2ix)x<^2[x))2^
on trouvera bien aisément
Maintenant, il viendra par le développement de la puissance
H- {jL2(a2{A-2a'2H-a'2{^-2a2) —...],
en rapprochant les termes équidistants des extrêmes, et nommant, pour abréger, [x,, 1x2, ... les coefficients binomiaux. Gela fait, on peut immédiatement introduire les coefficients de F, et il viendra
22^A=.2(XoX-2|x))_2^^(x;x(^^-i)) + 2(ji,(X2X'^i^-2))-...,
le dernier terme qui seul ne contient pas en évidence le facteur 2
étant
(-,)[^|Xj,(Xf Xf).
Or tel est l'invariant quadratique de la forme
Xo;r2F'-f- ^iXi.r2(/.-ij-f- jj.2XJ;r2{^-2j2 _^. ..-hX;f{x)^2tj.^
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dont M. Cayley le premier a fait la découverte. Les formes cubiques
f — ax^ -h 3 hx'^y -+- 3 cxy'^ -\- dy^^ ont pour invariants la fonction de degré 4 [^,
donc, toutes les fonctions du degré \^^ et celles-là seules, possèdent un invariant du troisième degré. Le théorème conduirait, si l'on ne le connaissait pas déjà, à l'invariant cubique des formes biquadratiques
f = ax^ -f- 4 hx^y -+- 6 cx'^y'*-' -t- 4 dxy^ 4- ey'*. Nous avons d'ailleurs l'invariant quadratique
A = ae — 4 hd -\-li c^, et, si nous posons
A' = ace -h 1 bcd — ad^ — c^ — h'^-e^
les invariants des formes biquadratiques s'exprimeront par des sommes de termes de la forme
OÙ 2 m -h 3 Al a la même valeur qui est le degré de l'invarianl, comme l'a démontré M. Sjlvester. Donc, toutes les formes de degré [ji = a m -H 3 ai possèdent des invariants du quatrième degré distincts en nombre égal à celui des solutions entières et positives de cette équation >^^im-\-Zn. C'est là encore un des beaux résultats obtenus par M. Cajley dans son Mémoire sur les hyperdéterminanls. Mais les conséquences de la loi de réciprocité, dont j'aurai besoin principalement dans la suite, se rapportant aux covariants, j'y arrive immédiatement en omettant beaucoup de remarques auxquelles les résultats précédents donneraient lieu. Considérant d'abord les formes quadratiques
f = ax^ -h 2 bxy -h cy^,
nous avons cette expression générale de leurs covariants, savoir :
* = 22(^(62 — ac)V'{ax^ -\- 'ibxy -\- cy^y
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de degré 2[jl-|- v par rapport aux coefficients de /. Donc, faisant
2[ji. -h V == m,
nous aurons autant de covariants du second degré par rapport aux formes de degré m qu'il y a de solutions entières et positives de cette équation. D'ailleurs, le nombre av représente le degré de chacun de ces covariants en x et y. Dans le cas où m est impair, et dans ce cas seulement, on peut faire v = i ; on est alors conduit à un covariant du second degré en x etjK, dont nous allons donner l'expression générale à cause de son importance. A cet effet, posons
de sorte que
A = a2l^+i(a — a')2l^, B ^ a2[J.+i(a — a')2l^ (a -l- a'), G == a3{A-f-i(a_a')2[Aaa';
il s'agira d'exprimer ces diverses quantités au moyen des coefficients de la forme
F = «'^(X-f- aX'+ a2X"-h...-+- a'^X('^^))(X •+• a'X'-f- a'2X"-i-...-H «''«X^'»^)^
coefficients dont nous avons précédemment employé les valeurs, savoir :
Or, on trouve immédiatement A et C par le même calcul qui nous a donné l'invariant quadratique des formes de degré pair, savoir
A - 2(X(,'«-i)Xo) - 2|jii(Xi,— ^^x;) + 2Hi2(Xi,— 3)x;) -. . ., c = 2(x(-'x;) -2(ji,(Xi,— i)x-) + 2pL2(Xi,— 2)x';)^...;
quant à B, après quelques réductions très faciles, on obtiendra
B = 2(xi,-)Xo)^2(fxi~-F)(xr-^^x;)-h2(|x,^iJLi)(X(— 2)x';)-...,
le dernier terme étant
2(-,)!^(,.(,-î.j,_,)(xir«'x<f).
Pour les formes cubiques
f = ax^ -+- 3 bx^y -\- 3 cxy'^ -4- dy^^
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nous avons le covariant quadratique
{h^- — ac) x^- -^ {bc — ad) xy-h(c^ — bd)y^,
que donneraient les formules précédentes; mais, en le multipliant par une puissance [jl de l'invariant du quatrième degré, on obtient un covariant du degré 4 [^ + 2 par rapport aux coefficients de /; donc, toutes les formes de degré 4^^ + ^ ont un covariant quadratique en œ et y, et du troisième degré par rapport à leurs coefficients. Cette conclusion, à laquelle il eût peut-être été difficile de parvenir par une autre voie, nous révèle ainsi l'existence d'un covariant quadratique pour toutes les formes dont le degré n'est pas un multiple de 4- Ces dernières, comme nous pourrons l'établir plus tard, possèdent elles-mêmes un covariant quadratique du cinquième degré par rapport à leurs coefficients, les seules formes biquadratiques exceptées. Les considérations dans lesquelles nous allons entrer vont montrer la grande importance de ces covariants quadratiques.
SECTION m.
Des formes canoniques.
Soit f(x, y) une forme pour laquelle on ait reconnu l'existence d'un covariant du second degré en xely.
Posons
A = B2 — 4AG
il existera, comme on sait, une infinité de substitutions, au déterminant urij propres à faire disparaître les coefficients des carrés des indéterminées et à réduire cp à l'expression suivante
± XY y/Â.
l'une quelconque de ces substitutions; toutes les autres s'en dé-
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duiront, comme on sait, en la faisant suivre de substitutions de la forme suivante
(2) X^co-r^, Y=^~ij,
OÙ (i) est une quantité arbitraire. Cela posé, nous définirons comme forme canonique de /{oc^ y) la transformée qui en résulte par la substitution (i). Cette forme canonique contiendra essentiellement dans les coefficients une quantité arbitraire (^) qu'on mettra en évidence, si l'on veut, en j faisant la substitution (2). Mais posons d'abord
/(aX+pY, YXHhaY)=.F(X,Y);
nous aurons cette proposition fondamentale :
Toute fonction entière des coefficients de¥ ^ qui se reproduit identiquement dans la transformée obtenue par la substitution (2), est une fonction rationnelle des coefficients de la proposée f{x^ y), le dénominateur de cette fonction étant une puissance de A, et le numérateur un invariant de f. En second lieu, toute fonction qui se reproduit au signe près redonne, si on la multiplie par y/A, la même expression que les précédentes.
Voici donc le principe d'une nouvelle méthode pour la recherche des invariants, puisque tout invariant de la forme f{x^y) s'exprime par une fonction semblable des coefficients de la transformée F, qui possédera évidemment la propriété mentionnée dans notre proposition. Nous allons en faire l'application aux formes du cinquième degré.
(*) On aurait un second faisceau pour les formes canoniques en faisant dans une forme canonique particulière la substitution
Hosted by
FONCTIONS HOMOGÈNES A DEUX INDÉTERMINÉES. 3o5
SECTION IV
Recherche des invariants des formes du cinquième degré.
Nous représenterons la forme proposée par
le covariant quadratique par
cp = {ab'— ^bc'^^c'^)x^^ {aa'—^bb'-^ icc') xy-\- {a' b — ^b' c -\-Zc'^)y^, et enfin la transformée canonique par
F = AX5-i-5BX4Y-+-ioGX3Y2 + ioG'X2Y3-+-5B'XY4-f-A'Y8.
Cela posé, puisque le covariant quadratique de F se réduit par hypothèse à l'expression XY ^A, nous aurons, entre les coefficients de F, les relations suivantes :
AB'— 4BG'-f-3G2 = o, AA'— 3 BB'h- 2 GG'= /Â, A'B — 4B'G-f-3G'2 = o,
et c'est sous ces conditions qu'il nous faut obtenir l'expression la plus générale d'une fonction entière des coefficients de F, qui ne change pas en y faisant la substitution
X = coY], Y=.— -^
Une analyse plus longue que difficile, et que je n'ai pas encore assez simplifiée pour l'exposer ici, m'a donné les propositions suivantes :
I® Toute fonction entière des coefficients A, B, C, . . ., qui ne change pas quand on transforme F par la substitution
est nécessairement de degré pair.
2° Désignant par ^ ce degré, si Von a
[ji = 0 (mod 4)?
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V expression lapins générale d'' une telle fonction sera
I = ©(AA', BB', Q.(y),
6 étant homogène et de degré ^[jl.
3^ Si Von a
(^ = 2 (mod 4),
V expression la plus générale sera
I =:(AGB'2_A'G'B2)ei(AA', BB', GC),
%^ étant une fonction homogène de degré | [jl — a.
De cette dernière proposition découle immédiatement l'existence d'invariants de degré impairement pair, pour les formes du cinquième degré; en effet, si nous considérons l'expression
AGB'2_A'G'B2, qui change de signe par la substitution
il résulte du théorème établi dans la section III que, en la multipliant par y/A, le produit sera nécessairement de la forme-,, I étant un invariant dey(^,j^); on a donc
I = A^y/^CAGB's — A'G'B2) = (AA'- 3BB'-h 2GG')2/^-+i(AGB'2 — A'G'B2),
ce qui est une fonction de degré impairement pair, quel que soit l'entier A", par rapport aux coefficients de F, et par suite par rapport à ceux de/, comme on la reconnaît avec une légère attention. Mais il nous faut encore approfondir la nature de ces quatre quantités
SECTION V
Des covariants similaires.
Revenant au cas général des formes de degré quelconque/(^,j) ) qui ont un covariant quadratique, soit, comme plus haut,
F = AX'« -h 7?iBX''^-i Y -f-. . .+ 7nB'XY'«-i -\- A'Y"S
la transformée à laquelle nous avons donné le nom de forme canonique. Par définition même, le covariant quadratique de F sera simplement XY y^A ; cela posé, nous réunirons par la dénomination commune de covariants similaires de/* ceux qui jouissent de cette propriété, qu'en j faisant la substitution par laquelle /devient F, leurs coefficients reproduisent toujours, à un facteur numérique près, les quantités A, B, . . ., B^, A! ^ multipliées par une puissance de y/A. Cette définition dépend essentiellement du covariant quadratique en x et y, qu'on prend pour base de la réduction à la forme canonique, de sorte qu'on parviendra à un groupe différent de covariants similaires en employant, pour la réduction à la forme canonique, un covariant quadratique en x et y, mais d'un autre degré par rapport aux coefficients. Pour fixer les idées, nous ne considérerons que les groupes se rapportant aux covariants quadratiques dont nous avons en commençant établi l'existence par la loi de réciprocité, et nous en donnerons une première série, en nous fondant sur ce théorème :
Soient ^{oc^y) et "^{oc^y) deux covariants quelconques de f , le degré du second étant supposé non-inférieur à celui du premier, en faisant
cp(jK, — x) = axP -\- p ^xP-'^y H-. . .-^ p^' xyP~^ -h cfJyP^
la forme
^ __ dP^ dP^ dP^ , dPi)
^^~~ ^ dxP ^ ^ dxP-^ dy " ' ^^ dx dyP-^ ^ dyP
sera encore un covariant de f{^).
(^) En supposant cp= «J; =/, ^ s'évanouit identiquement si le degré de / est impair, et reproduit, si le degré est pair, l'invariant quadratique de M. Cayloy, que nous trouvons ainsi par une voie nouvelle et très simple.
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Pour appliquer ce théorème, nous prendrons J> =/, et nous supposerons cp une puissance du co variant quadratique, il viendra alors cette série
dx dy dx'^ dy'^ dx'^ dy^
qui aboutit à un invariant, si le degré de F est pair, et à un covariant linéaire si ce degré est impair. Ce covariant linéaire s'évanouit identiquement dans le cas des formes cubiques, car on a
alors
F = AX3-f. A'Y3;
mais, ce cas excepté, il existe bien effectivement. Prenons pour exemple les formes du cinquième degré, le covariant sera alors
A(GX-i-G'Y),
et, en supposant 0 = 0, G' = o, on ne satisfait plus aux deux relations
AB'- 4BC'-i- 3 G2 = o, A'B — 4B'G 4- 3 G'2 = o,
qui seules existent entre les coefficients de F. J'insiste sur ce point en raison de la grande importance des covariants linéaires pour la théorie arithmétique des formes de degrés impairs, dans laquelle, comme j'essayerai de le faire voir, ils jouent un rôle capital. Mais, jusqu'à présent, nous n'avons obtenu qu'un petit nombre de covariants similaires; parle lemme suivant nous verrons qu'il en existe une infinité.
Nommons comme précédemment ^{oc^y) et "^{x^y) deux covariants quelconques de la forme proposée f; les coefficients du polynôme homogène suivant en \] etY
seront de nouveau des covariants de f.
Nous ferons usage de ce lemme en supposant cp l'un quelconque des covariants similaires précédemment obtenus, et prenant pour A le covariant quadratique. Désignant alors par <Ï)(X, Y) la transformée de cp par la substitution canonique, celle du covariant qu-a
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dratique ^ étant dans le même cas XYy/A, on voit que les coefficients des termes en U et V, dans la forme
«ï>[x(U-Vv/Â), Y(U-f-Vv/Â)],
seront effectivement, d'après notre définition, des covariants similaires. Maintenant chacun d'eux, par l'application répétée du même principe et de celui qui est fondé sur la différentiation, donnera évidemment naissance à une infinité d'autres, tous compris dans la même forme analytique simple, que nous allons indiquer d'une manière plus précise. Soit, pour abréger l'écriture, d'après la notation ingénieuse de M. Cajlej,
de sorte que la première parenthèse renferme dans leur ordre les coefficients de la forme ; donc les covariants similaires du même degré que F, et qui résultent des méthodes précédentes, seront de la forme
^ = v/A2A:+i(aA, 8B, yC, ..., — yC', — ^B\ _ aA') (X, Y)'*^,
ou de la suivante
*, =A^.(aA, PB, yC ..., yG', pB', aAO(X, Y)'-,
les quantités a, [3, y, . . . étant des constantes numériques. Les autres de degrés m — 2, m — 4, • • • sont de la forme
^''* / /TV ^^'^t
dX^dY^ ^^^ dX^dY^
Cette remarquable simplicité d'expression que prennent par la substitution canonique une multitude de covariants de la forme/, qu'il eût été impossible d'obtenir jamais en fonction explicite des coefficients de cette forme, justifie, ce me semble, l'idée uouvelle des formes canoniques que j'introduis ici.
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SECTION VI
Recherches ultérieures sur les invariants des formes du cinquième degré.
Notre point de départ sera ce théorème auquel conduisent immédiatement les considérations précédentes : soient cp et cpi les covariants de/, qui deviennent respectivement par la substitution canonique les expressions désignées ci-dessus par <!> et <ï>4 ; ces covariants étant du même degré, on obtiendra un invariant en met-
tant, dans cp(y, —x)^ i ^ m-i ^^^ ^^^^^ ^^ x^y"^~^, d'après un théorème énoncé plus haut.
De là se tire une méthode très simple, dont nous allons faire l'application aux formes du cinquième degré pour exprimer les quantités AA^, BB^, GC^, ... au moyen des coefficients de la forme proposée. Posons
le covariant quadratique, dans le même système de notation, sera (p = (ab'—ibc'^ 3c2, aa'— 3bb'-{- '>.cc\ a' b — ^b' c -\- 3c'2) (^2^ y^y^ ^^2)^ et, en faisant
les diverses formes /, y\, /s, ... seront un groupe de covariants similaires, que nous allons employer à la composition de trois invariants lo, II, lo, à savoir :
Iq en employant/ avec /i, Il id. /s,
J2 id. U
Ces invariants seront respectivement des degrés 4, 8, 12, car il est aisé de voir que les covariants/, /s, f^ sont des degrés 3, 7 et 1 1 . Cela posé, nommons F^, F3, F5 leurs transformées respectives par
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la substitution canonique, on aura très facilement ces expressions
F -(A, B, G, G', B', A')(X, Y)s, -F,:=(A, |B,|G, -iG', ~-|B', -A')(X,Y)5v/Â, -F3^(A, -IB, -|G,lGMB',-A')(X,Y)5v/ï^, — F6 = (A, ~B, G, -G', B',-A')(X, Y)5 y/Â^,
d'où l'on déduira
( Io-2/Â(AA'— 3BB'-H2CG')=:='2A, (I; \ Il = '2 v/Â^( AA'-+- BB'- iGC),
I2 = 2 v/as (AA'-i- 5BB'-f- 10GG').
Voici donc un moyen d'obtenir explicitement, par les coefficients de y, les trois quantités AA^, BB', CC, car le déterminant relatif aux équations précédentes est différent de zéro et égal à 2^. Mais les expressions générales données (Section IV) contiennent en outre la quantité ACB^^ — A^C^B^^ que nous obtiendrons de la manière suivante :
Considérons les covariants similaires ayant pour transformées canoniques
en formant le cube du dernier on parviendra aux deux formes
V/Â(B, G, G', B')(X, Y)S et
A3(G3, G2G', GG'2, G'3)(X, Yy,
d'où l'on tire toujours, par le même principe, l'invariant du dixhuitième degré que nous nommerons I,
GB'2_A'G'B
ASy/A
Voici donc, d'aprè« les formules de la Section IV, la conclusion de notre théorie pour les formes du cinquième degré :
I ° U expression la plus générale des invariants de ces formes dont le degré [jl ^ o (mod 4) est
F étant une fonction homogène du degré ^ui.
2° U expression la plus générale des invariants dont le degré [ji ^ 2 (mod 4) est
aV^ \ ^/^ ^^\/^J'
F^ étant une fonction homogène de degré | [a — 2.
Ainsi un invariant quelconque, ou au moins son produit par une puissance de A, est une fonction rationnelle et entière des invariants fondamentaux A, I^, I2, I des degrés 4? 8, 12 et 18. Car les fonctions F et F^ étant homogènes, on peut écrire
I::.: _i_ F ( A3 , Al^ , I^ ) Ct 1'= -^ F^ ( A^ , Al^ , 1^ ).
Nous voyons par là se révéler un caractère essentiel des formes de degré supérieur au quatrième, et qui consiste en ce que les invariants ne peuvent en général s'exprimer en fonction rationnelle d'un certain nombre d'entre eux supposés algébriquement indépendants. M. Cajlej, M. Sylvester et moi avions longtemps pensé qu'en général les invariants des formes de m''^'"^ degré devaient s'exprimer par des fonctions entières àe m — 2 d'entre eux, et c'est même ce qui a empêché M. Sjlvester de chercher à démontrer la loi de réciprocité dont il avait aussi présumé l'existence, une contradiction nécessaire s'étant manifestée entre cette loi et celle du nombre des invariants fondamentaux. Peut-être cependant, s'il m'est permis d'émettre une conjecture sur un sujet si
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profond et si difficile, doit-on penser qu'il sera possible d'obtenir, pour les formes d'un degré donné, un petit nombre de groupes d'invariants fondamentaux, types d'autant de séries générales dont l'ensemble comprendrait tous les invariants possibles. C'est ainsi, par exemple, que l'invariant du dix-huitième degré que nous venons d'obtenir pour les formes du cinquième degré s'offre comme le type de tous les invariants de degré impairement pair de ces formes. Sur ce sujet nous allons encore présenter quelques observations.
SECTION VIL Recherche particulière sur l'invariant I du dix-huitième degré.
Je me propose de faire voir que le carré de I est, non seulement une fonction rationnelle, mais même une fonction entière des trois invariants nommés A, I^ et I2. Soit, à cet effet,
I2 — 2I1 A-f- 2A3 =: 32J3 et II — 2A2 = 8J2,
j'adopterai pour invariants fondamentaux J2 et J3 au lieu de 1, et Is, pour la commodité des calculs ; et les équations (I) de la Section VI donneront ces expressions très simples
v/as v/A5 /a^
Cela posé, nous partirons de la relation suivante :
i6(AGB'2 — A'G'B2)2^(AA'BB'— i6BB'GG'— 9G2G'2)2_242BB'G3G'3,
qu'on trouvera identique, en vertu des équations fondamentales qu'on a entre les coefficients de la forme canonique, savoir :
AB' — 4 BG' + 3 G2 = o, A' B — 4 B' G 4- 3 G'2 = o.
On peut effectivement d'abord l'écrire ainsi 242BB'G3G'3r:z ( A A' BB '— 1 6 BB' GG'— 9G2 G'2)2 _ i6(AGB'2 _ A'G'B^)?,
ou, en décomposant en produit la différence des carrés,
242BB'G3G'3= [AA'BB'— i6BB'GG'— 9G2G'2-f-4(AGB'2_A'G'B2)] x[AA'BB' — lôBB'GG'— 9G2G'2_4(AGB'2_A'G'B2)].
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Maintenant les équations
A'C'B2 _ 32BB'GG' = 8BG'(A'B — 4B'G) = — 24 BG
d'où suit l'identité annoncée. L'expression du carré de
AGB'2 — A'G'B-2
étant alors ramenée à ne plus dépendre que des quantités
AA^ BB', ce,
on trouvera, par la substitution des valeurs de ces quantités, une fonction des invariants A, J2, J3, et, en chassant le dénominateur,
i6Aio(AGB'2 — A'G'B2)2
= (— 24JI — I2J2J3A-i-3J|A^-+- J3A3-^J,Ai)2-242j|(J3-f-J2A).
Or il arrive que le second membre contient en facteur A^, de sorte qu'en supprimant ce facteur il viendra
i6A7(AGB'2 _ A'G'B2)2 :^ 16I2
= — 24J3(*2J| -h3J|)4- 3AJ2(3Ji — 24JI)— i8A-2j|J3
ce qui est une fonction entière des trois invariants fondamentaux
A, J2 et J3(').
(') Dans les Sections VI et VII nous avons fait quelques changements en emjiloyant de suite les notations dont M. Hermite se sert dans la suite du Mémoire. ICn outre, la revision complète des calculs faite par M. Stouff nous a conduit à modifier certains coefficients numériques. E. P.
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SECONDE PARTIE
Depuis que la première Partie de ces recherches a été terminée, encouragé par la manière si bienveillante dont elles ont été accueillies par mon ami M. Sjlvester, j'ai repris avec une nouvelle ardeur l'étude algébrique des formes du cinquième degré, et je vais j consacrer cette seconde Partie de mon travail en réservant en dernier lieu les considérations arithmétiques que j'ai annoncées dans l'Introduction. C'est sur une notion analytique nouvelle, celle des formes-tjpes, qui sera tout à l'heure exposée en détail, que se fondent les résultats nouveaux que j'ai obtenus. Cette notion est essentiellement propre aux formes de degrés impairs, avec la seule exception des formes cubiques qui j échappent comme un cas singulier. Pour les formes de degrés pairs il existe quelque chose d'analogue, mais qui, jusqu'à présent, ne s'est présenté à moi que d'une manière plus compliquée. Aussi en parlerai-je seulement pour remarquer que les formes biquadratiques font alors exception, de sorte que les formes des premiers quatre degrés, pour des raisons diverses, doivent être considérées comme présentant des cas singuliers dans les théories générales qui ont pour objet les fonctions homogènes à deux indéterminées. C'est donc, au seul point de vue algébrique, un champ plus vaste et plus fécond de recherches, qui s'ouvre à partir des formes du cinquième degré, où l'on voit apparaître le rôle curieux d'éléments analytiques, qui n'existent pas pour les formes de degrés inférieurs. D'ailleurs c'est dans les méthodes simples et faciles qui se présentent dans cette étude qu'est l'avenir de la science algébrique, car elle seule peut donner les éléments qui distinguent et caractérisent les divers modes d'existence des racines des équations générales de tous les degrés. J'espère que cette dernière considération recevra sa sanction de ce que nous allons développer en particulier sur les formes du cinquième degré.
3l6 OEUVRES DE CHARLES HERMITE.
SECTION I
Des formes-types.
La notion des formes-types repose sur l'existence des covariants linéaires, dont i] a été déjà fait mention précédemment, et qu'on obtient de la manière suivante :
Soit, en employant la notation de M. Cayley, f={a,b,c, ..., c\ b\ a')(57, jk)"S une forme de degré impair,
6= [aè' — (/n — i)6c'-i-.».,
aa! ~ {m —i)bb' -\-. . ., ba' — ( m— i) 6'c -t-. . . ] (a?^, xy, y^),
le covariant quadratique de/, et A l'invariant de 6. Nommons S la substitution au déterminant un et aux variables X, Y, qui transforme 0 en y/A.XY; cette même substitution, faite dans la proposée /, donnera ce que nous avons nommé la transformée canonique
Ainsi le caractère essentiel de la forme canonique F est que le covariant 0, analogue à 6, se réduise à ^/AXY; les coefficients A, B, . . . sont donc liés par les relations
( I ) AB' - ( 7?i — i) BG' -h . . . = o, A' B — ( 771 — I ) B' G H- . . . = o.
Ceci rappelé, voici comment s'obtient un covariant linéaire a de la forme/. Elevons 9 à la puissance de {{m — i), ce qui donnera un covariant du degré m — i en ^ et y, puis mettons y el — ^ au lieu de ^ et y] cela fait, en remplaçant un terme quelconque x^yv^ par -^ a// s^ ^^ obtiendra, comme on sait, encore un covariant de/, et ce covariant sera bien du premier degré. Mais il est essentiel d'établir qu'il ne s'évanouit pas identiquement. Soit, à cet effet, A la transformée de X, par la substitution S ;
dx^ dy^
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supposant donc
dJ^"^-'^ dy^^"^-'^
A ne pourra s'évanouir identiquement qu'autant qu'on aura G=o, G' = o, mais ces relations ne vérifient pas les équations (i), sauf le cas des formes cubiques. Dans ce cas, en ^ffet,
ayant
A sera
6/Â(BXh-B'Y),
mais les relations ( i )
AB'— B2 = o, A'B— B'2=o exigeront que B= o, B' = o. On en déduit effectivement
AA'BB' = B2B'2, d'où
BB'(AA'— BB') = o.
Si donc le produit BB' n'est pas supposé nul, il faut qu'on ait
AA' — BB'= o, ce qui conduit à la conséquence absurde que
l'invariant
AA'— BB')2 — 4( AB'— B2) (A'B — B
de la forme cubique est égal à zéro. Les covariants linéaires n'ont donc d'existence effective qu'à partir des formes du cinquième
degré
mais pour ces formes il y en aura un nombre infini, dont les degrés, p^r rapport aux coefficients a, b, c, , . ., seront la série des nombres impairs, 5, 7, 9, ....
Le covariant du cinquième ordre sera celui que nous venons d'obtenir et dont le transformé par la substitution S est
i20A(CX-f-G'Y);
le covariant du septième ordre résultera du précédent, en y rem-
plaçant x et y par ;t- et — -7-; d autres pourront s obtenir en
multipliant les précédents par des invariants de f. En se bornant à prendre pour multiplicateur une puissance de A, on obtiendra
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ainsi des covariants linéaires dont les degrés par rapport aux coefficients de / seront les nombres 4^+5 et 4^-1-7? c'est-à-dire la série des entiers impairs à commencer par 5. Nous en conclurons par la loi de réciprocité que toutes les formes dont les degrés sont des nombres impairs à partir de 5 possèdent un covariant linéaire du cinquième degré par rapport à leurs coefficients ^ et il est très facile d'établir qu'elles n'en possèdent pas dont les degrés soient au-dessous de cette limite. Mais pour abréger j'omettrai ce détail, et j'arrive immédiatement à la définition des formes-tjpes. Soient, à cet effet, \ et )n deux covariants linéaires distincts pour une même forme/; désignons par S la substitution
1 = 1 li = ri,
et par ^ la transformée de /en ç et 7^. Je dis que les coefficients de cette forme <ï> seront tous des invariants de /.
Pour le démontrer, voyons ce que deviennent les opérations précédentes en prenant pour point de départ une forme /', transformée de /par une substitution quelconque S. Soit S le déterminant relatif à cette substitution S, V et V^ les covariants analogues k \ et À,- En multipliant par des puissances convenables de S, par exemple 8« et SP, chacune des équations
il résulte de la nature même des covariants que les premiers membres pourront alors être censés provenir du résultat de la substitution S dans X et X|. Ainsi par rapport aux quantités 8°^^', SPv]^, la substitution S' analogue à S, c'est-à-dire la substitution par laquelle ^^^' et SPr^^ s'expriment en x^ et y', sera S'=SS, et son inverse, qu'il faudra effectuer dans /^, sera 2^"^ = S""' S~^ Or on voit qu'en effectuant en premier la substitution S~\ f redevient/, et qu'en faisant ensuite la substitution S~^ on est ramené précisément à la forme <ï>, par rapport aux indéterminées S^'?', §^7l^ De là résulte que les coefficients des formes <ï>, relatives à /, et à une transformée de /, ne diffèrent que par des facteurs qui seront des puissances du déterminant de la substitution; ces coefficients seront des invariants de /; et c'est pour cette raison que nous donnons à <ï> la dénomination àe forme-type.
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SECTION II. Calcul de la forme-type du cinquième degré.
La définition que nous venons de donner ne spécifie pas les covariants linéaires qu'il faut employer dans la substitution qui conduit aux formes-types ; il suffit que ces covariants soient bien distincts, c'est-à-dire que le déterminant relatif à la substitution effectuée soit différent de zéro. Mais dans le cas des formes du cinquième degré, que nous allons étudier, nous ferons choix des deux covariants linéaires les plus simples, qui sont respectivement du cinquième et du septième degré par rapport aux coefficients de la forme proposée. En effectuant dans ces covariants la substitution S qui transforme / dans la forme canonique F, ils deviendront
X = i2oA(GX-f- G' Y), Xi==: 120A v/Â(GX- C'Y),
expressions très simples, qui nous conduisent à faire le calcul de la forme-type, en opérant sur la transformée canonique F, ce qui est permis, puisqu'on parviendra identiquement au même résultat en prenant pour point de départ toute transformée de /, par une substitution au déterminant un. Cela posé, ayant
nous ferons, en supprimant un facteur numérique,
A(GX -H G' Y) = ^, A v/Â (GX - G' Y) = 7],
et si nous représentons la transformée en \ et iq par
il viendra ces expressions,
21= -_^^__(AG'^M-A'G^-f-5BCG'i-+-5B'G'G^-f-2oG3G'^), (2GG A)^
55 = ' -(AG'5 — A'G^^-h3BGG'^— 3B'G'GM,
(2GG'A)Sv/a
C = T^^-^^(AG's-HA'G^-i-BGG'4-HB'G'G^-4C3G'^),
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et
r = ^ ^ (AG's - A'C^— BGG'4+ B'G'G^),
(2GG'a)5/a3
^ (AG'SH-A'G5- 3BGG'*— 3B'G'G^-h4G3G'3),
GG'A)SA
5V'= ^ =- (AG'5~- A'G5— 5BGG'*-}-5B'G'G^).
(2GG'A)5v/As
D'après les théorèmes donnés au commencement de ces recherches, on reconnaît tout de suite qu'elles sont bien, comme nous l'avons annoncé, des invariants de la proposée/*, et qu'elles s'exprimeront rationnellement par les fonctions que nous avons nommées A, J2, J3, et par l'invariant du dix-huitième ordre I. Mais ici se présente cette circonstance importante, qu'elles contiendront en dénominateur le seul invariant J3, sans qu'on j voie figurer A, comme on pouvait s'y attendre d'après la théorie générale. Pour le faire voir, rappelons d'abord ces relations qui existent entre les invariants et les coefficients de la forme canonique, savoir :
GG
AGB
A.' CBS
Nous en déduirons les valeurs des quantités AC'^diA'C^ el BC^3± B^G^, qui figurent dans les coefficients A, B, . . ., par les équations suivantes :
36(AG'5-hA'Go)
= (AA'-+-i6GG')(AA'BB'-}-i6BB'GG' — 9G2G'2) — 64 AA'BB'GC', i2(BG'3+B'G3)= — AA'BB'-H i6BBXG'-i- qG^G'^,
9(AG'5~ A'Go)==(i6GG'-AA')(AGB'2_A'G'B2), 3(BG'3 — B'G3) = AGB'2_ A'G'B^.
Ces équations deviennent effectivement identiques, en vertu des
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relations fondamentales qui lient les coefficients de la forme canonique, savoir :
AB' _4BG' 4-302 = 0, A'B — 4B'G-i-3C'2 = o.
Quant à la méthode très facile par laquelle on les obtient, je pense pouvoir la supprimer pour abréger, car elle se présentera d'elle-même au lecteur qui se sera bien pénétré des principes de ces recherches. On en déduit
g3t'= î -^(GG'-AA')(AGB'2_A'G'B2)= — I ^'-^3J-2
(2GG'A)s/A3 • 2U|
(,r= — .(i3GG'— AA')(AGB'2 — A'G'B2)^_I
A34-3AJ2— T2J,
(2GG'A)3v/A3 2^1
(2GG'A)5 v^A
^ (25GG' — AA/)(AGB'2_A'G'B2)=-I
A^-h3A2J2— 2iAJ3
Le calcul des trois autres coefficients est un peu plus difficile et donne pour résultats
^^^^"^ (2Gg'a)^A2 [-8iG3G'3+ ir,BB-G2G-2-9AA-G2G-2
— 23AA'BB'GG'-hA2A'2BB']
^— [AU2-I- AU3H-6A3JI — 15A2J2J3 — 3A(ioJ|-3J|) — 54J3JIJ;
36C== (^cC'^Yo^ [-26iG^G'3 4-3o4BB'G2G'2_.9AA'G2G"^
_4^AA'BB'GG' + A2A'2BB
= -r^ [A7J2-4-A6J3-}-6A5J2_39AU2J3— 9A3(6J| — J|)
— i26A2J3J|-f-288AJ2Ji -+- rf52J|].
Ainsi, il est démontré par le calcul que les coefficients de la forme-type deviennent des fonctions entières des quatre invariants fondamentaux lorsqu'on les multiplie par Jg, et c'est là une remarque qui nous conduira plus loin à des conséquences importantes.
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SECTION III
L'équation générale du cinquième degré est ramenée à ne dépendre que de deux paramètres.
Ce résultat suit immédiatement de l'expression de la forme-type que nous venons d'obtenir. Qu'on fasse, en effet,
et l'on pourra écrire
5I07 ^05 • • •? désignant respectivement ce que deviennent les numérateurs dans ^, JB, ..., quand on y remplace A, J2, J3 par i, K, K^ Nommons de même Iq ce que devient alors l'invariant I, il est clair qu'il suffît de mettre riloy/A, au lieu de yi, pour ramener l'équation <[> = o à contenir seulement les deux paramètres K et R'. Et s'il arrive que A soit une quantité négative, la réduction sera aussi bien obtenue en remplaçant v] par yiIq y/ — ^ ? c'est la seule quantité irrationnelle qui figure dans la substitution, et il est aisé de voir que l'irrationnelle lo \/à. disparaîtra dans l'équation transformée, de sorte que K et R^ entreront rationnellement dans le résultat. L'équation à laquelle nous mène ainsi la notion des formes-types n'a pas la simplicité apparente de la réduite de l'équation du cinquième degré qu'a obtenue Jerrard, mais elle met en évidence les fonctions des coefficients dont dépend essentiellement la nature des racines, et tandis que l'ingénieuse découverte du géomètre anglais est restée jusqu'ici stérile, nous allons pouvoir immédiatement tirer d'importantes conséquences de notre transformée.
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SECTION IV
Les invariants de tous les degrés des formes du cinquième degré sont des fonctions entières des quatre invariants fondamentaux A, J2, J3 et I.
Dans la première Partie de ces recherches, j'ai obtenu pour les invariants dont le degré est ^ o ou ^ 2 (mod 4) les expressions générales
eo(J3,AJ,,A3) I9i(J3, AJ„A<^)
A{J. ASJ. '
OÙ entre en dénominateur une puissance de A; mais on peut aller plus loin et parvenir à des expressions entières par la considération de la forme-type. En effet, <ï> étant une transformée de/*, par
une substitution linéaire au déterminant -7-? comme il est aisé de
le voir, tout invariant de f s'exprime au moyen d'une fonction semblable des coefficients de <ï>, multiplié par une certaine puissance de J3. Mais ces coefficients de la forme-type sont, comme nous l'avons établi, des fonctions entières des invariants fondamentaux divisées par une puissance de J3 ; donc déjà, tout invariant de la forme proposée est une fonction entière des invariants fondamentaux, ou au moins une pareille fonction divisée par une puissance de J3. Distinguant maintenant les deux cas où le degré des invariants est ^ o ou ^2 (mod 4)? nous reconnaîtrons bien aisément que l'expression générale
où F est une fonction entière, se réduit dans le premier à la forme
Ho(A, J,, J3)
et dans le second à la forme
IHi(A, J2, J3)
Hq et H^ étant pareillement des fonctions entières. Cela suit, en
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effet, de ce que le carré et les puissances paires de l'invariant I du dix-huitième degré s'expriment en fonction entière de A, J2 et J3. Voici donc, par exemple, pour les invariants dont le degré est multiple de 4, deux expressions différentes qui doivent être égales :
eo(J3, AJ^, A3) Ho(A, J., Jg) .
AI- Jl
or les trois quantités A, J2, J3 qui j figurent n'ont entre elles aucune relation et doivent être considérées comme absolument indépendantes; l'égalité
Ho(A, J,, J3) ^ eo(J3, AJ„ A3)
entraîne donc que Hq est divisible par J3 et 0 par AH-, c'est-à-dire que les invariants en question s'expriment en fonction entière de A, J2 et J3. Quant au second cas où le degré est ^ 2 (mod 4), il se traite tout à fait de même, car il conduit à l'égalité
l&Ah, AJ,, A3) ^ IHi(A,J„ J3)
qui, après la suppression du facteur I, coïncide avec celle qu'on vient d'obtenir; ainsi donc, en général, tout invariant d'une forme du cinquième degré, dont le degré par rapport aux coefficients est ^ o (mod 4), est une fonction entière de A, J2, J3, et tout invariant dont le degré est ^ 2 est le produit d'une pareille fonction multipliée par l'invariant I du dix-huitième degré. Les expressions suivantes :
Sa.AUpf, ISa.AUp^",
OÙ les quantités a sont numériques, représentent donc tous les invariants des formes du cinquième degré, d'où l'on voit qu'il existe autant d'invariants linéairement indépendants, d'un degré donné m , qu'il j a de solutions entières et positives de l'une ou l'autre de
ces équations
On en conclut, par la loi de réciprocité, que les formes d'un degré quelconque m ont autant d'invariants du cinquième degré par rapport à leurs coefficients qu'il j a de solutions entières et
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FONCTIONS HOMOGENES A DEUX INDETERMINEES.
positives des mêmes équations. Ainsi, parmi les formes dont le degré est impairement pair, il faut aller jusqu'au dix-huitième degré pour rencontrer un invariant du cinquième ordre.
SECTION V
Recherche particulière sur le discriminant des formes du cinquième degré.
MM. Cajley et Sylvester nomment, comme on sait, discriminant (i^wne/orme/ le résultat de l'élimination de — ? entre les deux
équations homogènes
dx
df dy
On obtient ainsi pour une forme de degré m un invariant de degré 2 (m — i) qui, égalé à zéro, exprime que y* a un facteur linéaire élevé au carré. Dans le cas des formes du cinquième degré, le discriminant est donc un invariant du huitième ordre, et qui, d'après la théorie précédente, doit être de cette forme aJg + a'A^^ a et ^ étant numériques. Mais nous allons en former l'expression par une méthode particulière et sans supposer les résultats généraux établis dans la précédente Section, dont nous voulons offrir ainsi une confirmation dans un cas spécial très important en lui-même. A cet effet, nous nous proposerons généralement d'obtenir les valeurs des invariants fondamentaux, lorsqu'il existe un facteur linéaire élevé au carré dans la forme proposée, c'est-à-dire lorsqu'on peut lui donner cette expression
En observant qu'on peut mettre x ^ky au lieu de x sans que les deux premiers coefficients cessent d'être nuls, disposons de cette quantité k de manière à faire évanouir le coefficient de xy dans le covariant quadratique 6. Nous aurons ainsi une transformée
/i = (o, o, ai, èi, Cl, d^){x,yY,
et il faudra que les nouveaux coefficients vérifient la condition a^ 6^ = o. Comme nous ne voulons point admettre de facteurs li-
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néaires à la troisième puissance, il faudra faire b^ = o, et, si l'on écrit ainsi f^ sous la forme
le covariant 9 sera
ce qui nous conduit à remplacer encore - et ^ par X et Y. Nous trouverons de la sorte cette transformée des formes à facteur
linéaire double
/>Y3-h^(3XY4h-8X3Y2),
où p el q sont des constantes quelconques, et qui a pour covariant quadratique
Gela étant, il suffira de mettre X + Y et X — Y au lieu de X et Y pour obtenir la transformée canonique, qui sera
F = /?(X — Y)s -h ^ (X — Y)HX -h Y ) [3(X — Y )2 -H 8(X -f- y )2], ^ ^(X — Y)-^ -4- ^(X — Y)HX H- Y) (i 1 X2 H- 10 XY -f- 1 [ Y2 ), = {p-^liq^—p — lq^p-~q^—p — q,p— Iq^ _^_h.i,^)(X, Y)K
Voici donc en fonction des deux indéterminées p elg les valeurs suivantes, propres au cas d'un facteur linéaire élevé au carré dans la forme proposée, savoir :
APl' = — /)2 ^_ 121 q2^ BB' = — /?2 -+- JL q2^ ce == - /)2 _|_ q^.^ AGB'2 _ A'G'B2 = ^pq{2p^ -H ^2).
On en tire
d'où cette conclusion importante
Le discriminant des formes du cinquième degré est donc obtenu, puisque nous avons un invariant du huitième ordre A^ -f- 2*^12 qui s'évanouit lorsqu'on suppose deux racines égales dans ces formes,
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et il se présente bien sous la forme valide d'après notre théorie générale. Exprimé par les coefficients de la forme canonique, il a cette valeur
discriminante A^ + -2^2 = v/^(AA'+ i25 BB'— 126GC'),
de sorte qu'on a un procédé arithmétique facile pour calculer dans un cas donné cette fonction si importante. Remarquons encore, avant d'aller plus loin, la quantité
qui s'évanouit si la forme proposée contient deux facteurs linéaires différents élevés chacun au carré. Si l'on cherche, en effet, le discriminant de la forme cubique
^ =p{X~ Y)3+^(X^- Y)(IlX2^- ioXY-hiiY2),
on le trouvera, abstraction faite d'un facteur numérique, égal à q^(^2p^ -}- q-) et, d'après les relations précédentes, cette valeur s'exprime ainsi
, 25A3- 2IU3 9 s .
Dans un instant nous allons reconnaître le rôle important que joue cette quantité (^).
SECTION VI
Expression par les invariants fondamentaux du nombre dss racines réelles et imaginaires de toute équation du cinquième degré.
La possibilité d'un pareil résultat est une conséquence immédiate de ces deux propriétés de la forme-type, d'être une transformée par une substitution réelle de la forme proposée, et d'avoir pour coefficients des invariants. Mais on sent combien il j a loin d'une telle possibilité à un résultat effectif; aussi, depuis l'époque
(^) Dans le cas d'une forme contenant au cube un facteur linéaire, tous les invariants s'évanouissent, comme cela résulte d'un théorème général donné par mon ami M. Cayley dans le Journal de Crelle.
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OÙ je communiquais pour la première fois cette vue à mon ami M. Sjlvester, avais-je désespéré d'aller plus loin, l'application du théorème de M. Sturm n'étant pas praticable sur l'équation littérale et compliquée qui aurait la forme-tjpe pour son premier membre.
La méthode suivante, à laquelle je ne suis parvenu qu'après bien des efforts, me semble peut-être mériter un instant d'attention, car elle offrira, si je ne me trompe, une étude algébrique complète des racines de l'équation générale du cinquième degré, sous le point de vue de la distinction de ces racines comme quantités réelles et imaginaires, lorsqu'on attribue aux coefficients toutes les valeurs réelles possibles. Je ferai précéder cette recherche de quelques lemmes, afin de ne pas interrompre par la suite l'ordre des raisonnements.
LEMMES PRÉLIMINAIRES
Lemme I. — Le produit des carrés des différences des racines d^ une équation de degré quelconque f{x) = o est positif ou négatifs selon que le nombre des racines imaginaires de cette équation est ^ o ou ^2 (mod 4). Supposons cette proposition vraie pour une équation dhin degré déterminé f(^x) =^ o, nous allons démontrer quelle subsiste pour la nouvelle équation
Soient en effet D et D les discriminants, ou, pour plus de précision, les produits des carrés des différences des racines des équations F = o, /= o ; on trouvera sans difficulté
D==(a-P)2/na)/HP)D.
D'où l'on voit qu'en supposant réelles les racines a et p, D et D seront de même signe, tandis qu'en les supposant imaginaires conjuguées, D etD seront de signes contraires, car le produit /(a)/([â) sera positif, et le facteur (a — [3)^ négatif. La proposition annoncée se vérifie donc à l'égard de l'équation F = o si elle a lieu pour l'équation/=: o; ainsi elle est générale, puisqu'elle est vraie dans le cas du second degré. Les exemples suivants montreront déjà un usage de cette remarque.
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Considérons une forme biquadratique
soient I l'invariant du second ordre
et D le discriminant
Je dis qu'en supposant 1 <C o la forme proposée aura deux ou quatre racines imaginaires, suivant que D sera négatif ou positif. On a, en effet, ce qui se vérifie très aisément,
I ^aa'—\hh'-\-^c^= ^ [(a— P)2(y — 0)2
donc, l'hypothèse I < o exclut le cas où toutes les racines sont réelles, et le lemme précédent suffit pour distinguer l'un de l'autre les deux autres cas seuls possibles où le nombre des racines imaginaires est deux ou quatre. Quelque chose d'analogue a lieu aussi pour le cinquième degré; nous allons l'indiquer, bien que nous n'ayons pas à nous en servir par la suite. Soient
D le discriminant, a^(a — p)^. . . et A l'invariant qui figure dans nos recherches, savoir
(aa'— 3^ô'4-2cc')2 — 4(a^>'— 4^c'-4-3c2)(a'Z>— 46'c-h3c'2);
on trouvera
le signe S se rapportant aux termes qu'on déduit de celai que nous avons écrit par les permutations des racines.
II s'ensuit que, en supposant A positif, la forme aura des racines imaginaires, et, comme précédemment, elle en aura deux ou quatre, suivant que D sera négatif ou positif.
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En passant, remarquons encore cette relation
Lemme II. — Il a été remarqué (Section II) que les coefficients de la forme-type avaient pour commun dénominateur (aJg)^; diaprés cela, et pour plus de commodité^ nous considérons par la suite au lieu de (p la forme (213)^0, c^ est-à-dire
nous ferons
les coefficients n^ offrant plus J3 en dénominateur et ayant ainsi pour valeurs
36A=r A'J2^- A6J3-}-6AU|— 39AU2J3— 9AH6JI— Ji)
— T'iÔAUsJl -f- 288AJI J2 -Hll52J|, 36 G = A6J2+ AU3+GAUI — 27A3J2J3~3A2(i4J| — 3Ji)
— 90AJ3JI -f-i44JiJ2,
36B'=: AU2-+- AU3-f-6A3J| — 15A2J2J3— 3A(ioJ|-3J|) — 54J3Ji; 9B =— I(A^+3A^J2 — -24AJ3), 9G'==— l(A=î-4-3AJ.2 — 12J3), 9A' = -1(;a^+3J2).
Gela posé, on aura ces relations remarquables,
/ AB' — 4BG' -f-3G2 = i6AJ|, (i) I A'B — 4B'G-f-3G'2=: — i6J|,
( AA' ~3BB'+'2GG'=o.
( A - '2AG -hA2B' = Zny\, ^ ' \ B — •iAG'+A^A'^-o;
les premières résultent de l'expression da covariant quadratique de <ï>, qu'on obtient bien aisément. Effectivement, cette forme ^ provient, par le fait de la suppression du dénominateur (2 Js)^, de la transformée canonique F, par la substitution
A(GX-hG'Y)==2J3?, Av/Â(GX — G'Y)=:2J3r,:
donc son covariant quadratique proviendra, par la même substitution, du covariant y/A XY relatif à F, multiplié par la quatrième puissance du déterminant de la substitution, c'est-à-dire par (213)^. Cela donne pour le covariant quadratique de la forme-type
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cette expression remarquable,
i6Ji(A^2_^2),
d'où l'on tire de suite les équations (i).
En recherchant de la même manière le covariant linéaire du cinquième ordre de la forme-tjpe, on obtiendra la valeur
mais, d'après la loi générale de formation (Section I), ce covariant sera
^ ^' [^ dr^^ ^^ dl^drr^^ d^^
= r2o.'28J|o[(A — 2AG-f-A2B')^ + (B — 2AG' + A2A')^J,
d'où l'on conclut les relations (2).
Il serait très important, pour la théorie des formes du cinquième degré, de calculer, comme nous venons de le faire, les valeurs d'un plus grand nombre de covariants de la forme-type ; on recueillerait ainsi des éléments précieux d'observation qui pourraient éclairer la nature des rapports de ces covariants avec la forme dont ils tirent naissance. Pour le moment, nous ne pouvons nous empêcher d'appeler l'attention du lecteur sur la simplicité des équations que nous venons de trouver entre les coefficients si compliqués de la forme-tjpe ; elles vont nous donner une démonstration facile de la proposition suivante, qu'il importe d'établir pour la recherche spéciale que nous avons en vue dans cette Section.
Lemme III. — V équation du quatrième degré par rapport à J2; qu'on forme en égalant à zéro V invariant du dixhuitième ordre^ a toujours deux racines réelles, et deux racines imaginaires.
D'après la valeur que nous avons obtenue pour P, cette équation est
16 12= ASJI-1-2AU2J3+ A3(J|-4-6J|) — 18A2JIJ3
-+-3A(3J|— 24J2JI)— 24(2Ji + 3JlJ3) = 0,
ou, en ordonnant par rapport à J2,
9AJ|-f-6(A3_i'2J3)Ji-f-(AS— i8A2J3)J|
-t-(2 AU3— 72AJ|)J2-f- A3J| — 48 J| =0.
Hosted by
Elle est, comme on voit, assez compliquée pour qu'on puisse hésiter à j appliquer le théorème de M. Sturm; mais heureusement elle admet une transformée très simple. Effectivement, pour une valeur de J2 qui satisfait à cette équation, les coefficients A, C, B^ donnent, en vertu des équations (i) et (2),
AB'-|-3G2 = i6AJ|,
B'C=- 4Jf,
A — 2AG + A2B'= 32JI
puisque B, C, A', contenant I en facteur, s'annulent. Or, en éliminant A et B^, on trouve
3C^— 8AJ|G^--M^8J|C — 16A2JÎ0 ^ o.
Ce résultat paraîtra bien remarquable, si l'on a égard à la complication de la valeur de C exprimée en fonction de J2; quoi qu'il en soit, cette fonction étant rationnelle et entière par rapport à Jo, il suffira de raisonner sur l'équation en G, et d'établir qu'elle a bien deux racines réelles et deux racines imaginaires. Or le premier point résulte de ce que le dernier terme est essentiellement négatif, et le second de ce qu'en faisant
3G^— 8AJfG2-i-i28JfG-i6A2jio = (a,^>, c, 6', a')(G, i)S
l'invariant du second ordre,
aa'~ \bb' -\~ 3c% a la valeur négative
— ^^^■'il^ (Lemme I).
Des limites entre lesquelles se trouve toujours renfermé l'invariant J2 de toute forme du cinquième degré à coefficients réels.
La forme-type, à laquelle nous avons ramené la forme générale du cinquième degré par une substitution linéaire, ne contenant plus que trois paramètres, A, J2, J3, on est naturellement conduit à étudier les racines de cette forme considérées comme fonctions de ces paramètres, tandis qu'on n'aurait jamais songé à se proposer la même question sur les racines elles-mêmes de la forme primitive, considérées comme fonctions de cinq quantités arbitraires.
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Mais, dès l'abord de cette recherche, se présente une circonstance importante. En considérant pour les coefficients de la forme proposée, des valeurs réelles, les paramètres de la forme-tjpe, qu'on ne devra pas déjà supposer imaginaires, ne peuvent même recevoir toutes les valeurs réelles possibles. Il entre, en effet, dans la forme-tjpe, l'invariant I du dix-huitième ordre, qui doit être aussi essentiellement réel, de sorte que (étant algébriquement indépendantes) les quantités A, J2, J3, en tant qu'elles proviennent d'une forme réelle, sont assujetties à cette condition de rendre positive la fonction
16P = 9AJ* + 6(A3— i2J3)Ji -+-(A5 — i8A2J3)Ji
+ (2AU3 — 72AJ|)J2H-A3J| — 48Ji.
Or, quels que soient A et J3, nous avons démontré que l'équation P = o, en prenant J2 pour inconnue, avait toujours deux racines réelles et deux racines imaginaires. Nommant donc y ety^ ces racines réelles, il est aisé de voir qu'en supposant A positif, les valeurs de J2 qui rendront la fonction I réelle seront nécessairement au dehors de l'intervalle compris entre j et f ^ tandis qu'en supposant A négatif ces valeurs seront comprises, au contraire, dans le même intervalle. Une observation très simple confirme cette conclusion que J2 est nécessairement limité quand A est négatif; si l'on suppose, en effet, J2 très grand, on trouvera, en employant les expressions données précédemment des coefficients A, B, . . ., que la forme <î> devient sensiblement proportionnelle à (^y/A — 7^)^, de sorte que les cinq racines se présenteraient toutes comme imaginaires, en devenant égales à la limite, tandis qu'on sait bien que leur commune valeur doit être réelle. Ces limites, que nous venons de trouver pour les valeurs de J2, vont encore se présenter dans une circonstance importante, comme on va voir.
Des limites entre lesquelles les racines de la forme-type sont des fonctions continues de J2, considéré comme une variable réelle.
Nous nous fonderons pour cette recherche sur ce théorème si important dans toute l'Analyse, que l'illustre géomètre, M. Gauchy, a démontré sous un point de vue plus général dans les Nouveaux
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exercices de Mathématiques (t. II, p. 109) : « Les racines d'une équation algébrique dont les coefficients contiennent, sous forme rationnelle, un paramètre^ sont des fonctions continues de ce paramètre, tant qu'en variant suivant une loi donnée, en restant toujours réel, par exemple, il n'atteint pas une des valeurs particulières qui font acquérir des racines égales à l'équation proposée. Mais la quantité J2, que nous considérons comme un paramètre variable entrant dans l'équation que nous voulons étudier, savoir,
sous un radical carré I, nous ferons y :=^\x^ ce qui donnera l'équation en y^
(A, IB, PC, r^C, IH3', PA')(7, i)'^-o,
dont tous les coefficients sont rationnels, puisque B, C, A^ contiennent déjà I en facteur. Cela posé, nous allons, pour appliquer le théorème de AI. Cauchj, calculer son discriminant. Or le discriminant D, de la forme primitive
se reproduisant dans toute transformée, multiplié parla vingtième
puissance du déterminant de la substitution, on trouvera d'abord
(2J3)-^.D pour le discriminant de ^, et (2 J3)-^.l2o.D, pour celui
de l'équation en j/. Par là nous voyons que les valeurs de Jo, pour
lesquelles les racines y deviennent discontinues (^ ), sont données
par les équations
1 = 0, D = A^^-^Uo = o.
Et comme le radical carré I est aussi fonction continue de J2, entre les limites déterminées par l'équation I=o, la relation j)/ ^ I^ montre qu'on peut regarder les racines x elles-mêmes comme fonctions continues de J2, tant que cette variable, que nous supposons réelle, n'atteint pas la valeur — 2~^ A^ ou l'une des quantités nommées précédemment y et y^ Peut-être devons-nous faire observer que nous ne considérons pas un autre genre de discontinuité, le passage à l'infini d'une racine, lorsque le coefficient A s'annule. La raison en est que, dans le voisinage d'une valeur
(^) On dirait plutôt aujourd'hui sont irrégulières j car il ne s'agit pas ici d'une véritable discontinuité. E. P.
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réelle de J2, qui donnerait A= o, les inverses des cinq racines sont certainement des fonctions continues, et ne pourront passer du réel à l'imaginaire, ou de l'imaginaire au réel, lorsque J2 aura atteint et dépassé la valeur particulière en question, en supposant toutefois, comme il arrive en général, que l'on n'a pas en même temps B=: o. On voit donc qu'aucun changement dans le mode d'existence des racines de la forme-tjpe, comme quantités réelles et imaginaires, ne correspond à cette discontinuité particulière qui provient du passage par l'infini, et qu'ainsi elle n'est pas à considérer dans notre recherche (^). »
Sur les valeurs des racines de la forme-type lorsque J2 est égal à la limite j ou à la limite y'.
Nous avons précédemment distingué avec soin, dans l'ensemble des valeurs réelles de J2, les intervalles entre lesquels cette quantité peut être regardée comme provenant d'une forme à coefficients réels. Franchir les limites assignées sera donc considérer ce que deviennent les racines de la forme-tjpe, pour un état imaginaire des coefficients de la forme primitive. Cependant, si nous supposons toujours J2 réel, ces valeurs imaginaires, qui viendront nécessairement s'offrir, ne seront point entièrement arbitraires, et seront soumises à des conditions spéciales. Or on va voir combien est utile la considération de ces valeurs limitées comme nous le disons, de manière que les invariants du quatrième, du huitième et du douzième ordre restent réels, l'invariant du dix-huitième étant seul affecté du facteur \J — i. Effectivement, nous allons pouvoir suivre de la manière la plus facile et la plus claire comment les racines de la forme-tjpe changent successivement de
(') Cette considération des inverses des racines sert aussi à établir, quand on recherche la distribution en systèmes circulaires des racines v d'une équation de
la forme
Nv"*+ Pv'"-! -!-... =0,
N, P, ... étant des polynômes entiers en ^, que ces systèmes subsistent sans altération lorsque le contour décrit par la variable z vient à comprendre un nombre quelconque de points, auxquels correspondent des racines de l'équation N — o. Voyez à ce sujet le n° 37 du Mémoire de M. Puiseux intitulé Recherches sur les Fonctions algébriques {Journal de Liouville, t. XV).
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nature en passant du réel à rimaginaire ou de l'imaginaire au réel, lorsque J2 varie de — 00 à -f- 00, et, par suite, établir ce que sont ces racines dans un intervalle donné, résultat important auquel nous n'aurions pu parvenir en renonçant à ces valeurs de paramètre variable qui supposent nécessairement imaginaires les coefficients de la forme proposée. Voici, pour cet objet, les dernières propositions préliminaires que nous avons à démontrer. Je dis d'abord qu'en supposant D = o, on aura
23212=(25A3 — 3.2l0j3)(25A3-2lU3)2.
C'est une conséquence immédiate de la formule
donnée Section V. On trouvera, en effet, le résultat annoncé en élevant au carré et remplaçant/?^ et q- par leurs valeurs en J3 et A, telles qu'elles résultent des formules de cette Section. Il s'ensuit que, pour D = o, I sera réel ou imaginaire, suivant le signe de la quantité 20 A^ — 8.2*^13, et, par conséquent, le discriminant s'évanouira dans l'intervalle des valeurs admises ou des valeurs exclues de J2, suivant que 25 A^ — 3.2^^J3 sera positif ou négatif. Cela posé, je vais démontrer que si le discriminant ne s'évanouit qu'en dehors des limites J2=y, J2 ^=yS les racines de la formetype présenteront pour ces deux limites un même nombre de quantités réelles et un même nombre de quantités imaginaires. Deux cas sont à distinguer suivant que A est positif ou négatif. Dans l'un et l'autre, les racines de la forme-tjpe seront certainement entre les limites j elj' des fonctions continues de J2 ; dans le second cas, les coefficients de l'équation étant réels, le nombre des racines réelles de l'équation ne peut changer entre y ety' que si D s'annule, ce qui n'a pas lieu. Dans le premier cas, on ne peut faire le même raisonnement. C'est donc seulement dans le second cas que notre proposition se trouve immédiatement établie, et, sous ce point de vue, le premier exigerait une discussion que la méthode suivante évite, car il n'y figure plus de considérations de continuité.
Lorsque I = o, nous avons trouvé précédemment les relations
(1) AB'^-3G2 =i6A J|, B'G=:4J|, A — 2AG -{- A2B' = 32J|
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FONCTIONS HOMOGÈNES A DEUX INDÉTERMINÉES. SSy
et aussi une équation ne contenant que C, et que nous présenterons sous cette forme
(2) (3G2-f-4JfA)(G2-4AJ|):= — i28J|G.
Cela posé, il s'agit d'en déduire les valeurs des quantités qui déterminent par leurs signes la nature des racines de l'équation
Or ces quantités sont 25 C- — 5 AB^, en premier lieu, puis les rapports X' X' ^^^^ ^^ ^^^^ place il sera préférable de prendre les
suivantes
G2_AB', AG, AB
ou même celles-ci
5G2_AB', 2_!±^ie_ et B'G,
Ad
ce qui est permis comme on le verra bien facilement. Mais, par l'équation (i), on trouvera
5 G2 _ AB' = 8 ( G2 — 2 A J f ) et
5C2_AB' _ G-2 — 2AJf AB' ~^ [6AJI-3G2'
ce qui nous conduit à déterminer la nature des racines de notre équation par ces deux fonctions très simples
r, .T5 G2— 'JtAjf
car il est inutile de considérer la troisième B^C, qui conserve absolument la même valeur pour J2 =7 , J2 =y^-
Or, en élevant au carré les deux membres de l'équation (2), on introduira partout le carré G^, et une élimination facile alors donnera
(3) (3w^- I0Aj|)2(i^_2AJf)2 =^ I282jl6(i^-1_2AJ|),
Chacune de ces équations aura, comme l'équation en C, deux racines imaginaires et deux racines réelles qui correspondent respectivement à J2 =y, Jo =j' ', donc, pour l'une et pour l'autre, 11. - I. 22
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les racines réelles seront de mêmes signes ou de signes contraires, suivant que le dernier terme sera positif ou négatif. Or le dernier terme de (3) est
(|)^AJ|0(25A3_tinj3),
après avoir réduit à l'unité le coefficient de ^/% et, après avoir réduit à l'unité le coefficient de p% le dernier terme de (4) devient
I22[25A3 — 3.2IOJ3]'
et que A soit positif ou négatif, il est aisé de voir que ces quantités sont positives. En effet, pour A >> o, elles le sont évidemment si J3 est négatif; mais, si J3 est positif, la condition
qui est l'iijpo thèse, entraîne
25 A^ — 2IU3 > o,
et notre proposition est vérifiée. Enfin, pourA<^o, elle est évidente si J3 est positif; mais, si J3 est négatif, l'hypothèse, qui est alors
25A3 — 3.210J3 <o, entraîne
20 A'^ — 2IU3 < o.
Donc, aux deux limites j ety'^, les trois quantités qui déterminent la nature des racines de la forme-type ont individuellement les mêmes signes, et ces racines présentent dans ces deux cas un même nombre de quantités réelles et imaginaires.
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Ce que deviennent successivement les racines de la forme-type lorsque J2 varie de — co à -{- 00.
Nous distinguerons quatre cas principaux dans cette recherche, que nous traiterons dans l'ordre suivant :
Premier cas
A >o, i2jA3 — 3.210J3 >o.
Deuxième cas
A <0, 9.5 A3 — 3.!2lOJ3 > o.
Troisième cas
A >o, 25A-^ — 3.2ioj3<o.
Quatrième cas
Premier cas (^). — Les valeurs admises de J2 forment alors deux séries, l'une de — 00 kj\ la seconde àe j' à + 00 (en nommanty la plus petite des quantités/ ety^), et la condition
25 A3 _3.2ioJ3 > o
signifie, comme il a été dit plus haut, que le discriminant s'évanouira nécessairement pour une valeur de J2 comprise dans l'une des séries indiquées; nous admettrons, pour fixer les idées, que ce soit dans la première.
Gela posé, faisons croître J2 par degrés insensibles à partir de — 00; tant que le discriminant D = A^ -h 2^ J2 ne viendra pas à s'annuler, les cinq racines resteront des fonctions continues, et aucun changement ne surviendra dans leur nature. Mais, pour J2 == — 2~'^A2, deux d'entre elles et deux seulement deviendront égales; de sorte que, dans le voisinage de cette valeur, elles pourront passer du réel à l'imaginaire ou de l'imaginaire au réel, en devenant discontinues, tandis que les trois autres resteront au contraire des fonctions continues de J».
(^) Dans la discussion de ce premier cas, M. Hermite s'appuie sur le fait exact, mais dont il n'indique pas la démonstration, que — 2~^ A^ est dans l'intervalle — ao,y, quand J3 est positif, et dans Tintervalle y', -h ao quand J3 est négatif.
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En raison de cette circonstance, essayons d'en déterminer la nature. Pour cela, nous nous placerons précisément dans ce cas particulier où D = o. Divisant la forme-tjpe par le facteur linéaire qu'elle contient alors au carré, nous obtiendrons une forme cubique, dont il faudra calculer le discriminant. Mais, dans ce but, nous pouvons remplacer la forme-type <E> par la transformée canonique F, puisqu'elle s'en déduit en faisant une substitution au déterminant réel 2 J3. Alors un calcul très facile, qui a été exécuté à la Sect. V (^in finern)^ conduit, abstraction faite d'un facteur positif, à la fonction déjà considérée plus haut
Il a été remarqué qu'elle était positive dans ce premier cas, où nous nous trouvons maintenant, où l'on a les conditions
Ainsi, de ces trois racines fonctions continues de J2 entre les limites J2 = — c>o, Jo =y, une seule est réelle et les deux autres sont imaginaires. Cela posé, il s'agirait de reconnaître, pour des valeurs de J2 infiniment voisines de — 2~'A2, la nature des deux autres racines qui sont égales pour
Cette question rentre dans les principes connus, mais nous pouvons l'éviter en rappelant le premier lemme où il a été établi que la seule condition D <C o assurait l'existence de deux racines imaginaires et de trois racines réelles. Puisqu'il y a dans l'équation deux racines imaginaires quel que soit J2, il faudra que les deux racines qui deviennent égales quand le discriminant s'évanouit soient réelles, tant qu'il est négatif, et passent à l'imaginaire lorsque, après s'être annulé, le discriminant devient positif. Maintenant, Jo continuant à croître, la forme-type offrira toujours quatre racines imaginaires et une racine réelle jusqu'à ce qu'on parvienne à la limite Jo =7, à partir de laquelle on entre dans l'intervalle des valeurs exclues du paramètre. Alors les coefficients qui contiennent
(^) J'ai pris, suivant l'usage, le discriminant d'une forme cubique de signe contraire au produit des carrés des différences des racines de cette forme.
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en facteur le radical carré deviennent, dans tout cet intervalle, imaginaires; cependant nous allons encore suivre les racines en les faisant dépendre d'une équation à coefficients réels. Pour cela, faisant dans la proposée
(A, B, G, G', B', A.'){x, \y = o, y = xsj~^,
nous aurons dans l'intervalle compris entre y el j' la transformée à coefficients réels
Dans cet intervalle et les limites comprises, les cinq racines jk seront fonctions continues de J2 ; ainsi leur nature dépend de leurs valeurs initiales, par exemple pour Jo =./ • Mais il est bien à remarquer qu'alors les quatre racines qui sont imaginaires peuvent avoir leurs parties réelles nulles; deux cas différents peuvent donc se présenter : les valeurs initiales des racines y seront toutes réelles, ou bien quatre d'entre elles seront imaginaires et une seule réelle. C'est une question curieuse et délicate de reconnaître si les deux cas sont possibles, ou lequel peut seulement avoir lieu. Pour le résoudre, je remarquerai que l'équation en y^ pour Jo =y par exemple, est de cette forme
(A, G, — G, G, B', O) (JK, i)^ = o,
et que la quantité -^ est nécessairement positive. En effet, si ell
était négative, on voit bien aisément que cette équation aurait nécessairement deux racines imaginaires et trois racines réelles. Et la même chose a lieu pour Jo=y^, d'où il suit que le signe commun aux deux racines réelles de l'équation en
_ G^ — 2AJ| _ I 5 G2--AB'
ï6AJ| — 3G2 8 AB'
sera celui de la quantité 5G^ — AB^ aux deux limites. Or l'équation en V a ses deux racines positives, car son premier membre^ comme nous l'avons vu, est positif pour ç; = o, et J3 étant positif, par la substitution, on le trouvera négatif au contraire pour (^ = ^; donc, nous avons une racine comprise entre zéro et |, et
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l'autre racine, qui est nécessairement de même signe, sera donc aussi positive. L'équation
a donc, par rapport à y-, ses deux racines réelles, et, comme AB^ est positif et que B'C = 4J3 est aussi positif, ces deux valeurs de jaseront positives. Ainsi, l'équation en y, pour J2 =7 et Jo =7^ a ses racines toutes réelles, et le premier des deux cas dont nous avions admis la possibilité a seul lieu.
Au delà de la limite J2=j'^ l^s coefficients de l'équation en x redeviennent réels, et dans cette seconde série des valeurs admises du paramètre, jusqu'à J^ = + co, les cinq racines restent indéfiniment des fonctions continues, et offrent toujours une quantité réelle et quatre quantités imaginaires dont les valeurs initiales sont les produits du facteur y/ — 1 par des quantités réelles.
Enfin, considérons le cas où le discriminant s'évanouit entre les limites J2 = + 00, Jo=y^, et faisons alors décroître le paramètre variable de + 00 à — œ. Tout à fait comme précédemment, nous trouverons, dans l'intervalle compris entre les limites + go et y', trois racines qui seront fonctions continues de J^. Deux d'entre elles seront imaginaires et la troisième réelle, à cause de la condition 25 A'"^ — ?^^^ J3 > o. Quant aux deux autres, qui deviennent égales quand le discriminant s'évanouit, elles seront imaginaires tant que le discriminant D restera positif, et passeront à J'état réel en devenant irrégulières lorsque D, après s'être annulé, deviendra négatif. Nous parvenons ainsi à la limite Jo =y^, avec deux racines imaginaires et trois racines réelles. Pour suivre ultérieurement les racines, dans l'intervalle des valeurs exclues, de Jo — y^ à Jo =j\ nous ferons encore y = x ^ — i , et la transformée à coefficients réels aura dans toute cette étendue ses racines fonctions continues de Jo. Quanta leur nature, elle résulte cette fois sans ambiguïté des valeurs initiales, qui offrent trois quantités réelles et deux quantités imaginaires produits du facteur y/ — i multiplié par des quantités réelles. Nous savons que dans ce cas J3 est nécessairement négatif.
Enfin, lorsque le paramètre décroît de la limite y à — go, nous retrouvons pour les cinq racines des fonctions continues, parmi lesquelles deux sont imaginaires et les trois autres réelles.
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Deuxième cas. — Les valeurs admises de J2 forment une seule série dey ày^, et la condition
signifie que le discriminant s'évanouit dans cet intervalle. Faisant donc croître J2 par degrés insensibles à partir de la limite y, tant qu'on n'atteindra pas la valeur — 2""^ A^^ pour laquelle D s'annule, les cinq racines demeureront des fonctions continues, et aucun changement ne surviendra dans leur nature. Mais, pour D=o, deux d'entre elles présenteront alors une irrégularité en devenant égales, tandis que les trois autres resteront des fonctions continues jusqu'à la limite y^ En raisonnant comme dans le cas précédent, on verra que la nature de ces trois racines dépend encore de l'expression 26 A^ — 2^^1.3, qui maintenant peut être positive ou négative. Supposons-la d'abord positive; c'est admettre dans l'intervalle compris entre y et y' l'existence de deux racines imaginaires et d'une racine réelle. Donc, tant que le discriminant, avant de s'évanouir, restera négatif, les deux autres racines de l'équation seront réelles et, lorsque D deviendra positif après s'être annulé, elles passeront, en devenant discontinues, à l'état imaginaire. Ainsi donc, dans ce cas, deux racines imaginaires et trois racines réelles à l'origine J2=y, et quatre racines imaginaires avec une racine réelle à la limite supérieure 3.2= j'- Maintenant, si nous faisons encorey = x \/ — i , pour arriver à une transformée à coefficients réels entre les limites J2 =y , J2 = — 00, d'une part, J2=y^ J2 = + 00, de l'autre, il est clair que dans ces deux intervalles les racines y ne présenteront plus aucune discontinuité et demeureront respectivement ce qu'elles sont aux deux origines. Or, pour J2 =:y nous savons avoir, sur les cinq racines ^, trois quantités réelles et deux imaginaires; donc, il en sera de même pour les racines jK- Et, puisqu'il en est ainsi, l'expression 5 G- — AB^ est positive; alors, nous en conclurons qu'elle sera négative pour J2 =y^ car le dernier terme de l'équation en u étant
iïï
à cause de A<^o, les deux racines u sont de signes contraires. Donc,
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les racines^ présentant quatre quantités imaginaires pour J2=j^, il en sera de même des racines jk- Supposons en second lieu
25A3— '2iiJ3<o;
c'est admettre trois racines réelles comme fonctions continues de y ày^ Alors les deux autres racines, qui sont égales quand D s'annule, seront imaginaires pour D << o, et deviendront réelles quand D passera à l'état positif. Ainsi, comme tout à l'heure, deux racines imaginaires et trois racines réelles à l'origine J2 =j\ mais cinq racines réelles à la limite J2 =/- Pour ce qui concerne les quantités y = X \/ — I, de J2 =y à J2 = — 00, elles seront fonctions continues, et, dans tout cet intervalle, présenteront, comme à l'origine, deux quantités imaginaires et trois réelles. De J2 '=f à J2 = + oc, elles seront encore continues, mais une seule sera réelle, les quatre autres imaginaires, et ayant pour valeurs initiales les produits du facteur \/ — i multiplié par des quantités réelles.
Troisième cas, — Les deux derniers cas peuvent se ramener parla considération suivante aux deux premiers.
Concevons que dans la forme-tjpe on change A et J3 en — A et — J3, en conservant J2 avec son signe, on vérifiera que les coefficients A, B, G, C, B', A^ deviendront respectivement
-_A, B/^ c, — cy^^, -B', aV— "ï;
donc, en mettant à la place de ^, x \/ — i , et multipliant encore la transformée par y/' — i , on trouvera exactement le même résultat qu'en changeant les signes des invariants A et J3. Or les conditions caractéristiques des deux derniers cas, savoir
A>o, 25A3— 3.2ioJ3<o et A < o, sSA»— S.^io J3< o,
reproduisent, parle changement de signe de A et J3, celles des deux premiers. Ainsi, du second nous allons déduire le troisième, et du premier le quatrième, avec ce seul changement que tout ce qui a été dit des quantités ^ et y devra être transporté aux quantités j^ et x^ X étant toujours l'inconnue de l'équation proposée, et y
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désignant .^ y/ — i. Cela donne les conclusions suivantes, en commençant par le troisième cas. Alors les valeurs admises du paramètre forment les deux séries de — oc à y et dey' à -h go.
Dans la première des cinq racines x^ deux sont imaginaires et trois réelles; dans la seconde, quatre sont imaginaires, une seule est réelle, et, d'ailleurs, dans les deux séries elles restent toutes fonctions continues du paramètre. Pour les racines j', c'est dans l'intervalle compris de y à f qu'elles dépendent d'une équation à coefficients réels, et deux cas sont à distinguer suivant que 25 A^ — 2* ^ J3 est négatif ou positif. Dans le premier, sur les trois racines qui sont fonctions continues de y à y^, une est réelle, et deux sont imaginaires. Quant aux deux autres racines qui deviennent discontinues pour D = o, elles sont réelles si D est négatif, et imaginaires lorsque D est positif. Enfin, si 25 A^ — a'^Jg est positif, les trois racines qui sont fonctions continues sont réelles, et les deux autres sont imaginaires pour D << o et réelles pour D >o.
Quatrième cas, — Résumé, — En nous bornant pour abréger aux racines x^ on voit qu'elles seront toutes fonctions continues du paramètre dans l'intervalle des valeurs admises qui s'étend dey kf. Maintenant, et d'après ce qui a été dit du premier cas, toutes ces racines seront réelles si J3 est négatif, deux seront imaginaires et les trois autres réelles si J3 est positif. Ici on ne voit plus figurer le discriminant; cependant il est bien facile de vérifier encore que pour J3 négatif il a une valeur positive et pour J3 positif une valeur négative. Effectivement, cette condition 33 < o signifie, d'après ce que nous avons vu dans le premier cas, que le discriminant s'évanouit entre les limites J2 = — go, J^ =^ j ] or, pour des valeurs croissantes du paramètre, il passe, en s'évanouissant, du négatif au positif, et arrive à l'état positif dans l'intervalle des valeurs admises. Au contraire, si J3 est positif, il s'évanouit entre les limites J2 =y^ J2 = -f-oo, et a conséquemment une valeur négative dans l'intervalle compris entrey ety'. Dans le troisième cas, le discriminant ne se trouve pas non plus immédiatement en évidence; mais, comme il s'évanouit alors dans l'intervalle compris de y à y ^, il est clair qu'il est négatif de Jo = — 00 à J2=y, et positif de i^^^j' à J2 = -f- oc.
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Ces remarques faites, nous pouvons maintenant rapprocher les divers résultats que nous venons d'obtenir; nous formerons ainsi le tableau suivant, qui offre l'expression par les invariants fondamentaux du nombre des racines réelles et imaginaires de l'équation générale du cinquième degré :
A2 -f-27j2 <o. . ., trois racines réelles, deux racines imaginaires;
A <o, '25A3 - 3.'2ioJ3 <o, cinq racines réelles;
A<o, 25A3 — 3.9.10J3 >o, 25A3 — 2IIJ3 <o, cinq racines réelles;
A>o, ..., une racine réelle, quatre imaginaires;
A <o, ^5 A3 — 3.2^0 J3 ^o, 25 A^— -i^^J^ > o, une racine réelle, quatre imaginaires.
On comprend facilement comment dans certains cas le nombre des conditions a pu se réduire. Par exemple, avec A- -f- 2"^ J2 >> o et A >> o, on trouve une racine réelle et quatre racines imaginaires lorsque ^SA-^ — S.s^^Jg est positif, et aussi lorsqu'il est négatif; on peut donc ne conserver que les deux premières conditions. Enfin, nous remarquerons, dans l'un des cas où il j a cinq racines réelles, que les conditions
A<o, J3>o entraînent la suivante
qu'on pourra supprimer si l'on veut. La simplicité de ces résultats ne semble-t-elle pas indiquer que le théorème de M. Sturm, si beau dans sa généralité, est loin de fournir l'expression définitive des conditions de réalité des racines des équations algébriques?
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FONCTIONS HOMOGENES A DEUX INDETERMINEES.
SECTION VIL
Sur la réduite du sixième degré de l'équation générale du cinquième degré.
Lagrange a fait voir que la résolution par radicaux de Féquation du cinquième degré dépend, lorsqu'elle est possible, de la détermination d'une racine commensurable, d'une équation du sixième degré dont les coefficients dépendent rationnellement de ceux de la proposée. Mais jamais le calcul de cette réduite du sixième degré n'a été effective en général. La raison en est que les fonctions de cinq lettres les plus simples qui n'ont que six valeurs étant au moins du second degré par rapport à l'une de ces lettres, les coefficients de la réduite se présenteraient comme des fonctions des cinq coefficients de l'équation proposée montant jusqu'au douzième degré, et contiendraient par suite plusieurs centaines de termes. Or on va voir qu'on peut vaincre cette difficulté à l'aide des résultats que nous avons obtenus sur les invariants des formes du cinquième degré. Faisons, en effet,
/=(a, h, c, c\ h\ a')(x,yy
= a{x — ay)(x— Pjr) (^' — 77) (x — oj) (x — sjk),
et considérons la fonction suivante des racines
J == a^a - P)M P - ï)^ (T - 0)^3 - B)'2 (s - ay
+ ^4(a_Y)2(p_8)2(Y_£y2(8_a)Hs-P)%
on reconnaîtra bien facilement qu'elle est susceptible seulement de six valeurs, et, en second lieu, qu'elle est un invariant de la forme f. Il en résulte que les coefficients de l'équation du sixième degré en t seront des fonctions rationnelles et entières de ces invariants fondamentaux. A, J2, J3, car l'invariant du dix-huitième ordre n'y entrera pas, les degrés par rapport aux coefficients de / étant multiples de 4-
Ainsi, qu'on représente cette équation en t par
(i), (2), etc. seront respectivement des fonctions linéaires des
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quantités placées en regard dans le tableau suivant :
AJ3
Ji
AJl
AU
AJ2J3
On voit donc qu'on est ainsi amené à un calcul relativement très facile, et que je me réserve de développer dans une autre occasion. J'exposerai alors les propriétés de cette équation en t^ qui sont analogues à celles de l'équation modulaire pour la transformation du cinquième ordre, sous ce point de vue que les fonctions non symétriques des racines qui s'expriment rationnellement par les coefficients varient ou ne changent pas dans les deux cas par les mêmes permutations de ces racines. Cette équation en t est également intéressante en ce qu'elle offre le type d'une classe d'équations du sixième degré réductibles au cinquième. La propriété distinctive et caractéristique de cette classe d'équations consiste en ce que l'une des valeurs de ces fonctions des racines qui, sans être symétriques par rapport à cinq d'entre elles, n'ont cependant que six déterminations possibles, est alors nécessairement rationnelle.
Je ne terminerai pas ces recherches sur les formes du cinquième degré, sans rappeler que mon ami M. Sylvester avait obtenu avant moi, dans son beau Mémoire sur le calcul des formes, la notion des invariants du quatrième, du huitième et du douzième ordre. En donnant aux formes du cinquième degré cette expression élégante
sous la condition
M. Sylvester a trouvé pour ces invariants les valeurs
qui sont des fonctions symétriques très simples des trois éléments a, 6, c.
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Enfin, l'invariant du dix-huitième ordre, qui joue un rôle si important dans ma théorie, s'est aussi présenté dans ses recherches, élevé au carré et indiquant, lorsqu'il s'évanouit, l'impossibilité de la réduction à la forme citée
Exprimé en a. 6, c, il a pour valeur
expression encore bien simple, et qui montre sous des points de vue très différents comment on est conduit aux mêmes notions analytiques dans cette vaste et féconde théorie des formes.
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SUR LA THÉORIE
DES
PREMIER MEMOIRE
Une proposition élémentaire et fondamentale dans la théorie arithmétique des formes consiste en ce que, pour un degré donné, et pour un nombre donné d'indéterminées, toutes les formes à coefficients entiers qui possèdent les mêmes invariants sont réductibles à un nombre fini de classes distinctes. Ce théorème a été démontré par Lagrange et Gauss pour les formes quadratiques à deux et à trois indéterminées; je Fai étendu ensuite aux formes quadratiques générales^ et à toutes celles qui sont décomposables en facteurs linéaires ; ainsi il paraît bien vrai dans toute sa généralité. Mais, pour arriver à l'établir de cette sorte, il faudrait résoudre, dans toute leur étendue, les problèmes suivants, aussi beaux que difficiles.
Le premier, qui appartient à l'Algèbre, consiste à obtenir la notion complète de ces fonctions rationnelles entières des coefficients, nommées invariants par M. Sylvester, dans le sens primitivement attribué par M. Gauss au mot de déterminant.
Le second, qui est du ressort de l'Arithmétique, consiste à découvrir par quelles substitutions à coefficients entiers on peut transformer une forme donnée en une autre dont les coefficients aient des limites, fonctions seulement des invariants. Enfin, il faut une méthode propre à donner le système complet des formes
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réduites, représentant la totalité des classes distinctes pour des valeurs assignées a priori aux invariants.
En me bornant à la considération des formes à deux indéterminées, j'ai présenté un premier essai sur ces questions dans mon Mémoire Sur l^ introduction des variables continues dans la théorie des nombres. Le principe dont j'ai fait usage fait résulter de la même analyse la notion des invariants et la théorie arithmétique de la réduction. Mais, dès le cinquième degré, l'application de ma méthode devient si compliquée que les résultats généraux ne se trouvaient établis qu'à titre de possibilité, et il restait à découvrir une méthode numériquement applicable. C'est ce qui a été l'objet de mes recherches assidues depuis plusieurs années, et j'espère j être enfin parvenu, mais pour le cas seulement des formes de degrés impairs. Une différence profonde se manifeste en effet dans la nature analytique des formes binaires, suivant que le degré est un nombre pair ou impair. Ces dernières me semblent plus faciles à traiter; j'ai trouvé qu'elles jouissent (sauf une exception, celle des formes cubiques) de cette propriété arithmétique générale que, pour un système donné de valeurs des invariants, les formes des diverses classes sont transformables les unes dans les autres par des substitutions linéaires au déterminant «/?, mais à coefficients fractionnaires; c'est-à-dire, en adoptant la notion proposée par M. Eisenstein, que les diverses classes qui ont les mêmes invariants ne forment qu'un genre. Les formes de degrés pairs m'ont présenté de plus grandes difficultés, que dès longtemps je ne puis espérer vaincre. Mais j'ai remarqué que le cas des formes biquadratiques se distinguait d'une manière toute particulière, comme le cas des formes cubiques, par rapport aux autres formes de degrés impairs. Aussi me suis-je proposé d'en faire une étude spéciale dans ce Mémoire, en développant à leur égard les principes fondés sur l'introduction de variables continues que j'ai précédemment e^^osés [Journal de Crelle, t. 41). J'offrirai ensuite avec plus d'étendue et plus de développement la nouvelle théorie dont j'ai donné une idée sommaire dans le Journal de Mathématiques de Cambridge et Dublin \^Sur la théorie des fonctions homogènes à deux indéterminées (Cambridge and Dublin Mathematical Journal y i854)], et qui m'a conduit aux résultats que je viens d'annoncer sur les formes de degrés impairs.
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PREMIÈRE PARTIE
Sur les invariants et covariants biquadratiques.
Je ferai usage, dans ces, recherches de la notation qu'emploie M. Gajley pour représenter d'une manière abrégée les formes à deux indéterminées. Elle consiste à poser
, , m m — I „ „ mm — i , „ ax>^^ -\- ?nbxf^-^ y H cx"^-^- y^- -\-. . .-^ — ■ c x^ ym-t
-h îiib' xy'*^-^ -{- a' y"^ = (a, 6, c, .... c', b\ a ){x,y)^'',
et son principal avantage est d'indiquer commodément les opérations relatives aux substitutions linéaires. Par exemple, si la transformée
AX'«-f-mBX'«-iY-+- -1^1 GX/«-2Y2-i-...
+ ^^ ^^ ~ ^ G'X2 Y'«-2 -h mB'XY'^^-i-H A'Y'«
a été obtenue en faisant
^=:aX-{-pY, jr = T^+^Y, on écrira
(a,è,c,...,^>',c',a'XaX-f-3Y, YX + aY)'« = (A,B,G,...,G', B', A'XX,Y)''^
Gela posé, soit
f ={a, b,c, b\ a){x,yY
l'expression générale d'une forme biquadra tique, les deux fonctions
i = aa' — 4 bb' -^ 3 c^, j — aca' -h 2 bcb' — ab"^ — a b"^ — c^,
dont la découverte appartient à M. Caylej, sont les in{>ariants fondamentaux de/*. Elles jouissent de cette propriété, qu'en supposant
{a, b^ Cj b' ^ a' ){'y.x -\- ^y^ ^(x -\- oy)'* = (A, B, G, B', A')(^, j)^,
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les fonctions semblables
I == AA'— 4BB'-i- 3G2, J = AGA'-+- 2BGB'— AB'2 _ A'B^ — G» vérifieront les égalités
I=..-(ao-PY)S J=y(aS-PY)'-
De plus, elles sont bien des invariants fondamentaux; car M. Sjlvester a démontré que toute fonction rationnelle et entière de a, 6, Cy b\ a' qui se reproduit, multipliée par une puissance du déterminant aS — py, lorsqu'on j remplace a, 6, c, b' ^ a' par A, B, C, B^, h! j est nécessairement une fonction entière de i et y. Je pense pouvoir renvoyer pour les démonstrations de ces propositions importantes aux travaux des savants géomètres que je viens de citer, et arriver immédiatement à la notion des covariants de la forme biquadratique.
Et d'abord, je rappellerai qu'on nomme covariant d'une forme de degré quelconque
toute autre forme
cp(a, b, c, . . .; x, y)
dont les coefficients sont fonctions rationnelles et entières de a, 6, c, ... et qui jouit de la propriété qu'exprime l'équation
(aS — PY)Kcp(«, ^^, c, ...; a^-f- ^y,^x-^ly) == cp(A,B, G, ... ; x,y),
les quantités A, B, ... étant toujours celles qui donnent
{a, b,c, ..., c', b\ a'yi^x -4- .3/, y^ -^- 8jr)'^ = (A, B, C, . . . )(x, yY'K
Telle est, par exemple, relativement à toute forme/, la forme
d-^f Y d-^f dV
^ d.T dy / dx^ dy^
comme l'a démontré sous un point de vue plus général M. Hesse. Dans la théorie spéciale des formes biquadra tiques, le covariant ainsi obtenu joue un rôle important; nous le désignerons par ^, en posant
\ 2 d^ f d'^ f~\ \dxdyl dx^- dy^- \ ^ ^ ^ ^
-H (3c- — ibb' — aa')x'^y^- -- -lib' c — a b)Ty' -^ {b'~ — a' c) y'-*-. H. - I. 23
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De f et g on tire la notion d'un nouveau covariant du sixième degré, que je définirai ainsi
dx dy
dg dg dx dy
En faisant
h ^ (p, q, r, s, r\ q',p')(x,yy,
on aura ces valeurs
p= a^b' — 'dabc -^ib^^
p'=— a'-^b -f- ^a'b'c — ib"^, 6q = -{- a^ a' -{- 2 abb' — c)ac^ H- 66^0, 6q' rrz — a'2a — 2a'6'è + 9a'c2 — 66'2c, 3 r — -f- aba' — 3 acb' -i- 2b^-b', 3r' = — a'b'a~^3a'cb — ib'^b, 2s = a'b^ —ab'K
Il existe entre/, g^ h et les invariants /, j une relation remarquable et importante, savoir :
(A) \ê^'~ipg-j'P--hK
M. Cajlej,qui m'a communiqué cette relation que j'avais aussi obtenue de mon côté, en a tiré une méthode ingénieuse et très originale pour la résolution de l'équation du quatrième degré. Comme cette résolution est un point essentiel de la théorie algébrique des formes biquadratiques, je vais la présenter sous le point de vue qui m'est propre, et y rattacher la démonstration de l'équation (A).
Résolution de l'équation du quatrième degré.
Soit, en décomposant en les facteurs linéaires la forme proposée,
(a, b, c, b', a){x,yf = a(x — c(.y){x-~ ^y){x — -(y)(x — oy):
La réduite du troisième degré s'obtient, comme on sait, en considérant la fonction résolvante
^ := «(an- p — Y — 8),
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clonl il faut calculer le carré. Or on peut mettre t'^ sous cette forme
d'où, en posant
et évaluant en fonction des coefficients la somme des carrés des différences des racines
Cette quantité 9 que nous avons introduite dépend, comme on le sait d'avance, d'une équation du troisième degré, qui aurait pour racines :
Or cette équation s'obtient très facilement par la remarque suivante : Posons
/\ (a, 6, c, b\ a'){mx -\- ;jljk, ^•'^ -+- vjk)'*
^ (A,B, G, B', A')(a^', 7)^ = P^{x ~ ay){x - by){x — cy) {x — dy),
on aura ces valeurs pour le coefficient A et les racines de la transformée, savoir :
A = a{m — ocn) (m — i^n) (7?i — yn) (771 — ^n),
m — a/i /?^ — ^ti 7n — y^
d'où l'on conclura
k{a—d){b— c) = (mv — 7Z[JL)2a(a -8)(P_y):
A(a — c) (^ — ^) = (/nv — ^[ji)2a(a — y)(P -^ ^)' A(a — ^>)(c — ^) == (/nv — ^i[jL)2a(a — P)(y — S).
Ces relations montrent que les quantités 9 se reproduisent dans toutes les transformées, multipliées par le déterminant de la suIj-
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slitution; ainsi les coefficients de réquaûon dont elles dépendent sont des invariants de la forme proposée. Ces coefficients sont d'ailleurs des fonctions entières de a, 6, c, b' ^ a! \ donc, d'après la proposition de M. Sjlvester, ils s'expriment à fonction entière des quantités ielj. L'équation cherchée est ainsi de la forme suivante :
0 et 0- étant numériques. En effet, le coefficient de 9^ doit être nul, puisqu'il n'existe pas d'invariants du premier degré, et les deux autres ne peuvent être que proportionnels respectivement à i ety, qui sont les seuls invariants du second et du troisième degré. Pour trouver p et a-, considérons un cas particulier, par exemple celui de la forme
on a alors
et, par suite, l'identité
(6 _i)2(e + i)= 63 + 3p6-4-cr.
d'où
L'équation en 0 est donc généralement
Le discriminant de la forme proposée se ramène immédiatement au discriminant de cette équation en 9, car on tire des relations (B)
6,-62 = la(a-Y)(.3-8),
ei-e3 = ia(a-a)0-Y),
e2-e3 = la(a-?)(3-Y), donc
(Gi- 60^01- e3)2('02- 63)2
:= ^' (a _ P)Ha - T)Ha - 6>(P -- Y)2(p _ 8)^ (Y - 3)^ = ^ (.'3 _ ,^y2).
Cette expression si importante se présente ainsi immédiatement sous la forme remarquable que lui a donnée M. Caylej. Dans le
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cas OÙ elle est négative, deux des racines de la forme biqiiadratique sont imaginaires et les deux autres réelles. Mais, si elle est positive, elles peuvent être toules réelles ou toutes imaginaires.
En général, le produit des carrés des différences des racines d'une équation de degré quelconque est positif ou négatif suivant que le nombre des racines imaginaires de cette équation est
Er= G ou ^2 (mod. 4).
La condition nécessaire et suffisante pour que, i^ — ^77^ étant positif, toutes les racines soient réelles, consiste en ce que les trois valeurs distinctes du carré de la fonction résolvante, c'est-à-dire les trois quantités
b- — ac -\- a^i^ b~ — ac -^ a^oy ^^ — ac -\- a^^^
soient positives. Or leur somme est
3(62 — ac),
la somme de leurs produits deux à deux est
Z{b^ — acY—\ia^-,
et nous prouverons plus loin que leur produit est un carré; donc, pour qu'elles soient positives, il suffit d'écrire
ô2_ ac> o, J2(62_ac)2— ia2 > o.
On obtient ainsi, sous la forme la plus simple, et indépendamment du théorème de M. Sturm, les conditions de réalité des racines de l'équation générale du quatrième degré.
Relation entre les formes /, g, h et conséquences de cette relation dans la théorie des fonctions elliptiques.
L'équation remarquable qui existe entre la forme proposée / et ses deux co variants g et h^ savoir :
(A) [,gz^ipg^jp^h\
peut être obtenue par plusieurs méthodes. Celle que nous em-
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ployons la rattachera à ce fait bien connu, et qu'il nous reste à établir, que le produit des trois valeurs distinctes du carré de la fonction résolvante, qui aura l'expression
— ^(b^ — ac)'^ — ia-{b^ — ac) — /a^,
est un carré parfait.
Partons pour cela de l'identité suivante :
(a, b, c, b', a' )i^x -- by, ayy
— [a, o, — a{b^ — ac), a{a^b'— 3 abc -j- ib^), ia^ — 3a{b'^— <^<^)"] L^^ j]^?
OÙ le second membre est une transformée par une substitution au déterminant a de la forme proposée. Il en résulte, pour l'invariant J de cette transformée, la valeur
Or, en calculant directement J, on trouve
J ^ a3[4(62 — ac)3 — ia^-{b^ — ac)~{a'^b'~ 3a6c -f- 2^3)2 ],
et, en égalant cette expression à ja^^ il vient
4(^2 _ acy — La^{b'^~ac)—Ja^ ==: {a^b'~- Zabc-^ ib^Y;
ce qui démontre la proposition annoncée.
L'équation (A.) s'en déduit de la manière suivante :
Posons
(a, b, c, b\ a'){^mx~\- ^y, nx-\~^tyf == (A, B, C, B', A'j(^, j/',
m ei n étant des quantités arbitraires, et ul et v étant telles que le déterminant de la substitution est
Relativement à la transformée ainsi obtenue, nous aurons
4(B2 — AG)^ - i:A2(B2 — AG)— yA3 ^ (A2B'— 3 ABG -f- 2B3)2 ;
car les invariants ^* et j seront restés les mêmes. J'ajoute que les
quantités
A, B2 — AG, A2B'— 3ABG-i-iB3
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deviendront respectivement y, g^ A, en y mettant m et n an lieu de X et jK, de sorte que nous tomberons précisément sur la relation à démontrer.
Soit en effet cp(a, b^ c, b' ^ o! \ x^ y) l'une quelconque des formes f^g^h\ nous aurons, comme il a été dit (§ I), la relation caractéristique pour les covariants
(/?iv — n]xf^ cp(a^ hj c, h\ a'\ mx -f- \i.y^nx -h vj^) = cp(A, B, G,B', A'; x, y),
ou seulement
cp(a, b, b, b', a' \ mx -h \j.y, nx -h vy) — çp( A, B, G, B', A'; x, y)^
puisque le déterminant delà substitution est V unité. Faisons, dans cette identité,
X=l, JK-=0,
le second membre se réduira au coefficient de la puissance la plus élevée de x^ c'est-à-dire, en supposant successivement
? = /, ^, h, aux quantités
A, B^ — AG, A2B'-3ABG-f-2B3.
Or, dans les mêmes circonstances, le premier membre représente les formes /*, g^ h lorsqu'on j met les quantités arbitraires m et n au lieu des indéterminées x et jk, ainsi que nous voulions le démontrer.
La relation
trouve une application immédiate à la théorie des fonctions elliptiques. Mettons-la sous la forme
en divisant par/^ et extrayant la racine carrée des deux membres. Considérons ensuite l'indéterminée x comme une variable indépendante, et faisons
il suit du principe algébrique de Jacobi pour la transformation
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des intégrales elliptiques que la substitution rationnelle
(62 — ac) x'* -\- i{bc — ab' ) x^ -^ {"^ c'^ — ibb' — aa')x~
i(h' r— a'b^ x^ib'^ — a'c)
donnera
dz r dx
J \J {a,b,c,b\a'){x,\Y \]L étant une constante. Mettons encore z '4 au lieu de z^ l'intégrale
dz
y/4 z^ — iz — j sera ramenée à la suivante
dz
\/pz'^ — z
p désignant la constante H^ • Ainsi nous avons la réduction de l'intégrale elliptique la plus générale à une autre plus simple où n'entre qu'un seul paramètre. Et l'on voit immédiatement que toutes les intégrales, liées à la proposée
dx
par une substitution linéaire quelconque
conduiront absolument à la même intégrale réduite, le rapport A^ conservant la même valeur dans toutes ces transformées.
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SECONDE PARTIE
THÉORIE ARITHMÉTIQUE DES FORMES BIQU ADR AT IQ UES
De la forme quadratique sur laquelle repose la théorie de la réduction.
Je considérerai spécialement, dans ce qui va suivre, les formes biquadratiques à racines réelles ^ et je me propose d'exposer à leur égard l'application de la méthode générale que j'ai donnée dans mon Mémoire Sur V introduction des variables continues dans la théorie des nombres. Cette application aurait dû trouver immédiatement place à la suite de ce Mémoire, mais alors je n'avais pu encore réussir à lever plusieurs difficultés dont la solution sera maintenant très facile en se fondant sur les résultats que j'ai donnés i( i dans la première Partie. Dans une autre occasion j'essaierai de traiter aussi les formes biquadratiques qui ont des racines imaginaires et qui me semblent devoir donner lieu à une étude intéressante.
Soit, comme précédemment,
les racines a, [3, y, S étant réelles. Le principe arithmétique de la théorie de la réduction repose sur la considération de la forme quadratique
cp — t(x — ay)'^-t- t' (x — PjK )- -r- i" {^ — TT )" + ^"' (^ — ^yf^
où les quantités t, t^, f ^ f sont des variables réelles et positives. Nommons A V invariant de cette forme et S la substitution à coefficients entiers propre à la réduire pour un système donné de valeurs des quantités t. En effectuant dans/ cette substitution S, on aura une transformée
dont les coefficients vérifieront les conditions suivantes
i44 tt'ft'" ^ i44 tt't't'" ^ 144 tt'ft!"
qu'on doit considérer en valeur absolue. Ces conditions, que j'ai données dans le Mémoire précité (§ V, 4^)? conduisent à considérer attentivement la fonction
tt't"t"'
et à rechercher les valeurs réelles et positives des variables t pour lesquelles elle prend la plus petite valeur possible. J'ai établi que ce minimum avait une valeur constante dans toutes les transformées équivalentes à la forme proposée, ce qui m'a permis de la prendre comme définition de l'invariant de la forme biquadratique. J'ai démontré aussi que '^ devenait un covariant dey, lorsqu'on j remplacerait t^ t' ^ ... par les valeurs spéciales qui fournissent le minimum de T. Ce sont ces diverses conséquences de ma méthode générale que je vais développer seulement pour le cas particulier des formes biquadratiques. Je les ferai précéder de ces deux remarques :
Premièrement, aux inégalités
AA'<-^-|^T, BB'<j-i-^T, G2<^T on peut joindre les suivantes
AB'2< _L T2, A'B2< -- T
qui se tirent de la même analyse, afin, par exemple, d'obtenir une limite pour le coefficient B, si l'on suppose B^=:o, l'inégalité BB^-<— ^T ne pouvant plus alors être employée. On généralisera très facilement cette remarque, qui est essentielle pour prouver qu'il n'existe qu'un nombre fini de formes F, dont les coefficients vérifient un pareil système d'inégalités. Dans le cas présent, il n'y a à faire d'autre restriction que de supposer qu'on n'ait jamais simultanément
A = o, B — o ou A' — o, B' = o,
c'est-à-dire que la forme quadratique n'a pas de racines doubles, comme on le voit aisément. Il est d'ailleurs inutile d'exclure le cas des racines commensurables, qui pourrait donner A ou A'= o.
La seconde observation qui me reste à faire est relative à cette opération arithmétique de la réduction de la forme quadratique ç.
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pour tous les systèmes de valeurs des variables t^ t^ ^ f ^ t'" ^ qui joue un rôle essentiel dans ma méthode. Divisons cette forme par le coefficient du premier terme, de sorte qu'elle devienne
en posant
t _ «^-^- ^t'-\-^t"-\- ot'" ^ _yM -^ p2 t' ■-{- f- f -h 0'- f'"
Au lieu des quantités t^ on pourra faire varier \ et rj; alors, ce qui caractérisera, pour une forme donnée, l'opération dont nous nous occupons est l'étendue des valeurs que pourront recevoir ces nouvelles variables lorsque les quantités passeront par tous les états de grandeur. Or la forme analytique de \ et '^ rappelle immédiatement les expressions connues pour les coordonnées du point d'application de la résultante d'un système de forces parallèles. Considérons donc sur un plan quatre points A, B, C, D rapportés à des axes rectangulaires, et ayant pour abscisses a, |3, y, S et pour ordonnées a^, p^j y2^ §2 Lg quadrilatère ABCD sera inscriptible dans une parabole, comme on le voit aisément, et par suite sera convexe. Si donc on applique aux divers sommets A, B, G, D des forces parallèles et de même sens, respectivement représentées par t. t\ f ^ t"^ , le point d'application de leur résidtante sera situé dans son intérieur et y pourra occuper une position quelconque, suivant les valeurs des composantes. Les quantités ^ et t^ représentent donc les coordonnées d'un tel point; ce qui donne une image très nette des divers états de grandeur par lesquels elles devront passer pour correspondre à toutes les valeurs possibles que doivent prendre les quantités ^, t' ^ t!^ ^ l!" dans la forme cp .
IT
Détermination du minimum de la fonction T.
On trouve aisément pour l'invariant de la forme quadratique cp l'expression
A = ^^'(a — P)2 -^ tt\a. — Y)'- -f- tt'% a — ly -^ t' t'\ (3 — y)^
-I- t't"\^ — 0)2 -{- ft"'(ri — 8)2.
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Cela posé, formons les équations
dT _ dT _ dT _ dT _
~dt """' dt' " ""' dt" ~ ""' dt" ~ ""'
on verra qu'elles se réduisent aux suivantes :
d^ ^ , d\ ^ „ d^ , ,„ db.
dt dt' ' dt" dt'"
Maintenant prenons la somme de deux d'entre elles et retranchons-en la somme des deux autres. Il résultera de là trois combinaisons linéaires distinctes, que voici
tt'(oL — ?^y- = t"t"'{^~lY, tt"{a-^-(y- = ^'^'"(p — S)2, tt"'{oi — ^y = t't"{^ — y)2.
Avant d'en écrire les diverses solutions, faisons cette substitution
il viendra plus simplement
TT = T T
Gela posé, comme nous avons seulement à déterminer les rapports des inconnues, prenons par exemple t = i . On trouvera ces quatre systèmes de valeurs :
Or il est essentiel de rechercher celui qui donne pour t^ t' ^ f ^ f des quantités positives, comme l'exige la question. Supposons à cet effet, que a, p, y, 5 représentent les racines de la forme biquadratique, rangées par ordre décroissant de grandeur. Il est aisé de voir que le premier système conduit seul à des solutions positives, et que les trois autres doivent être écartés. Effectivement, si l'on fait pour un instant
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les quantités t auront alors pour valeurs
t' ^ r^ » t" =^-\ TT—. > i" = -
et l'on sait bien qu'on obtient des résultats alternativement positifs et négatifs, en substituant dans la fonction dérivée la série constante des racines. Nous sommes donc conduit à cette expression remarquable de la forme quadratique cp, que nous écrivons en
introduisant le facteur - » savoir :
et il nous reste à former son invariant A, afin d'obtenir la valeur minimum de la fonction T.
Les quantités ^ et '^, dont il a été question précédemment, représentent pour cette forme ff les coordonnées du point d'intersection des diagonales du quatrilatère ABCD.
A cet effet, nous observerons qu'on a, par une formule connue,
d'où résulte cette autre expression de cp :
Or on en tire sans difficulté
^^- X'(°')X'(T) On a d'ailleurs
«'x'(^^>>X'(P)X'(Y)X'(o) donc
^ - tt'ff ~'^'' ^"^ ^^ x'(«)x'(ï)
et, en supprimant les facteurs communs,
Nous retrouvons ainsi les invariants fondamentaux des formes
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biquadratlques, comme coefficients de l'équation du troisième degré qui déterminerait T en fonction de a^ h^ c, V ^ a'. Au fond, c'est Téquation en 9 que nous avons trouvée dans la première Partie, en traitant la résolution algébrique de l'équation du quatrième degré, qui se présente de nouveau. Nous avons, en effet, trouvé
donc
ce qui peut s'exprimer en fonction entière de la troisième racine 83. Les considérations suivantes vont nous conduire aux covariants g et A, de sorte que le système complet des éléments analytiques de la théorie des formes biquadratiques résultera naturellement des principes sur lesquels nous avons fondé la théorie arithmétique de la réduction.
Expression par les coefficients de / de la forme quadratique o qui correspond au minimum de T.
Nous allons d'abord vérifier a posteriori que la forme
qui correspond ainsi au minimum de T, est un coi^ariant de /,
comme nous le savons par la théorie générale. Soit à cet effet
/\ (a, b, c, b' , a' ){ mx -\- [xy, nx -+- vjk)'*
=: (A, B, G, B', k!)l,x,yy ^ k{x — ^y){x -~\sy){x ~t:y){x -\sy)
et <ï> la même forme que cp par rapport à la transformée
(A, B, G, B', A'K^,JK)^.
En posant
on aura
j^ Ux-i\yY (^— l\r)- {x — iyY __ (^_ï,j)2-i a[ X'(a) X'(b) X'(c) X^(ï.) J-
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Or, au moyen des valeurs données (première Partie, § II) pour A, II, b, t, ïr, on trouvera immédiatement
. ^y ^ =z (^ni — an) {x — a y ) , -vjK) = {m— ^n){x — i^y), . vj) =-- {ni —-(n){x — cy).
• vjv' ) = (m — ^n) (x — ï» / )
mx -h [ly
CC{71X
mx -H ixy
- ^{nx
mx -^ ixy -
— ^{nx
mx -H ixy -
— l{nx
et
(mv — 'ip-)'^»
(m — ccn)^ I
ay'{ a) '" AX'fa)
ax'([i) ~ AX'(b)
(m—-(7iy I
«//(y) AX'(c)
aX.'(^J AX'(l>)
d'où résulte qu'on obtient
(mv — niJ.)'-^ 4>,
en mettant dans cp, mx 4- [f^y et nx -h vjk au lieu de œ eiy.
Cela posé, pour évaluer cp au moyen des coefficients de /, nous observerons que la fonction résolvante
varie ou conserve sa valeur pour les mêmes permutations des racines a, p, y, 8, que la forme cp, de sorte que, suivant l'expression de Lagrange, on a ainsi deux fonctions semblables de ces racines. Or nous avons précédemment obtenu (première Partie, § il) le carré de la fonction résolvante en fonction de la quantité 9, d'où il suit que le carré de cp s'exprimera rationnellement par les coefficients de la forme proposée f et cette même (juantité 9. Mais il importe de fixer avec précision celle des trois quantités que nous avons désignées par 6,, 82? ^3? q^^ii entrera ainsi dans l'expression de co^. Et, d'abord, les trois valeurs
s'expriment respectivement par 6<, 82? ^3 î c'est donc la racine 6.j que nous aurons à employer, et qu'il faut essayer de caractériser, de manière à la faire reconnaître sans ambiguïté.
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Rappelons, à cel effet, les relations
ei-Ô2-ia(a-Y)(p-a), 61-63= i-a(a- 5)(?-y),
Gomme nous avons supposé les racines a, [3, y, 5 rangées par ordre décroissant de grandeur, on voit qu'on aura
si le coefficient a est positifs et, s'il est négatifs
donc, dans les deux cas, 83 est la racine moyenne, comprise entre les deux autres 9i et 82-
Ce point important établi, voici comment on obtiendra cp^. De la seconde des expressions précédemment données, savoir :
{x — ay}- ^ {x — YJK)^
on conclura aisément
' ~ aHa-:^)(ô-T).(^-5)(!^-T) Le facteur irrationnel
est un inçat^iont, comme égal à
8(ôi--63)(e2-63)' ainsi la forme plus simple
^= [a(oc — jB -i- Y — 3), a(38 — aY), «(aj^Y-H ayo — a^o — ?^^)]i^,yy'
sera un co^ariant de /, aussi bien que cp. Or le carré de son premier terme s'obtient de suite par la formule
«^(a-f-Y— ^ — ^Y^ 16(62 — ac-f- «63).
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On en conclut le résultat suivant, auquel nous voulions parvenir, savoir :
/ étant la forme proposée et g le covariant dont nous avons donné la définition au commencement de ce Mémoire. En effet, on peut dire en général que deux co variants d'une même forme, qui ont leurs premiers termes égaux, sont par cela seul nécessairement identiques. C'est une conséquence immédiate de ce que nous avons établi (Première partie, § 111), en déduisant les fonctions /, ^et h seulement de leurs premiers termes
a, h°^ — ac et à^h' — '^ahc -\- ih^.
Nous sommes ainsi ramené par une voie nouvelle à la considération du covariant g^ et aussi à la relation importante
4^3 _ if'ig __j'p = 4(^ -^6,/) (^ -4- 6,/) {g 4- 63/) = hK Chacun des facteurs
se trouve être en effet le carré d'une forme quadratique analogue à ^. (Cette propriété a été aussi obtenue par M. Caylej, qui m'en a donné récemment communication; elle est le point de départ de la méthode de résolution de l'équation générale du quatrième degré, dont j'ai parlé au commencement de ce Mémoire.) Ainsi leur produit est bien un carré parfait. En même temps, nous obtenons la décomposition en trois facteurs du second degré du covariant A, d'où l'on peut conclure la résolution de l'équation h = o.
Des questions arithmétiques dont les résultats précédents donnent la solution.
Etant proposées deux formes biquadra tiques f et y^, on pourra reconnaître si elles sont équivalentes, ou non, en calculant leurs transformées réduites F et F^ Pour obtenir ces transformées réduites, on formera l'équation en 9, qui sera la même pour /^et/ ; H. — I. 24
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car on doit d'abord supposer à ces deux formes les mêmes invariants. Cela fait, on choisira la racine moyenne de cette équation en 9, et l'on en déduira les deux formes quadratiques ^ et ^' ^ en extrayant la racine carrée des fonctions
La réduite F s'obtiendra en effectuant dans f la substitution à coefficients entiers et au déterminant un^ propre à réduire J;, et la réduite F^ en effectuant dans,/*' la substitution propre à réduire ^' . Maintenant il suit de notre théorie : la condition nécessaire et suffisante pour que / et f soient équivalentes est que F et F' soient identiques.
En second lieu, si l'on propose de calculer le système complet des formes réduites qui ont les mêmes invariants ielj\ on déduit de la valeur minimum de T, ci-dessus obtenue, savoir :
où 84 et 82 désignent la plus grande et la plus petite racine de l'équation en 6, la règle suivante :
On calcule j^a tous les systèmes de nombres entiers A, B, C, B', A' qui vérifient en valeur absolue les conditions
AB'2 < (l)^(ei - 02)^ A'B-2 < (A)3(0j _ 02)3.
Ces systèmes, en nombre évidemment fini, donneront autant
déformes F', F", F^'^, On choisira les réduites destinées à
représenter définitivement les classes distinctes de mêmes invariants^ en calculant les formes quadratiques \/(F + Ô3G), y/(F'-f- QsG^), .. . et conservant seulement celles des formes F, F', ... auxquelles correspondront ainsi des formes quadratiques réduites, ou le coefficient moyen ne surpasse pas celui de x'^, qui lui-même ne doit pas surpasser celui de y^.
Dans une autre occasion, j'espère pouvoir présenter des applications numériques de cette théorie; je me bornerai maintenant à remarquer cette circonstance que, pour les formes quadratiques à facteurs réels, l'invariant y est essentiellement limité par la valeur
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donnée de i, EfFectivement, comme le discriminant P — ^ij^ doit être positif, il faut qu'on ait p < rf ^^ ? ^^ P^^^* donc dire que toutes les formes biquadratiques à racines réelles
pour lesquelles la fonction aa^ — /\bb' -^ Sc'^ a une valeur donnée, sont réductibles à un nombre fini de classes distinctes.
Paris, juillet i854.
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SUR LA THÉORIE
DES
SECOND MEMOIRE
Dans mon premier Mémoire, qui a pour principal objet l'élude des formes biquadra tiques, j'ai eu soin de considérer séparément la théorie algébrique et la théorie arithmétique de ces formes. Relativement aux formes quadratiques, une pareille distinction serait inutile, en raison du petit nombre de notions algébriques qu'il est nécessaire d'établir comme base des considérations arithmétiques. Mais, dès qu'on s'élève aux formes binaires de degré quelconque, on voit la théorie algébrique prendre un développement inattendu et digne du plus grand intérêt. En effet, en présence des éléments analytiques nouveaux dont elle manifeste l'existence, les notions les plus simples et les plus faciles qui nous sont requises par l'étude des formes quadratiques viennent alors s'offrir sous un tout autre aspect, et parfois, donnent naissance à des notions nouvelles. Je me propose d'en montrer ici un exemple, en traitant de la distribution en ordres des formes cubiques et biquadratiques .
M. Eisenstein, dans son beau Mémoire intitulé : Nouveaux théorèmes d^ Arithmétique transcendante , publié dans le Journal de Crelle, t. 3o, a déjà remarqué que la présence des formes adjointes, dans la théorie des formes quadratiques ternaires,
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conduisait à faire reposer la distribution en ordres de ces formes sur un principe nouveau et différent de celui que M. Gauss a donné pour les formes binaires. Nous allons voir que, pour les formes cubiques et hiquadratiques, le principe de M. Eisenstein va luimême se présenter sous un jour plus étendu, et conduira à trois subdivisions différentes de la totalité des formes qui possèdent les mêmes invariants fondamentaux .
C'est là d'ailleurs un résultat qui appartient en propre aux formes dont nous parlons; de sorte que la forme du cinquième degré et celle de degrés plus élevés donnent lieu pour la distribution en ordres à des considérations toutes différentes. Plusieurs autres faits se présenteront, comme nous l'avons déjà annoncé dans la suite de ces recherches, pour manifester dans des circonstances variées cette différence de nature qu'on rapproche naturellement de cette différence analytique si profonde, entre les racines des équations des quatre premiers degrés, qui s'expriment par simples radicaux, et celles de degrés plus élevés qu'il est impossible d'obtenir de cette manière.
Dans l'espérance que de pareilles considérations intéresseraient peut-être, j'ai développé, avec détails, l'application aux formes du cinquième degré des propositions algébriques générales sur lesquelles reposent la distribution en ordre des formes binaires. Plusieurs des résultats qui se présenteront dans cette application se retrouveront d'ailleurs et joueront un rôle important dans l'étude spéciale des formes du cinquième degré, à laquelle je consacrerai prochainement un nouveau Mémoire.
Principe de la distribution en ordres des formes binaires.
Il est un point de vue sous lequel la notion des ordres de classes quadratiques de même (ie7g/'/?2maAZ/ s'étend immédiatement à toutes les formes, quel que soit leur degré et le nombre de leurs indéterminées. Ainsi, en ne considérant que les formes binaires et leur appliquant la méthode suivie par M. Gauss dans le § 226 des Disquisitiones Arithmeticœ, on peut nommer primitives toutes les
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formes
de mêmes inçariantSy dans lesquelles le plus grand commun diviseur de <2, b^ c^ ... est l'unité. Cela dit, l'ordre proprement primitif sera défini comme réunissant toutes les formes dans lesquelles le plus grand commun diviseur de
- m. m — I a. mb, c,
sera l'unité, et ensuite on obliendra autant d'ordres improprement primitif s que le plus grand commun diviseur de ces mêmes nombres pourra recevoir de valeurs distinctes. Maintenant, si l'on passe aux formes
dont les coefficients A, B, C, ... ont un plus grand commun diviseur 8, on pourra les nommer dérivées des formes primitives
Gela posé, pour chaque valeur de S, on aura un groupe de formes dérivées, dont la distribution en ordres suivra immédiatement celle des formes primitives qui leur correspondent. Rien de plus facile, on le voit, que cette première extension des principes de M. Gauss qu'il nous a suffi d'indiquer en peu de mots. Mais, dès qu'on considère d'autres formes que les formes quadratiques à deux indéterminées, on voit intervenir de nouveaux éléments analytiques qui jouent dans toute la théorie un rôle essentiel; ce sont les formes adjointes et les formes nommées covariants par M.Sjlvester. Ges deux genres de formes ne sont pas essentiellement distincts, comme on le sait, dans la théorie des formes binaires; ils se ramènent aux seuls covariants, dont je crois devoir encore rappeler la propriété caractéristique.
Soit /^
une forme binaire, et supposons qu'on ait identiquement
(«, è, c, ...X^^-f-rr, r^oc^rly)"^ -(A, B, G, ...H^,jr)"S
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on donnera le nom de covariant de /à toute fonction
rationnelle et entière en (^, 6, c, ... ; x., y, qui satisfait à la condition
(A) {X^--rf^yo{a,h,c. ...; \x-^^y, y)^ -4- tj» - cp(A, B, G, . . . ; x,y),
l'exposant de la puissance à laquelle est élevé le déterminant de la substitution ^r/ — y^^' étant entier et positif. Gela posé, il est bien facile de reconnaître que le plus grand commun diviseur des • coefficients d'un covariant quelconque cp, de la forme /, sera un élément numérique, caractéristique de la classe entière à laquelle appartient cette forme. Nommant, pour un instant, cp^ une expression semblable à cp, mais se rapportant à une forme f arithmétiquement équivalente à /, il suit de l'équation (A) que cp et cp^ seront elles-mêmes arithmétiquement équivalentes et auront nécessairement le même plus grand commun diviseur pour leurs coefficients. L'ensemble des classes /,/^,/2,..., qui ont les mêmes in{>ariants, peut être ainsi divisé en ordres en appliquant le principe même de M. Gauss, tel que nous l'avons présenté tout à l'heure, aux covariants ^^ cp^, cp2, ... qui leur correspondent respectivement. Et, par là, on voit s'offrir autant de divisions en ordres que de covariants distincts, de sorte que l'idée arithmétique très simple, qui nous a été donnée par la théorie des formes quadratiques, reçoit, par le fait de l'existence des divers covariants, un développement aussi intéressant que difficile à suivre. On est conduit en effet à ces problèmes, sources de belles recherches analytiques :
I ^ Trouver tous les covariants des formes d'un degré donné.
2° Trouver commerit dépendent des invariants fondamentaux^ les diviseurs d'un covariant quelconque, qui fournissent les caractères dhtne division en ordres, relative à ce covariant.
3° Comparer entre elles toutes les divisions en ordres qui reposent sur la considération des divers covariants.
G'est la solution de ces questions que nous nous proposons d'offrir pour les formes cubiques et biquadratiques . Elle se fonde principalement sur les propositions générales que nous allons établir.
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Propositions sur les covariants des formes binaires.
Première proposition. — Soient g et h deux covariants quelconques de la forme
de sorte qu^ en faisant
{a, b, c, ...)lkx-^y.y, Ix -\-lyY^ = {k, B, G, . . .)lx, y)"t
et, pour abréger,
bi — kl — z/,
on ait
(i) w^^(a, b,c, ...; kx-^y.y, Ix^ly) = ^(A, B, G, ...;57, jk), (•2) (i)^h(a, b^c^ . . .; /ca; -h xjr, ^^ -1- '^y) = h(k^ B, G, . . . ; ^, y).
Je dis qu'en posant
on aura l'identité
(4) w^e(«,6,c, ...; to-4-zjK, ^^-H>^JK,X,co''+iY) ^ e(A,B, G. . . . ; ;r, j, X, Y).
Ainsi les coefficients des divers termes en X et Y dans cette fonction 6 se vérifieront de même nature que (i) et (2), et seront dès lors des covariants de f.
Soit
^ = to -H xjK, r\ =^ Ix -^ XjK,
dh ^ V ^^^ A/
w = 57X— ~Y, (^ = yX-4--— Y;
nommons U et V ce que deviennent respectivement u el {^ quand on remplace les coefficients a^h^ c^ ...^ qui entrent dans la forme A, par A, B, Cj . . ., de sorte que
U=^X-^-^^Al54^•^l^^Z)Y, v=.^X + ^M:^^Miiii1^iZ)y, ' ' ^J^ dx '
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je vais établir comme lemme qu'on aura
l AU-i-xV = ^X — co'
J'observe pour cela que l'identité (2), ou, ce qui revient au même, celle-ci :
w^A(a, ^>, c, ... ;^, r^) = /i(A, B, G, ... ; x,y), donne, par la différentiation,
(9A(A,B,G ■ ^,JK) ,r àh{a^h^c^...\\^r\) . ()/i(a,6, c, ... ; ^,r/)1
Or les équations (5) donnent immédiatement
A"U -+- X V = ( A-:?^ H- xjk) X
_ r c)A(A,B,G, ...\x,y) ^dh(k,B,C, ...; ^,.r)] y L' àx ' dy J '
l\] -^\y = {lx-\-\y)\
et, en substituant les valeurs des deux dérivées partielles que fournissent les équations (7) et (8), il vient précisément les équations (6) que nous nous proposions d'établir.
Cela posé, revenons à la relation (i), que nous allons reproduire en écrivant U et V au lieu de x et y, savoir :
9) co^^(a, ^>, c, ...; AU-+-xV,/U-4-XV)-^(A,B,G, ...;U,y),
et à la relation (3), par laquelle est définie la fonction 6, (10) g{a, b,c, . . .; u, v) = e(a, ^>, c, . . . ; x,y, X, Y).
Si, dans cette dernière identité, nous substituons A, B, G, ... à a, 6, c, . . ., il faudra aussi mettre U et V au lieu de u et r, et il
viendra
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OU bien, à cause de l'équation (g),
IVlain tenant, il résulte du lemme précédemment établi (équat. 6) que
k\]-hy.Y, /U-f-XV,
qui entrent dans le premier membre, sont ce que deviennent respectivement u el V lorsqu'on j remplace x etjrpar ^ etrj, et qu'on multiplie Y par 0)^^+^ . L'expression
g{a,b,c, ...; >^U-}-xV, /U-.-XY)
n'est donc autre chose, en vertu de l'équation (lo), que
0(a, ^>,c, ... ; ?,7],X, w^+iY),
et nous obtenons de la sorte la relation que nous voulions établir, savoir :
w^e(a, ^, c, . . . ; ^, r^, X, w^-+-iy ) = G(A, B, C, . . . ; x^y, X, Y).
On peut aisément juger, par cette première proposition, de la multitude des co^ariants qui existent pour une forme donnée. Ainsi, en prenant g qI h égaux à/", qui est évidemment an covariant par rapport à elle-même, on en obtiendra un certain nombre, avec lesquels on pourra encore employer le même théorème. Si donc on ne retrouve pas ainsi des formes obtenues précédemment, on verra de nouveaux co variants naître de tous ceux qui se sont déjà présentés, et il semble bien difficile de déduire de là une expression analytique générale pour tant de quantités qui peuvent, tout en restant dans le même principe, naître les unes des autres de tant de manières différentes. Voici ce qu'il m'a été donné de trouver après de longues méditations sur ce sujet :
Seconde proposition. — Nommons covariants associés à h ceux qui résultent de la première proposition lorsqu^on suppose g égal à la forme f : je dis que tout covariant de f, quel qu^ il soit, ou au moins son produit par une puissance entière de A, sera une fonction rationnelle et entière des covariants associés.
Pour mieux préciser d'abord, cette notion des covariants associés, reprenons l'expression analytique qui leur donne naissance.
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savoir :
Il conviendra, en nommant n le degré de h en x et j)^, d'écrire - Y au lieu de Y. Gela étant, si l'on met en évidence les coefiicients des divers termes en X et Y, il est clair que celui de X'^ sera la forme proposée/*, et, en faisant
(«,5,c,...y(.X-igY,^X^igY)'' = (/,/.,,.,...,/.„y(x,Y)''',
ces quantités Ai, Ao, . . ., km seront ce que nous nommons dorénavant les covariants associés à h.
Cela posé, soit
iz{a,b,c, ... ',oc,y)
un covariant quelconque àe f] nous pourrons écrire les deux ider.tités
{a, b,c, .. .K^X -+- x' Y, jkX -i-y Y)'« - ( A, B, C, . . .^ X, Y)"S
{xy--yx')V^iz{a, b,c, ...',xX-i- x'Y, jX 4-/ Y) - tu(A, B, G, ... ; X, Y),
a étant un certain nombre entier. Maintenant faisons
I dh
I dli^
-^ ~ n dx'
les coefficients A, B,C, ... deviendront respectivement/, h^^h^^ ..-. et le déterminant xj' — yx' la forme h elle-même. Supposons encore, dans la seconde équation,
son second membre se réduira évidemment au coefficient de la puissance la plus élevée de X, fonction rationnelle et entière de A, B, C, . . . que nous désignerons par (A, B, C, . . .). 11 vient donc ainsi l'équation suivante :
(il) AH'7t(a, 6, c, ...; ^,jk) = (/, Ai, ^2, • • ■ ),
par laquelle notre proposition se trouve démontrée.
Pour en montrer immédiatement une application, nous allons
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faire voir que tous les covariants d'une forme quadratique
fr= {a, b,c){x,yY
s'obtiennent en multipliant une puissance de / par une puissance de l'invariant b- — ac.
Remarquons d'abord que le second membre de la relation (i i) est homogène en f^ h^^ /zo, ..., car il provient de l'expression (A, B, C, . . l; qui est nécessairement homogène en A^ B, G, ... puisque, en général, tout covariant d'une forme est une fonction entière homogène des coefficients de cette forme. Cela étant, on trouve, en prenant h =/,
a,è,cj(^^X--igY,jX+igjj'=[/,o,(ac-^^)/f(X,Yr-
et
p^T.{a, h,c', x,y) =-^ [/, o, {ac - b^-)/].
Or, le second membre devant être homogène par rapport aux deux quantités /et (ac — b'^)/j ne peut être que le produit d'une puissance dey par une fonction de l'invariant, et, pour qu'un tel résultat soit aussi homogène en a, b^ c, cette fonction de l'invariant doit être proportionnelle à une simple puissance. Donc, tout covariant de la forme quadratique proposée, fonction rationnelle et entière de Xj y^ et a, 6, c par définition, est compris dans la formule
i et k étant entiers.
Si simple et si prévu que fut ce résultat, je n'ai pas cru inutile de l'établir rigoureusement à cause des conséquences qui s'en déduiront par l'application de la loi de réciprocité : conséquences que j'ai déjà indiquées dans le Journal de M. Thompson. D'ailleurs Il montre, sous un certain point de vue, comment les formes quadratiques se distinguent des formes cubiques ^xbiquadratiques, dont nous allons nous occuper, tout en partageant avec elles une j)ropriété caractéristique que nous verrons tout à coup disparaître dans les formes du cinquième degré. Nous ferons précéder ces questions de quelques remarques sur le système particulier des covariants qui sont associés à la forme proposée.
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Sur le système des covariants associés à la forme proposée.
On l'obtient en mettant en évidence les divers termes en X et Y dans l'expression
(a,b,c,...)'Lx^^fY,yX-^^'^r)"', \ / V m dy ' -^ 771 ôx j '
de sorte que, si nous faisons
(«•6,c,...j(^x-^gY,j.x + lgY)"'=(/,/.,/„...,y;„)(X,Y)'",
les covariants associés à /se trouveront désignés par/,/o, . , .^fm- Leurs premiers termes s'obtiennent facilement; car, en faisant y ^=. o dans les expressions
x\ ~--Y et yX H -f- Y,
m oy ^111 OX
elles deviennent simplement
xX — bx'^-'^\ et ax^'^-^Y.
En faisant, pour abréger,
on trouvera ainsi
Ce coefficient cp/( — b^ a) est divisible par a, comme on le voit aisément; il s'ensuit que, en employant la méthode donnée dans mon premier Mémoire, pour déduire un covariant de son premier terme on obtiendra la forme/ en facteur commun dans la série entière des covariants associés. Cette remarque faite, je vais étudier de
plus près les quotients -^i{ — b^ a\ en supposant à i les valeurs
1, 2, 3, 4j 5, et en écrivant les coefficients de / suivant l'ordre
alphabétique
i cpi(— ^,a) = o,
- 92(— ^, a) = — 62 -h ac, a '
- c^^{— b, a) — ib^ — ^abc + a^d,
- o,A— b, a) = — 3 6* -+- 6acb- — [bda^ -f- ea^,
- 9o(— 6, a) = :,'6s — 106ÏC63 + lob^da^ — 5bea^ -h/aK
Introduisons pour cela les expressions suivantes, savoir :
A, invariant de cp2(.T, y) = b^ — ac^
B, » ^^{x, y) = {bc — ady — ^{b^ — ac) {c'^ — bd), G, )) <D!,{x^ y) = ae — \bd-\-:>c^^
D, » o^{x,y)^{af^'^be-^'xcdY
— \{ae~ ^bd-\-'^c'^){bf~- ^ce -\-'èd'^),
on vérifiera sans peine les relations
i cpi(— 6,a) = rt^G — 3A2,
Cela posé, soient ^-^ g^ les invariants analogues à A, C, mais relatifs aux formes
m. m — 1 \ âx^ àx dy ôy'^
m. m — i .m — i.m — 3 \ àx'* ' ôx-^ dy dx^ dy^ ' dx dy'^ dy^ / \ ' / et h et h' les quantités
;^_ T /à^ dl_d^df^
{m — 2) \dx dy dy dx
h'= ■ /^ ^ ^ ^' if) ,
ini^ni — 4 ) \ ^-^ dy dy dx /
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on aura ces expressions des premiers covariants associés de /, savoir :
Gela résulte immédiatement de ce que leurs termes les plus élevés en X ont précisément pour coefficients les quantités
cP2(— ^, a), (p3(— Z>, a),
Mais je ne m'arrêterai pas à le vérifier, m'étant seulement proposé de faire voir comment viennent s'offrir, dans ma théorie, les covariants auxquels M. Sjlvester a donné les désignations de Hessiens ou à'' É manants , et qui ont été nommés précédemment g^ g' .
Division en ordres des formes cubiques.
D'après ce que nous avons dit en commençant, le point de départ de cette théorie de la division en ordres est la recherche complète de tous les covariants des formes cubiques. Nous allons nous en occuper en nous fondant sur les propositions générales précédemment établies.
Soit la forme proposée
/r-_ (a, b,c, d){x,yy]
on trouvera d'abord pour ses covariants associés, y4 étant identiquement nul, les expressions
Afin d'introduire par la suite ig au lieu de g^ nous écrivons et nous aurons ces valeurs
g^\rt{h^—ac), bc — ad, ^{c'^ — bd)]{x, yY
— 3 abc -+- a^-d, b'^c -^ abd-- lac'^, c-b -^ ib'^ d — acd^ — -2 c^ -h 3 bcd — ad^
_ iib'' — Zabc-\- a'^d, b'^c-^ abd-- lac'^, \ /
^= ( ^n^b-^o.h'^d—acd, —ic^A-Zbcd—ad^lK'^'^
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Cela posé, recherchons si d'autres covariants ne naîtraient pas, par exemple, du développement de
Or on trouve sans peine que
fa, b. c, d^ (^X - i - ^ Y, J.X + ^ g Xy =. (/, h, A/, A/^HX, Yys
A désignant l'invariant unique de /, savoir :
A = {bc — ad)^ ~ Mb^ — ac){c''-' — bd) = ^ac^ H- ^db'^ -h à^d'^ — 6abcd ~ '^b'^c-.
Ce sont donc encore f et h qui se présentent, mais accompagnés maintenant de V invariant A. Notre seconde proposition (§11) conduit ainsi à ces deux conclusions :
Tout covariant 6 de la forme cubique / est exprimable y soit de cette manière :
soit de la suivante :
les deux numérateurs étant des fonctions rationnelles et entières des diverses quantités qui y entrent, et les exposants \x et V étant entiers. Or, de là, il est facile de conclure que ^ peut également s'exprimer par une fonction entière de f., g^ h et A.
Pour établir la démonstration, j'observe d'abord que deux quelconques de ces trois quantités /, g.^ h peuvent être regardées comme entièrement indépendantes. On le voit en considérant un cas particulier. Soit, par exemple,
y = ip3 _j_j^3 .
on trouvera
g — — looy, h = X'' — y^ ;
quantités qui, envisagées deux à deux, ne peuvent être liées par aucune relation indépendante de x et y. Mais, entre /, g et /^
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une telle relation existe nécessairement et s'obtient en comparant les invariants des deux formes
(a, b, c, d){x,y)-^ et (/, o, - \fg, /h){X, Y)\
qui sont respectivement
A et ph^-lfkgK
Or, la seconde résultant de la première, par la substitution linéaire au déterminant y, qui donne naissance aux covariants associés à/", on trouvera
et, plus simplement,
(3) A/^-hl^-^=:/?,2.
(Cette équation a été récemment indiquée par M. Cajlej dans un Mémoire intitulé : Nouvelles recherches sur les covariants.)
Cela posé, j'observe que les numérateurs dans les expressions (i)
et (2) de 9 pourront être ramenés, en vertu de cette relation, à
contenir seulement la première puissance de A; ainsi, on pourra
écrire
n(/, g, h) = Dof/, g, \)-^hU,(f, g, A),
les nouvelles fonctions llo, IIi, ^07 ^i étant essentiellement entières en y, ^ et A.
Egalons maintenant les deux expressions du covariantÔ; il viendra
Or je dis qu'on devra avoir séparément
U) ^ no(y; ^^ ^) = ^ *o(/, ^, a),
Effectivement, s'il n'en était pas ainsi, on aurait entre /, ^, h une
équation essentiellement distincte de (3), contenant h au premier
degré seulement. Il serait donc possible, en éliminant cette quan-
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tité, d'obtenir entre / et g une relation indépendante de x et r ; contrairement à ce que nous avons précédemment établi. Or l'égalité (4), lorsqu'on a chassé les dénominateurs, prouve immédiatement que ÏIo est divisible par y>, et <!>,) par g"^ . Une conséquence toute semblable se tire de l'égalité (5). Ainsi nous avons ce théorème :
Tout covariant de la forme cubique proposée f est une fonction entière de f^ g^ h et de [^invariant A; le covariant h pouvant être regardé comme entrant seulement au premier degré dans cette fonction.
De là découlent beaucoup de conséquences sur lesquelles nous aurons à revenir dans la suite de ces recherches. En nous bornant maintenant à ce qui se rapporte à la division des formes cubiques, nous voyons que cette division peut être faite de trois manières différentes.
Soient, en effet, /*, /^, f\ . . ., /'^'^ les formes par lesquelles on peut représenter la totalité des classes cubiques différentes pour un même invariant A; à ces formes correspondront, d'une part, les covariants quadratùjues g^ g\ g" ^ ..., g^^' et, de l'autre, les co variants cubiques., h, A^, A/^ .... h^^K Cela posé, chacun de ces trois groupes de formes, que pour abréger nous nommerons (/), [g) et (A), pourra tout d'abord être individuellement divisé en ordres, en appliquant le principe de M. Gauss, tel que nous l'avons présenté (§1). Or, en réunissant dans le même groupe toutes les formes de (/), dont les covariants quadratiques appartiennent au même ordre dans (g)^ on obtiendra une seconde division en ordres de (/'), que nous dirons attachée à g. Et semblablement, si l'on prend pour point de départ la division en ordres de (A), et qu'on réunisse encore dans un même groupe les formes de (/), dont les covariants cubiques appartiennent au même ordre de (A), on arrivera à une troisième division en ordres de (/), que nous dirons attachée à Ji. De ces deux dernières d' visions, celle qui est attachée à ^ a la plus grande importance, comme nous nous réservons de le montrer dans un autre Mémoire. Elle sert de base, en effet, à la détermination complète du nombre des classes cubiques pour un invariant donné; recherche que M. Eisenstein a déjà traitée d'une manière aussi ingénieuse
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qu'élégante, mais seulement dans un cas particulier. Pour ce qui regarde la division en ordres attachée au co variant A, je ne puis la justifier que par l'analogie avec la précédente, car jusqu'ici je n'ai pas encore été amené à en faire usage, et à la caractériser par quelque propriété arithmétique particulière. Cependant, dans plusieurs circonstances, j'ai vu le covariant A jouer un rôle important, et j'en vais citer un exemple qui se rapporte précisément à la recherche du nombre des classes cubiques. Il est nécessaire, dans la méthode que j'ai suivie, d'obtenir l'expression analytique de toutes les formes pour lesquelles le covariant quadratique est le même. Or, /* désignant une forme déterminée dont le covariant quadratique est g^ toutes les autres qui auront le même covariant seront données parla formule (/ -h uh^ h étant le covariant cubique de /; t et u des constantes liées par la relation
Il me reste encore à indiquer comment les diviseurs communs des coefficients de/, g ou h dépendent de A. Or, en nommant X, [JL, V ces diviseurs, et remarquant que les invariants de /, g^ A, à savoir : A, A et A% sont respectivement des fonctions homogènes du quatrième, du deuxième et encore du quatrième ordre, des coefficients de ces formes, on voit immédiatement que
X^ est un diviseur de A, \L^ id. d,
v^ id. A3.
A ces relations il faut aussi joindre les suivantes :
X2 est un diviseur des coefficients de g, X3 id. h,
\i. id. i/i.
Les deux premières sont évidentes, et la troisième suit de l'équation
dx dy dy dx
dont le second membre contient le facteur troisy qui est amené
par les dérivées partielles ,^,f.
^ ^ ox oy
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Division en ordres des formes biquadratiques.
La recherche du système complet des covariants est le point de départ de cette question, comme de la précédente. Nous allons la traiter en nous proposant de mettre dans tout son jour l'analogie que nous avons reconnue à cet égard entre les formes cubiques et biquadratiques.
Soit, en conservant les dénominations de mon premier Mémoire,
/= (a, 6, c, 6', a'){x,yY
la forme proposée; ses covariants associés seront, d'après les formules générales données à la fin du § III,
i étant V invariant quadratique
aa' — ibb' -h3ci;
g et A, les covariants que nous avons déjà considérés, savoir :
g = [b^ — ac^ \{bc — ab')^ \ (3c"^— ibb' — aa' )^
\{b'c~a'b), b'^--a'c]{x, yY, h = (/?, q, r, s, r', q\ p'){x, yf,
en faisant pour abréger
p =z ib^ — '6abc-\-a^b\ 6q = 6b^c — gac^ -h Q.abb' •+- a^ a', ....
Gela posé, les covariants associés à g résulteront de l'identité suivante :
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qu'on vérifiera par un calcul un peu long, quoique sans difficulté, en réduisant les covariants à leurs premiers termes. Il en résulte que nous retrouvons les quantités y, g^ h accompagnées des deux invariants / et y". Ainsi la seconde proposition du § II conduit à ces conclusions :
Tout covariant 6 de la forme bicjuadratique f est exprimable, soit de cette manière :
soit de la suivante :
les deux numérateurs étant des fonctions rationnelles et entières des diverses quantités qui y entrent , et les exposants [JL, V étant entiers.
Je vais maintenant établir que 0 peut également s'exprimer par une fonction entière de/, ^, A, / et y. J'observe d'abord que /et ^ ne sauraient être liés par aucune relation indépendante àe x ei y\ comme on le voit en considérant le cas particulier de/=;r^ H-JK^? qui donne g = — x-y-. Mais une telle relation existe entre /, g et A, et a été établie dans mon premier Mémoire, savoir :
Or, on voit que les numérateurs, dans les expressions (i) et (2) de 9, pourront être ramenés, à l'aide de cette relation, à ne contenir que la première puissance de A. Ainsi on pourra écrire
Il(/,^,/.; i) =rio(/,^; .•,y)H-Ani(/,^; i,j\
*(/, gi ^^; i, i) = *o(/, ^; i-j) -^ à^iif, g', i, /),
les nouvelles fonctions Fl^,, 111, ^o^ ^m étant essentiellement entières en /, g^ i et y. Il suit de là, en égalant les deux expressions du covariant 0,
j- no(/, ^; i, J)^ j^ ni(/,^; i,j)
= Jç *o(/, é^\ i.j)-^ —^ *i(/^; ^',y);
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donc, achevant de raisonner absolument comme nous l'avons fait pour les formes cubiques, on obtiendra les équations séparées
desquelles il résulte que IIo et 11, sont divisibles par/f^; <Ï>q er <ï>4 par g^ . Ainsi nous avons ce théorème :
Tout covariant de la forme biquadralique /* p.v/ une fonction rationnelle et entière de f^ g^ h et des deux in^'ariants i,j\ le covariant h pouvant être regardé comme entrant seulement au premier degré dans cette relation.
Pour procéder maintenant à la division en ordres, il conviendra d'introduire, au lieu de g et A, (S g et (iA, qui ne contiendront aucun coefficient fractionnaire. La méthode que nous avons employée pour les formes cubiques donnera alors trois divisions différentes de l'ensemble des classes distinctes qui ont les mêmes invariants i et /. L'une sera directement déduite de la considération des diviseurs communs aux coefficients des formes qui représentent ces classes; les autres seront respectivement attachées à ^g et 6A. Mais, moins avancés dans l'étude arithmétique des formes biquadraticiues, nous ne pouvons encore, comme nous l'avons annoncé pour les formes cubiques, attribuer à aucune de ces divisions d'autres propriétés que celles-là mêmes qui leur servent de définition. Nous nous bornerons donc à la recherche des relations qui existent entre les diviseurs des coefficients des formes /, 6^', 6 A, et les invariants «, /, recherche qui exige plus de développement que dans la théorie des formes cubiques; car elle dépend de la détermination des divers invariants de 6g et 6 h. NoQS nous occuperons d'abord, à cet égard, de la forme ^", mais en nous plaçant à un point de vue plus général, afin d'en tirer occasion de présenter quelques remarques sur un beau théorème qu'a donné M. Hesse, et qu'on peut énoncer ainsi :
Soit F une forme biquadraticjue composée linéairement
en f et g^ savoir :
F = tf— ag,
Hosted by
t et u étant des constantes ; si f on nomme G le covariant déduit de F, comme g de /, on aura
a' et t' désignant de nouvelles constantes.
Une nouvelle démonstration de ce théorème résulte d'abord immédiatement de notre proposition, que tous les covariants des formes biquadra tiques sont des fonctions entières de /, g^ h. Effectivement, la forme G, qui, comme on le voit aisément, est un covariant de /, doit être, comme cela se voit a priori, du quatrième degré en x et y. Or les seuls covariants du quatrième degré qui puissent résulter d'une fonction entière de /', g^ // sont des fonctions linéaires de f et g. G est donc, comme la forme F elle-même, une expression de cette nature. Cela étant, on trouvera, comme il suit, t' et u' au moyen de t et u. Nommons ï, J et H les quantités analogues à /, j et h pour la forme F. Entre ces quantités on aura la relation
que j'écrirai ainsi :
(4, O, —l I, --JKG, F)=^r=:H^
Or, on reconnaît immédiatement par l'expression de H au
1 ,, . , -M d¥ dG d¥ dG ,,
moyen des dérivées partielles -,- . -r- » -r- , -y- que 1 on a ^ ax dx dy dy ^
Nous pouvons donc poser
(4, G, -II, -JKG, F)3
== 112 == ( ta— ut'f h^ = {tu' - ut')-^ (4, o, — y, -.hig^ /)^
et, en observant cpie les équations
F= tf~ug, G = agt'f
donnent
wG-Hw'F /G-+-^'F
^ "" -777' TTJr ' ^ = tt.t"
(u' — ut' tu' — ut'
4, o, -|f, -J'kG, F)3
— {tu ~ ui Y \ \, o, — :- i, — / — ^- ,
^ V ^ '' \tu' — ut' tu— ut'
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cette dernière relation peut elle-même évidemment se ramener à la
suivante :
I ^ta'-ut'){^, o, -il, -JKG, F)3
f =:=(4,o, — \i, ^-j){tG -h t'F, uG -h u'Fy,
que nous allons traiter comme identique par rapport à G et F.
A cet effet, je désigne pour un instant par '^(t^ u) la forme cubique
(4, o, -^\i, --jT{t,u)K
On trouvera^ en égalant les coefficients de G^ et G- F, ces deux
équations :
,\{tu' — ut' ) — (:^(f, u)y
desquelles on tirera
dt du
T 1 du 1 2 dt '
expressions bien simples, comme on voit.
Mais notre principal objet est d'obtenir les invariants I et J, qu'il nous faudra tout à l'heure employer dans le cas particuliei' où F = 6^. Soient, dans ce but, y et ^ les covariants quadratique (^) et cubique de cp, savoir :
on trouvera, en employant les valeurs obtenues pour t' et u' ^
4,0, — -^,—7 /G -^¥,uG-\ f¥
3 ' -^ / V \'i du \i dt
42 ^/-' 43 car nous avons été amenés à faire usage précédemment de la substi-
( ' ) Ce covariant x ^st le covariant désigné par g dans Je paragraphe III et la moitié de celui ainsi désigné dans le paragraphe IV. E. P.
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tiitionqui donne naissance aux covariants associés. L'équation (3) devient ainsi, en remplaçant lii^ — iit^ par |-cp,
\ ? (4.0, - Ji, -j) (g, f)^^=. (^, o, -^^ ?x. ^?^) (g, f)'\
et l'on en tire
En particulier, si l'on suppose ^ = 0, w = — 6, afin d'obtenir F =6^, on trouvera
C'est là le résultat que nous voulions établir pour arriver à caractériser les nombres entiers, diviseurs des coefficients de ^g.
Nous allons maintenant procéder à une recherche analogue relativement aux coefficients delà forme 6 A. Cette recherche tout d'abord semble plus difficile; car nous ne possédons aucune proposition sur les invariants des formes du sixième degré. Mais il se présente ici le premier exemple d'un fait remarquable que nous verrons plus tard se reproduire dans bien des circonstances. La forme h possède, en effet, cette singulière propriété que tous ses invariants sont ou le discriminant, ou les puissances du discriminant de la forme biquadratique proposée /. Voici, je crois, la manière la plus facile de le démontrer. Imaginons que, par une substitution S, au déterminant luiy on fasse évanouir dans f les coefficients de x^ y et xy^ ^ de sorte que la transformée obtenue soit
F = (A, G, G,o, A'KX, Y)^.
Cette substitution, efi'ectuée dans A, donnera précisément pour transformée la forme H qu'on déduirait de F, par la même loi que h de f. Or on trouve ainsi
H = [0, ■|-A(AA' — 9C2), o, 0, 0, — |A'(AA' — 9G2),o](X, Y)6. Cela posé, un invariant quelconque de A, fonction homogène
de />, q^ /•, ,v, i\ q' ^ p' ^ ne changera pas de valeur en substiUiant à ces coeiTicienls ceux de la transformée H. Mais, par là, cet invariant devient une fonction homogène des deux seules quantités
A(AA'-9G2) et A'( AA' - gC'^),
et même une fonction qui ne doit pas changer par rapport à la substitution
en désignant par ÏC une constante quelconque ; il ne peut donc être que proportionnel à une puissance du produit
AA'(AA'— 9G
Or ce produit s'exprime aisément en / ety ; car, F étant une transformée de/par une substitution au déterminant i , on a
l^ AA'-t-3G-^ j = C(AA'— C2),
et, par suite, le discriminant A a pour valeur
d'où résulte ce que nous avons annoncé.
Ceci établi, on sait par un théorème de M. Cajley que l'expression
pp — 6 qq' -i- i ') ri^' — \os^
est un invariant de la forme
iP^Ç: r, s, r ,q ,p ){x,y)\
de sorte qu'on doit avoir, en désignant par a une quantité numérique,
pp' — ^^qq' H- l'iri' — 10 s'^ = jjlA.
Or, en supposant 6 ^^ o, />'= o, on trouve de suite que ui doit être ~] nous avons donc pour la forme 6/i un invariant du second degré par rapport à ses coefficients, et dont la valeur est 6 A. Ce dernier résultat et les expressions précédemment obtenues pour les invariants de (^g donnent les conséquences suivantes :
Désignant par A, [jl, v les diviseurs des coejjicients des
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formes f^C)g^6h^
X2 est un diviseur de l'invariant i,
id.
id.
id.
id.
IP
A ces relations il faut aussi joindre celles-ci^ qu'il nous suffira d' indiquer :
\~ est un diviseur des coeflicieuts de 6,.^. X3 id. 6//,
[JL id. 8/?.
Comme pour les formes cubiques^ la dernière résulte de C équation
dx dy dy dx
Je terminerai par une remarque qui ne sera pas peut-être sans importance au point de vue arithmétique, et qui se tire des formules que j'ai données pour le théorème de M. Hesse. Elle consiste en ce que le discriminant A est en facteur dans le covariant G, et les deux invariants 1 et J de la forme
Sur les covariants des formes du cinquième degré.
Il a été précédemment établi que tous les covariants des formes cubiques et biquadratlques s'expriment en fonction rationnelle et entière de deux d'entre eux, et de la forme proposée. Ces deux covariants fondamentaux ont, comme nous l'avons vu, une origine commune, et se trouvent dans le groupe des covariants associés à la forme primitive. Or cette propriété fondamentale n'existe
plus pour les formes du cinquième degré, et il devient alors impossible d'exprimer tous les covariants en fonction entière de ceux que nous avons définis comme associés à la proposée. Effectivement, les formules générales données à la fin du § 111 mettent en évidence ces quatre covariants associés, g^ g' ^ A, h' j dont voici les premiers termes :
h = (ib^ — 3 abc -\- a^ d) x^ -h . . , ,
h' = [ib (ae — /[bd -h 3c^) — a{ af — 3be 4- .i c^ )] ^^ -h . . . ,
la forme primitive étant supposée
f={a, b, c, d, e,/)(:r,jr)^
Or il existe au moins un covariant cubique qu^on pourra, par exemple, définir comme l'invariant y de la forme biquadratique suivante :
(t.1, ^'f ^ ^'f , ^'f , ^Vx yV,
\ dx^ ' àx'^ dy ' dx^ dy^ ' ùx dy^ * dy^ / \ ' / '
et qui ne pourra jamais s'exprimer par une fonction entière de/*, g^ g' ^ A, h' ^ qui sont respectivement des degrés 5, 6, 2, 9 et 5.
Il existe donc bien, au point de vue algébrique, un caractère important qui appartient exclusivement aux formes de degrés moindres que cinq; mais il j a, même pour ces formes, des propriétés qu'on doit regarder comme exceptionnelles, et qui peuvent véritablement les faire considérer comme des cas singuliers dans les théories générales. Ainsi, les formes cubiques ne possèdent point de covariants linéaires, qui se présentent pour toutes les autres formes de degrés impairs. Les formes biquadratiques n'ont pas non plus de covariants quadratiques qui se présentent, au contraire, pour toutes les autres formes de degrés pairs. Or, de là découlent, dans la nature de ces formes^ de profondes différences, que nous nous attacherons à apprécier et à faire ressortir dans la suite de nos recherches.
Paris, juillet i854.
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SUR
LE NOMBRE DES RACINES D'UNE ÉQUATION ALGÉBRIQUE
COMPRISES ENTRE DES LIiVIfTES DONNÉES.
(Extrait d'une Lettre à M. Borohardl, Journal de Crelle, t. o2).
En poursuivant mes recherches sur le théorème de M. Sturm
j'ai réussi à traiter par les mêmes principes les équations à coefficients imaginaires, ce qui m'a conduit au théorème de M. Cauchj pour le cas du rectangle, du cercle et d'une infinité d'autres courbes qui sont même à branches infinies, comme l'hyperbole. La théorie des formes quadratiqties vient ainsi donner pour ces théorèmes des démonstrations indépendantes de toute considération de continuité, comme celle que vous avez déjà pu conclure vous-même de ce que j'ai dit au sujet du théorème de M. Sturm dans les Comptes rendus de l^ Académie {^) (iSo3^ l'^'sem., p. 294). La réduction d'une forme quadratique à une somme de carrés, qui a été le sujet de votre Mémoire sur l'équation dont dépendent les inégalités séculaires, joue le principal rôle dans mes recherches. Seulement, au lieu des substitutions où la somme des carrés des variables qu'on introduit est égale à la somme des carrés des variables primitives, je considère des substitutions réelles quelconques. On a alors cette proposition dont je donnerai une démonstration très facile, dans la suite des Mémoires sur les formes quadratiques que je destine au Journal de Crelle : De quelque manière que l'on fasse évanouir les rectangles d'une forme quadratique par une substitution réelle, le nombre des carrés qui se présenteront allectés de coefficients de mêmes signes, sera constant. Ce nombre est ainsi un véritable invariant pour l'ensemble des formes équivalentes par
(1) Voyez pajçe 284 de ce volume. E. P.
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des substitutions réelles. Maintenant voici le premier théorème qu'il faut établir, pour traiter les équations à coefficients imaginaires.
Soient
n variables ima^j^inaires^ i désignant v^ — i, et
X(^ = X— ix\ Yo = r — iy, ..., \Jo=a — lu'
leurs conjuguées respectives; la forme quadratique suii^ante :
cp — Xo(ai,i X -f- ai,9 Yh-. . .-4- ai,,iU)
Uo(<^«,iX -i- a,i^2^ -
-««viU)
sera évidemment réelle en mettant en évidence x^ y, . . ., u] x' . y' ^ .. ., u' ^ si tes constantes a^^v et a^^^ sont des quantités imaginaires conjuguées, ce qui suppose réelles a,,, , ^2,2, • • -^ Cin.n-
Sous cette condition nommons A,, A2, A.{, ..., Ln les déterminants qui suivent :
Tous ces déterminants sont réels, car ils se reproduisent en mettant les colonnes horizontales à la place des colonnes verticales, ou av,u, au lien de a^_^^,] ce qui revient à changer dans les éléments y/ — I en — y/ — i . Cela étant, si l'on fait évanouir les rectangles de la forme cp par une substitution réelle, le nombre des carrés qui se présenteront avec des coefficients positifs sera double du nombre des termes positifs de la suite
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et le nombre des carrés inultipliés par des coefficients négatifs sera le double du nombre des termes négatifs de la même suite. On voit par ce théorème que les formes telles que o se comportent comme des formes à un nombre d'indéterminées moitié moindre, ce qui est surtout important pour F Arithmétique, comme je l'ai démontré dans la théorie nouvelle dont j'ai fait dépendre la décomposition des nombres en quatre carrés. Mais la considération de ce genre de formes me semble également indispensable pour arriver au théorème suivant, qui est un théorème fondamental.
Soit
F(z) = Az"- -h B^^-i -+-. . .^ K^ -i- J. r= o
une équatioti dont les coejjlcienis sont des quantités imaginaires quelconques, et a^ ^^ c, . . ., k ses racines ; nommons Aq, Bo, ..., iv,,, Lo les quantités conjuguées de A, B, ..., K, L, et
posons
Fo(^) = Ao^'' + Bos''-^ ^-...-^- Ko^-^ U..
La forme quadratique suivante :
( X H- a y H- . . . + a'^-' ii )'^
Fo(a) P'C.a)
(x -t- by -H. . .+ ô^'"^ u)'^
fonction symétrique des racines a, 6, . . ., /r, sera toujours réelle, et jouira de cette propriété que, si l'on fait évanouir les rectangles, le nombre des carrés affectés de coefficients positifs sera égal au nombre des racines «, 6, . . ., A", dans lesquelles le coefficient de i sera positif, et le nombre des carrés affectés de coefficients négatifs égal au nombre des racines dans lesquelles le coefficient de i est négatif.
Pour le démontrer, je vais introduire, comme plus haut, les indéterminées imaginaires conjuguées
X = X ^ ix' , Xo = X — ix'^ Y = y ~\- ir\ Y^ = y — ty\ . . . ,
U = ?/ -H iu\ Uo = w — lu' ,
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et en posant, pour abréger,
e(a)=:X-i-aY-H...-4- a'^-iU. eo(a) == Xq -h «^ Yq -i-. . .-h a''~i Uo,
je considérerai la nouvelle forme
En désignant par cp' ce que devient cp, lorsqu'on met x' ^ JK^ • . ., ^/' au lieu de x^ y^ . . ., a, on aura évidemment
mais il sera beaucoup plus facile de raisonner sur cette forme ^ qtie sur cp, qui contient un nombre d indéterminées deux fois moindre. Pour démontrer en premier lieu la réalité des coefficients, je remarquerai que les racines de l'équation
Fo(^)= o
seront les conjuguées «o, 60, ..., k^ des racines de la proposée: de sorte qu'on aura, par la décomposition en fractions simples,
e(a) __ e(ao) e(6o) e(/ro)
d'où cette expression de <ï>, savoir ;
F'(a) [(a-ao)F;(ao) (a - /??o) F^ (^o) '** (« — A-o) F; (A-o)J
le^jb) r e(ao) e(^o) , e(;^o) 1
"^ F'(^) L(6-ao)F;K)"^(6-6o)F;(6o)""-*- (6-X:o) F;(â-o)J H-
"^ F'(/0 [(/c-ao)F;(ao) (k-ôo) F',{bo)'^ " ' lk-k,)F',(k,)y
Or, en réunissant les termes contenus dans une même colonne verticale, on trouvera de suite
F(ao)F;(ao)
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ce qui est bien l'expression primitive, dans laquelle on a changé -h / en — i.
Ce premier point établi, je fais la substitution suivante :
5 et Ço7 '^j et 7]o, . . ., ^ et Uq étant des variables imaginaires conjuguées. De là résultera évidemment une substitution toute réelle, entre les éléments réels des indéterminées X, Y, . . . , U et Ç, ri , . . . , u, puisque le système des équations posées ne change pas en mettant — i au lieu de -f- i. Ainsi, lorsqu'on fait évanouir les rectangles, le nombre des coefficients des carrés qui ont un signe donné sera le même pour la forme <ï> et la transformée en ?, r^, . . ., u, savoir :
^ = iU
■l'TiQ
a — «0 a — 6>o h — ao b — ^0
'"^ b-ko
\k — ao
Or il est facile d'appliquer à cette transformée le théorème I, et d'obtenir le terme général de la suite
Al, — ? T-J
Je considère pour cela le déterminant ^^ relatif aux m premières variables et aux racines a^ b, . . ., /^ g; le rapport de déterminants , "^ - sera la valeur de — qu'on tirera des équations linéaires
A,n-1 fJ. ^ ^
g-—ao g — b^
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dans l'hypothèse particulière que les seconds membres, à l'exception de [JL^, soient nuls.
Or, on satisfait à ces équations de la manière suivante :
Soit
n(z) = {z~a)(z~ b). ,.{z — g), no(^) = (s — «o) {z — bo).. .{z — ^o), on fera
^ Q(ao) r rno(a) T/U,(b) IJ-'Upis^) 1
'"^ U',{bo)[{b,-a)U'{a) (bo-b)n'(b) '" (b,-g)U'(g)y
ce qui donnera de suite, pour le cas particulier qu'on a en vue,
;i.-n(^o)no(^) (^o-^)n;(^o)n'(^)'
donc
quantité qui a précisément le signe du coefficient de i dans la racine g. Ainsi, les coefficients des carrés dans la forme W^ ou dans la forme <ï>, lorsqu'on aura fait évanouir les rectangles, offriront un nombre de termes positifs et de termes négatifs double du nombre des termes positifs et négatifs de la suite
i{ao — a), i{bQ~b), ..., iÇko — k);
donc, à cause de la relation <ï> = cp -j-ç^, le nombre des coej/îcients des carrés qui offriront un signe donné, lorsque on fera évanouir les rectangles dans la forme cp, sera égal au nombre des termes, ayant ce même signe, dans la série des coefficients de i des racines a^ b^ ...,/:.
Les résultats précédents sembleront sans doute inapplicables dans la pratique, à cause de la difficulté d'évaluer les fonctions symétriques des racines qui se présentent pour les coefficients de
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la forme quadratique cp. Mais ce n'est là quHine difficulté apparente, comme vous allez voir. Reprenons l'expression
(^-h ajK-i-. . .H- a'^-'^uY,
Fo(a,)F'(a)
et faisons la substitution suivante, que m'a suggérée la notion des formes adjointes, telle que je l'ai indiquée dans une de mes Lettres à M. Jacobi (^ ) [Journal de C relie, t. 40, p. 203 et suiv.) sur la théorie des nombres.
Posons
\ d<ù \ d^ T û^cp
2 d.T 2 «ijK 1 du
Un calcul extrêmement simple montre que, si l'on désigne par
ce que deviennent les quotients
quand on y remplace z^ par z^^ on obtiendra la transformée
Or cette transformée, qu'on peut substituer pour notre objet à la forme C5, s'évalue immédiatement et sous forme explicitement réelle, au moyen des coefficients de l'équation proposée
Considérez pour cela l'expression
Y Fo(^) F(^) ¥{z') Zd F'(a) z — a z'—a'
OÙ z et z^ sont deux variables distinctes ; elle se transforme succes- (1) Voir p. i37 de ce Volume. E. P.
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sivement de la manière qu'expriment ces relations, savoir :
^¥\a) z — a z'—a ^ ' ^ ^ jLà ¥'{a) {z ^ a) {z' — a)
_ F(^)F(^') VFo(a) / I I
F(z)F(z') [F,(z) Fo(z')
Lf(^) F(z')\
z'—z lF{z) F(;
_ F(^-)Fo(^) — F(^)Fo(^-)
Ainsi la transformée £ sera ce que deviendra l'expression évidemment réelle
,F(^OFo(^)-F(^)Fo(^-) — i ,
quand, après avoir effectué la division, on remplace successivement
z^, z\ z^, ..., ^"-1, puis
z'(^, z'\ z"^. ..., ^'«-1, par
-^Oj ^i5 ^2^ ■ • ' ■> ^n-\'
Soit, par exemple,
F(^) = az'^ 4- è^ -h c H- i{a' z""- -i- b' z -f- c') ; on trouvera
1 F(y)Fo(^)-F(^)Fo(^') ,.,.,,,,, ,,, , ., ., - ; = iao — ba )zz 4- (ac — ca)(z-\-z ) -\-bc — cb
et, par suite, cette expression de i :
\£ = i^ab' — ba')z\ -f- '?.{ac' — ca') ZqZ^ -{- {bc' — cb') zl.
Cette méthode pour obtenir la forme £ et les rapports de cette forme avec les racines de l'équation F(^) = o étant bien établis, voici les premières conséquences à en tirer.
Soit <E> le coefficient de i dans l'expression cq(^ -f- (y), où o est une fonction rationnelle à coefficients réels ou imaginaires. Si l'on considère x el y comme deux coordonnées rectangulaires dans un
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plan, l'équation <ï> = o représentera une courbe, relativement à laquelle nous distinguerons dans ce plan deux régions différentes. Je dirai que les points dont ces coordonnées substituées dans la fonction <ï> la rendent positive occupent la région positive, et que ceux qui la rendent négative occupent la région négative. Gela posé, représentons géométriquement chacune des racines imaginaires a, 6, . . ., k par un point dont l'abscisse et l'ordonnée seraient la partie réelle et le coefficient de i de cette racine, on pourra déterminer combien de points ainsi obtenus se trouvent dans Tune ou l'autre des régions que nous avons définies. En effet, si l'on élimine z entre les équations
l'équation en u aura pour racines
ainsi la forme quadratique, déduite de cette équation, conduira à déterminer le nombre de ces racines, dans lesquelles le coefficient de i a un signe donné, et par conséquent le nombre des racines <2, ^, . . ., A", de l'équation proposée qui occupent la région positive ou négative, relativement à la courbe <ï> = o. Soit, pour premier exemple,
les coefficients de i^ dans les racines de l'équation en u^ nous conduisent alors au nombre des racines de l'équation proposée
qui sont renfermées dans l'intérieur d'un rectangle, ayant ses côtés parallèles aux axes coordonnés. Désignons par Tr(^,Yj) le nombre des termes positifs contenus dans les coefficients des carrés après l'évanouissement des rectangles, lorsqu'on opère sur la forme quadratique relative à l'équation en u ; l'expression
représentera précisément le nombre de ces racines qui sont contenues dans le rectangle, ayant pour coordonnées de ses sommets les points
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En efiet, si l'on représente Tune quelconque des quantités a^ b^ . . ., /: par x + iy^ le coefficient de i dans les racines de u sera i^x — V){y — 'fi)-, donc 7i(Ç, ri) sera le nombre des quantités x^ y^ contenues dans les deux angles opposés par le sommet, ayant les côtés parallèles aux axes coordonnés, et pour l'origine le point X =z^^ y z=i-r\^ l'un de ces angles ayant ses côtés parallèles aux directions positives des axes. La différence
représentera, dans l'intérieur des deux parallèles,
l'excès du nombre des racines, dans lesquelles y est >> yj, sur le nombre des racines dans lesquelles jk est <^'/], si l'on a toutefois io <C i? ^t, l'on en conclut de suite la formule ci-dessus, en considérant une nouvelle ordonnée 7)o <C '/^, et retranchant les deux différences
Si nous prenons, en second lieu,
la forme quadratique relative à l'équation en u donnera le nombre des racines qui sont dans l'intérieur, et le nombre des racines qui sont à l'extérieur d'une hyperbole équilatère, placée dans le plan d'une manière quelconque. Enfin, nous remarquerons les propositions suivantes :
i^ Soit '^ÇÇ) te nombre des termes positifs contenus dans les coefficients des carrés, pour la forme quadratique relative à V équation
la différence TziJ^) — iz{Z,q) sera le nombre des racines a^b^ ...^k^ dans lesquelles le coefficient de i est entre les limites Ç, ^q.
1^ L^ expression semblable î^(s) — '^(Co)? relativement à l'équation
¥(X— iz) = 0,
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donnera Le nombre des racines dont les parties réelles sont entre les limites î^, so«
3^ Relativement à Inéquation
Tu(Ç) sera le nombre des racines dont le module est moindre que ^.
En général, on trouvera le nombre des racines contenues dans l'intérieur de courbes fermées, si la fonction co est le quotient de deux polynômes du même degré.
La forme quadratique
2^ Fo(a)F'(a)'
composée avec les racines a, 6, . . ., /c de l'équation
F(^) = o, où
6(a) = a? -I- ay -h. . .-f- a'^-i m,
et qui m'a conduit sans aucune considération de continuité auij cas précédents du théorème de M. Cauchj, est susceptible d'une transformation remarquable, par laquelle nous allons retrouver les énoncés mêmes de l'illustre géomètre. Soit
Y{z)^pf{z)^p,f,{z), ¥,{z)=^qf{z)-rqj,(z),
p-) Pi, q, q\ étant des constantes quelconques, telles cependant que les degrés de F et/" soient égaux.
Nommons a, ji, . . ., x les racines de l'équation y(^) = o, et re-
présentons par co le déterminant équation
je dis qu'on aura cette
Fo(a)F'(a) ^ ¥,{b)¥' ib)^ " '^ ¥,{k)¥\k)
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Désignons respectivement par es et o les deux formes
par A et A' leurs invariants, par y^ et -^^ leurs formes adjointes.
Comme je l'ai remarqué dans une de mes Lettres à M. Jacobi, sur la théorie des nombres, les invariants de -^ et /^ seront A'^"'^ A^'^"^, et leurs formes adjointes : A'^""^^ q^ A''^~-cp^ Cela posé, et d'après la définition même que j'ai donnée des formes adjointes, les formes j-, ^, sont représentées, en vertu du théorème IV, par les expressions symboliques
F(z')F,(z)-F(z)F,(z') ^^ f{z')Mz)-f{z)f,(z')
Or les relations
F{z)=pf{z)^pyf,{z), F,(z) = qf(z)^q,f,{z)
font voir que la première est le produit de la seconde multipliée par le déterminant co. Ainsi, nous avons déjà
De cette équation identique on conclut d'abord, en égalant les
invariants des deux formes ^ et co ^, >
= o)'^ — ■ — OU A' = co'^A.
En égalant ensuite les formes adjointes, il vient
A'^-2© A'"— 2çp' m ^'
'- ~ w'^-i ^ ou - = to'^-i -^
et, par suite,
(1) Remarquez que ^ = k^¥^{a)¥^{b) . . .¥,,{k); c'est donc la fonction qui provient de rélimination de z entre F(^) = o, Fo(^) = o. On peut l'obtenir sous
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Je vais faire usage de ce résultat, en supposant
F{z)=f{z)-^if,{z), ¥,{z)=f{z)-if,{z).
/et fi étant des fonctions réelles dont la première soit de degré n, condition qu'on peut toujours remplir en multipliant, si cela est nécessaire, F par une constante imaginaire. Dans ce cas, l'identité
^- F,{a)F'{a) '^ ¥,(b ) F'{b) ^ " ' Fo{k)F'(k)
~2L/i(^)/'(^)^/i(P)/'(fi)"^'*'"^/i(^)/(>'oJ'
où a, p, . . ., X sont les racines de l'équation réelle f{z) = o, conduit à ces théorèmes ( ^ ) :
Nommons, pour abréger, tt et v les nombres de termes positifs et négatifs que présentent les coefficients des carrés de la forme cp, après l'évanouissement des rectangles. D'après mon théorème fondamental, TT sei^a le nombre des racines de V équation F(:3)== o, dont le coefficient de i est positifs et ^ le nombre de ces racines dans lesquelles le coefficient de l est négatif.
Or ces deux nombres vont recevoir une acception nouvelle.
La variable z croissant de — oo à -f- oo, tt sera le nombre de
f(z) fols où le rapport "i passe en s^ évanouissant du positif au
négatif j plus le nombre des couples de racines Imaginaires de r équation f[z) = o, et v le nombre de fols où le même rapport passe en s' évanouissant du négatif au positif, augmeiïté encore du nombre des couples de racines Imaginaires de la même équation.
Supposons en premier lieu les racines a, jîi, ..., x, toutes réelles;
forme de déterminant, puisque — est l'invariant de la forme représentée symbo-
F(^') V\{z)~ F{z) F,{z') liquement par — ^ — ' "^ ^, ^^ ' "^ — •
( ^ ) La fonction désignée ici par cp diffère par le facteur i de la fonction désignée plus haut par la même lettre. E. P.
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on pourra faire évanouir les rectangles de tp par la substitution
H^) _y Ml -Y lilL-v
ce qui donnera la transformée
Or^ en s'évanouissant par exemple pour z = ol^ le rapport "j — -
passera, pour des valeurs croissantes de la variable, du négatif au
positif, ou du positif au négatif, suivant que la quantité ' - sera
positive ou négative; ainsi, dans ce cas, les nombres tt et v ont bien la signification indiquée.
En second lieu, supposons la présence des racines imaginaires, et soient par exemple a et p deux racines conjuguées. Relativement à ces deux racines on fera
ce qui donnera
Ainsi, en général (toutes choses égales d'ailleurs), deux racines imaginaires conjuguées donnent lieu à la différence de deux carrés, lorsqu^on fait évanouir les rectangles par une substitution réelle j ce qui donne bien la signification attribuée aux nombres ti et v.
On en conclut que la différence tu — v sera l^ excès du nombre
f(z) de fois où le rapport "^ passe en s^éK>anouissant du positif
au négatif, sur le nombre de fois ou ce rapport passe en s^ évanouissant du négatif au positif ,
Ce sera donc l'indice intégral
T+-/if),
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qui représente par suite la différence entre le nombre des racines de l'équation F(^) =. o, dans lesquelles le coefficient de i est positif, et le nombre de ces racines, pour lesquelles ce coefficient est négatif. Cette remarque, faite déjà par M. Sturm dans son Mémoire sur le théorème de M. Cauchj, a les conséquences que nous allons indiquer.
Considérons une courbe fermée C, rapportée à des axes rectangulaires, et dont les coordonnées s'expriment par les formules
les fonctions y^, cp, o^ étant entières. Je supposerai qu'en faisant croître t depuis — oo jusqu'à -h oo, on obtienne, en revenant au point de départ, tous les points de cette courbe. Cela étant, j'observe que le théorème de M. Cauchj, pour un contour quelconque, est évident lorsqu'on l'applique à l'équation ^ = o.
Il suffit, en effet, d'un peu d'attention pour reconnaître qu'en suivant la courbe C, toujours dans le même sens, jusqu'à ce qu'on revienne au point de départ, le rapport - passera, en s'évanouissant, autant de fois du positif au négatif que du négatif au positif, si l'origine des coordonnées est en dehors de la courbe. Au contraire, si l'origine se trouve dans son intérieur, ce rapport passera en s'évanouissant, deux fois de plus du positif au négatif que du négatif au positif.
Cela posé, un simple changement d'origine, en rapportant la courbe à de nouveaux axes, passant par le point
permettra d'étendre le théorème de M. Cauchy à l'équation
De là résulte que nous pouvons immédiatement déterminer l'indice intégral relatif à toutes les équations imaginaires de la forme
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et, par suite, l'excès du nombre de leurs racines dans lesquelles le coefficient de i est positif, sur le nombre de leurs racines dans lesquelles ce coefficient est négatif, cet excès étant zéro ou deux, suivant que le point ^ = a, j/ = [3 est extérieur ou intérieur à la courbe C.
Gela posé, faisons dans l'équation proposée
en appliquant ce qui précède au résultat de cetle substitution dans chacun des facteurs simples z — a^ z — 6, . . ., s — /:, de F(^), on arrive à cette proposition :
Ll excès du nombre des racines de i^ équation
dans lesquelles le coefficient de i est positif, sur le nombre des racines dans lesquelles ce coefficient est négatif, est égal à deux fois le nombre des racines a, 6, ..., k de V équation F(^) = o, qui sont renfermées dans V intérieur de la courbe C. Ainsi, en désignant par \x ce nombre, et en nommant P e^ N /e nombre des termes positifs et négatifs qui se présentent dans la forme quadratique relative à Véquation en t, lorsqu'on a fait évanouir les rectangles, on aura la relation
Voilà où je me suis arrêté dans l'étude de cette découverte si belle et si grande de M. Cauchj. J'ai été amené à cette étude en grande partie par des recherches sur des questions arithmétiques, qui, depuis l'année 1847, ^^^ appelé mon attention sur les formes quadratiques composées d'une somme de carrés de fonctions semblables des racines d'une même équation. Aussi ai-je éprouvé une véritable satisfaction à rattacher à la considération de ces formes ces magnifiques théorèmes de M. Sturm et M. Cauchj, qui ouvrent l'ère nouvelle de l'Algèbre moderne. Sous ce nouveau point de vue, d'ailleurs, le fait de l'existence d'une infinité de systèmes de fonctions jouissant des mêmes propriétés pour la détermination des
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nombres des racines réelles ou imaginaires, qui sont comprises entre des limites données, se présente dès les premiers pas et d'une manière qui en fait mieux saisir le caractère et l'importance.
Parmi les formes variées dont le théorème de M. Sturm est ainsi susceptible, la suivante me semble la plus simple :
Soit r équation pr^oposée
Nommons f^ la dérivée de /, et désignons, comme précédemment, par 'n:(Ç) le nombre des termes positifs de la forme quadratique qui a pour expression symbolique
(z - Z)f(z')f (z) - jz'- l)f{z)Mz')
lorsqu^on a fait évanouir les rectangles ; le nombre des racines réelles comprises entre deux limites t, et î^q sera
^(0-7r(ïo).
Une analyse particulière m'a donné, pour la détermination du nombre total des racines réelles et imaginaires, cet autre théorème :
Soit, sous forme homogène,
u =f{^^ y) le premier membre de Inéquation proposée du degré n. Posons
Wo =/(^o,ro) et considérons U expression
I / du duQ du duQ \
xyo — ^0 JK \ ^^^ dyo dy dx^ J
En remplaçant, la division faite,
d^une part, et de l'autre
respectivement par X, Y, . . ., V, oa2 obtiendra une forme qua-
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dratique {u)\ et, relativement à cette forme^ la quantité désignée précédemment par iz — V sera le nombre total des racines réelles de V équation ^/= o, moins une unité.
Soit u' ce que devient u par la substitution
les deux formes quadratiques {u) et [u') seront équivalentes, et si l'on nomme X^, Y^, . . ., V^es indéterminées de {u')^ la substitution pour passer de l'une à l'autre s'obtiendra par l'identité suivante :
(X, Y, ..., V)(a7,jK)«-'^ = (X', r, ...,V')(X^-+-Xoj, ^x-^^,yY-\ où, d'après l'excellente notation de M. Cayley,
(X, Y, ..., V)(^, jKy^-2 = Xa7«-2-t- !!—12l Y^«-3y H-...-+-Vjr''-2.
Hyères, 28 janvier i854.
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SUR
ET D'UN DISCRIMINANT DONNÉS
(Extrait d'une Lettre à M Borchardt, Journal de Crelle, t. 53.)
Permettez-moi, en continuant en quelque sorte ce que je vous ai écrit au sujet de la détermination des racines imaginaires des équations algébriques, de vous entretenir des questions arithmétiques auxquelles je songeais, lorsque chemin faisant j'ai été ainsi amené aux théorèmes de M. Cauchy et de M. Sturm. Ces questions arithmétiques avaient pour objet la théorie des nombres complexes, et en particulier l'étude des formes décomposables en facteurs linéaires, lorsque les coefficients sont des entiers de l'espèce a -\- h\l — I. Pour le cas des entiers réels, la réduction des formes quadratiques définies avait été, comme vous savez, l'instrument analytique que j'avais surtout mis en œuvre; mais, pour passer de là aux nombres complexes, il fallait à ma méthode une modification que j'ai été bien longtemps à découvrir. C'est le hasard en efTet qui me l'a donnée, en traitant de la décomposition des nombres en quatre carrés, sous le point de vue que j'ai indiqué dans le Tome 47 de ce Journal. Je vais essayer de vous en donner une idée précise en démontrant le théorème que j'ai eu déjà occasion d'énoncer dans une note de mon travail sur la théorie de la transformation des fonctions abéliennes :
Les racines de toutes les équations à coefficients entiers complexes, d'un degré donné, et pour lesquelles le discriminant {déterminant de Gauss) a la même valeur, ne représentent qu^un nombre essentiellement limité dHr rationalité s distinctes (^).
(^) Comme le rappelle M. Hermite, ce théorème a été énoncé par lui pour la
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J'aurai, pour cela, deux points principaux à établir. Le premier consiste dans la théorie arithmétique de la réduction de ces formes quadratiques à indéterminées imaginaires conjuguées que j'ai fait servir à la démonstration du théorème de M. Cauchj. En désignant par ^, j^, s, ..., r, /z 4- I indéterminées imaginaires, et par ^o? jKoj ^0 7 • • -7 ^'o leurs conjuguées respectives, elles sont, comme vous savez, définies de cette manière :
/"= x^iao^o^ ^- <^o,i7 + <^o,2 -s -h. . .M- «0,/^ ^) -HjKo(«i,o^-^ <^i,iJK-f- «1,2^ -+-. . ,-f- ai,;i(^)
avec la condition que ajjt^v et av,fx seront des quantités imaginaires conjuguées. En mettant en évidence, tant dans les coefficients que dans les indéterminées, les parties réelles et les coefficients de y/ — i , la forme / sera si l'on veut un cas particulier des formes réelles k 2n -{- 2 indéterminées, mais qu'on traite, grâce au jeu des quantités imaginaires, par les procédés essentiellement propres aux formes à /? -h i indéterminées seulement. Sans insister davantage sur cette considération que j'ai développée ailleurs dans le cas de AZ = I , j'énoncerai les propositions algébriques suivantes qui, si simples qu'elles soient, doivent être au moins indiquées pour ne rien omettre dans l'enchaînement des idées. i"" En faisant, dans /, la substitution
^==aX + a'Y -h. . .-I- a^'^^V, j= PX -f- S'Y 4-... -4- p(«)V, z=vX -h y' Y ^. . .-{- f"^\,
So
ç = aX -h X'Y -+-.
Xo^ aoXo-4-a; Yo-h.,
..+ ai,")Vo,
jKo= PoXo+ ?>[) Yo-4-.
•■+|î'„"'Vo,
^0 — To -^0 -^ Yo ^0 + • •
•+Tl"'V„,
Po = ^0^0+ K ^0
première fois dans son Mémoire sur la transformation des fonctions abéliennes {voir plus loin p. 477)- Quant au théorème analogue relatif aux nombres réels, M. Hermile l'avait démontré antérieurement (p. 226 de ce Volume). E. P.
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OÙ a et ao, ^ et po? etc. sont des quantités imaginaires conjuguées, on aura une transformée de même nature :
F = Xo(Ao,o X -+- Ao,i Y -h Ao,2 Z -h. . .-h Ao,« V) -f- Yo ( Ai,o X -t- A,,i Y + Al, 2 Z -i-. . . H- Ai,« V)
H- Vo(A,,,oX-i- A,,,iY-+- A,,,2Z-h...H-A;,,,,Y),
de sorte que k.^^^ et Av,tx seront comme a^^v et rtv,{j. des quantités conjuguées.
1^ Soient D, d^ co, coo les déterminants des systèmes suivants :
'^ X X' . . , on aura l'équation
D — doiis
d'où résulte que d peut être regardé comme l'invariant de la forme /.
En vue de la théorie de la réduction, j'ajouterai cette remarque qu'en posant
«0,0 /—^ ^ = ro(^i,ir-^^i,2--^---+^i,/^t^)
OU
^[X,V= <^o,o«tx,v — «[J-,0^0,V?
oii obtient une forme aux indéterminées jk etj>^0 7 ^ et^y, ..., p et Co qui est un covariant de /, relativement à la substitution (S, So) quand on y suppose
Et si l'on appelle D^ l'invariant de g^ on aura
D':::=aÏ7o'D.
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Cela posé, je vais établir qu'étant donnée une forme / définie, on peut trouver, pour les coefficients de la substitution S, des nombres entiers complexes, dont le déterminant w soit un, et tels que dans la transformée F on ait
(a) Ao,oAi,i...A,^,;^<2 ^~D.
Ce sera cette transformée que j'appellerai réduite, A cet effet, je considère l'ensemble des formes déduites de /*, par toutes les substitutions (S, So) à coefficients entiers complexes et au déterminant I. Je distingue ensuite, dans ces transformées, celles où le coefficient de XXo est le plus petit possible. Parmi ces dernières, je dis qu'il en existe une que je représenterai ainsi :
F = Xo(Ao,oX + Ao.i Y +. . .-f- k^^n^) H- Yo( Ai,oX -f- Ai,i Y -4-. . .-H Ai,,iV)
■ Vo(A,,,oX-i-A;e,iY-
et remplissant ces deux conditions : premièrement, que la forme dX dX,
-4- Zo(B2,l Y -+- B2,2Z +. . .4- B2,;.V)
-+-Vo(B,,,iY-f-B„,2Z-i-.
soit réduite dans le sens propre aux formes à n paires d'indéterminées ; secondement, que les parties réelles et les coefficients Je y/ — I dans les diverses quantités Ao,y. soient moindres en valeur absolue que la moitié du coefficient minimum Ao,o- En effet, en faisant dans F la substitution
^0= ^0-+- ïî^oPo + «o3o
, .-i-roVo,
Yo= m'oVo -Hnj3o
..-^r^iio,
Zq = m'o^o -f- no3o
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on trouvera une transformée £, dans laquelle le coefficient de rr^^ sera encore Ao,o et où la forme é analogue à G, savoir
sera (d'après ce qui a été dit tout à l'heure) la transformée de G par la substitution :
.-Hr'xi.
Yo =^ K %
. .-l-r;iio,
Vo = m;,'^)p,
)H-nS,"^3o+.
..-+-r,/^^Vo.
Mais cette substitution est la plus générale entre les n paires d'indéterminées conjuguées, et peut être employée à réduire la forme (6; on voit donc bien qu'on peut admettre, dans l'ensemble des formes dont j'ai parlé, l'existence d'une transformée remplissant la première des conditions énoncées. Quant à la seconde, on j satisfait à l'aide des entiers complexes m, n, . . . , r, qui restent jusqu'ici arbitraires; en désignant, en effet, pour un instant, par ao,!x les coefficients de £ qui correspondent à Aq^jj,, on a les relations
ao,i ^ mAo,o-i- m'Ao,i^- m"Ao,2-^. . .-1- m^^'^ Ao,;„ «0,2= nAo,o -r- n'Ao,i -I- n"Ao,2 -i-. . .-}- n^^^^ Ao,«,
ao,7i=rAo,o -i-r'Ao,i -i-r''Ao,2 -f-. . .H- r^^^^Ao,^,
et l'on voit qu'on peut déterminer les entiers complexes m, tt, . . ., r, de manière que la partie réelle et le coefficient de y/ — i dans ao,i, «0,2? •••? «o,// soient au-dessous de ^ A^^o- Admettant donc l'existence de la forme F, remplissant les deux conditions précédentes, nous allons supposer que la relation (a) soit vraie à l'égard des formes réduites contenant n paires d'indéterminées et nous en conclurons qu'elle a lieu nécessairement dans les formes qui en renferment n-\-i. Elle se trouvera ainsi établie dans toute
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sa généralité puisqu'elle a lieu comme je l'ai fait voir ailleurs (Journal de Crelle, t. 47) pour ;i =r i. A cet effet, j'observe que, les coefficients de la forme G ayant pour expression générale
on trouvera, lorsque les deux indices sont égaux,
de sorte que ces quantités peuvent alors être regardées comme les invariants de formes quadratiques à deux paires d'indéterminées
formes qui seront définies et réduites : définies, car nous avons supposé f et, par suite, F elle-même définie, et réduites, parce que le coefficient minimum Ao,o sera au plus égal à Ajj^^jj,, et que la partie réelle comme le coefficient de \/ — i dans A^^^o sont, en valeur absolue, au-dessous de la limite 4Ao,o- l^onc, d'après ce que j'ai établi dans le Mémoire précité, on aura
A 0,0 '^|x,a'^ 2l^[jL,{j.
et, par suite,
AJ,oAi,iA2,2...A,,,„< 2^^Bl,lB2,2...B,^,„.
Mais, en admettant la relation (a) pour les formes réduites G, qui contiennent n paires d'indéterminées et dont l'invariant est A'J~^ D^ on aura
Bi,iB2,2...B,,,;,<2 ^ Ai^,Vl);
or on en conclut, après avoir multiplié membre à membre par l'inégalité précédente et supprimé le facteur AJJ j^%
n(n-Jt-\ )
Ao,oAi,iA2,2. .. A„,,i< 2 2 D.
C'est ce résultat qui tout à l'heure me servira de base pour la théorie de la réduction des formes décomposables en facteurs linéaires, et qui sont à coefficients et indéterminées complexes. Mais j'indiquerai d'abord la conséquence suivante qui s'en tire immédiatement.
Concevons qu'en vue de la théorie des formes / telle que je
Hosted by
NOMBRE LIJflTE D I II R A TIONALITES . 421
l'envisage ici, on modifie l'idée arithmétique de classe^ de manière à désigner ainsi l'ensemble des transformées déduites d'une forme donnée, parées substitutions spéciales (S, Sq) lorsqu'on attribue aux coefficients tous les systèmes de valeurs entières complexes, pour lesquelles le déterminant (0 = 1, on aura ce théorème : La totalité des formes de la même expression analytique /, lorsqu'on les suppose définies ^ et à coefficients entiers tant réels que complexes, ne représente pour un invariant donné qu^ un nombre essentiellement limité de classes distinctes. Effectivement, dans la réduite F, tous les coefficients réels h.^.^^^ sont limités en vertu de la relation (a) et les modules des coefficients imaginaires Ajj^^v le sont par la condition
qui résulte, comme on le voit immédiatement, de ce qu'on suppose F une forme définie. On n'aura donc pour une valeur donnée de l'invariant qu'un nombre limité de réduites et, par conséquent, un nombre limité de classes.
Je passe maintenant au second point c[ui me reste à traiter pour arriver à mon théorème.
Soit cp une forme à n indéterminées imaginaires, x, y^ . , .^ u^ k coefficients complexes, et décomposable en n facteurs linéaires, savoir :
A — ax -{- a' y -^. . .-\~ a^'^~^^ u^
B — bx -^ b' y -\-, ..-4- b'^f^-'^Uc,
\jz= Icc -h l' y 4-... -H l^'^-'^hi, de sorte qu'on ait
cp^ AB...L.
Ces quantités A, B, ..., L ne se trouveront point complètement déterminées parla forme donnée cp, car il est clair qu'on peut multiplier par un facteur constant chacune d'elles, pourvu que le produit de tous ces facteurs constants soit l'unité. J'observe cependant que le déterminant A, relatif au système de ces fonctions linéaires, ne subira aucun changement par l'introduction de ces multiplicateurs arbitraires, car en remplaçant A, B, ,.., L, par /,A, ^oB, .,., /,iL le déterminant relatif aux nouvelles fonctions sera
f 1^2 ... tn^^
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et l'on doit faire, comme nous l'avons dit.
Nous pouvons donc, désormais, regarder A comme absolument déterminé par la forme proposée c^. Cela posé, j'introduis encore les facteurs linéaires conjugués de A, B, . . ., L, qui seront, en suivant la notation déjà employée,
Bo == ^0 ^0 -H ^0 ro -i- • • • -^ ^("."^ ^ Wo,
^o-'^o-*- ^iro-i-...-H ^o'""^^?^o,
et dont le déterminant sera désigné par Aq. Puis je compose, avec ces deux groupes de fonctions, la forme quadratique suivante, de la nature de celles qui nous ont occupé précédemment, savoir
/== AAo-l- BB,-i-...-4-LLo-
Cette forme dépendra essentiellement des multiplicateurs arbitraires que l'on peut introduire dans les fonctions linéaires A, B, . . ., mais, quels cpie soient ces multiplicateurs, son invariant D sera la quantité entièrement connue
D - AAo,
de plus elle sera toujours définie, et l'on pourra lui appliquer la métbode de réduction exposée plus haut. Concevons donc que pour un système déterminé des facteurs linéaires A, B, . . ., L, on ait obtenu la substitution propre à effectuer cette réduction, et que je continuerai de représenter par la notation (S, Sq). En effectuant la partie de cette substitution désignée par S, dans A, ]^, ..., L, je supposerai qu'ils deviennent
iV = tt X + a' Y 4- . . . -f- a^'*-i' U ,
tandis que, par la substitution Sq, les facteurs conjugués Aq, Bq, ...,
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Lo se changent en
2Vo=:aoXo-+-a;YoH-...-4-ai,«-iJUo,
De là résultera pour la transformée de cp, par la substitution S, l'expression
et pour la transformée réduite de /, par la substitution (S, So), la
suivante
F = ^%o-^ î3î3oH-. . .-+-iio.
Cela étant, je vais démontrer qu'en supposant la forme donnée cp, à coefficients entiers complexes, et irréductible, dans ce sens que l'équation 0 = 0 n'admette d'autres solutions entières que
les coefficients de <ï>, qui seront aussi des entiers complexes, auront tous des valeurs finies et limitées par l'invariant D = AAq. Soient, à cet efi'et, 3-, a-<, ..., o-/;_i, les coefficients de XXq, YYo, ..., UUo, dans la forme réduite F, à savoir
T = mio -I- bbo -{-. ..-H Uo, (Tiz^ tt'a'o-f-b'b'o-i-...-4- l'io,
'J«-i=a^'^-i^aS)"-i)-Hb('^-i^bJ,"-i'-H...-i-l^'^-iU[,'^-i^ Ces relations peuvent s'écrire de la manière suivante
HERMITE
tous
inférieurs
à l'unité. Il
en
résulte
;qi
n'en représentant par
le
prodi
Liit des
facteurs,
fx-.
-lx +
\in-l)
«c'est-à-dire ce que devient <ï>, lorsqu'on y remplace X, Y, ..., U par
-^x, -Ly, ..., -^u,
les modules des coefficients de cette transformée sont eux-mêmes limités. En effet, si pour fixer les idées nous considérons le coefficient d'un quelconque des termes de ^^, que nous représenterons par X^Y'?'. . .U^, les exposants étant des entiers dont la somme est n^ on trouve sans peine que la valeur maximum de son module est donnée par le facteur numérique qui multiplie le même terme X^Y'?'...U^ dans la puissance polynomialc
Cela posé, convenons de désigner, par les expressions symboliques
suivantes
jXPY'7...U^i et [X/^Y'7...U-^],
les modules des coefficients de X^Y'?'...U^ dans O et W, 11 est clair qu'on aura, d'après la relation qui lie les deux formes.
(i) ]XpY^...V'\ = [X/'Y'7...U^] v/<T'^cr'/...(7;,..i
et, en particulier, pour les coefficients des puissances les plus élevées des indéterminées,
l iX«i=[X»]v^^, (a) j jY'M = [Y«]/al,
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Or, en multipliant ces équations membre à membre, il vient
jX-|lY-|...JU-j=[X«][Y-]...[U'']v/(aa,...a,_,y';
mais, d'après la relation caractéristique pour les formes quadratiques réduites, et la valeur de l'invariant de F, que nous avons trouvé précédemment égal à AAq, on a
il en résulte donc que
ix«; ]Y^^[.,.]vn\ <[X'^][Y'^]...[U'^].2 ^ /ÂTo
et finalement, en avant égard aux limites des quantités [X'^],
;x-;!Y«i...SUM<^^ (aao)^".
\oici donc déjà les coefficients des puissances les plus élevées dans la forme <ï>, limités au moyen de l'invariant AAq. Et c'est en ce moment que nous employons la condition d'irréductibilité de cette forme telle qu'elle a été posée plus haut, de manière qu'aucun de ces coefficients ne puisse être supposé s'évanouir. N'ayant obtenu en eff'et qu'une limite de leur produit, dans le cas où l'un d'eux serait nul, on ne pourrait plus rien conclure sur les autres. Maintenant et à l'aide des valeurs de ces quantités : jX'^j, |Y'^|, ..., nous obtiendrons des limites pour les coefficients des autres termes, en déduisant des coefficients (i) et (a) la suivante
= [X/^Y7..,U-^] [X«] "[Y'^] «...[U^*] «v/((icri...c7^_,)''
et remplaçant, dans le second membre, [X/^Y^...U*], [X'^], [Y'^], ... et le produit o-cr, ...a-,^_, par leurs limites supérieures. Il vient ainsi, en désignant (/?, ^, ..., s) le coefficient de 1LpY^,.,U^ dans la puissance (X -}- Y -f-. . .+ U)'^ :
JXPY'?...U^j|X'^!''^jY-j'~''^...|U«;'""^<(/>,^, „.,s)^ (AAo)*^".
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Nous sommes ainsi parvenu à la proposition annoncée sur la réduction des formes décomposables en facteurs linéaires, et qui nous autorise à -donner, aux transformées telles que <ï>, le nom de formes réduites. Mon théorème sur les racines des équations algébriques à coefficients entiers complexes en est une conséquence immédiate, comme vous allez voir.
Soit
une équation de cette nature. En désignant ses racines par a, 6, c, ..., A", / le discriminant, ou déterminant de Gauss, sera le nombre entier complexe
Cela posé, faisons dépendre de cette équation une forme cp à coefficients entiers complexes, que nous définirons de cette manière :
cp = P'«-i(a7 H- ay -h a'^-z H- ... -h a'^-^ u) {x -i- hy -+- b'^z -\- ... -h h^^'^ u). . .
îNous remarquerons d'abord que, pour cette forme, la quantité A est précisément y^l. Soient, en effet,
A = 37 -h ay -h ... -h a'*-i m,
L = X -r~ ly -T-. . .-+- l"--^ Il ;
d'après sa définition même, A sera le produit de P'^~* multiplié par le déterminant relatif au système des facteurs linéaires A, B, ..., L. Or, on sait que ce déterminant est la fonction alternée égale au produit des différences des racines a, é, ..,, /, de sorte qu'on a bien A = ^B . Je dis maintenant que les racines de deux équations différentes, auxquelles correspondent des formes o, arithmétiquement équivalentes, doivent être regardées comme présentant les mêmes irrationalités. Soient, en effet,
et
^ = p^^-i (X -h a Y +. . . 4- tt''-i U) (X M- b V — . . . -4- b«-i U). . . x(X-t-lY-f-...-i-l'^-iU)
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une seconde équation, ayant pour racines a, b, ..., l, avec la forme correspondante. S'il est possible de déduire <ï> de cp, par une substitution à coefficients entiers complexes et au déterminant un, c'està-dire d'avoir identiquement C2 = <ï>, en prenant
;r = aX-!-a'Y-|-...-f- a^'^-^^ U,
?^, z= zX -H // Y -T- . . . -+• yS^^-^^ U,
on pourra, en désignant par /<, /o, ..., tn des constantes, poser les
relations
X -\-ay -^, . .-T- a'^-'^u = ^i(X-t- ttY -^ . .-i- a""-iU
^-L. by~\~...-\-b'^~Ui =. t2(X4-liY -+-... -H b'^-iU),
Or, en effectuant la substitution et désignant pour abréger la fonction entière à coefficients entiers complexes a^^^-l-|B^^V-l-...+x^'V'^"* par 6/((^), ces relations donneront
Xer^O-^ Yei(a)+...-i- Ue;,_,(a) = /i(X-MTY-f-...-l-a^'-^U), X0(è)-HYGi(Z^)-f-...-i-Ue^_i(6) =/2(X-i-bY-i-...M-b«-iU),
xe(o -H Y0, (/)-+-... -H ue^_i(/) ==ax-MY _H...4-u^-iu).
On en conclura les expressions suivantes des racines a, b, ..., l par a, ^, . . ., /,
IT = -.■—, î II- =
0(a) 0(aj
et il est visible qu'en partant de la substitution inverse, pour déduire o de 4>, on arrivera à des expressions toutes semblables qui donneront les racines a^ b, , , .^ l^ Siu moyen de a, b, . . . , l. jNous sommes donc bien autorisé par là à regarder les racines des deux équations comme présentant les mêmes irrationalités.
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Cela posé, considérons l'ensemble des équations de degré /?, ayant même discriminant, avec la série des formes cp, qui correspondent à chacune d'elles. Ces formes, en nombre infini, ayant toutes le même invariant AAq, à savoir le module du discriminant, seront réductibles à un nombre limité de réduites O. Or, les équations, dont les racines pourront présenter des irrationalités distinctes, seront celles-là seules auxquelles correspondent des formes ayant des transformées réduites différentes (^). Elles seront donc bien essentiellement, comme je l'ai annoncé, en nombre fini.
(^) En effet, des formes ayant même réduite sont arithmétiquement équivalentes, et il a été expliqué plus haut comment les racines des équations dont elles dépendent offrent dès lors les mêmes irrationalités. Voyez au reste, sur cette question de l'équivalence des formes décomposables en facteurs linéaires, mon premier Mémoire sur la théorie des formes quadratiques {Journal de Crelle, t. 47).
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LINVARIABILITË DU NOMBRE DES CARRÉS POSITIFS
ET DES CARRÉS NÉGATIFS DANS LA TRANSFORMATION DES POLYNOMES HOMOGÈNES DU SECOND DEGRÉ.
(Extrait d'une Lettre à M. Borchardt, Journal de Crelle, t. 53).
Paris, ce 24 avril i856.
Dans le cas où vous le jugeriez convenable, vous pourriez
publier la démonstration suivante, du principe découvert par Jacobi, et employé par lui à la démonstration des belles formules pour les conditions de réalité des racines des équations algébriques, que vous avez données dans votre Mémoire sur l'équation à l'aide de laquelle, etc. Rien d'ailleurs n'est plus simple que d'établir ce principe que j'énoncerai ainsi :
Quelque substitution réelle que Von emploie pour réduire un polynôme homogène du second degré à une somme de carrés, le nombre des coefficients de ces carrés qui auront un signe donné sera toujours le même.
Supposons, en effet, qu'un polynôme homogène du second degré /, à /z + i indéterminées ^, JK, . . ., r, se réduise à Texpres- ' sion suivante
en faisant
X ■=^ olXq-\- CL Xi-^. , ,-^ a^«^^/i,
y^f^XQ-\-'^'Xi-\-.,.-^^^''^Xn, V =:\XQ-\~\'Xi-^...-\-\^''^Xn.
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Si l'on donne une seconde substitution également réelle,
( V =lXo-\-rXi-^-...^Mx,, de laquelle résulte la transformation analogue
il s'agit de prouver que le nombre des coefficients e, qui auront un signe donné, sera égal au nombre des coefficients r,, qui auront le même signe.
A cet effet, et pour fixer les idées, supposons négatifs So? ^i? --v ^i et positifs les coefficients suivants : £/+<, £^+2? •••7 S/z- Supposons aussi que vio, -Qi, -..7 tj/^ soient négatifs, tandis que7)^_j_^, yi^+o? •••7 '^i/t seront positifs. On aura d'abord en égalant entre elles les deux expressions de la forme J\
£o^?-4- £l^f +...-4- en^fi= "iQoXg-t- V]iXf -T-. . .-^ r^n^h
les variables étant liées par ces équations
\ p:27o-+-P'^i4-...4-p^«^;r„=: dXo-\-b'Xi-r-..,-^bin)Xn, i • 5
( XxQ-hl'cci-h.. .~\-\^'^^Xj^r= IXo 4- rXi -{-... ~i- l'^'^Xn.
Avant d'aller plus loin, j'observe qu'on pourra toujours les résoudre par rapport aux indéterminées x ou X, si l'invariant de / est différent de zéro, et si aucune des quantités e et Tj n'est nulle. Soient, en effet, J l'invariant de f^^etd les déterminants relatifs aux substitutions (1) et (2); on aura
Sq Si . . . £,i = j 0^,
de sorte que 6? et Ô ne pourront jamais être supposés nuls sous les conditions admises.
Cela remarqué, remplaçons Xq^ ^<, ..., xi d'une part, ^^4.^,
Hosted by
INVARIABILITÉ DU NOMBRE DES CARRÉS POSITIFS
^i_i_2 5 . . ., ^/^ de l'autre, par
^0 ^l Xi Xi^x 37 /+2 Xa
Remplaçons de même Xq, X^, . . ., X/^ par
Xo Xi X/,.
et X/^_^^, XA4.2, ..., X,^ par
puis effectuons, par rapport à ces nouvelles indéterminées, la résolution des équations (3). On sera par là amené à la relation suivante
^0 X^ . • • Xi -X- ^/4-i -T- •2^f+2 "^ • • • "•" ^^l
— — X5 — X| — . . . — Xx- H- X/;+i -i- X/^.^_2 -h ... H- X,7, où l'on pourra supposer
les coefficients étant essentiellement réels. Or, je vais établir l'impossibilité d'une telle relation dès que l'on suppose k différent de i. Pour fixer les idées j'admettrai que l'on ait k >> «, et j'observerai que, parmi les diverses équations auxquelles les coefficients de la substitution (4) doivent satisfaire, on voit s'offrir en premier lieu celle-ci
qui ne pourrait évidemment être vérifiée c[ue pour des valeurs imaginaires des quantités /;, si l'on avait
/?o=o, /^i = o, ,,,, Pi=o.
Or, on va voir comment de la substitution (4) il est possible d'en
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déduire une nouvelle, qui, transformant le polynôme
( '> ) ^(J d'i . . , X^ -f- ^'Z^. 1 -f- X/+2 -r- ' • '-h O^fi
en
(6) - X^ - Xf -. . .- XI- XL, -i- XL, Hn. . .--H XL
ait encore ses coefficients réels, et de plus présente ce caraclùrc, que Findéterminée Xo ait disparu dans les expressions des indéterminées ^0? -^1 ? • • -5 '^k-i • Gomme on suppose k >> /f, k — i sera au moins égal à i et, les conditions précédemment énoncées se trouvant réalisées, notre théorème se trouve par là même démontré.
A cet effet, nous remarquerons que l'on peut, sans changer le polynôme (6), y remplacer Xq et X, par
coscpXo-h sin^Xi, sincpXo — cosoXi
et introduire par là un angle arbitraire dans les formules (4), qui deviendront
^0 = {Po coscp H- ço sino)Xo-f- (po sincp — g^ coscp)Xi-t-. . . , ^1 = (pi coscp -i- qi sincpjXoH- (pi sincp — qi cos(p)Xi-f-. . . .
^n= (/?/i coscp -V- ^;j sincp )Xo-l- (pn sincp — ^,j coscp )Xi -i-
Maintenant et quels que soient les coefficients p et ^, etc. on pourra disposer de cet angle, de manière à avoir
Po cos o -T- <7„ sin cp = o,
et l'on sera amené à une nouvelle substitution également réelle,, où l'indéterminée Xq aura déjà disparu dans la valeur de a;^y. Cela fait, partons de cette nouvelle substitution pour y introduire de nouveau un angle arbitraire, en remplaçant X| et Xo par
coscpXi-i- sincp X.2, sinfpXj — coscpX,,
ce qui se fera encore sans changer le polynôme (6). On voit, en raisonnant comme tout à l'heure, que l'on pourra annuler le coefficient de X< dans l'expression de Xq, Or, des calculs analogues, pourront être continués, jusqu'à ce que l'on soit amené à remplacer Xa_j et Xa par
coscpXA_i4- sinfpXy^., sincpX/,.__i— cosf^X/,.,
INVARIABILITÉ DU NOMBRE DES CARRÉS POSITIFS
et, en dernière analyse, on voit que de la substitution (4) on aura déduit, par des opérations toujours possibles, une substitution réelle dans laquelle Xq, X^, . . ., X/^_i auront disparu de l'expression de l'indéterminée .Tq. Ce premier point établi, nous concevons qu'on répète, en raisonnant sur l'indéterminée suivante x<, des opérations toutes semblables, mais en se bornant à faire disparaître de proche en proche, dans Texpressibn de cette indéterminée, les coefficients de Xo, X,, ...,Xy;_2- On n'aura ainsi besoin d'introduire dans les substitutions successives que les indéterminées Xq, X^, . . ., Xy^_^, de sorte que, ces calculs faits, on ne verra, reparaître dans la valeur de Xo aucune des indéterminées qui en ont déjà été éliminées. Cela posé, il est clair qu'en raisonnant d'une manière analogue successivement sur ^o, ^3, etc., on sera en dernier lieu conduit à faire disparaître la seule indéterminée Xq, de la valeur de .r/f_<. Elle ne se trouvera point d'ailleurs dans les indéterminées précédentes .x'y; .2, .^*a_3, ..., ^05 et de la sorte on sera parvenu à une dernière substitution, conséquence de la substitution (4), transformant encore le polynôme (5) dans le polynôme (6) et qui tombe dans le cas indiqué plus haut, où il est manifestement impossible que les coefficients soient des quantités réelles.
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SUR
LES FORMES CUBIQUES A DEUX INDÉTERMINÉES
Quarterly Journal of pure and applied Matheinatics, t. I, iBjj»
Dans mon Mémoire Sui^ V introdaction des variables continues dans la théorie des nombres (^Journal de M, C relie, t. 4-1) ('), j'ai fondé la réduction arithmétique des formes cubiques sur la considération de certaines formes quadratiques, fonctions rationnelles des racines de ces formes, et qui jouissent de propriétés singulières, que je vais indiquer en peu de mots.
Soit la foruie cubique proposée
Suivant que les racines seront toutes réelles, ou que l'une d'elles le sera seulement et, par exemple, [:i et y étant imaginaires conjuguées, ces formes seront
(i) \{x — a.yY-x- \±{x— Pr)--'-^n^ — ïr)S
et
(2) \{x — 'xyy' -^ i\x{x ^ ?J)(^ — YJ^),
)v, a, V étant des constantes arbitraires. Ce sont là du moins les expressions telles qu'elles sont envisagées dans le Mémoire cité précédemment. Mais pour ce que je vais avoir à dire, je modifierai ces expressions de la manière suivante, en considérant au lieu de la forme quadratique (i)
(^) Voir p. i6i'^ de ce Volume. E. P.
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et, au lieu de la forme (2),
A2[-X(?-7)2(^-aj)2-f-2|a(a-P)(a-Y)(^-?r)(^-Tr)]==/^-
Il est aisé de voir que l'on arrive ainsi à obtenir deux co variants de la forme proposée, quels que soient X, [i., v. Cela posé, soit
F = (5V, Î3, r, r )(^, yy—%{x - ay){x - by){x — cy),
en prenant
% z:..— A2A'~2B3 -T-3ABB', Î5 == — BH3'— AA'B -h-aAB'^,
iV':z= A'2A^-2B'3_3A'BB', î3'-= B'2B -h AA'B'— 2 A'B^,
de sorte que F soit le covariant cubique de f. Or, pour concevoir deux formes quadratiques, G et H, composées avec F, comme g et h le sont respectivement avec /*, ces formes seront
212 [ / ( 6 — c)2 (^ — ayY -+-m{a — cy (x — byf -1- n{a — bf {x — cyY] = G
et
212 [— li^h — cY {x — ayY -\- 'im{a — b){a^ c){x -^ cy)] = H;
or, elles jouissent de cette propriété singulière que l'on aura
oii A est l'invariant de la forme proposée /*, en prenant
m = — [X ~\- - (X -\~ [X -^ V ), n — — V -I- ( >. _(_ jjt, _}_ V ) ;
en faisant
H ^ Ml,
Ces formules donnent d'ailleurs
Itn -\- In -\- nxn = X[jl 4- Xv h- jjlv^
/n2 -\- 2 Ini = (J.2 -4- 2 X[JL.
Hosted by
Parmi les nombreuses conséquences arithmétiques qui résultent de là, je me bornerai à indiquer les suivantes :
Supposons ), = pi = V = I , les équations donneront l=ni=:zjiz=z\*^ or, dans ces hypothèses, les formes quadratiques g et h jouissent de cette propriété qu'en effectuant, dans la proposée/', la substitution propre à réduire g^ ou la substitution propre à réduire A, suivant que les racines a, [3, y seront toutes réelles ou non, les transformées obtenues seront des formes réduites, dans le sens propre aux formes cubiques. Or, les formes G et H étant, dans le cas où nous nous plaçons, respectivement proportionnelles à g et A, on Yoit que l'on aura à employer précisément la même substitution pour réduire une forme cubique donnée f et son covariant F.
En d'autres termes, on peut également dire qu'une forme donnée cubique et son covariant cubique sont toujours simultanément de formes réduites ou non réduites, propriété remarquable et qui ne se retrouve pas dans la théorie des formes quadratiques ternaires, où les adjointes des formes réduites ne le sont pas ellesmêmes en général.
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SUR LES FORMES CUBIQUES
Quarterly Journal of pure and applied Mathematics, t. J, 1857.
Samedi, 3 mars.
Mon cher Monsieur,
Dans un Mémoire que j'ai adressé il y a bientôt un an à M. Crelle, j'ai annoncé des recherches sur la théorie dont vous vous êtes vousmême occupé et cette recherche doit faire suite à un Mémoire publié dans le Tome 4i, dans lequel vous pouvez voir, sur la duplication de la forme
I 62— ac, -{bc — ad), c^'—bd \{x,yy,
des calculs qui ne sont pas sans analogie avec ceux que vous me communiquez (' ). Voici le principe de ces recherches :
Soient la forme proposée /= (a, ^, c, <i)(.2^, jk)'S ? le covariant ci-dessus (/?, y, r){x^y)-^ p:=^b'^ — ac^ 'iqr=ihc — ad^ r:=.c^—bdy et F le covariant cubique
F = (A, B, G, \y){x, yY^ {ax^- -\-ibxy -^ cy^) {qx-^ry) — {bx^-\- icxy -h dy'^){px -H qy)'^
on a ce théorème algébrique :
L^ expression la plus générale des formes cubiques ayant le même covariant quadratique o est
F = tf-\-u¥,
(1) Cette Lettre répond à une Lettre de Cayley insérée aussi dans le Tome I du Quarterly Journal, E. P.
Hosted by
t et u satisfaisant à U équation
^2_ Aw2= I, A = q'^—pr.
Cela posé, et introduisant une division en ordres des formes cubiques, basée sur la division en ordres des formes quadratiques C5), j'établis ce lemme :
Si':^ appartient à V ordre P. P., t et u devront être entiers pour que les coefficients de F soient entiers comme ceux de la proposée.
Voici la démonstration :
Soit F = (A, B, C, D)(cr, jk)'S on aura
a — a^-hAi^, h = bt -^Bu, c = et -- Cu. à = dt -^D u^ aà — 6c H- cb — <ia = 8 Am, aD — bC -+- cD — d A ^ /, A^,
ctonc 8 Aw, 4^^ sont entiers.
Je joins ensuite à l'équation
celle-ci
ga — /?b=:A^-ha \u ;
il en résulte, pour dénominateur commun de t et u^
A2_a2Ar=/>3.
Or, on peut supposer que l'on raisonne sur /*, ou une transformée de /, telle que le coefficient p du covariant cp soit premier à A et impair, comme le fait souvent Dirichlet. Trouvant donc 4 A^ = entier, p^ t = entier, je multiplie par X et [i. pris tels que 4 A). -4-p^ i*. = I et j'ajoute, etc.; de même pour u.
Voici donc, si A est positif, une infinité de formes à coefficients entiers, qui ont un même covariant o, à savoir les formes
F=: tf^uF,
t et u satisfaisant à l'équation t- — ^u^^= i . Or, je fais dans F cette substitution
(i) ^ ^ ^^^ ' T2— AU2 = T,
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LETTRE A CAYLEY SUR LES FORMES CUBIQUES
et en écrivant pour abréger
je trouve pour résultant
t/H-uF;
d'où je conclus aisément que toutes les formes tf -{- «F, qui correspondent aux solutions en nombre infini de Féquation ^2 — Af^2__i^ se ramènent, par la substitution dont il s'agit, à celles où {t-^u\/K) est une puissance moindre que 3, de la solution fondamentale t + 'jA. Voici donc seulement les formes non équivalentes qui donnent le même covariant o :
III. (T2-f- Au2)/4-'2'-'jF
Je les dis non équivalentes, car, s'il j a un moyen de les transformer l'une dans l'autre, comme elles ont toutes même covariant quadratique cp, ce ne pourra être qu'en employant les substitutions qui changent cp en lui-même, c'est-à-dire les substitutions déjà considérées (i) et dont on a vu l'effet.
Le cas où le coefficient g est impair me semble pouvoir se traiter de même; mais, occupé en ce moment d'une autre recherche, je ne me sens pas le courage nécessaire pour l'entreprendre.
Recevez, Monsieur, l'assurance des sentiments de votre très dévoué
P. -S. N'y a-t-il pas quelque chose à compléter dans cette partie de votre méthode où vous dites : «... ajant trouvé
ce qui implique que ?, et 7^, soient des fonctions linéaires
de i, '/] ^> (0* Pourquoi?
(^) Quarterly Journal, t. I, iSS^, p. 86.
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EXTRAIT D'UNE LETTRE A SYLVESTER
SUR LES SOLUTIONS DE L'ÉQUATION ax + by = n.
Quarterly Journal of pure and applied Matheniatlcs, t. I, i8 )7.
Je vous renouvelle, et avec plus d'instance, la demande que je vous faisais dans ma dernière lettre, de me parler en détail de votre découverte du nombre des solutions entières et positives de
l'équation
ax -^ by -h c^ H-. . . — n.
L'intérêt que vous me marquez avoir pris à cette question m'a engagé à m'en occuper, et sans être sorti jusqu'à présent du cas si simple de l'équation ax -^ by = /z, j'en ai vu assez pour être convaincu qu'elle est effectivement très digne d'attention. En attendant que vous me communiquiez vos formules générales, voici de mon côté ce que j'ai rencontré. Me proposant d'abord de déterminer par une méthode directe le système complet des solutions entières et positives de l'équation ax + by=z n (où a et b sont positifs et sans diviseurs communs) j'opère comme il suit. Je remarque, en
premier lieu, qu'on a
ax <^ n, by < n^
ce qui conduit à faire
K ( - U E ( j j étant les plus grands nombres entiers contenus dans
— » y y et les nouvelles indéterminées x' et y' devant être néces-
sai rement positives, comme les premières x et j^. Substituant et faisant, pour abréger,
a et ^ étant positifs et respectivement moindres que a et 6, il
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vient la transformée
ax -+- h y' =1 n -— QL — p = /i',
OÙ n est remplacé par n\ quantité plus petite, mais certainement positive, car autrement la proposée ne serait pas résoluble dans le sens que nous entendons. Continuons en faisant
"'-«Kï)-"' "■-'■Kî')=''''
on aura cette nouvelle transformée
ax"-^- by" — n' ~ a — fJ' — ri!'.
Répétant les mêmes opérations, et posant d'une manière générale
n^— aE( ^ j — as n^—b¥.(^\ — ps
ni— a^— !3^= n^^\
on aura la transformée du rang i -{- i
dont les indéterminées sont liées aux indéterminées primitives par les relations
"<^)-Kï)-'=(ï)--<-''Kï)-<-"""-
sorte de développement en suite convergente, puisque les nombres /i, 71^, n'^, . . . vont toujours en décroissant. Mais ces nombres, si la proposée est effectivement soluble, sont positifs et ne peuvent diminuer indéfiniment; ainsi, après un nombre fini d'opérations, on en trouvera nécessairement deux consécutifs, /i^ et n'+' par exemple, égaux entre eux. Or cela entraîne a^*4-[3'==:o et, par suite, CL^= o, j3'=: o, puisque toutes les quantités a et ^ sont posi-
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tlves ; il s'ensuit que
c'est-à-dire que n^ est un multiple de ab^ a et b étant premiers entre eux par hypothèse. Soit n^= iùab] la transformée de rang i (qui se reproduirait identiquement dans les opérations^ si on les continuait) aura cette forme
ax^-v- by^= o)abj
qui montre que l'on doit faire
^' = b^, yi=ar^,
où ^ et 7| sont des entiers et satisfont à la relation
Voici donc les expressions analytiques de toutes les solutions entières et positives de l'équation proposée,
en attribuant à ^ et Tj les co -\- i systèmes de valeurs qui satisfont à la condition ^ + 7|=:ol). C'est bien évident, car la totalité des solutions (entières et positives) d'une transformée du rang quelconque i s'obtient par les formules ci-dessus
où x^'^^ et y^^^ doivent être des solutions positives de la transformée suivante, et toutes celles-ci doivent être employées sans exception, aucune d'elles ne pouvant conduire à des valeurs négatives pour x^ ety^, car elles ont respectivement pour liuiites supérieures
et l'on a
Les expressions (A) me semblent d'un calcul arithmétique plus
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facile que celles que Ton tirerait de la méthode si connue d'Euler ou de Lagrange. Au fond, cette méthode revient à joindre à l'équation proposée ax -\-by ^= n^ Une autre a' x -\- b'y ^=^t\ t étant une nouvelle indéterminée, a^ et V étant déduits par les fractions continues de a et 6, de manière que ab' — ba' ^= i . De ces deux équations on tire
X = nb' — bt^ y =z at — na' ,
et il faudrait en dernier lieu déterminer les valeurs de t qui rendent
X el y positifs. Mais j'en viens à la détermination de to; je me
fonde à cet effet sur cette remarque très simple, qu'en appliquant
ma méthode à l'équation ax -^ by = N, oh^ =. n -{- kab^ k étant
un nombre entier, on trouve la série N^, N'^, ..., correspondant
parfaitement à la série des nombres n' ^ n!' ^ . . ., de sorte que l'on a
toujours
1SI'= n'-i- kab, N" = n" -h kab, etc . . .
Ainsi, lorsque l'on sera parvenu à la limite des opérations, c'està-dire lorsque /î^== toab^ N^ sera (tx) -\- k)ab; le nombre des solutions entières et positives de la nouvelle équation est donc égal au nomJ)re des solutions de la première, augmenté de /c Cela posé, désignons par m le plus grand entier contenu dans -y? et faisons /^ = ma^ -H V, co sera évidemment égal à m plus le nombre des solutions de l'équation ax -i- by :=y. Mais si cette équation est possible, comme v est inférieur à ab, l'application de ma méthode conduira pour dernière transformée à ^ -\- 1] = o^ qui n'admet qu'une seule solution, ^ = 0, 7i=:o; ainsi (jL> = m ou rj-f-i, suivant que l'équation ax -\- by =z-^ est impossible, ou possible, eu nombres entiers et positifs.
Bain-de-Bretagne, 12 juin.
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SUR LA THÉORIE
DR L
Comptes rendus de l'Académie des Sciences, t. XL, i85j.
En représentant par ox un polynôme du cinquième ou du sixième degré en x^ et posant
on sait, par les travaux de Gopel et de M. Rosenhain, que x ^y et xy s'expriment par des fractions dont le numérateur et le dénominateur sont des fonctions des arguments u et r, qui ont une valeur unique et finie pour toutes les valeurs finies réelles ou imaginaires de ces arguments. Ces illustres géomètres ont en même temps donné, sous une forme analogue, l'expression analytique de treize autres fonctions de u et de v qui dépendent algébriquement, mais d'une manière irrationnelle, des deux premières. Comme elles sont aussi à sens unique pour toutes les valeurs finies des arguments, il est impossible de ne pas les conserver dans le calcul, et le système complet des quinze fonctions se présente dans l'étude des transcendantes abéliennes du premier ordre, comme ûnamu^ cosamu et Aamu dans la théorie des transcendantes elliptiques. Je désignerai ces quinze fonctions par /i{ih ^)t Ai^^: ^)-! -- -, fisif^i ^)y
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et pary(i/, p) l'une quelconque d'entre elles. Semblablement, je nommerai F^ (w, r), F^i^^ ^), • • ., F<5(w, v) les fonctions de même nature auxquelles on parviendrait en prenant pour point de départ les équations
où a, [3. y, 8 sont des constantes et iix un polynôme du cinquième ou du sixième degré en x. Maintenant je poserai, comme il suit, le problème de la transformation des fonctions abéliennes du premier ordre :
Le polynôme ox étant donné, déterminer les coefficients de ^x et les constantes a, [3, y, S, de telle sorte que les quinze fonctions F(?^, ç) puissent s'exprimer rationnellement par les quinze fonctions f{u^ v)*
On sait que les fonctions symétriques rationnelles de^etj^', définies comme fonctions de u et ^ par les équations (i), possèdent quatre paires de périodes simultanées, et que ces périodes, ou au moins leurs doubles, appartiennent aux quinze fonctions f{u^ v). Ainsi, en désignant par les lettres to et u les indices simultanés de périodicité, on aura quatre relations de cette forme
/(if ~{-LOi, P^-U,) =/(w, i^), /(u-hMs, ç~\-^J:i) .=zf(u, t^).
Mais il existe entre ces périodes, telles qu'on les tire du calcul intégral, une liaison exprimée par l'équation suivante :
(3) cijo'^a — Ws'Jo -I- a)i'j2 — W2'Ji ~ o.
Et si l'on nomme Q/ et T/ les quantités analogues à to/ et u/, dans les fonctions F(i^, r), on aura de même
<4 ) i'K ^\ — ^h Vo H- ^^1 V2 — Q^ Vi = o .
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Cela posé, si l'on demande que les fonctions F(Uj p») s'expriment rationnellement parles fonctions /"(w, ^), il faudra évidemment que les périodes simultanées o>/ et ui appartiennent à F, et soient, par suite, des sommes de multiples entiers des périodes Q/ et T/. On de\ra donc avoir ces relations linéaires à coefficients entiers.
savoir
ÙQ = aoQo-\- aiQi-\-a2i22-i- «3^3? '->o = <^o^"o-^ «iVi-t- aA\-\- a^Y^^, L>i — bç^Qo-^ OiQi-i- 62Û24- ^3^3, '^1 = bo^\-^ ^i^^-i- ^2^'2-t- à^Yi,
d^Qi
ai
as
0)2 = CqÛo -+- Cl Qi-I- C2Û2 -f- C3 Û3, '^2 = Co lo"^ '^l ^1^^ ^2 ^2 -4- C3 I3, CO3 = <io ^0 -r- di Ûi -{- <i2 ^2 + <^3 ^3, '^3 = <^^0 ^"o "^ <^1 ^^-+- <^2 ^^2 "f" «^3 ^^3 •
Mais, à cause des relations (3) et (4), on voit que les nombres entiers qui composent le système linéaire
ne sont pas entièrement arbitraires. L'étude arithmétique des propriétés de ces systèmes particuliers de seize lettres, qui vient ainsi s'offrir, a été le point de départ de mes recherches et m'a donné les résultats suivants.
En premier lieu, et pour satisfaire à la relation
tOo 'J3 f03 Uq -t- Wi 'J2 (.Oj) 'Jj =0,
SOUS la condition
Q0V3 — ^3Vo-i-Oir2 — Qol'i =0, il faut poser les équations ( * )
a^dx H- ^0^1 — c^bi — d^ai — o,
«0 d-i -\- bç^c^ — ^0 bt — d^a^ =^ o, ( % l «0 <^3 -h bii C2 — Co ^3 — <3?o «3 = aid.2-h biC2 — Ci b^ — d^ a-i^ ai d^ -{- biCs — Cl 63 — <^i «3 — o, «2 d-â -{- b-iCz — C2 63 — d^a^ = o.
(') M. H ermite suppose ici implicitement que les fonctions abéliennes sont générales. Il le dit d'ailleurs explicitement au § XIV. E. P.
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Faisons
on aura les propositions suivantes :
i" Le déterminant de système linéaire (6) est un carré pariait, à savoir A"^.
2*^ Si deux systèmes linéaires sont soumis aux conditions (7), on oJjtiendra, en les composant, un nouveau système linéaire, pour lequel elles auront également lieu. Et en exprimant la relation de composition par l'équation
«0 <^i «^2 «3 \ '[ «0 ^1 a2 a;} \ / Ao Ai A2 A3 j
f Bo Bi B. B3 f
co ct ^2 C3 L i To Yi Y-2 Y3
Go C<i C2 C(3 k Do Di D2 D3 )
dç^ di di d-i ] \ Oo Oi 02 03 ] on trouvera, si l'on pose comme précédemment,
<^0^3 -H ^0 C3 Co ^3 <io <^3 = <^1 <^2 -f- ^1 <^2 — ^i b^ d^ «9 = ^^ ^
«0 03 -+- ^0 Y3 — Yo Pa — 5o «3 == ai o, -H ^i Y2 — Yi h — Oi as == /,, AoD3H-BoG3— GoB3-DoA3= AiDs-hBiG,- C1B2— D,A2=3 K,
l'équation
K = Âx.
3'' Si X = I , on aura donc K = A; alors je définirai comme équivalents les systèmes
«0 <^l '<^2 <^3 ] [ Ao Al A2 A3
^0 ^1 ^2 ^3 f Bo Bi B2 B3
Set < ^ j Go Gi G2 G3 ( Do Di D2 D3
Cela posé, lorsque /c est premier, le nombre total des systèmes non
équivalents est
4^ Ces systèmes non équivalents sont représentés parées quatre types, où les lettres i désignent des nombres entiers arbitrairement
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pris dans la série o, i , 2, . . ., A* — i :
5" A l'un quelconque d'entre eux correspond toujours un autre, et un seul, tel qu'en les composant, on obtienne le système
ou un système équivalent à celui-là.
()" Soit
ao
ai
Îl3
bo
bi
co
do
di
CI
un nouveau système linéaire, pour lequel on ait
ao dg -h bo C3 — Co bg — do aa = ai dâ -f- bi Co — C| ba — di a2 = i .
On pourra représenter dans toute leur généralité les systèmes correspondant à un nombre premier /r, en faisant, et dans l'ordre qui est indiqué, la composition suivante :
/ ao ai a. 2 aj \ / A^ o o o \ l clq ai t^ «3
\ bo b, \h hJ o A o o \ % Pi [3.2 (33
Co c, C2 C3 f j o o I o ( j Yo Yi Y2 Y-J
do di (12 dg J \ o o o 1 ] \ Oo Oi 02 Ô3
Les propositions que je viens d'énoncer montrent avec évidence que les systèmes linéaires composés de seize éléments assujettis à vérifier les équations (7), sont entièrement analogues aux systèmes
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linéaires à quatre lettres | ,^ ,^ ( (^^- Les considérations suivantes
rendront cette analogie encore plus manifeste. Je rappellerai d'abord ce que M. Gauss nomme substitution adjointe à une substitution donnée. Soit, par exemple, la substitution S, entre quatre indétermintes
X =^ ao X -4- «1 Y H- «2 2^ H- <^3 ^ ^
z — CqX -h CiY -\- c.yZ -h c-^ U, u = do\ ^ diY -h d^T, -\- d^V ,
et A le déterminant du système
Co
Cz
dt
la substitution S adjointe à S sera
dao
dai
^A da.2
das
dùo
db,
dL
db.^
dbs
dl dcç,
d\ dci
dc.^
du
de.
ddo
6/A ddi
d\ dd2
ds
dd.
iMais c'est seulement en vue de la théorie des formes quadratiques à plus de deux indéterminées que M. Gauss introduit cette notion, car une substitution entre deux indéterminées étant
(^) Voyez sur les systèmes linéaires une Lettre que ?n'a adressée M. Eisenstein {Journal de M. Liouville^ t. XVII), et dans les Comptes rendus de V Académie de Berlin (juin iSSa ), un article du même géomètre, intitulé ; Uber die vergleichung von solchen ternàren quadratischen Formen, welche verschiedene de terminanten haben.
H. - I. ou
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on obtient, pour la substitution adjointe,
et il est visible qu'on passe de la première à la seconde en faisant
Or une propriété toute semblable appartient aux substitutions à quatre indéterminées, dont les coefficients vériiient les équations (7). Alors, en effet, la substitution adjointe S se déduit de S en faisant
X=- Al(,
X=-Atp,
AX
Ce résultat découle de ce qu'on peut remplacer le système des équations (7) par le suivant :
CIq C3 H- «1 C2 — «2 Cl <^3 Co — O,
«0 6/3 -h ai <:/2 — ct-2 <^i — <^^3 <^o = ^'f 60 C3 -M- bi Cy —biCi —■ b-s Cq =z a, bo cl^ -i~ bid^ — b-2 di — b^do = o, Cq d-j -+- Cl (^2 — C2 d\ — c^dç, — o,
qui lui est entièrement équivalent.
Un dernier lemme nous reste encore à établir avant d'aborder la théorie de la transformation des fonctions abéliennes. Soit
l'expression générale d'une forme à quatre indéterminées, les coefficients vérifiant la relation aij=:aj^i et le signe ^ s'étendant aux valeurs o, i, 2, 3 des deux indices. En établissant entre les
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TRANSFORMATION DES FONCTIONS ABELIENNES. |3l
coefficients de celle forme les équalions suivanles :
elle jouira de cette propriété que, la forme adjointe étant désignée par
i(JÏ'o) -^1? ^2î -^Ts),
on aura
f{xç^, ^1, ^'2, ^3) = i-(^o, ^1, X2. J3),
en faisant
La quantité 5 est donnée par la relation
et son carré est précisément l'invariant de /*.
De là résulte facilement la proposition suivante : Soit
une transformée de/, obtenue par la substitution linéaire
.ro = «oXo -H <^iXi -h «2X2 H- «3X3, ^1 = ^0X0 H- b^ Xi + ^>2X2-^ ^3X3, ^2 = co Xo -f- Ci Xi + C2 X2 -^ C3 X3, :r3 == 6/0 Xo -H <ii Xi -h 6^2 X2 -i- d-i X3,
dont les éléments vérifient les équations (7), les coefficients Aij seront soumis aux mêmes conditions que ceux de la proposée. Ainsi, on aura
A 00 '^ 33 — A.| 3 = Al 1 A22 — A f 2 ,
Aqo A23 -f- A22 Aoi — A02 ( Ao3 -h A12) =^ o,
Ali A23 -l- ^^33^-01 — Ai3( A12 H- A 03) = 0,
^00^13 — An A02 -f- Aoi( A12 — A03) = (),
A22 Ai3 A33A02 — A 23 (A 12 — A03) — o,
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et enfin, si Ton pose
AooA33-f- A01A23— A02A13— A53= A]i A224- Aoi A23— A02A13— AI2 = ^7 on obtiendra
Ce résultat montre qu'on peut isoler en quelque sorte les formes^ des formes générales à quatre indéterminées, pour les comparer entre elles par les substitutions spéciales que nous avons définies. On pourra ainsi se poser sous ce point de vue le problème de l'équivalence arithmétique de ces formes, établir la notion de classe, rechercher les rapports entre les classes distinctes qui correspondent à une même valeur de S. Dans un Mémoire publié dans le Journal de C relie y tome 47, page 343, j'ai déjà donné un exemple d'une théorie arithmétique conçue de cette manière, et qui se rapporte à des formes à quatre indéterminées d'une nature analogue à celle des formes binaires. Mais il me suffît ici d'avoir donné la notion des formes/*, dont on va voir le rôle important dans la théorie des fonctions abéliennes,
Les propriétés des fonctions de deux arguments analogues à la transcendante 0, que Jacobi a introduite dans la théorie des fonctions elliptiques, étant la base de nos recherches, il est nécessaire que nous les rappelions en peu de mots.
Soit d'abord
en ayant égard à la relation
Qo^s — ^3^^0-H QiT^ — Q2Ï^ ^ o, on trouvera qu'aux périodes simultanées de F, représentées par
Û2, T2, correspondent respectivement dans la fonction transformée f, les
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périodes
OÙ l'on fait, pour abréger,
^ ^ Q,\\—Qi\\ ^ ^ Q2V1 — Q1V2 ^r ^ Q0V2 — Q2V0
Cela posé, désignons par <ï>(^, j') la forme quadratique
et soit
(8) 6(a7j, r) = ^ ( — lynq+np Qi^z[{'Lnl-{-]x)x^-{^n-hv)y]+\i'K^l,lm+\}.,1ll-^v)^
]^i sommation s'étendant à toutes les valeurs entières de m et /i, depuis — 00 à +ao. En attribuant aux quantités />, q^ a, v toutes les combinaisons possibles des valeurs o et i , on obtiendra les seize fonctions par lesquelles Gopel et M. Rosenhain ont exprimé les numérateurs et le dénominateur commun de iF, (x^ y)^ Soi^^y)-, - - -, £i^(x^y). Ces fonctions, que nous réunirons dans une même forme analytique, en gardant les quantités /?, q, [jl, v, vérifient, comme on le reconnaît très facilement, les relations suivantes :
e(x-^i,y) = {-iye{x,y), ^ e{x, j4-i)=z(-i)v 0(^,7),
^'^ ^ e(^+H, y -h G') =(—i)pe(x, y) ^-^71(27+0^
e(x-{- G, JH-H) = (—i)q Q(x, y) e-/7l(2;r+G).
Et, réciproquement, ces relations déterminent la série (8), sauf un facteur constant; qu'on suppose, en effet,
S{X, y) = % A,„ ji( — lynq+np g/7r[(2/;î-f-fjJ:r+(2n+V)j] + |/7C<ï>(2/;î+{X,2//+v)
on trouvera, en substituant, que les deux premières sont satisfaites, quel que soit A^^^,^, et les deux dernières donneront, en égalant dans les deux membres les coefficients des mêmes exponentielles.
d'où il suit bien que le coefficient A;^^;^ est un facteur constant.
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La forme que nous avons donnée à la série (8) met également en évidence la relation
(10 ) e(x,y) = ..•7r(^,.-.v,-)^i/u4>(M Oo L + ^G + vII + y^ ^_^^H + vr/+/>\
en appelant pour un instant Oq celle des seize fonctions dans laquelle /?, q^ [i., V sont tous égaux à zéro. On voit par là qu'en augmentant les arguments de demi-périodes, on peut aussi exprimer les seize fonctions par l'une quelconque d'entre elles. Enfin nous aurons cette propriété
d'où résulte que les fonctions impaires correspondront aux valeurs de />, c/, [i., V, qui donneront
/> V H- ^ |JL E^ r ( mofl 9,).
Ces fonctions, comme Ta déjà remarqué Gopel, sont au nombre de six.
y II.
Ces préliminaires établis, nous aborderons, comme il suit, le problème de la transformation.
Soit, en conservant les notations du § ITf,
a.Q ai a, a,, \ ùo ùi Ù.2 ùs I
C() Cl C2 C:i
do di d^ d^
un système linéaire, dont les éléments sont des nombres entiers qui vérifient les équations
aç)di-^ b^Ci — Co^i —«:/() r^i = o, cio d-i -^- ^0 c± — Co ^2 — '^o <^2 = o, a^ d-^ -^- ^0 <^3 — C() b:\ — <^o «3 = /' , (7i d-i - bi c-2 — Cl h-i — di ct-i = Â , a i r/.j -\- bxC'^— Cl b-i — dia-i=z o, a y <-/;{ -^^1^3 — c-i b^ — d^ r/3 = o.
Pour abréger Técrilure, représentons un instant par z-i la fonclion linéaire aix -|- bn\ i désignant l'un des nombres o, 1, 2, H,
TRANSFORMATION DES FONCTIONS ABÉLIENNES. f\5^
et posons
(i'2) e(3o+G53-i-H52, ^i^Hz3+G'^2)^''^f--+--+^^^-^^^^ = II(:r,7);
on aura ce théorème :
La fonction \\{x^ y) satisfait à ces équations de même forme que les équations (9), sa^'oir :
I\{x-^i,y) = (— i)"Ul(.?7, y),
V I\(x-{- g, y + h) = (— 0^ n(>, y) e^-i'^'^-^'^-^-^^'^ et si Von représente^ pour simplifier, les quantités aibj — ctjbi^ aiCj — Ojd^ ..., par {ab)ij^ i^^)ij^ ^^<^v f^^ valeurs de g^ A, g^ et de h- — ;?V seront
/ ^ _ {dh)n + (r//^),i G H- 2(rZ^)o,H -i- (^^>)ooG^+ (^/^^^..(tr^ — GG')
1 ^"^ (a6)oi — (rt^)3iG + '>.(a^)o3H -4- (a6),2 G'+ (a6j,3(H=i- GG') ' 1 _ (a^Z)o,-i-(«^):nG+ [2(a<i)o3 — A-JH + (a^)o2G'+(a6/)23(n2 — GG')
! ^ " (aZ^)oi -^ (a^)3i G 4- 2 (a6)j3 H -4- (a^)o2 G'-i- (a^)23 (H^ — GG')
I ^ "~ (a6)o, + (a/^)3iGH-2(a6)o3H -r-(a/^)o2G'H-(a^)23(H^ — GG)'
[ ,2_ . _ (g^)oi -h (c^)3i G + 2 {cd\y, H -+- (c^)o2 G'h- (e^)23 (H" - GG') ^^ ~ iab),^^ iab).,^ G ■+- '2(a6)o3H H- (a^)o2G'+ (a^)23(H-^ — GG') '
On aura enfin , pour les nombres entiers lU, U, p, ï|, /e5 r^.rpr es s ion s
Im = p-^o-f- v<2i+/)a2-H qa^n = [JL^o -H vbi-\-pb.i -i- ^^3- (i5)
' ;i ^ p.Co -H vci 4-/7C2 4- 7C3 -
[JL <io -i- V <ii -f- /?<i2 H- ^<^3 ^- <^0 <^3 + <^1 ^2 •
Nous ajouterons comme corollaire à ce théorème, qu'en résolvant les équations (i/f)? par rapport à G, H, G^, H- — GG', on obtient
(c<i)o2^- (^c)o2^-f- i(bc)(^2à -h (r/Z>)o2 ,<?-'— (cd))^^^{Ji^- -
{cd)ri^{ac).^g -\-~ i{bc).yji -^^ {dbW^g' ^ {ab)r^{/i'— gg')'
jj ^ (c^/)t2-l- {ac)^1g-^ \9Abc)^2— k\li + (^Z>).i2 >?' -t- {ab),.{h'^— gg' ) (cd)ri-^- (ac)2-ig ^- 'i{bc)rJi + (dbj.y^g'^ {ab)y,{lr^ — gg') '
G'— (^^^)-n -^ (^<^')3i ff' + '^(^>g)3i h -;- (db):u g' -h (ab):u(tr-— gg') ~ {cd}.iz-\-{ac).rig ^ '2{bc),Ji -^ (^db),-àg' -^ {ab),-^{/i'^ — gg')' JJ2 __ QQ' ^ (cd)^^ ^ (ac)os g -i- o.(bc)(,^ h -j- ( dtj)o^g' -h (ab)oi(h^-— gg') (cd)2:i -\- {ac)ri g -+- 1. {bc)^^ a -'- {dbjr^g' H- {ab)^^ (/i^ — g g') '
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Les résultais que je viens d'énoncer mettent immédialenient en évidence la méthode que j'ai suivie dans la question de la transformation. Cette méthode, bien naturelle et bien simple, consiste à introduire le système de seize fonctions 6, analogues à 0, mais dans lesquelles G, H, G^ auront été remplacés par g^ h^ g\ puis à employer les relations (i3), pour exprimer n(^, y) par des combinaisons entières et homogènes de ces seize fonctions. En effet, on voit de suite que le facteur exponentiel g'^[-o2;3+-i-2-+-*^(-3,-2'j étant indépendant des quantités />, q^ [Ji, v, disparaîtra dans Je quotient de deux fonctions différentes U[x,y)^ qui correspondent à deux systèmes distincts de valeurs de ces quantités. Or, ces quotients représenteront les C[uinze fonctions £ aux arguments Zq-\-G z^-\-Yiz'y^ z^-{-'Rz^-\-(j' z-i-) exprimées rationnellement par les quinze quotients provenant de la division de deux fonctions 6(^,y). Mais avant d'exposer cette méthode, nous avons à approfondir la question suivante, qui mérite un examen attentif.
vm.
La fonction 0(x, j), étant seulement définie par la série
n'a d'existence qu'autant que cette série est convergente. Or, en posant
G = (jo-i- iÇ, H -5o-H l(j, G'r- Çi-f- /(/', H2_ GG':=. (Do4- ÛD,
on trouve que la condition nécessaire et suffisante de convergence consiste en ce que la forme quadratique (Ç, f)^ Cf) soit définie et positive. Il est donc indispensable, lorsqu'on introduit le système des fonctions 6(^,jk), de s'assurer si la condition analogue, relative aux éléments ^, A, g'^ se trouve remplie. Ainsi, en posant, pour mettre encore en évidence les parties réelles et les coefficients de i,
nous avons à reconnaître si la forme (g, 1), q') est elle-même définie et positive.
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A cet effet, j'introduis la forme suivante à quatre indéterminées
— 'i((^So—^Oo[))or2X-^--^jL(^}jo—{)Ço)^i^^~^(F^Ôo—Ç]oÇ')^o^-3,
et je représente par DTL le module du dénominateur commun des valeurs de g\ A, g'^ dans les équations (i4) du § VII, de sorte que
01I2=[(a6)oiH-(a6)3igo+2(a6)o3r>+(a6)o2g;-i-(a^>)23®o]-,
Cela fait, on aura les théorèmes exprimés par les relations suivantes :
Bx^--t-i\}xy-h^]'i^= ^^/(box — aoy, b^x — a^y, h^x — a^^y, b^x — a^y),
Comme la seconde montre que les déterminants l)- — gg', ff — ÇQ"' sont de même signe, il suffira de prouver que l'un des coefficients 0 ou g' est positif, pour être assuré que (g, l), g^) est une forme définie et positive comme (Ç, f>, (/), Par là on se trouve amené à la considération de cette expression remarquable
qui présente le tjpe général des formes à quatre indéterminées dont j'ai donné précédemment la notion (§ V). Ainsi, en désignant la forme adjointe par ((JTo, -^m -31%, X^)^ on a cette propriété caractéristique que / se change en f par la substitution
De là résulte une analogie très grande avec les formes binaires; au point de vue algébrique, par exemple, on reconnaît qu'elles sont réductibles par des substitutions réelles à l'une de ces trois espèces :
(I) x§ + x?-xn-xi,
(II) _X^-Xf-X|-Xl,
(^") X5-^xî-Xi-xi,
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mais seulement à l'une d'elles, de sorte qu'on doit exclure celles-ci :
d=(XJ + X| + X|-X|).
Mais je n'insiste pas davantage, en ce moment, sur cette analogie, et je vais, en appliquant les formules connues, montrer que f appartient à l'espèce (I). Il faut pour cela calculer les invariants des formes /(^o, ^i, o, o), /(^o? ^i? ^25 o), et enfin l'invariant de / elle-même. Ces invariants sont respectivement
%'-h\ ç'iw-5'y et m'-rf)'-
En j joignant l'unité et le coefficient de ^J, on forme ainsi la suite caractéristique
Or cette suite ne présente que des permanences, puisqu'on admet par hypothèse que y, (J\ (J(f — f)^ sont des quantités positives. De là résulte que la forme /est réductible par une substitution réelle à une somme de quatre carrés; ainsi les quantités
sont l)ien essentiellement positives.
En posant
les seize fonctions dont l'existence se trouve démontrée par ce qui précède, seront représentées ainsi :
les nombres m, n, p, c| étant, comme [jl, v, /?, ^, égaux à zéro ou à l'unité. Elles satisfont aux équations suivantes, entièrement semblables aux équations (9), et qui les définissent à un facteur constant près, savoir :
0(^-}-i,jK) = (— i)"^6(^,7), 0(^,jK-l-i) = (— i)"e(^,jr), 0(^ -j- A, jr -f- s-') = (— '):' 0(^, y) e~-'^^'-y+ff'\ 0(x-i~ ^,y -+- A) =r (—1)1 0(.r, j/) <?-/ix(2a'+^).
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Il s'agit maintenant de les employer pour exprimer Ja fonction U{x^ r), que nous avons définie par les quatre relations (i3), § VIT. A cet effet, je remarquerai d'abord qu'avant
on peut joindre à ces relations fondamentales la suivante :
n(— ^, — jr) = n(^, r)(;— i)A^v+7iJ'.
Or, il est très facile d'établir qu'en supposant k impair, on a /? V -f- çr [jL E= ;in H- qm ( mod ?. ) ,
de sorte que nous pouvons écrire
(16 bis) n(— a-, ~y) = U(x, y)(—i)V^^-^'W.
Cela posé, je fais abstraction de toute autre propriété de la fonction U(x, y) et, ne gardant absolument que les relations (\?>) et (16 ùis)^ je cherche en premier lieu combien elles impliquent de constantes arbitraires dans la fonction qu'elles servent à définir.
Pour cela, soit
On satisfera ainsi, quel que soit A^,^ ,^, aux deux premières,
n(^^-M,jr)-(-i)Wn(:r,7), U(x,y-^i) = (-^y^U(x,y):
([uant aux deux suivantes, elles donneront, en comparant dans \c^ deux membres Jes coefficients des mêmes exponentielles,
enfin on tirera de l'équation (i6 bis)^ cette dernière condition
Or les équations (17) font voir que tous les coefficients A,n^,i s'ca- ()riuieront par ceux où les indices sont moindres que /r, et qui sont en nombre égal à A-. Distinguons maintenant celui dont h's indices vérifient les conditions
ni = — m — jjL, A2 = — n — V ( mod À ),
(jui sont évidemment possibles, puisque le module esl impair.
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L'équation (i8) sera alors une identité, et le coeffieient dont nous parlons restera arbitraire; mais, en vertu de cette même relation, tous les autres, qui sont au nombre de k'^ — i, seront égaux deux à deux. De là nous tirons cette proposition :
U expression lapins générale de la fonction \i{x,y) qui est définie par les relations (i 3) ^^ (i6 bis)^ renferme ^-7 — coefficients entièrement indépendants ,
Les considérations précédentes sont également applicables à des valeurs paires du nombre k. Soient par exemple, pour A* = 2, les relations
(19) 11(^-1- !,r) = W{x,y), n(^,jr-hi) = II(^*, J),
on trouvera, en posant
«T:(2m.r -+-?//_)•)+ -^ cp(777, //)
les conditions
Donc li(x^y) est la somme de quatre séries déterminées, à savoir celles qui se trouvent midtipliées respectivement par les coefficients Ao,Oî -^o,M ^<,07 Ai,t7 qui restent seuls arbitraires. Or on satisfait également aux équations (19), en prenant pour U(x^ y) ]e carré d'une quelconque des fonctions ^(x^y). Donc ces carrés s'expriment linéairement par quatre nouvelles fonctions, et de là se tire immédiatement la réduction algébrique des seize fonctions 9, à quatre d'entre elles, prises arbitrairement.
En général, toutes les relations algébriques et di(Térentielles des fonctions 9 peuvent être obtenues d'une manière analogue. Ici ce sont les relations algébriques qu'il nous importe de considérer, et
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particulièrement celles où entrent d'une manière homogène le plus petit nombre de fonctions, et qui sont en même temps du degré le moins élevé. Telle est par exemple, après les relations quadratiques, l'équation mémorable du quatrième deg^ré obtenue par Gopel (^) entre P^, S^, P^^, S'^, qui se déduisent de l'expression générale de 6, en faisant :
Pour
m rrr: ()^
li == 0,
lii = 0,
li =: 0,
ci=0,
li = I,
Cl = 0,
Ul — I ,
li= I,
ci= [.
Je vais encore établir l'existence de cette équation, et des autres du même genre, qui ont aussi lieu entre quatre fonctions, car elles sont fondamentales pour ce qui va suivre.
Soit, à cet effet, U(x,y) une fonction ainsi définie
/ n(^-Hi,^) = n(^,j/),
, , 1 n(^, j^-4-i) = n(^,jr),
U{x -T- g-, y -^ h) = U{cc^ y) e-4i'7ri2.r+^)^ En la supposant représentée par la série
on trouvera, pour déterminer les coefficients, les relations
A //i-f-4 ^n^=^ ^m,ni -^m, «4-4 ^=^ ^ 111,11 ^
et si l'on veut exprimer que le développement représente une fonction paire, on y joindra la suivante :
Alors les coefficients se réduisent à ceux-ci :
-^0,0? ^0,2; ^2,07 -^^2,2? Aq,!, Aj^Qi -^0,3, ^lAi ^1,2^ ^1,3
(M Voyez Tome 25 du Journal de Crelle, le Mémoire de l'illustre géomètre : Theoriœ tianscendentium Abelianarum pjnmi ordinis adumhratio levis.
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et la fonction Il(^,j/) sera la somme des dix séries entièrement déterminées, et multipliées respectivement par ces coefficients qui demeurent arbitraires. Cela posé, soient Ôq? ^i? ^2? ^3 quatre des seize fonctions 9; nommons 9/ Tune d'elles, et m/, n/, p/, ,y les valeurs des nojnbres m, n, p, t], qui la caractérisent. Faisons encore, |)our abréger, i>i= p/i»/-f- »]/iii/; on satisfera évidemment aux é<jualions (19), en prenant pour U.(x^y) les quatrièmes puissances de ces fonctions, et les carrés de leurs produits deux à deux, quels que soient m/, n/, p/, c^/. Or on peut joindre à ces expressions, qui sont au nombre de dix, le produit So^i ^'2^;)i si l'on pose, suivant le module 2,
1 uiQ-f- Mlj -h lll2-r- IU3 s= o, liQ-h ili H- 1I2-4- 113^^ O,
(•20) < Pq_i- p^ -I- p2 -H ps = O, qoH- qi+ qs-H cl3= O,
Sous ces conditions, on obtient nécessairement, entre les onze quantités que nous considérons, une relation linéaire, puisque toutes s'expriment linéairement par dix fonctions déterminées. Or l'existence de cette relation suffit à notre objet, et nous n'aurons pas à employer les valeurs des coefficients, qu'il sérail d'ailleurs bien facile de trouver. Nous nous bornerons aux remarques suivantes :
1° On satisfait aux équations (20) de la manière la plus générale, en prenant, suivant le module 2,
Ul)
1^ m -f- nii,
1112^^ m -j- nu,
1113= m -j-iui-i- m. 2,
iio=n,
^ n H-iti,
Il 2= n -+- Ho,
ïi^~ n ^ Ul H- n2,
Fo=V,
Fi
= V -H Pi,
P3— p H- pi -hfU,
^10= il,
^ i\ -+-ih,
^12= Il -Hil2,
^13= q -+- ih -Mh,
m, n, p, ij, étant arbitraires, et les autres entiers devant vérifier la condition
^1112 4- ;i2ni •+- iiiJiu -+- ii2iiii= o.
2" Des quatre fonctions Qq, 9^, Oo, 63, deux peuvent être arbitrairement choisies parmi les seize fonctions 0. Ce choix fait, il existe trois systèmes distincts de deux autres fonctions qu'on peut leur associer, de manière à satisfaire aux équations (20).
3" Les fonctions 9o, 9,, 9o, 83 peuvent être paires, ou bien deux
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seront paires el les deux auLres impaires : aucune relation algébrique du quatrième degré n'aura lieu entre quatre fonctions impaires.
Je considère maintenant une fonction liomogène de So? ^i, 827 6;$? dont le degré soit le nombre impair k. Une telle fonction s'exprimera linéairement par des quantités de la forme 9j9^92^3, où a, b, f, îr sont des entiers positifs dont la somme est A. Cela posé, en assujettissant ces nombres aux conditions particulières
C -I- Il = T
(mod. 2),
£ et 71 étant o ou 1, on formera quatre espèces bien distinctes de fonctions homogènes, que je désignerai ainsi :
no(^, y) lorsqu'on fera s — o, r^ = o ; Wi{x, y) » £ = I, T| = o;
W3(^, JK) » £ r^: I, T^ == I ;
et l'on aura ce théorème :
Les fonctions ^^{x^y)^ W^{x^y)^ \\.^{x^y)^ n^i{x,y) correspondent respectivement à O^, 9,, ôo? ^3 ; <^<? f^elle sorte qu'en représentant par Wi{x^y) t' une quelconque cC entre elles, V indice pouvant recevoir les valeurs o, i, 2, 3, on aura les relations suivantes :
n,-(^ -^h, y-\- g-') = (— i)r»- Ui(x, y) e-/7iA(2j+^'j^
^i{x -h g-, y -h h) = {—iy]i U/(x, y) e-^'7i/.-(2a--hé^) ^
^hi-x-y) = (~iy\l\,(x,y),
qui sont analogues aux équations de définition de la fonction 9/, savoir :
^i{x + 1, jK) = (- ifi 6,-(^, y). 0/(:r, y -^ x) ^ {-. i)m, o.(^, yy 6/(07 -H /i, j + g') ^ (_ i)Pi e/(.r, y) e~/7i(2j+^o.')^
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Je vais maintenant établir que les quatre fonctions 11/ (^, y) contiennent, sous forme linéaire, un nombre égal à de coefficients indépendants. Concevons, pour cela, qu'en employant l'équation homogène et du quatrième degré, dont nous avons établi l'existence entre 80? ^\f ^2? ^3? on élimine, dans ces fonctions, toutes les puissances de l'une des quantités 9, de G3 par exemple, qui surpasse la troisième. Cette réduction faite, toutes les expressions 9y 6^92^3, où l'exposant ïï ne surpasse pas 3, seront linéairement indépendantes. Car, s'il en était autrement, on aurait une seconde relation algébrique, homogène entre Qo? 9^, 92, 93, d'où résulterait que les seize fonctions 9 s'exprimeraient algébriquement par deux seulement d'entre elles; et, par suite, que deux quelconques des quotients quadruplement périodiques seraient fonctions algébriques l'un de l'autre. Nous conclurons de là, qu'il existe précisément autant de coefficients arbitraires dans lli(x^y) que de solutions distinctes, en nombres entiers et positifs, des équations
iTH- Il -f- c -h ïi = /i , b -f- l« = £, c -I- îi = r^ ( mod 2 ),
lorsqu'on suppose successivement
Il — o, I, 9., 3.
Or, on trouve sans peine que le nombre de ces solutions est -^^ ,
c'est-à-dire précisément égal au nombre des coefficients indépendants qui entrent linéairement dans la fonction définie par les équations (i3)et (16 bis) (^). Cela posé, il a été établi, § XI, que sur les quatre systèmes de quantités m/, u/, p/, q/, deux sont arbitraires. On pourra donc, en disposant seulement de l'un d'eux, prendre
(^) La coïncidence de ces deux nombres est si importante, au point de vue où je me suis placé dans la théorie de la iransformation, que je crois devoir donner (e calcul qui sert à l'établir. Soient e^ et t^, les valeurs o ou i, déterminées par
les conditions
s, =£-i-i, T^ == Tj -h I (mod2),
on trouvera immédiatement que, pour
h = Oj h = 2, les nombres de solutions sont respectivement les coefficients des puissances x^ et
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par exemple
) (mod 2), po == }) = [^Co-i- vci -^ pCi H- qc-i -h Cq c^ -h c^ c^
c|o = q ^ [JLc/o -H V c/i -h /?<if2 + ^<^3 -4- <^o <^3 + <^i ^2 et pour i = o faire ainsi coïncider les équations (21) avec les rela-
x^~^ dans le produit
tandis que, pour
& = I, îr ~ 3,
ces mêmes nombres sont les coefficients de x^~^ et x^"^ dans le produit
(i-hx-\-x^-^...)(xh-^x^i+'-i-x'i + ^-h,..)(x'^i-hx'^i+^-\-x'^i+^-{-...)= , ^ — ;•
De là on conclut que, pour
le nombre total des relations est donné par le coefficient de x^ dans le développement de la fonction
Passons maintenant aux valeurs particulières de s et tj. Lorsque ces quantités sont nulles toutes deux, cette fonction devient
et, dans les trois autres cas, elle se présente toujours comme égale à
{l-h X')(X -hx^-)
Mais les développements de ces fractions ont même partie impaire, car leur différence est la fonction paire —^ ; donc, pour des valeurs impaires de k, le
nombre des solutions des équations proposées ne dépend pas des valeurs de £ et 7\. Ce nombre sera ainsi le quart de celui qui se rapporte à l'équation unique
en supposant îr = o, i, 2, 3. Or, suivant ces cas, on trouve successivement les nombres
et leur somme, divisée par .], est bien égale à •
II. - I. 3q
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lions (i3) et (i6 Ois), Nous sommes amené par là à cette proposition fondamentale de la théorie de la transformation des transcendantes abéliennes du premier ordre :
La fonction
l^.T, y) =&{zo-\- G^3 + H22, ^i -^ H 23 -^ G'z2)e'''^^^oZ^-^^i^.+'^iz,,zJ]
aux modules G, H, G^ peut être exprimée par une fonction entière et homogène, du degré /c, des quatre fonctions ^q{x^ y)^ 0, {x^ y)^ 62 (^j y)^ ^3(^1 y) ^^^^ modules g^ A, g^ ^ qui dépendent (les premiers par les équations (i4)-
Mais ce n'est pas une seulementdes seize fonctions B qui s'exprime ainsi par 9o, 0^, O27 63- En prenant en effet pour n(^, y) successivement les quatre fonctions homogènes de ces quantités que nous avons précédemment nommées IIo(^, jk), n,(^, 7), IT2(^,jr),
Il3(^, jk)j et qui toutes renferment linéairement constantes
arbitraires, on satisfera de la manière la plus générale aux équations (i3) et [iGbis) pour quatre systèmes différents de valeurs des nombres [jl, v, /?, q. Et les valeurs de ces nombres s'obtiendront
en posant
ii\i^ fjirto -H ''<^i -^ pct-î -^ qciz -H ^o«3 -H a^a-i.
^i = [jLCo -H vci -\- pc-i -h qc-:>, 4- c^ C3 -h Ci C2, tjf- = jJL 6/0 -f- V di -f- /><^2 H- qd^ -h r/o <i;i -^ did^^
suivant le module 2. Pour plus de clarté, je désigne par [j./, v/, />?/, ^/, celles qui correspondent à m/, n/, p/, lj/, et je fais 5/ = v//>/-l-[^/5'/; on trouvera alors très facilement
M-o + P^l -+- [^2 -f- M.3 = o, Vo -h V, -H V2 -H V;j = o )
V (mod 2j.
Po-^Pi-^P2-^P6^o, q,-i- qi-^ q>-t-q:i^o )
Or ces relations sont de même forme que les équations (20), § XI, et l'on en conclut cette proposition :
Les quatre fonctions S que nous exprimons par des fonctions
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homogènes et du degré /c, de Gq, 9i, 82, 0;}, sont liées, comme celles-ci, par une équation homogène du quatrième degré.
Les résultats précédents conduisent immédiatement aux relations entre les quotients quadruplement périodiques qui proviennent de la division de deux fonctions 0, et ceux qui proviennent de la division de deux fonctions 6. Ces derniers, en resrardant ^, A, o-' comme arbitraires, représenteront les fonctions périodiques les plus générales, auxquelles donnent naissance les intégrales ultraelliptiques de première classe, lorsqu'on aura remplacé les arguments X et y par d'autres qui en dépendent linéairement d'une manière quelconque. On obtient ainsi la solution du problème de la transformation, tel que nous l'avons posé en commençant. Mais nous allons présenter la relation obtenue entre les fonctions 6 et Û de différents modules, sous une forme analytique mieux appropriée aux considérations qui nous restent à développer.
Nous ferons, dans ce but, la substitution suivante : X = X -{- hz, -+- ^ti, y r= i| H- g' z, -\- hu,
et nous poserons
Ç(oc, 1^, r, u, ^, h, g') = 6(0: -h h^-^ ga, ,^-|-^'^-f-/iu);
remplaçant ainsi la fonction 8 aux deux arguments x et jk, par la fonction ï^, qui dépendra de x, x\, r, u. Cela posé, soient
p\; = a^ a: -h ^0 'J -^ ^0 - -^ <^o "'i ;rf = a 1 .X' -h 6 1 ij^ -h Cl r -h c?! u,
on trouvera aisément ces relations importantes (') :
z, -f- \\z, -f- G'^. = ^ -I- H o -h G'I^ 5o^3-H z^Zi^^{z-i,z,) =z «^(^X, _f- H i^ 4- GO) (oc -4- fi^ -+-^iO 4- 63(^V^ + H & -f- GO) ( i^ 4- ^'^ -I- A u) ^ -HaaO^ -l-G'i)-4-HO)(A:-f-A^ -^ gn) -- 6 , ( :T H- G ' t^ -f- H O ) ( X -- ^ ' c -^ /m i ) .
(M On se SDiivient qu'au § VII, la (|uantilé a^x -k- b-y a été désignée, pour abréger, par z-.
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Pour abréger l'écriture, représentons par y cette expression do la forme quadratique ZqZ<^-\- z^z^-^-^^z^^ z^^)^ et convenons de mettre en indice à la fonction ^ les valeurs des nombres wt, u, p, .], qui figurent dans la fonction 6 dont elle dérive, nous aurons alors ce nouvel énoncé des théorèmes de transformation :
Les quatre fonctions représentées par
le nombre i pouvant recevoir les valeurs o, 1,2, 3, s^ expriment par des fonctions entières homogènes, et du degré k des quatre quantités analogues
Les modules g^ A, g^ dépendent de G, H, G' par les équations (1 4), § VII, et les quatre nombres tji/, v/, /?/, qi de lu/, h/, p/, .^/ par les relations
(mod 2),
u/ = \xi b^ -i- v/ bi -+-pib.2~^ qi 6.J -H 60 ^3 -^b^b<i,
p,- E- 1^,- Co -i- V,- Cl -1-/?/ C.i -f- ^,- C3 -f- Co C3 -f- Cl C2,
c-)/ ~ jj./<io -f- v/û?, ~\~pid^ 4- 7/<^3 + ^o<3?3 -H ^1 <^2, auxquelles il faut joindre les suivantes :
HiQ -T- uti -1- UI2 -f- i»3 ^ o, Hq -t- iii -- 112 -h H3 ^ O, \
po -H Pi H- p2 -f- p3 ^ o, c|o -f- ^li -4 ^\i -r- c-ja ^ o, > (mod 2),
et celles-ci, qui en sont, comme nous Savons dit^ la conséquence :
Ko H- {^1 -+- [^2 -H :^3 ^^ o, Vo -+- V, -4- V2 -r- V3 = O,
En partant de ces résultats, je vais déterminer combien s'obtiennent de transformations distinctes lorsque le nombre impair X est supposé premier. Je me fonderai à cet eflet sur cette proposition :
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Considérant la substitution
^X" = ao X -I- ai Y -4- a2 Z -4- %-^ U,
% =r YoX + Yi Y-I-Y2Z-I-Y3U, t) = 8oX-hSiY4-a2Z4-83U,
dont les coefficients sont des nombres entiers assujettis aux conditions
«0^1-^ ?oTi— Topi — 00^1 = o, «0^2-1- 13oY2 — To^2 — 8oa2 = o.
«0^3+ [3oY3 — Yoi^3 — Oo^a = I, a,02-l- (3iY2 — Til^2 — 5ia2 = r,
«103-+- l^iYs— Yl?3 — Siag =r O, «2 ^3 -i- p2 T3 — T2 ^3 — ^2 «3 = O,
p/7 la faisant suivre des quatre suivantes :
Z = k^, ' j Z = nj -h z,
U = /ai, ( U r=kii,
X == kx, ( X =:: /rx,
m. <( '' IV. { /'
7j =:^ kz, j Z = t\\: -F i' i) H- i,
U = i' X — ir -f- u, l u = i'\x -H û) -h II,
o^<ç i^ i\ U' désignent des entiers positif s inférieurs à A", on pourra obtenir dans toute sa généralité la substitution
„\- = (2o .Y -f- ho i) H- (?;) ^ -i- <:/() Il , ^y = «1 oc -h bi I) -f- Cl c -+- <ii u , X: = «2 a: -h b-i i| -f- C2 - -T- t/2 u , t) =1: aa.x -4- b:i \] -h c^z -\- d^n,
dont les coefficients sont assujettis aux relations fondamentales
a^d)^ -^ bç^Cx — Co^i — d^a^ = o, a^dy -^ b^c^ — c^b-i — d^^a-i ^=z o, «0 <^3 H- ^0 C3 — Cq bs — 6/0 «3 — A , ai <:/2 -H bi c-i — Cl ^2 — d^a-i^^ X-, a, 6/3 -f- ^1 C3 — Cl Z>3 — 6^1 «3 = o,
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Cette proposition renferme, comme on voit, la théorie arithmétique de la réduction des systèmes linéaires
bo
Co
ai
bi
fh
en se fondant sur la notion d'équivalence qui a été nommée, par E\^en?>iein^V équivalence à gauche des systèmes. En prenant, au contraire, l'équivalence à droite des substitutions pour point de départ, on obtiendra les substitutions ou systèmes réduits que j'ai donnés § 11. On en conclut que toutes les transformations des fonctions abéliennes qui répondent à un nombre premier A*, résultent des transformations particulières où l'on emploie les substitutions réduites 1, II, 111, IV, combinées avec les transformations où figurent les substitutions au déterminant un. Or le nombre des substitutions réduites étant i + A -f- ^"2 + A^, on obtient précisément autant de transformations distinctes, dans lesquelles les fonctions ^(X, Y, Z, U) sont exprimées par des polynômes homogènes et de degré A:, contenant quatre des fonctions Ç(.x, ij, z, u). Nous n'avons plus ainsi qu'à passer des fonctions ^(X, Y, Z, U) aux fonctions Î^(<X, g*, &, O), les arguments rv;, g*, ^, t9 étant liés aux arguments X, Y, Z, U par les équations (22). Or, en omettant les modules, pour abréger l'écriture, la dépendance de ces fonctions est exprimée par la relation
e'""^^ C^v,/.,^ (eX, g-, %, t)) = const. Cnt,n,|3,q (^. Y, Z, U),
dans laquelle
m = [JLao -4- vai -f-/>a2 H- <7a3 H- aoa3 H- aia2
U = ix'^o H- Vfîi -+-/> ^2 -i- ^ p3 -i- ^0^3+ ^1 1^2
^1 = j^Yo-f- vYi4-/?Y2-+- ^T3-HYoT3+TiY2
i] = [xôo H- vOi ~h p^2-\- qo^ -h Oo Û3 -t- ôi 02
(mod 2).
Cela posé, si l'on a
î)=/?, i]^q (mod '2),
la fonction Ç se trouvant changée en elle-même, la combinaison de celte transformation avec celles qui correspondent aux subsli-
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tutions réduites ne donnera point de formules nouvelles. Mais si les nombres îtt, U, Ji, il ne coïncident pas tous avec jx, v, p^ q^ la combinaison de cette transformation aura évidemment pour effet de permuter les expressions des diverses fonctions Ç, dans les formules de transformation relatives aux substitutions réduites.
On est amené par là à une considération entièrement semblable à celle qui a été présentée par Abel dans la théorie des fonctions elliptiques, et qui a pour conséquence de multiplier par six le nombre total des transformations données pour la première fois par Jacobi. Seulement, il faut bien remarquer que les expressions rationnelles de la forme
considérées par Abel ( ' ), conduisent à des relations irrationnelles, si l'on compare deux intégrales elliptiques prises l'une et l'autre à partir de la limite zéro.
Dans la théorie de la transformation de fonctions abéliennes, le nombre de ces transformations distinctes dans lesquelles k = i est égal au nombre des substitutions différentes, représentées par les équations (22), lorsqu'on prend les coefficients suivant le module 2. Or, en ayant égard aux relations qui existent entre les coefficients, on trouve ce nombre égal à ^20, c'est-à-dire au produit : 2.3.4.5.6; nous avons ainsi ce théorème :
Le nombre des transformations distinctes des fonctions abéliennes qui correspondent à un nombre premier k est
Parmi ces diverses transformations, celles qui correspondent aux quatre types de substitutions réduites, lorsqu'on y suppose égaux à zéro les nombres entiers i^ i' ^ i" ^ méritent une attention particu-
(M Voyez les Œuvres d'Abel, Lomé I, page 879. Ce point de la théorie de la transformation sur lequel insiste l'illustre géomètre, est effectivement de la plus grande importance, par exemple dans la recherche des modules qui donnent lieu à une multiplication complexe.
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lière. On voit alors, en effet, se présenter immédiatement la notion importante des transformations supplémentaires, qui, sous le point de vue le plus général, résulte de la cinquième des propositions arithmétiques données § III. Les substitutions que nous allons ainsi considérer, dans les théorèmes de transformation, seront les suivantes :
/ X = kx,
l X = kz,
JJ
JIl.
) Y = kij.
U^A-ii,
( U = /ai,
Alors on trouve que la forme quadratique désignée par y, § XÏV, s'évanouit, et que les nombres caractéristiques m/, it/, p/, <]/ sont respectivement égaux à pi/, v/, /?/, c/i (* ). Ecrivant donc, pour abréger, ^i au lieu de K^.,v.,p-^fj.^ et introduisant les modules transformés dans la fonction où se fait la substitution relative aux arguments, on aura cette proposition :
Les quatre fonctions représentées par chacun de ces quatre tjpes{^) :
J. Ç,(oc, ij, kz, A-u, -^G, jU, tG'),
k ' A ' k H. t:i(x, /cif, z, A-ii, -iG, H, kG'y
in. t:i(^hx, ,y, kz, u, kG, tl, ~G'
IV. ^i{kx,kif,z, u, kG, kll, kG
s'expriment par des polynômes entiers homogènes et du degi'é k, composés des quatre fonctions
(^) Cette dernière circonstance peut toujours être réalisée à l'égard de toutes les substitutions réduites. Rien n'empêche, en effet, de prendre pour chacun des nombres désignés par i, i' , ï' un système quelconque de résidus suivant le module k, au lieu des résidus minima o, i, 2, . . ., A^ — 1. Or, en faisant choix des A" nombres pairs o, 2, 4, . • ., 2 ( A — i), on voit immédiatement qu'on aura
ui • = [X-, u . ^ V-, p • ^/»j, t] ■ = ^j, mod 2.
(*) On peut remarquer que les transformations relatives aux fonctions I et IV correspondent parfaitement à ce que Jacobi nomme, dans la théorie des fonctions elliptiques, transformatio prima, modali niajoris in minorem et transformatlo secunda minoris in niajorem. (Fundamenta, p. 5(i.)
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Cela posé, il est clair qu'en appliquant l'une après l'autre les transformations relatives aux fonctions I et lY ou II et II l, on parviendra de ces deux manières à l'expression de
Ç/(/wx, X.,, A-^, Â:u, G, H, G'),
par des polynômes entiers homogènes et du degré A-, contenant les quatre fonctions aux mêmes modules
Ki(x, ij, 2, II, G, H, G').
Revenons maintenant des fonctions ^ aux fonctions de deux arguments dont elles tirent leur origine, nous obtiendrons le théorème fondamental de la multiplication des transcendantes abéliennes, à savoir que les quatre fonctions B/(A.r, ky) sont des polynômes entiers^ homogènes et du degré k^ composés des quatre fonctions %i[x^ y),
Les formules de multiplication pour les quotients quadruplement périodiques, provenant de la division de deux fonctions 0, découlent naturellement des théorèmes qui viennent d'être établis. Seulement, il importe de préciser les divers groupes de trois quotients, qui correspondront respectivement aux divers groupes de quatre fonctions 0/, dont les nombres caractéristiques [x/, v/, /?/, qi sont assujettis aux conditions
. J^o -4- fJLi -I- (i.2 -h fJL3 = O, Vo -4- Vi -h V2 -h Vs = G, \
i'iobis) ^ Po-^ Pi-^ P2-^ P3 = o, go-hqi-^g2-i Çs^o, > (moda).
Je me fonderai, pour cela, sur la distinction de ces quotients en deux genres bien différents, telle que l'a faite M. Veierstrass? non seulement pour les fonctions abéliennes du premier ordre que nous considérons en ce moment, mais pour celles d'un ordre quelconque ('). Les quotients du premier genre, en adoptant les
(0 Voyez Journal de Crelle, tome 47, ou dans le Journal de Liouville (traduction de M. Wœpcke), le Mémoire dans lequel ce savant géomètre a donné un aperçu de ses grandes et belles découvertes. Voyez aussi, dans le tome XI du Recueil des Savants Étrangers, le Mémoire de M. Rosenhain couronné par l'Académie,
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notations de cet auteur, seront désignes par al (.^ r)a, avec un seul indice qui recevra les valeurs o, 1,2, 3, /\, Ils s'expriment comme il suit, par les fonctions Sii_.j^ „,,, savoir
alo = al, = al-2 = ala ==
Qiooo
^0000 QlOOl ^0000 QplOl ^0000
Qoiii
Ceux du second genre seront représentés par al(^, j)a,p, avec deux indices, devant chacun recevoir encore les valeurs o, 1,2, 3, 4? et qu'on pourra permuter entre eux. Ils sont au nombre de dix, et s'expriment de cette manière :
alo,i — alj 0 — a '0 2 -~ aU 0 ^^-~ a'0,3 "= al3^o = alo, 4 = aIv,o == ali,2 = al2,i = al], 3 = al3,i = ali,v = ali 1 = aU.s = al3.2 ==
Qqooi
Quoi
al2,;^ = al4,2 == -x
'^oooo
alsA = 3U,3 =
et qui, beaucoup plus complet sous ce point de vue que celui de Gopcl, renferme les expressions du système des quinze quotients périodiques, telles (sauf une légère modification) que les donne M. Weierslrass.
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les indices des fondions 0 étant déterminés dans ces formules parla condition qu'en supposant
ala = -^^ ' ^^^='-^ ' ^^a,p== -^ >
WOOOO "OOOO '^0000
u/, v'^, p^' ^ ff soient les valeurs o ou i, qui satisfont aux relations
a" = ulH- ul', v" = V -h v' )
\ mod. 2.
Cela posé, on aura ce théorème :
Tous les groupes de trois quotients 2i\[x ^ y) J^or niés cwec quatre fonctions dont les nombres caractéristiques [x/, v/, /?/, qi vérifient les équations (20 bis) seront compris dans cette forme générale :
aI(^,jK)a, aI(a7,jK)p,y, al(^.jK)6,c,
sous la condition que les indices a, [3, y, S, s seront tous différents les uns des autres.
Cette condition admise, le théorème fondamental pour la multiplication des arguments dans les fonctions abéliennes quadruplement périodiques s'énonce ainsi :
Les trois fonctions
al(/v^, X■J^')a, al(/i-.r, Ay)^,y, al(fe, ky)^^.
sont des fractions rationnelles, ayant pour numérateurs et dénominateur commun des polynômes entiers et du degré A-, par rapport à
^K^^y)(^, aU-^,r)^,v: aK-^,r)5,E-
Ces trois fonctions sont d'ailleurs liées par une équation du quatrième degré, conséquence de Téquation homogène et du même degré qui existe entre les quatre fonctions 0/(^,jk).
C'est aux résultats précédents que je me suis arrêté jusqu'ici dans l'étude de la transformation des fonctions abéliennes, et je vais terminer cet exposé succinct de mes reclierches, en faisant
Hosted by
47^ ŒUVRES DE CflARLES HERMITE.
voir comment cette théorie analytique de la transformation se trouve étroitement liée à la théorie analytique des formes quadratiques dont j'ai parlé § IV. Reprenons le théorème du § XIV, consistant en ce que :
Les quatre fonctions représentées par
si Von attribue à V indice i les valeurs o, i ,2, 3, s^ expriment au moyen de fonctions homogènes et du degré k^ des quatre quantités
Cut.u,p,ci-(^' 'y' '' '^' ^' ^' ^'^'
les modules g^ A, g' dépendant de G, H, G^, par les équations (î4) du § VII, et les arguments .X, 3*, ^, t) de .x, i|, z, u, par celles-ci :
l ^^ =z a^x -t- bo y -+- Cqz -\- dQ u,
1 ^ =: a2X -h b^ Ij -f- 02^-4- ^2liî [ ÏD z= «3 a: -h ^3 If 4- C3 Z 4- <^3 II .
Or, à cette relation ainsi formulée entre les transcendantes S^, de différents arguments et de différents modules, correspond la relation arithmétique que donne le théorème suivant :
Soit
G = Ç/o -H i 1) , H = 5o + ^0, G' =. C/i -f- iC/', 112 _. GG' = (Do -4- ÛD, ^ = 00 + ifl, A = 1)0 H- i'I), .^' =00-^ i^'j à^' — gg' = ï-o -r- n;
nommons ^(^%, jy, ^, t)) /a forme quadratique qui s'est déjà présentée § VIII, savoir :
-^(goS-g5o)g't)-2((D5o-cooS)^^
et considérons de même V expression semblable
f(.x, t|, r, u) = 0'oc2 H- flp2 _^ (g'î,^ _ g^ î,).2 _^ (gî,^ _ ^oî«) ii2
— 2!;A:if — 2(0'o!; — ^'l;o).vi. — 2(0o!) — ^j|I)o) iju
— 2(ïl|)0 — ï-ol;) Zli — 2(1)1)0 — c-).^;) ijc — 2(1)1)0 — 903') JCll.
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Les variables ^^ J*, i, t) étant liées à .x, ij, 2, u par les équations (22), dont les coefficients sont des nombres entiers assujettis aux conditions fondamentales
i aodi -^ boCi — Cobi — d^ai = o,
V «0 û^2 + bo Ci — Cobi — do a^ — o,
^ ^^ \ aod^-^boC-:^ — Cobi~ d^a^ — k,
j ai ^2 -(- ^1 C'i — Cl 6^2 — «i <^2 — /i",
r «1 <^3 -i- ^1 6*3 — Ci bi — diUs — o, «2 â?3 -T- ^2 <";» — ('2 bi — d^ a-i = o,
on aura identiquement
.f(^x,fT,^,r)) ^ f(x,~iuz,ii)
Telle est donc la nature de la relation entre ces deux formes quadratiques, semblablement composées avec les modules G, H, G' et gj A, ^^, que la première se change en la seconde multipliée par A-, au moyen de la substitution qui transforme les transcendantes Ç aux modules G, H, G', en des fonctions homogènes et du degré A*, des transcendantes analogues aux modules g^ A, g' . On voit ainsi comment vient se présenter cette étude arithmétique de formes particulières à quatre indéterminées, où l'on n'emploie pas comme instrument analytique les substitutions les plus générales entre deux groupes de quatre variables, mais les substitutions particulières (22) définies par les équations (23), et qui reproduisent des formes du même genre. C'est précisément à cette idée que je me suis déjà trouvé conduit dans un autre travail [Journal de C relie, t. 47, p. 343), en ayant en vue l'étude purement arithmétique des nombres entiers complexes a -\- b \/ — i J'ai pu alors traiter, par les méthodes propres aux formes binaires, les principales questions concernant les formes particulières à quatre indéterminées qui étaient l'objet de mes recherches, et ajouter par là de nouveaux caractères de similitude entre les nombres entiers réels et les nombres complexes (*).
(^) En poursuivant les recherches que je viens de rappeler, j'ai obtenu le ihéorème suivant, qui ofTre un nouvel exemple de cette analogie :
Les équations à coefficients entiers complexes et en nombre infini de la forme az'' 4- 6^'*-' -+-... -h gz -\- h~ o, pour lesquelles la norme du discriminant {c'esl-
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Un pareil rapprochement entre les formes .^(.X-, Jf, ^, t)) et les formes binaires semble également devoir se présenter; on peut du moins le présumer, d'après les propriétés relatives aux formes adjointes, énoncées au § VIII, et surtout par cette expression remarquable et facile à vérifier, savoir :
où j'ai fait, pour abréger,
-Vi = ^^ -H bo^ -^ Çjo t), 5-1 = ?T + y'o ^ + 5oX').
Cependant l'analogie de ces formes particulières, que j'ai nommées à indéterminées imaginaires conjuguées avec les formes binaires, ne persiste pas toujours; parfois, comme je l'ai fait voir, il arrive qu'on ait à la suivre dans plusieurs directions différentes, et bientôt on est amené à des questions où la nature des formes à quatre variables se manifeste sous un point de vue qui lui est ])ropre, et qui exige de nouveaux principes. Les mêmes circonstances viendront-elles s'offrir dans les questions analogues dont le point de départ s'est trouvé dans la théorie des fonctions abéliennes? C'est là un ordre de considérations arithmétiques aussi intéressantes que difficiles, sur lesquelles je pourrai peut-être un jour offrir aux amis de la science le résultat de mes recherches.
à-dire du nombre entier complexe, égal à a^"-') multiplié par le produit symétrique des carrés des différences des racines), conserve la même valeur, ne contiennent qu'un nombre essentiellement limité d'irrationalités distinctes. (Voyez pour le théorème analogue, relatif aux nombres réels, le Journal de Crelle, t. 47, p. 335.)
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REMARQUE SUR UN THÉORÈME DE CÂUCHY
Comptes rendus de l' Académie des Sciences, i. XLI.
C'est à M. Cauclij qu'on doit la première démonstration générale de Irréalité des racines de l'équation remarquable à l'aide de laquelle se déterminent les inégalités séculaires des éléments du mouvement elliptique des planètes. Cette équation s'obtient, comme on sait, en égalant à zéro le déterminant du système
Cln.n— '
dont les éléments ajj(,,v sont des quantités réelles soumises à celle condition,
J'ai fait, au sujet de cette équation, la remarque suivante que l'illustre géomètre a bien voulu m'engagera communiquer à l'Académie. Supposons que les éléments a^^y du déterminant cessenl d'être réels et prennent des valeurs imaginaires quelconques, mais avec la condition que a^^y et a^^^ soient des quantités conjuguées. Il est aisé de voir que le nouveau déterminant ainsi formé et que je nommerai 0, sera essentiellement réel quoique composé d'éléments imaginaires. Il ne change pas de valeur en effet en v mettant — y/ — 1 au lieu de y/ — i, car on ne fait ainsi que remplacer ^ijL,v par av,(xj c'est-à-dire substituer les colonnes horizontales aux colonnes verticales, et l'on sait bien que cette transposition n'altère pas la valeur d'un déterminant. Cela posé, l'équation 0 = o conserve la propriété si remarquable de l'équation B = o, elle a toutes ses racines essentiellement réelles. On peut le démontrer de plusieurs manières, par exemple en transformant le détermi-
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nant Q en un autre à éléments réels, d'un nombre double de colonnes et symétrique par rapport à la diagonale, de manière à retrouver précisément la forme analytique du déterminant 6. On obtient aussi une démonstration directe en employant la belle et savante méthode qu'a donnée mon ami M. le D*" Borchardt, de Berlin, pour calculer les fonctions de M. Sturm dans le cas de l'équation 6 == o. Quoi qu'il en soit, la réalité des racines une fois établie, on détermine par la règle suivante combien il s'en trouve entre deux limites données 9o et Oj. Nommons Q/le déterminant du système
<^^1.2 «2,2—9 ... aV,2
calculé de manière que le terme principal ait le signe -f-, et désignons par (0) le nombre des termes positifs de la suite
a,, il,, i>3, ..., i2„.
Si l'on suppose 0| >9o> la quantité (Qq) sera plus grande que (9,), et la différence (Ôq) — {^k ) -^^'^^ précisément égale au nombre des racines de V équation 0 = 0 qui sont comprises entre Oq et 0,. On remarquera que la suite
est plus simple que la suite des dérivées du premier membre de l'équation proposée qui serviraient d'ailleurs au même usage à cause de la réalité de toutes ses racines, et sans doute il serait possible de passer directement de la seconde suite à la première, comme l'a fait M. Cauchy dans une circonstance analytique très semblable {Comptes rendus, t. XL, p. 1329). Mais, au point de vue où je me suis placé, l'équivalence des deux suites, comme l'existence d'une infinité d'autres qui jouissent des mêmes propriétés, se déduisent immédiatement d'une proposition élémentaire et fondamentale de la théorie des formes quadratiques. Au reste, c'est dans l'étude algébrique des formes quadratiques, mais des formes quadratiques d'une nature toute particulière et dont je vais donner la définition, que vient s'ofi'rir d'une manière directe Téquation Q ==: o. Leur caractère principal consiste en ce que les
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indéterminées j sont partagées en deux groupes de variables imaginaires, les variables de l'un des groupes étant les conjuguées des variables de l'autre groupe. A.insi, en représentant in variables imaginaires par
X r=z X -^ x' ^ — I. Y =. y ^ y' ^ — I, ..., U = W -H wV — I,
Xo=.r — x' \/ — 1, \^~ y — y' sj — I, .... \}ç^— u — u' \/ — I,
on aura l'expression analytique suivante de ces formes, savoir
cp = Xo(ai,i X H- <^i,2 Y H-. . .-H ai,^U) -4- Yo(a2,i X + «2,2 Y -h. ..+ «2,/iU)
• Uo(«/i,i X -h an^%^ -f-. . .-^ a„,«U),
et cette expression sera évidemment réelle en mettant en évidence ^, JK, ..., it^ x' ^ y', ..., il! ^ si les constantes a,^^^ et a^^^ sont comme précédemment des quantités imaginaires conjuguées. C'est principalement en vue de l'étude arithmétique des nombres entiers complexes de la forme a ^ h sJ — i que j'ai introduit la notion de ces nouvelles formes, comme on pourra le voir dans un de mes Mémoires publiés dans le Journal de C relie ^ t. 47. Mais, dans ce Mémoire, je me suis borné au cas le plus simple où l'on considère seulement deux paires d'indéterminées imaginaires conjuguées. Depuis, en essayant d'étendre ces premières recherches, j'ai reconnu qu'elles conduisaient à des principes nouveaux et féconds pour l'étude des équations algébriques à coefficients complexes. A.insi, au seul point de vue algébrique, je me suis trouvé amené à la détermination du nombre de leurs racines qui sont comprises dans l'intérieur d'un rectangle, d'un cercle et d'une infinité d'autres courbes fermées ou à branches infinies comme l'hyperbole (^). Ce sont autant de cas du beau théorème de M. Cauchy sur le nombre des racines qui sont renfermées dans un contour quelconque, et dont la démonstration très facile et très simple présente ce caractère particulier d'être indépendante de toute considération de continuité.
(*) Voyez sur ces questions l'extrait d'une Lettre que j'ai adressée à M. Borchardt et qui a été publiée dans le Journal de Crelle, t. 52.
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SUR QUELQUES FORMULES RELATIVES
TRANSF0RM4TI0N DES FONCTIONS ELLIPTIQUES.
Comptes rendus de l'Académie des Sciences, t. XLVI.
L'expression générale des quatre fonctions 9 sur lesquelles repose la théorie des fonctions elliptiques est, comme on sait, la suivante :
[JL et V étant zéro ou l'unité et to une constante imaginaire telle, qu'en faisant
on ait (o^ essentiellement différent de zéro et positif. Ces quatre fonctions sont définies, à un facteur constant près, par les équations
^5x,v(^ -f- to) = (— if ejj.,v(^ ) e-^'^(-2^+w)^
et elles jouissent des propriétés exprimées par les relations suivantes :
e{x,v(-^)-(-i)^'ej,,v(.r),
e{X4-2,v(^) =(-i)'ôtx,v(^),
/ \ ■ / fx^ca VU-' \
/ [i.(f)-(-v\ i7i(îJ..r-f-i-^^ i- )
^{jL-f-{X',v-t-v'(^) = 9a', V' ( ^ H / ^
La première de ces relations montre que des quatre fonctions & une seule est impaire, celle qui correspond aux valeurs jj. = i , v= I ; les deux suivantes montrent comment la formule (A.), quels
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que soient les entiers u. et v, ne donne effectivement que quatre fonctions distinctes; enfin la dernière permet d'exprimer ces fonctions par une seule d'entre elles. A ces relations nous joindrons enfin, bien que nous n'ayons pas à l'emplojer ici, la suivante, qui fournit des équations algébriques ou diff*érentielles auxquelles satisfont nos fonctions, et où je suppose
{a — f^' = a, V — v' = p, savoir :
*26|j.,v(^ -H7)Ô{i,',v'(^ — JK)ea,o(o)ôo,p(o)
^-(— l)v6|j^+i,v(^)^(;/-4-i,v'(^)6a+i,o(r)Qi,p(r)
+ (— i)^Q{x+i,v-Hi(^)6|x'-M,v'+i(^)6a+i,i(r)Ôi,p-f-i(jK)
H-Ô{j.,v+i(^)ô{j/,v'+i(^jQa,i(7)Ôo,p-4-i(jK)-
Cela posé, soient a, 6, c, d des entiers tels, que ad — bc == A*, k étant essentiellement diff'érent de zéro et positif, faisons
il = — >
a -h ôtii
m = a fjL -h è V H- ab, n = c [JL -h <iv -H c<i.
on aura les relations fondamentales
n(^-h-ï) =(_i)mn(;r),
qui servent à exprimer n(j:), quels que soient [jl et v, au moyen des quatre fonctions analogues à G, mais relatives au module Q, et que nous représenterons par
A cet elTet, je désigne par T/ une fonction homogène du degré i des carrés de deux des fonctions 6; cela étant, on aura pour k impair cette expression très simple
II(^)-©m,n(^)T^-^-
Laissant ici de côté la détermination de ces fonctions désignées
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par T^_i, je vais seulement, dans le cas de A" = i , où T est une
simple constante, en donner la valeur, qui exige une analyse assez délicate.
Supposons le nombre b positif, comme on le peut toujours, car, s'il en était autrement on chercherait la formule de transformation relative au système des nombres — a, — 6, — c, — d^ ainsi qu'on y est autorisé par la nature de la condition ad — ^c == i , qui n'est pas altérée par ce changement et, cette formule trouvée, on en déduirait immédiatement celle qu'il s'agissait primitivement d'obtenir, la constante T restant la même ou changeant seulement de signe, comme il est aisé de le reconnaître par le changement dont nous parlons. Cela étant, on aura
8 étant une racine huitième de l'unité dont voici la détermination :
^ — - ÏTZ (ac \L^-h2bc (i.V -^-bdy^-hlabc [X4- 2nbdy-\-ab^ c]
et le signe du radical carré y/ — ib(a -i- btù) étant pris de manière que la partie réelle de ce radical soit positive ( *).
Des cas particuliers de cette relation ont été déjà donnés par Jacobi dans un Mémoire sur l'équation différentielle à laquelle satisfont les séries
l±: iq -+- 2q^±:'J.q^-\-. . ., l\/q -i- l \/q^ -h l \/q^^ -+-...
(Journal de CreUe, t. 34, et Journal de Liouville, traduction de M. Puiseux). Mais l'illustre auteur, laissant de côté la détermination de S, se borne à annoncer que le signe de la constante
dépend de la quantité désignée parle symbole ( t ) dans la théorie
(^) Pour 6 = o, la formule de transformation se réduit à l'équation suivante : a étant un nombre entier arbitraire, m étant égal à [x et n à a( fx -h i) + v.
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des résidus quadratiques. Ce fait si remarquable résulte, en effet, des propriétés de la série
qui se trouve comme facteur dans la valeur de T. Soit d'abord
b = 2^(3, P étant impair, on aura
si a est impair, et
lorsque a est pair.
En second lieu, supposons b impair; alors on pourra déterminer deux nombres entiers m et n par l'équation
a = mb — 8n, et l'on aura
miTi:
Ces résultats {^) se déduisent des formules données par Gauss dans le célèbre Mémoire intitulé : Summatio serierum quarumdam singularium; seulement j'ai fait usage, pour éviter autant que possible une énumération de cas, de la forme sous laquelle elles ont été présentées par M. Lebesgue dans un Mémoire
(1) Peut-être n'est-il pas inutile d'observer que l'imaginaire i, qui figure dans la série a ou dans l'expression de celte série par les symboles de la théorie des résidus quadratiques, est absolument la même quantité qui entre dans la définition des fonctions 6 par l'équation ( A.). Je ferai enfin remarquer que a se présente toujours, comme le produit de v^ô, par une racine huitième de Funité; de sorte qu'en résumé la constante T a cette valeur
sja -h biù
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intitulé : Sur le symbole ( t ) ^^ ^^^^ quelques-unes de ses applications. Je remarque enfin que l'introduction des nombres [i. et v d'une part, ÎU et U de l'autre, permet de résumer dans une seule équation, Savoir :
n(^) = 6jj„v[(aH-èw):r, i^\ei'^bKa^f'i^)x^^ T0,^i^„(^,
a-^ bt
ce que Jacobi nomme la théorie des formes en nombre infini des fonctions 9, théorie sur laquelle il avait annoncé un travail important que la mort l'a empêché de publier.
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SUR QUELQUES FORMULES RELATIVES
TR4NSF0RMATI0N DES FONCTIONS ELLIPTIQUES.
Journal de Mathématiques pures et appliquées, i^ sér., t. III.
L'expression générale des quatre fonctions 8 sur lesquelles repose la théorie des fonctions elliptiques est, comme on sait, la suivante :
[ji et V étant zéro ou l'unité et to une constante imaginaire telle que, en faisant
on ait co^ essentiellement différent de zéro et positif. Ces quatre fonctions sont définies, à un facteur constant près, par les équations
ea,v(^-+- 1) =(-i}iJ-0jx,v(^),
et elles jouissent des propriétés exprimées par les relations suivantes :
La première de ces relations montre que des quatre fonctions 9 une seule est impaire, celle qui correspond aux valeurs ji. =: i , V ^= I ; les deux suivantes montrent comment la formule (A), quels
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que soient les entiers ui et v, ne donne effectivement que quatre fonctions distinctes; enfin la dernière permet d'exprimer ces fonctions par une seule d'entre elles. A ces relations nous joindrons enfin, bien que nous n'ajons pas à l'employer ici, la suivante, qui fournit les équations algébriques ou différentielles auxquelles satisfont nos fonctions, et où je suppose
fi. — [0.' = a, V — v' = p, savoir :
== ep,,v(^) V%v'(^) Qa,o(r) 60, ^(.r) -^ (— i)v 6jj^+i,v(^) ^[i'+i,v'(^) Oa+i,o(r) Qi,^(r)
+ (— r)v0u+i,v+i(-^)9pL'+i,v'+i(^)6a+i,i(jK)^i,P+i(r) -h 6jj.,v+i(^) 6a',v'+i<;^) 6a,i(.r) ^o,B+i(r)-
Gela posé, soient a, 6, c, n^ des entiers tels que ad — hc = A", A" étant essentiellement différent de zéro et positif, faisons
c -t- <ioj
a -^ om
xi\ =z a [x -^ b V -{- ab,
n ^= c IX -h dv -h cd^ U(x) = ba,v[(a-^ biii)x]ei'^b{a+hiii)x\
on aura les relations fondamentales
n(.^-!- i) = (— if^n(^),
qui servent à exprimer n(^), quels que soient a et v, au moyen des quatre fonctions analogues à 0, mais relatives au module 0, et que nous représenterons par
A cet effet, je désigne par T/ une fonction homogène du degré i des carrés de deux des fonctions 6; cela étant, on aura pour k impair cette expression très simple
J\{x)= em,n(-^)T/,-i.
Laissant ici de côté la détermination de ces fonctions désignées
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par T^_ 1, je vais seulement, dans le cas de A- = i , où-T est une
simple constante, en donner la valeur, qui exige une analyse assez délicate.
Supposons le nombre h positif, comme on le peut toujours, car s'il en était autrement on chercherait la formule de transformation relative au système des nomhres — a, — ^, — c, — d^ ainsi qu'on y est autorisé par la nature de la condition ad — 6c = i , qui n'est pas altérée par ce changement, et, cette formule trouvée, on en déduirait immédiatement celle qu'il s'agissait primitivement d'ohtenir, la constante T restant la même ou changeant seulement de signe, comme il est aisé de le reconnaître par le changement dont nous parlons. Cela étant, on aura
y — ib (a -f- h m)
S étant une racine huitième de Tunité dont voici la détermination :
i7l(ac\l^-hibc\Ly-hhdv^-+-2abc\J.-h2nbdv + ab'^c)
et le signe du radical carré y/ — ib(a -+- btù) étant pris de manière que la partie réelle de ce radical soit positive (').
Des cas particuliers de cette relation ont été déjà donnés par Jacobi dans un Mémoire sur l'équation différentielle à laquelle satisfont les séries
(Journal de Crelle, t. 34 et Journal de fJomnlle, traduction de M. Puiseux). Mais l'illustre auteur, laissant de côté la détermination de 0, se borne à annoncer que le signe de la constante
dépend de la quantité désignée par le symbole (j \ dans la théorie
(^) Pour b — 0, la formule de transformation se réduit à Téquation suivante
6j^^.^(;r, w ) == e '-' ' 6j^ ,J^, w -f- a), a étant un nombre entier arbitraire, m'étant égal à tx et n à a( [x 4 i) 4- v.
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des résidus quadratiques. Ce fait si remarquable résulte, en effet, des propriétés de la série
qui se trouve comme facteur dans la valeur de T. Soit d'abord [â étant impair, on aura
si a est impair, et
lorsque a est pair.
En second lieu, supposons ^impair; alors on pourra déterminer deux nombres entiers m et n par l'équation
a = mb — 5Ai,
et l'on aura
miTZ
Ces résultats (^) se déduisent des formules données par Gauss dans le célèbre Mémoire intitulé : S ummatio serieram qiiarumdarn slngularium; seulement j'ai fait usage, pour éviter autant que possible une énumération de cas, de la forme sous laquelle elles ont été présentées par M. Lebesgue dans un Mémoire intitulé : Sur le symbole ( r) et sur quelques-unes de ses applications . Je remarque enfin que l'introduction des nombres [a
(') Peut-être n'est-il pas inutile d'observer que l'imaginaire f, qui figure dans la série a ou dans l'expression de cette série par les symboles de la théorie des résidus quadratiques, e>t absolument la même quantité qui entre dans la définition des fonctions 6 par l'équation (A). Je ferai enfin remarquer que a se présente toujours, comme le produit de sjb^ par une racine huitième de l'unité; de sorte qu'en résumé la constante T a cette \aleur
Trz:
sja -h biù
Hosted by
et V d'une part, ÎU et U de l'autre, permet de résumer dans une seule équation, savoir
ce que Jacobi nomme la théorie ries formes en nombre infini des fonctions 9, théorie sur laquelle il avait annoncé un travail important que la mort l'a empêché de publier.
Pour établir les formules précédentes, je m'occuperai d'abord des deux égalités
n(^--^ i) =(— i)mn(a7),
W{u, + il) = (— 0" n(^)e-'^^'7ï(2^+û),
dans lesquelles, ainsi que je l'ai dit plus haut, on a
m — afjL-h^v-h ab^ n = c fi. -4- <iv -h cd^ _ c -^ dui a -h ^o) et
k = ad — bc.
Pour cela, j'observe que l'on peut écrire
H-QO
en posant
cp(a7, m) = b(a^ bM).T^-{~ (•im -h ix)(a -h bM)a; -]- y{im-\- \i)^ — /nv.
■Dix, m)
Or cette fonction jouit de la propriété exprimée par l'équation suivante :
cp(^-l- 1, m) — cp(.r, m -h b) = lam -h m = m (mod2),
que l'on vérifie par un calcul très facile, et il en résulte que l'on peut écrire
et, par suite,
n(ir-4-i) = (— i)"in(:r),
car le nombre m devant prendre toutes les valeurs, depuis — oo
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jusqu'à 4-00, on peut, sans altérer la somme ^, changer m en
m -\- b dans la fonction 'f (^, ni)- Soit ensuite, pour un moment,
il est clair que la nouvelle fonction ^fo('^7 ^) sera liée à celle dont nous venons de parler par l'égalité
Or, en recourant à la valeur de 0 et réduisant les deux termes en ^2, on obtiendra immédiatement
cpo(:r, m) = d{c -\- <ici)).r2-i- (2/?2 + [i.)(c-l- dtsi)x -h —('im-h [J.)^ — mv^
de sorte que l'on peut passer de la fonction ^{x^ m) à la fonction Oo(^, m) par le simple changement de a et 6 en c et d. On a donc la relation
cpo(^-4-i, rn) — cpo(a7, /n H- <i) = 2cm 4- m = n (mod^),
et, par suite, celle-ci :
no(^--4-i) = (-!)" no(^).
On en déduit que l'on a, relativement à la fonction ri(^),
d'où, après avoir dans les deux membres supprimé le facteur ^'^^^^*' et remplacé ùx par x^
Ces deux égalités démontrées, voici maintenant comment on parvient, dans le cas où l'on suppose /: =: i , à la détermination de la constante T dans l'équation
Remplaçant d'abord les fonctions par leurs développements et mettant pour cela dans le second membre Q au lieu de — —7— ?
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Gela posé, nous introduirons au lieu de f (^, /?^) l'expression
^{x^ ni) — cp(a7, m) — X(ix^
ce qui permettra de supprimer dans les deux membres de l'équation précédente le facteur gf"^^'^, de manière à avoir
On en conclura, par suite, en intégrant entre les limites zéro et l'unité.
et il s'agira maintenant d'obtenir l'intégrale définie du premier membre. A cet effet, j'observe que la fonction ^(x, m) donne lieu à cette relation
^]^(^H- I, 7?z) = d;(;r, //i -h è) (mod2),
ou plus généralement
^{x -^ n^ m)^^{x^ m ^ nb) (mods),
n désignant un entier arbitraire. Supposons donc, comme il a été admis précédemment, que b soit différent de zéro et positif, et décomposons la série des nombres entiers m en b progressions arithmétiques dont la raison soit è, on aura
^^ m ^^ Il
X'^ i'K^i.x ,tib-^\)
— ao
■ X"^ i'K'^kXynb-^b- 1)
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Or, en vertu de la propriété de la fonction ^(^, m), cette relation pourra encore s'écrire
iTC^{x-hn,o)
^^ Il
Ainsi l'intégrale définie cherchée
cA -00
se trouve exprimée par la somme d'un nombre b d'intégrales telles que
/l H-oo
p formant la suite des valeurs o, i, 2, . . ., h — i. Maintenant, en vertu d'une transformation bien connue de ces sortes d'expressions, on a simplement
de sorte que l'on parvient pour la détermination de T à cette relation
Les intégrales qui y figurent s'obtiennent par la formule
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OÙ le radical carré y/ — ip est pris de manière que la partie réelle soit positive. Ce résultat est dû, comme on sait, à M. Cauchj, et a été donné par l'illustre géomètre dans les anciens Exercices mathématiques. On en conclut par un calcul très facile la valeur de la constante T, qui se présente d'abord sous cette forme (^)
^^ -in '—
S ayant pour valeur
V — ib{a -\- bbi)
Pour prouver ensuite que S est une racine huitième de l'unité, il faut remplacer lU par sa valeur
a\L-\- b^ -{- ab^ et l'on parvient ainsi, en faisant usage de l'équation
ad — bc = i., à l'expression
^ —^-— (ac 0.2 4- 2 6c [XV 4- frr/ V2 4- 2abc LU- 2 ahd V -+■ ab'^c)
Quant à la réduction aux symboles de la théorie des résidus quadratiques par les formules de Gauss de la somme
je pense qu'il suffît d'avoir donné les résultats du calcul sans rapporter le calcul lui-même qui est sans difficulté, et je terminerai cette Note en donnant les formules pour l'expression des fonctions n(^) par les fonctions Bm,n(^) au module 0 lorsque le nombre k = ad — bc est pair.
{^ ) On a supposé b positif. La formule donnant T subsiste, quel que soit le signe de 6, en convenant que la somme S s'étend aux valeurs o, i, 2, . . ., P — i, où p représente la valeur absolue de b.
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Pour cela je distinguerai deux cas :
1° (m -f- r)(n -+ i) = T (mods).
Alors, pour |jlv ^ o (mod2), on a
et pour piv ^ I (mod2),
n (^) = eo,o(^) 60,1(^)61, o(^)Bi,i(^)T^__4;
1° (nu- ij(n -^- 1) = o (rnod?.).
En supposant encore p.v ^ o (mod2), on aura U{x) = ent,o(^) ©o,n(^) Ta^, et pour [JLV ^ I ( mod 2 ) ,
Tf, comme il a été dit précédemment, désigne une fonction de degré i des carrés de deux des fonctions 6. Je me réserve de revenir dans une autre occasion sur ces formules pour la transformation des fonctions elliptiques, qui représentent pour un ordre donné une classe de transformations qu'il importe de considérer d'une manière particulière dans l'ensemble de toutes les transformations possibles.
TABLE DES MATIÈRES
Pages.
Avertissement v
Préface vu
Lieu géométrique des pôles d'une section conique par rapport à une autre. i Considérations sur la résolution algébrique de l'équation du cinquième
degré 3
Extraits de deux Lettres de M. Gliarles Hermite à M. Jacobi lo
Sur la division des fonctions abéliennes ou ultra-elliptiques. 38
Sur la théorie des transcendantes à différentielles algébriques 49
Principaux théorèmes de Tanalyse des fonctions elliptiques 64
Note sur la théorie des fonctions elliptiques 71
Sur la théorie des fonctions elliptiques 74
Rapport sur un Mémoire présenté par M, Hermite et relatif aux fonctions
à double période 76
Note sur la réduction des fonctions homogènes à coefficients entiers et à
deux indéterminées 84
Sur la théorie des formes quadratiques ternaires 94
Lettres de M. Hermite à M. Jacobi sur différents objets de la théorie des nombres.
Première Lettre 100
Deuxième Lettre 122
Troisième Lettre 1 36
Quatrième Lettre i55
Sur l'introduction des variables continues dans la théorie des nombres 164
Sur la théorie des formes quadratiques ternaires indéfinies 193
Sur la théorie des formes quadratiques.
Premier Mémoire 200
Sources et licence
Texte : https://archive.org/details/uvresdecharlesh02fragoog. Domaine public ; numérisation mise à disposition par Internet Archive. Mise en forme : liregratuitement.com. Tout ce que nous ajoutons reste libre.
OEBPS/nav.xhtml
Table des matières

		Œuvres de Charles Hermite

		Œuvres de Charles Hermite

		TOME I

		VIII PRÉFACE

		XII PRÉFACE

		PRÉFACE. XIII

		PREFACE. XVII

		XVIII PUE F A CE

		PREFACE. XXI

		PRÉFACE. XXV

		XXVI PRÉFACE

		V R K F ACE. XXIX

		XXX PREFACE

		XXXII PRÉFACE

		XXXIV PREFACE

		XXXVIII PRÉFACE

		PAR RAPPORT A UNE AUTRE

		CONSIDERATIONS SUR LA RESOLUTION ALGEBRIQUE

		Application

		Soit maintenant l'équation générale du cinquième degré

		EXTRAITS

		aura toujours la seconde équation

		OK

		HA'^X

		sinam (a) A[am(^)] "" sin2am(a) — siii2am(a

		SUR LÀ DIVISION

		FONCTIONS ABÉLIENNES OU ULTRA-ELLIPTIQUES

		zx

		FONCTIONS ABÉLIENNES OU ULTRA-ELLIPTIQUES

		A DIFFÉRENTIELLES ALGÉBRIQUES

		II, I

		PRINCIPAUX THÉORÈMES

		I.b,ne « Zb,nq-'''e

		RAPPORT SUR UN MÉMOIRE PRÉSENTÉ PAR M. IIERMITE ET RELATIF AUX

		X -f- ri

		A COEFFICIENTS ENTIERS ET A DEUX INDÉTERMINÉES

		AA'A'<'2D

		AA'-B

		tome

		LX

		pr —qs' + /•/>'+ ^7')'-+ (/>-^'h- qr' -i- p' s — q' r

		B-2< AG

		TU

		FORMES QUADRATIQUES TERNAIRES INDÉFINIES

		AB2, A'B'2, A"B''^ BB'B", A A' A

		IL

		FORMES QUADRATIQUES TERNAIRES INDÉFINIES. I

		XA'V

		FORMES QUADRATIQUES TERNAIRES INDÉFINIES. I

		PREMIER MÉMOIRE

		ST == TS

		PREMIERE PARTIE

		C-Trl: » l'-V'4i

		I-. JY

		A(XX

		HT

		SS'== S'S

		H^v/^-(P-^-Qv

		SS'S

		SECOND MÉMOIRE

		IX = M

		SUR UN

		THÉORIE DES NOMBRES

		TT

		H- = X2 -+- AY

		LES FONCTIONS ALGÉBRIQUES

		II

		SYSTÈME D'ÉQUATIONS SIMULTANÉES

		LE THÉORÈME DE M. STURM

		THÉORÈME DE M. STURM

		NOMBRE EN QUATRE CARRÉS

		NOMBRE EN QUATRE CARRÉS

		RELATIF AUX DÉTERMINANTS GAUCHES

		REMARQUES SUR UN MÉMOIRE DE M. CAYLEY

		Hc

		REMARQUES SUR UN MÉMOIRE DE M. CAYLEY

		PREMIERE PARTIE

		SECTION I

		SECTION II

		A = B2 — 4AG

		SECTION IV

		SECTION V

		SECTION VI

		GB'2_A'G'B

		A'C'B2 _ 32BB'GG' = 8BG'(A'B — 4B'G) = — 24 BG

		SECTION I

		AA'— BB')2 — 4( AB'— B2) (A'B — B

		GG'A)SA

		GG

		_4^AA'BB'GG' + A2A'2BB

		SECTION III

		SECTION IV

		SECTION V

		SECTION VI

		LEMMES PRÉLIMINAIRES

		A — 2AG + A2B'= 32JI

		G2_AB', AG, AB

		SECTION VIL

		AU

		PREMIER MEMOIRE

		PREMIÈRE PARTIE

		THÉORIE ARITHMÉTIQUE DES FORMES BIQU ADR AT IQ UES

		AB'2< _L T2, A'B2< -- T

		IT

		TT = T T

		CC{71X

		SECOND MEMOIRE

		AA'(AA'— 9G

		IP

		LE NOMBRE DES RACINES D'UNE ÉQUATION ALGÉBRIQUE

		NOMBRE DES RACINES DUNE ÉQUATION ALGÉBRIQUE

		NOMBRE DES RACINES D UNE EQUATION ALGEBRIQUE. 4O

		ET D'UN DISCRIMINANT DONNÉS

		NOMBRE LIMITÉ D ' I R RATION ALITES

		HERMITE

		NOMBRE LIMITÉ D ' I RR A T I ON A MT ÊS . 42J

		X -\-ay -^, . .-T- a'^-'^u = ^i(X-t- ttY -^ . .-i- a""-iU

		LINVARIABILITË DU NOMBRE DES CARRÉS POSITIFS

		INVARIABILITÉ DU NOMBRE DES CARRÉS POSITIFS

		INVARIABILITÉ DU NOMBRE DES CARRÉS POSITIFS

		LES FORMES CUBIQUES A DEUX INDÉTERMINÉES

		FORMES CUBIQUES A DEUX INDÉTERMINÉES

		SUR LES FORMES CUBIQUES

		LETTRE A CAYLEY SUR LES FORMES CUBIQUES

		III. (T2-f- Au2)/4-'2'-'jF

		EXTRAIT D'UNE LETTRE A SYLVESTER

		DR L

		CI

		AX

		C -I- Il = T

		II. - I. 3q

		JJ

		IV. ^i{kx,kif,z, u, kG, kll, kG

		REMARQUE SUR UN THÉORÈME DE CÂUCHY

		SUR QUELQUES FORMULES RELATIVES

		SUR QUELQUES FORMULES RELATIVES

		TABLE DES MATIÈRES

		Sources et licence





