Œuvres de É. Verdet
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de rendre compte des phénomènes de la dispersion dans Thypollièse des ondes.
Fresnel remarqua que, dans le cas des vibrations lumineuses, la sphère d'activité des forces moléculaires , mises en jeu par le mouvement vibratoire, n'est plus nécessairement très-petite par rapport h la longueur d'ondulation, comme cela a lieu lorsqu'il s'agit des ondes sonores, dont la longueur d'ondulation est incomparablement plus grande que celle des ondes lumineuses. Or, si la distance à la({uelle les forces moléculaires sont sensibles n'est pas négligeable vis-iWis de la longueur d'ondulation, il n'est plus exact d'admettre, comme on le fait dans la théorie des ondes sonores, que la pro[)agation d<» chacun des ébranlements très-petits dont se compose une vibration n'est influencée en rien par la propagation des ébranlements qui précèdent ou qui suivent celui que l'on considère, et que, par conséquent, la vitesse avec laquelle se propage chacun de ces ébranlements est indépendante de la manière dont ils se succèdent et de la durée des vibrations ^^^ Cette explication sommaire, à laquelle Fresnel n'a pas eu le temps de donner une forme mathématique, est devenue le point de départ des importants travaux de Cauchy.
Dans son grand Mémoire sur la dispersion publié en i835 ^-^ et qui constitue un de ses principaux titres de gloire, Cauchy s'est proposé de donner une explication complète des phénomènes de la double réfraction, de la polarisation et de la dispersion, en considérant l'éther, tant celui du vide que celui qui est engagé dans les corps pondérables, comme étant formé de molécules séparées par des intervalles finis, quoique très-petits, et agissant les unes sur les autres par attraction ou par répulsion. Après avoir intégré les écpjations différentielles qui représentent, dans le cas le plus général, les mouvements vibratoires de l'éther, en supposant les déplacements des molécules très-petits, il montre que, si l'on tient compte des termes d'ordre supérieur qui ont été négligés dans la théorie de la double réfraction en supposant le rayon d'activité des forces molé-
(*) Second siipplëmenl nu premier Mi'inoire sur la double rérraclion , Œutrptt complètex de Fmnêl, t II.
W Nouveaux exercice» de mathématique»^ Prajrue, i835. — Les deux premiers parngraphes ont été publiés séparément on 1 8 3o à Paris.
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culaires néglijjeable par rapport à la longueur d'onduiatiou , on obtient pour la vitesse de propagation de la lumière une expression qui dépend de la longueur d'ondulation; il déduit ensuite de la forme que prennent les équations intégrales, lorsque le milieu est isotrope, une relation entre la vitesse de propagation de la lumière dans un milieu isotrope et la longueur d^ondulation dans ce milieu, ce qui lui permet d'exprimer l'indice de réfraction du milieu par rapport au vide en fonction de la longueur d'ondulation dans le vide, au moyen d'une formule qui se prête aux vérifications expérimentales.
Cauchy considère l'éther engagé dans un corps pondérable homogène comme étant lui-même homogène; mais ici se présente une objection d'une grande importance. L'action des molécules pondérables sur les molécules d'éther doit nécessairement modifier la disposition de ces dernières, qui, en se condensant autour des molécules pondérables, forment nécessairement des couches de densité variable. Il est donc impossible de regarder l'éther comme conservant une densité constante à l'intérieur d'un corps pondérable, même lorsque celui-ci est homogène. Cauchy s'est efforcé de lever cette difficulté en montrant qu'à l'éther de densité variable, et à la matière pondérable dont un corps est réellement formé, on peut substituer un éther fictif de demité constante, pourvu que cet éther présente la même constitution que le milieu qu'il remplace, c'est-à-dire qu'il soit isotrope ou cristallisé suivant que ce milieu est lui-même isotrope ou cristallisé, et, dans ce dernier cas, qu'il offre les mêmes caractères de symétrie ^*^; c'est de cet éther fictif qu'a toujours entendu parler Cauchv et qu'il sera question dans tout ce qui va suivre ^^'.
*'^ Mi5moire sur les vibrations d'un double svsième de molécules cl de IVllier contenu dans un corps crislallisc (Mém, de VAcad. de» te, XXII, 610).
^*) M. Briot, dans son Ettai sur la théorie mathématique de la lumière^ a fait remarquer récemment que, si Ton attribue à l'éther la même structure rrislallinc qu'au milieu dans lequel il est engagé, il devient impossible de rendre compte de l'identité de propriétés optiques qui existe entre les cristaux du système cubique et les corps amorphes. Il a été conduit ainsi à tenir compte directement de l'action exercée pur les molécules pondérables sur l'éther et des inégalités périodiques <)ue celte action introduit dans la distribution des molécules de ce fluide, et, en faisant dépendre uniquement la dispersion de l'influence des inol(*cules pondérables, il s'est affranchi des difficultés qui subsistent dans la théorie de (Cauchy, lorsqu'il s'agit d'expliquer l'absence de dispersion dans le vide. ( L.)
k THÉORIE DE LA DISPERSION.
Nous nous proposerons en premier lieu d'établir une formule <pji représente les lois de la dispersion dans les milieux isotropes; nous serons ainsi dispensés de conserver aux calculs le degré de généralité que leur a donné Caucliy, et nous pourrons mettre à profit les simplifications notables que M. Tovey, sans toucher d'ailleurs a aucun point essentiel de la méthode de Cauchy, a introduites dans la théorie de la dispersion ^'^
1 62. Equations du mouvement 'vibratoire dans un milieu homogène quelconque. — Soient, dans un éther homogène quelconque, isotrope ou cristallisé : x, y, z les coordonnées d'une molécule rapportée à trois aves rectangulaires quelconques; m la masse de cette molécule; x-\-Ax, y-\-iiy, z + ^z les coordonnées d'une autre molécule de masse fz; r la distance des molécules m et fz: f{f) la fonction qui représente la variation de l'action nioléculaire avec la distance; e le déplacement rectiligne et très-petit imprimé k la molécule m; Ç, »; , Ç les projections de ce déplacement sur les trois axes; Ç+AÇ, jj + A»;, Ç + AÇ les projections sur les mêmes axes du déplacement de la molécule fz; a, /S, y les angles que fait avec les axes le déplacement e; Xe, Ye, Ze les composantes parallèles aux axes de la force élastique qui agit sur la molécule m.
Sans introduire dans le calcul d'autre restriction que de supposer les déplacements des molécules très-petits, on arrive, comme nous l'avons vu dans la théorie de la double réfraction (131), aux équations
+(^'+[/(-)-^'^lûÇ|-
<0 PhiLMag.. (3), MU, 7-
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En posant, pour abrcgor,
ces équations deviennent
Xe - m^f, \ [(p (r) + 1 (r) ^ \ A|+ ^ (r) ^ A„
Ze^m2^tj>Kr)^AÇ+>Kr)^A,
-!-[(?(/•) + tKr)^|AÇ|.
En remarquant que l'on a
et que les équations (i) sont applicables h une ([uelconque des molécules du milieu, on voit que ces équations représentent tous les mouvements vibratoires compatibles avec la constitution de Téther.
163. Equations d*un mouvement vibratoire se propageant par ondes planes dans un milieu homogène quel-
eonque. — Supposons actuellement ([ue le mouvement vibratoire se propage par ondes planes; on a dans ce cas, en désignant par R la distance de Tonde plane sur laquelle se trouve la molécule m à l'origine, et par V la vitesse de propagation de Tonde plane, Texpression suivante pour le déplacement do la molécule m (132) :
(V) e^-<Jsin-;-(R V^.
Pour que Tonde plane se propage sans altération , il faut et il suUlt que la force élastique produite par le déplacement e, force ([ue nous représenterons par Ue, soit parallèle à ce déplacement; lorsque
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celle condilioi) est remplie, celle force élastique a (i'aiiieurs pour expression (132 )
(3 ) L'e = jT wie V*-^.
Si donc dans les écpiations ( i ) , qui représentent tous les mouvements possibles de Téther, on porte les valeurs de Ç, >;, K déduites de la valeur du déplacement e, et si Ton exprime que la force élastique dont les composantes sont Xe, Ye, Ze est parallèle au déplacement, on obtiendra un certain nombre de relations où entreront les angles a, /3, 7 que fait le déplacement avec les axes, et ces relations détermineront la direction que doit avoir le déplacement pour que la propagation de l'onde plane soit possible.
On déduit immédiatement de l'équation (*:»)
f-= ^cosasin-j-(K — V/), >? = (îcosjSsin y (R - V/),
Ç -- Svmy sin ^ (R - \Y), d'où
e-KAÇ^^cos«sin^(R + AR--V/)
-=^cosa sin-T-(R — V/)cos-y AR
+ cos~(R-V/)sin^AR]- On tin» de là
AÇ= ^cosa sin->--(R— \t) f cos^ AR— 1
!17r ,1 . 'ATT . ,,"|
-h cos-^ ( R - V t) sin^ AR -
A»;=^^<Jcos/5[sin^(R-V/)(cos^AR-i)
+ cos^ (R - Vf ) sin^ ARJ ^
^Z=- Scosy [sin^(R- Vf) (cos^ AR- 1)
-|-cos-^(R — V() sin^ARj-
11 s'agit maintenant de substituer ces valeurs dans les équations ( 1 )
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On peut reinar(|uer d'abord que si le milieu n'est pas hémiédrique, c'est-à-dire si tout est semblable de part et d'autre du plan de l'onde, les sommes qui proviendront de la substitution de la seconde partie des valeurs de AÇ, A»;, AÇ, sommes qui se présentent sous Tune des formes
2^(p(r) sin ^ AU , 2^>^ (r) ^ sin ^ AR ,
2^t4^(r)^%inÇAK, 2^>Kr)^sin^AR,
^fiyf^ (r) -—^ sin ^ AR , 2fz>(/ (r) -^^ sin ^ AR ,
^ , , Aj^Av . 27r .D 2^\|/ (r ) — !-•- sin -Y -^R ^
sont toutes identiquement nulles, comme étant formées de termes qui , deux à deux, sont égaux et de signes contraires ; car à des valeurs de Ax, Ay, Az, égales et de signes contraires, correspondent des valeurs de AR qui sont aussi égales et de signes contraires. Si de plus
on remplace cos — AR par i — 2 sin^ ^ AR, et (îsin -y- (R — \t)
par e, les équations (1) prennent définitivement la forme
^"^i = - uT, " '^"•''«^^ [•? W + ^ (»•) ^] «'«' l ^« + cos/32^t|(r) ^sin"^ AR
+ cos72ftx|'(r) — pr^ sin* j^ AR,
^' """ "' 7;n "^ cosa2/i 4- (r) — j^ sin» ? AR
( .">) { + cos^2pt [(p (r) + xf/ (r) ^]sin» j AR
+ cos72ft>|/(r) -'-js- sin" -r AR,
'^i '" ~ âm " cosa2fi>|/(r) -^ sin^ ^ AR I ' +cos/S2|!*tKr)-^sin^^AR
+ cosy2(« [(p(r) + 4;(»-) ^] sin"^ AR.
16A. Ellipsoïde de polarliiatioii. — Pour que ronde plane se propage sans altération il faut et il suilit que la force élastique soit parallèle au déplacement, c'est-à-dire que l'on ait
cosa cosjS cos^' ou
V / cosa co7]8 cosy
Si dans les équations (5) on remplace AP par
Aj?cos/ + Aycosm + Azcosw,
/, niy n étant les angles que fait avec les axes la normale à l'onde plane, et si Ton substitue dans les équations (6) les valeurs de \, , Y} , Zi ainsi obtenues, on aura deux relations qui , jointes à l'équation
cos^^a + cos'^jS + cos*^y - i ,
détermineront les angles a y 13^ y que doit faire le déplacement avec les axes pour que la propagation de l'onde plane soit possible.
En remarquant que le coefficient de cos/3 dans la première des équations (5) est le même que celui de cosa dans la seconde, que le coefficient de cosy dans la seconde de ces équations est égal à celui de cosjS dans la troisième, et enlin que le coefficient de cosa dans la troisième est égal à celui de cosy dans la première, et en raisonnant comme dans la théorie de la double réfraction (134), on voit que, si l'on conserve les expressions rigoureuses des forces moléculaires, à chaque direction de l'onde plane correspondent encore, pour les déplacements moléculaires , trois directions rectangulaires telles que l'onde puisse se propager sans altération , et que ces trois directions sont parallèles aux axes d'un ellipsoïde.
L'équation de cet ellipsoïde, auquel nous continuerons à donner le nom d'ellipsoïde de polarisation , est
^2,1 [<P (r) -f- Hr) ^ï] sin-^ ^ AR +y'^(i [<p (r) + ^ (r) ^ | sin'^ f AR + z^^fi \(? (r) + ^l' (r) ^ ] sin--' 5 AR + yz 2^4- (r) ^ sin"-' f AR + xz'Sti^ (r) — x~ sin* t AR 4- xy 'S(t^{r) — ^- sin'-' t AR i .
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Coiume d'ailleurs on n
AR = Aa:cos/ + Ay cosm + A:;cos«,
on voit que les coefficients de cette équation dépendent n la fois des angles l, m, n qui déterminent la direction de l'onde plane, de certaines constantes qui définissent la constitution du milieu , et enfin de la longueur d'ondulation. La vitesse de propagation de fonde plane est en raison inverse de la longueur de Taxe de l'ellipsoïde de polarisation auquel les déplacements moléculaires sont parallèles ; cette vitesse dépend donc aussi de la longueur d'ondulation , lorsqu'on conserve les valeurs rigoureusement exactes des forces moléculaires, au lieu de développer les variations AÇ, Aiy, AÇdu déplacement suivant les puissances croissantes de AR, et de négliger, comme nous f avons fait dans la théorie de la double réfraction, les termes qui contiennent AR à une puissance supérieure à la première : ainsi se trouve expliqué d'une façon générale le phénomène de la dispersion.
Lorsque les équations (6) sont satisfaites, en posant
* cosa cosjS cosy^
on a
et, par suite, en vertu de l'équation (3),
(7) V^-:i^lJ..
'ÀTT
expression de la vitesse de propagation dont il sera fait usa{;e phts loin.
11 faut remarquer enfin que toutes les conséquences que nous avons déduites, dans la théorie de la double réfraction , de f existenc(» de l'ellipsoïde de polarisation, et en particulier celles qui sont relatives à la transversalité des vibrations, sont encore vraies dans la théorie rigoureuse que nous venons d'exposer, et suivant lacpielle, à chaque valeur de la longueur d'ondulation, correspond un «'Ilipsoide de polarisation parfaitement déterminé.
165. Relatioo entre la wltemie de propagation et la longueur d'ondulation dans les milieux isotropes. — Nous allons maintenant nous occuper exclusivement des milieux isotropes et chercher quelle est la relation qui existe dans ces milieux entre la vitesse de propagation d'une onde plane et la longueur d'ondulation.
Toutes les directions étant identiques dans un milieu isotrope, il suffit de considérer le cas où l'onde plane est normale à l'un des axes des coordonnées, par exemple à l'axe des x. On a alors
les é(|uations du mouvement vibratoire se simplifient beaucoup dans ce cas, car, par raison de symétrie, on a évidemment
2|tA>[/ (r) —i - sin^ -v Ax -- o ,
2|tA\|/ (r) -^ sin^ -j^ Ajî o,
2|^^ (r) -77- sîn^ ■^- Aj-- 0.
Les équations (5) prennent donc la forme
iXi = cosa2ft vp (r) + x^r) -^ I sin^ y Ax , (8) ', Yi=-cos/32^|(p(r)+xKr):^]sin2^Aa-,
Zi--cosy2ft vp(r) + >[/(r)-^-Jsin2v Ax.
L'é(| nation de l'ellipsoïde de polarisation se réduit à
+ î*2^ \<p (r) + 4- (r) ^] sin'^ ^ A.r :^ i . (luiniue d'ailleurs (oulcs les dircclions perpendiculaires à l'ii-Vf
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supposer œ déplacement parallèle à l'axe des y : on a dans ce cas
a---y = (jo°, 12=0.
X, = Z,^^o, \\=^-2^[vp(r) + >Kr)^]sm2ÎA.r.
et, en représentant par V la vitesse de propagation des ondes à vibrations transversales,
(9) ^"' = ë^ 2^ [<P (r) + i{r) ^] sin* f A:r.
Cette vitesse est la seule dont nous ayons à nous occuper; pour transformer l'expression qui la représente en une série ordonnée suivant les puissances de X, remarquons que l'on a
sin- -r AcT = - f 1 — cos ->- àx J » et développons cos -s- Aj? en série , ce qui donne
cos
j - Adr - 1 YI ^^ H ^7 Vï ^^^ TT-' r v ^^^"
^- 1 — a ys Ao:- + 7 vî ^'*
-Àx-^^' + âfs?^^
série qui est toujours rapidement convergente, car, les forces moléculaires n'exerçant leur action (ju'à une distance (jui, si elle n'es! pas négligeable vis-à-vis de la longueur d'ondulation, doit être re-
gardée comme très-petite par rapport à cette longueur, -> • dans
toute l'élendue de la sphère d'activité de la molécule considérée, est une fraction de beaucoup inférieure à l'unité.
On déduit de la valeur trouvée pour cosy- A.r
A A" o A /|0 A .Wo A
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el
I TT
AV
lj5r»2f (P(rj + 4'(r)-
Ax«
Nous obtenons donc pour V* une expression de la forme
c'esl-à-dire une série ordonnée suivant les puissances croissantes de yi» les coefTicients a, b,c, d,. . . étant des constantes qui ne dépendent que de la constitution du milieu. Les valeurs de ces constantes, qui sont
montrent qu'elles décroissent très-rapidement, car Ax est une quantité qui reste toujours très-petite : si donc la longueur d'ondulation n'est pas excessivement petite, si elle dépasse une certaine valeur que l'expérience seule pourra assigner, les termes du second membre de Téquation (lo) auront aussi des valeurs très-rapidement décroissantes, et on obtiendra une expression très-approchée de V^en ne conservant que les premiers de ces termes. 11 résulte de là que a doit toujours élre positif; de plus, comme l'expérience montre que les rayons les plus réfrangibles sont ceux qui ont la plus petite longueur d'ondulation, et que, par suite, V décroît avec X, il faut que le coedicient b du second terme soit négatif.
166. Ia dispersion o*exl0te pas dans le wide. — Pour pouvoir comparer à l'expérience l'expression que nous venons do trouver pour la vitesse de propagation de la lumière dans un milieu isotrope , il est nécessaire d'en déduire une formule donnant l'indice de réfraction de ce milieu par rapport au vide en fonction de la longueur d'ondulation dans le vide, et, à cet effet, il est indispensable de savoir si dans le vide, comme dans les milieux pondérables, la vitesse de propagation des rayons lumineux dépend de leur couleur.
Le phénomène de l'aberration paraît, au premier abord, propre à décider la question : si, en effet, les rayons de différentes couleurs se propageaient dans le vide avec des vitesses différentes, comme l'angle d'aberration dépend du rapport qui existe entre la vitesse de la lumière et celle de la terre, les étoiles apparaîtraient sous forme de petits spectres colorés, ce qui n'a pas lieu; mais cette remarque n'a rien de décisif, car de petites différences entre les vitesses des rayons de différentes couleurs ne produiraient pas de coloration sensible.
Newton imagina une méthode plus précise pour reconnaître si la dispersion existe dans le vide : dans une lettre adressée à Flamsteed, il engage cet astronome à observer attentivement les immersions et les émersions des satellites de Jupiter et à chercher si ces phénomènes sont accompagnés de coloration. En effet, si dans le vide, comme dans les milieux pondérables, la vitesse de propagation n'était pas la même pour les rayons de différentes couleurs, et si cette vitesse était d'autant plus grande que les rayons sont moins réfrangibles, au moment de l'immersion les rayons rouges cesseraient de nous arriver avant les rayons violets, et le satellite, avant de disparaître, devrait prendre successivement une série de teintes passant du blanc au bleu et au violet; au moment de l'émersion, au contraire, les rayons rouges nous arriveraient avant les autres, et le satellite, au moment de sa réapparition, devrait être coloré en rouge et passer ensuite au blanc par l'addition successive des couleurs prismatiques. Flamsteed n'observa rien de semblable, et lorsque, cinquante ans plus tard, Melville^'^ et Courtivron ^^^ appelèrent de nouveau l'at-
^'J Eê$ay» and Ohsrrrnlvm» ^ (. If, p. in. ^^' Traité </' (^phtfiip , Pa ri s , 1 7 .5 u .
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teniion des astronomes sur celle question, les résultais furent encore négatifs.
Arago eut l'idée de substituer à l'observation des immersions et des émersions des satellites de Jupiter, observation que le faible éclat de ces astres par rapport à la planète et la courte durée du phénomène rendent nécessairement peu exacte, celle des éclipses de soleil produites à la surface de Jupiter par ses satellites. Dans celle méthode, au lieu de chercher à reconnaître les changements de coloration d'un astre très-peu brillant, on compare la teinte de la tache obscure qui se projette sur le disque de la planète à celle du reste de ce disque; les conditions sont donc beaucoup plus favorables; néanmoins Arago ne put apercevoir aucune coloration du cône d'ombre au commencement ou à la fin de l'éclipsé.
La lumière n'employant qu'un temps très-court pour venir de Jupiter à la terre, de petites différences entre les vitesses de propagation des rayons de différentes couleurs pourraient passer inaperçues; aussi, pour démontrer que tous les rayons lumineux se propagent dans le vide avec des vitesses rigoureusement égales ou du moins ne différant que de quantités bien au-dessous de celles que nous pouvons mesurer, Arago eut-il recours à l'observation des étoiles changeantes. L'éclat de certaines de ces étoiles varie très-rapidement : c'est ce qui a lieu pour Algol^ qui passe en trois heures et demie de la seconde à la quatrième grandeur. Quelle que soit la cause qui produit ces changements d'intensité, qu'ils soient dus ù un mouvement de rotation de l'étoile ou à l'interposition d'un satellite opaque, ils seraient accompagnés de changements de coloration si les rayons de différentes couleurs employaient des temps inégaux pour parcourir la distance qui sépare l'étoile de la terre : l'aslre prendrait une teinte violette au moment oii son éclat s'affaiblit, une teinte rouge lorsqu'il devient plus brillant. L'étoile Algol ne présente aucune trace de ces variations de teinte; or, sa parallaxe étant inférieure à une seconde, la lumière met au moins quatre ans pour venir de cet astre jusqu'à nous, et, par conséquent, si les vitesses de propagation des rayons rouges et des rayons violets différaient d'une
quantité égale à tô^ ^'® '^"^ valeur, les temps employés par ces rayons pour franchir la distance qui existe entre Téloile et la terre
(lifféreraiciil au moins d'un quarl d'heure, et la coloration au moment où s'opère l(» chanjfemenl d'éclat serait très-sensible. Cependant, pour tirer de là une conclusion entièrement légitime, il est nécessaire de répéter l'observation à différentes époques de l'année; car il pourrait se faire, par suite d'une coïncidente fortuite, que les rayons violets envoyés par l'étoile au moment oii elle s'éteint arrivassent à la terre en même temps (jue les rayons rouges qui partent de l'étoile au moment de la réapparition suivante, ce qui, malgré l'inégalité des vitesses de ces deux espèces de rayons, empêcherait la coloration de se montrer; mais cette coïncidence ne pourrait exister (jue pour une position particulière de la terre, et, si les vitesses des rayons de différentes couleurs étaient réellement inégales, la coloration serait visible pour toute autre position.
L'observation des étoiles changcîantes ayant montré que les variations d'intensité de ces astres ne sont pas accompagnées de colorations passant régulièrement du blanc au violet et du rouge au blanc, on peut regarder comme un fait d'expérience que dans le vide les vitesses de propagation des rayons de différentes couleurs ne diffèrent pas de -—3— de leur valeur, et admettre sans erreur sensible 1 100000 '
(jue ces vitesses sont rigoureusement égales ^^^
Le pouvoir dispersif de l'air et des autres gaz, s'il n'est pas entièrement nul, est du moins extrêmement petit, et, par suite, la vitesse de propagation dans ces milieux ne varie que très -peu avec la couleur; aussi ne commet-on pas d'erreur appréciable en admettant que les indices de réfraction d'un milieu solide ou liquide pour les différentes couleurs conservent entre eux un rapport constant, lorsqu'on prend successivement ces indices par rapport au vide et par rapport à l'air.
167. Relation entre rindiee de réfraetion d'un milieu par rapport au wide et la longueur d'ondulation dans le vide. — Soient, pour les rayons d'une couleur déterminée :
t') Les colorations qu'oui préseiilées certaines étoiles temporaires, par exemple celles qui ont été observées par Tyclio-Brahé et par Kepler, variaient d'une manière tout à fait irrégulière et ne peuvent être attribuées qu'à de grands phénomènes physiques ou chimiques «'opérant à la surface de ces astres (très-probablement, d'après les dernières recherches speclroscopiques , à des conflagrations où l'hydrogène joue un rôle actif). (I- )
V la vitesse de propagation dans le vide; X la longueur d^ondulation dans le vide;
V la vitesse de propagation dans un milieu solide' ou liquide; / la longueur d'ondulation dans ce milieu;
n l'indice de réfraction du milieu par rapport au vide. D'après ce que nous venons de voir, la vitesse V ne dépend pas de X, et on a, quelle que soit la couleur de la lumière,
V étant une constante.
On tire de là
et, en portant cette valeur dans la formule (i o) qui, pour te cas actuel , prend la forme
il vient
îr = a + -VI- + -vT + -To- +
d'où
Cette équation donne l'indice de réfraction n en fonction de la longueur d'ondulation dans le vide; elle ne peut être résolue que par approximation. Les coefficients a, b, c, rf, ... décroissent trèsrapidement, et par suite, si X n'a pas une valeur excessivement petite, il en est de même dans l'équation (i i) des termes contenus dans la parenthèse. On aura donc une première valeur approchée de n en s'arrétant au premier terme, ce qui donne
en substituant cette valeur dans le second membre de l'équation (t t), on obtient une seconde valeur plus approchée
ViMDKT, VI. — Optique, 11. a
en continuant de même, on voit que, quel que soit le dejrn^ d'approximation auquel on s'arrête, on aura toujours pour -^ une expression de la forme
où les cocllicients A,, B,, C, décroissent très-rapidement, de mênn» que a, 6, c, .... On en déduit pour l'indice de réfraction une expression de même forme
Dans cette formule les coefficients A', B', C\ ... ne dépendent que de la constitution du milieu; ces coefficienls doivent décroître rapidement, mais l'expérience seule pourra faire connaître leur valeur pour chaque milieu et indiquer combien de termes il faut prendre dans le second membre de l'équation (i»>) pour avoir une valeur suffisamment approchée de l'indice de réfraction.
On peut remarquer seulement que, l'indice de réfraction allant en augmentant à mesure que la longueur d'ondulation diminue, le coefficient B du second terme doit être positif.
168. ir^rlflcatlons expérimenteles des formules de dftspersioo. — Pour comparer à l'expérience la formule (12), il faut s'arrêter après un certain nombre de termes et déterminer les coefficients des termes conservés, soit au moyen d'un nombre d'observations égal à celui de ces termes, soit en faisant concourir toutes les observations au calcul des constantes par la méthode des moindres carrés ou par la méthode d'interpolation que Cauchy a développée dans son Mémoire sur la dispersion. En prenant un nombre croissant de termes dans le second membre de l'équation (12), on peut trouver ainsi combien dé termes il faut conserver pour cpie les résultats du calcul et ceux de l'expérience ne diffèrent que do quantités qui soient de l'ordre des erreurs d'observation.
Cauchy s'est servi, pour vérifier sa formule, des indices de réfraction déterminés par Frauenhofer. 11 s'est cru obligé de prendre quatre termes pour obtenir des résultats concordants: mais il est
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facile do voir (|ue, pour le degré d'exactitude que coiiiporte en général la détermination des indires de réfraction, il est plus que suffisant de s'arrêter après le troisième terme; la formule (13) devient
alors
Lorsqu'on n'a pas besoin d'une très-grande précision, on peut même se contenter des deux [)remiers termes, c'est-h-dire réduire la formule à
La formule ainsi simplifiée se prête à une méthode de vérification peu compliquée et qui a été indiquée par Beer^'l Soient, en effet, X,, X2, X3 les longueurs d'ondulation dans le vide de trois rayons de couleurs différentes; w, , Wg» "3 '^s indices de réfraction correspondants. En admettant la formule (i3) comme exacte, on aura
n^—n^ _ Xi AJ
X?~Xî
Pour s'assurer de l'exactitude de la formule (i3), il suffira donc de chercher si les différences des indices de réfraction sont proportionnelles aux différences des carrés des inverses des longueurs d'ondulation. Béer a reconnu que les indices de réfraction déterminés par Frauenhofer suivent cette loi d'une manière suffisamment satisfaisante.
Avant que Cauchy eût publié ses travaux théoriques sur la dispersion, Baden Powell^^^ avait cherché à représenter par une formule
I) Iniroduction à la haute Optique ( trad. de M. Forlliomme), p. 176. '«) Pkii Tram., i835, p. 2/19.
d'oi
OU
empirique l'ensemble des mesures de Frauenhofor : il s'(5tail arrêté
à la relation
SinTT T
n^^' ÏT'
OÙ C et D sont deux constantes. Cette formule se ramène facilement à celle de Cauchy : en effet, si on développe sinTry en ne conservant que les deux premiers termes, ce qui est permis, parce que y est toujours une fraction très-petite, il vient
d'où l'on déduit pour w, en s'arrêtant aux termes en X^. une expression de même forme que celle de l'équation (i 3).
169. liOfts de la dlspersioo dans les milieux MréfrftnseoUi. — Les simplifications qui s'introduisent dans les équations du mouvement vibratoire lorsque le milieu est isotrope, et en vertu desquelles les équations (5) se réduisent aux équations (8), sont dues uniquement à ce que, dans un milieu de ce genre, la normale à Tonde plane peut toujours être regardée comme un axe de symétrie du milieu, quelle que soit la direction de cette onde plane. Il résulte immédiatement de là ([ue les équations (8) sont applicables, dans le cas d'un milieu cristallisé à un axe, lorsque l'onde plane est parallèle ou perpendiculaire à l'axe unique du milieu, et, dans le cas d'un milieu cristallisé à deux axes , lorsque l'onde plane est perpendiculaire à l'un des trois axes de symétrie du milieu. La formule (lo) se déduisant des équations (8), cette formule peut servir à représenter dans les cristaux à un axe les vitesses des rayons parallèles ou perpendiculaires à l'axe, dans les cristaux à deux axes les vitesses des rayons parallèles à l'un des trois axes de symétrie. L'indice ordinaire et l'indice extraordinaire des cristaux à un axe , les trois indices principaux des cristaux à deux axes s'exprimeront donc à l'aide de formules analogues à la formule (i 22). Seulement les coefficients constants A', B\ C\. . . auroni des valeurs différentes dans
les cristaux à un axe pour Tindice ordinaire et pour Tindice extraordinaire, dans les cristaux à deux axes pour les trois indices principaux. C'est ce que Béer a vérifié au moyen de la méthode que nous avons indiquée plus haut, en faisant 'usage, dans le cas des cristaux à un axe , des indices du quartz et du spath déterminés par Rudberg, et, dans le cas des cristaux à deux axes, des indices de l'aragonite et et de la topaze mesurés par le même physicien ^^K
170. Conséquences déduites pur Cauehy de Tabsenee de dispersion dans le vide. — Dans un corps quelconque les molécules pondérables doivent ôlre regardées comme beaucoup plus écartées les unes des autres que ne le sont en moyenne les molécules de Téther engagé dans ce corps. Si donc on admet avec Cauchy que le système formé par les molécules pondérables et les molécules d'éther puisse être remplacé par un éther fictif, cet éther devra présenter une discontinuité beaucoup plus grande que l'éther du vide, ou, en d'autres termes, les molécules doivent être incomparablement plus rapprochées dans l'éther du vide que dans cet éther fictif. C'est probablement en se basant sur cette considération, bien quli n'en fasse pas explicitement mention, que Cauchy a été conduit à admettre, pour expliquer la différence qui existe sous le rapport de la dispersion entre l'éther du vide et celui des milieux pondérables, que l'éther du vide peut, sans erreur sensible, être regardé comme formant un milieu continu, et à chercher quelle doit être,, dans cette hypothèse, la forme de la fonction qui lie les forces moléculaires à la distance pour que la vitesse de propagation dans le vide soit indépendante de la longueur d'ondulation.
Si, en effet, on suppose l'éther continu, les sommes composées d'un nombre de termes fini, quoique très-grand, que nous avons considérées jusqu'à présent, se transformeront en intégrales, et l'expression de la vitesse de propagation prendra une forme simple que nous allons déterminer en suivant la marche indiquée par Cauchy.
Rappelons d'abord que, dans un milieu isotrope, on a pour la vitesse de propagation d'une onde plane normale à l'axe des x, et
(') Introduction à la haute Optique ((rad. de M. Forthomme), p. aSo et 3a8.
sur laquelle les vibrations s'effccluenl parallèlenicut à Taxe des ;/,
V^ = |.2^[<p(r)+4'(r)^']s.VfA.-.
Pour faciliter rintégration, nous nous servirons de coordonnée polaires : nous prendrons pour origine la molécule m, dont jusqu' présent nous avons désigné les coordonnées par a:, y, z; nous repré senterons par r la distance de cette molécule m à la molécule (x don les coordonnées sont jj+Ax, y-\-Ay, z-\-àz, par oj Tangle que fiii la ligne mfi avec Taxe des x, par 6 Tangle du plan (xnix avec le pla des xy. Nous aurons alors
Aa: = r cos ûj , Ay — r sin cj cos 6.
Pour exprimer en fonction des coordonnées polaires Télément d masse fi, nous considérerons l'élément de volume limité par deu surfaces sphériques de rayons r et r-{-dr ayant pour centre Tori gine, par deux plans passant par Taxe des x et faisant avec le plai • des xy des angles égaux à 6 et à O + dO, et enfin par deux surface coniques ayant pour axe commun Taxe» des x et dont les généra trices font avec cet axe des angles respectivement égaux à ew et ù) + ddû. Cet élément de volume est égal à
r^ sin GjdOdrdûj,
et l'élément de masse correspondant [x est représenté |)ar
Dr^siïiGjdOdrdù),
D étant la densité du milieu éthéré.
Si l'on porte ces valeurs dans l'expression de V*^, et si l'on sup pose le milieu continu, ce qui permet de remplacer la sommatioj par une intégration, on a
^'^ ^X^'iT fo'^'^ [?(r)+>Kr)sin26. cos'-^ô] siney sin^ ^^^^ d6d^.
L'intégration doit s'étendre à tout le milieu, et ses limites sont, pa conséquent : pour 0, zéro et air; pour w, zéro et tt; pour r, zéro e
+ oo.
L'intéfjration par rapport à 6 s'effectue iininédiatenient et donne
V^ -= — 9 I I H(p(r)sin(y sin^ — ^ — dcodr
+ I I r-^\(/(r)sin^ai sin^ — ^ — dcjdr
Si l'on intègre ensuite par rapport à <y, on a
sinewsin-^ — t — a<y = I ( i - cos c j sincûda)
I , X . aTrrcoswN^
--=- — cosû> H sm >
X . 27r = 2 sm ^r- r
la première partie de l'expression de V*^ devient donc
— J^ r2(p(r)r/r-— J^ rv? (r) sm -j^rrfr.
Intégrons par rapport à ai la seconde partie de cette expression : comme on a
I sm^<w sin-^ — >- — floi -=- - I I i - cos r 1 sin^cjocj^
et
I sin^(y(/<w=-- I sinfiii(i — cos^4>)(iy = f - cosw + t^ cos'û;] =«
en intégrant par parties, il vient successivement
J'. , 27rrcosûi; , X . « . 27rrcosa> sm^<y cos ^; ooi = sm-'w sm > A 27rr A
X /*. . 27rrcos<y ,
+ — lsmGiicos6t;sm > doj,
irrj A
/. 27rrcos<y , A 27rrcosû;
sin ù) cos oj sm r daj = r^:. cos ai cos
27rr A
, A /* . 27rrcosci; ,
H I sma; cos ^ aa>,
27rr j A
/27rrcosû; , A . 27rrcosci;
sinûii cos ^ aw -= — — r- sm
27rr A
d'où
sin^ûi cos ç Où) = biw^œ sm
A 27rr
À X* 27rrcosfiii X^ . 27rrcosâr
i-î COSGJ cos > , i a àin ^ ,
27rV A àfr r X
/'^ • - 27rrcosû; , X' qtt . X^ . 27r
J*^ . , . «Trrcosû; , 2 , a utt X^ . 27r
0 A o 27r r A /iTT r a
En portant cette valeur dans l'expression de V^, on a
et, comme on a posé il vient définitivement
Pour intégrer par rapport à r il suffit de remarquer que l'on a
X* /// \ 27r X -/ X . 27r fZ r X* -/ V 27r 1
X* f{r) lit X' / (r) . 2W , X' /(.) . aw
4ir* r X 8ir' r X 8ir' r* X
d [ X' /(r) . 2ir ^
on obtient ainsi
Désignons par M la quantité entre parenthèses, par M^et M^ les valeurs que prend celte quantité lorsqu'on y fait r=o et r=oo. Comme /(r) s'annule pour une valeur infiniment grande de r, M^
est égal à la valeur que prend la quantité 3 r^/(^) pour r= c» , valeur que nous représenterons par » [r*y(r)J«.
Pour déterminer la valeur de M^, il faut développer en série
2T . . aTT
cos -<-r et sin ^ r, ce qui donne
87r' r VX '^ 1.3.3 X' ^"^1.3.34.0 "X^ ...y.
Les termes qui contiennent r à une puissance inférieure à la quatrième se détruisent : la limite de M, lorsque r tend vers zéro, est
donc égale à celle du terme en r\ c'est-à-dire à -r ^ [^/(O]»* ^^ portant ccîs valeurs de M„ et de M^ dans l'expression de V^, il vient
V^ = ^ (M» - M.) - ?^' [ryWJ. - A D. [ry(r)J..
Pour que la vitesse de propagation de la lumière dans le vide soit indépendante de la longueur d'ondulation, il faut que le premier terme de cette expression soit nul , et par conséquent que l'on ait
La vitesse devant avoir une valeur finie et constante, il faut, en outre, que le second terme soit positif, c'est-à-dire que l'on ait, en désignant par k une quantité constante,
(.) ['•VV-)|.=^ kK
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Ces deux conditions sont satisfaites si Ton admet que dans, le vide l'action mutuelle des deux molécules d'éther est répulsive et varie en raison inverse de la quatrième puissance de la distance, car alors on a
d'où Ton déduit
'•Vi'-) - - ?
quantité qui s'annule pour r= oo , et
valeur qui demeure positive et constante, lorsqu'on fait tendre r vers zéro.
La solution que nous venons d'indiquer n'est point la seule qui soit compatible avec les conditions (i) et (2); ces conditions sont en effet satisfaites lorsque, toutes les fois que les molécules réagissantes sont à de très-petites distances les unes des autres, leur action varie en raison inverse de la quatrième puissance de la distance, et que, pour des distances plus grandes, cette action conserve toujours une valeur inférieure à celle qu'elle prendrait si elle variait en raison inverse du carré de la distance.
Telles sont les conclusions auxquelles s'est arrêté Cauchy; ces conclusions, il ne faut point l'oublier, ne sont légitimes qu'autant quon admet l'hypothèse qui lui a servi de point de départ, c'est-àdire qu'on regarde l'éther du vide comme formant un milieu continu, et en aucun cas elles ne sont applicables à l'éther engagé dans les milieux pondérables.
171. Equations d*uii mouYemeiit vibratoire se propaipeant par onde* plane* dans un milieu isotrope. — Nous avons obtenu précédemment (162) les équations diffén^nlielles d'un mouvement vibratoire se propageant par ondes planes dans un milieu homogène quelconque, et, pour arriver plus rapidement à ces équations, nous avons supposé les déplacements des molécules vibrantes rcctilignes, et nous avons représenté ces déplacements en
nous fondant sur la théorie de la difTraction, par la formule
Ê = ^sin27r(R —Vf),
ce qui nous a permis d'exprimer les projections Ç, >;, Ç de ces déplacements en fonction de la vitesse de propagation V.
Nous allons maintenant, en nous restreignant au cas des milieux isotropes, exposer une autre méthode qui permet de trouver directement les équations différentielles d'un mouvement vibratoire se propageant par ondes planes sans faire d'autre hypothèse sur la nature de ce mouvement que d'admettre la transversalité rigoureuse des vibrations. Les équations auxquelles conduit cette méthode , bien qu'identiques au fond avec les équations (8), se présentent sous une forme différente et qui, dans certains cas, est plus commode pour la discussion, par exemple lorsqu'il s'agit de déterminer quelles sont les modifications qu'il faut faire subir aux équations différentielles du mouvement vibratoire dans un milieu isotrope pour rendre compte des phénomènes de la polarisation rotatoire. De plus, l'intégration de ces équations nous apprendra quels sont les mouvements vibratoires qui peuvent se propager sans altération dans le milieu , et viendra confirmer les conséquences que nous avons déduites des phénomènes de diffraction; enfin cette même intégration nous fournira une relation entre la vitesse de propagation et la longueur d'ondulation, relation qui pourra servir de base à la théorie de la dispersion dans les milieux isotropes.
Nous prendrons pour point de départ les équations (i) qui se raj)portenl à un milieu homogène quelconque et qui peuvent s'écrire
dt'
2^ j[(p(r) 4->Kr) ^J A|4- >Kr) ^ A,
A.r Az
2ft \^r) ^ A^+ [<P(r) 4- ^r) ^] Ar,
^r) ^ AÇ
4 [(?(,) + >Kr)^'|AÇ(
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Si nous développons ^-f- AÇ, i; + Ai7, Ç + AÇ par la formule de Tavlor, il vient
et deux expressions analogues pour A>; et A^.
Comme les forces moléculaires n'ont d'action sensible qu'à de très-petites distances, les quantités Ax, Ay, Ac sont toujours trèspetites, et les séries qui représentent AÇ, A»;, AÇ sont convergentes pourvu que les dérivées successives de Ç, >; , Ç par rapport à x, y, 2 conservent toujours des valeurs finies. Toute solution des équations différentielles qui ne satisfera pas à cette dernière condition sera illusoire et devra être rejelée.
Si le milieu considéré n'est pas hémiédrique , à la molécule dont les coordonnées sont x-\-Ax, y + Ay, z+àz correspondra une autre molécule ayant pour coordonnées .r — Ax, y — Ay, 2 — Az, et pour laquelle les fonctions <p(r) et >f/(r) auront les mêmes valeurs que pour la première. Si donc, dans les équations (1 i), nous substituons les valeurs que nous venons de trouver pour AÇ, Au, AÇ, tous les termes qui, par rapport aux quantités Ax, Ay, Az, seront de degré impair, disparaîtront dans la sommation, et il ne restera par conséquent, dans le second membre de ces équations, que des termes contenant les dérivées d'ordre pair des quantités Ç, 17, Ç par rapport à x, y, z, et ayant pour coefficients des sommes dont la valeur est constante et ne dépend que de la constitution du milieu.
Supposons maintenant que le milieu soit isotrope et que dans ce milieu se propage une onde plane à vibrations rigoureusement transversales : toutes les directions étant identiques dans le milieu, nous pouvons, sans diminuer la généralité de la solution, considérer l'onde plaiie comme étant normale à l'axe des z. Dans ce cas Ç est constamment nul, et, pour que l'onde se propage sans altération, il faut que Ç et >? soient des fonctions de la seule coordonnée z et du temps. Les termes qui contiennent les dérivées de Ç et de rj par
Ftipport à X et à y disparaissent donc alors dans les équations (i A), et ces équations prennent la forme
A, B, C étant des constantes qui ne dépendent que de la nature du milieu, et qui, par raison de symétrie, doivent avoir les mêmes valeurs dans les termes correspondants des deux équations (i5).
Les équations différentielles (i5) représentent le mouvement vibratoire d'une onde plane à vibrations transversales normale à Taxe des z, et se propageant dans un milieu isotrope.
Les valeurs de $ et de »; devant être des fonctions périodiques du temps, les solutions les plus simples de ces équations sont
^ * \ rj --^bsm[kz — st-{-x)'>
oii a, b, (p ci j(^ représentent des constantes indéterminées, tandis que les quantités s et k sont liées entre elles par l'équation
(17) s^=^AIc' + Bk' + œ + ....
De ce que les constantes a, 6, ^ et x ont des valeurs indéterminées, il résulte que les composantes parallèles aux axes des x et des y du mouvement vibratoire sur l'onde plane peuvent avoir des intensités quelconques et présenter des différences de phase également quelconques, ou, en d'autres termes, que dans un milieu isotrope une onde plane à vibrations transversales peut se propager sans altération, quelles que soient la forme et l'orientation des trajectoires décrites par les molécules vibrantes.
Il est facile de trouver la signification des constantes s et k qui entrent dans l'équation (17). Les formules (16) montrent en effet immédiatement qu'on a , en désignant par T la durée de la période du mouvement vibratoire,
'àTT
on voit de ni^me par ces formules (jue si z augmente d'un multiple de -T- , Ç et V reprennent les mêmes valeurs, d'où il résulte qu'en représentant par / la longueur d'ondulation dans le milieu on a
et
I STT
On déduit de là, pour la vitesse de propagation r do la lumière dans le milieu considéré ,
En portant les valeurs des quantités s et k dans l'équation (17), elle devient
OU
Cette dernière équation donne la vitesse de propagation en fonction de la longueur d'ondulation et des constantes A, B, C,. . ,; elle est de môme forme ([ue l'équation (10) obtenue précédemment par une autre méthode de calcul. On peut remarquer que v ne dépend pas des constantes a, 6, ^ et x» ce qui signifie que dans un milieu isotrope la vitesse de propagation d'une onde plane est indépendante de la forme et de l'orientation des trajectoires décrites par les molécules vibrantes.
L'équation (18) permet d'exprimer l'indice de réfraction du milieu par rapport au vide en fonction de la longueur d'ondulation dans le vide, car, en désignant par n l'indice de réfraction, par V et X la vitesse de propagation et la longueur d'ondulation dans le
vide, on a
et l'équafion (18) prend la forme
La formule (19) serait fort incommode pour la comparaison des résultats de Texpérience avec ceux de la théorie; aussi allons-nous chercher à y substituer une formule approchée dans laquelle l'indice de réfraction soit exprimé par une série ordonnée suivant les puissances décroissantes de X. Nous admettrons à cet effet, comme le faisait Cauchy, que les coefficients constants A, B, C, . . . décroissent très- rapidement, supposition à laquelle on est conduit assez naturellement en se reportant à l'expression des sommes que re[)résentent ces coefficients : si alors la longueur d'ondulation / est supérieure à une certaine limite que l'expérience seule pourra déterminer, le second membre de l'équation (17) formera une série rapidement convergente dont il suffira de conserver les premiers termes. En appliquant à cette équation le théorème de Lagrange sur le retour des suites, on en tire la valeur de k^ développée en une série de la forme
Pour déterminer les coefficients Ag, B2, C^, . . . , il sulFit de substituer dans l'équation (qo) les valeurs de a^, .-?*, «^, . . . déduites de Téqualion (17), savoir :
.s^^A^A'^+fîABA'^ .sO_AH'« +
L'équation (-.io) devient alors
d'où l'on déduit
AAo 1, BA.,+ A^B2=^o, CA.,+ 9ABB2 + AH:,o,
et par conséquent A 1 D BA, B p CA,4-3ABB, CA-2B'
On voit par là que , si les coefficients A , B , G , . . . peuvent être considérés comme des quantités très-petites du premier, du troi-
sième, du cinquième,. . . ordre, Tï'ti'* • • seront des quantités très-petites du premier, du second, . . . ordre, et par suite les coefficients A2, Bg, Cg,. . . décroîtront très-rapidement.
De l'équation (Qo)on tire pour k une expression de la forme
mais, la valeur de k^ ne contenant que des puissances paires de s, les coefficients a , jS', 7', . . . des termes qui dans l'expression de k renferment une puissance paire de s sont nuls, et il reste
(21) k^as + fisr^ + ys^+
Pour calculer les coefficients a, j8, y, . . . en fonction des coefficients A, B, C, . . . qui entrent dans les équations différentielles, il faut dans ces équations, et par suite dans l'équation (17), ne prendre qu'un nombre limité de termes. Si l'on s'arrête après le troisième terme, l'équation (17) devient
c'est dans cette dernière équation qu'il faut substituer la valeur de k donnée par l'équation (at). Si l'on néglige les termes qui contiennent s à une puissance supérieure à la sixième , degré d'approximation qui est naturellement indiqué, puisque dans Téquation (17) on ne tient pas compte des termes oii k entre à une puissance plus élevée que la sixième, il vient
,2= A {a's^ + /S^^e + 3a/3«* + aay^') + B(a*«* + tia^^s^) + Ca«5»,
d'où
i — Aa^= o,
aai8A-fa*B=o,
(i&2 + aay)A + Aa'jSB + Ca*= 0 ,
et par conséquenl
V/A AVA A VA
h 27r'BV c i^MTB'-AAOV*
cette expression devient définitivement
La formule ainsi trouvée est de môme forme que celle qui a été obtenue précédemment (166); mais la méthode que nous venons d'employer présente cet avantage qu'elle permet d'exprimer les coefficients constants a, p, q, qui entrent dans l'expression de l'indice de réfraction en fonction des coefficients A, B, C, qui figurent dans les équations différentielles du mouvement vibratoire.
Les coefficients a, p, q peuvent être déterminés directement par l'expérience, et les quantités A, B, C s'en déduisent au moyen des formules précédentes.
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17:2. Formule de m. Oistoffel. — L'observation ne parait pas favorable à Thypothèse admise par Cancby relativement à la loi du décroissement des coefficients A , B , C , . . . . Si Ton essaye de représenter les indices de réfraction d'un milieu même peu dispersif
par une série ordonnée suivant les puissances croissantes de >i» et
qu'on calcule, comme nous venons de l'expliquer, les valeurs des quantités A, B, C,. . ,, on ne remarque pas entre ces coefficients les rapports de grandeur impliqués dans l'hypothèse. La forme d'ailleurs des sommes que représentent ces coefficients, bien qu'elle suggère assez naturellement les conditions admises par Cauchy, ne les rend pas du tout nécessaires, et on peut se demander si un examen plus attentif de la nature de ces coefficients ne conduirait pas à une loi de dispersion plus conforme à la réalité : c'est ce que s'est proposé de faire M. Cristoffel ^^\
Guidé par des considérations théoriques que nous ne reproduirons pas ici, il a é!é conduit à admettre que les deux premiers coefficients A et B sont du même ordre de grandeur, mais que les autres forment une série rapidement décroissante dont le premier terme est lui-même très-petit par rapport à B. En partant de cette hypothèse, il est facile d'obtenir iine formule à deux constantes pour représenter l'indice de réfraction.
Si la longueur d'ondiilation / dans le milieu considéré est excessivement petite, il peut être nécessaire de prendre dans le second membre de l'équation (19) un grand nombre de termes malgré le décroissement rapide des coelficienls à partir de C, et aucune relation simple entre l'indice de réfraction et la longueur d'ondulation ne peut alors en être déduite; mais, dès que / est suffisamment grand pour que la série soit réductible sans erreur sensible à ses deux premiers termes, on a la relation simple
(otî) V2-=Aw2 + !^'Bw''.
C'est à ce cas expressément que M. (IrislolFel restreint ses re-
'" /?r;7. MouaUbfi\, i8Ci, p. i)oC}^ «jç)^. — Pogg. Atin., CWÏÏ, 97. — Ann, (fp jthjfs. fi fifi rhini.^ (.'^), LXIV, 370.
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cherches, laissant à Tcxpëricnce le soin do déterminer (|iiolle est rette limite inférieure des valeurs admissibles de /. On peut mettre l'équation (*îa) sous les deux formes
la première fait voir que B est négatif, car l'expérience nous apprend
que -i diminue en même temps que X; la seconde montre que A
doit être positif.
On peut donc choisir deux quantités positives, w^ et X^, telles que
Ton ait
A a 'i7r*B XI
V* ni \' ni
et, {\ l'aide de ces grandeurs auxiliaires, l'équation (qq) se met sous la forme
/lîX'
w*--^ri2-hi=o, nî
d'où l'on conclut, pour la seule valeur admissible de n,
\An+\/T3^"'
les radicaux étant pris positivement. On ne peut effectivement attribuer le signe — à y i 4- y sans rendre n négatif, ce qui est inadmissible, et, d'un autre côté, si, en prenant ce premier radical avec le signe + , on donne le signe — au second, on obtient pour n une valeur croissante avec X, ce qui est contraire à l'expérience.
Il est bien entendu que cette formule est inapplicable au-dessous d'une certaine valeur de X que l'expérience doit déterminer. Si l'on fait, pour un moment, abstraction de cette restriction essentielle, on peut donner des grandeurs fi^ et X^ des définitions physiques indépendantes de leurs relations avec les constantes de la théorie moléculaire. /*„ est en effet la valeur de n qui correspond à X == X^, et
X^ est la limite inférieure au-dessus de laquelle X doit rester compris pour que n soit réel, c'est-à-dire pour qu'il y ait réfraction. Pour une valeur de X inférieure à X^,, il y a réflexion totale sous toutes les incidences : n^ et X^ sont donc les éléments caractéristiques du rayon au delà duquel il n'y a plus de réfraction possible.
Pour la plupart des substances dont on a étudié la dispersion, X„ est une quantité très-petite par rapport à la longueur d'ondulation des rayons visibles. La dissolution de phosphore dans le sulfure de carbone, étudiée par MM. Dale et Gladstone ^'^ fait seule exception. La valeur de X^ qui s'y rapporte est supérieure à la valeur de X que M. Esselbach attribue à la raie R du spectre ultra-violet.
On voit enfin que -f= est une limite au-dessous de laquelle ne
peuvent descendre les valeurs de n, quelque grand que soit X. Le spectre visible ou invisible d'une substance quelconque est donc limité des deux parts par les rayons dont les déviations correspondent
aux indices n^ et-p=.
La formule de M. Cristoffel s'accorde d'une manière assez satisfaisante avec l'expérience ; elle donne cependant des résultats moins exacts que la formule de Cauchy à trois termes ^^K
(') Ann. de chim. etdephys., (3), LVIII, laO.
(') M. Redieiibacher, dans Touvrage intitulé : Da* Dynamiden System^ qui a paru en 18^7 à Mannheim, propose, en se laissant guider par des vues théoriques particulières, de représenter les phénomènes de dispersion par la formule à trois constantes
L^expérience s'est montrée moins favorable à cette formule qu^à celles de (iauchy et de M. Cristoffel, dont elle difière par Taddition d'un terme proportionnel au carré de la longueur d'ondulation.
M. RHot, dans son Ettaisur la théorie mathématigue de la lumière , attribue les phénomènes de dispersion à l'action exercée sur Téther par les molécules pondérables.
Il remarque que cette influence peut se manifester de deux manières, soit en modifiant le mouvement vibratoire de Téther, soit en changeant, avant la vibration, la distribution de Tétlier dans le milieu et en introduisant dans cette distribution des inégalités périodiques. Ces deux hypothèses ont été soumises par M. Rriot à l'épreuve du calcul. Il a trou>é que l'action directe des molécules pondérables sur Téther en vibration introduit dans l'expression de la vitesse de propagation un terme proportionnel au carré de la longueur d'onde, ce qui est contraire à l'expérience.
Si l'on tient compte uniquement des inégalités périodiques produites dans la distribution
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Découverte de la polariMition elipomatique par
u — Les phénomènes de la polarisation chromatique ont été découverts par Arago en 1811, et communiqués par lui à l'Académie des sciences le 1 1 août de la même année ^^\
Dans l'expérience qui donna lieu à cette découverte, Arago regardait le ciel, par un temps serein, à travers un prisme de spath d'Islande : ayant par hasard placé une lame de mica en avant de ce prisme, il vit les deux images de la lame se teindre de couleurs Irès-vives. Comme il avait déjà eu occasion de remarquer que la lumière bleue du ciel est ordinairement polarisée, et qu'il n'obtint aucun effet avec la lumière diffuse des nuées, il fut naturellement conduit k attribuer les colorations qu'il avait observées à la polarisation de la lumière incidente. Il réussit en effet à reproduire ces colorations en faisant tomber sur la lame de mica des rayons de lumière polarisés par un procédé quelconque.
^'^ Mémoire sur une modiGcation reiiinrquaMo (|uVproiiveiit les rayuiis lumineux dans leur passage à travers cerlains corps. (Métn. de la prem. clasne de Vïnst.y XII, 98. — Œuvre* complètes^ I. \, p. 36.)
/i:2 POLAHISATIO.N CHHOMATIQUE.
La meilleure manière de répéter celle expérience fondamentale consisle ti faire lomber un faisceau de lumière polarisée sur un analyseur biréfringenl disposé de façon à éleindre complélement l'une des deux images : si alors on interpose sur le trajet du rayon polarisé avant son entrée dans l'analyseur une lame mince cristallisée, on voit l'image qui était éteinte reparaître en se colorant; l'autre image se colore aussi, et, si les deux images empiètent l'une sur l'autre, la partie commune est toujours blanche, ce qui prouve que leurs teintes sont complémentaires. La réapparition de l'image éteinte et sa coloration semblent indiquer que pour certaines couleurs la lame cristallisée détruit la polarisation des rayons incidents; de là le nom de dépolarisation donné au phénomène par Arago.
En faisant varier les conditions de l'expérience, Arago constata les faits suivants, consignés dans plusieurs mémoires lus à l'Académie des sciences dans le courant de l'année 1812^^^ :
1° Pour que les colorations se montrent, il est indispensable que la lumière soit polarisée avant son passage dans la lame cristallisée; la lumière naturelle ne produit aucun effet : on j)eut du reste em- ])loYer indiiréremment un polariscur quelconque, soit un prisme biréfringent, soit un miroir convenablement incliné, soit une pile de glaces.
2° Toute lame mince biréfrigente peut donner naissance aux colorations, mais elles n'apparaissent pas. du moins en général, lorsque la lame est formée d'un corps uuiréfringent. Arago conservait quelques doutes sur l'inefficacité des corps uniréfringenls, car il avait vu les couleurs se produire avec une plaque de flint-glass. Cette anomalie a|)parenle s'explique aujourd'hui par les phénomènes de la double réfraction accidentelle.
3" Il n'est pas nécessaire que fanalNseur sur lequel les rayons sont reçus au sortir de la lame soit un prisme biréfringent ; on ])eut employer tout aussi bien un miroir convenablement incliné, une pile de glaces, en un mot un appareil cpielronque exerçant une nrlion polarisante.
^'' MomoiiPs sur pliisioiir*. iininfaux p|i<''iinm<^nrs (roplifjiio ( ŒHtrrs mmpfrlrs , |. \, p. J^r», ç)R).
4" Lorsque l'analyseur est biréfringent, les deux images sont toujours teintes de couleurs complémentaires.
5** Les colorations de ces deux images varient lorsqu'on fait varier l'inclinaison de la lame cristallisée par rapport aux rayons incidents.
G*' Lorsqu'on fait tourner la lame cristallisée dans son plan, on trouve certaines positions pour lesquelles les deux images sont blanches ; on arrive au même résultat en laissant la lame immobile et en faisant tourner la section principale de l'analyseur. Pour certaines positions de cette section principale par rapport au plan primitif de polarisation, l'une des deux images incolores peut s'éteindre, ce qui annonce que la dépolarisation est nulle.
7° Les teintes des images dépendent de l'épaisseur de la lame et aussi de la direction suivant laquelle elle a été taillée dans le cristal. Lorsque la lame a atteint une certaine épaisseur, les colorations disparaissent : elles ne se montrent pas non plus avec des lames extrêmement minces.
Ce dernier résultat frappa vivement Arago et l'amena à penser que les corps biréfringents sont constitués par un assemblage de lamelles uniréfringentes, séparées par des intervalles vides ou remplis d'air, et à assimiler le phénomène de la production des couleurs par les lames cristallisées aux anneaux colorés des plaques minces, étudiés par Newton.
On voit, en résumé, que Irois conditions sont nécessaires pour l'apparition des couleurs :
1° La polarisation de la lumière incidente;
9° L'interposition d'une lame mince biréfringente sur le trajet de cette lumière;
3° L'action d'un analyseur sur la lumière au sortir de la lame.
Nous pouvons remarquer dès à présent qu'il n'est pas indispensable que le polariseur et l'analyseur qui agissent sur la lumière avant et après son passage dans la lame cristallisée soient des appareils capables de polariser complètement la lumière incidente^ jl suffit qu'ils agissent d'une manière différente sur deux rayons polarisés dans des plans rectangulaires; mais, plus la polarisation résultant de l'action du polariseur ou do l'analvsrur est iricoinplèfe, plus les teintes des imagos son! lavoos do blanc.
hU POLARISATION CHROMATIQUE.
En se servant d'une lame de quartz taillée perpendiculairement à Taxe, Arago observa des phénomènes particuliers qui le conduisirent à la découverte de la polarisation rotatoire. Nous laisserons de côté, pour le moment, ces phénomènes, et nous supposerons, dans tout ce qui va suivre, que les lames cristallisées sur lesquelles tombe la lumière polarisée ne soient pas taillées dans du quartz ou dans un cristal présentant des propriétés analogues.
MU, liols •xpériineiitales établies par Blot* — Les phénomènes de la polarisation chromatique furent étudiés avec le plus grand soin, immédiatement après la publication de la découverte d'Arago, par Biot, qui réussit à en établir les lois expérimentales au moyen d'un grand nombre de recherches, pendant les années 1812, t8i3eti8i4,et qui essaya d'en donner une explication dans l'hypothèse de l'émission ^^K
Nous allons faire connaître les lois trouvées par Biot et auxquelles toute théorie de la polarisation chromatique doit satisfaire.
i** Constance des couleurs. — Lorsqu'on fait tomber normalement sur une lame cristallisée et biréfringente un faisceau de lumière polarisée et qu'on soumet la lumière, au sortir de la lame, à l'action d'un analyseur biréfringent, on obtient deux images teintes de couleurs complémentaires. Pour une même lame, quelles que soient les positions de la section principale de la lame mince et de celle de l'analyseur par rapport au plan de polarisation primitif, les teintes des deux images restent toujours les mêmes; lorsqu'on fait tourner la lame cristallisée ou l'analyseur, ces teintes ne font que varier d'intensité en se lavant plus ou moins de blanc et s'échanger l'une contre l'autre en passant par le blanc, sans qu'il apparaisse jamais de nouvelles teintes. Ainsi, si l'une des images est rouge et l'autre verte, on ne verra jamais que du rouge et du vert; mais chacune des images pourra être rouge ou verte suivant la position de la lame mince et de l'analyseur, et le passage de l'une des
('^ Mém, de laprem.clasiedeVIntt.^i. XIl, p. i35; t. XIII, impartie, p. i; a' partie, p. i,3i. — Mém.deVAcad.des 8c.,LUy,^, 177. — A/^w. </M rrtipi/, III, iSa. — Recherchée expé'imentalfs et mathémaliqurs nur !px mouvement» des molécule» de la lumière autour de leur» rentre» de frravité, Paris, 1 8 j A.
teintes à l'autre s'effectuera par rintermédiaire du blanc. (Cette loi n'est vraie que pour les cristaux qui ne sont pas doués d'un pouvoir rotatoire; ainsi elle ne serait pas applicable à une lame de quartz perpendiculaire à l'axe.)
2** Images incolores. — Les deux images sont incolores lorsque la section principale de la lame mince est parallèle ou perpendiculaire au plan de polarisation primitif, et aussi lorsque la section principale de l'analyseur est parallèle ou perpendiculaire à celle de la lame mince.
II existe donc en général quatre positions de la lame mince et de l'analyseur par rapport au plan de polarisation primitif pour lesquelles les deux images ne sont pas colorées. Si la section principale de Fanalyseur est parallèle ou perpendiculaire au plan de polarisation primitif, ces quatre positions se réduisent à deux; dans chacune de ces deux positions l'une des images disparait et l'image ' unique qui subsiste est blanche.
Si, la section principale de la lame mince étant parallèle ou perpendiculaire au plan de polarisation primitif^ la section principale de l'analyseur fait un angle de 45 degrés avec ce même plan, les deux images blanches ont même intensité.
3° Influence de répaisseur. — Si l'on fait varier l'épaisseur de la lame cristallisée^ sans changer ni la direction suivant laquelle la lame est taillée dans le cristal, ni les positions de l'analyseur et de la section principale de la lame par rapport au plan de polarisation primitif, les teintes des deux images se modifient suivant les mêmes lois que celles des anneaux colorés de Newton, c'est-à-dire que les épaisseurs des lames cristallisées qui donnent naissance aux différentes teintes sont proportionnelles à celles des lames d'air qui produisent les mêmes teintes par réflexion ou par transmission.
Si la section principale de Tanalyseur fait un angle de 90 degrés avec le plan de polarisation primitif, et la section principale de la lame cristallisée un angle de 45 degrés avec le même plan, les teintes de l'image ordinaire correspondent aux couleurs des anneaux vus par transmission, et celles de l'image extraordinaire aux couleurs des anneaux vus par réflexion.
Il rsl à remarquer d'ailleurs que l'épaisseur de la lame cristal-
/iO POLABISATION CHKOMATIQLi:.
lisëe (|ui donne une certaine teinte est tonjours beaucou|) nlus considérable que celle de la lame d'air ^jui produirait la même teinte : pour le mica, le rapport des deux épaisseurs est celui de tilio h i; pour le spath d'Islande, celui de i 3 à i ; en général, ce rapport est d'autant plus grand que la lame est moins biréfringente.
Le premier procédé dont (it usage Biot pour étudier rinfluence de l'épaisseur est assez singulier, en ce que la lame cristallisée sert à la fois de |)olariseur et de lame mince. Il plaçait sur un drap noir un grand nombre de lamelles de mica dVpaisseurs différentes et faisait tomber sur ces lamelles im faisceau de rayons solaires sous une incidence égale à l'angle de polarisation totale : il observait à l'aide d'un analyseur biréfringent la lumière réfléchie par les lames et obtenait ainsi des images colorées.
Dans cette expérience, les rayons incidents, en pénétrant dans la lame cristallisée, se polarisent en partie dans un plan perpendiculaire au plan d'incidence. A la seconde surface de la lame les rayons ainsi polarisés ne peuvent (^trc réfléchis, puisque l'angle d'incidenc(î est égal à l'angle de polarisation totale; mais les rayons qui ont échappé à la polarisation par réfraction se réfléchissent sur cette surface en se polarisant totalement dans le plan d'incidence, traversent la lame cristallisée à l'état de rayons polarisés et émergent à la première surface : ce sont ces rayons qui, soumis à l'action de l'analyseur, donnent les images colorées. Quant aux rayons qui ont été réfléchis à la première surface de la lame, ils sont totalement polarisés dans le plan d'incidence et on peut les éliminer complètement en disposant la section principale de l'analyseur parallèlement au plan d'incidence et en n'observant que l'image extraordinaire : d'ailleurs ces rayons ne sont jamais colorés et, dans tous les cas, ils ne peuvent que laver de blanc les teintes des images sans en changer la nature.
L'avantage de cette méthode est de placer dans le champ visuel un grand nombre de lames d'épaisseurs difl*érentes et de faciliter ainsi la comparaison des teintes qu'elles produisent avec celles des anneaux de Newton. Pour faire celte comparaison d'une manière exacte, il faut que les plus minces parmi les lames aient des épaisseurs sullisamment petites pour donner les couleurs des [)remiers
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Au lieu d'em|)loj'er un jjrand nombre de lames d'épai-sseurs différentes, il suffit d'avoir une lame unique d'épaisseur fégulièreracnt variable. Le moyen le plus simple pour se procurer une pareille lame consiste à tailler dans le cristal un prisme rectangulaire et à diviser ce prisme en deux prismes triangulaires à l'aide d'un pian passant par deux aréles opposées. Si ces deux prismes triangulaires ABC, DFjV (lig. i) sont montés sur deux supports indépendants et peuvent glisser l'un sur l'autre, ils forment, en se superjiosant, une
lame dont l'épaisseur est constante dans loule son étendue, et, en faisant mouvoir les deux prismes, on peut à volonté augmenter on diminuer l'épaisseur de cette partie commune (fig. q). Comme il faut toujours conserver un certain cbamp, il est im|)ossible, quand on se sert de ce procédé, de donner ii la lame une épaisseur evlrémement petite, même lorsque le biseau formé par chacun des prismes est très-aigu.
Si l'épaisseur de la lame cristallisée dépasse une certaine limite, les phénomènes de coloration finissent par disparaître complètement : une lame épaisse transforme le faisceau de lumière polarisée qui l;i traverse en deux faisceaux polarisés l'un dans le plan de la section principale* et l'autre dans un plan perpendiculaire. Si l'épaisseur de la lame n'est pas assez considérable pour séparer oiitièremenl ces deux faisceaux polarisés à angle droit, ils oITfironl dans leur partie commune, en supposant leurs intensités égales, c'est-à-dire la section principale de la lame rrîstallisée faisant nn angle de lia degrés avec le plan de polarisation primitif, des propriétés analogues à relies de la lumière naturelle , et celte partie commune donnera dans l'ana-
lyseur deux images blanches de même intensité : tout se passera donc dans ce cas comme si la lame dépolarisait entièrement la lumière incidente. Ces phénomènes ont fait croire à Biot que le mode d'action des lames cristallisées épaisses sur la lumière polarisée diffère essentiellement de celui des lames minces.
L'épaisseur qu'on doit donner à la lame pour faire disparaître les colorations est d'ailleurs d'autiint moins considérable que la lame est plus biréfringente.
4** Influence de ïxnclinaison. — Lorsqu'on incline la lame cristallisée sur la direction des rayons incidents, les teintes des images se modifient, et l'effet équivaut suivant les cas à une augmentation ou à une diminution d'épaisseur. Si, par exemple, la lame est a un axe et taillée parallèlement à l'axe et qu'on la fasse tourner autour de l'axe en augmentant progressivement son inclinaison par rapport aux rayons incidents , les teintes montent , c'est-à-dire correspondent à des anneaux d'un ordre de plus en plus élevé , comme si l'épaisseur de la lame allait en augmentant. Si l'on fait tourner cette lame autour d'une droite perpendiculaire à l'axe , les teintes descendent à mesure que l'inclinaison augmente.
5° Injluence de la direction suivant laquelle la lame est taillée. — L'épaisseur restant constante ainsi que toutes les autres conditions de l'expérience, les leinles des images dépendent de la direction suivant laquelle la lame a été taillée dans le cristal. S'il s'agit d'un cristal à un axe, les teintes sont d'autant moins élevées, c'est-à-dire correspondent à des anneaux d'autant plus rapprochés du centre, que la lame se rapproche plus d'être perpendiculaire à l'axe. Lorsque la lame est exactement perpendiculaire à Taxe, les couleurs disparaissent complètement. On sait, en effet, qu'un cristal à un axe se comporte, vis-à-vis des rayons qui le traversent dans la direction de l'axe, comme un corps uniréfringent.
6° Superposition de deux lames cristallisées. — Si Ton superpose deux lames cristallisées de même nature, dont les sections principales sont parallèles ou perpendiculaires l'une à l'autre, elles agissent sur la lumière polarisée comme une lame unique ayant pour épaisseur la somme des épaisseurs des deux lames, si leurs sections principales sont parallèles; la différence de ces épaisseurs, si les sections
LOIS EXPÉRIMENTALES ET PRINCIPES DE LA THÉORIE. /i9
principales sont perpendiculaires l'une à l'autre. Dans ce dernier cas, on peut obtenir des couleurs avec des lames qui sont trop épaisses pour en donner lorsqu'elles agissent isolément, pourvu que la différence d'épaisseur des deux lames soit suffisamment petite, ce qui montre bien que, contrairement à l'opinion de Biol, il n'y a aucune différence spécifique entre les modes d'action des lames épaisses et des lames minces sur la lumière polarisée.
Si les deux lames sont de nature différente, il y a deux cas à distinguer : lorsque les cristaux dans lesquels les lames ont été taillées sont de même signe, c'est-à-dire tous deux attractifs ou tous deux répulsifs, les choses se passent comme avec deux lames de même nature: si au contraire ces cristaux sont de signes différents, c'est-àdire l'un attractif et l'autre répulsif, les deux lames agissent par la différence de leurs épaisseurs, quand leurs sections principales sont parallèles; par la somme de ces épaisseurs, quand ces sections principales sont croisées.
175. PolarlMitloii et dépolarisatlon par les lames minées eristalllsées. — De ce fait que les teintes des images dans l'analyseur varient suivant les mêmes lois que les couleurs des anneaux de Newton , lorsqu'on augmente progressivement l'épaisseur de la lame cristallisée , Biot déduisit des conséquences importantes relativement à l'état de polarisation ou de dépolarisation de la lumière au sortir de la lame. Supposons en effet que la section principale de l'analyseur fasse avec le plan de polarisation primitif un angle de 90 degrés, et que la section principale de la lame mince fasse avec le même plan un angle de &5 degrés : les teintes de l'image ordinaire correspondent alors aux couleurs des anneaux transmis, et celles de l'image extraordinaire aux couleurs des anneaux réfléchis. 11 est évident, d'ailleurs, que lorsqu'une couleur présente dans ces conditions son maximum d'éclat dans l'image extraordinaire et manque dans l'image ordinaire, c'est que les rayons de cette couleur sont polarisés dans le plan primitif; lorsqu'au contraire une couleur présente son maximum d'éclat dans l'image ordinaire et manque dans l'image extraordinaire, c'est que les rayons de celte couleur sont polarisés perpendiculairement au
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plan primitif; enfin, si une couleur offre la même intensité dans les deux images, les rayons de cette couleur sont entièrement dépolarisés par leur passage à travers la lame. Les couleurs de l'image extraordinaire variant comme celles des anneaux réfléchis, on voit que, toutes les fois que l'épaisseur de la lame sera un multiple entier d'une certaine épaisseur e qui varie suivant la couleur, les rayons d'une couleur déterminée seront polarisés dans le plan primitif; de même, les teintes de l'image ordinaire variant comme celles des anneaux transmis , les rayons de cette couleur seront polarisés perpendiculairement au plan primitif toutes les fois que l'épaisseur de
ia lame sera un multiple impair de -; enfin, quand cette épaisseur
«era un multiple impair de - » la couleur considérée aura la même
intensité dans les deux images, et, par suite, les rayons de cette couleur seront complètement dépolarisés.
Biot fut ainsi conduit à vérifier directement, en opérant avec de la lumière homogène, l'existence de ces alternatives de polarisation et de dépolarisation, et alors les résultats prirent une grande netteté. Pour énoncer ces résultats dans toute leur généralité, supposons que la section principale de la lame cristallisée fasse avec le plan de polarisation primitif un angle quelconque, et désignons cet angle par t; en faisant varier l'épaisseur de la lame on arrive alors aux conclusions suivantes :
t" Il existe une séçie d'épaisseurs pour lesquelles la lumière homogène au sortir de la lame est totalement polarisée dans le plan primitif, et ces épaisseurs sont toutes des multiples entiers d'une même épaisseur «^ qui dépend de la couleur de la lumière et qui va en diminuant à mesure que la réfrangibilité augmente.
3* Lorsque l'épaisseur de la lame est un multiple impair de 7 »
la lumière émergente est encore totalement polarisée, mais cette fois. dans un plan symétrique du plan de polarisation primitif par rapport à la section principale de la lame, ou, comme on dit pour abréger, dans l'azimut ai.
3* Lorsque l'épaisseur de la lame est égale à un multiple impair
de -^ et que de plus la section principale de la lame est à 45 de-
grés du pLm de polarisation immitif, la lumière au sortir de la lame ne semble conserver aucune trace de polarisation; car dans l'analyseur elle donne toujours deux images de même intensité, quelle que soit l'orientation de la section principale de cet analyseur. Ce n'est cependant pas de la lumière naturelle, car, d'après ce que nous avons dit sur l'effet produit par la superposition de deux lames ^ il suffira de faire passer cette lumière à travers une seconde lame
d*ëpaisseur égale à -pour la polariser totalement, soit dans le plan
primitif, soit dans l'azirnut ai, ce qui n'aurait pas lieu si l'on faisait tomber sur cette seconde lame de la lumière naturelle. Aussi Biot a-t-il donné à la lumière ainsi modifiée un nom spécial, celui de lumière totalement dépolarisée.
h"* Lorsque l'épaisseur de la lame n'est pas un multiple entier
de -n ou lorsque, cette épaisseur étant un multiple impair de -» la
section principale de la lame n'est pas à 45 degrés du plan primitif de polarisation, la lumière au sortir de la lame se comporte dans un analyseur comme de la lumière partiellement polarisée, c'est-àdire donne deux images dont les intensités sont inégales, mais ne peuvent dans aucun cas se réduire à zéro. Ce n'est cependant pas de la lumière partiellement polarisée , car» si on fait passer cette lumière au sortir de la première lame à travers une seconde lame dont l'épaisseur ajoutée à celle de la première donne une somme
égale à un multiple pair ou impair de —» elle se transforme en lumière totalement polarisée, ce qui n'arriverait pas si on faisait tomber sur la seconde lame de la lumière partiellement polarisée. Biot l'appelait lumière partiellement dépolarisée.
Biot, ayant remarqué que les alternatives de polarisation et de dépolarisation disparaissent lorsque l'épaisseur de la lame est un peu considérable, fut confirmé dans l'idée que les lames épaisses n'agissent pas sur la lumière polarisée de la même manière que les lames minces. Il y a là , comme nous le verrons plus loin , une erreur (|u'il faut attribuer à ce que la lumière dont il se servait était loin d'être complètement homogène, erreur du même genre que celle qui a fait croire à Fresnei qu'il ne peut y avoir interférence entre
deux rayons dès que la différence de marche s'élève à quelques centaines de longueurs d'ondulation.
176. Tliéorlc de la poliMrIsatlon mobile. — Dans la (hëorie de l'émission on esl obligé d'admettre, pour expliquer les phénomènes de polarisation, que les molécules lumineuses sont des polyèdres symétriques autour d'un axe qui est l'axe de polarisation; que dans un rayon de lumière naturelle les axes des molécules successives sont orientés de toutes les manières possibles, mais toujours perpendiculairement à la direction des rayons, et que dans un rayon totalement polarisé ces axes sont au contraire tous orientés dans le même plan.
Pour rendre compte des phénomènes de la polarisation chromatique, Biot imagina l'hypothèse connue sous le nom de th^nie Je In polarisation mobile. Il suppose que , lorsqu'un rayon de lumière polarisée pénètre dans un cristal biréfringent, les axes des molécules, avant de s'orienter d'une manière fixe dans le plan de la section principale et dans un plan perpendiculaire, commencent par affecter un mouvement oscillatoire entre leur position initiale et une position symétrique par rapport à la position définitive. Ainsi, en comptant les azimuts à partir du plan de polarisation primitif et en désignant par t l'angle que fait ce plan avec la section principale du cristal, les molécules du rayon ordinaire oscilleraient entre l'azimut zéro et l'azimut fàt, les molécules du rayon extraordinaire entre les azimuts zéro et 180®— qi.
Si l'on prend pour plan de figure (fig. 3 , p. 6 1) un plan perpendiculaire à la direction du rayon, et si PP' et SS'sonl les traces sur ce plan du plan de polarisation primitif et de la section principale de la lame, QQ' une droite symétrique de PP' par rapport à SS', les axes des molécules ordinaires oscilleraient, suivant la théorie de Biot, dans l'angle POQ, et ceux des molécules extraordinaires dans l'angle POQ'. Biot admet de plus que la période des oscillations reste constante pour les molécules d'une même couleur et change d'une couleur à l'autre, et qu'à une certaine profondeur ces oscillations s'arrêtent et font place à une répartition des axes de polarisation entre deux plans perpendiculaires l'un à Tautre.
Pour expliquer à l'aide de cette théorie les alternatives de polarisation et de dépoiarisation , Biot remarque que, si l'épaisseur de la lame est telle que les axes de polarisation exécutent, pendant le temps que met le rayon à traverser cette lame, un nombre entier d'oscillations, les axes de toutes les molécules sont dirigés dans le pian PF, et par suite le rayon est polarisé dans le plan primitif. Si l'épaisseur correspond à un nombre impair de demi -oscillalions, tous les axes de polarisation sont dirigés dans le plan QQ\ et le rayon émergent est polarisé dans l'azimut 9t. Si l'épaisseur correspond à un nombre impair de quarts d'oscillation , les axes sont dirigés les uns dans le plan de la section principale, les autres dans le pian perpendiculaire; si de plus l'angle t est égal à &5 degrés, les molécuies se répartissent également entre le rayon ordinaire et ie rayon extraordinaire, et il est facile de voir que la lumière, au sortir du cristal , doit alors se comporter dans un analyseur comme de la lumière naturelle. Pour toute autre épaisseur, les axes de polarisation sont, au sortir de la lame, répartis entre deux plans formant avec ie plan de polarisation primitif des angles qui sont entre eux dans ie rapport de ta ^o^' — i, et la lumière ainsi constituée doit présenter, lorsqu'elle est soumise à l'action de l'analyseur, les mêmes propriétés que la lumière partiellement polarisée. Quant à la coloration des images lorsqu'on opère avec la lumière blanche, elle ne présente aucune difficulté : la période des oscillations n'étant pas la même pour les rayons des différentes couleurs simples , ces rayons se trouvent, au sortir de la lame, dans des états différents de polarisation; les intensités de ces rayons dans chacune des images que donne l'analyseur ne doivent donc pas, en général, être proportionnelles à ce qu'elles sont dans la lumière blanche, d'où la coloration des images.
Le principal défaut de cette théorie, outre la complexité des hypothèses qu'elle nécessite, est de ne pas montrer comment se fait la transition entre l'état oscillatoire et l'état fixe, et pourquoi les oscillations, au lieu de diminuer graduellement d'amplitude lorsque l'épaisseur de la lame augmente, conservent une amplitude constante jusqu'à une certaine limite, pour s'arrêter ensuite brusquement.
5/k POLARISATION CHROMATIQUE.
177. Idées tliéoriques de Ifouns* — Young est le premier qui ait cherché à expliquer les phénomènes de la polarisation chromatique dans le système des ondulations et à les rattacher aux lois générales de l'interférence ^^^ En comparant les résultats numériques obtenus par Biot avec les épaisseurs des lames d'air qui transmettent les anneaux des différents ordres, il fit cette remarque capitale, que l'épaisseur d'une lame cristallisée et l'épaisseur d'une lame d'air qui transmettent la même couleur dans les expériences de polarisation chromatique et dans l'expérience des anneaux de Newton sont précisément telles, que la différence des durées de propagation du rayon ordinaire et du rayon extraordinaire dans la lame cristallisée soit égale à la différence des durées de propagation du rayon transmis directement par la lame d'air et du rayon transmis après deux réflexions intérieures. Cette remarque montre immédiatement pourquoi les épaisseurs des lames cristallisées sont beaucoup plus considérables que celles des lames d'air qui donnent les mêmes teintes, et aussi pourquoi l'épaisseur de la lame qui donne une certaine teinte est d'autant plus grande que cette lame est moins biréfringente. Young fut ainsi conduit à attribuer les phénomènes observés par Arago et par Biot à l'interférence du rayon ordinaire et du rayon extraordinaire qui prennent naissance dans la lame cristallisée : ces rayons, lorsque la lame est mince, suivent, il est vrai, des chemins à peu près identiques; mais, comme ils ont des vitesses différentes, ils présentent au sortir de la lame une différence de phase qui doit les rendre capables d'interférer si les lois ordinaires des interférences sont applicables à deux rayons polarisés dans des plans différents; de plus, cette différence de phase étant variable avec la couleur, les conditions d'interférence doivent aussi changer d'une couleur à l'autre, ce qui permet de rendre compte, jusqu'à un certain point, de la coloration des images dans l'analyseur.
Il manquait bien des choses, et Young le reconnaît lui-même, à cette généralisation pour constituer une véritable théorie. Pourquoi était-il nécessaire au développement des couleurs, dans ce modo particulier d'interférence, que les deux rayons fussent issus d'un rayon déjà polarisé et non d'un rayon naturel? Ponn|uoi les con-
^'^ Quartprhj Review, avril i8i/i.
leurs n'apparaissaienl-eiies qu'à la condition d'une seconde action polarisante consécutive au passage de la lumière dans la lame? Et lorsque celte action polarisante était le résultat d'une double réfraction, pourquoi apparaissait-il dans les deux faisceaux ainsi engendrés des couleurs complémentaires? A ces diverses questions le principe des interférences, tel que Young l'avait conçu et démonlro, n'apportait aucune réponse.
Découverte de la YérltaMe théorie par Fresnel
— Fresnel, comme Young, avait reconnu à la fois qu'une analogie remarquable existait entre les lois des couleurs produites par l'interférence et les lois de la coloration des lames cristallisées dans la lumière polarisée, et que cette analogie n'était pas une explication suffisante du second de ces phénomènes. Mais il chercha immédiatement la raison de cette insuffisance, en examinant si la polarisation de la lumière ne modifiait pas profondément les lois ordinaires de l'interférence. Nous avons fait connaître (112) les lois des interférences des rayons polarisés telles qu'elles résullent des expériences de Fresnel et d'Arago; il nous reste à montrer comment ces lois peuvent servir à expliquer les principales particularités que |)résentent les phénomènes de la polarisation chromatique. Le rayon ordinaire et le rayon extraordinaire, au sortir de la lame cristallisée, sont polarisés à angle droit; ils ne peuvent donc interférer qu'après avoir été ramenés à un même plan de polarisation : de là la nécessité de les soumettre à l'action d'un analyseur pour faire apparaître les couleurs. De plus, deux rayons d'abord polarisés à angle droit et ensuite ramenés au même plan de polarisation ne peuvent interférer que s'ils proviennent d'un même rayon polarisé, ce qui explique pourquoi les couleurs ne se montrent pas lorsque la lumière qui tombe sur la lame cristallisée n'est pas polarisée. Enfin, la dernière des lois établies par Fresnel et Arago indique que, lorsque deux rayons provenant d'un même rayon polarisé sont d'abord polarisés à angle droit, puis ramenés au même plan de polarisation, il faut, pour établir les conditions d'interférence, considérer simplement la différence des chemins parcourus, ou ajouter à cette diffi5rence une demi-longueur d'ondulation, suivant que le plan de polarisation
définitif est parallèle ou perpendiculaire au plan primitif, ce < permet de rendre compte de la complémentarité des deux ima: lorsque l'anaïyseur est biréfringent.
Fresnel ne se borna pas à ce premier aperçu : le principe < vibrations transversales, auquel le conduisît l'étude des interféren des rayons polarisés, le mit en état de calculer les effets résuit; de la superposition de deux rayons polarisés à angle droit et p; sentant l'un par rapport à l'autre une certaine différence de marc Il put ainsi expliquer non-seulement les phénomènes de colorai qui se produisent dans l'analyseur, mais encore les alternatives polarisation et de dépolarisation observées par Biot , et montrer <; ces alternatives proviennent dans tous les cas de la combinaison deux rayons polarisés, l'un dans la section principale de la lan l'autre dans un plan perpendiculaire, et n'indiquent nullemei comme le croyait Biot, une différence spécifique entre l'action i lames minces et celle des lames épaisses sur la lumière polaris Les phénomènes qui se produisent lorsque la lumière poiari subit une ou plusieurs réflexions totales, phénomènes tout à fait ai loguesà ceux qui résultent du passage de cette lumière dans une la cristallisée, lui fournirent bientôt une confirmation éclatante de théorie, et l'amenèrent à considérer la forme des vibrations sur rayon provenant de la superposition de deux rayons polarisée angle droit : il reconnut ainsi l'existence de deux espèces de po risations différentes de la polarisation ordinaire et caractérisées ] la forme circulaire ou elliptique des vibrations, conception ( s'applique aux phénomènes de la polarisation chromatique etpem d'en simplifier singulièrement la théorie ^^^
179. Expérience des rhomlioédres croisés. — Pour fa voir que l'effet produit par une lame cristallisée sur la lumière [ larisée ne dépend que de la différence de marche que cette lai
(') Les idées de Fresnel sur rexplication des couleurs des iames cristallisées sont ii quées pour la première fois dans son Mémoire sur Tinfluence réciproque des rayons p< riscs ( Œuvres complètes , t. I , p. i /i 7 ) , qui date d^octobrc 1816. Elles ont été dévelop| ultérieurement dans la Note sur le calcul des teintes que la polarisation développe d les lames cristallisées (Ann. de chttn. ei de phys.^ (3), XVII, toa» 167» Sis; — Œw romptètes, l. I, p. 609).
fait naître entre le rayon ordinaire et le rayon extraordinaire , et nullement d'une action spéciale exercée par les lames minces, comme le supposait Biot, Fresnel imagina l'expérience des rhomboèdres croisés. Il fit scier par le milieu un rhomboèdre de spath d'Islande, de manière à obtenir deux rhomboèdres de même épaisseur qu'il plaça l'un devant l'autre de façon que leurs sections principales fussent perpendiculaires. Il fit tomber sur ce système un faisceau de lumière polarisée dans un plan incliné à 65 degrés sur les sections principales des deux rhomboèdres, et reçut la lumière au sortir des rhomboèdres sur un analyseur muni d'une loupe. Il aperçut alors des franges très-brillantes perpendiculaires à la droite qui joint les deux images du point lumineux. Ces franges ne peuvent provenir que des interférences des rayons qui sont polarisés à angle droit au sortir des rhomboèdres et ramenés au même plan de polarisation par l'analyseur, rayons qui présentent toujours une très-faible différence de marche, puisque les deux rhomboèdres ont même épaisseur et que les rayons ordinaires dans l'un deviennent extraordinaires dans l'autre ^^\
Cette expérience prouve que les lames épaisses peuvent produire des effets analogues à ceux des lames minces , pourvu que la différence de marche des rayons interférents soit suffisamment petite, et que la disparition des phénomènes caractéristiques de la polarisation chromatique lorsque la lame cristallisée a une certaine épaisseur est due non pas à une différence spécifique entre l'action des lames épaisses et celle des lames minces, mais à la cause qui fait disparaître les franges d'interférence à une certaine distance de la frange centrale et les anneaux d'un ordre élevé, c'est-à-dire au défaut d'homogénéité de la lumière.
Expérleiices de IfIJII. Fiseau et Foucault. — MM. Fi
zeau et Foucault, en employant la méthode qui leur avait permis de montrer la possibilité de faire interférer deux rayons présentant une grande différence de marche, ont pu prouver directement que, lorsqu'un faisceau de lumière polarisée a traversé une lame cristallisée
^*J Mémoire sur rinflnenre réciproque des rayons polarisés {Œuvrei compUte» de Frettul, 1 1, p. /ia6).
épaisse, la partie commune aux deux faisceaux polarisés à angle droit qui sortent de la lame n'est pas, comme pourrait le faire supposer la manière dont elle se comporte dans un analyseur biréfringent ordinaire, de la lumière naturelle ou de la lumière partiellement polarisée ; mais que chaque rayon simple se modifie en traversant la lame suivant les mêmes lois que si la lame était assez mince pour donner des couleurs ^'^
Dans ces expériences, un faisceau de rayons solaires parallèles entre eux et totalement polarisés traversait une lame cristalliséci trop épaisse pour donner des couleurs et était reçu ensuite sur un prisme de Nicol. Le faisceau extraordinaire que laissait passer ccl analyseur tombait sur une fente étroite derrière laquelle un prisme et une lentille étaient disposés de façon à donner un spectre trèspur. Lorsque la section principale du Nicol est parallèle au plan de polarisation primitif, on distingue dans le spectre un grand nombre de bandes noires équidistantes, et entre ces bandes l'intensité varie d'une manière régulière; ces bandes correspondent à deî rayons qui manquent dans l'image extraordinaire fournie par U Nicol , et qui sont par conséquent polarisés dans le plan primitif. S la section principale du Nicol est orientée dans l'azimut ai, c'est-àdire placée dans une position symétrique du plan de polarisatior primitif par rapport à la section principale de la lame, on aperçoi encore un système de bandes noires qui n'ont plus les mêmes positions que précédemment, ce qui annonce que les rayons correspondant aux positions que ces bandes occupent dans le spectre sont polarisés dans l'azimut Qt. Pour toute autre position de l'analyseur il n'y a plus de bandes complètement noires, mais simplement de: minima d'intensilé, d'où Ton doit conclure que les azimuts zéro et a sont les seuls dans lesquels les rayons puissent être complétemen polarisés. Enfin, lorsque l'angle t est égal à 45 degrés, certaine: teintes conservent une intensité constante pendant la rotation d( l'analyseur, ce qui indique l'existence d'une série de rayons corn plétement dépolarisés : les couleurs de ces rayons sont intennédiaire entre celles des rayons polarisés dans le plan primitif el celles de rayons polarisés dans l'azimut at.
") Àun.deehim.efdephyn., (3), XXVI, i.'î^; XXX . i '.r.
Ces expériences montrent quelle est la véritable constitution d'un faisceau provenant de la superposition de faisceaux polarisés à angle droit, issus d'un même faisceau primitivement polarisé, et qui présentent l'un par rapport à l'autre une grande différence de marche. Un tel faisceau offre dans un analyseur ordinaire les propriétés de la lumière naturelle si les deux faisceaux superposés ont même intensité, celles de la lumière partiellement polarisée si les intensités de ces deux faisceaux sont inégales. En réalité, dans le faisceau ainsi constitué, chaque lumière homogène a un état de polarisation déterminé; mais, cet état variant très-rapidement avec la longueur d'onde à cause de la grande différence de marche, les polarisations les plus diverses appartiennent à des rayons que l'œil est incapable de distinguer, et, tant qu'on laisse le faisceau indécomposé, les propriétés de la lumière naturelle ou de la lumière partiellement polarisée sont très-suflisamment imitées. C'est ce qui arrive en particulier lorsqu'un faisceau de lumière polarisée traverse une lame cristallisée épaisse.
POLARISATION CIRCULAIRE ET ELLIPTIQUE
181. ComMiiaison de deux rmjomm polarisée m droit et préeentant une difléremee de marelie. — Supposons
qu'un rayon polarisé tombe normalement sur une lame cristallîsëe; si la lame est à un axe, ce rayon se décomposera en deux rayons dont Tun est ordinaire et polarisé dans le plan de la section principale, tandis que l'autre est extraordinaire et polarisé dans un plan qui est toujours sensiblement perpendiculaire à celui de la section principale (lAii); si la lame est à deux axes, il n'y a plus, à proprement parler, de rayon ordinaire : nous continuerons cependant, pour simplifier le langage, à appeler rayon ordinaire celui qui se rapproebe le plus de suivre la loi de Descartes, et section principale le plan dans lequel ce rayon est polarisé. Comme , dans les cristaux à deux axes, les plans de polarisation des deux rayons réfractés sont toujours sensiblement perpendiculaires (150), nous pourrons dire encore que le rayon polarisé, en pénétrant dans la lame, se divise en deux rayons polarisés l'un dans le plan de la section principale, l'autre dans un plan perpendiculaire.
Dans tous les cas, le rayon polarisé en traversant la lame cristallisée se divise donc en deux rayons polarisés à angle droit; ces deux rayons, si la lame est peu épaisse, ne se séparent. pas d'une façon sensible et restent superposés à l'émergence; mais, ayant traversé la lame avec des vitesses différentes, ils présentent une différence de marche proportionnelle à l'épaisseur de la lame. Il s'ensuit que, sur le rayon résullant de la superposition de ces deux rayons polarisés à angle droit, la vibration n'est plus en général recliligne, mais présente des formes variables que nous allons maintenant nous proposer d'étudier.
Prenons pour plan de figure (fig. 3 ) un plan perpendiculaire au rayon; soient PP' et SS' les traces sur ce plan du plan j)rimitif de
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polaràation et de la section principale de la lame cristallisa, HH' et RR' deuï droites respectivement perpendiculaires à PF et à SS', et désignons par t l'angle que Tait la section principale de la lame cristallisée avec le plan primitif de polarisation , en convenant de compter cet angle positivement à gauche du [ilan de polarisation. Au moment oiî le rayon incident pénètre dans la lame, les vibrations s'effectuent parallèlement "•= - à la droite HH', et en repré-
sentant par a la distance de la molécule vibrante à sa position d'équilibre, on a. l'origine du temps étant convenablement choisie.
Si nous appelons f et » les composantes de ce mouvement qui sont respectivement l'une parallèle et l'autre perpendiculaire à la section principale de la lame, c'est-à-dire les projections de a sur SS' et sur RR', nous aurons
= asinisin utt-v
= (i cosisinan^^-
Les vibrations parallèles à SS' correspondent au rayon extraordinaire, celles qui Kont parallèles à RR' correspondent au rayon ordinaire. L'incidence étant normale, les deux réflexions qui s'opèrent ^ur les deux faces de ia lame modidenl sensiblement dans la même proportion les amplitudes des mouvements vibratoires sur les deux rayons réfractés; au sortir de la lame, ces amplitudes peuvent donc rflre représentées respectivement par nsint et par acosi. Soient 0 pt E les épaisseurs de deux lames d'air telles, que le rayon ordinaire 4*t !<> ravon extraordinaire emploient respectivement pour traverser
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ces lames d'air des leni|)s égaux à ceux (jui leur sont nécessaires pour traverser ia lame cristallisée : nous aurons au point d'émergence, pour le déplacement d'une molécule vibrante sur le rayon extraordinaire,
s- ... ft E\
c; = asinî sin arrl = — >- ) ^
X étant la longueur d'ondulation dans l'air; et de même, pour le déplacement d'une molécule vibrante sur le rayon ordinaire,
ft 0\
^ = /| COS I Sin Q-^r ( ^ — y 1
Ces équations se rapportent au point d'émergence; mais elles peuvent convenir à un point quelconque situé sur le rayon émergent
à une distance D de la lame; il suffit pour cela de déplacer l'ori-
DT D
gine du temps d'un intervalle égal à -r- ou à y? V étant la vitesse
de propagation de la lumière dans l'air. En ajoutant et en retranchant, dans la valeur de $, la quantité y sous le signe sin, nous
aurons définitivement, pour les composantes du mouvement vibratoire parallèle et du mouvement vibratoire perpendiculaire à la section principale de la lame sur le rayon émergent,
il: • • • f^ 0 , 0-E l ç=-=flr smi sm îîTT ( rp — y H 5-—
( >7 = a cosî sm 27r ( rp — y)* C'est sous cette forme que nous discuterons ces équations.
Polarisation rcctilisne du rayon émersent
Pour que le mouvement vibratoire soit rectiligne sur le rayon émer-
gent, il faut que le rapport^ ait une valeur indépendante de L
Cette condition est satisfaite, quelle que soit l'épaisseur de la lame , si l'angle t est égal à zéro ou à 90 degrés, car dans le premier cas on a constamment f = 0, et dans le second cas on a constamment aussi v = 0. Donc, lorsque la section principale de la lame est parallèle ou perpendiculaire au plan primitif de polarisation, le
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rayon émergent esl polarisé rectilignemenl dans ce plan primitif, quelle que soit l'épaisseur de la lame.
Si l'angle i nVst pas égal à zéro ou à 90 degrés, pour que le
rap|iort > soit indépendant de t, il faut que l'on ait, en désignant
par k une constante,
sm ÎÎTT Ir-p — y 1 d'où
ft 0\ 0-E , /f 0\ . 0-E
sin29r l T^~"T ) cosQTT — ^ hcos27r ( ,-,-,— t I sm^Tr
= /rsin27r f j— T- j 1
équation qui ne peut être satisfaite pour toutes les valeurs de t qu'autant que Ton a
ou
E smsTr
n étant un nombre entier quelconque.
Si n est pair, cos qtt — j — est égal à + 1 : on a alors
g ^^ cot î ;
les vibrations se font donc dans ce cas suivant HH', et le rayon émergent est polarisé dans le plan |)rimitif.
Si n est impair, cos utt — y- est égal a — 1 ; on a alors
--- — coti ;
les vibrations se font donc dans ce cas suivant une droite RK' symétrique de HH' par rapport à RR', et le rayon est polarisé dans un plan QQ' symétrique de PP' par rapport à SS', ou, comme on dit, dans l'azimut st.
On voit donc que le rayon émergent est polarisé rectilignement toutes les fois que l'épaisseur de la lame est telle qu'elle introduit entre le rayon ordinaire et le rayon extraordinaire une différence
de marche égale à un multiple entier de - : suivant que ce multiple
est pair ou impair, le rayon est polarisé dans le plan primitif ou dans l'azimut st.
Polarisation circulaire ou dépolarisatioii
plète. — Supposons que l'angle t formé par le plan de polarisation primitif avec la section principale de la lame soit égal à à5 degrés, et que l'épaisseur de la lame soit un multiple impair de celle qui introduit entre le rayon ordinaire et le rayon extraordinaire une différence de marche d'un quart de longueur d'ondulation» c*est-4dire que l'on ait
Il vient alors
d'où
a , ft 0\
La trajectoire décrite par la molécule vibrante est donc dans ce cas de forme circulaire, et il est facile de voir, en faisant varier f dans les expressions qui représentent f et »?, que cette trajectoire ieiliv culaire est parcourue par la molécule vibrante d'une façon conliiMli et toujours dans le même sens. Les rayons sur lesquels les vibratièM ont ainsi une forme circulaire sont dits polarisés circulairement, et le genre de modification qu'ils ont subi se nomme la polarisation cir€9h laire : c'est ce que Biot appelait la dépolnrisation totale.
Il s'agit maintenant de préciser le sens dans lequel s'accomplissent les vibrations circulaires. Il est nécessaire à cet effet de faire une convention sur le sens dans lequel doit être compté l'angle i; nous supposerons dans tout ce qui va suivre que Vangk t est compté A partir
iik ttction prineipab de la lame minée , de droite à gauche, pour unobierttlatr qui reçoit le rayùn, La pâlarisation circulaire [>eut se produire dans deux positions dlITérenles du plan de polarisation primitif par nppirt à la section principale de la lame, positions définies par b Taleurs + 45' et — ttS' de l'angle i. Quand l'angle i est lignl à 4- hh\ si Ton suppose la section principale SS' de la lame verticale, le plan de polarisation PP' sera dans sa partie supérieure à gauche (le la verticale pour un observateur qui reçoit le rayon, comme cela «I représenta fig. ù. Si, au contraire, on a i= — A5% les deuï
plans occuperont les positions qu'indique la figure 5, c'est-à-dire ^e, si la section principale SS' est verticale, le plan de polarisation sera dans sa partie supt'rieure à droite de la verticale pour un observateur qui reçoit le rayon. Ceci posé, prenons d'abord l'angle r égal à + âB*, et supposons la lame cristallisée répulsive ou négative : 0— E sera alors positif et l'on devra prendre dans la valeur de Ç le signe + ou le sîgnr — suivant que n sera pair ou im- ' ■' - pair. On voit facilement que dans
rp cas, si « est pair, les molécules vibrantes décriront leurs circonférences dans le sens ABCD (lig. (>), et paraîtront par conséquent sp mouvoir de droite il gauche pour un observateur conché sur le V>«»cT, VI. — Opiiqnc, II, B
rayon, ayant les pieds tournés du côté d'où vient le rayon et regardant la molécule vibrante : c'est ce qu'on exprime en disant que la lumière est polarisée circulairemetit de droite à gauche; si au contraire n est impair, les molécules se meuvent dans le sens DGBA et la lumière est dite alors polatisée circulairement de gauche à droite. Si, l'angle t étant toujours égal n + 45^ la lame est attractive (ou positive), 0 — E est négatif et il faut prendre dans la valeur de Çle signe + ou le signe — suivant que n est impair ou pair. Dans ce cas, la lumière est polarisée circulairement de gauche à droite lorsque n est pair, de droite à gauche lorsque n est impair. Enfin tous ces résultats sont renversés lorsque l'angle i, au lieu d'être égal à + 45^ d*>vient*égal h — 45®.
Il y a donc deux espèces de polarisations circulaires, et les conditions dans lesquelles on les obtient peuvent se résumer dans le tableau suivant, où m désigne un nombre entier quelconque :
i = -hA5'
Liime répulsive.
r () - E = (hin H- i) y • Polarisation circulai ne de droite à gauche.
I 0 — E = (.'im — 1 ) - de gauche à droite.
0 — E = ( Am -f 1 ) - • • de gauche à droite.
Lame attractive. J ^
( ) — E = ( A w» — 1 ) - . de droite à gauche.
!0— E<=(/i9n-4-t)-* Polarisation circulaire de gauche à droite. 0 — E = ( 'iM» — 1 ) - • de droite à gauche.
i 0 — E = (^w-4-i)-. de droite à gauche.
Lamft attractive.; ^*
' i) - K ^ ( 'wè — i) - • de gauche à droite.
La lame qui introduit entre le rayon ordinaire et le rayon extraordinaire une différence de marche d'un quart de longueur d'ondulalion. cVst-îi-dire la moins ('|)aisse parmi toutes celles qui peuvent
produire la polarisation circulaire, est dcWgnée ordinairement sous le nom de lame d'un quart d'onde.
ISà, Propriétés de la lumière polarisée eireulaire- ■lent. — Les propriétés caractéristiques de la lumière polarisée circulairement sont au nombre de deux :
1° Dans un analyseur biréfringent, la lumière polarisée circulairement donne toujours deux images de même intensité, quelle que soit l'orientation de la section principale de cet analyseur.
2* La lumière polarisée circulairement, en traversant une lame d'un quart d'onde, se transforme en lumière polarisée rectilignement.
La première de ces propriétés pourrait faire confondre la lumière polarisée circulairement avec la lumière naturelle; mais la seconde propriété fournit le moyen de distinguer ces deux espèces de lumière, car la lumière naturelle, en traversant une lame biréfringente d'une épaisseur quelconque, ne donne jamais que de la lumière naturelle tant que les deux rayons réfractés restent superposés h l'émergence.
Pour rendre compte des propriétés de la lumière polarisée circulairement, nous remarquerons d'abord que, si les vibrations sont [circulaires, les composantes du mouvement vibratoire suivant deux ixes rectangulaires pris arbitrairement peuvent toujours être représentées par les équations
If=±acos97r^, . t fi = as\n 97r rp,
lans la première desquelles on doit prendre le signe + ou le signe — suivant que la lumière est polarisée de droite à gauche ou de jauche à droite.
Ces équations montrent qu'un rayon polarisé circulairement peut Hre considéré comme provenant de la superposition de deux rayons iolarisés rectilignemenl à angle droit, d'intensités égales, et préseuant l'un par rapport à l'autre une différence de phase égale à un |uart d'ondulation.
Si un rayon polarisé circulairement tombe normalement sur un
analyseur biréfringent, on peut toujours supposer la section principale de cet analyseur parallèle à Taxe sur lequel la projection du mouvement vibratoire est égale à f , puisque la direction de cet axe est arbitraire. Les vibrations du rayon ordinaire sont alors représentées par fj , celles du rayon extraordinaire par Ç, et Ton voit que ces deux rayons ont toujours même intensité, quelle que soit l'orientation de l'analyseur, résultat qui pouvait du reste se déduire immédiatement de la symétrie parfaite des vibrations circulaires par rapport à un plan quelconque mené par le rayon.
Occupons-nous maintenant de l'effet produit sur la lumière polarisée circulairement par son passage à travers une lame d'un quart d'onde. Les composantes du mouvement vibratoire parallèlement et perpendiculairement à la section principale de cette lame sont représentées au moment où le rayon pénètre dans la lame par les équations (s). A l'émergence, si on suppose que C désigne la composante parallèle à la section principale, et si on conserve aux lettres 0 et E la même signification que plus haut, ces composantes deviennent
ç = =bfi cosfîTT (?jp ~tH j-
comme ici
on t'i
d'où l'on tire
ç = 41 fl sm î?7r ( Y^ — -V )
Le rayon, au sortir de la lame d'un quart d'onde, est donc polarisé rectilignement dans un plan faisant un angle de /i5 degrés avec la section principale de la lame.
Si Ton convient de com[)ter les angles positivement de droite à gauche, à partir de la section principale de la lame, on obtient facilement les résultats contenus dans le tableau suivant, où t désigne
i angle formé par le plan de polarisation du rayon émergent avec la section principale de la lame d'un quart d'onde :
, , . ( Polarisation circulaire de droite à gauche i = + A5*.
Lune répolsive.. | j^ ^^^^^ ^^^ ,. ^5.
T âà â^ ( Polarisation circulaire de droite à gauche i = — â5^
Lame attracbve.] . i . j .. #=.
( de gauche a droite . . . . i = -j- /i5 .
Ces résultats concordent entièrement avec ceux que nous avons trouvés en nous occupant de la transformation de la polarisation rectiligne en polarisation circulaire; l'ordre des phénomènes est seul interverti.
On voit, par ce qui précède, que l'action d'une lame d'un quart d'onde permet non-seulement de reconnaître la lumière polarisée circulairement , mais encore de déterminer le sens de la polarisation.
185. Polarisation elliptique ou dépolarisation partielle. — Supposons que l'on ait encore
mais que l'angle t soit quelconque : il viendra alors, pour les composantes du mouvement vibratoire qui sur le rayon émergent sont respectivement l'une parallèle et l'autre perpendiculaire à la section principale de la lame ,
f = ifca sint cosâTT f ,« — -vj >
ft 0\ ri =^a cos i sm QTT I rp — ^ ) *
d'où l'on tire
51 n/ cos /
Les vibrations sont donc dans ce cas elliptiques, ce qu'on exprime en disant que la lumière est polarisée elliptiquemetit : la polarisation elliptique est ce que Biot appelait la dépolarisation partielle. Dans rhypothèse actuelle , c'est-à-dire lorsque l'épaisseur de la lame est un multiple impair de relie de la lame d'im quart d'onde, les nxes
de l'ellipse de vibration sont dirigés l'un parallèlement, l'autre perpendiculairement à la section principale de la lame. On voit, de plus, que les longueurs de ces axes sont respectivement proportionnelles à sin t et h cos t.
Il y a deux espèces de polarisations elliptiques analogues aux deux espèces de polarisations circulaires, et l'on convient encore de dire que la lumière est polarisée elliptiquement de droite à gauche ou de gauche à droite suivant que, pour un observateur couché sur le rayon, ayant les pieds du côté d'où vient le rayon et regardant la molécule vibrante, le mouvement paraîtrait s'effectuer dans l'un ou l'autre sens. En partant de cette définition on arrive aisément aux résultats réunis dans le tableau suivant, où l'angle t est toujours supposé compté positivement de droite à gauche à partir de la section principale de la lame , et où m désigne un nombre entier quelconque.
t COMPRIS ENTRE O ET V.
Lame répulsive.
Lame attractive.
E=am
(4m (/im< (hm- (tim
1 ) y • Polarisation elliptique de droite à gauche.
de gauche à droite, de gauche à droite, de droite à gauche.
t COMPRIS ENTRE V et 37.
Lame répulsive.
' 0-E = (/im-
Lame attractive
ive. /
(6m (dm {km (iim
1 ) - • Polarisation elliptique de gauche à droite.
de droite à gauche, de droite à gauche, de gauche à droite.
Passons maintenant au cas général , c'est-à-dire supposons l'épaisseur de la lame quelconque. Au point d'émergence, les composantes du mouvement vibratoire parallèlement et perpendiculairement à la
section principale de la lame sont représentées par les équations (i) qui , étant développées , donnent
Ç = rt SiniSin'JTT Lp — y j COSQTT y
// 0\ . 0-K + a sin îcos9 7r I ,p — y 1 sina^r
>; = acost smQTT
Si Ton tire de ces équations les valeurs de sin qtt f rp — > j et de cossir (j — y) ^^ qu'on ajoute ces valeurs après les avoir élevées au carré de façon à éliminer t, il vient
i: • O-EX ç cos I — >? sin I COS 27r r — 1
d'où
a«co5^"^ , , • , • t 0-E ^ '
a cos f sur i sm stt — ^ —
^ cos^ 1+»?* sin^ « — 3 ?»; sin t cost cos qtt — r — == a^ sm-* t cos-'t sm-* qtt — r — i
équation d'une ellipse rapportée à son centre.
La forme la plus générale que puisse affecter la trajectoire d'une molécule vibrante sur un rayon résultant de la superposition de deux rayons polarisés à angle droit est donc une ellipse dont les axes sont dirigés d'une manière quelconque. L'équation (3) montre que
c'est seulement dans le cas où l'on a 0 — E = (9n+ 1) - que les axes
de l'ellipse sont l'un parallèle, l'autre perpendiculaire à la section principale de la lame.
On peut , à l'aide des équations ( i ) , détermine^ le sens dans lequel l'ellipse de vibration est parcourue, et l'on arrive ainsi aux résultats résumés dans le tableau suivant, où m désigne un nombre entier quelconque.
I COHPIIS MTU o n «.
i 0 - E compri» entre am - et ( am + i) - . I P<>"»ri«^on eiUptique
Lame i ' a a ( de droite a gauche.
répuWve.| ^_^ (,m+ 0-et(=.m + .)^. 1 Pt"""?" ^'IfP'^'''"'
2 2 ( de gauche a droite.
; 0 - E sm-et (aw + i)- • P»]»ri8aUon elliptique
Lame i 2 2 ( de gauche a droite.
atl^ctive . ^ _ ^ ( „„ + , ) ^ et ( ,m + a) ^ . I Pf '^«'tio-, «"•P'j.q"'
2 2 ( de droite a gauche.
t GOHPBIS BNTBB V ET Sff.
l 0 - E comprit entre am - et ( am + i) - • I P»'»"»''»» eUiplique
Lame 1 2 2 ( de gauche à droite.
"'P""'"! 0-E (,« + .)^et(am4-.)^.iPtr«<">,*^P^»'
2 2 ( de droite a gauche.
/ 0-E am-et(am+i)-. P«î'"-J«îi«"e"'P'j<l'»«
l^me I 2 2 ( de droite a gauche.
•ItractiTe. . j ^ _ ^ ( am + i ) - et ( am + a) - • Pol»™»»'»'» elliptique
2 2 ( de gauche a droite.
Propriétés de la lumière polarisée elliptiquemeiit
— Les propriétés caractéristiques de la lumière polarisée elliptiquement sont au nombre de deux :
i' Dans un analyseur biréfringent, la lumière polarisée elliptiquement donne deux images dont les intensités sont en général inégales, mais dont aucune ne disparait complètement, quelle que soit l'orientation de la section principale de l'analyseur.
9^ La lumière polarisée elliptiquement, en traversant une lame d'un quart d'onde dont la section principale est parallèle à l'un des aies de l'ellipse de vibration, se transforme en lumière polarisée rectilignement.
La première de ces propriétés pourrait faire confondre la lumière polarisée elliptiquement avec la lumière partiellement polarisée; mais la seconde propriété fournit un moyen de distinguer ces deux espèces de lumière, car la lumière partiellement polarisée, en traversant une lame biréfringente d'une épaisseur quelconque, ne donne jamais que de la lumière partiellement polarisée.
Pour rendre compte des propriétés que présente un rayon polarisé elliptiquement, il suffit de remarquer que, sur un rayon de cette
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nature, les composantes du uiouvement vibratoire qui sont respectivement parallèles aux deux axes de l'ellipse de vibration peuvent toujours être représentées par des équations de la forme
( )y= 0 sm 27r^»
oiî les quantités a et b sont égales aux longueurs des derai-axes de Tellipse de vibration, et où Ton doit prendre dans la valeur de f le signe + ou le signe — suivant que la lumière est polarisée de droite à gauche ou de gauche à droite.
Ces équations montrent qu'un rayon polarisé elliptiquement peut toujours être considéré comme résultant de la superposition de deux rayons polarisés rectilignement à angle droit, d'intensités inégales, et présentant l'un par rapport à l'autre une différence de marche égale à un quart de longueur d'ondulation.
Supposons qu'un rayon polarisé elliptiquement soit reçu sur un analyseur biréfringent dont la section principale fasse un angle s avec celui des axes de l'ellipse sur lequel la projection du mouvement vibratoire est désignée par f ; le mouvement vibratoire est alors représenté sur le rayon ordinaire par
^sins + ricoss ou
asmf cosâTT j + ocosf sin aTr^v
et sur le rayon extraordinaire par
Çcosi — lysin*
ou
«... t a cos $ cos ùTtrf — 6 sm « sm aw rp •
En appelant ai^ l'intensité de l'image ordinaire , e^ celle de l'image extraordinaire , il vient
fjT^^a^ sin^ s -+- b^ cos^ h , e^ = a^ cos^ s + b^ s\v? s.
Si Ton a a<C]6^j[ces expressions peuvent être mises sous la forme
£2 = ^|2 _^ ^ ^2 _ ^,2 ^ gj jj2 ^
On voit ainsi que l'intensité de chacune des deux images varie entre un minimum égal à a^ et un maximum égal à h^, et ne peut jamais devenir nulle quelle que soit la valeur de s.
L'intensité de l'image ordinaire est maximum quand on a « = o, c'est-à-dire lorsque la section principale de l'analyseur est parallèle au grand axe de l'ellipse de vibration. L'intensité de l'image extraordinaire est au contraire maximum quand on a «=go°, c'est-à-dire quand la section principale de l'analyseur est parallèle au petit axe de l'ellipse. Enfin les deux images ont même intensité quand «=45% c'est-à-dire quand la section principale de l'analyseur est inclinée à 45 degrés sur chacun des axes de l'ellipse de vibration. Les variations d'intensité des images que fournit dans un analyseur biréfringent un rayon polarisé elliptiquement peuvent donc servir à déterminer les directions des axes de l'ellipse de vibration.
Supposons maintenant qu'on fasse traverser à un rayon de lumière polarisé elliptiquement une lame d'un quart d'onde dont la section principale est parallèle à l'un des axes de l'ellipse de vibration. Pour fixer les idées, admettons que cette lame soit répulsive et sa section principale parallèle au petit axe de l'ellipse, c'est-à-dire à la droite sur laquelle la projection du mouvement vibratoire est représentée par Ç; si de plus le rayon est polarisé de droite à gauche, les équations du mouvement vibratoire au moment où le rayon pénètre dans la lame sont
ç = a COS37r rp-»
>j = 0 sm 97r ^'
En désignant par 0 l'épaisseur de la lame d'air qui serait traversée par la lumière pendant un temps égal à celui qu'emploie le rayon ordinaire pour traverser la lame d'un quart d'onde, ces équa-
lions deviennent au point d'émergence
$= — <i sin97r(~i — -j-j v = b sin sit (y — j- ji
d'où
La lumière (émergente est donc polarisée rectiiignemenl, et son plan de polarisation fait avec la section principale de la lame un
angle dont la tangente est égale à + t • Si la section principale de
la lame est parallèle au grand axe de l'ellipse de vibration, la lumière émergente est encore polarisée rectilignement, et son plan de polarisation fait dans ce cas avec la section principale de la
lame un angle dont la tangente est égale à H —
La valeur absolue de la tangente de l'angle formé par le plan de polarisation de la lumière émergente avec la section principale de
la lame est toujours égale à t lorsque la section principale de la lame
est parallèle au petit axe de l'ellipse de vibration , et à - quand cette
section principale est parallèle au grand axe de l'ellipse; mais le signe de cette tangente dépend du sens dans lequel la lumière est polarisée elliptiquement, et aussi de la nature de la lame, comme le montre le tableau suivant, où les angles sont supposés comptés de droite à gauche pour l'observateur qui reçoit le rayon, et à partir de la section principale de la lame.
TiHGBIlTE DB L*AHOLS DU PLAA 1^^ DI POURISATIOIf ATR LA 8BCTI05
MFDLSITB OD «ÏGATITB. PRINCIPALI DB LA LAME
D'DH QOABT lyONDB.
Section principale de la| Polarisation elliptique de droite à gauche -f~T fome pai-ailèle au petit] axederdlipse ( j^ ^^^^ . droite — J
Section principale de la( Polarisation elliptiqup de droite à gauche -\-~
lame parallèle au grand \
axe de TeUipse ( : Ho gauche à droite — -
TANGENTE DE L*ARGLG DC PLAR
DE POLARISATION ATEC LA SBCTIOH LiMK
PBUICIPALB DE LA LAME ATTRACTIVE 00 POSITIVE
Section principale de lai Polarisation elliptique de droite à gauche — r^
lame parallèle au petit|
axe de l'ellipse ( de gauche à droite + ^
Section principale de la( Polarisation elliptique de droite à gauche
lame parallèle au grand < i
axe de l'ellipse ( de gauche â droite + -
L'action d'une iame d'un quart d'onde sur la lumière polarisée elliptiquement peut donc servir à calculer le rapport des axes de l'ellipse de vibration et à déterminer le sens dans lequel cette ellipse est parcourue.
187. Complèmeiit à 1» descriptioii des expérleiiCMi de IfOI. Flze»u et Fouenult. — Nous pouvons maintenant compléter la description des expériences exécutées par MM. Fizeau et Foucault pour démontrer que les lames épaisses et les lames minces agissent identiquement de la même manière sur la lumière polarisée. Supposons que dans ces expériences la section principale du Nicol qui sert d'analyseur soit parallèle au plan primitif de polarisation, et que la section principale de là lame cristallisée fasse avec ce plan un angle de AS degrés. Les bandes noires qui apparaissent dans le spectre de l'image extraordinaire correspondent alors aux rayons polarisés dans le plan primitif, c'est-à-dire pour lesquels la différence de marche 0 — E est égale à un nombre pair de demi-longueurs d'ondulation ; les maxima d'intensité qui se trouvent entre ces bandes proviennent des rayons qui sont polarisés perpendiculairement au plan primitif, c'est-à-dire pour lesquels la différence de marche 0 — E est égale à un nombre impair de demi-longueurs d'ondulation. Enfin les points intermédiaires entre les maxima et les bandes noires correspondent à des rayons pour lesquels la différence de marche 0 — E est égale à un nombre impair de quarts de longueur d'ondulation et qui doivent par conséquent être polarisés circulairement. Gomme le
rapport — 5r"Va en croissant du rouge au violet, on doit, en partant
d'une bande noire et en s'avançant vers l'extrémité la plus réfrangible du spectre, trouver en premier lieu, et avant le maximum le plus voisin, un rayon polarisé circulairement de droite à gauche si la lame cristallisée est répulsive, de gauche à droite si cette lame est attractive, puis, entre le maximum et la bande noire suivante, un rayon polarisé circulairement en sens contraire. Chaque bande noire doit donc être placée entre deux rayons polarisés circulairement en sens contraire, et celui de ces deux rayons qui se trouve entre la bande noire et l'extrémité la plus réfrangible du spectre doit être polarisé de droite à gauche si la lame est répulsive , de gauche à droite si elle est attractive.
Pour s'assurer de l'existence de ces rayons polarisés circulairement, il suffit de -placer sur le trajet des rayons au sortir de la lame cristallisée une lame d'un quart d'onde dont la section principale fasse un angle de lib degrés avec celle de l'analyseur: les rayons qui étaient polarisés circulairement sont alors transformés en rayons polarisés rectilignement , et réciproquement, et l'on voit dans le spectre les bandes noires se déplacer d'une quantité égale au quart de la distance qui sépare deux bandes consécutives, et dans un sens qu'il est toujours facile d'assigner à l'avance.
MM. Fizeau et Foucault ont constaté également que les rayons dont les teintes sont intermédiaires entre celles des rayons polarisés rectilignement et celles des rayons polarisés circulairement possèdent la polarisation elliptique.
CONSTITUTION DE LA LUMIÈRE NATURELLE ET DE LA LUMIÈRE
PARTIELLEMENT POLARISÉE <*.
188. EiLplIeiitioii des propriétés die la liimière naturel ou partiellement polarisée au moyen die la oueeeaoion rt pide ou de la simultanéité de vibrations différentes. — ]
forme la plus générale que puisse affecter la vibration d'une mol cule d'éther est, comme nous l'avons vu précédenmient (45), Te lipse; cependant, ni la lumière polarisée elliptiquement, ni la i mière polarisée circulairement ou rectilignement, ne reproduisent 1 propriétés de la lumière naturelle ou de la lumière partielleme polarisée : il y a donc lieu de rechercher quelle est la constitutii de ces deux dernières espèces de lumière.
La manière la plus simple de rendre compte des phénomènes qi présente un rayon naturel ou un rayon parliellement polarisé co siste à admettre, comme Fresnel l'a proposé pour la première foi qu'en un point donné d'un tel rayon la forme et l'orientation ( l'ellipse décrite par la molécule vibrante et la phase de la vibratû subissent des variations très-fréquemment répétées, l'intensité et période des vibrations demeurant seules constantes. On conç( alors que, si le rayon est reçu sur un analyseur biréfringent , l'intensi de cha(|ue image est variable d'un instant à l'autre, mais paraît, cause de la rapidité avec laquelle s'accomplissent ces variation conserver une valeur uniforme qui, suivant la manière dont s'effe luenl les changements que subissent les vibrations, peut être dépe dante ou indépendante de l'orientation de l'analyseur, mais qui da aucun cas ne peut se réduire h zéro. De plus, un rayon ainsi const tué doit évidemment conserver ces propriétés en traversant une lan cristallisée assez mince pour ne pas séparer les doux rayons issus (
t'5 Pour plus de développements, voyez, dans le lonie I" des OEutTes de Verdel, \c It. moire iutilulc : Étude sur la constitution de la lumière non polarisée et de la lumière p^ tiellement polarisée. On peut considier aussi le mémoire de Slokes : On Ihe (lomposili and Resolnlion of Polarized Liglit from différent Sourcos {Caniln\ Tram., IX, Hgg).
ia double réfraction. Le rayon sera d'ailleurs naturel ou partiellement polarisé suivant que les différentes polarisations qui se succèdent rapidement en un point de ce rayon se compenseront exactement ou bien d'une manière incomplète.
Nous avons déjà eu occasion, lorsqu'il s'est agi d'expliquer la non-interférence des rayons émanés de deux sources physiquement distinctes (28), de parler de ces changements rapides qui surviennent dans l'état vibratoire d'une source lumineuse et d'en indiquer les causes.
Un point important, c'est que les propriétés de la lumière naturelle, de m^me que l'impossibilité de faire interférer des rayons provenant de deux sources distinctes, s'expliquent tout aussi bien par la coexistence de vibrations diverses dans un espace très-resserré que par leur succession dans un temps très-court. Soit, par exemple, un gaz incandescent qui, comme on sait, émet toujours et dans toutes les directions de la lumière polarisée : à un instant donné, une des molécules du gaz émet des vibrations polarisées d'une manière déterminée, mais une molécule voisine émet des vibrations polarisées d'une autre manière, et, à chaque instant, il y a compensation exacte entre les polarisations diverses sur une très-petite étendue de la flamme; en sorte que, si l'on regarde celte flamme avec un analyseur biréfringent, l'intensité lumineuse est réellement variable d'un point à l'autre dans chaque image à l'instant considéré, mais que ces variations, insensibles à cause de leur grand nombre, donnent l'apparence d'une intensité uniforme indépendante de l'orientation de l'analyseur. La durée de l'incandescence pourrait donc se réduire indéfmiment sans que la lumière émise offrît des traces sensibles de polarisation. Cette considération est |)eut-être nécessaire pour expliquer dans certains cas l'absence de polarisation de la lumière électrique. En effet, il n'y a rien d'impossible à ce que la durée de certaines étincelles descende à un dixmillionième de seconde; les expériences de MM. Fizeau et Foucault permettent d'ailleurs de supposer que le mouvement vibratoire d'un de leurs points ne subisse pas de perturbations pondant la durée d'un million de vibrations. Dans ces conditions, le nombre des alternatives de vibrations que pourrait offrir la lumière serait au plus
tifl 60 pour une longueur d'onde égale à o^^.oooB, puisque pi celte longueur d'onde le nombre des vibrations est d'environ 600 t lions par seconde. Il serait bien dilTicile qu'un aussi petit nom] d'alternatives suffît à compenser les unes par les autres les divei polansations, et il semblerait, si on n'avait égard aux considé tions que nous venons d'indiquer, que la lumière de l'étincelle 1 offrir des traces de polarisation.
Ainsi on doit prendre également en considération la successi et la coexistence des vibrations diversement polarisées, pour rem compte des propriétés de la lumière naturelle ou partiellera' polarisée, mais il n'est pas nécessaire de traiter à part des effets ces deux causes , car tout ce qu'on peut dire de l'une peut se rép^ de l'autre. Nous nous bornerons donc , conformément à l'usi général, à considérer les effets d'une succession rapide de rayi diversement polarisés, et nous sous-entendroas toujours l'effet icl< tique de leur juxtaposition dans un espace lrès~resserré.
1 89. CsmUtlona «uxquellra doit «Btiolblre lû mjmUn de vibration* pour eanalltuer de ta luailère Ratnrelle.
La lumière naturelle est caractérisée par deux propriétés essi tielles :
I* Lorsqu'un rayon de lumière naturelle rencontre sous l'in dence normale un cristal biréfringent, il se divise en deux rayt dont les intensités sont indépendantes de l'orientation du cristal
9* Un rayon de lumière naturelle conserve cette première pi priété après son passage k travers une lame cristalline à faces par lèles, trop peu épaisse pour séparer l'un de l'autre les deux ray< issus de la double réfraction , et asset faiblement biréfringente pt ne pas établir de différence sensible entre leurs intensités.
Le système des vibrations diverses et diversement orientées d< la succession rapide constitue la lumière naturelle doit donc sat faire à deux conditions : Il faut d'abord que. si l'on projette à rbaq
''' On dit le plus aouvent que ce» tlem myoni Boni égaux en inlenùlé , mais cela r pM Ihcoriquement vrai, p(, inéme dans lea corps rurlemcnl birorrinj;enU, la diffère peul *lre rendue sensiMe ù l'eipériencc. Voyet à fe »iijel l(w rprhcrclit'g pholon)p|ri({ de M. ViMi:Ann.ilffhim.fUfph!i:.{3). I.X1X,«.3N,
instant la molécule vibrante sur un plan mené par la direction du rayon, la composante du mouvement vibratoire ainsi obtenue, cousidérée pendant un temps très-court mais suflisant pour contenir un nombre très-grand d'alternatives de vibrations, ait la même intensité moyenne, quelle que soit rorientalion du plan considéré; en outre, il est nécessaire que la même propriété subsiste après qu'on a soumis le rayon naturel à une action qui n'altère pas le rapport des intensités des composantes du mouvement estimées suivant deux directions rectangulaires, et qui ajoute une quantité constante à la différence de leurs phases. Nous allons nous proposer de trouver l'expression analytique de ces conditions et faire voir qu'il est possible d'y satisfaire.
Soient, dans un plan perpendiculaire à la direction d'un rayon lumineux non polarisé, deux axes rectangulaires quelconques. L'une quelconque des vibrations qui se succèdent en un point du rayon à de très-courts intervalles pourra être représentée par deux équations de la forme
ou, en faisant qtt ('"? + «) -^^^ 27r(iS— a) --= S^
jî=-asin(p, y = b^{n[<p + S),
On n'ôterarien à la généralité de ces équations, et on rendra la discussion plus facile, en supposant que a et i sont toujours positifs, pourvu qu'on regarde S comme susceptible de recevoir toutes les valeurs comprises entre zéro et 27r; les valeurs comprises entre zéro et TT répondront dans cette hypothèse à des vibrations polarisées elliptiquement de gauche à droite, et les valeurs comprises entre tt et 27r à des vibrations polarisées elliptiquement de droite à gauche.
Suivant deux autres axes rectangulaires menés dans le même plan, la même vibration elliptique aura pour composantes
X =^nsin 97r
X -^ X coscj + y suïù), y ^ X sinw + y <*0S6i
VtnDET, VI. — Optique, II.
en désignant par œ l'angle de Taxe des x avec Taxe des x : en développant les valeurs de x et de y, il vient
x' == (a cosù)r\- h cos^sincij) sin(p + ^ sin<îsinci;cos(p, y' = ( — a sinci»H- h cos<îcosw) sin(p-f b sin<îcosci) cos(p.
Si l'on reçoit le rayon normalement sur un cristal biréfringent orienté de façon que les plans de vibration des deux rayons auxquels il donne naissance soient parallèles aux axes des x' et des y\ dont la direction est tout à fait arbitraire, les intensités de ces deux rayons seront proportionnelles aux intensités des composantes représentées par les deux dernières équations, et par conséquent égales à
m^ (a^ cos^ w H- //- sin^ (m)-\- ^ab cos S sin oi) cos ci^)
et à
n^ («^ sm^co-\-b^ cos^w — *2ab cos^sin^ycoso;),
m et n étant deux coeCGcients très-voisins de l'égalité, mais non exactement égaux. Ces expressions dépendent de l'angle <y, mais elles varient d'un instant à l'autre avec les paramètres a, t, S^ et, pour que le rayon jouisse de la première propriété de la lumière naturelle, il faut et il suffit que les valeurs moyennes, prises pendant un temps très-court, mais assez long pour contenir un nombre très-grand d'alternatives, soient indépendantes de co. Donc, en désignant généralement par M (2) la valeur moyenne ainsi définie d'une quantité quelconque z, il faut et il suffit que les expressions
M (a^) cos^û^H-M (i^) sin^û;+ a M (^ab cos<î) sine; cosey et
M (fl^) sin2<y+ M [b^) cos^û; — qM [ab cos<î) sin&>cos<y
gardent les mêmes valeurs quel que soit <y, et par suite que l'on ait
M(a2) = M(ft2), M(a6cosf) = o.
La même propriété devant subsister encore après le passage du rayon à travers une lame cristalline, et en particulier lorsque la section principale de cette lame est parallèle à l'axe des .r, il faut et
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il suffit qu'en appelfinf s la (lifl*érence de phase qui s'ajoute dans ce
cas à la difl*érence S y c'est-à-dire la quantité que nous avons désignée
O — E précédemment par îtt — t-~' ^^ ^^*' H^^' 4"^ ^^^^ s»
M [^6cos(^+e)] = o, d'où
M [ah cos^) = o, M [ah s'mS) = o.
Ainsi les trois conditions suivantes caractérisent toute succession rapide de vibrations jouissant des propriétés par lesquelles on définit la lumière naturelle :
(T) I M [ahcoaS]^ 0,
f M [ah smS) -=•■ 0.
Il n'est pas difficile de prouver que, si ces conditions sont satisfaites relativement à deux axes rectangulaires OX et OY, elles le seront aussi par rapport à deux autres axes rectangulaires OX' et OY'^'. Si, en efl*et, on représente le mouvement vibratoire décomposé suivant ces nouveaux axes par les équations
x'=-- a' sin(p', y = h' sin(^'+ ^),
on doit avoir, d'après ce qui précède,
a sin(p' = [a cos<m) + h cos<îsinci») sin^ + A sin<îsinci> cos^, 6'sin(Ç'H- y) =-- (— a sino^H- h cos^cosw) sin^-f-6 sin^cosw cosÇ,
et par suite, en vertu des règles du calcul des interférences,
a^ = n^ cos^ ci) + h'^ sin^ (i)+ ^ah cos S sin ca cos œ , h'^^ =^ a^ sin^ ci)-\-b^ cos^ co — vtab cos S sin ùj cos d»,
, , , 6 sin ^ sin 4)
tang ((p' — (p) = 7 Y . -
" ^ ^ ^ ^ a cosci; -»- h cos d sm gj
. 6sin^cosct>
tang [(p'+S- (p) : .
"^ ^^ — asm oj-\-o cos ô
cosû;
On déduit de là par un calcul facile
ab' cos y =^ ah cos<î(cos^w — sin^ci)) — (a^- - 6^) sinci) cosci;,
n'V smS' -^ ah sin^,
et il est évident, à l'inspection de ces formules, que, si les conditions (i) sont satisfaites, on a, quel que soit d», c'est-à-dire quelles que soient les directions des nouveaux axes,
M(a'2)..M(P), M(>t'i'cos^)-o, M (ah' smS') -= o.
190* Coluitituflon des •jratémes de Ylbriitioiui les plus simples qui puissent former de la lumière naturelle. —
Les conditions que nous venons de trouver peuvent être satisfaites d'une infinité de manières qu'il est inutile de spécifier, mais il est intéressant de rechercher quelle est la combinaison de vibrations la plus simple qui y satisfasse. Une vibration à polarisation constante ayant des propriétés parfaitement distinctes de celles de la lumière naturelle, il faut au moins deux espèces de vibrations diverses alternant l'une avec l'autre. Soient «i, 6] , Si et a^^ h^^, S^ les paramètres caractéristiques des deux vibrations, t la durée pour laquelle on prend la moyenne des expressions a^, 6^, ah cos S et ah sin S y m^ et m^ les fractions de cette durée qui appartiennent aux deux modes de vibrations; on aura
M (a^) = mifl? + m.2a\,
}\{h^) = m,h\ + m.,h\, M (ah cos<î) — tniO^hi cos<î| + m^aob^cosS^^ M (^nh sin S) ^ m^ a^ h^ sin S^ -\- m^a,^^ h^ sin ^2 î
et par suite, si la succession alternante de ces rayons possède les propriétés de la lumière naturelle,
( mjrtf -f- m^al -- /n, if + m2i.^, (2 ) • nij r/| 61 cos Si + m.2 «2 ^2 ^os ^2 "^ ^ »
' m,^iAj sin Si -f- m^a^h^ sin ^2 ~" o.
On déduit immédiatement de ces deux dernières équations
tang^i = lang4, c'est-à-dire
Si =^ $2 ou Jj = TT + ^2-
La première hypothèse conduit immédiatement à
et, comme les quantités m^, m2» ^j» ^2> ^i» ^2 sont positives, d'après ce que nous avons supposé plus haut, cette relation ne peut être satisfaite qu'autant que Ton a
ou
ce qui montre que les deux rayons doivent être polarisés à angle droit l'un sur l'autre, et que leurs intensités doivent être en raison inverse de leurs durées. La seconde hypothèse indique que les deux vibrations doivent être polarisées elliptiquement en sens contraires et donne de plus la condition
Wi«i6i=-m2a2^2;
en la combinant avec la première des équations (a), on trouve facilement
fnim2à\al + mla^ = m, vi^a^b^ + m^n\bf ,
(miaj + m^al) (wt2a| — mib\) -= o , d'où
wiii? == m2«2, et par suite
m^ai^^m^bl
Les équations des deux rayons dont, l'alternance peut constituer de la lumière naturelle sont donc
Xi = fli sin (p.
^^-b^yJ^^siiKp,
ll est évident que les deux vibrations ainsi définies sont polarisées
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elliptiquement en sens contraires, quelles s'exécutent suivant des ellipses semblables, mais tellement orientées que le grand axe de l'une coïncide avec le petit axe de l'autre, et que leurs intensités sont en raison inverse de leurs durées relatives. Cette solution comprend comme cas particulier la précédente, car deux vibrations rectilignes perpendiculaires l'une à l'autre peuvent être regardées comme deux ellipses semblables placées de manière que le grand axe de l'une coïncide avec le petit axe de l'autre : en outre , comme dans des vibrations rectilignes il n'y a rien d'analogue aux deux sens de la polarisation elliptique, on peut toujours les assimiler à deux vibrations elliptiques de polarisations opposées.
En ayant égard à cette remarque on peut énoncer comme il suit le résultat des calculs précédents :
La lumière naturelle peut résulter de l'alternance de deux espèces de vibrations elliptiques seulement, pourvu :
1° Que les intensités de ces vibrations soient en raison inverse de leurs durées;
2° Que l'une des vibrations puisse être considérée comme dérivée de l'autre par une rotation de go degrés et par une réduction des axes dans un rapport déterminé;
3** Que les deux polarisations elliptiques soient d'espèces contraires.
M. Slokes a proposé d'appeler rayons contrairement pohrisés deux rayons polarisés elliptiquement qui satisfont aux deux dernières conditions. En adoptant cette définition on peut dire que le moyen le plus simple d'obtenir de la lumière naturelle consiste à faire alterner l'un avec l'autre deux rayons contrairement polarisés, les durées de leurs alternatives étant inversement proportionnelles à leurs intensités. Un nombre quelconque de couples de rayons contrairement polarisés satisfaisant à ces conditions est encore une solution du problème.
Le théorème qu'on vient de démontrer donne une infinité de manières de constituer de la lumière naturelle; mais il y en a encore une infinité d'autres sur lesquelles nous présenterons quelques remarques générales.
Considérons d'abord un système de p - - i vibrations rectilignes, entièrement arbitraires. Le système satisfera toujours à l'une des
conditions caractéristiques de la lumière naturelle, puisque, S ne pouvant être égal qu'a zéro ou à ?r, on aura nécessairement
M [ab siïiS) = o.
Désignons maintenant par A, B, C les valeurs des trois expressions M {a^)y M (i^), M [ab cos^), c'est-à-dire faisons
m^a^^ -\- m.2al -{- . . . -i-m^__ia^_j = A,
mib] + m^bl+ . . . -i-m^^^ ^2 ^^B,
±m^aibi±m.2(Lyb.2± . . . i 'w^«i «p^i ftp_i = C;
pour que le système jouisse des propriétés de la lumière naturelle , il suffira d'ajouter à ce groupe une z)**™* vibration définie par les paramètres a^y b^, m^ et satisfaisant aux conditions
ce qui a lieu si in^ a^, m^ b^ sont respectivement les racines positives des équations
et si Ton fait S ^- o on S ^= tt suivant que C est positif ou négatif. H v a donc une infinité de manières de constituer de la lumière nalurelle avec des vibrations rectilignes, sans qu'il soit nécessaire que ces vibrations se répartissent en groupes de rayons contrairement polarisés.
Un calcul tout à fait semblable montrerait qu'il y a aussi une infinité de manière^ de constituer de la lumière naturelle avec des vibrations elliptiques d'une forme déterminée, et a fortiori a\ec des vibrations elliptiques de formes divei^ses. Il est toujours nécessaire qne dans ces divers systèmes les deux espèces opposées de vibrations elliptiques existent simultanément, car avec des vibrations elliptiques d'une seule espèce on pourra satisfaire aux conditions
M (/(2) = M (/;2) . M ( «6 COS ^) = O
mais non à la condition
M{(ibsmS)=-- 0,
absmS étant toujours positif ou toujours négatif suivant que, <^ étant compris entre zéro et n ou entre tt et qtt, les vibrations sont polarisées de gauche à droite ou de droite à gauche.
191. Imitation des propriétés de la lumière naturelle à l'aide de la rotation d'un rayon polarisé. — L'impossibilité d'obtenir de la lumière naturelle avec des vibrations elliptiques d'une seule espèce fournit l'explication des résultats obtenus par M. Dove dans ses expériences sur la rotation des rayons polarisés ^^K Si l'on fait tourner rapidement un prisme de Nicol sur lequel arrive de la lumière naturelle, le faisceau émergent a toutes les propriétés de la lumière naturelle; mais si Ton fait tourner avec la même vitesse et dans le môme sens que le prisme de Nicol une lame de mica, le faisceau émergent, formé de vibrations elliptiques identiques dirigées dans tous les azimuts, produit les mêmes phénomènes de polarisation chromatique qu'un faisceau polarisé circulairement. Pour obtenir de la lumière naturelle, il aurait fallu laisser le prisme de Nicol immobile et faire tourner la lame de mica, ce qui aurait changé le sens de la polarisation elliptique à chaque demi -révolution.
Au point de vue d'une théorie tout à fait rigoureuse, ces expériences de M. Dove sont plutôt une imitation des propriétés de la lumière naturelle qu'une reproduction exacte de sa constitution. Un rayon polarisé dont le plan de rotation tourne avec une vitesse uniforme doit être, ainsi que l'a fait remarquer M. Airy^^^, considéré comme étant réellement la superposition de deux rayons polarisés circulairement en sens contraires, dont les périodes de vibration ne sont pas les mêmes. Soient en effet
x = rtC0sci)sin37r f^ + a y = asin<ysin27r f^ + a
les équations d^une vibration rectiligne qui fait avec l'axe des x uû angle <y ; si l'on suppose que ù) varie proportionnellement au temps «
<'ï Pogg, Ann., LXXÏ, 97.
f») Undulatory Theory ofLighly arl. i85 (3' édition j.
en sorte (jue àj=(jL-{-vt, on aura
y = « sin (^ + vl) sin qtt (?p + a j ->
et, par une transformation connue,
x = - sîn ("f" + ^) '+ a7ra+^ +-sin (-^p vj t + fi7ia -fiU
y=— -cos l"f"+>'J '4-97ra+|ùt +-COS ( -7p v\ f + 27ra— jùt •
Ces deux dernières équatiotis représentent évidemment la combinai^ son de deux vibrations circulaires de périodes différentes définies» par les deux groupes d'équations
or, ==-sin \~Y~^^) ^+2'^« + ft r
yi = — -cosj \^ + v) ^+27ra + ^ et
x^=- sin {-Y — int+ ^ita — ft h
y2 = - cos [^ (^-^ — t/J f + 97ra - |tz
Les mêmes remarques s'appliquent aux deux composantes d'une vibration elliptique et, par suite, à la vibration elliptique elle-mérac.
Mais, dans toute expérience du genre de celle de M. Dove, la décomposition d'un faisceau polarisé tournant en deux faisceaux de périodes diverses, et, par conséquent, différemment réfrangibles et différemment colorés, est absolument inappréciable. Les nombres
de vibrations de ces deux faisceaux sont représentés par ^ H et
TT. ^ c'est-à-dire, si l'on suppose que le prisme de Nicol fasse
looo révolutions par seconde, sont entre eux comme 6oo billions plus l'unité et 6oo billions moins l'unité, pour une longueur d'ondd égale à o""",ooo5. 11 n'y a aucun moyen d'établir entre de pareils
rayons une séparation sensible. Une vitesse d'un million de tours par seconde serait encore très-ëloignée d'être suffisante.
192. IneompAtibilité des diansemeiits eontinus dans les vlbrAiions avec rhomosénéité de 1» lumière. — Les
développements précédents conduisent à une conséquence curieuse, (jue M. Airy a sommairement indiquée sans la démontrer en détail, c'est que les changements qu'éprouvent dans la lumière naturelle la forme et l'orientation des ellipses de vibration ne peuvent être supposés continus si la lumière est absolument homogène. Tout changement continu d'une vibration elliptique consiste en effet en une série de rotations infiniment petites des axes de l'ellipse, accompagnées d'altérations infmiment petites simultanées du rapport des grandeurs de ces axes, et chacune de ces altérations elles-mêmes peut être censée résulter de la combinaison de mouvements vibratoires de périodes différentes. L'homogénéité absolue de la lumière n'est donc compatible qu'avec des changements tout à fait brusques et discontinus : une homogénéité sensiblement équivalente à l'homogénéité fibsolue exigerait des changements continus très-lents par rapport aux vibrations de la lumière, mais des changements continus qui s'accomplissent avec une vitesse comparable à celle du mouvement vibratoire résulteraient en réalité de la superposition de rayons différemment réfrangibles en même temps que différemment polarisés.
193. Constitution de la lumière partiellement polarisée. — Lorsque les conditions caractéristiques de la lumière naturelle ne sont pas satisfaites, on a, en prenant pour axes deux droites rectangulaires (|uelconques dans un plan perpendiculaire au ravon ,
M(^/6cos<î)--- C, M(^fisinJ)--D,
les quantités A, B, (1, D ayant des valeurs (|uelconques. et la lumière esl dite alors partlellemcfil pohmsfv.
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Si Ton désigne par A', B', C, D' les valeurs que prennent respectivement les expressions M(a^), M (6^), M (abcosS), M((ibsinS) lorsqu'on passe du système donné d'axes rectangulaires à un autre système défini par l'angle œ compris entre l'axe des a?' et l'axe des x, on aura, en vertu des calculs développés plus haut,
A'= Acos'-^^y + Bsin^o;— âCsin6;cos6i>, B' = Asin^^y + Bcos^û;— aCsinwcoso;, C = G (cos^ w — sin^ (w) - (A — B) sin (wcos a; ,
Si le système des vibrations traverse une lame cristalline biréfringente, on peut toujours supposer la section principale de cette lame parallèle à l'axe des:r' dont la direction est arbitraire; le passage à travers la lame n'altère pas les valeurs des coeflîcienls A' et B', mais la différence de phase <y devient égale à <y+e, et, si l'on désigne par C* et D" les nouvelles valeurs de M (abcosS) et de M (^absinS), on a
C"--= C'cose — Dsine, D'^-=C'sine + Dcose.
Les changements que peut subir un système de vibrations par suite d'une réflexion ou d'une réfraction simple ou double se traduisent toujours, soit par une variation dans le rapport des grandeurs des deux composantes du mouvement vibratoire [)arallèles à deux axes rectangulaires, soit par une altération de la différence de phase de ces deux composantes. On voit donc que, si les valeurs des coefficients A, B, G, D sont connues pour un système de vibrations, toutes les modidcations que pourra éprouver ce système par réflexion , réfraction, double réfraction sont entièrement déterminées, et deux systèmes pour lesquels ces coellicients ont les mêmes valeurs jouissent de propriétés tellement identiques qu'aucun des phénomènes que nous venons d'énumérer ne permettra de les distinguer.
Les valeurs des coefficients A, B, G , I) étant données par rapport à deux axes quelconques, on peut toujours trouver deux valeurs de co, différant entre elles de yo degrés, telles que G - o : il suffit pour
cela de résoudre Téquation
iang^ù) + —ç— tangw — 1 =o.
Donc, quelle que soit la constitution d'un système de vibrations, on pourra toujours trouver deux axes rectangulaires tels, que, par rapport à ces axes, la quantité M (ab cosS) soit nulle : c'est évidemment pour ces axes que les coefficients M (n^) et M (6^) ont leurs valeurs maximum et minimum. Si Ton désigne par Oa;} et par Oyi les axes pour lesquels C est nul, par Aj et Bj les valeurs que prennent respectivement M (a^) et M (b^) lorsqu'on rapporte le mouvement vibratoire à ces axes, enfin par Wj l'angle formé par l'axe Oa?i avec l'axe Ox, il vient
A, = A cos^û;, + B sin^^i ,
B, = Asin^û;, +Bcos^û)i.
Supposons que les quantités A^ et B^ soient inégales; on appelle alors plan de polarisation partielle le plan qui passe par le rayon et par l'axe Oarj ou par l'axe Oy^, suivant que l'on a Ai<c;Bi ou A,>B,.
Si les quantités Aj et Bi sont égales, il en résulte que A est égal à B, quelle que soit la direction des axes, et, par suite, que le coefficient C est toujours nul. Il est donc impossible que l'on ait par rapport à deux axes quelconques
sans avoir en même temps
M (abcosS)=- 0.
Cherchons maintenant ce qui se produit lorsque. Ai et B^ ayant des valeurs différentes, la lumière partiellement polarisée tombe sur un analyseur biréfringent dont la section principale fait avec le plan de polarisation partielle un angle égal à 9. On aura dans ce cas pour l'intensité de l'image ordinaire
Aisin^e + Bjcos^e,
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et pour celle de l'image extraordinaire
Ajcos^ô + Bisin^ô.
Les intensités de ces deux images dépendent de l'orientation de l'analyseur : l'intensité de l'image ordinaire est minimum quand 0 = 90% c'est-à-dire quand la section principale de l'analyseur est perpendiculaire au plan de polarisation partielle, et ce minimum est égal à Bi ; l'intensité de l'image extraordinaire est minimum quand ô=o, c'est-à-dire quand la section principale de l'analyseur est parallèle au plan de polarisation partielle , et ce minimum est égal à Aj. Aucune de ces intensités minima ne peut être nulle, à moins que l'on n'ait Aj= 0 ou Bj = o, c'est-à-dire à moins que toutes les vibrations du système ne soient reclilignes et contenues dans un même plan.
Si l'on a A= B et par suite Ai = Bj , les intensités des deux images dans l'analyseur sont indépendantes de l'orientation ; C est alors nul, quelle que soit la direction des axes. Cependant si, en même temps que l'on a A=^B, D n'est pas nul] le système de vibrations ne cons^ titue pas de la lumière naturelle. Si, en effet, on fait traverser à ces vibrations une lame cristalline, i devient égal à ^+5; G cesse en général d'être nul, et par suite l'égalité entre les quantités Aj et Bj ne subsiste pas, de sorte qu'après son passage à travers une lame cristalline cette lumière donne, sauf pour certaines valeurs particulières de l'épaisseur de la lame, deux images d'intensités variables dans un analyseur biréfringent. Si, au contraire, la lumière est naturelle, D est toujours nul, et par suite, après le passage de la lumière à travers une lame cristallisée d'une épaisseur quelconque, C reste nul et l'égalité entre les quantités A^ et Bj subsiste toujours, d'où il résulte que la lumière naturelle conserve après son passage à travers la lame la propriété de donner dans l'analyseur deux images d'intensités constantes. Gomme nous le verrons plus loin, lorsque A = B sans que D soit nul, la lumière peut être considérée comme résultant de l'addition d'une certaine quantité de lumière polarisée circulairement à de la lumière naturelle.
y/i POLARISATION CHROMATIQUE.
19/|. Claiislflcatioii des différentes espèces de lumière partiellement polarisée. — Une sculo question nous reste encore à examiner, celle de savoir si les divers systèmes de vibrations caractérisés ])ar des valeurs diverses des coellicients A, B, C, 1) peuvent se répartir en un petit nombre de groupes, présentant chacun un ensemble de propriétés communes, ou s'il faut se borner, dans chaque cas particulier, à déterminer, par une application des méthodes précédentes, les propriétés des divers systèmes qu'on rencontrera.
Il faut remarquer d'abord qu'à tout système de valeurs numériques des coefficients A, B, C, D ne répond pas nécessairement un système possible de vibrations diversement polarisées. Il est bien évident, par exemple, que les coefficients C et D ne sauraient être tous deux très-grands par rapport aux coefficients A et B. II est même facile de démontrer (pi'on a nécessairement, dans tout système réel de vibrations,
AB-(C2-fD2)>ô.
En effet, si l'on reprend les notations précédentes (189), on a
AB == (wiifl^f -h fWsfl^H ) (mi A? 4- m^bl H ),
O + D^^lniia^biCosSi + m^^iK^^^^i'^ )^
+ (^miaibis\nSi + m^a^ 1)2^11^ S^-i f,
et on groupe aisément les termes de ces deux expressions de manière à leur donner la forme suivante :
+ tn^m^npb^a^hpCOsiSp—S^)-h--
Il en résulte que AB — (C^ + I)^) se réduit à une somme de termes de la forme
m,, m^ [al A^ + aj 1,1 _ ,^^ f,^ ^,^ f,^ ^^^ (^^ - ^J]-
LUMIÈRE PARTIELLEMENT POLARISÉE. 95
Or cbacun do ces termes est évidemment plus grand qinî
c'est-à-dire qu'une quantité qui est toujours nulle ou positive.
AB — (C^ + D^) est donc nécessairement nul ou positif. Si d'abord on suppose AB — (C^-f-D^) égal à zéro, le système est équivalent h une vibration unique, invariable de forme, de grandeur et de position; car en faisant
tang^==^,
on a
ah cos<î= \/^AB ^r— =. '■ (^ ■
ah sin J = t /ÂB ^^ - 1).
Si AB est plus grand que C^ + D^, il y a une infmité de systèmes satisfaisant aux conditions
M («2) = A , M (i2) =^- B, M {ah cos ^) =^ C , M [ah sin S) -^ D.
En effet, AB étant plus grand que C^ + D^, on peut trouver une infinité de groupes de nombres A' et B' tels que l'on ait
Les nombres A', B\ C, D peuvent être considérés comme caractéristiques d'une vibration elliptique déterminée, et si l'on suppose que cette vibration alterne avec un système de vibrations qui satisfait aux conditions
M [ah cos^) = o , M [ah sin<î) = o ,
on aura obtenu un des systèmes caractérisés par les valeurs données de A,B, CD.
Parmi les systèmes en nombre infini qui jouissent tous des mêmes propriétés, il en est un qui, par sa simplicité, offre un intérêt par-
liculier : c'est ie système pour lequel A — A'=B — B', et qui, par conséquent, peut être représenté par. un faisceau de lumière naturelle et par un faisceau de lumière elliptique. Ces deux faisceaux sont l'un et l'autre entièrement déterminés. En appelant H la valeur commune de A— A' et de B — B', on a en effet
d'où
H = ^±iy/(A-B)2+/i(C2+D2).
Ces valeurs sont toutes deux réelles et positives; mais la plus grande étant supérieure à A et à B, la plus petite répond seule à la question, de sorte que
Le double de cette expression est l'intensité du faisceau de lumière naturelle qui peut être censé entrer dans la constitution du faisceau que l'on considère : cette intensité n'est nulle que dans le
cas où l'on a
AB = C^ + D
Les éléments du faisceau elliptique qu'il faut y joindre sont d'ailleurs
a2 = A-H = ^ + -;0A.-By^+4(C2+D2)
6^ = B-H = -^ + ^0A-By-^-h/ip4-D^),
COS è = ,— 1 Sin è =^ ,--—-- •
La polarisation elliptique de ce faisceau se change en polarisation rectiligne si l'on a D== o, en polarisation circulaire si l'on a A=B et par suite C=o. Ainsi tout faisceau lumineux homogène peut être regardé comme constitué par des proportions déterminées de lumière naturelle et de lumière polarisée à vibrations rectilignes, circulaires ou elliptiques. On peut dire que tout faisceau lumineux
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est naturel, polarisé ou partiellement polarisé. Les caractères de la polarisation complète et de l'absence de toute polarisation sont connus ; ceux des divers genres de polarisation partielle sont maintenant faciles à apercevoir :
i"" Si un faisceau lumineux peut être censé formé d'un faisceau naturel et d'un faisceau polarisé rectilignement, les deux faisceaux dans lesquels il se partage lorsqu'il rencontre sous l'incidence normale un cristal biréfringent ont des intensités variables avec l'orientation du cristal ; l'intensité de chaque faisceau polarisé est maximum lorsqi^e son plan de vibration est parallèle au plan de vibration du faisceau polarisé qui, dans le faisceau incident, se superpose à la lumière naturelle, et minimum lorsqu'il lui est perpendiculaire. Le passage du faisceau à travers une lame cristalline dont la section principale est parallèle ou perpendiculaire au plan de polarisation partielle ne modifie pas les propriétés de ce faisceau; mais, si la section principale de la lame a toute autre direction, la lumière polarisée rectilignement se trouve transformée en lumière circulaire ou elliptique et les propriétés du faisceau sont changées. C'est à un pareil faisceau qu'on applique ordinairement d'une manière exclusive l'expression de faisceau partiellement polarisé. On pourrait lui substituer celle Aq faisceau en partie polarisé rectilignement.
q" Si le faisceau lumineux peut être censé formé de lumière polarisée circulairement et de lumière naturelle, les intensités des deux faisceaux dans lesquels il est divisé par un analyseur biréfringent sont indépendantes de l'orientation, comme dans le cas de la lumière naturelle ou de la lumière circulaire, mais le passage à travers une lame d'un quart d'onde transforme ce faisceau en un faisceau en partie polarisé rectilignement, tandis que l'action de cette même lame ne modifie pas la lumière naturelle et transforme la lumière circulaire en lumière qui est en totalité polarisée rectilignement.
3* Si le faisceau peut être censé formé de lumière polarisée elliptiquement et de lumière naturelle, les intensités des faisceaux dans lesquels il est divisé par un analyseur biréfringent varient avec l'orientation sans jamais s'annuler, comme dans le cas de la polarisation rectiligne partielle ou de la polarisation elliptique totale. Mais
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le passage à travers une lame d'un quart d'onde dont la section principale est parallèle à l'un des axes de l'ellipse change la polarisation elliptique partielle en polarisation rectiligne partielle, tandis que dans les mêmes circonstances la polarisation elliptique totale est changée en polarisation rectiligne totale ; la polarisation rectiligne partielle, si la section principale de la lame d'un quart d'onde fait un angle de àb degrés avec le plan de polarisation partielle, se change en polarisation circulaire partielle, ce qui n'a pas lieu dans les mêmes conditions pour la polarisation elliptique partielle.
POLARISATION CHROHATIQUE DE LA LUMIERE PARALLELE
Nous allons nous proposer de rendre compte des colorations qui se produisent lorsqu'un faisceau polarisé de lumière blanche est reçu sur un analyseur aprè^ avoir traversé une lame cristallisée biréfringente. Nous supposerons d'abord que les rayons qui tombent sur la lame cristallisée sont parallèles; dans ce cas, tous les rayons traversent la lame cristallisée dans la mdme direction et sous la même épaisseur; cbacune des images que donne l'analyseur doit donc présenter alors une teinte uniforme en tous ses points. Nous nous occuperons en premier lieu du cas où les rayons parallèles sont normaux à la lame cristallisée. Comme cette lame est toujours supposée assez mince pour ne pas séparer les deux rayons réfractés auxquels donne naissance chacun des rayons incidents, ces deux rayons réfractés continuent à suivre le même chemin au sortir de la lame, elladiâférence de marche qu'ils présentent résulte uniquement dans ce cas de ce qu'ils ont traversé la lame avec dos vitesses inégales.
LcillÈKE NORUILË À LA LAHE UBISTALLISKE
Colorniion des Intasea dan» l'«n«lT*cup. — Prenons pour plan de figure (fig. 7) un pian perpendiculaire à la direction des rayons incidents; considérons en [lurliculier un de ces rayons , et soient PP' la trace sur le plan de ia figure du plan primitif de polarisation de ce rayon, II' celle de la section principale de la lame cristallisée, SS' celle de la section principale de l'analyseur; désignons par t et par « les angles que font avec le plan primitif de polarisation les scellons principales de la lame cristallisée el do l'aiinlv^ienr.
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Représentons par sin stt ^ l'un des mouvements vibratoires simples
dont la superposition constitue la lumière blanche sur le rayon incident, ce qui revient à prendre pour unité l'intensité de ce mouvement vibratoire , qui est dirigé perpendiculairement à PP' ; en pénétrant dans la lame cristallisée, ce mouvement se décompose en deux autres dont l'un, dirigé perpendiculairement à II', est représenté par
. . t cost sm âTT^f
et constitue le rayon ordinaire, tandis que l'autre, parallèle à IV et représenté par
— sinisinaTTsp»
constitue le rayon extraordinaire.
Si l'on désigne, comme nous l'avons fait précédemment, par 0 et E les épaisseurs de deux lames d'air telles, que le rayon ordinaire et le rayon extraordinaire emploient respectivement pour traverser ces lames d'air des temps égaux à ceux qui leur sont nécessaires pour traverser la lame cristalline , le mouvement vibratoire au sortir de la lame cristallisée a pour expression sur le rayon ordinaire
. . t costsmQTT^»
et sur le rayon extraordinaire
— sm 1 SmQTT I TpH r — 1 •
Dans la figure 7, OL représente le mouvement vibratoire sur le rayon ordinaire, et OK le mouvement sur le rayon extraordinaire; si l'on projette ces deux longueurs sur SS' et sur une droite perpendiculaire à SS', on voit que le mouvement qui s'effectue perpendiculairement à SS', c'est-à-dire le mouvement vibratoire du rayon ordinaire dans l'analyseur, est représenté par OF + OG, c'est-à-dire par
sint sin(i — s sin qtt l^^ Y"") + cost cos(t — s) sin Qirs;t
et que le mouvement qui s'effectue parallèlement à SS' et qui constitue le rayon extraordinaire dans l'analyseur est représenté par OM — ON , c'est-à-dire par
— sinicos(i — «)sin qtt («^H T~~)+ cost sin(< — «)sina7r^'
On a donc, pour les intensités o? et ^ du rayon ordinaire et du rayon extraordinaire au sortir de l'analyseur,
ùi?" = sin ^t sin **^ ( i — «) + cos^* cos ^ ( i — »<)
a sini cosisin(i — «) cos(i — «)cosa7r
^ = cos*^ t sin^ ( t — «) 4- sin^ i cos^ (« — « )
— Qsint cos«sin(i — 5) cos (/— s) cosott — r —
En remplaçant cos qtt — r — par 1 — 2 sin^Tr ^ \ ces expressions se simplifient et deviennent
Ir\ p 0? = cos^« — sin 21 sin2 (i — «) sin- tt — ^» e* = sm''« + sm 21 sin 2 [i — «^sm-^w — t —
Les valeurs de cii^ et de e^ sont fonctions de la longueur d'ondulation Xy car en premier lieu X entre explicitement dans le second terme de chacune de ces valeurs, et de plus la différence de marche 0 — E dépend elle-même de a. Les intensités des différentes couleurs simples dans chacune des images fournies par l'analyseur ne sont pas en général proportionnelles à ce que sont ces intensités dans la lumière blanche, et par suite chacune de ces images est colorée.
Après avoir ainsi expliqué le fait général de la coloration des images dans l'analyseur, il nous reste à rendre compte des différentes particularités que présente le phénomène. Remarquons d'abord que l'on a toujours
il en résulte que pour chaque couleur simple la somme des inten-
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sites du rayon urdinaire et du rayon extraordinaire est ligal celle du rayon incident, et par suite qu'en superposant les d images que donne l'analyseur on reproduit du blanc; ces d images offrent donc toujours des teintes complémentaires.
Les colorations des images ne dépendent que du second te: des expressions de 6^ et de £^, car les premiers termes sont ir pendants _de X. Or, si l'on fait varier les angles t et 3, ces seco termes varient, mais en conservant toujours des valeurs proporti nelles à leurs valeurs primitives pour les différentes couleurs simp chaque image conserve donc toujours la nidmc teinte, du mi tant que le second terme de l'expression de l'intensité de cette ini garde le même signe. Lorsque, par suite de la variation des ang et s, le signe de ce second terme change, l'image prend une te complémentaire de celle qu'elle avait auparavant; chacune images ne peut donc présenter que deux teintes qui sont comi mentaires l'une de l'autre.
Lorsque le second terme des expressions de w^ et de e* est pour toutes les valeurs de X, c'est-à-dire lorsqu'on îi
sina) sinQ(i — s) --= o,
les valeurs de (•>' et de s^ deviennent indépendantes de X, et par s les deux images sont incolores. Pour qu'il en soit ainsi, il faut l'on ait
sin3(i — s) = o,
ce qui montre que les deux images sont incolores lorsque la seci principale de la lame cristallisée est parallèle ou perpendiculain plan de polarisation primitif, et lorsque la section principale l'analyseur est parallèle ou perpendiculaire à la section princij de ia lame cristallisée. Il était facile de prévoir ces résultats ; effet, dans le premier cas, la lame cristallisée ne donne qu'un ra réfracté; dans le second cas, il y a bien deux rayons réfractés, n chacune des images de l'analyseur ne provient que d'un seul de rayons.
Si Ton a «= 0 ou « = go**, c'est-à-dire si la section principale de l'analyseur est parallèle ou perpendiculaire au plan de polarisation primitif, les quatre positions pour lesquelles on obtient dans le cas général des images incolores se réduisent à deux, et, dans chacune de ces deux positions, l'intensité de l'une des images est nulle.
On voit de plus que , pour chacune des images de l'analyseur, le passage d'une teinte à la teinte complémentaire a lieu lorsque le produit sinat sinâ(t — «) s'annule; ce passage s'effectue donc par l'intermédiaire du blanc.
La coloration des images, dépendant uniquement du second terme des expressions de ($? et de e^, est maximum en même temps que le produit sinai sina(i — «). Pour une même valeur de t, le maximum de coloration a donc lieu lorsqu'on a q(i — «) = 90'* ou i — «=45% c'est-à-dire lorsque les sections principales de la lame mince et de l'analyseur forment entre elles un angle de /i5 degrés. Le maximum de coloration aura le plus grand éclat possible si, en même temps que i — «= 45% on a ai = go** ou i = 45% c'est-à-dire si le plan de polarisation primitif fait un angle de 45 degrés avec la section principale de l'analyseur.
La disparition des teintes colorées quand la lumière incidente est naturelle se conçoit sans difficulté. En effet, d'après ce que nous avons vu précédemment (189), un rayon de lumière naturelle, après son passage à travers une lame cristalline biréfringente assez mince pour ne pas séparer l'un de l'autre les deux rayons isssus de la double réfraction, conserve la propriété de donner dans un analyseur biréfringent deux images d'intensités sensiblement égales; il est évident que ces images seront blanches lorsque la lumière incidente est blanche elle-même, puisque dans chacune de ces images l'intensité de chaque lumière simple sera égale à la moitié de ce qu'elle est dans la lumière incidente.
La disparition des couleurs lorsque la lame cristallisée est un peu épaisse est due à la cause qui fait disparaître les phénomènes d'interférence dans la lumière non homogène , dès que la différence de marche des rayons interférents est égale à un nombre un peu grand de longueurs d'ondulation. Considérons en effet une lumière simple dont la longueur d'ondulation est X; si le produit sinamna {i — s)
est positif, l'intensité de cette couleur est minimum dans l'image ordinaire et maximum dans l'image extraordinaire, lorsqu'on a
0 — E = (3ii + i)-; cette intensité est au contraire maximum dans l'image ordinaire et minimum dans l'image extraordinaire, lorsqu'on a 0 — E= 2n -; si le produit sin ai sin 2(1 — *) est négatif, ces
conditions sont renversées. La différence de marche 0 — E dépend en réalité de la longueur d'ondulation; mais si, comme cela arrive dans la plupart des cristaux biréfringents connus, la dispersion est très-faible par rapport à la double réfraction, on peut sans erreur sensible supposer 0 — E indépendant de X et poser
E = me
m étant une constante et z l'épaisseur de la lame cristallisée.
Si cette lame est épaisse et si, pour une certaine valeur de A, on a
le nombre n aura une valeur considérable, et par suite, pour une longueur d'ondulation X' très-peu différente de X, on aura
Donc, lorsque la lame est épaisse, il suffit d'une très-petite variation dans la longueur d'ondulation pour que, dans chacune des images, l'intensité passe du maximum au minimum, ou réciproquement; d'où il résulte, comme nous l'avons vu à propos des interférences, que ces images doivent paraître blanches. Mais, si on analyse la lumière d'une de ces images par le procédé de MM. Fizeau et Foucault, on obtiendra un spectre sillonné par une série de bandes noires parallèles.
Dans l'expérience des anneaux colorés de Newton , l'épaisseur e de la lame d'air pour laquelle la couleur dont la longueur d'ondulation est X présente un maximum doit satisfaire à la relation
ac=-(2w+i)-
loi*sque les anneaux sont vus par réflexion, et a la relation
lorsque ces anneaux sont vus par transmission. Donc, lorsque la dispersion est négligeable par rapport à la double réfraction et que par conséquent 0 — E est proportionnel à l'épaisseur de la lanoie cristallisée, les épaisseurs de la lame cristallisée pour lesquelles une certaine couleur présente un maximum d'intensité dans l'image ordinaire sont proportionnelles aux épaisseurs de la lame d'air qui, dans l'expérience des anneaux de Newton, donnent à cette couleur son maximum d'intensité par transmission si le produit sinot sins (i — s) est positif, et par réflexion si ce produit est négatif. Le même raisonnement étant applicable à l'image extraordinaire, on voit que, si Ton fait varier l'épaisseur de la lame cristallisée, les teintes des deux images dans la lumière blanche se modifient suivant les mêmes lois que celles des anneaux colorés de Newton, c'est-à-dire que les épaisseurs de la lame cristallisée qui donnent naissance aux différentes teintes sont proportionnelles à celles des lames d'air qui produisent les mêmes teintes par réflexion ou par transmission. Si le produit sinQisinQ(i — «) est positif, les teintes de l'image ordinaire correspondent aux couleurs des anneaux vus par transmission, et celles de l'image extraordinaire aux couleurs des anneaux vus par réflexion : c'est l'inverse si le produit sinutsinn (i—^) est négatif.
En supposant le produit sinâtsinâ(t — s) positif, il faut, pour que la teinte de l'image ordinaire dans l'analyseur et la teinte transmise par une lame d'air soient identiques, que l'on ait, pour l'épaisseur e de cette lame d'air,
fàe
On retrouve ainsi la loi posée par Young , que nous avons énoncée plus haut (177) et qui est devenue le point de départ de la théorie de la polarisation chromatique telle que nous venons de l'exposer.
AMl*n 4*uBe lame cria«»IUBe ép«l«M aur tm
- Lorsqu'un rayon polarisé traverse une 1 cristalline épaisse, il ne produit, comme nous l'avons vu, auc coloration dans l'analyseur, mais, suivant la valeur de l'angle i rayon présente au sortir de la lame les propriétés d'un rayon de mière naturelle ou celles d'un rayon partiellement polarisé.
Lorsque la lame cristallisée est épaisse, le facteur sin'nprend dans une région très-restreinte du spectre toutes les vali comprises entre zéro et i ; on peut donc sans erreur sensible mettre que, pour cette région du spectre, ce facteur a une va constante égale à sa valeur moyenne, c'esl-à-dire à -; le même sonnement pouvant s'appliquer à toutes les régions du spectn facteur sin^ir —r— peut être supposé égal à - lorsqu'il s'agin déterminer les intensités ^ et e^ des images ordinaire et extrao naire. Les expressions de ces intensités deviennent par conséqui
<ll^= cos e' = sin'
Si l'angle i est é
-sin2isina(i — a), sinai sin3(i — «).
à &5 degrés, on a
(û^= cos' a — - cos a» = é' = sin'a H- - cos a» =
Les intensités des deux images sont donc dan8 ce cas iodé] dantes de l'angle s et égales chacune à la moitié de l'intensiU rayon incident. Les rayons qui émergent de la lame cristal! jouissent par suite, lorsque l'angle i est égal à A5 degrés, de < propriété fondamentale de la lumière naturelle, de donner dam analyseur deux images dont les intensités sont ïndépendaDtei l'orientation de la section principale de l'analyseur. Pour distini la lumière ainsi produite de la lumière naturelle, il faut avoir cours à un procédé qui permette de résoudre In lumière blanch< ses éléments, comme dans la méthode de MM. Fizcau et Foucai
iarisation, IF et JJ' sont les traces des sections principales de la première et de la seconde lame, SS' celle de la section principale de l'analyseur.
Au sortir de la première lame, le mouvement vibratoire du rayon ordinaire , qui s'effectue suivant la droite Ot perpendiculaire à 01 , est représenté par
t O cost sma^
et le mouvement vibratoire du rayon extraordinaire, qui s'effectue suivant 01 , est représenté par
— sm t sm 27r
Si Ton désigne par 0' et E' les quantités qui pour la seconde lame ont la même signification que les quantités 0 et E pour la première lame, on voit qu'au sortir de la seconde lame le mouvement vibratoire du rayon ordinaire , qui s'effectue suivant la droite 0/ perpendiculaire à OJ , est représenté par
/t 0-+-0\ . ... ft E-f-0'\
costcosasmsTT ( ^ r — I — smflsmismaw iv^ T"/'
et que le mouvement vibratoire du rayon extraordinaire, qui s'effectue suivant OJ, est représenté par
smi cosa smsTr ( r-p >— 1 +cost sma sm qtt (^ r~y*
Enfin, dans l'analyseur, le mouvement vibratoire du rayon ordinaire, qui s'effectue suivant la droite Os perpendiculaire à OS, est représenté par
cos t cos a cos (fl + 1 — «) sm 27r ( ^ r— 1
— smt sma cos(a + i— «-«jsmaw ( ^ r — 1
... . / . V . f t E4-E'\ + smi cosasm (a+t — «j smaw Uj, 5— 1
cosismfl sm(<i + i — *) smaTr
On déduit de ià pour Tintensitë (tfl du rayon ordinaire l'expression suivante :
ûr = I costcosa cos («+« — «) cos aw — ^
— sini sina cos(a+i — «)cos2w — ; —
E-+-E' + sini cosfl sin (a + i— «)cos2w — - —
+ COSI sina sin(a + t — «jcosaw — j—
+ cosi cosrt cos ya + % — s) sinsTr — r —
— sint sinfl cos (fl + t~.s)sin9ir — ^ —
+ sin t cosfl sin (a + t — «)sinQ7r >
+ cost sina sin (fl + i — «)sinQw — r— r .
Des transformations faciles donnent
ûi^ = cos^« + sinat sinaa cos a (a + 1 — 5) sin^w — r —
~ cosat sinaa sina (fl + i — «) sin^w — j —
n • / , • \ • O O — E-hO — E'
— smat cos^fl sina(a+t — «j sin^w j
+ sin at sin-* a sui a (a + 1 — 5) sm^w ^ •
L'intensité e^ du rayon extraordinaire étant toujours complémentaire de celle du rayon ordinaire, on a
c^ = sin^ s — sin ai sin aa cos a (a + » — «) sin^ tt — j —
+ cos at sin aa sin a (a + 1 — «) sin^ tt — r— ^
, • • o • / , • \ • o O — E4-O— E' + smat cos'' Il sma(fl + 1 — «) sm** w ;^
• • Q • / , • \ • O O — E — fO — E) — sm at sm^ a sm a ( « + i — « ) sm^ tt ^^ •
Ces expressions montrent qu'en générai les teintes des images que donne l'analyseur changent lorsqu'on fait varier l'un des angles t, a ou s, c'est-à-dire lorsqu'on fait tourner l'analyseur ou l'une des deux lames cristallisées ; les nouvelles valeurs que prend pour les différentes couleurs simples la somme des termes qui, dans l'expression de l'intensité, dépendent de la longueur d'ondulation, ne sont plus en effet proportionnelles aux valeurs primitives de cette somme pour les mêmes couleurs, ainsi que cela avait lieu dans le cas d'une lame unique. On voit donc qu'en général le système formé par deux lames cristallines superposées n'équivaut pas à une lame unique.
Si les sections principales des deux lames sont parallèles, on a
et les expressions précédentes deviennent
<Mr=-- cos^s — smat sm 2 (t — «) sm^w > »
9 • i> , • • • /• \ • o O— E-4-0' — E' e^ = sin^s + sin ai sm a (t — s) sm^ tt ^
Si les section principales des deux lames sont perpendiculaires, on a
TT
et
ùr= cos^«— smat sin î? (i — «j sm-^Tr j *
o '9 , • • • / • \ '9 ^ '^ ( ^ rj ) e^== sm-'^ + sinai sma (< — «) sin-^Tr >■
On voit que le système des deux lames équivaut à une lame unique toutes les fois que les sections principales des deux lames sont parallèles ou perpendiculab*es. Si les deux sections principales sont parallèles, l'addition de la seconde lame équivaut à une augmentation ou à une diminution d'épaisseur suivant que les deux lames sont de môme signe, c'est-à-dire toutes deux attractives ou toutes deux répulsives, ou de signes contraires, c'est-à-dire l'une attractive et l'autre répulsive; si les deux sections principales sont perpendiculaires, l'addition de la seconde lame é(|uivaut à une di-
minution d'épaisseur lorsque les deux lames sont de même signe, et à une augmentation d'épaisseur lorsque les deux lames sont de signes contraires.
De ce qui précède résulte un moyen simple pour reconnaître si un cristal est attractif ou répulsif. Il suffit de tailler une lame de ce cristal , d'observer les teintes que donne cette lame dans la lumière polarisée et de lui superposer une lame d'un cristal dont le signe est connu, de façon que les sections principales des deux lames soient parallèles; si les nouvelles teintes que présentent alors les images de l'analyseur sont plus élevées dans l'échelle des couleurs de Newton que les premières, les deux lames sont de même signe; si, au contraire, les teintes se sont abaissées, les lames sont de signes contraires.
Lorsque les sections principales des deux lames sont parallèles ou perpendiculaires, les phénomènes sont indépendants de l'ordre de superposition des deux lames. Mais il n'en est plus de même dans le cas général; car, si l'on intervertit l'ordre des deux lames, il faut remplacer dans les formules t par a + i et a par — a, ce qui change les valeurs de o^ et de e^, à moins que a ne soit égal à zéro ou à 90 degrés.
B. LumÈRB OBLIQUE X LA LAME CRISTALLlséB.
198. Calcul de 1» différence de mttrelie. — La théorie à l'aide de laquelle nous avons expliqué la coloration des images dans le cas de l'incidence normale s'applique également au cas de l'incidence oblique, les rayons qui tombent sur la lame cristallisée étant toujours supposés parallèles. La seule difficulté qui se présente lorsque les rayons sont obliques par rapport à la lame cristallisée consiste à calculer la quantité que nous avons désignée par 0 — E. Cette quantité n'est autre que la différence de marche rapportée à l'air du rayon ordinaire et du rayon extraordinaire qui , au sortir de la lame, se propagent suivant la même droite. Dans le cas de Tincidence oblique, cette différence de marche ne provient pas uniquement de ce que les deux rayons se sont propagés dans la lame cristallisée suivant des chemins différents et avec des vitesses différentes; elle dépend aussi de la différence des chemins parcourus dans l'air
il2 POLARiSAT[0> CHROMATigifE.
avant l'entrée dans la lame. Suivant une droite RT (fig. ^) parallèle à la direction des rayons incidents, se propagent en effet deux rayons provenant l'un du rayon réfracté ordinaire IR, l'autre du rayon réfracté extraordinaïra l'R; ces deux rayons réfracUi Tespondent eux-mémeèm deux rayons incidents SI «t^'.
Si du point 1' on abaisH niks perpendiculaire l'K sur SI, fi l'on prend pour unité la vitesse de la lumière dans l'air et si l'on désigne par v et v' la vitesse du rayon ordinaire suivant IR et la vitesse du rayon extraordinaire suivant l'R, on aura pour la différence de marche rapportée à l'air des deux rayons qui se propagent suivant RT
E = IK+!î-!ï
Le procédé le plus simple pour calculer cette différence de marcht* consiste à substituer à la considération des rayons celle des ondes planes. Au faisceau de rayons parallèles qui tombe sur la lame correspond une onde plane perpendiculaire à la direction de ces rayons; cette onde donne naissance à deux ondes réfractées, l'une ordinaire, l'autre extraordinaire; fi l'émergence, ces deux ondes réfraclées produisent deux ondes planes, toutes deux perpendiculaires à la direction des rayons émergents. La différence de marche des deux ondes émergentes qui proviennent d'une même onde incidente; Ml évidemment égale à la différence de marche des deux rayons é{M»t gents qui se propagent suivant la même droite, c'est-à-diré :àili quantité que nous avons désignée par 0 — Ë. Soient SI (fig. K^lvU rayon incident et IM l'onde incidente passant par le point I; '«ii bout de l'unité de temps, l'onde Incidente occupe la posilionJi^ l'onde réfractée ordinaire la position PT, et l'onde réfractée extraordinaire la position QT. La construction de Huyijhens montre que ces trois ondes se coupent suivant une même droite passant par le point T et compri.'-e dans la farc d'incidence; si donc on abaisse du
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point I trois pcqjendieutaircs sur ces trois ondes, c<?s trois porpendiciilaires lA, IB, IG seront romprises dans le iiiiîiur plan. lA représcnlfi la vitesse de propagation de la lumière dans l'air, IB la vitesse de propagation norninio de l'onde ordinaire dans le cristal , vitesse (jiie nous dt^signerons par «. et IG la vitesse de propagation normale de l'onde extraordinaire, vitesse que nons di^slgnorons Fig. tu. par II'. Kn appelant I l'angle
d'inridence , R et II' les anj^ies que font avec la normale à la face «l'incidence les normales IH et IG menées à l'onde ordinaire et à l'nnde extraordinaire, on a
Kn s'appuyant i la diffi'renefl de i
( sin lt=^^ u sini, ( sinR'=-«'sinl.
ir ces dernières relations, il est facile de calculer arche 0— K. Considérons le point I (lig. ii) comme l'origine de deux ondes planes, l'une ordinaire, l'autre extraordinaire, et soient IF et lE les normales menées à ces ondes par le point I. La différence des temps qu'emploient cesdenx ondes planes partant simultanément du point I pour atteindre la position EH est égiile à
JP ,
IK
FH
l'air étant prise pour unité, celle
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différence n'est autre que la différence de marche rapportée à l'air, c'est-à-dire la quantité que nous avons désignée par 0 — E. Menons la droite IN normale à la face d'incidence, et du point N, où. cette droite rencontre la face d'émergencç, abaissons deux perpendiculaires NL et NK sur lE et IF et une perpendiculaire NG sur le prolongement du rayon émergent ER : nous aurons
En considérant l'onde EH comme une onde incidente et en désignant par M le point où la droite FH prolongée rencontre NG, on Voit que l'on a
EG=FH + FM, FM
car les droites NL, NK et NG ne sont autres que les traces sur le plan de la figure de l'onde incidente et des deux ondes réfractées qui passent simultanément par le point N. En tenant compte des relations que nous venons d'obtenir, l'expression de la différence de marche se réduit à
En désignant par e l'épaisseur de la lame, on a donc
^ T^ /cosR cosR'N 0 — E == e — »
ou, en remplaçant u et u' par leurs valeurs tirées des équations (i). (q) 0-E^esinI(cotR~cotR').
Dans cette expression I est l'angle d'incidence, R et R' senties angles que fait la normale à la face d'incidence avec les normales à Tonde ordinaire pt h l'onde extraordinaire.
I. Crist\ix a tn axe
199. GxpreMion générale de la dlfféremee de mardic dan» le» eristaux à un axe. — Nous allons appliquer en premier
lieu les formules <\w nous venons d'obtenir an calcul de la àiiïérencf^ de marche dans les cristaux à un axe. Dans ces cristaux Vé- 4]uation de la surface do Tnnde est
(x- + y^ + ;-'- 6-1 ffl-'x^ + A* (y* + 2') -«***] = <>.
La vitesse de l'diide onlinaire est constante et l'jfale à /»; on a donc
sinK-Asinl.
LVqunlion de la surface d'»ilasticité ou surface des vitesses normales (125) montre d'ailleurs que, si l'on désif^ne par h' la vitesse de propagation normale de l'onde o\traordinaire et par 6 l'angle que la normale à cette onde fait avec l'axe du cristal, on a
M'^ = = ffî--^rtS_A*)c0SÏ9.
Soienl ( (ij;. i -j ) IN la normale à la face d'incidence , lA la direction de !'a\e du cristal, lE la normale à l'onde extraordinaire; appelons rî l'angle NIA, c'est-à-dire l'angle que fait la normale à la face d'incidence avec l'axe, et en l'angle des deux ]dans ME et NIA, c'est-à-dire l'angle des deux plans menés par la normale à la face d'incidence qui contiennent l'un la direction de l'axe, l'autre la normale à l'onde extraordinaire; une formule connue de trigonométrie sphërique donnera
cos6= cosicosR' -|- siD^sinR' cosw,
'*■"' En résumé, les équations qui servent à cal-
culer la dîiïérencc de marche dans le cas des cristaux à un axe soni donc
0~E = csinl(cotR-cotR'), sin R =- 6 sin I .
(3) '' sinR' = «'sinl.
„'=: = «^-^„ï-/,-^)cos='Ô,
ros6 = cosJcosR' + sin^sinR'i'iisiu.
Entre ces cinq équations on peut éliminer les quatre quantités K, R', xi et 0 de façon à obtenir 0 — E en fonction des quantités e, I, ^ et 0).
200. IjAine perpendieulaire àTaiKe. — Nous allons examiner successivement un certain nombre de cas particuliers, et en premier lieu celui où la lame est perpendiculaire à Taxe. On a alors S^= 0 ; de plus, comme, dans le cas des cristaux à un axe, la normale à Tonde extraordinaire est toujours comprise dans le plan d'incidence, et que ce plan d'incidence contient l'axe lorsque la lame est perpendiculaire à Taxe, l'angle o) est nul.
On a par conséquent, d'après les équations (3 ),
d'où
et
d'où
cos 6 = cos R', 0 = R',
„'2 _ ^2 - ( ^2 _ J2\ cos^ R' = -^^'
sm^n =- — -r
,-.(^,i_6»)sinM
,D/ Vi-a*sinM coin = -j—^— i — •
On a d'ailleurs
b sin 1
il vient par suilo
K - \ (\/î~Fsin'^ 1 - \/7^irsînM
On voit que la différence de marche est positive ou négative suivant que l'on a ft<Ca ou />>a, c'est-à-dire suivant que le cristal est répulsif ou attractif.
Si l'on met l'expression de la différence de marche sous la forme
ÇK p e (ff'-/r)sinM
^ \ \ — o- sur l H- y 1 — // sm 1
3n voit que cette différence de marche croit en valeur absolue avec l'angle d'incidence et qu'elle est nulle lorsque la lumière incidente est normale à la lame.
201. lAme parallèle à Tame. — Lorsque la lame est parallèle à l'axe, il peut se présenter trois cas, suivant que le plan d'incidence contient l'axe, ou est perpendiculaire à l'axe, ou occupe une position quelconque.
i" Plan d'incidence contenant Taxe, Lorsque le plan d'incidence est une section principale, c'est-à-dire contient l'axe, on a
d = - » • ci;=o.
Il vient alors, d'après les équations (3),
cos 0 «= sin R',
d'où
u'>^.^^(a»-i^)sin»R'-^,
i-i-(a"-6*)sinM
et
cotR'=-V^--^-^^.
asml
En substituant cette valeur dans l'expression de la différence de marche, on a
E = eV/i~6'^sinM(j
On voit que la différence de marche est positive ou négative suivant que le cristal est répulsif ou attractif, et qu'elle décroît en valeur absolue lorsque l'angle d'incidence augmente. Il résulte de là que, si une lame parallèle à l'axe reçoit d'abord normalement la lumière incidente et si on fait tourner cette lame autour d'une perpendiculaire à l'axe, l'accroissement de Imclinaison de la lame sur la direction des rayons incidents équivaut à une diminution d'épaisseur et fait descendre les teintes des images.
9* Plan d* incidence perpendiculaire à Taxe. Lorsque le plan d'inci-
dcnce est perpendiculaire à Taxe, on a
et pur suite
On déduit de là
n' = rt.
C0SÔ=O, ô==-
sin n = ^/ sml, cot n =- r— = — >
et enfin
E = ^(aV^i - 1/' sinM - iv/i - '«' sinM
Cette expression est positive ou négative suivant que le cristal est répulsif ou attractif. En la mettant sous la forme
«^av/i-6*sinM-h6v/i-a^sinM'
on voit qu'elle croît en valeur absolue à mesure que l'angle d'incidence augmente. Il résulte de là que, si une lame parallèle à l'axe reçoit d'abord normalement la lumière incidente et si on fait tourner cette lame autour d'une parallèle à Taxe, l'accroissement de Tinclinaison de la lame sur la direction des rayons incidents équivaut à une augmentation d'épaisseur et fait monter les teintes des images. Ainsi se trouve démontrée la loi établie expérimentalement par Biot et qui consiste en ce que l'inclinaison de la lame élève ou abaisse la teinte suivant qu'elle se fait autour d'un axe parallèle ou perpendiculaire à l'axe du cristal.
3° Plan d'incidence quelconque. Lorsque le plan d'incidence occupe une position quelconque, ^ est encore égal à 90 degrés, mais w a une valeur quelconque. On a alors
cosÔ = sinR' cosûi),
s II'
u ^ = 0? — (n^— h^) sin^ U' ros^ w = —r
\ I su
Slll* i
d'où
• .2 D/ ^^ suri
sm ^ — ,^.(^,s_fta;si,iqcos«/y'
^, \ i-f- V^' — ^').sinM cos^îi) a' si 11* I
cot n ^= = — i
asm 1
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et
0 17 r\/i-~6*sinM v/i — (fl*sin^fii)-4-6*cos*w) sinMl _E = e|_l g V _ j.
On ne peut dire d'une façon générale comment varie cette expression avec l'angle d'incidence I. Si on égale à zéro la dérivée par rapport à I de la valeur trouvée pour la différence de marche , il vient
. r a^sin^&>-f-6'cos*6»; l '^ 1
sin I cos 1 / , . . a n i — > . . , » / ,. .=rî == o .
La y i — (a' sur ci>-f- 6* cos' oj) sm* 1 y i — 6* sm* I J
On voit par là que, pour une valeur donnée de d;, il existe toujours une valeur de l'angle d'incidence, différente de zéro et de 90 degrés, telle, que de petites variations de part et d'autre de cette valeur ne produisent que des changements insensibles dans les teintes des images.
Si l'angle d'incidence est peu considérable , on peut évaluer, par approximation, les radicaux contenus dans l'expression de la différence démarche, et il vient alors
E = ^ïa-b + ^smn [b («2 sin^ 01 + 62 cos'cS)^ab
-^[a^b + ^-^[{a^-b^)sin^a> + b^-^ab]] a—hf , fesinM r- . i \ . .- ni
=^- e — 1— i -I (a sm^ oj — h cos-^ gj) •
Si donc on a
taug2o> = -,
les teintes des images sont indépendantes de l'angle d'incidence, pourvu que cet angle soit suffisamment petit.
202. lAme quelconque. — Dans le cas le plus général, la lame a une direction quelconque et les formules (3) ne se simplifient pas : on a donc
sin2R' = sinM[«^ (a'-î 6^) (cos^cosR'+sin^sinR' cosa;)^],
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d'où on lire
1 • of r o (a' — 6*)(cos^cotR'4-sin^cosai)'l rrîT/ =^ sur la* -rnp -
et
col^ R' sin2 1 («2 sin'^+ 6* cos^S)
— a col R' sin^I (a^ — i^) sin Jcos<îcos<i;
+ sin^I [a^ — (a^ — b^) s\n^ S cos^ cj] — i = o.
Cette équation donne deux valeurs pour col R' sini; il est facile de voir que ces deux valeurs sont réelles et de signes contraires. Le terme tout connu est en effet toujours négatif, du moins tant que le milieu extérieur est moins réfringent que le cristal; car si i<^# on a
a^— [à^— b^) sin^ i cos* gj < à^ < i ,
et, si b'^a, on a
à^— {a^— 6*) sin'^cos* &)<«*— {^^— ^^) <I * >
le facteur qui multiplie sin^I étant dans tous les cas inférieur i l'unité, le terme tout connu est négatif.
Les angles R' et I étant tous deux plus petits que 90 degrés, la valeur de cot R'sinI doit être positive, d'où il résulte qu'en résolvant l'équation du second degré on doit prendre le radical avec le signe +.
La valeur de cot R' sin I se trouve ainsi déterminée ; on a d'ailleurs toujours
cot n sm 1 == ^. ;
en substituant ces valeurs dans la première des formules (3), on a l'expression de la différence de marche 0 — E en fonction des angles I , (û et S,
Cristaux ï deux axes
203. Formules générales. — Dans les cristaux à deux axes, bien qu'il n'y ait pas de rayon ordinaire, l'expression de la différence de marche est la même que pour les cristaux à un axe, et l'on a , en appelant R' et R^' les angles que font les normales aux
LUMIÈRE PARALLÈLE. ISl
deux ondes réfractées avec la normale à la lame,
(i) 0-E = e(cotR'sinI-cotR'8mI).
Les vitesses u' et u' doivent encore satisfaire aux relations
(a) sinR' = u'sini,
(3) sinR'^u'sinl;
mais dans les cristaux à deux axes les deux vitesses vl et u' ne sont plus définies par des conditions distinctes; ce sont les racines d'une même équation qui est , comme nous Tavons vu dans la théorie de la double réfraction (125),
, , V cos* l cos* m cos* n
\ / ur^a u—b vir — c
l,m,n désignant les angles que fait la normale à Tonde réfractée avec les axes d'élasticité du milieu.
En remplaçant dans les équations (a) et (3) u' et u" par les valeurs déterminées pour u à l'aide de l'équation (&), on aura les angles R' et R", et par suite l'équation (i) permettra de trouver l'expression de la différence de marche en fonction de l'angle d'incidence 1 et des angles l, m, n. Ces angles l, m, n peuvent être exprimés eux-mêmes en fonction des angles qui définissent la position de la face réfringente et du plan d'incidence par rapport aux axes d'élasticité, c'est-à-dire des données particulières de la question. Nous ne ferons pas le calcul pour le cas général, ce qui n'offrirait aucun intérêt; nous nous bornerons à examiner un certain nombre de cas particuliers remarquables. Nous supposerons toujours que Ton a a > b > c, c'est-à-dire que l'axe des x est l'axe de plus grande élasticité, l'axe des y l'axe de moyenne élasticité, et l'axe des z l'axe de plus petite élasticité ; nous admettrons de plus que les trois quantités a, b, c sont inférieures à l'unité, c'est-à-dire que le milieu extérieur est moins réfringent que le cristal.
Ii»me pcrpeiidieuliiire m Tame de plus petite él
tielté. — Supposons la lame perpendiculaire à l'axe de plus petite élasticité, c'est-à-dire à l'axe des z, et soient alors 6 l'angle du plan
(l'incident
d'oii cos/ =
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, plan (jui contienl Iitujours \a normale à l'onde réfractée, avec le plan des jz, c'est-à-dire avec le |)lan qui contient l'axe de plus grande et l'axe de plus petite élasticité, et R l'angle que forme la normale à l'onde réfractée avec l'axe des ;. La figure 1 3 , oîi OQ représente la trace du pian d'incidence sur le plan des xy, montre Pi ,j que Ton a
is ROj:= -sinRcosS, cosm=cosROy = sinRsinÔ, cosn = cosR,
s6 _ sinfl ^ cotll
X/i-t-cofMl L'équation
peut ^tre mise sous la forme
En remplaçant dans l'équation [It) u, l, vient
, n par ces valeurs, il
sin'l.i+col'lti"
oi'ii)L
•[&'+(^')cos'fl+(aVt')sin'l9+!«'+&',col'R1 i + cot'H J
in'l(i+cot^
ô + rtV'sin'ô+a'6'col'R
+ i + cofR ^"'
d'oij, en ordonnant par rapport à cotR, aH^sin'lcot»R+sinMcol^R[sinM(anï-|-èV2cos'S
-|-sin*I(6'c''cosSfi-t-flVsin2fl)
-sinM[(/.ï-fri)rosSe + (fl^ + c^jsin*Ô]+ . -
)~{^-+lf
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En remarquant que l'on a a2é« + ly'c^cos^e + nV sin^Ô = a" b^ (sin^tf + cos^Ô)
on a définitivement
[«»6»cot*Rsin*I
j +col2RsinîI IsinM [a»(A2+cî)sin2^6''(a2+c2)cos2fl]--(«2+6»)[ (•'*' i +sinM(62c2cos2d+«2cîsinîô)
- sinM [(62+c2)cos*Ô + («^ + c'^) sin^Ôj^- 1 = o.
Celte équation, résolue par rapport à cot*Rsin*I, a deux racines qui , nous allons le démontrer, sont réelles et positives.
La quantité placée sous le radical dans l'expression des racines de l'équation (5) est en effet égale à
j sin2 1 [«î (62 + c^) sin^ O + h^ («« + c») cos« 6] - (a^ + i») j "
- lia^ b^\i- sin2 1 [(*2 + c») cos* 6 + (n^ + c^) sin''' 6]
+ sin* I (A* c* cos» e + «2 c* sin2 6) \ ,
ou, en ordonnant par rapport à sini, à
sin» I S I «2 {b^ + c') sin"» + b^ («'' + c^) cos-^fi]*
- 4«H*(AV cos*e + «2 c^sin^Ô) \
- asin* 1 1 («2 + 6') [i* («^ + c^) cos^ » + «^ (fr^ .f c^) sin^Ô]
- aa^i'» [(*« + c») cos^e + (a^ + c') sin^O] \
Le coefTicicnt de sin* I dans cette expression est égal à
i«(«2_cî)îcos4<?+rt»(JÎ-f2)2sin»d+9flH*(«2-c2)(62-f2)sin2ÔCOS«e,
c'est-à-dire à
[fiî («2- é) cos^ô -I- a" (/>« - c^) sin*^]'' ;
le cocflîoient de sin^I peut être mis sous la forme
(«* - IP) [i2(rt2 ^2) poj,2« - . «2 (A* c») sin^fl] ,
ou sous celle-ci :
enfin le terme tout connu est égal à
La quantité placée sous le radical peut donc être mise sous la forme
|fl2 __ 6» _ sinM [6»(a2 - c^) cos^O+a^ {b^ - c") sin»fl]}«
+ tia^{a^ - b^) {b^ - c^) sin^ô sinH ,
expression essentiellement positive : ce qui prouve que les deux racines de l'équation (5) sont toujours réelles.
Le terme tout connu du premier membre de l'équation (5) est positif, car on a
1 - sin^I [(62 + c^) cos^ô + {à^ + c^) sin^O] + sinM (6 V cos*^ ô + « V sin2 ô) ^{i-c'sinn)[i-sinn{b^cos^e + aHm^e)] =-(i - c^sinM) 1 1 - sinM [a^~ {a^- b^) cos^Ôjj ,
«t la quantité à^ — («* — b^) cos^O est plus petite que a^, et par conséquent plus petite que l'unité. Il résulte de là que les deux racines de l'équation (5) sont de même signe.
Enfin le coefficient de cot^Rsin^I est négatif, car il peut être mis sous la forme
_ { «2 ^ J2 __ sin2 1 [a^b^ + c^) sin^ ô + b^ (a" + c^) cos' 6] \ ;
or on a
b^ («2 4. ç2) cOS^ 6 <C a' (fl2 + i2 j cos^ $ ,
et par suite
a^ + b^-.smH[à'{b^+ c2) sin2fl + 62(a2 +c^)cos^e]
{a^ + b^){i-aHinn):>o.
Les racines de l'équation (5) sont donc toutes deux positives. En
extrayant la racine carrée de chacune des racines et en prenant le radical avec le signe +9 on aura pour cotKsinI deux valeurs qui, mises h la place de cotR'sinI et de cotR'^sinl dans l'équation (1 ), serviront à calculer la différence de marche 0 — E en fonction des angles I et 0.
La différence de marche est nulle lorsque les deux racines de l'équation (5) sont égales, c'est-à-dire lorsque la quantité placée sous le radical est elle-même égale à zéro. Or, pour qu'il en soit ainsi , il faut que Ton ait
_|. 4a2 (^2 _ fri) (i2 ^2) sinî Q sin^ I - o .
Cette condition ne peut être remplie qu'autant que Ton a
sinfl -=o;
le premier membre de l'équation précédente se réduit alors à il est par suite nécessaire que l'on ait en même temps
d'où l'on déduit
• 21 «'-fe' sm-* i = TTT-i — r,
sm''n = ~. — I a'—c
Il existe donc deux directions situées dans le plan perpendiculaire à l'axe de moyenne élasticité et telles que, lorsqu'une onde réfractée est perpendiculaire à l'une de ces directions, la seconde onde réfractée se confond avec la première. Ces directions ne sont autres que celles que nous avons appris à connaître dans la théorie de la douhie réfraction sous le nom d'axes de réfraction conique intérieure, et nous retrouvons ici, par une autre voie, ce théorème déjà démontré précédemment (155), que, lorsqu'il y a réfraction conique, le? rayons qui constituent à l'intérieur du cristal le faisceau conique, rayons qui correspondent à une même onde réfractée, ne présentent
à l'émergence aucune différence de marche, pourvu que la face d'émergence soit parallèle à la face d'incidence.
L'angle R a toujours une valeur réelle, mais il n'en est pas de
même de l'angle I : lorsque la quantité ,», »__ ,> est supérieure h
l'unité, il faut en conclure qu'il n'existe aucune valeur de l'angle d'incidence pour laquelle l'onde réfractée peut devenir perpendiculaire à l'un des axes de réfraction conique intérieure.
Nous allons maintenant examiner quelques cas particuliers dans lesquels l'expression de la différence de marche se simplifie notablement. Supposons d'abord que l'angle 6 soit nul, c'est-à-dire que le plan d'incidence se confonde avec le plan des xz, plan que nous regarderons comme la section principale du cristal. On a alors, en désignant par R' et R" les deux racines de l'équation (5),
cotR'sinI = \/!Jl^ll^',
itR"sinI=V^Jjl£!£iîl!i.
COI
La première expression est identique à celle que nous avons trouvée pour le rayon ordinaire dans les cristaux à un axe; elle correspond à un rayon qui se réfracte en suivant la loi de Descartes
avec un indice égal à r • Ce rayon étant perpendiculaire à l'axe de
moyenne élasticité, ses vibrations sont parallèles à cet axe et par suite perpendiculaires à la section principale : on a donc toute espèce de raisons de le considérer comme un rayon ordinaire.
L'expression de la différence de marche est dans le cas actuel
lorsque l'incidence est normale, elle se réduit à
Cette dernière formule est identi([ue à celle que nous avons trouvée pour une lame à un axe taillée parallèlemenl à l'axe. Dé plus,
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comme a est plus grand que b, la valeur de 0 — E est positive, ce qui prouve qu'un cristal à deux axes taillé perpendiculairement à l'axe de plus petite ëlasticilé se comporte, pour de petites valeurs de l'angle d'incidence, comme un cristal h un axe répulsif lorsque le plan d'incidence est perpendiculaire à l'axe de moyenne élasticité.
Lorsque l'angle d'incidence augmente, la valeur de la différence de marche commence par décroître; elle s'annule pour une valeur de l'angle d'incidence donnée par la relation
sm
si l'incidence continue à croître au delà de cette valeur en la supposant réelle, la différence de marche change de signe et croît en valeur absolue. Une lame peq)endiculaire à l'axe de plus petite élasticité se comporte donc, lorsque le plan d'incidence contient l'axe de plus grande et l'axe de plus petite élasticité, comme un cristal répulsif, tant que l'angle d'incidence a une valeur inférieure à celle qui correspond à l'axe optique, et comme un cristal attractif lorsque l'angle d'incidence dépasse cette valeur.
Supposons maintenant que l'angle 6 soit égal à (jo degrés, c'està-dire que le plan d'incidence soit perpendiculaire à la section principale et se confonde avec le plan des yz : on a alors
cot n sm 1 = ^ 7 '
cot a sm I = '
La dernière expression correspond à un rayon qui suit la loi de Descartes avec un indice égal à -• Quant à la valeur de la différence de marche, elle est dans ce cas
et se réduit, lorsque l'incidence est normale, à
" >'■ Ki ;,)•
Cette dernière valeur est positive et montre que le cristal se comporte dans le voisinage de l'incidence normale comme un cristal répulsif. D'ailleurs, en mettant l'expression de la différence de marche sous la forme
«^av/i-c*sinM-h6v/i-a*sinM'
on voit qu'elle reste toujours positive et qu'elle croît avec Tangue d'incidence. Donc une lame taillée perpendiculairement à l'axe de plus petite élasticité se comporte pour toutes les incidences comme un cristal répulsif, si le plan d'incidence contient l'axe de moyenne et l'axe de plus petite élasticité.
205. lAme pcr pendiculaire à l'ame de pl«s nrrande él ticité. — 11 n'est nullement nécessaire de recommencer les calculs pour le cas oii la lame est perpendiculaire à l'axe de plus {jrandc élasticité : il sullit de changer, dans les formules relatives au cas où la lame est perpendiculaire à l'axe de plus petite élasticité, a en c et c en a. On retrouve ainsi deux directions pour lesquelles la différence de marche est nulle , directions qui ne sont autres que celles des axes optiques précédemment déterminés.
Si l'angle 6 est nul, c'est-à-dire si le plan d'incidence contient l'axe de plus grande et de plus petite élasticité, on a
expression qui se réduit, lorsque l'incidence est normale, à
Cette dernière valeur étant négative, on voit qu'une lame taillée perpendiculairement à Taxe de plus grande élasticité se comporte, lorsque le plan d'incidence contient l'axe de plus grande et l'axe de plus petite élasticité, comme un cristal attractif tant que l'angle d'incidence a une valeur inférieure à celle qui correspond à la direction de Taxe optique, et comme un cristal répulsif si l'angle d'incidence est supérieur à cette valeur.
Si 0 est égal à 90 degrés, c'est-à-dire si le plan d'incidence contient l'axe de moyenne et l'axe de plus grande élasticité, on a
r\ p /y/i — a*sin*l \/i — c*sinM\
cette expression est négative lorsque l'incidence est normale, et croît en valeur absolue avec l'angle I tout en restant négative. Donc une lame taillée perpendiculairement à l'axe de plus grande élasticité se comporte toujours comme un cristal attractif lorsque le plan d'incidence contient l'axe de moyenne et l'axe de plus grande élasticité.
206. IiAme perpendiculaire k Vm%m de moyeiine éiastieité« — Les formules se déduisent de celles qui sont relatives au cas où la lame est perpendiculaire à l'axe de plus petite élasticité, en changeant 6 en c et c en b. Il n'existe pas dans ce cas de direction analogue à celle des axes optiques, car l'équation qui donne les directions pour lesquelles la différence de marche est nulle prend la forme
sinI = sinR = Y/^:7^
et, le second membre étant supérieur à l'unité, l'angle R est imaginaire.
Lorsque l'angle 6 est égal à zéro , c'est-à-dire lorsque le plan d'incidence contient l'axe de moyenne et l'axe de plus grande élasticité, on a .
^ p__ /y/j — t'sin" [ \/i — 6*sinM\
expression qui pour l'incidence normale se réduit à
et prend, par conséquent, une valeur positive. On ne peut rien dire de général sur la manière dont varie la différence de marche lorsque l'angle d'incidence augmente.
Si l'ange 6 est égal à 90 degrés, c'est-à-dire si le plan d'incidence contient l'axe de moyenne et l'axe de plus petite élasticité, on a
/N E^ /v/i — 6*sin' 1 \/i — a*sinM\ 0_E = e^V . V _ j,
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expression qui pour Tincidence normale se réduit encore à
sans qu'on puisse dire d'une façon générale comment elle varie avec l'angle d'incidence.
On voit qu'un cristal à deux axes taillé perpendiculairement k l'axe de moyenne élasticité se comporte au voisinage de l'incidence normale comme un cristal répulsif. Pour les incidences qui diffîèrent notablement de l'incidence normale, le cristal se comporte tantôt comme un cristal attractif, tantôt comme un cristal répulsif, sans qu'on puisse rien affirmer de général à ce sujet.
CHROMATIQUE
207. P#UMri— pes m tmintmm plaie» ^Awmgm et de H* PéiBA. — Arago, presque immédiatement après la découverte des lénomènes de la polarisation chromatique, songea à en tirer parti »ur reconnaître la présence de la lumière polarisée. Le polariscope 4rago se compose d'une plaque mince de mica ou de sulfate de laux disposée en avant d'un analyseur. La lame et l'analyseur sont sujettis dans un tube, et en avant de la lame se trouvent deux aphragmes qui ne laissent passer qu'un faisceau lumineux cylinîque. Pour peu que la lumière qui tombe sur la lame soit polasée, les deux images de l'analyseur se colorent de teintes compléentaires, et en faisant tourner l'analyseur on peut trouver la >8ition pour laquelle les colorations présentent leur maximum d'innsité.
M. Pétrina a imaginé un appareil désigné sous le nom de kaléi-
polariscope ^'^ et qui se compose d'un kaléidoscope dans lequel on
ce des fragments de gypse ou de mica d'épaisseurs différentes. On
arde dans ce kaléidoscope à travers un analyseur, et, si la lumière
dente est polarisée, les lames cristallines prennent des teintes
^es. Le contraste des teintes que présentent les différentes lames
cet instrument plus sensible que le polariscope ordinaire.
^8. C^mpenuMiteur m ùpmwkgmm eetoréee de H* ItoMaet.
compensateur de M. Babinet permet de reconnaître la présence
lumière polarisée par la production de franges colorées qui
issent même lorsque les rayons sont parallèles. Cet instru-
st beaucoup plus sensible que les polariscopes à teintes plates
>U8 venons de parler. Il se compose de deux prismes droits
taillés dans un cristal de quartz; ces prismes ont pour base
angles rectangles Irès-alIongés ABC et BCD (fig. i/i), et
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sont accoI(!s par leurs faces Hypoténuses, de manière à consliluer un prisme droit à base rectangulaire. Les faces latérales du prisme qui passent par AB et par CD contiennent l'axe , mais dans la première AB est parallèle à l'axe, tandis que dans la seconde CD est perpendiculaire à l'axe; d'oiî il résulte que, par rapport aux rayons qui tombent sur la face AB, les sections principales des deux prismes triangulaires dont se compose le compensateur sont rectangulaires. Si donc on fait arriver sur % '*• la face AB un rayon polarisé, ce rayon
se décompose en deux rayons dont chacun traverse l'un des prismes triangulaires à l'état de rayon ordinaire, et l'autre à l'état de rayon extraordinaire.
Un rayon tel que MN, qui tombe au milieu du compensateur, traverse les deux prismes triangulaires sous des épaisseurs égales; par suite, chacun des rayons dans lesquels il se décompose parcourt des chemins égaux à l'état de rayon ordinaire et à l'état de rayon extraordinaire, d'où il résulte que la polarisation du rayon MN n'est pas altérée par son passage à travers le compensateur. Mais il n'en est plus de même pour les rayons qui tombent de part et d'autre de MN. Considérons, par exemple , le rayon PQ, qui traverse le prisme ABC sous une épaisseur égale à e et le prisme BGD sous une épaisseur égale à «'; les deux composantes de ce rayon suivant les deux sections principales du compensateur présenteront au sortir du compensateur une différence de marche égale à celle que produirait une lame de quartz ayant une épaisseur égale k e — e* et dont la section principale serait parallèle à celle du prisme que le rayon traverse sous la plus grande épaisseur.
Supposons, pour fixer les idées, qu'on fasse tomber sur la face AB du compensateur un faisceau de rayons parallèles dont le plan de polarisation fasse un angle de â 5 degrés avec chacune des sections principales du compensateur. Chaque rayon émergent sera alors composé de deux rayons polarisés à angle droit, égaux en intensité et présentant une certaine différence de marche. Cette différence
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de marche est nulle pour le rayon MN, cl sa valeur absolue croit, pour les rayons situés de part et d'autre de MN, proportionnellement à la distance qui sépare ces rayons de MN.
Tous les rayons pour lesquels la différence d'épaisseur des deux prismes introduit une différence de marche égale à un multiple im-
pair de - entre les deux composantes sont polarisés perpendiculairement au plan primitif; tous les rayons pour lesquels cette différence de marche est égale à un multiple pair de - sont polarisés parallèlement au plan primitif. Si donc on reçoit le faisceau émergent sur un analyseur dont la section principale est parallèle au plan primitif, on verra dans l'image extraordinaire une bande noire correspondant au rayon central MN; de part et d'autre de cette bande noire seront deux franges blanches, puis viendront de chaque côté des franges colorées si la lumière est blanche, des franges alternativement brillantes et obscures si Ton opère avec la lumière homogène. L'image ordinaire présente au contraire une frange centrale blanche bordée de deux franges noires.
L'apparition des franges indique la présence de la lumière polarisée; pour déterminer la position du plan de polarisation, il suffit de faire tourner l'analyseur jusqu'à ce que la frange centrale de l'image extraordinaire soit aussi noire que possible; la section principale de l'analyseur est alors parallèle au plan de polarisation.
209. Applic»ti«ii du ••mpeiulAteur de M. BAbimet à rétude de to p«larisatloii elliptique. — M. Jamin a appliqué le compensateur de M. Babinet à l'étude de la polarisation elliptique et à la mesure des constantes qui caractérisent un rayon polarise elliptiquement ^'^ Un rayon polarisé elliptiquement peut toujours être regardé comme formé de deux rayons polarisés à angle droit et présentant une certaine différence de marche. Si donc on fait tomber sur le compensateur un rayon polarisé elliptiquement, les deux composantes de ce rayon , suivant les deux sections principales du compensateur, présenteront déjà une certaine différence de marche avant l'entrée du rayon dans le compensateur, d'où il résulte que,
<» i4iiit. éêchim. Hdephyt., (3), XIX, 996; XXIX, 963.
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dans les images données par l'analyseur, les franges seront déplacées latéralement et ne seront plus symétriques par rapport à celle qui correspond au rayon central MN.
On peut disposer l'appareil de façon à pouvoir mesurer la différence de marche entre les deux composantes. A cet effet , le compensateur est monté dans une bonnette sur laquelle l'un des prismes de quartz est fixé, tandis que l'autre peut recevoir un mouvement très-lent à l'aide d'une vis micrométrique. Un fil très-fin permet de déterminer la position des franges. On fait d'abord tomber sur le compensateur un faisceau de lumière polarisée rectilignement à A 5 degrés des sections principales du compensateur, et on reçoit le faisceau émergent sur un analyseur dont la section principale est parallèle au plan primitif de polarisation. La frange noire centrale dans l'image extraordinaire correspond alors au rayon central MN; on fait coïncider le fil avec cette frange, puis on tourne la vis de façon à amener sous le fil la frange qui correspond à une différence
de marche égale à - • Soit L la quantité dont il a fallu déplacer le
prisme mobile; un déplacement L correspondant à une différence
de marche égale à - ^ un déplacement quelconque / correspondra à
une différence de marche égale à -r •
Ceci posé, il est facile de comprendre comment on peut appliquer le compensateur à l'étude de la lumière elliptique. On commence par faire tourner l'analyseur jusqu'à ce que la frange centrale de l'image extraordinaire soit aussi noire que possible. Soit alors OC la direction de la section principale de l'analyseur : le rayon qui correspond à la frange noire centrale a été décomposé en deux rayons polarisés suivant les deux sections principales du compensateur et présentant une certaine différence de marche S; cette différence de marche a été détruite par le compensateur, et la polarisation rectiligne a été rétablie de façon que la vibration soit parallèle à OC. Pour connattre la différence de marche des deux composantes du rayon elliptique, il suffit de mesurer la différence de marche que produit le compensateur au point correspondant à la frange noire centrale, puisqu'elle est égale et contraire à la précédente. A cet
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effet, on ramène, à l'aide de la vis micrométrique, la frange noire sous le fil; si le déplacement est égal à /, la différence de marche
cherchée sera, d'après ce que nous venons de voir, -|- •
Quant au rapport des amplitudes des deux composantes du rayon elliptique, il est égal à la tangente de l'angle que fait la section principale de l'analyseur avec une des sections principales du compensateur. On peut donc, à l'aide du compensateur, déterminer la différence de marche des deux composantes d'un rayon elliptique suivant deux directions rectangulaires quelconques, et le rapport des amplitudes de ces composantes.
Si les sections principales du compensateur sont parallèles aux axes de la vibration elliptique, la différence de marche des
deux composantes parallèles à ces sections est égale à t * U résulte
de là que, si à l'aide de la vis micrométrique on déplace l'un des
prismes du compensateur d'une quantité égale à -9 de façon que
ie compensateur, dans la partie qui est en regard du fil , produise
une différence de marche égale à 79 il suffira, pour déterminer les
directions des axes de la vibration elliptique, de faire tourner le compensateur jusqu'à ce que la frange obscure qui occupe le milieu de l'image extraordinaire coïncide avec le fil. Les sections principales du compensateur sont alors parallèles aux axes de la vibration elliptique. Pour déterminer le rapport de ces axes, on fait tourner l'analyseur sans toucher au compensateur, jusqu'à ce que la frange placée sous le fil soit aussi noire que possible. La tangente de l'angle que fait la section principale de l'analyseur avec l'une des sections principales du compensateur est alors égale au rapport des axes de la vibration elliptique. Ce procédé offre beaucoup plus de précision que celui qui consiste dans l'emploi d'une lame d'un quart d'onde (186).
P«toriacope à teliiteii ml-partles de Bravais
M. Bravais a construit un polariscope qui permet de distinguer facilement la lumière polarisée rectitignement de la lumière polarisée elliptiquement ^'l Cet appareil est formé d'une lame de mica ou de
^'' Aniè. de chim. et tie phy$. , ( 3 ) , X Ll 1 1 , i tKj.
sulfate de cbaui d'une épaisseur lelle qu'elle produit dans la laiiiière jaune une dilTërcnce de marche égale à - entre le rayon ordinaire et le rayon extraordinaire. Si, au sortir de la lame, on reçoit la lumière sur un analyseur dont la section principale est parallèle au plan primitif de polarisation, les rayons jaunes manquent dans l'image extraordinaire, qui présente alors une teinte particulière qu'on désigne sous le nom de temte wtaibïe, parce que le moindre changement dans l'épaisseur de la lame ou dans la polarisation des rayons incidents suffît pour faire varier cette teinte d'une manière très-appréciable. Supposons, pour plus de simplicité, que la lame soit du sulfate de chaux : elle doit alors être taillée parallèlement à l'axe. On la coupe en deux par une section AB (6g. i5) et Tod retourne l'une des moitiés face pour face, de façon que les sections principilfls des deux moitiés de la lame soieot à ngle droit. Si la lame est à deux ua, i c'est par exemple du mica, eUe ddt élre taillée parallèlement à l'une et»
*'''{*'-'' sections principales du cristal, et Ton
peut considérer l'un des <ixes contenus dans cette section principale comme jouant le même rôle que l'axe unique dans la lame de sulfate de chaux.
Supposons qu'au sortir de la double lame la lumière soit refoe sur un analyseur dont la section principale est parallèle à la bissectrice des axes des deux moitiés de la lame. Si la lumière qui tombe sur la lame est polarisée rectilignement, chacune des images de l'analyseur est en général composée de deux moitiés teintes de couleurs différentes; mais en faisant tourner simultanément l'analyseur et la lame, de façon que la section principale de l'analyseur reste parallèle à la bissectrice des axes des deux moitiés de la lame, il est toujours possible de trouver une position dans laquelle chacune des images de l'analyseur présente une teinte uniforme qui est la teinte sensible pour l'image extraordinaire. Cette position est celle oti la section principale de l'analyseur est parallèle au plan primitif de polarisation. Il n'en est |>lus de mémo lorsque la lumière est po-
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lamée clliptiqucmcal; car aloi's les deux composanles du rayon suivant les deux sections principales de la lame présentent une certaine différence de phase , et par suite les deux moitiés de l'image eitraordinaire, quelle que soit l'orientation de l'analyseur et de la lame, présentent toujours deux teintes différentes qui sont Tune audessus, l'autre au-dessous de la teinte sensible. On peut ainsi reconnattre une Irès-faible polarisation elliptique.
Pour mesurer la différence de marche des deux composantes du rayon elliptique, Bravais dispose en avant de la double lame un système formé de deux compensateurs de Babinet croisés de façon <)ue6Ï, dans le premier compensateur, le grand côté AB (fig. 16) de la base du prisme antérieur est parallèle à l'axe, dans le second compensateur le grand càté A'fi' du prisme antérieur soit perpendiculaire à l'axe. Si les parties centrales des deux compensateurs, MN et M'N', se correspondent exactement, l'effet produit par te système des deux compensateurs est nul.
Mais si on déplace l'un des compensateurs par rapport à l'autre, le système équivaut dans la partie commune à une lame de quartz d'une épaisseur constante et proportionnelle au déplacement.
On peut, d'après ce que nous venons de voir, en déplaçant l'un des compensateurs d'une quantité convenable, détruire la polarisation elliptique et ramener la lumière à la polarisation rectiligne, ce (|u'on reconnaîtra h ce que, la section principale de l'analyseur étant parallèle à la bissectrice des axes de la double lame, les images de l'analyseur présentent des colorations uniformes et l'image eitraor^ dinaire possède la teinte sensible. On peut calculer la différence de marche des composantes du rayon elliptique suivant les deux sections principales de la double lame d'après le déplacement du compensateur; il suffît pour cela d'avoir déterminé préalablement la grandeur du déplacement qui correspond à une différence de marche égale à-' Les deux composantes du rayon elliptique sont d'ailleurs
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toujours de mâmc intensité, puisque la section principale de l'analyseur fait des angles égaux avec les deux composantes.
Lorsquon opère avec la lumière blanche, le procédé de Bravais est au moins aussi précis que celui de M. Jamin. Mais, lorsqu'on veut opérer avec la lumière homogène, la méthode de Bravais est inapplicable et l'appareil de M. Jamin permet seul de déterminer les états de polarisation des diverses couleurs, états qui sont souvent fort différents.
OU DIVERGENTE
211. Historique* — La découverte des phénomènes que présentent les lames cristallisées dans la lumière convergente ou divergente a donné lieu à de vives contestations; ces phénomènes ont été observés de i8i3 à 1816 par plusieurs physiciens; mais, comme à cette époque les relations entre les savants des différents pays de l'Europe étaient fort irrégulières, il est difficile de fixer la part qui appartient à chacun.
Brewster observa dès 1 8 1 3 les anneaux que donnent certains cris* taux à un axe taillés perpendiculairement à Taxe, tels que le béryl, Témeraude, le rubis ^'^; Wollaston aperçut ces anneaux en 181 4 en se servant de lames de spath; Biot et Seebeck les virent de leur côté en 1 8 1 5, sans qu'aucun de ces savants paraisse avoir eu connaissance des travaux des autres. La théorie complète des phénomènes que présentent les cristaux à un axe taillés perpendiculairement à l'axe a été exposée par M. Airy dans un Mémoire publié en i83o ^^K
Les colorations que donnent dans la lumière convergente les cristaux à un axe taillés parallèlement à l'axe ont été étudiées expérimentalement par Jean MûUer, qui en a donné l'explication théorique ^^\
Enfin la découverte des anneaux de forme compliquée qui apparaissent lorsqu'on fait tomber un faisceau convergent de lumière polarisée sur une lame cristallisée à deux axes est due à Brewster et remonte à l'année 181/i ^^K
(') Treatiêê on J\'ew Philoêophical ItutrumenU , p. 336 et suiv.
^') On Ihe Nature of the Light in the two Rays produced by the Double Refraction of Quartz (Cambr, TranM., IV, 79, 198).
<'^ Erklâning der isochromatischen Gnrven welche einaxige parallel rait cier Axe geachniUeDe Krvstalle im homofrenen polarisirten Lichte xeigen {Pogff. Ann., XXXIII, 983; XXXV, 95).
<^) On the Affections of Light Transmitte<l through Crystallizcd Bodies (Phii Tran$,, i8i/i, p. |H5).
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A. — Appareils d^observation.
212. Pince k toimnalliies. — Le procédé le plus simple pour observer les phénomènes de la polarisation chromatique dans la lumière convergente ou divergente consiste à se servir de la pince à tourmalines. Ce petit appareil (fig. 17), imaginé par M. Biot, se compose de deux plaques de tourmaline A et B, taillées parallèlement à Taie et pouvant tourner dans deux anneaux; ces deux anneaux sont fixés aux deux extrémités d'un ressort en forme de pince. Si l'on place les deux tourmalines de façon que leurs axes soient croisés , comme chacune d'elles ne laisse passer que les rayons extraordinaires» la lumière incidente se trouve presque complètement éteinte, et, en regardant à travers le système des deux tourmalines, on ne distingue rien. Mais, si l'on vient à placer entre les deux tourmalines une lame cristallisée biréfringente, on aperçoit des dessins colorés qui changent de forme suit»^- »7- ygu( la direction dans laquelle on regarde et qui paraissent se projeter, soit sur le ciel, soit sur les parois de la chambre où' l'on observe. Ces dessins ne peuvent être vus nettement que par les personnes dont les yeux sont susceptibles de s'acconmioder pour les objets placés à une distance infinie, ou en d'autres termes pour des rayons parallèles; les myopes, dont les yeux ne jouissent pas de cette faculté, doivent les armer d'un verre divergent convenablement choisi.
11 est facile de se rendre compte de ce qui se passe dans cette expérience. La première tourmaline sert évidemment de polariseur el la seconde d'analyseur. L'œil reçoit d'ailleurs une infinité de faisceaux de directions différentes, composés chacun de rayons parallèles entre eux. Considérons en particulier l'un de ces faisceaux : les rayons qui le composent, polarisés par leur passage à travers la première tourmaline, traversent tous la lame cristallisée dans la même direction et sous la même épaisseur; en sortant de la seconde tourmaline, qui ne laisse passer qu'un seul faisceau réfracté, ils sont tous teints de la même couleur, et le faisceau émergent possède une intensité qu'on peut calculer à l'aide des formules que nous avons
données pour le cas de Tincidence oblique. Si tous les rayons parallèles qui forment ce faisceau émergent viennent concourir en un point de la rétine, ils arrivent au point de concours sans acquérir aucune différence de marche (25); l'intensité de ce point de concours est donc égale à la somme des intensités des rayons qui composent le faisceau, et sa couleur est celle qui correspond à la direction suivant laquelle le faisceau a traversé la lame cristalline. Si Ton considère un second faisceau ayant une direction différente de celle du premier» on peut répéter le même raisonnement et l'on voit que te point de concours des rayons qui forment ce faisceau sera en général teint d'une autre couleur que le point de concours des rayons du premier faisceau. Si la lame reçoit un grand nombre de faisceaux présentant des directions différentes, les points de concours de ces faisceaux formeront des dessins colorés sur la rétine, et l'œil sera affecté comme si un pareil dessin était placé à une très-grande distance. Les intensités des différents points de concours, en supposant que tous les faisceaux incidents aient des intensités égales, sont proportionnelles à celles qui correspondent aux différentes directions suivant lesquelles les faisceaux traversent la lame cristallisée.
Les phénomènes dont nous venons de parler sont dits produits par la lumière convergente ou par la lumière divergente. Ces deux dénominations proviennent de ce qu'on considère tantôt les faisceaux incidents qui convergent vers la lame cristallisée, tantôt les faisceaux qui, au sortir de cette lame, divergent dans différentes directions.
Au lieu d'observer directement les phénomènes, on peut les projeter sur un tableau ou les regarder à la loupe; mais, dans tous les cas, les choses doivent être disposées de telle façon que les rayons qui traversent parallèlement la lame cristallisée aillent converger en un même point de la rétine ou du tableau. Il est clair d'ailleurs que, si le polariseur n'est pas une tourmaline et laisse passer deux faisceaux réfractés, les rayons de chacun de ces faisceaux devront converger en un même point de la rétine ou du tableau. Ces conditions sont réalisées dans plusieurs appareils que nous allons décrire maintenant.
Appurell de Soleil. Le plus ancien des appareils desti
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nés à l'observation des plit^nonièncii de [>olarisation tliromaliqui; dans la lumière convergente est celui de Soleil, qui se |)rétc à la mesure de l'angle des axes optiques. Dans cet appareil (lig. 18) les rayons solaires sont reçus sur un miroir en verre noir qui fait avec l'axe de l'appareil un angle de 35''a5', de façon que les rayons réfléchis dans la direction de cet axe soient entièrement polarisés dans le plan d'incidence. Chaque point du miroir peut être regardé comme l'origine d'un c6ne de rayons réfléchis dont l'ouverture est égale au demidiamètre apparent du soleil. Ces rayons sont reçus sur une première lentille A, dite lentille collective ou lentille d'illumination, qui donne en C, dans son plan focal principal, une image très-petite du soleil. La lame cristallisée est placée en D, un peu au delà de l'image réelle C. Chaque point de cette image C est le sommet d'un cône de rayons; mais si on con.«idère parmi tous ces rayons ceux qui sont parallèles à une certaine direction, on voit qu'ils traversent la lame cristallisée sous la même épaisseur et dans la même direction, cl qu'ils se trouvent tous, par conséquent, au sortir de cette lame, dans le même état de polarisation. A une certaine distance de la lame D se trouve une seconde lentille B qui fait converger en un même point les rayons qui ont traversé parallèlement la lame D. Il se formera donc dans le plan focal principal de cette lentille B une image dont chaque point correspond à un faisceau de rayons qui ont traversé parallèlement la lame cristallisée, les directions de ces faisceaux étant différentes pour les différents points de celte image. Dans le plan focal principal de la lentille B se trouve un micromètre K placé à l'orifice d'un tube R; le même tube porte une troisième lentille E qui sert de loupe et avec laquelle on observe l'image qui se produit en K; rflln l«>ntlll<> E peut s'éloigner ou se rapprocher du micromètre.
Enfin une tourmaline T, placée entre la loupe E et Tœil de l'observateur» fait fonction d'analyseur. Il est indifférent que l'analyseur soit placé ainsi entre la loupe et l'œil, ou immédiatement après la lame cristallisée ; car, le passage des rayons à travers les lentilles ne leur coDomiumquant aucune différence de marche, on observe toujours les mêmes apparences que si le dessin coloré se formait réellement dans le plan du micromètre K.
Étant données les coordonnées a; et y d'un point situé dans le plan du micromètre» il est facile de calculer l'angle d'incidence I sous lequel les rayons parallèles qui vont converger en ce point traversent la lame cristallisée , et Tangle œ que le plan d'incidence de ces rayons fait avec la section principale de la lame. Prenons en effet pour origine le point oii Taxe de l'appareil rencontre le plan du micromètre, et pour axe des x une droite située dans ce plan et parallèle à la section principale de la lame. Nous aurons, en désignant par d la distance de la lentille B au plan du micromètre,
tangl = >^ — -p^, tanga> = |.
Les angles l ci cj étant connus, on peut calculer, h t'aide des formules données précédemment pour le cas de l'incidence oblique, la coloration que doit présenter le point considéré.
21 Â. Appareil de projeetioii de H. Dubosq. — L'appareil de M. Dubosq (fig. 19) est destiné à la projection des phénomènes. Une grande lentille A, d'un décimètre de diamètre, reçoit la lumière solaire réfléchie par un héliostat. Les rayons qui traversent cette lentille vont former en a une image très-petite du soleil,* mais, avant d'arriver en a, ils sont polarisés par un prisme de Nicol ou de Foucault placé en N. La lame cristalline est placée en L, à une petite distance du plan focal principal de la lentille A, de façon à recevoir tous les faisceaux divergents de lumière qu'on peut considérer comme émanant des différents points de l'image a. Au delà de la lame, en B, se trouve une seconde lentille qui fait converger en un même point tous les rayons qui ont traversé parallèlement la lame cristallisée ;
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il se forme ainsi une seconde image en a', dans le plan focal principal de la lentille B, et chaque point de celle image correspond à un faisceau de rayons qui ont traversé la lame dans une direction dé-
lenninée. Un second prisme de Nicol ou de Foucault N', pUoj:NÎt entre la lentille B et l'image a, soit au delà de cette imagè.'rMrt d'analyseur. Enfin une Lroisîème lentille C de très-court fovar^'..altcée à une distance de l'Image a' un peu plus grande que sa dûluMt focale principale , donne sur un tableau une image très-ainplifMe éa phénomène qui se produit réellement en a' si l'analyseur ed entre d et la lentille B,ou d'un phénomène virtuel si l'analyseur estiadeià de a', ce qui est complètement indifférent.
H faut remarquer que ce n'est pas en a', mais au foyer conjugué de l'image a que le faisceau réfracté par la lentille B présente la plus petites dimensions transversales. Pouf que les expériences aiienl un certain éclat, il faut opérer avec une lumière intense, à cause de Taniplification de l'image. La lumière solaire peut être remplacée par la lumière électrique; les charbons doivent alors se trouver au foyer principal d'une première lenlillo qui donne un faisceau de rayons à peu près parallèles.
215. nicraacspe p»l»rlMiBt d'Aniicf. — Le microscope polarisant d'Amici'" permet d'étudier les phénomènes produits par les lames cristallisées qu'on ne peut obtenir qu'en très-petits frag^ ments, el do constater les changements de stniclure que- présente une même lame en des points très-rapprochés. Cet instrument n rendu de grands services à la minéralogie; il a servi aux eipérienceK
W Am.it rhiv,.rtiêpky,.,(%), Xtl.iiA.
traiiicb . les plus complètes et tes plus précises oui aient élé r les caractères optiques des miBéraux.
leroscope d'Amici (fig. ao) se compose d'uD polaiùeur, d'uo de lentilles destinées à ëdoirer fortement la lame cristallisée , d'un second système de lentilles destinées à faire converger en un même point les rayons qui traversent parallèlement la lame, enfin d'un microscope qui amplifie l'image ainsi for^ mée et d'un analyseur qui la colore.
Le polariseur consiste en une lame de verre M inclinée de 35°3 5' sur l'axe de l'instrument ; la lumière solaire est renvoyée sur cette lame à l'aide d'un miroir étamé M'. Deux lentilles A st B, dont la première a quelques centimètres de distance focale tandis que la seconde est à foyer très-court, font converger très-fortemenl les rayons solaires. Ce système constitue ce qu'on appelle l'éclairement de Dujardin. La lame cristalline est placée en L un peu au deli du ocal principal du système formé par les lentilles A et B; cette ■e trouve ainsi fortement éclairée par des faisceaux de rayons èles qui forment entre eux des an^es considérables. Une troilentille G fait converger eo un même point chacun des faisde rayons parallèles; il se forme ainsi une image réelle dans le focal principal de cette lentille. C'est celte image réelle qu'on re avec le microscope E muni d'un analyseur N placé entre ■ire et l'œil. Le cercle oculaire de la loupe doit être assez lé de cette loupe pour qu'on puisse interposer un spadi servant lyseur.
B. — PuéflOMÈNES DES CRISTAUX À UN KXV..
Uffiics Incolore» et liffiiMi
Nous allons exposer maintenant la théorie des phénomènes que présentent les lames cristallisées dans la lumière convergente ou divergente. Nous considérerons toujours l'image rédie formée dah6 le plan focal principal de la lentille qui fait coaterger en an même point les rayons qui ont traversé la lame criitalUDe suivant àéû direc* tions parallèles. Le centre de cette image correspond au f^nl où convergent les rayons qui traversent normaienient la lame; à Ton prend ce point pour origine et deux droites quelconques pour axés des coordonnées, les coordonnées ^ et y du point où convergent fes rayons qui tombent sur la lame sous une incidence égalé Ji 1 satisfont, conune nous Tavons vu, à la relation
tangl
d étant la distance focale principale de la lentille. H ré$tdte dfe là que les points de concours des différents faisceaux qui trti?érsent la lame sous une même incidence I sont situés àur une circonférence ayant pour centre le point de concours delB rayons normaux.
L'analyseur donne une ou deux images colorées de Timage rédie dont nous venons de parler, suivant que cet analyseur est une tourmaline ou un spath. Le centre de chacune de ces images colorées correspond encore au point de concours des rayons normaux , et les points qui dans chacune de ces images correspondent aux rayons qui ont traversé la lame sous une incidence égale à I sont situés sur une circonférence ayant pour centre le point qui correspond aux rayons normaux et dont le rayon est proportionnel à tang 1.
L'intensité de la lumière simple dont Ja longueur d'ondulation est X est donnée en un point quelconque de l'image ordinaire par la formule
ci,2 = cos^« — sin at sin 2(1 — «) sin^Tr — s—»
et en un point de l'image extraordinaire par la formule
O — E 6^= sin^* + sin 2?" sin 2 (1 — s) sin^Tr — > --•
Dans ces formules (195) t et s représentent les angles que font vec le plan primitif de polarisation la section principale de la lame lince et la section principale de l'analyseur. Quant à la différence e marche 0 — E, elle pourra s'exprimer à l'aide des formules que ous avons données pour le cas de l'incidence oblique en fonction 16 l'ange d'incidence I et de l'angle que le plan d'incidence forme vec la section principale de la lame : ces deux angles sont euxaémes des fonctions des coordonnées du point considéré, de sorte |u'en définitive, dans chaque image, l'intensité que présente en un mnt une lumière simple correspondant à une longueur d'ondulation lonnée pourra se calculer en fonction des coordonnées de ce point.
Avant d'examiner les différents cas particuliers qui peuvent se présenter, il est utile de faire quelques remarques générales applilables à tous les cas.
Si Ton a
t) sin2/ = o
a) sina(î — «) = o,
es seconds termes des expressions qui représentent les intensités II' et e^ s'annulent pour les rayons de toutes les couleurs. Pour les >oint8 où l'une de ces relations est satisfaite, les intensités des diférentes lumières simples sont donc proportionnelles à ce qu'elles »ont dans la lumière incidente, et par suite ces points forment des ignés incolores.
Si l'on a
j Sin^TT— y— = 0,
es rayons dont la longueur d'ondulation est X présenteront, si le )roduit sinat sina(t — s) est positif, un maximum d'intensité dans 'image ordinaire et un minimum d'intensité dans l'image extraordilaire, et, si le produit sinat sina (t — .s) est négatif, un minimum l'intensité dans l'image ordinaire et un maximum dans l'image extraordinaire.
L'équation (3) détermine donc une série de lignes dites isochronaiiquei : chacune de ces lignes présente approximativement la
teinte correspondant à la longueur d'ondulation X dans l'image ordinaire et la teinte complémentaire dans l'image extraordinaire, si le produit 8in9tsin9(t — «) est positif; c'est l'inverse si ce produit est négatif. Les parties d'une même ligne isocbromatique pour lesquelles le produit sin 9t sin 9 (t— s) présente des signes différents sont donc teintes de couleurs complémentaires. Ceci posé, il est facile de se rendre compte de ce qui arrive lorsqu'une courbe isocbromatique croise une ligne incolore; si cette ligne incolore résulte de ce qu'un seul des facteurs sin9t et sin9(t — «) s'annule, le produit sin 9t sin 9 (t — 9) présente des signes différents de part et d'autre de cette ligne, et par suite la courbe isocbromatique, en traversant la ligne incolore, passe d'une teinte à la teinte complémentaire; si, au contraire , la ligne incolore résulte de ce que les deux facteurs sin at et sin9(t — «) s'annulent simultanément, le produit sin9t sin9(t — t) a le même signe de part et d'autre de cette ligne, et la coari>e isocbromatique conserve la même teinte en croisant la ligne incolore.
217. liante |ierpeiidlcul»ire à r»xe. — Si la lame cristal- Usée est perpendiculaire à l'axe , la différence de mardbe 0 — E est nulle pour les rayons normaux, et, par suite, le centre de dia^e image est toujours incolore. Pour les rayons qui ne sont pas normaux à la lame , la section principale n'est autre que le plan d'incidence. La relation
sin 91 = 0
détermine donc deux lignes incolores passant par le centre , dont f une est parallèle et l'autre perpendiculaire au plan primitif de polarisation.
La relation
sin9(i — «)=o
détermine deux autres lignes incolores passant également par le centre, dont l'une est parallèle et l'autre perpendiculaire à la section principale de l'analyseur.
On aura donc en général deux croix grises cbacune à quatre brancbes; ces deux croix déterminent buit segments dans lesqueb
BODt placées les courbes isochromatiques. La diffiérence de marche 0 — E ne dépendant, dansle cas actuel, que de l'ange d'incidence I, ces courbes isochromatiques sont évidemment des cercles concentriques ayant pour centre le point où se croisent les branches des deux croix. Si parmi les huit segments déterminés par les deux croix 00 en considère quatre non adjacents , on voit que chaque cercle isochromatique présentera une certaine teinte dans ces quatre segments et la teinte complémentaire dans les quatre autres.
Lorsqu'on a » = o ou * = g o", c'est-à-dire lorsque la section prin~ cipale de l'analyseur est parallèle ou perpendiculaire au plan primitif de polarisation , les deux relations ( i ) et ( a ) se réduisent è une seule. H n'y a plus alors qu'une seule croix, et chaque cercle isochromatique conserve la même teinte sur tout son contour. Si s = o, c*est-Ji-dire si la section principale de l'analyseur est parallèle au plan primitif, la croix est blanche dans l'image ordinaire et noire
dans l'image extraordinaire; si au contraire «=90°, c'est-à-dire si la section principale de l'analyseur est perpendiculaire au plan primitif, la croix est noire dans l'image ordinaire ^ blanche dans l'image extraordinaire. Ces apparences sont représentées dans la âgnre si.
Les lignes isochromatiques correspondant, pour les rayons dont la longueur d'ondulation est X, à un maximum d'intensité dans fimage ordinaire et à un minimum dans l'image eitraordinaîre sont données, dans le cas où le produit sinai sin9(i — 1) est positif, par
l'équation
SUT* TT — J
et, dans le cas où ce produit est négatif, par Téquation
. ., 0-E surir - ^ — = i.
Les lignes isochromatiques correspondant à un minimum d'intensité dans l'image ordinaire et à un maximum dans l'image extraordinaire sont au contraire représentées par la seconde de ces équations si le produit sinât sins (t - s) est positif, et par la première si ce produit est négatif.
L'équation générale des lignes isochromatiques est donc
k étant un nombre entier: d'ailleurs, la lame étant perpendiculaire à Taxe, on a (200)
E ^ j (v/T^«"siiiM - v/7^=^^^i
l'équation des courbes isochromatiques peut donc s'écrire
\/i - 6»sinM - v/r=^^7hiM = *^-
Par la raison générale qui fait disparaître les phénomènes d'interférence dans la lumière blanche lorsque la différence de marche est égale à un nombre un peu considérable de demi-longueun> d'ondulation, les seules lignes isochromatiques visibles sont celles qui correspondent à de petites valeurs de k et par suite à de petites valeurs de l'angle 1. Pour toutes les lignes isochromatiques visibles, on peut donc développer les deux radicaux qui entrent dans le premier membre de l'équation précédente, en se bornant à prendre les deux premiers termes de chaque développement. L'équation des lignes isochroniatiques devient alors
(f^'^- A2)sinM--^^.
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L angle I étant très-petit, son sinus est approximativement ëgai k sa tangente; on peut par conséquent poser
sin** 1 = — jT- '
et l'équation des lignes isochromatiques prend définitivement la forme
Les diamètres des cercles isochromatiques sont donc proportionnels a la distance qui sépare le plan oii se forme l'image du centre optique de la lentille; leurs carrés sont en raison inverse de l'é-
paisseur de la lame, proportionnels à la quantité <_ »j et à la
longueur d'ondulation X. Mais il faut remarquer que ces lois ne sont applicables qu'aux cercles peu éloignés du centre du phénomène; les deux dernières ne sont du reste jamais rigoureusement
vraies , car la quantité »_ »a dépend elle-même de la longueur d'ondulation.
Dans l'image ordinaire , les diamètres des anneaux brillants sont proportionnels à la suite des nombres pairs, et ceux des anneaux obscurs à la suite des nombres impairs , si le produit sin st sin s (t — « ) est positif; c'est l'inverse si ce produit est négatif. Ces résultats sont renversés pour l'image extraordinaire. Il résulte de là que, si«= o, le produit sinât sin s {i—^) ^tant toujours positif, les couleurs de l'image ordinaire se succèdent dans le même ordre que celles des anneaux transmis de Newton, tandis que celles de l'image extraordinaire sont analogues aux couleurs des anneaux réfléchis. Si « = go% le produit sinst sinâ(t — s) est toujours négatif, et, par suite, l'image ordinaire présente les couleurs des anneaux réfléchis et l'image extraordinaire celles des anneaux transmis. Lorsque l'angle « n'est égal ni è zéro ni à 90 degrés, il y a deux croix incolores qui divisent chacune des images en huit segments. Dans les segments de l'image ordinaire où le produit sin s t sin â (i—s) est positif, les couleurs se succèdent comme dans les anneaux transmis, et , dans les segments où ce produit est négatif, elles suivent le même
ordre que dans les anneaux réfléchis; c'est l'inverse dans l'image extraordinaire.
218. fl«per|M«ltloii de deus l«aie« ygpeadiiilaig— à TAxe. — Lorsqu'on superpose deux lames perpendiculaires à Taxe, les sections principales de ces deux lames peuvent toujours être regardées comme se confondant l'une avec l'autre. On a donc, comme nous l'avons vu précédemment (197),
A A •• /• \.«0 — E-f-O' — E' a^ = cos^#— smatsin3(t — «) sm^Tr j- »
r = sivr$ -f- sm at sm 3 (t — «j sm* w j
Il résulte de là que les croix incolores seront placées de la même façon que dans le cas d'une lame unique. L*équation générale des courbes isochromatiques sera
d'où l'on tire, en désignant par e' l'épaisseur de la seconde lame, par a! et V les demi-axes de la nappe ellipsoïdale de la surface de l'onde dans cette lame ,
Si les deux lames sont de même signe , les quantités a? — &> rt J^ _ V^ sont aussi de même signe, et, par suite, les anneaux que donnent les lames superposées sont toujours plus étroits que ceux qui sont donnés par l'une des lames. L'effet produit par la superposition de deux lames de même signe est donc toujours un rétrécissement des anneaux.
Si les deux lames sont de signes contraires, les anneaux fournis
par celle des deux lames pour laquelle la quantité t (o^ — 6^) a la
{dus grande valeur absolue s'élargissent lorsqu'on lui superpose l'autre lame.
On peut déduire de ce6 remarques un moyen très-simple de dé-
Urminer le signe d'un cristal à un axe. Il suffit d'avoir une lamé de ce cristal taillée perpendiculairement à Taxe , et de la superposer à une lame également perpendiculaire à Taxe d'un cristal dont le signe est connu. Il faut avoir soin, pour écarter toute chance d'erreur, d'observer en premier lieu les anneaux fournis par celle des
deux lames pour laquelle la quantité >_ ^é a la plus grande valeur
absolue , c'est-à-dire par celle qui donne les anneaux les plus étroits. On lui superpose la seconde lame, et, si les anneaux se rétrécissent, on en conclut que les deux lames sont de même signe; si, au contraire, les anneaux s'élargissent, les lames sont de signes contraires. Pour plus de sûreté , il convient de ne s'appuyer que sur les expériences qui produisent un élargissement des anneaux.
Gomme lame répulsive^ on peut employer le spath d'Islande, la tourmaline ou le béryl ; le spath a l'inconvénient de donner des anneaux très-étroits, à moins que la lame ne soit excessiveinent mince, car c'est un des cristaux où la différence entre l'indice ordinaire et l'indice extraordinaire a la plus grande valeur. Gomme lame attractive on se sert ordinairement du rircon ou du sulfate de potasse.
219. I^uBie p»rallèle m l'»sc. — Lorsque la lame est parai* lèle k Taxe, les images données par Tandyseur ne présentent plus de lignes incolores; dans ce cas, en effet, les angles t et s ont la même valeur pour tous les rayons quel que soit l'angle I : si donc
on a
sin at = o
sina(t— #) = ô,
c'est-à-dire si la section principale de la lame est parallèle ou perpendiculaire au plan primitif de polarisation , ou encore si la section principale de l'analyseur est parallèle ou perpendiculaire à celle de la lame, le terme qui, dans l'expression des intensités des deux images fournies par l'analyseur, contient la longueur d'ondulation est nul pour tous les rayons , et , par suite , les images ne présentent aucune trace de coloration.
Les conditions les plus favorables pour la production des colora-
ISA
tions sont évidemment remplies lorsqu'on a simultanément i==-7 et
«■=0 ou « = -•
En tenant compte de la valeur trouvée précédenunent pour la différence de marche 0 — E dans le cas d'une lame parallèle à Taxe (201), on voit que l'équation des courbes isochromatiques est
y/i — 6*sin*l y/ 1 — (a*sin*oj-h 6* cos* co) si n'' 1 fcX
Les phénomènes visibles correspondant toujours à de petites valeurs de l'angle 1 , on peut développer les radicaux en ne conservant que les deux premiers termes, et l'équation précédente devient
1 sin' I i — (a* sin'ûi -*- 6* cos* &>) sin* I
ae
d'où
a — b (a*sin^<y-f-ft*cos'6i> — fiftjsin'I kX ab 'ja ae
fl — fe b[a{a— b)fi\n*ù) — b (ff — fe)cos*&y]sin*l _k\ ab 2ab ae
et enfin
(i) 1 +-(asin^w— ^cos^ci;)sin^I^ — -r — •
Si l'on prend pour axe des x une droite parallèle à la section principale de la lame, on a, comme nous l'avons vu précédenunent,
tangl = ^-^> tang6i> = -i
l'où
sm^
cosci; =
rftangr
dtangl
L'angle I étant toujours Irès-petit, on peut remplacer sa tangente
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sinû;sinl=^V cosci;8inl=^-r-
En substituant ces valeurs dans l'équation des lignes isochromatiques , elle prend la forme
Les lignes isochromatiques sont donc des hyperboles ayant pour axes deux droites, Tune parallèle, lautre perpendiculaire à Taxe du cristal, et pour asymptotes deux droites représentées par l'équation
Si k est négatif, ou si k a une valeur positive peu considérable, le second membre de Téquation (s) est négatif, et, par suite. Taxe réel des hyperboles est parallèle à l'axe du cristal. Si A; a une valeur positive supérieure à celle qui annule le second membre de Téquation (i), ce second membre est positif et l'axe des hyperboles isochromatiques est perpendiculaire à l'axe du cristal.
D'ailleurs , l'équation
ab kX
a—h ae
n'étant pas en général satisfaite par une valeur entière de /;, les asymptotes ne font pas partie du système des courbes isochromatiques, sauf dans des cas très-particuliers.
L'équation (i) montre que, lorsque sin^I est très-petit, conunc cela arrive pour la partie visible du phénomène, k doit représenter un nombre assez grand, à moins que e ou a — 6 ne soit très-petit. Donc, si la lame n'est pas excessivement mince ou très-peu biréfringente, les courbes isochromatiques qui forment la partie visible du phénomène correspondent à une valeur assez grande de &; il est facile de conclure de là que , dans les points où une certaine couleur présente son maximum d'intensité, il y a minimum d'intensité pour une couleur très- voisine , et que, par suite, les colorations ne sont
pas sensibles dans la lumière blanche. Aussi, pour distinguer les hyperboles isochromatiques que donne une lame parallèle à j'axe , est-il nécessaire d'employer une lumière monochromatique comme celle de l'alcool salé, à moins que la lame ne soit extrêmement
mmce.
220. Proeédé de 91. OralUcli pour détwniUier le mà^mm d*aii erietel à im »se« — M. Grailich s'est servi des franges hyperboliques que donne une lame parallèle à l'axe pour déterminer le signe d'un cristal à un axe au moyen d'une seule lame auxiliaire dont le signe est connu. A cet effet, en avant de la lame à essayer B, qui est taillée parsdlèlement à l'axe , on dispose une lame A perpendiculaire à l'axe , dont le signe est connu , et dans laquelle la différence entre les indices des deux rayons est très-petite. Si les deux lames sont parallèles , les rayons tombent sur la première lame sons une incidence très-voisine de l'incidence normale; ils n'acqoi&rait donc dans cette lame qu'une différence de marche très-p<rtite, et l'aspect des hyperboles que donne la seconde lame n'est pas soiftblement changé.
Supposons les deux lames de même signe. Si l'on fait toonMr^k lame A autour d'un axe perpendiculaire à la section principale dj^li seconde lame, les sections principsdes des deux lames eo&ieimDt sensiblement, du moins pour les rayons qui ne s'écartent pas beaucoup de l'axe du faisceau divergent; les rayons qui sont ordineinf dans la première lame restent donc ordinaires dans la seconde,^ les rayons qui sont extraordinaires dans la première lame reatiuit €fr traordinaires dans la seconde. Il résulte de là que la différence éf marche augmente à mesure qu'on fait tourner la lame A ; par atûte, les hyperboles se rétrécissent ou n'apparaissent pas si elles étaient déjà invisibles.
Si au contraire on fait tourner la lame A autour d'un axe pardlèle à la section principde de la lame B , les sections principdes des deux lames sont perpendiculaires ; les rayons qui sont ordinaires dans la lame A deviennent extraordinaires dans la lame B ; la rotation de la lame A produit donc dans ce cas une diminution dans la différence de marche, et par suite un élargissement des hyperboles:
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on peut ainsi faire apparaître les hyperboles, si elles étaient primitivement invisibles.
Les résultats sont renversés si les denx lames sont de signes contraires, n convient de n'ajouter foi qu'aux eipéhences qui produisent un élargissement des hyperboles, et l'on voit que (es deux lames sont de même signe ou de signes contraires suivant que cet élargissement est produit par une rotation autour d'un axe parallMe i la section principale de la lame à essayer ou autour d'un axe perpendiculaire k cette section principale.
221 . PrMédé d« n. ■[. 9«I«U pwÊT PMSBBsItM al ■>• iBBie est parallèle à l'»xc. — M. Henri Soleil a imaginé un procédé très-ingénieux pour reconnaître si une lame est rigoureusement parallèle à l'axe, ce qu'il importe de vérifier aussi exactement que possible lorsqu'il s'agît de construire un compensateur de fiabinet ou un appareil analogue.
On commence par s'assurer, à l'aide des procédés ordinaires, que les deux faces de la lame à essayer sont rigoureusement parallèles. On place ensuite cette lame dans l'appareil de Norremberg. Cet appareU est représenté dans la figure 3 a . Le faisceau incident formé de rayons parallèles est reçu sur une glace AB qui fait avec la verticale un angle égal à l'angle de polarisation complète. Le faisceau est réfléchi verticalement, de haut en bas; il rencontre une lentille Ë qui le fait converger en son foyer principal 0. Ce foyer principal se trouve sur un miroir horiiontal CD ; sur ce miroir est posée une lame de mica d'un quart d'onde ed, et au-dessus de cette lame de mica la lame à essayer ab. Le faisceau, au sortir de la lentille E, traverse les lames ci et oj, se réfléchit sur le miroir CD sans éprouver d'alté-
ration notable dans sa polarisation , traverse de nouveau les lames cd et ab, puis la lentille E. Au sortir de la lentille E les rayons redeviennent parallèles; ils traversent la glace AB sans que leur polarisation soit sensiblement changée; ils sont ensuite reçus sur un analyseur N placé dans un tube cylindrique vertical. La lame de mica doit être placée de façon que sa section principale fasse un angle de lib degrés avec celle de la lame à essayer.
Le faisceau incident, en traversant la lame ab, se divise en deux ondes^ Tune ordinaire , polarisée dans le plan de la section principale de ab; l'autre extraordinaire, polarisée perpendiculairement à ce plan. Chacune de ces deux ondes traverse deux fois la lame de mica ; comme cette lame est d'un quart d'onde et que sa section principale fait un angle de /i5 degrés avec celle de la lame mince, l'effet produit est le même que si les rayons traversaient une lame de mica d'épaisseur double; le plan de polarisation de chacune de ces ondes tourne donc de 90 degrés, et, lorsqu'elles traversent de nouveau la Iamea6, Tonde qui était d'abord extraordinaire devient ordinaire, et réciproquement. Si la lame est rigoureusement parâllKle à Taxe, les deux ondes, au sortir de la lame ab, sont polarisées à angle droit et ne présentent aucune différence de marche, chacune d'elles ayant parcouru des chemins identiques dans la Iftiiîè ai, h Tétât d'onde ordinaire et h l'état d'onde extraordinaire, il n'y aura doiic aucune trace de coloration dans l'analyseur.
Supposons au contraire que la lame ab soit incUÉiSè sur Taxe : désignons par 0 et E les chemins équivalaiii à cent cfkii sont parcourus dans la lame ab par Tonde ordinaire et par Tonde eitràërdinaire , lorsque les rayons traversent pour la première fois cette lunie; par 0' et E' les chemins équivalant à ceux cfai sont parcourus dans la lame ab par Tonde ordinaire et par Tonde extraSrdiîiaire, lit^rsque les rayons traversent pour la seconde fois cette lame après s'être réfléchis sur le miroir CD. Les deux ondes correq>dndant aiix rayons qui ont traversé deux fois la lame ab présentent une différence de marche égale à 0 + E' — (O'+E). Les chemins 0' et 0 sont évidemment égaux; mais il n'en est pas de même des chemins E et E' lorsque la lame n'est pas parallèle à Taxe. Si en effet S représente l'ange que forme la normale à la lame avec Taxe, on a, d'après les
formules données précédemment,
r« n/ • I (a'— 6*)sin^cos<îcos«ysinl4-v^
h = e cot n sml = e , . ,k — n — *>
a sm'<3+6 cos d
La quantité M placée sous le radical ne contient sin S et cos S qu'au carré. Pour calculer E', il faut tenir compte de ce que les rayons traversent la lame en sens contraire , et par conséquent remplacer S par -JT — ^, ce qui ne change pas la valeur de M. On a donc
p,, — (a* — 6*) sin J cos ^ cos «y sin 1-4- \/M
a* sin* «î -h 6* cos* <y
La différence de marche des deux ondes que reçoit l'analyseur est égale à E — E', c'est-à-dire à
ac(a* — &*)sin^cos^cosci;sinI
Les lignes isochromatiques s'obtiendront en égalant cette quantité à une constante^ ce qui revient à égaler à une constante cos<sii sin I
ou 2 * Les lignes isochromatiques sont donc des droites perpendiculaires à la section principale de la lame ab. II résulte de là qu'on est averti , lorsque la lame n'est pas rigoureusement parallèle à l'axe, par l'apparition dans l'analyseur de bandes colorées rectilignes perpendiculaires à la section principale de la lame.
222. S«|Mrpo«lti«ii de dcus Iaiumi piirallèlMi à Tase, ém wmêmÊm natiire et de même épalMieur, doat les eeeiiowi
p«^aeip»lee mmmt k aasle droit. — Supposons que l'on superpose deux lames appartenant au même cristal , parallèles à Taxe et de même épaisseur, de façon que leurs sections principales soient à angle droit. L'onde qui est ordinaire dans la première lame devient extraordinaire dans la seconde, et réciproquement. La différence de marche des deux ondes qui émergent du système des deux lames est donc égale à 0 + E'-(0'4-E) ou, comine 0' = 0, à E' - E. La valeur de E' s'obtient en remplaçant dans celle de E l'angle œ par
MF
ion complément &;; on a donc
E'-E»^(y/i-(a«cos«(w+6«8in««)8in«I
— %/ 1 — ( a^ sin^ « + 6* cos* « ) sin' I j •
Si l'on développe les deux radicaux en négligeant les termes dans lesquels sini entre à une puissance supérieure k la seconde, ce qui est permis puisque Tangle I est toujours très-petit , il vient
E' - E = -^ (a« - i«) (sin> « ^ cos» «) sin« I.
L'équation des courbes isochromatiques est
OU, d'après la valeur que nous venons de trouver pour E' — E,
(fl^ — b^) (sin* oj — cos^ «) sin* I -= —— •
En remplaçant sin ciisin I par ^ et cos w sin I par ^i il vient définitivement
Les courbes isochromatiques sont donc dans le cas actuel des hyperboles équilatères dont les axes sont dirigés suivant les traces des sections principales sur le plan du tableau , et les asymptotes suivant les bissectrices de ces traces. Ces asymptotes sont elle»-niémes des lignes isochromatiques correspondant à une valeur nulle de k: et comme, sur ces droites, le terme qui dans l'expression des intensités des deux images dépend de la longueur d'ondulation est nql, les deux asymptotes sont toujours incolores. Si la section principde de l'analyseur est parallèle ou perpendiculaire au plan primitif de polarisation , les deux asymptotes sont noires dans Tune des images et blanches dans l'autre. On voit que , dans le cas que nous venons
d'examiner, les phénomènes sont beaucoup plus simples et plus rég[uliers que dans le cas d'une lame unique.
ItfUBie inclinée sur Taxc d'une fkifan qpieieenqpie
— Si la lame est quelconque , en tenant compte des formules établies pour le cas de l'incidence oblique (202) et en posant
(«^ — b^) sin^ cos S cosûi sin I = M ,
Téquation des lignes isochromatiques peut s'écrire
, ^ _ y 7 - 6^ffi? i M
ae 6 fl* sin* S -h h* cos* S
V/M*-+-(a'sin«cyïfe'cos*^| i -[a'-^a*-6*)8in*^cos»«]sinMt
û*sin*^4-6*cos*^
L'angle I est toujours très-petit; donc, si les quantités a^ — b^, sin S et cos S ne sent pas très-petites, c'est-à-dire en excluant le cas où la lame est très-peu biréfringente et celui où elle est voisine d'être parallèle ou perpendiculaire à l'axe, on peut négliger les termes en sin^ I. L'équation des lignes isochromatiques se réduit par conséquent à
cos ûi sin I == const.
ou à
x = consl.
Dans le cas où la lame forme avec l'axe un angle qui diffère notablement de zéro et de 9 o degrés , les courbes isochromatiques sont donc approximativement des droites perpendiculaires à la section principale de la lame.
Si Ton tient compte des termes en sin^ I, on obtient pour les courbes isochromatiques des coniques; ces coniques passent au cercle lorsque sin ^ se rapproche de zéro , et à l'hyperbole lorsque cos S se rapproche de zéro ; elles se confondent sensiblement avec des droites daas le voisinage de leurs sommets, lorsque aucune des quantités sin S et cos S n'est voisine de zéro et que a^ — l^ n'est pas très-petit.
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224. SaperpMililoii de' deux limtea ^mÊtmmm^mmm Èié tiques et dont les eeetloue prineipmlefi eeiU * *nsl^ dr^ii.
— Supposons que Ton superpose deux lames identiques de même épaisseur et taillées suivant la même direction, de façon que les sections principales de ces deux lames soient perpendiculaires. En raisonnant comme plus haut (221) on voit que l'équation des courbes isochromatiques est
Fy-E = — .
L'expression de E' se déduit de celle de E en remplaçant « par -— «; en négligeant les termes en sin^ I, ce qui suppose que l'angle S n'est voisin ni de zéro ni de 90 degrés, on a
--,, _, e(û* — fe*)sin^co8^(sinû) — cos« sini
«'sin*<î + 6*cos*^
Les courbes isochromatiques sont donc données par l'équation
sinl(sinû) — co8û))=const.
y — â?=--const.
Ces courbes sont par suite des droites parallèles à la bissectrice des sections principales des deux lames, en supposant du moins que les lames ne soient pas voisines d'être parallèles ou perpendiculaires à l'axe. La bissectrice est elle-même une ligne isochromatique, et, conmie elle correspond à une valeur nulle de la différence de marche, elle est incolore. Si la section principale de l'analyseur est parattëe ou perpendiculaire au plan primitif de polarisation, la bissectrice est noire dans l'une des images et blanche dans l'autre.
225. Polarleeope de ëmwmwU — Le polariscope de Savartest une application du cas particulier que nous venons d'examiner. D se compose de deux plaques de quartz de même épaisseur et taillées suivant la même direction ; ces lames sont placées de façon que kufs sections principales soient rectangulaires et sont suivies d'un analy* seur dont la section principale est parallèle à la bissectrice des sec-
tions principales des deux lames. Lorsqu'on fait tomber sur ce système un faisceau divergent de lumière polarisée, on aperçoit une série de franges rectilignes et colorées qui sont parallèles à la bissectrice des sections principales des deux lames.
Il n'est donc pas exact de dire, comme on le fait quelquefois, que les franges sont parallèles au plan primitif de polarisation ; ce qui est vrai, c'est que la sensibilité de ce polariscope augmente à mesure que ce plan se rapproche d'être parallèle à la direction des franges.
Le polariscope de Savart est un des plus simples et en même temps un des plus sensibles.
Les lames de quartz doivent faire avec l'axe un angle voisin de 45 degi'és; il faut éviter qu'elles se rapprochent d'être perpendiculaires h l'axe, à cause du pouvoir rotatoire du quartz.
Siiperp««ltion ém deux toaiMi i|«ele«iii|tte
M. Langberg a traité par le calcul le cas où l'on superpose deux lames identiques inclinées sur l'axe d'une façon quelconque , et dont les sections principales forment entre elles un angle quelconque ^^^ Il n'y a là aucune difficulté théorique; c'est un genre de vérifications tout à fait analogues à celles que Schwerd a exécutées pour les phénomènes de diffraction, et l'expérience a toujours confirmé les prévisions de la théorie. Il est à remarquer que, dans la plupart des cas, le champ visuel se trouve divisé en petits compartiments par deux systèmes de courbes isochromatiques qui se croisaot.
G. — PaiNoiikiiBs des cbistaux ï moi axm.
227. VmrtÊÊmimm géwàérmMmm. — Les formules qoi jrepvëseiitof t
les intensités des deux images dans le cas des cristaux à np axs sMt applicables aux cristaux à deux axes, a conditÎAQ que Top d4wgBe par t l'angle que fait avec le plan primitif de polarisation le pl^ 4^ polarisation du rayon qui se rapproche le plus de suivre les lois 4^ la réfraction ordinaire. C'est à ce rayon , que Ton appoUo mt 0tt<M|* non rayon ordinaire, que correspond l'image dont l'ijltaiisitë ^ itprésentée dans les formules par ù^. On voit que dans les cristaux à Jeux axes la section principale n'est autre chose que le plan de po-»
^i Pogg, Arw,, vol. complAnent.y f.
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larisation da rayon ordinaire, et que par conséquent les i principales correspondant aux difTérents rayons ne passent plus toutes par une même droite, comme cela a lieu pour les cristaux à un axe. Les lignes incolores sont encore données par les deux conditions
sinat^o, sina{i — *) — o;
elles sont donc déterminées par les rayons dont le plan de poiaiisatioa est parallèle ou perpendiculaire au plan primitif ou à la section principale de l'analyseur.
Nous nous occuperons uniquement du cas où la lame est perpendiculaire à l'axe de plus petite élasticité; les résultats que nous obtiendrons pourront s'appliquer aisément, au moyen d'une simple permutation , au cas oij la lame est perpendiculaire à l'axe de plus grande élasticité. Nous aurons fréquemment occasion, dans ce qui va suivre, de nous appuyer sur un théorème démontré daw la ditHie de la double réfraction (157), et qui consiste en ce que, si l'on mène deux plans passant par la normale à une onde plane et par les deux axes optiques, les plans bissecteurs des dièdres ainsi formés sont les plans de polarisation du rayon ordinaire et du rayon extraordinaire qui correspondent à cette onde.
■ lne«l*rMi dMUi le mm «A les ftxes optlquee braient lu »■«■• *rè«-pe«lt avee la BsnHnle ik Im Imom.
— La normale à la liinic <.-oinndanl avec l'axe de plus petite t^last îcilé est toujours la bissectrice de l'aiiyle que forment entre eux les axes optiqaef. Si^ posons que l'axe de plus petite élasticité se confonde avec la l^e moyenne et que les axes optiques forment entre eux un angle très-petit : chacun de ces axes fera alors un angle très-petit avec la normale à la lame. Pour déterminer la forme des lignes incolores, menons par ' """' un point quelconque 0 (fig. aZ) deui
droites OA et OB panillt^les aux directions des axes optiques et une
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droite OC parallèle à la ligne moyenne. Par le point C menons un plan perpendiculaire h, OC et considérons une droite DM qui rencontre ce plan en M; les plans de polarisation des rayons qui correspondent à une onde plane perpendiculaire à CM sont parallèles aux plans bissecteurs des angles dièdres AMOB et AMOM'. Si l'on suppose, comme nous l'avons toujours fait jusqu'à présent, que l'angle d'incidence I ait une valeur très-peu considérable, l'ange MOC sera très-petit ; il en est de même d'aillenrs de l'angle AOB : les traces des plans bissecteurs dont nous venons de parier sur le plan perpendiculaire à OC se confondent par suite sensiblement avec les bissectrices des angles plans AMB et AMM'.
Pour déterminer la direction des ondes qui donnent lieu aux lignes incolores, il faut donc cbercher le lieu des points M tels que la bissectrice de i'angle AMB soit parallèle ou perpendiculaire à la trace sur le plan AMB du plan primitif ou de la section principale de l'analyseur.
Prenons le plan AMB pour pian défigure, le point C pour origine et la trace du plan primitif sur le plan AMB pour axe des x (fig. 9&}. Soient D et E les points où les droites MA et MB rencontrent l'axe des x : si la bissectrice de Tangle AMB ou de son supplément est parallèle k l'axe des X, on voit immédiatement que les angles MD« et HEx sont supplémentaires. D'ailleurs, en désignant par « et y les coordonnées du point M, par a et (3 celles du point A, on a
tang.\lDa: = '-3^
t8ngMDa!-=— langMEx,
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il vient
(Toù
éqaation d*une hyperbole ayant pour asymptotes les axes des coordonnées et passant par les points A et B.
On verrait de même que les points M , pour lesquels la bissectrice de l'angle AMB est parallèle ou perpendiculaire à la trace sur le plan de la figure de la section principale de l'analyseur, se trouvent sur une hyperbole passant par les points A et B et ayant pour asymptotes cette trace et une droite perpendiculaire.
On voit en résumé que si , par un point quelconque 0» on mène deux parallèles aux axes optiques OA^et.OB et une parallèle OC à la ligne moyenne; si, de plus, on mène par ce point de» ûôtmtAeê k toutes les ondes qui donnent des rayons incolore, les point» oà ces normales rencontrent un plan perpendiculaire k OC SQiit aitii^s atr deux hyperboles passant par les points oà les axes oftàqum r«flÉoitrent ce plan et ayant pour m jmjrtotea , Tune la trace ntf eé filiii Ai plan primitif et une perpeil4iical«ire k eette trsee, fctftM li iHUe de la section principale de Pandysenr et fitie pél|Nmlfetdikv à cette trace.
Pour déterminer les lignea incolores rëellea, meeeM^ pif le t9ÊÈte optique 0' de la lentille qui fait converger en an ffléine point Its rayons qui traversent paralltiement la laâie , une droite Cl€' ptHrilèle à la ligne moyenne , et soit G' le point où cette droite rencoilte le plan du tableau. Par le même point (ï menons deux droites QA' et OB' parallèles aux directions apparentes des axes optiques, c*est-âdire parallèles aux directions que doit avoir un rayon dans l'air pour se réfracter dans le cristal suivant les directions des axes optiques, et soient A' et B' les points oii ces deux droites rencontrent le plan du tableau. Les rayons qui concourent à la prodoction du phénomène faisant tous des angles très-petits avec la normale, l'indice de réfraction de ces rayons peut être regardé comme sensiblement constant; il existe donc aussi un rapport à peu près constant entre les angles que forment avec la normale à la lame les nor-
maies aux ondes réfractées dans le cristal qui donnent les rayons incolores et les angles que forment avec cette niéme normale les normales aux ondes émergentes Correspondantes, normales qui ne sont autres que les rayons incolores eux-mêmes. Les figures incolores réelles sont donc semblables aux figures auxiliaires que novtÈ avons construites à Taide des normales aux ondes réfractées.
Ainsi les lignes incolores consistent en quatre branches d'hyper* bole qui se croisent deux à deux aux points A' et B' extrémités appa* rentes des axes optiques : deux de ces branches ont pour asymptotes deux droites menées par le point C parallèlement et perpendiculairement au plan primitif; les deux autres ont pour asymptotes deux droites menées par le même point G' parallèlement et perpendiculairement à la section principale de l'analyseur. Si le plan primitif est parallèle ou perpendiculaire au plan des axes optiques, deux de ces branches d'hyperbole se réduisent à une croix formée par deux droites, l'une parallèle, l'autre perpendiculaire au plan primitif; si la section principale de l'analyseur est parallèle ou perpendiculaire au plan des deux axes, il en est de même, mais les branches de la croix sont alors l'une parallèle, l'autre perpendiculaire h la section principale de l'analyseur. Si la section principale de l'analyseur est parallèle ou perpendiculaire au plan primitif sans qu'aucun de ces deux plans soit parallèle ou perpendiculaire au plan des axes, les quatre branches d'hyperbole se réduisent à deux. Enfin si, en même temps que la section principale de l'analyseur fit parallèle ou perpendiculaire au plan primitif, elle est parallèle ou perpendiculaire au plan des axes optiques , le système des lignes incolores se réduit à une croix unique, blanche dansl'uHe des images et noire dans l'autre.
Remarquons enfin que les lignes incolores jouissent dans les cristaux à deux axes des mêmes propriétés que dans les crislaïut à un aie. Si une ligne incolore résultn de ÎMûnÎÊtiùn d'un tent ék facteurs sinai ou sinâ(t — «), tottte eotirbe isocbromatiqUe^ M iÉ%* ▼eraant cette ligne incolore , pasae dTafie teinte à la teinte cotiiplémentaire dans la lumière blanche, et du minimum au maximum dans la lumière simple. Si au contraire les lignes incolores résultent de rannulation simultanée des facteurs sinai et 8in9(i — «), c'est-à-
dir« si la section principale de l'analyseur est parallèle ou perpendiculaire au plan primitif, les lignes isochromatiques conservent dans toute leur étendue la même teinte si Ton opère avec la lumière blanche, et dans la lumière simple chacune d'elles correspond exclu**sivement à un maximum ou à un minimum.
229. Uffiies Incolores dans le mmm o«i leo axeo 0| forment avee la normale à la lame des ansleo wmUÊÊmm éé so deffréo. — Supposons que chacun des axes optiques {otme avec la normale à la lame, c'est-à-dire avec Taxe de plus petite élaistîcilë, un angle voisin de 90 degrés, de sorte que Taxe de plus petite éksT ticité ne coïncide plus avec la ligne moyenne. Dans ce cas, il it'y.a plus de lignes incolores nettement déGnies pour les rayons dont les directions diffèrent peu de celle de la normale; en effet, l'ange AOB étant voisin de 180 degrés et l'angle MOG étant très-petit, les plans bissecteurs des dièdres AMOB et AMOM', c'est-à-dire les plans de polarisation du rayon ordinaire et du rayon extraordinaire, se rapprochent beaucoup d'être l'un parallèle, l'autre perpendiculaire au plan des axes, et ont par conséquent des directions sensiblement constantes pour tous les rayons qui forment de petits angles avec la normale. Si donc l'un de ces rayons était polarisé parallèlement où perpendiculairement au pian primitif ou à la section principale de l'anaivseur, il en serait de même de tous les autres, et toute trace de coloration disparaîtrait dans les images, du moins dans le voisinage de la normale : c'est ce qui a lieu lorsque le plan des axes optiques est parallèle ou perpendiculaire au plan primitif ou à la section principale de l'analyseur.
Les lignes incolores reparaissent, dans le cas qui nous occupe, au voisinage des axes optiques. Soit en effet (fig. â5) OM une droite
normale à une onde réfractée
et faisant avec l'axe optique OB
un angle très-petit. Les plans
de polarisaition des deux rayons
Fig. «5. qui correspondent à cette onde
sont les plans bissecteurs du dièdre AMOB et de son supplément.
L'îïngle MAB étant très-petit . par rapport à l'angle MBA, ces plans
330. courbes isoeliromatlques dans le mmm o«i Um âmes •pfiiiues forment airee la normale m la lame deo angles tréo-petlto. — Nous allons maintenant nous occuper de déterminer la forme des courbes isocbromati(|ue6 en supposant toujours la lame perpendiculaire à Taxe de plus peftllr éhM^M : û^m coAtiiiilifêfas d'abord le cas où les axes optiques fèmfelit Att^ It mitautlbi h la lame des angles très-petits; Taxe èè fïm petite ^Wteît^ ilÉwille alors avec la ligne moyenne. SoiMt A f AUffe (|M JbfMI fitH ies axes optiques avec la normale à k tffttMf et i fiëttriê êpjfÊÈêÊA de cet axe avec la normale , c est-à-dlNr PÉng^ d1liéilliit# ék H^n qui se réfracte suivant Taxe optique : où âârâ
sinA = 6sinB,
Si, comme nous l'avons supposé, l'angle A^ est petit, la valeur de à^ — h^ est petite par rapport h celle de a^ — e^, et la lame se comporte comme un cristal attractif La différence de marche 0 — E est le produit de l'épaisseur e du cristal par la différence des deux valeurs de cotR sinl. Or, d'après les formules établies pour le cas de l'incidence oblique (204), on a
♦2R . ^j a'-^b'-sin*l[b*(a''\-c')c(M'e-^a*(h*'hc*)s\n*e]d^H coi 11 sm 1 ^~' _• f « ~ — — ,
en posant H2= {a2_i2_ sinîj [i2 (^2 __ c2)cos2fl + a2(i« - c') sin^e] }«
Si l'on suppose que sin 1 soit très-petit et du même ordre que sin A, c'est-à-dire si l'on ne considère que les rayons voisins de la normale, on voit que H^ est de l'ordre de sin^I; le radical H et le terme en sin^ I sont donc très-petits par rapport h a^ + i*, et l'on peut extraire par approximation la racine carrée de l'expression qui représente cot^ R sin^ I, ce qui donne
cotRsmI==-— s/«2_^i2~- ±-— ^,3^^
en posant
En prenant la différence des deux valeurs de cotRsinI, on a
H cot R' sin I — cot R" sin 1= -; — r^ .^:
Tëquation des courbes isochromatiques est donc
ou
D'ailleurs, la valeur de H^ peut s'écrire
H2 = {fl2 - 62 + sinM [62 (a» -c^) - c^{a' - i2)sin2d]|2 - 462 (a^^b^) (fl^^-c2)cos2dsin2l,
et, en remplaçant a^ — b^ par («2 _ c2) sin2A,
H2 == (fl2 _ ^2)2 }[sin2A + sin21 (6^ -c2 sin2 A sin2fl)]2
-4*2cos2esin2lsin2Aj.
En négligeant les termes d'un ordre supérieur à celui de sin^ I ,
on a
H2 = (a2-c2)2(sJn4A + i4sin4i_^3é2gin2Aj.in2i
— 462cos2ôsin2lsin2A),
ou, en multipliant le terme ai^ sin2A sin2l par cos2ô+ sin^Ô, H2 == (fl2 __ c2)2 [sin*A + 6* sin* I + 96^ (sJn2 e _ cos2 6) sin^ A sin^ I].
L'angle 6 est celui que forme le plan d'incidence avec le plan des axes optiques : en prenant pour axe des x la trace du plan des axes sur le plan du tableau, et en désignant par D la dislance du plan du tableau au centre optique de la lentille qui fait converger en un même point les rayons qui traversent parallèlement la lame cristal-
lisée, on a
sin I cosd=gt sin I sinfl^p*
sinI==V^S.
Si Ton représente par a la distance du point où l'axe optique de cette lentille rencontre le plan du tableau à la trace apparente de l'un des axes optiques sur ce plan, on a
ou, comme l'angle B est toujours petit,
sinB = g;
il vient donc
sin A =^ 6 sin B = Ty
En substituant les valeurs de sini, de sinl cos0, de sini sin 0 et de sin A dans l'expression trouvée plus haut pour H^, elle devient
Téquatioji de3 courbes isochromatiques peut donc, être mise sous la forme
ou sous celle-ci :
ae»
Les courbes isochromatiques sont par suite des kmniscates ayant pour foyers les traces apparentes des axes optiques et pour axes de symétrie la trace du plan des axes optiques sur le plan du tableau et utte perpendiculaire à cette trace. La figure 97 montre la forme qu'affectent les courbes isochromatiques dans le cas que nous venons
LUMIÈRE CONVERGENTE OU DIVERGENTE. 173 d'examini^r; ces courbes sont traversées par des courbes incolores qui sont en généra], comme nous l'avons vu plus haut, de forme hyperbolique. Dans la figure on a supposé la section principale de l'analyseur parallèle ou perpendiculaire au plan primitif; le système des lignes incolores se réduit alors à deux branches d'hyperbole passant par les traces apparentes des axes optiques , et chaque lemnitcate conserve une teinte sensiblement nniforme.
W. Herschel a reconnu le premier que les cristaux à deux axes peuvent donner des anneaux en forme de lemniscates'"; mais la théorie complète de ces phénomènes est due h M. de Senarmont.
CTsurbca Iso^krv^wtlqiiMi d«BB le caa «rii
•pMqnc* ferment «vce I» Bornukle à I» laose dea «B^e« v«lBliis 4« BO émgrém. — Supposons maintenant que les axes optiques forment avec la normale k la lame des an^es voisins de 90 degrés, et que l'on examine les phénomènes dans le voisinage de la normale, c'est-à-dire que l'angle 1 soit toujours trèspetit. Dans ce cas cosA a une valeur peu différente de zéro, et comme on a
cosA
il en résulte que i^ — c^ est très-petit par rapport à a^—é*. Dans l'expression de H" les termes qui contiennent le facteur A* — c* multiplié par sin^l sont très-petits par rapport aux autres, d'après ce qae nous venons de dire, et peuvent être supprimés sans erreur sen> ahie : on a donc très-approximativement
H - fl'- A' - A'(a»- é) cos'Ô 8tn>l.
1 mt. Tr«.f., i8»o. p. là.
Dans la valeur de cot^Rsin^I on peut remplacer
par
fifl^c'sin^flsm*!, car on a
et le terme qui contient b^ — c^ est n4gligeabl# à eauM àê la peti-r tesse de ce facteur. En faisant cette substitution il vient
2« . 2i_flVft*-sinM[fe%^a^-4-£?')cos'g-4-»#'c»sin«g]dbH
et, en remplaçant H par sa valeur,
^QDf • Qi a* — a*(fe*cos*fl + c*sin*fl)sinM
cot^ H sm^ 1 == ' rm ■ '
.0 0// • 9 1 fe*--c*(6*cos*fl-f-a*sin*fllsinM cot^ Il sin^ 1 == ru •
L'angle \ étant toujours très-petit, on peut extraire par approximation les racines carrées des seconds membres de ces deux équations , ce qui donne
cotR'sinl=^[«-|(62cos2fl + c2sin«e)sinM].
cotR''sinI = ^[6-~(62cos3fl-4-rt2sin2ô)sinM].
et pour 0 — E la valeur suivante,
^\Q-b- [^ {bHos^e+cHm^ey~{b'' cos« 6 + a^ sin^ ô)] sin« l{
En prenant pour axe des x la trace sur le plan du tableau du pian des axes optiques, on peut remplacer cos0 sini par ^ et sin 6 sin I
par ^; on obtient ainsi pour l'équation des courbes isochromatiques
ou
Gomme on a toujours
ft2 (c^^ab)<Co, c^ {a^ - ai) > o ,
cette équation représente une série d'hyperboles dont les axes sont dirigés parallèlement et perpendiculairement au plan des axes optiques. Le second membre de Téquation pouvant être soit positif, soit négatif, l'axe réel de ces hyperboles est tantôt parallèle, tantôt perpendiculaire au plan des axes optiques. Dans le cas actuel il n'y a d'ailleurs pas de lignes incolores, ainsi que nous l'avons fait voir plus haut (228).
232. courbes IsoelironiAtiques daiui le cas où les amee •ptlqiiea ffomieiit avee la «ormale à la lame des anylea qui ne eant voisins ni de sèro ni de SO dei^ès. —
H nous reste maintenant à examiner le cas oii les angles formés par les axes optiques avec la normale à la lame ont des valeurs quelconques qui ne sont voisines ni de zéro ni de 90 degrés. Les simplifications qui résultaient dans les deux cas précédents de ce que l'une des quantités sin A ou cos A était très-petite ne sont alors plus possibles; nous nous bornerons à déterminer la forme des courbes isochromatiques dans le voisinage de la normale et dans le voisinage des axes optiques.
Supposons d'abord qu'on observe les phénomènes qui se produisent dans le voisinage de la normale, c'est-à-dire que l'angle I soit très-petit. On pourra alors, dans l'expression de H^, négliger le terme qui contient sin^I, et on aura
H««(a2-.62)2_3(û2__j2)sin2l[62(a2__^)cos2fl
a2(fl2- *«) (42^. c^) sin^ôsinM
Aucune des quantités sin A ou cos A n'étant voisine de zéro, a^— ^ et A' — c^ ont des valeurs très-grandes par rapport h celle de sin^I,
et on peut extraire la racine carrée du second membre par approximation : il vient ainsi
H = a^- *2_ sinM [J2 («2_ c2) cos2 S + ««(*"- c*) sin«ô]
= a2_ J2_ sin2i [-42 («2- c2) cos^ô - flî(62_ c^) sin^fl].
En substituant cette valeur dans l'expression de cot^Rsin^I, on a
.on/ • 01 i--sin*I(6*cos*fl-f-c*sin*ô) cot^ n sm^ 1 = Ti '
.oDf/ • 9 1 1— sinM(c*co8*fl.-4-a*sin*ft cor n sin^ 1 --^ ï »
d'où , en extrayant les racines carrées des seconds membres par approximation,
cotR'sinl = ^i -^(t^cos^fl + c^sin^ô)], cotR%inl=^[i -^(c^cos^fl + fl^sin^fl)].
La valeur de la différence de marche est donc
et l'équation des courbes isochromatiques, en remplaçant sinlcosfi parTvel sini sinfl par Vvi prend la forme
' •il'
OU la forme • *
al) / , knh\\ rr-iO
Les courbes isochromatiques sont donc des hyperi>oies dont im axes sont l'un parallèle, l'autre perpendiculaire au plan des axet optiques, l'axe réel pouvant avoir l'une ou l'autre de ces directions. Ces hyperboles ne sont pas du reste identiques à celles du cas; précédent, à moins que cosA ne soit très-petit.
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Supposons mainlehant que Ton considère le pliënomène dans fe voisinage de l'axe opt-que, c'est-à-dire que l'angie I diffère peu de B et qu'en même temps i'angle 0 soit voisin de zéro. La différence de marclie est nulle pour les rayons qui traversent le cristal dans la direction de l'un des axes optiques; donc, quand on a I = B et B'=o, H est nul et l'expression de cot'Rsin*! se réduit à
cot'RsinM = -
-ft'((i' + c'l8m'B
Si l'angle 1 diffère peu de B et qu'en ni^me temps $ soit voisin de léro, H sera très-petit Pt l'on aura
cot*nsm"i = ^t; .
h étant aussi une quantité Irès-petite. Comme k pI H sont très-petits par rapport aux autres termes, on peut extraim la racine carrée par approximation, ce qui donne
cot R sin I -= ~^. ^y/â^+W^^¥(à^+^y^i^
ah\':t[n'-*-h'-h- [a' + c') si»' isj
I L'équation des courbes isochromatiques s'obtient I donc en égalant H à une constante.
Pour trouver plus simplement la valeur de H, I nous mènerons, par le centre optique 0 de la I lentille qui fart converger en un même point I les rayons traversant parallèlement la lame, une I droite 01 parallèle aux rayons considérés (iig. 38), I et nous exprimerons les angles 1 et 0 en fonction I de l'ange ip, que fait le rayon 01 avec la direction I apparente de TaxeOB, et de l'angle &>, que le plan 108, passant par la direction des rayons considérés et par ceHe de l'axe optique, fait avec le plan des axes optiques
YCMMT, VI. — OpIiqiM, II. I a
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BOG. L'angle lOG, que fait 01 avec la normale OC, étant égal à I, et Tangue du plan lOG avec le plan BOG élant égal à 9, on a
sin (p s\n6 sinl sin&y
cos I = cos ^ CCS B + sin ^ sin B ces cj.
L'angle <p étant toujours très-petit lorsque les phénomènes sont observés dans le voisinage de l'axe optique, ces relations peuvent s'écrire sans erreur sensible
^ sin &y = sinl sin0, cos I = cos B + ^ sin B çosw.
En substituant ces valeurs dans l'expression de H^ mise sous la forme
H2= {«2- A2_ sinM [b^ («2- c2)- c« (a«- i«) sin'ô] p + /1«2 («2_ iî) (62_ c2) sin^ôsinM.
il vient
_-c2(a2-t«)^C08««]« + tia^ (a2- fcî) (42- c2) (p2 sin^û,.
Comme on a
sin^ A = A^ sin^ B = -i — i i
la quantité a^-b^-b^{a^-c^)sm^Besl nulle, et, Hrottaëg^ples termes dans lesquels ^ entre à une puissance supéritvreàfai asconde, l'expression de H^ se réduit à
H^== (p2 [Ai* (a^- c2)2 sin^B cos^B cos*4#
Supposons qu'on projette les courbes sur un plan plii^liiiJHf lifce à l'axe optique OB; prenons pour origine la trace apparente de cet axe sur le plan du tableau, et pour axe des a la trace du plan des
axes optiques sur ce plan. En désignant par D la distance du centre optique 0 de la lentille au plan du tableau , on aura très-approximativement, à cause de la petitesse de l'angle Ç,
D^ cos ûi = j? , D^ sin w = y .
En portant ces valeurs dans l'expression de H^, elle devient ?ïï!_ 44 ^^s_ c*)9 cos«B sin«Bx«+ /i«(a«- A«) (6«- c«)y«.
En remarquant que l'on n
et en égalant la valeur de — r— à une constante, on obtient pour l'équation des courbes isochromatiques
[fcî (û2._ r«) - («2- 6«)].r«4- a^(t^- c2)y«= const.
Le coefficient de x^ est positif toutes les fois que l'angle B est réel; les courbes isochromatiques projetées sur un plan perpendiculaire à l'axe optique sont donc des ellipses ayant pour centre la trace apparente de l'axe optique et dont les axes de symétrie sont l'un parallèle, l'autre perpendiculaire au plan des axes optiques. Il en résulte évidemment que, sur un plan perpendiculaire à la normale, les courbes isochromatiques sont encore des ellipses ayant pour centre la trace apparente de l'axe optique.
MI
APPLICATIOIN DE LA POLARISATION CHROMATIQUE À L ÉTUDE DES CRISTAUX À DEUX AXES. - DISPERSION DES AXES.
233. C^hansements de direction des âme» optiques avec la couleur. - — Les phénomènes auxquels donne naissance la polarisation chromatique dans la lumière convergente ou divergente offrent des ressources précieuses pour Tétude des cristaux h deux axes. Les courbes isochromatiques peuvent servir à mesurer, sinon les valeurs numériques des trois indices principaux de ces cristaux, du moins leurs rapports; mais ces déterminations, fort difficiles d*ailleurs, offrent peu dmtérét, et c*est plus particulièrement pour étudier les changements de direction que subissent les axes optiques avec la couleur qu'on a recours aux phénomènes de la polarisation chromatique.
. Dans les cristaux à. un axe. Taxe unique est nécessairement le môme pour les rayons de toutes les couleurs; mais, dans les cristaux à deux axes, les valeurs des trois indices principaux changent quand on passe d'une couleur à l'autre, et, comme les valeurs que présentent ces indices pour les différentes couleurs ne sont pas en général proportionnelles les unes aux autres, la position des axes optiques dépend de la couleur. Il y a deux cas à considérer, suivant que les cristaux ont trois axes cristallographiques rectangulaires ou sont à axes inclinés.
23â. Phénoménec des cristausL à anem rectanf^aircf*
— Les cristaux à deux axes qui présentent trois axes cristallographiques rectangulaires entre eux sont ceux qui appartiennent au système du prisme droit à base rhombe. Dans ces cristaux, les trois axes de symétrie sont parfaitement définis, et, par suite, les trois axes d'élasticité coïncident nécessairement avec les axes cristallographiques. Il en résulte que, quelles que soient les variations des quantités a, b, c, les axes optiques qui correspondent aux différentes couleurs ont tous une bissectrice commune; mais, comme l'ordre
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Dans les cristaux de sulfate de soude, à la température ordinaire, les axes optiques des différentes couleurs sont situés dans ie même plan, mais ont des directions très-différentes, doh il résulte que dans la lumière blanche les phénomènes sont extrêmement confus. En opérant successivement avec de la lumière homogène de diverses couleurs, on reconnaît que l'angle des axes va en décroissant do rouge au violet; les axes rouges font un angle assos considérable, tandis que les axes violets font un angle très-petit. Si on élève la température, l'angle des axes diminua pour toutes les couleurs : il en résulte que les axes violets se rapprochent de plus en plus et finissent par se confondre; k ce moment le cristal se comporte, pour les rayons violets, comme s'il était k un axe, tandis qu'il conserve les propriétés des cristaux à deux axes pour les rayons des autres couleurs. Si l'on continue k élever la température, les axes violets se séparent, mais dans un plan perpendiculaire k celui où ils étaient situés d'abord et qui contient encore les axes rouges : à 60 degrés l'angle des axes violets est déjà considérable. Lorsque les ip[es rouges et violets sont ainsi situés dans deux plans rectangulaires , les phénomènes sont tellement confus dans la lumière blanche qu'il est impossible de rien distinguer.
Phénoméiiiefi des crtsteum à aiLes liteltaiés. — Dans
les cristaux du système clinorhombique, il existe un seul axe cristallograpbique nettement déterminé et un plan de symétrie perpendiculaire à cet axe qui contient les deux autres axes. Dans ces cristaux , il n'y a donc qu'un seul axe d'élasticité dont la position soit déterminée et qui conserve nécessairement la même direction poar toutes les couleurs; les directions des deux autres axes d'élasticité peuvent varier avec la couleur en même temps que les quantités ê, b, e, d'où résulte une complication encore plus grande que dans le cas précédent. Les phénomènes que présentent les cristaux du système clinorhombique peuvent se rapporter à deux types différents, celui du borax et celui du gypse.
1® Si les axes optiques d'une certaine couleur ont pour bissectrice l'axe cristallographique qui est perpendiculaire au pian des deux autres, les axes de toutes les couleurs auront aécesbairement^ par
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raison de symétrie, cette même droite pour bissectrice ; mais les plans de ces aies pourront avoir des directions différentes et être situés dans des azimuts quelconques sans être nécessairement perpendicuiaîres entre eux. Le borax, ainsi que l'ont observé à peu près simultanément Herschel^^^ et Nôrremberg ^^^ présente ce nïode de dispersion, où les axes des différentes couleurs sont situés dans des plans différents et ont une bissectrice commune.
a"" Si les axes optiques d'une certaine couleur sont situés dans le plan de symétrie qui contient les deux axes cristallographiques inclinés l'un sur l'autre, les axes de toutes les couleurs sont nécessairement situés dans ce plan ; mais, comme aucune direction n'est déterminée dans ce plan , les axes optiques des différentes couleurs peuvent ne pas avoir la même bissectrice. Neumann a constaté ce genre de dispersion dans les cristaux de gypse ^'^ ; dans ces cristaux , les axes optiques des différentes couleurs sont situés dans le même plan , mais n'ont pas la même bissectrice. De plus » si Ton vient k élever la température, on remarque que des deux axes optiques qui correspondent à une certaine couleur l'un se déplace notablement plus que l'autre, d'où il faut conclure que la ligne moyenne relative à cette couleur change de direction quand la température varie. Ainsi les axes optiques d'une même couleur ne sont pas des lignes physiquement identiques dans les cristaux qui se rapportent au même type que le gypse.
Les cristaux du système triclinoédrique ou à trois axes inclinés ne présentent plus aucun axe cristallographique nettement déterminé : aussi peut-on retrouver simultanément dans ces cristaux les deux modes de dispersion qui existent séparément dans le gypse et dans le borax, c'est-à-dire que les axes optiques des différentes couleurs sont situés dans des plans différents et n'ont pas de bissectrice conomune.
Ce phénomène a été observé pour la première fois par Neumann sur le seristaux de succinate d'ammoniaque ; il a été constaté depuis ,
t*' Cormp. malhim, rl^/y«., VI, 77, t*) Pùjiir,Atm„ XXVII, aûo.
^^) Pogg' /!»«.» XXXIII, 357.
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sur un grand nombre d'autres cristaux appartenant au système triclinorhombique , par MM. Graiiich, Lang et Descloiseaux ^^^
Phénoaiénes produits pAP le niélaBSO ûm
tiMix iBomoppliMi* — De Senarmont a reproduit artiiiciellemebt un certain nombre des phénomènes que nous venons de décrire, en faisant cristalliser ensemble des cristaux isomorphes ^^^. Il arriva souvent, en effet, que Tisomorphisme cristallographique nVntratne pas i'isomorphisme optique, et que dans deux cristaux isomorphes les plans des axes optiques sont rectangulaires. Le sel de Seignette et le tartrate double de potasse et d*ammoniaque sont dans ce cas; si l'on fait cristalliser ensemble ces deux sels, en augmentant graduellement la proportion du sel ammoniacal, on observe une série de phénomènes analogues à ceux que présente le sulfate de soude* Lorsque la proportion du sel ammoniacal est très-petite, les axes de toutes les couleurs sont situés dans le même plan et les axes rouges font un angle plus grand que les axes violets. A mesure que la proportion du sel ammoniacal augmente , Tangle des axes diminue, et en même temps les axes rouges se rapprochent des axes violets,; les axes de ces deux couleurs finissent par se confondre^ p«is les axes rouges passent en dedans des axes violets et se confondbat, de sorte que le cristal est à un axe pour les rayons rouges. Lat^éia rouges se séparent ensuite, mais dans un plan perpendiodfve 1 leur plan primitif, de façon que les axes violets et les aiai 9&ig» se trouvent dans des plans rectangulaires et que le crisUl té:^ vn axe pour une couleur intermédiaire. Enfin, l'influence du iel*^MH moniacal devenant prédominante, tous les axes se trouvent fénv dans le plan des axes rouges.
Appareil de Wi* Grailleli pour la inemre ém
axea optique*. — Il nous reste à décrire les instraments i
l'aide desquels on mesure l'angle des axes optiques. L'appareil àe Soleil (212) peut servir à cet usage, mais il donne des résultai*^
('} Graiiich, KryitaUographiich-optiiche UrUenuchungen tWien^ i858. — Laing* H'*^* Ber,^ passim. — DescloÎMîaux , Ann, de» mities, XI, a6i; XIV, 33<). <*' Ann. de diim. $t de phys.^C^)^ XXXI 11, 891.
CRISTAUX A DEUX AXES. DISPERSION DES AXES. 185 peu précis. M. Grailicb a construit un appareil à la fois plus simple et plii9 exact que celui de Soleil, et qui permet de mesurer l'angle des axes optiques dans des conditions oh cette détermination est impossible par la méthode ordinaire. H arrive souvent, en effet, lorsque ta lame est taillée peipendiculairement à la ligne moyenne, que l'ange formé par les axes avec la normale est supérieur à l'angle limite de réfraction : la direction de Taxe dans le cristal ne correspond alors à aucune incidence réelle, et, tant que la lame se trouve en contact avec l'air, il est impossible d'apercevoir simultanément dans la figure formée par les courbes Isocbromatiques les deux foyers des temniRcates. Le procédé de M. Grailicb consiste à diminuer l'angle apparent des axes en plaçant la lame cristalline dans un milieu plus réfringent que l'air. Il se sert à cet effet d'une huile transparente ou d'un mélange d'alcool et de sulfure de carbone dont l'indice de réfraction peut varier entre i,3S et i.yB, limites entre lesquelles sont compris les indices de la plupart des cristaux. L'appareil de M. Grailicb (fig. -ig) se compose d'une cuve de verre ou de métal A, percée sur ses parois verticales de deux orifices B et G placés l'un en regard de l'autre. Ces oriBces sont munis de viroleii dans lesquelles sont lixés le polariseur et l'analyseur, qui sont des Nîcol d'une épaisseur très-faible. La cuve est remplie d'un liquide dont l'indice dillière peu de celui du cristal ; elle est fermée à sa partie supérieure par un disque circulaire de verre D qui porte sur sa circonférence une division en degrés. Ge disque est traversé en son centre par une tige métallique T qui porte à sa partie inférieure une pince dans laquelle on frxe la lame cristalline : cette pince est réunie à la tige au moyen d'une charnière et peut tourner autour d'un axe horizontal. La lame cristalline étant taillée perpendiculairement à ta ligne moyenne , on la place dans la pince, et on commence par rendre le plan des axes optiques horizontal. A cet effet, on dispose en avant de l'analyseur
nn fil homontal qu'on observe avec une loupe , et on fait tonrner la pince autour de la cbamière jusqu'à ce que la ligne qui passe par les deux foyers des lemniscates coïncide avec le fit. Si les deui foyers ne sont pas visibles simultanément, on peut se. servir de là l^e de symétrie des courbes qui entourent l'un des foyers. Pour mesurer l'angle apparent des aies optiques, on fait tourner la tige T de façon que les deux foyers des lemniscates coïncident suecessivement avec un fil vertical qui croise le (il horizontal : la tige porte une alidade munie d'un vernier qui se meut sur la division du disque D; on peut donc connaître l'angle dont elle a tourné, angle qoi n'est autre que l'ange apparent des axes. Connaissant les indices du liquide et du cristal, on put déduire de l'angle apparent des axes leur angle réel.
238. App«reUdeH.KIr«hk«irpMU>mMurM>lMaBBlM de* mTLtm optlqpaca relsMlii ««x Mlféreatea ««iileara. —
Lorsqu'on emploie l'appareil de Grailich pour déterminer les angles des axes optiques qui correspondent aux différentes couleurs, il faut éclairer la lame avec de la lumière homogène; or il n'est pas faciit de se procurer des lumières homogènes pffeeaiawt- teft-4iffii w|p«
teintes du spectre et rigoureusement définies. M. KircbhoS'a imaginé un appareil à t'aide duquel on peut mesurer l'an^^e des axes optiques, en se servant de la lumière du ^ectre solaire, de fafoa que les raies du spectre fournissent des points de repère parfaitcnent
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déterminés ^^K Uapporeil est placé dans une chambre noire oh les rayons lumineux pénètrent par une fente verticale 0 (fig. 3à). On se sert de la lumière des nuées, ré&échie par une feuille de papier ou par un morceau de por(ielatne, afin d'éviter le trop grand éclat de la lumière. Les rayons qui ont traversé la fente tombent sur une lentille achromatique A, dont le foyer principal se trouve sur la feqte ; ces rayons sont ainsi rendus parallèles et vont tomber sur uii prisme P dont les arêtes sont verticales. Ce prisme donne un spectre pur, dans lequel en distingue nettement les raies de Frauenhofer. Après avoir traversé le prisme» les rayons tombent sur Tobjectif d'une lunette astronomique B, munie d'un réticule. En sortant de cette lunette, ils rencontrent la lame cristalline; cette lame L est fixée verticalement au centre d'un cercle horizontal gradué : elle est portée par une plate-forme qui peut tourner autour d'un axe peppendieulaire au plan du cercle et qui porte une alidade munie d'un vernier. A la suite de la lame S3 trouve une seconde lunette astronomique C dont l'axe est sur le prolongement de celui de la lunette B.
On ajuste d'abord les deux lunettes de façon qu'elles donnent une image nette des objets situés k une distance infiniment grande. Le prisme étant enlevé, on place ensuite la lunette B dans la direction des rayons qui sortent de la lentille A , et on fait varier la distance de la lentille A è la fente jusqu'à ce que l'image de la fente soit vue aussi nettement que possible dans la lunette B. On est certaili alors que la fente se trouve au foyer principal de la lentille A. On àiepwe ensuite la lunette C sur le prolongement de la lunette B, de façon que le réticule de la lunette B soit vu distinctement dans la lunette C. Les lunettes ainsi réglées, on place le prisme derrière la lentille A, et, sans changer la distance des deux lunettes, on leur donne une direction telle qu'elles puissent recevoir une partie du faisceau qui sort du prisme. Il se forme alors un spectre pur dans le plan focal principal de la lunette B et une image nette de ce spectre dans le plan focal principal de la lunette G. En tournant le prisme, on fait coïncider l'une des raies du spectre avec le point de croisement des fils du réticule de la lunette G. On dispose ensuite
<'^ Aigf. ylfifi., GVIII, 567. — Atm. d$chitn. $idepk^ê., (3), LIX, 688.
la lame cristalline entre les deux lunettes, le polariseur immédiatement après la fente et l'analyseur entre Toeil et Toculaire de la lunette G. L'interposition de la lame ne change pas la direction des rayons, pourvu qu'elle soit à faces parallèles. En plaçant l'analyseur devant l'œil, on aperçoit quatre branches hyperboUques noires qui vont se couper deux à deux aux points où aboutissent les directions apparentes des axes optiques. On fait tourner la lame de façon que ces deux points coïncident successivement avec le point de croisement des fils du réticule, et l'on a l'angle apparent des axes optiques relatif à la raie du spectre sur laquelle on a opéré : de cet angle apparent il est facile de déduire l'angle réel , pourvu qu'on connaisse l'indice du cristal. En faisant tourner le prisme, on peut faire coïncider les principales raies du spectre avec le point de croisement des fils du réticule, et déterminer les angles des axes optiques qui correspondent à ces raies. Les mesures prises à l'aide de cet appareil comportent une approximation de i o è 1 5 secondes.
GIRGULAIREMENT OU ELLIPTIQUEMENT.
Les phénomènes qui se produisent lorsqu^on place» soit entre la lame cristalline et le polariseur^ soit entre cette lame et l'analyseur, une lame capable de polariser circulaircment ou elliptiquement la lumière qui possède In polarisation rectiligne ont été spécialement étudiés par Airy^*^. Dans un grand nombre de cas» comme nous allons le voir, cette complication apparente introduit une simplification notable dans les phénomènes.
A. — Lumière polarisiSb circdlaireiient on elliptiqdembiit.
239. Calcul dem intensité* des imaces lorsque la lumière qi|i tombe sur la lame cristalline est polarisée elreulairement ou elliptiquement. — Supposons que la lumière qui tombe sur la lame cristalline soit polarisée circulairement ou elliptiquement de gauche à droite, ce qu'on réalisera en plaçant entre le polariscur et la lame mince une lame d'un quart d'onde répulsive dont la section principale soit à droite du plan primitif de polarisation. Pour avoir les intensités des rayons d'une certaine couleur dans les deux unages fournies par l'analyseur, il faudra se servir des formules que nous avons données précédemment (197) pour le cas de la superposition de deux lames cristallines, et faire dans ces formules
La différence, de marche 0' — E' se rapporte alors à la lame mince, t désigne l'angle de la section principale de la lame d'un quart d'onde avec le plan primitif de polarisation , a l'angle de la section principale de la lame mince avec celle de la lame d'un quart d'onde, a + i — 8 l'angle de la section principale de l'analyseur avec
^'^ Cambr. Tratw., IV. — Pogg. Ann,, XXVI, lAo.
fa sectioD principale de la lame mince, tous ces angles étant supposés comptés vers la droite.
En remarquant que Ton a
. 5O-E . ,» 1 sm^— V- =sm'T^"*'
Ci' 1?' 1— C0837r — N —
sm« w 2rJt = i__ ,
t + 8ina«' — r —
fit C-E'N
1 — sin 9w
on trouve, toutes réductions Faites, pour Tintensité de Timage ofdinaire
û>2 = cos^f — sin 91 sin 9 (1 — #) — cos 9t sin ùa sin 9 (a + • — #)
+ - cos 9t sin 9a sin 9 (a-hi— «)cos9w — -r —
— sm 9t Sin 9 (a + 1 — «) sm 9w — s^ — ^
et pour l'intensité de l'image extraordinaire une expression complémentaire de la précédente.
2A0. PhénomèiiMi priiduita pAP la liunlère p«r»lléle cl poUiPisée clrculairemeiit. — Supposons que la lumière qui tombe sur la lame cristalline soit polarisée circulairement de gauche à droite, c'est-à-dire que l'on ait
H celles du rayon extraordinaire
r^COSQW
en changeant Torigine du temps, les vibrations peuvent être représentées par
—= Sm QW rp
Va *
et
1 /' .Oj-E'\
En projetant ces deux vibrations 5ur une droite perpendiculaire à la section principale de l'analyseur, on trouve pour la vibration du rayon ordinaire de l'analyseur l'expression
cosa . t sin a /t . O' — E'
t sina /t , ()'-E\ sinavrp -=r cos97r I FpH ^ — 1
d'oii l'on déduit pour l'intensité de ce rayon
ûr = -[ I 4-sinQasin9?r — t — )
Cette formule ne diffère de celle qui a été trouvée plus haut que par le signe de sin sa, ce qui tient h ce qu ici l'angle a est supposé compté à droite de la section principale de la lame, tandis que précédemment cet angle était compté vers la gauche.
Lorsqu'on opère avec la lumière parallèle et qu'on polarise circulairement la lumière avant de la faire arriver sur la lame cristalline, les deux images de l'analyseur sont encore teintes, d'après ce que nous venons de voir, de couleurs complémentaires : lorsqu'on fait tourner l'analyseur, les couleurs changent d'intensité, mais non pas de nature, et s'échangent en passant par le blanc, comme cela a lieu pour la lumière polarisée rectilignement. 11 n'y a que deux positions ou les images soient incolores : ce sont celles oîi l'on a
sin aa= 0,
c'ost-à-dire où la section principale de Tanalyseur est parallèle ou
perpendiculaire à la section principale de la lame mince. On voit Àe plus que, lorsque les deux images sont incolores, elles ont toujours
même intensité, et que cette intensité est égale à ~ : il n'y a donc
jamais d'images blanches ou noires. Les teintes changent avec l'épaisseur de la lame cristalline, mais elles ne suivent plus ici les mêmes lois que les anneaux de Newton, comme cela a lieu pour la lumière polarisée rectilignement, car le terme qui dépend de la couleur dans l'expression de l'intensité des images n'est plus proportionnel au carré du sinus de la différence de marche.
Enfin il est évident que, si le sens de la polarisation circulaire change, les teintes des deux images s'échangent en conservant leurs intensités.
2 A 1 . PliéMoaiéiiMi produits pAP la lumière ••nveripeiito
palarUiée drenlalremciit. — Lorsque la lumière est convergente et polarisée circulairement, les lignes incolores sont données par la condition
sîn9a= 0,
qui exprime que la section principale de l'analyseur est parallèle ou perpendiculaire à la section principale de la lame mince. Il résulte de là qu'avec la lumière polarisée circulairement on obtiendra seulement les lignes incolores qui, lorsqu'on opère avec la lumière polarisée rectilignement, sont données par la condition
sin*î (î — «) = 0.
Le nombre des lignes incolores sera donc moitié moindre avec la lumière polarisée circulairement qu'avec la lumière polarisée rectilignement.
Ces lignes incolores ont du reste toujours une intensité constante
et égale à ~ ; elles ne sont visibles que parce que les lignes isochromatiques, en les croisant, passent d'une teinte à la teinte complémentaire.
Quant aux lignes isochromatiques correspondant à un maximum ou à un minimum d'intensité pour une certaine couleur, elles
ViiDiT, VL — Optique, II. 1 3
s'obtienoent en posant
sin an — = — = =t i ,
d'où
0'-E'={ik+l)y
Avec 4a iamière polarisée rectiligaement l'ëquation des courbei isochromatiques est
Ofi voit que dans chaque cas particulier les courbes isochromatiques ont la même forme et sont également espacées entre elles avec it lumière polarisée rectilignement et avec la lumière polarisée circulairement; mais les positions qu'occupent ces courbes lorsque la lumière est polarisée circulairement sont intermédiaires entre les positions des mêmes courbes dans la lumière polarisée rectilignemeat
On voit facilement d'ailleurs que chaque courbe isochromatique passe d'une teinte à la teinte complémentaire lorsque le sens de la polarisation circulaire est renversé ou lorsque la lame cristalline change de signe.
Passons maintenant à l'examen de c|uelques cas particuliers. Supposons en premier lieu que la lame cristalline sur laquelle tombe la lumière polarisée circulairement soit à un axe et taillée perpendiculairement à l'axe. Il n'y a alors qu'une seide croix incolore, dont les branches sont l'une parallèle et l'autre perpendiculaire à la section principale de l'analyseur. Les courbes isochromatiques sont des anneaux ' circulaires ; les lignes incolores partagent ces anneaux en quatre segments , et les anneaux présentent des teintés complémentaires dans deux segments adjacents.
Si langlè a est compté vers la droite à partir de la section principale de l'analyseur, et si la lumière est polarisée circulairement de gauche à droite , il faudra employer la formule
û,î = - ( 1 +smsotsms7r — j-—j •
Supposons 0 — E^o, c'est-à-dire la lame répulsive, et admet-
tons que ia section principale de l'analyseur soit placée verlicsdemeni; dans le quadrant supérieur de gauche, le premier maximum est alors donné par la condition
car dans ce quadrant sin a a est positif, tandis que dans le quadrant supérieur de droite, où sin sot est négatif, le premier maximiim €M donné par la condition
Donc, lorsque la lumière est polarisée circulairement de gauche k droite, le premier maximum est plus rapproché du centre dans le quadrant supérieur de gauche que dans le quadrant supérieur de droite si la lame est répulsive , et c'est l'inverse si la lame est attractive. Ce phénomène fournit, ainsi que l'a remarqué M. Dove, un moyen de reconnaître le signe d'un cristaH^^ Il est clair que, si la lumière est polarisée circulairement de droite à gauche, les apparences seront renversées.
Quand la lame est parallèle à l'axe, les lignes incolores font défaut et les courbes isochromatiques sont des hyperboles semblables à celles qu'on observe avec la lumière polarisée rectilignement. Les teintes de ces hyperi)oles deviennent complémentaires lorsqu'on change le sens de la polarisation circulaire.
Avec une lame d'un cristal à deux axes taillée perpendiculairement à la ligne moyenne, les lignes incolores se réduisent à deux branches d'hyperboles ayant pour asymptotes une parallèle et une perpendiculaire à la section principale de l'analyseur : les courbes isochromntiques sont des lemniscates que les lignes incolores divisent en quatre segments leints de couleurs complémentaires.
2 &2. FiiéM>#i èieti ptPoëuliÉm par Im liunière ••■iWM^geiito
peterirtfi éÊÊÈ^UqgÊÊi^mmmâ. — Lorsque la lumière convergente est polarisée elliptiquement, il faut se servir de la formule géaéraie établie plus haut (239) : on voit que les lignes incolores sont encore
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données par la condition
sin3a= 0,
c'est-à-dire correspondent aux rayons qui sont polarisés parallèlement ou perpendiculairement à la section principale de l'analyseur. Quant aux courbes isocfaromatiques , il faut les construire par points dans chaque cas particulier, en menant par le centre du phénomène un certain nombre de droites et en cherchant sur chacune de ces droites les points qui correspondent aux maxima et aux minima. Airy a comparé les résultats de la théorie et ceux de rexpérience dans un certain nombre de cas simples, en particulier lorsque la lame est à un axe et perpendiculaire à l'axe. Les courbes ont alors une forme assez compliquée et sont partagées par la croix incolore en quatre segments teints de couleurs complémentaires; chacune de ces courbes a deux axes de symétrie, et le plus grand de ces axes se trouve d'un côté de la section principale de l'analyseur ou de l'autre, suivant que la lumière est polarisée de gauche à droite ou de droite à gauche.
B. LfJHlèRR ANALYSER CIRCULAIREMENT OU EUIPTIQIJEME:«T.
t2â3. Phénomènes produits par Im lumière mnalyaée eireuimiremeni ou elliptiquement. — La lumière est dite analysée circulairement ou elliptiquement lorsqu'on interpose une lame d'un quart d'onde entre la lame cristalline et l'analyseur. Pour obtenir les formules relatives à ce cas particulier, il faut faire
dans les formules générales qui représentent les effets produits par la superposition de deux lames cristallines (197); t représente alors l'angle de la lame cristalline avec le plan primitif, a i'angle de la section principale de la lame d'un quart d'onde avec la section principale de la lame cristalline, n+i — s l'angle de la section principale de l'analyseur avec la section principale de la lame d'un quart d'onde, tous ces angles étant supposés comptés vers la droite. Oo
trouve ainsi pour l'intensité de l'image ordinaire
O — E â>3==. cos^^ + sinst sinâa ces a (^a + i — s) sin^w — <—
cosât sinaasins (a+/ — «)
- sina«'cos^r/ sina («+» -■«) sin^ In — r- — h 7)
+ sin3tsin^flr sma (n-hi -s) sin-* ( w— r -, 1'
d'où, en effecluanl les réductions,
(k)'==^cos^8 — sina?sina(t — «) — cosatsinaasina (a + ' — s)
— sin ai sin tua cosa (^i+i — «)cos a tt — 5- —
— sin a I sin a (^ -h I — «) sin aTr — t—' '
Les résultats de cette formule ont été vérifiés expérimentalement par M. Airy, dans rpielques cas particuliers. Le plus intéressant est celui où la lumière est analysée circulairement, c'est-à-dire où la section principale de l'analyseur fait un angle de fib degrés avec la section principale de la lame d'un (|uart d'onde. On a alors
pf lîi formule précédente devient
(ui^ =.{:os's — sina(i + //) sinaisinaTr — 5 — -
ou. en remplaçant « par /i + ' — 45".
ûr = ,-(i — smaisinaw — j~^)*
On déduit de là pour l'intensité de l'image extraordinaire
« 1 / , . . . ()-E\ 6=* = - f I + sm ai sin aTr — ^ — 1 •
Ces formules sont semblables à celles que nous avons trouvées
dans le cas où la lumière est polarisée cireulairement, et il art par conséquent inutile d'en discuter les conséquences. La seule différence est que l'angie a est remplacé ici par Tao^e i; les lignes incolores sont donc données par la coadition
et correspondent aux rayons qui sont polarisés parallèlement ou perpendiculairement au plan primilif. Quant h la position de la section principale de l'analyseur, elle n'a aucune influence sur les phénomènes, pourvu que cette section principiile fasse un angle de &S degrés avec celle de la lame d'un quart d'onde
On voit que la lame d'un quart d'onde produit exactement les mêmes effets, qu'elle soit |>lacée en avant ou en arrière de la lame cristalline.
G. — LdMiÎU POLABIsil ET AMLÏSÉB CIBCI.LAIIIEMENT OU BLLIPTIQVEKEIIT.
2Âd. SM^erpMéttoM de trmtm Imno crIsMIUnM. — Il nous reste & étudier un troisième cas qui donne lieu à des calculs beaucoup plus compliqués que le précédent, mais qui conduit à des résultats d'une simplicité remarquable : c'est celui où la lumière est polarisée et analysée cireulairement ou elliptiquement, c'est-à-dire oii la lame cristalline est placée entre deux lames d'un quart d'onde, ce système de trois lames se trouvant lui-même disposé nntrc un analyseur el un polariseur.
Pour trouver les formules relatives à ce cas, il faut étudier les effets produits par la superposition de trois lames cristallines. Soient (Bg. 3i) PP' le plan primitif de polarisation , ir la section principale de la première lame d'un quart d'onde, AA' celle de la lame cristalline. JJ' celle de la seconde lame d'un quart d'onde , SS' celle de l'analyseur. Désignons par i
Fig. S.,
l'anime de la section principale de la première lame d'iin quart d'onde avec le plan primitif, par a l'angle des sections primcipales de la lame cristalline et de la première lame d'un quart d'onde, pi|r h l'angle des sections principales de la deuxième lame d'un quart d'onde et de la lame cristalline, enfin par y Tangle des sections principales de l'analyseur et de la deuxième lame d'un quart d'onde, tous ces angles étant comptés vers la droite. Représentons par sin x le mouvement vibratoire du rayon polarisé qui tombe sur la première lame d'un quart d'onde, et supposons, pour fixer les idées, les trois lames répulsives.
Si l'on représente par i?i et Ç^ le mouvement vibratoire sur le rayon ordinaire et sur le rayon extraordinaire à l'entrée de la première lame d'un quart d'onde, on aura
i?j =-=cost sin^, fi == — sint sind?.
Pour tenir compte de la différence de marche produite par le passage de la lumière dans cette lame, il suffit de poser
--t = 7i dou QTT — ç — =— ;
il faut donc ajouter - à la phase du rayon extraordinaire, et, en représentant par Yi\ et ^[ les mouvements vibratoires du rayon ordinaire et du rayon extraordinaire au sortir de la première lame, on a
i?i — costsinx, ?( = — sini cos.T.
A l'entrée de la deuxième lame on a pour les mouvements vibratoires du rayon ordinaire et du rayon extraordinaire
>y2 = »yiC0sa+Ç(sinfl, ^2= ->?i sin^ + Çi cos<y. et , si l'on pose
O' — E' étant la différence de marche produite par la seconde lame, on obtient pour les mouvements vibratoires du rayon ordinaire et du rayon extraordinaire au sortir de cette seconde lame
ir^^costcosasinj? — sintsinncos^,
Çj^ — cosisina8in(x-i-ô) — sintcosaco8(jc+ô).
En continuant de même on trouve, pour les mouvements vibra^ toîres du rayon ordinaire et du rayon extraordinaire au sortir de la troisième lame,
1^3 c= cost cosa eosA sinx — sin t sina cosA coso;
— cost sina sin A sin (x + ô) — sint cosa sini cos(x + ô), Çj = — cost cosa sin 6 cosa; — sint sina sin& sinx
— cost sina cosA cos(â; + ^ ) + sin t cos a cos A cos {x+ 6)^
et pour le mouvement vibratoire du rayon ordinaire dans l'analyseur,
i;^ =^ cost cosa cos6 cosy sinx — sint sina cosA cosy cosa;
— co8tsinasin6cosysin(x+ô) — sintcosasin6cosycos(a;+tf)
— cost cosa sin b sinj cosa? — sint sina sin A siny sinx
— cost sina cos6 siny cos (x + 6)+ sint cosa cosi siny sin (x -4-fl),
d'où
r;^ = sin X ( cos 4 cos a cos i cosy— cost sin^i sin & cosy cos 0
+ sin t cosfl sin b cosy sin 6 — sin t sin a sin b sinj + cost sina cos 6 siny sin 0+ sin i cosa cos 6 siny cos d) — cosx (sin t sina cos6cosy+ cos I sina sin i cosy sin 6 + sin t cosa sin b cosj cos 0 + cost cosa sin A siny + cost sina cos6 sinycosô — sint cosa cos6 siny sintf).
On déduit de là pour l'intensité de l'image ordinaire
(ul^ = cos^ t cos'^ a cos^ b cos^j + sin^ t sin^ a sin^ b sin^j + sin^ t sin* a cos* b cos^j + cos* t cos* a sin* b sin*y + cos* t sin* a sin* b cos*y + sin* t cos* a sin* b cos*y + cos* t sin* a cos* b sin*y + sin* t cos* a cos* b sin*y
— 9 (cos* t — sin* t) cosa sina cosé sini cos*y cos 6
+ 9 COS t sin t COS ésin b cos*y sin 6+ ù cos t sin t cos* b cosy siny costf -1-9 (cos* i — sin* t) cosa sina cos* b cosj siny sin 6 ■+■ 9 cos t sin t sin* b cosjsmj cos 6 + 9 (cos* ? — sin* t) cosa sina sin* b cosy siny sin 0 -f- 9 (cos* t — sin* t) cos a sin a cos b sin b sin*y cos 0 9 cos I sin t cos b sin b sin*y sin 6 .
d'où, par des transformations faciles»
ûi2= cos^ icos^ (a + b) cos^y + sin-* t cos^ (a + b) sin^j
+ sin* t sin^ (^ + ^) cos^y + cos^ t sin^ (^ + ^) ^•'^V + Q sin t cos t sin / cos/
+ 4 (cos^ t — sin^ t) cos a sin a cos b sin 6 (cos^y — sin^y) sin* -
— 4 sin t cos t siny cos^ sin* -
0 B + 4 (cos* t — sin* t ) cos a sin a cosj siny sin - cos -
+ !i cos t sin t cos b sin 6 ( cos*y — sin*y) sin - cos - »
et enfin
4|2 = cos* (y — t ) cos* (a + 6) -t- sin* (j + «') sin* (a + 6) + COS 9isin 3flsin aécos aysin* -
— sin ai sin ùj sin* - + cos at sin tia sin y sin - cos - + sin 9 1 sin a 6 cos y sin - cos - •
La valeur de cette expression reste invariable lorsqu'on remplace simultanément i pary et y par t, a par b et b par a, d'où il faut conclure que les phénomènes ne dépendent pas du sens dans lequel là lumière traverse le système des lames cristallines.
245. Expérlemce de FreameL — Un cas particulier a été étudié expérimentalement par Fresnel : c'est celui où Ton a
c'est-à-dire où les sections principales des deux lames d'un quart d'onde font avec la section principale de la lame cristalline des angles ëgaux à 45 degrés du même côté ou bien de part et d'autre. . Supposons en premier lieu que I'ob ait
rt=6=45*:
la formule obtenue pour le cas de la super{)osition de troin laines
cristallines devient alors
fl . . 6
(^ « sin' [j + i) -h C06 at cm %j sîn* - — sîn at gin a/ ain* -
.. ..fl fl . . 0 0
+ cos 3t sin 31 sîn - cos - + sin ai cos oi sin - cos -*
d'où
« • • / • . «v . / • . «x 1 —COS 7 . . / • . 'v sin 0 ûi'==sin5(;4-i) + cos2(; + t) — ^ hsin3(;4-t)^-
= cos 9 (j+i) cos 6 + - sin a (j + 1) sin 6
= i[.-co8[aO+«)+^]) = sin»(;+t+f).
On trouverait de même
^ = cos^ fy + 1 + - j •
Il résulte de là que le rayon qui pénètre dans l'analyseur est polarisé rectilignement , et que son plan de polarisation fait avec la section principale de l'analyseur un angle a égal à
Or la section principale de l'analyseur fait avec le plan primitif un angle égal à
le plan de polarisation a donc tourné vers la droite d'un ang^e
-+;+t+a=ir — -,
OU, ce qui revient au même, d'un angle - vers la gauche.
H résulte de là que si on place entre deux lames répulsives d*uo quart d'onde dont les sections principales sont à angle droit une lame répulsive dont la section principale fait des angles de â S degrés avec celles des deux lames d'un quart d'onde, le passage de la lumière à travers le système de ces trois lames fait tourner le plan de polarisation vers la gauche d'un angle égal à la demi-différence de phase établie par la lame cristalline entre le rayon ordinaire <!'
le rayon extraordînanre. Si \ts lames sont attractives, la rotation a Heu versia droite.
On voit que le sens et la grandeur de la rotation du plan de po^ larisation ne dépendent nullement des angles t ety : si donc , laissant constantes les positions du polariseur et de l'analyseur, on fait tourner le système des trois lames supposées liées invariablement les unes aux autres^ les phénomènes ne changeront pas d'aspect.
L'expérience de Fresnel est surtout intéressante en ce qu'elle montre qu'on peut reproduire artificiellement les propriétés rotatoires du quartz et des substances analogues. Dans un cas comme dans l'autre, la rotation du plan de polarisation est proportionnelle à l'épaisseur de la lame et ne dépend pas de la position du plan primitif par rapport à la section principale de la lame. La loi de la dispersion n'est pas la même cependant dans l'expérience de Fresnel et dans les phénomènes de la polarisation rotatoire; la rotation du plan de polarisation dans l'expérience de Fresnel est à peu près inversement proportionnelle à la longueur d'ondulation, tandis que, dans les phénomènes de polarisation rotatoire proprement dits, cette rotation est en raison inverse du carré de la longueur d'ondulation. Les teintes ne varient donc pas de la même façon dans les deux cas; mais, dans l'expérience de Fresnel comme avec les substances douées de la polarisation rotatoire, les teintes des deux images dépendent de l'angle que fait le plan primitif avec la section principale de l'analyseur et se reproduisent identiquement lorsque cet angle varie de 180 degrés.
Si l'on a « =^ -6=i5»,
la formule qui donne l'intensité de l'image ordinaire devient
oj^ = cos^ (j — t) — cos îy cos ai sin^ sin 91'sin o/sin^ -
. . .sinO . ,s'in6 + COS 91 sm y — sinfït cos y
= cos*(;-f)-cos2(;-t)(^ — - — j +sin3 (;- i)^-
= - [ 1 + cos n (y — t) cos Ô+ sin 3 (;' — i) sin 6 j
-i[i-}.cos[2(>-i)-^])=-cos2(y-'-j);
le rayon qui pénètre dans l'analyseur est donc polarisé rectilignement, et son plan de polarisation fait avec la section principale de l'analyseur un angle égal à
cette section principale fait elle-même avec le plan primitif un angle égal à
la rotation du plan de polarisation est donc dans le cas actuel de
aj — à droite du plan primitif; on voit que dans ce cas la rotation
n'est plus indépendante de l'angle y.
2Â6. Expérâeiice d'Alry. — Un second cas remarquable a été étudié expérimentalement par M. Airy : c'est celui où la lumière est polarisée et analysée circulairement, c'est-à-dire où le plan primitif et la section principale de l'analyseur font des angles de 45 degrés, le premier avec la section principale de la première lame d'un quart d'onde, la seconde avec la section principale de la deuxième lame d'un (juart d'onde, de sorte que l'on ait
Si l'on suppose
la formule qui donne l'intensité de l'image ordinaire dans le cas de la superposition de trois lames cristallines devient
oj^ == cos"* - ;
si au contraire on pose
on R
^ = siir--
On voit que dans lc»s deux ras le rayon qui pénètre dans l'ana-
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iyseur est polarisé rectilignement. Dans le premier cas , le plan de polarisation de ce rayon fait avec la section principale de l'analyseur
un angle égal à -; comme cette section principale fait elle-m^me
avec le plan primitif un «ingle égal à
on voit que le plan de polarisation a tourné vers la droite d'un angle égal à
Dans le second cas^ l'angle du plan de polarisation avec la section principale de l'analyseur est égal à
ir e
2 a' l'angle de cette section principale avec le plan primitif est égal à
et la rotation du plan de polarisation vers la droite à
Dans l'expiTienco d'Airy, les intensités des images ne dépendent pas des angles a et b, mais seulement de leur somme a + b; il résulte de là que si, laissant constantes les positions du polariseur, de l'analyseur et des lames d'un quart d'onde , on fait tourner la lame cristalline dans son plan, ce qui fait varier les angles n et 6 sans altérer leur somme, les phénomènes ne changeront pas d'aspect.
L'expérience d'Airy peut être répétée dans la lumière convergente. Les lignes incolores n'existent pas; quant aux lignes isochromatiques, on les obtient en posant
E kX
elles ont donc même forme que dans la lumière polarisée rectiligne-
âOe POLARISATION CHROMATIQUE.
ment; mais elles sont plus nettement accusées, ce qui tient à ce que les minima correepondant à chaque couleur sont rigoureusement nuk. Chacune de ces lignes conserve du reste la même teinte dans toute son étendue.
On peut rendre compte directenient des expériences de Fresnd et d'Airy sans passer par le cas général de la superposition de trois lames cristallines. Ces calculs ne présentant aucune difficulté, nous ne nous y arrêterons pas.
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Découirerte de la polarisation rotatoire par Araffo
— La polarisation rotatoire fut découverte par Arago en 1 8 1 1 , en même temps que la polarisation chromatique ^'). En étudiant l'action de la lumière polarisée sur les lames cristallines, il reconnut qu'une lame de quartz perpendiculaire à l'axe présente des propriétés tout à fait spéciales. Tandis qu'en général une lame d'un cristal à un axe taillée perpendiculairement à Taxe ne modifie en aucune façon l'état de polarisation des rayons qui la traversent normalement et ne donne pas de colorations dans l'analyseur, une lame de quartz perpendiculaire à l'axe, lorsqu'elle est traversée normalement par des rayons polarisés parallèles entre eux, fait apparaître dans l'analyseur devx images teintes de couleurs très-vives et complémentaires entre 'lies. Ces colorations se distinguent de celles qu'on observe dans la olarisation chromatique par deux caractères spéciaux :
i"* Les teintes des deux images ne changent pas quand on fait 'i:irner la lame de quartz autour d'une droite parallèle à l'axe.
a" Si l'on fait varier l'angle formé par la section principale de
^ * ^ Méfn. de ta prem, clasip de Vîn$t., t. XII, p. gS.
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Tanalyseur avec le plan primitif de polarisation, chaque image passe par une série de teintes qui varient d'une manière continue. Ces teintes se reproduisent lorsqu'on fait tourner l'analyseur de 180 degrés, et les couleurs des deux images s'échangent par une rotation de 90 degrés.
Arago remarqua que ces phénomènes s'expliquent en admettant que chaque rayon simple reste polarisé rectilignement après son passage dans la lame de quartz, mais que le plan de polarisation tourne d'un angle variable avec la couleur; de là la dénomination de polarisation rotatoire, qui fut donnée à l'action exercée par le quartz sur la lumière polarisée.
248. liois. expérimentales établies par Biot. — C'est à Biot qu'on doit d'avoir établi, par de longues séries d'expériences poursuivies avec la plus grande persévérance, les lois expérimentales de la polarisation rotatoire ^^K 11 opérait sur les rayons médiocrement homogènes que fournit la décomposition prismatique de la lumière solaire; pour mesurer la rotation du plan de polarisation des rayons d'une certaine couleur, il plaçait l'analyseur de façon à éteindre complètement l'image extraordinaire en l'absence de la lame de quartz; cette lame étant ensuite placée sur le trajet de la lumière polarisée, il suffisait de mesurer l'angle dont il fallait faire tourner la section principale de l'analyseur pour éteindre de nouveau l'image extraordinaire. Cet angle n'était autre que celui dont avait tourne^ le plan de polarisation. Biot arriva ainsi aux lois suivantes :
i'' La rotation du plan de polarisation produite par une lame de (juartz perpendiculaire à l'axe est proportionnelle à l'épaisseur de cette lame : elle est la même pour des lames de même épaisseur taillées dans des cristaux différents et ne change pas quand on retourne la lame face pour face.
9° Parmi les cristaux de quartz il y en a qui font tourner le plan de polarisation vers la droite (pour un observateur qu'on suppose couché dans le rayon, les pieds tournés du côté d'où vient ce rayon), et d'autres qui font tourner ce plan vers la gauche. Les premiers
t') M,hn. tle rAcail, tles Sf., I. 11, p. 'il.
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jont dits dextrogyres et représentés par le signe y^; les seconds sont ippelés lévogyres et représentés par le signe ^. A épaisseur égale , les lames de ces deux espèces de cristaux produisent des rotations ^ales mais de sens contraires.
Pour vérifier ces deux lois, il faut se servir de lames assez minces )Our que la rotation soit inférieure à 180 degrés, sans quoi on serait exposé à se tromper sur le sens et sur la valeur de la rotation. Pour se faire une idée de l'épaisseur des lames qu'on doit employer, 1 suffit de savoir que, pour les rayons rouges transmis par le ^erre coloré au moyen de l'oxyde de cuivre, la rotation produite 3ar une lame de quartz d'un millimètre est d'environ 18 degrés. En employant des lames dont l'épaisseur crott graduellement, on 3eut du reste s'assurer que la rotation reste proportionnelle h l'épaisseur, même lorsqu'elle dépasse une demi-circonférence.
Le sens de la rotation est en général le même pour les lames taillées dans le même cristal de quartz. Cependant il existe des exceplions à cette règle, surtout dans la variété de quartz qu'on désigne sous le nom Samithysie. Ces anomalies s'expliquent par la complexité le la cristallisation. Si un cristal de quartz est formé de cristaux de signes contraires accolés par les faces parallèles à l'axe, une lame taillée dans le cristal perpendiculairement à l'axe donnera dans l'analyseur deux images dont chacune sera formée de plusieurs parties teintes de couleurs complémentaires; les régions différemment colorées de chaque image seront limitées par des triangles équilatéraux ou par des hexagones réguliers. Un tel cristal pourra du reste présenter une transparence et une limpidité parfaites, de sorte qu'il serait impossible de reconnaître autrement que par les phénomènes de la polarisation rotatoire qu'il est formé du groupement de plusieurs cristaux.
Les phénomènes se compliquent encore lorsque les cristaux de signes contraires s'accolent par des faces inclinées à l'axe. Dans ce cas, en effet, la lame, entre les régions entièrement dextrogyres et les régions entièrement lévogyres, doit être considérée comme formée par la superposition de deux lames de signes contraires variant d'épaisseur d'un point à un autre. Il en résulte que dans chacune des images de l'analyseur, entre deux régions colorées de teintes plates et cornplé-
mentaires, on trouve une région où la coloration varie d'une manière continue. MM. Gustave Rose et Descloizeaux ^^^ ont donné de nombreux exemples de pareils groupements par des faces inclinées à l'axe, dans leurs travaux sur les propriétés optiques du quartz.
S"" La troisième loi démontrée par Biot consiste en ce que la rotation du plan de polarisation va en croissant du rouge au violet et varie à peu près en raison inverse du carré de la longueur d'ondulation. Cette sorte de dispersion est beaucoup plus marquée que la dispersion prismatique, et il est impossible de tailler des lames assez minces pour ne pas donner des colorations sensibles dans la lumière blanche ; il résulte en effet de la loi précédente que la rotation des rayons violets est environ trois fois plus grande que celle des rayons rouges. Biot obtint les nombres suivants pour les rotations produites par une plaque de quartz de i millimètre d'épaisseur.
XROTATIOII Dr PLAX DE POLARlSATIOtl.
Rouge extrême. . . 645 17* ag' 47"
Verre rouge 638 iS'aô' o'
Limite du rouge et de Torangé 696 ao* a8' 47'
Limite de Torapgë et du jaune 571 aa* iS'Ag'
Jaune moven 55o a4* o' o'
Limite du jaune et du vert 53a a5* 4o' .3i'
Limite du vert et du bleu 49a 3o" a'45"
Limite du Meu et de l'indigo 459 34" 34' 18"
Limite de Findigo et du violet 489 37* 5i' 58"
Violet extrême 4o6 44' A'SS"
2^9. lileMire de la dispersion rotatoire. — Lors des premières expériences de Biot, les raies de Frauenhofer n'étaient pas encore connues, et il n'existait par conséquent aucun moyen de définir exactement les différentes régions du spectre. Plus tard Biot, pour déterminer la loi de la dispersion rotatoire, se servit de rayons léfinis par les raies du spectre et fit usage des longueurs d'ondulation trouvées par Frauenhofer; mais, comme il mesurait toujours la rotation du plan de polarisation par le même procédé, ses résultats ne présentent pas une rigueur suflisante.
t'i Méin. den Sav. étranf».^ I. XV, p. Uoh.
Plus récemment M. Broch ^^\ et après lui M. Wiedemann, ont appliqué à la mesure de la déviation du plan de polarisation la méthode de MM. Fizeau et Foucault; les résultats ainsi obtenus sont beaucoup plus exacts que lorsqu'on cherche à isoler une portion du spectre. Dans ces expériences, les rayons solaires étaient introduits dans la chambre noire par une fente étroite, et polarisés par un prisme de Nicol placé derrière la fente; ils traversaient ensuite normalement la plaque de quartz et étaient reçus sur un analyseur formé par un second prisme de Nicol. Le faisceau émergent était décomposé par un prisme dont les arêtes étaient parallèles à la fente ; on obtenait ainsi un spectre dans lequel on distinguait les raies de Frauenhofer. M. Broch observait ce spectre à Taide d'une lunette de Galilée; M. Wiedemann, pour plus de précision, se servait d'une lunette astronomique munie d'un réticule.
Lorsque la section principale de l'analyseur est parallèle au plan de polarisation des rayons d'une certaine couleur, ces rayons manquent dans l'image extraordinaire, et par suite le spectre présente dans la région qui correspond à ces rayons une bande noire plus ou moins large. Si la plaque de quartz est suffisamment mince pour r|ue la différence des déviations que subissent les plans de polarisation des rayons correspondant aux deux extrémités du spectre (ou, comme on dit pour abréger, l'arc de dispersion) soit inférieure à 180 degrés, il n'y a qu'une seule bande noire dans le spectre, parce qu'il n'y a qu'une seule espèce de rayons dont le plan de polarisation soit parallèle à la section principale de l'analyseur, et cette bande se déplace de façon à parcourir toutes les régions du spectre lorsqu'on fait tourner la section principale de l'analyseur. Si l'arc de dispersion est compris entre n et n-4- 1 demi-circonférences, ii y aura n + 1 bandes noires qui se déplaceront dans le spectre par la rotation de l'analyseur.
Pour mesurer la déviation du plan de polarisation des rayons qui correspondent à une raie de Frauenhofer, on choisit une plaque assez mince pour que l'arc de dispersion soit inférieur à 180 degrés; on fait coïncider la raie avec le fil vertical du réticule et on fait tourner l'analyseur de façon que le milieu de la bande noire se trouve
<•> Ann, de chim, et de phj$,, (3), XXXIV, p. 11g.
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sur cette raie : Tangle que forme la section principale de l'analyseur avec le pian primitif de polarisation est alors égal à la déviation cherchée. Pour que la bande noire ne fasse pas disparaître la raie et pour qu'on puisse observer la coïncidence, il faut que la plaque de quartz ne couvre qu'une moitié de la fente , de sorte qu'une moitié du spectre ne soit pas modifiée par le quartz.
A mesure que l'épaisseur de la lame de quartz augmente, l'arc de dispersion devient plus grand, et par suite les rayons qui sont presque com|)létement éteints sont compris entre des limites moins étendues, de sorte que la bande devient plus étroite; mais, d'un autre côté, plus la plaque est épaisse et moins la bande se déplace dans le spectre pour une même rotation de l'analyseur; la sensibilité du procédé augmente donc d'une part parce que la bande se rétrécit, et diminue de l'autre parce qu'elle se déplace moins vite; il faudra déterminer par l'expérience l'épaisseur qu'on doit donner à la lame de quartz pour obtenir les résultats les plus précis.
Le tableau suivant contient les valeurs trouvées par M. Broch pour les rotations des principales raies du spectre produites par une lame de quartz d'une épaisseur égale ù i millimètre.
PK0DUIT8 RAIBS. H0TAT10N6. de la
rotaiioQ par X'.
D 3i*/io' 7611
E a7'ti8' 7696
G 4a"ia' 7863
Les nombres contenus dans la dernière colonne du tableau montrent que la loi de la raison inverse du carré de la longueur d'ondulation n'est qu'approximative. Le produit de la rotation par le carré de la longueur d'ondulation varie dans le rapport de is à i3 et va en croissant du rouge au violet, ce qui avait déjà été indiqué par Biot.
Phénomènes produits par la lumière Manelic
— Il est facile de se rendre compte des phénomènes que présente
le quartz dans la lumière blanche. Les plans de polarisation des différents rayons simples dont cette lumière est composée éprouvent des rotations inégales et font par suite des angles inégaux avec la section principale de l'analyseur; or, l'intensité de chac|ue couleur dans l'image ordinaire s'obtient en multipliant l'intensité de cette couleur dans la lumière incidente par le carré du cosinus de l'angle que fait le plan de polarisation des rayons de cette couleur avec la section principale de l'analyseur. Les intensités des différentes couleurs simples dans l'image ordinaire ne sont pas proportionnelles à ce qu'elles sont dans la lumière incidente, et par suite l'image ordinaire est colorée et sa teinte dépend de l'angle que fait la section principale de l'analyseur avec le plan primitif. Il en est évidemment de même de l'image extraordinaire, et, comme la somme des intensités d'une couleur simple dans l'image ordinaire et dans l'image extraordinaire est égale à l'intensité de cette couleur dans la lumière incidente, on voit que les teintes des deux images doivent toujours être complémentaires.
Lorsque l'épaisseur de la lame de quartz est assez grande pour que l'arc de dispersion comprenne un grand nombre de circonférences, il manque dans chacune des images des rayons correspondant aux différentes régions du spectre, et par suite l'intensité moyenne de chaque couleur est à peu près proportionnelle à ce (ju'elle est dans la lumière incidente. Dans ce cas les images ne présentent plus de colorations sensibles.
On peut calculer approximativement la teinte que doit présenter chacune des images lorsqu'on connaît l'angle a que forme la section principale de l'analyseur avec le plan primitif et les angles de rotation moyens des plans de polarisation des sept couleurs principales du spectre. Soient, en effet, a l'intensité d'une de ces couleurs dans la lumière incidente, x l'angle moyen de rotation correspondant à cette couleur, elle aura pour intensité dans l'image ordinaire
a cos- (^ — a) ,
et dans l'image extraordinaire
a sin- (x* — a).
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Les intensités des sept couleurs dans Tune des images étant ainsi déterminées, la règle de Newton permet d'en calculer la teinte. Biot a fait un grand nombre de vérifications expérimentales de ce genre, et les résultats du calcul ont toujours été confirmés par l'observation.
251. Teinte sensible ou de piMisase. — Lorsque l'épaisseur de la lamé de quartz ne dépasse pas 5 millimètres, parmi les teintes que présente Timage extraordinaire lorsqu'on fait tourner la section principale de l'analyseur, il s'en trouve une particulièrement remarquable qui a été observée pour la première fois par Biot et désignée par lui sous le nom de teinte sensible ou teinte de passage. Cette teinte est d'un gris violacé ou gris de lin qui n*a pas d'analogue dans le spectre; elle se distingue par deux caractères spéciaux : en premier lieu, l'image extraordinaire en passant par cette teinte présente un minimum d'intensité très-marqué, et ensuite un trèspetit déplacement de l'analyseur dans un sens ou dans un autre suffit pour la faire passer soit au rouge, soit au bleu. C'est cette dernière propriété qui lui a fait donner le nom de teinte sensible.
L'expérience montre (|ue, lorsque l'image extraordinaire présente la teinte sensible, la section principale de l'analyseur est parallèle au plan de polarisation des rayons jaunes moyens; ces rayons, qui sont de beaucoup les plus intenses parmi tous ceux du spectre, manquent alors dans l'image extraordinaire, qui par suite doit présenter un minimum d'intensité très-marqué. Pour déterminer la teinte que doit présenter cette image « il faut chercher les angles des plans de polarisation des rayons de différentes couleurs avec la section principale de l'analyseur, c'est-à-dire avec le plan de polarisation des rayons jaunes moyens. Il suffit pour cela de retrancher la déviation du plan de polarisation des rayons jaunes des déviations qui correspondent aux autres couleurs. En supposant que la lam^ de quartz ait i millimètre d'épaisseur et en se servant des nombres trouvés |)ar Biot (248), on obtient pour ces différences les valeufî^ suivantes :
Rouge extrême 6'3o'
Rouge du verre de Biot 5*35'
Limite du rouge et de lorangé 3" 3 1 '
Limite de l'orangé et du jaune i^/ii'
Jaune moyen o** o'
Limite du jaune et du vert — t°4o'
Limite du vert et du bleu — 6* 3'
Limite du bleu et de Tindigo — i ©"34'
Limite de Tindigo et du violet — i3"5fi'
Violet extrême — ao" 5'
Les intensitës des différentes couleurs dans l'image extraordinaire s'obtiennent en multipliant leurs intensités primitives par les carrés des sinus des angles contenus dans ce tableau. On voit donc que la teinte sensible se composera surtout de violet et de bleu mêlés d'un peu de rouge et d'orangé. Si le quartz est dextrogyre et si l'on fait tourner la section principale de l'analyseur d'une petite quantité vers la droite, l'intensité de la lumière bleue deviendra très-faible dans l'image extraordinaire, parce que la section principale se rapprochera du plan de polarisation des rayons de cette couleur, et par suite le rouge deviendra prédominant; si au contraire on tourne l'analyseur vers la gauche , la teinte virera au bleu. Avec une lame lëvogyre les résultats seront inverses.
La composition de la teinte sensible varie évidemment avec l'épaisseur delà lame de quartz, mais, tant que cette épaisseur nedér passe pas 5 millimètres, la déviation de la teinte sensible, ou, pour parler plus exactement, la rotation du plan de polarisation des rayons dont l'extinction dans l'image extraordinaire produit la teinte sensible, est proportionnelle à l'épaisseur. On peut donc, à l'aide de la teinte sensible, sans être obligé de se servir d'une lumière homogène, mesurer la rotation du plan de polarisation des rayons d'une certaine couleur, Biot ayant constaté que le rapport entre la rotation des plans de polarisation des rayons transmis par un verre rouge et
des rayons dont l'extinction produit la teinte sensible est égal à ô- *
Il est facile, en effet, de calculer, en se servant de la loi de la raison inverse du carré de la longueur d'ondulation et en prenant la teinte
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sensible coiuiiie point de repère, la rotation du plan de polarisation d'une conleur quelconque.
Il faut remarquer (|uc, si la lumière incidente est colorée ou si le (piartz lui-même présente une coloration, le maximum d'intensité ne correspond plus au jaune moyen, et par suite la teinte sensible diiïère de ce qu'elle est dans la lumière blanche.
252. Applications polariscopiques. — Quarts à deum rotations de HI. Soleil. — Une plaque de quartz placée en avant d'un analyseur [)eut servir à faire reconnaître la lumière polarisée par les colorations auxquelles elle donne naissance. Pour déterminer la position du plan de polarisation, on commence par déterminer l'angle que doit former la section principale de l'analyseur avec le plan primitif de polarisation , pour que la. lame donne la teinte sensible. Cet angle étant connu , il suffit dans un cas donné de faire tourner l'analyseur jusqu'à ce qu'on obtienne la teinte sensible.
M. Soleil a imaginé un j)rocédé qui permet de déterminer avec la plus grande exactitude la position du plan de polarisation. La plaque de quartz a la forme d'un disque circulaire et se compose de deux moitiés demi-circulaires réunies suivant un diamètre vertical. Ces deux demi-disques sont l'un dextrogyre, l'autre lévogyre, et ont chacun une épaisseur égale à 3""", 7 5, de sorte qu'ils font chacun tourner de go degrés le plan de polarisation des rayons jaunes moyens, l'un vers la droite et l'autre vers la gauche. 11 résulte de là que, si la section principale de l'analyseur est perpendiculaire au plan primitif de polarisation, les deux moitiés de l'image extraordinaire présenteront la teinte de passage et auront une coloration identique comme s'il n'y avait qu'une seule lame. Mais, si l'on vient à tourner l'analyseur même d'un angle très-petit, l'une des moitiés de l'image passera au rouge et l'autre moitié au bleu ; l'opposition des tons rendra très-sensible ce changement de coloration. Pour déterminer la position du plan de polarisation il suffit donc de faire tourner la section principale de l'analyseur jusqu'à ce que les deux moitiés de l'image extraordinaire présentent des teintes identiques. On est alors certain que cette section principale est rigoureusement perpendiculaire au plan de polarisation.
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L'appareil de Soleil peut servir à reconnaître les substances qui possèdent la propriété de faire tourner le plan de polarisation. Si en eiïet on place une de ces substances en avant de la double lame, son effet s'ajoute à celui de la lame qui fait tourner le plan de polarisation dans le même sens, et se retranche de l'effet produit par l'autre lame. Les choses se passent donc comme si les deux lames n'avaient pas la même épaisseur, et il est impossible de trouver une position de la section principale de l'analyseur pour laquelle les deux moitiés de l'image extraordinaire présentent des teintes identiques.
EXPLICATION THÉORIQUE DE LA POLARISATION ROTATOIRE
253. Principes de la théorie de Fresnel. — Peu de temps après la découverte des phénomènes de la polarisation rotatoîre, Fresnel en trouva l'interprétation théorique dans Thypothèse des ondulations ^^^ L'explication donnée par Fresnel repose sur ce fait, qu'un rayon polarisé circulairement traverse sans altération une plaque de quartz dans la direction de l'axe. Un rayon polarisé circulairement peut en effet toujours être considéré comme résultant de la superposition de deux rayons polarisés rectilignement à angle droit, et présentant une différence de marche égale à un quart de longueur d'ondulation : la lame de quartz fait tourner d'une même quantité le plan de polarisation de chacun de ces deux rayons; ils sont, par suite, encore polarisés à angle droit au sortir de la lame; leur différence de marche n'est pas altérée, puisqu'ils traverseotb lame dans la direction de Taxe; ils constituent donc encore, parlenr superposition après avoir traversé la lame, un rayon polarisé lairement ou, comme nous dirons pour abréger, un rayam On voit d'après cela que les rayons circulaires se comportent les rayons les plus simples par rapport à une lame de quarti diculaire à l'axe. Or, il existe deux espèces de rayons circulaires, ki uns polarisés de gauche à droite, que nous appellerons raymiê dre^h laires droits^ et les autres polarisés circulairement de droite à gauche, que nous appellerons rayons circulaires gauches.
Pour rendre compte des principales particularités que présentent les phénomènes de la polarisation rotatoire, il suffit, ainsi que l'a montré Fresnel , d'admettre que ces deux espèces de rayons circulaires traversent la lame de quartz avec des vitesses différentes dans le sens de l'axe, et que la vitesse du rayon circulaire droit est plus grande que celle du rayon circulaire gauche dans une lame dextrogyre, tandis que c'est l'inverse dans une lame lévogyre.
\nn, de chim. et de pkya. > ( *J ) ^ XX V111 ,167.
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25Â. ExpllMktl*n ctemétrique de l« r«<«tl«B eu pl«» de |»»l«rlaittloii. — En admettant l'hypothèse que nous venons d'énoncer, on peut expliquer soit giJométriquement, soit analytiquement, la rotation du plan de polarisation. L'explication géométrique est fondée sur ce Tait qu'un rayon polarisé reclilignement peut toujours être regardé comme résultant de la superposition de deux rayons circulaires de sens contraires ayant même période. Supposons en effet que deux molécules M et M' (fîg. Sa) se meuvent sur la même circonférence, en sens contraire, avec la même vitesse, et que ces deux molécules se trouvent simultanément sur l'axe des y; les positions M et M' occupées par les deux molécules au même instant seront toujours symétriques jiar rapport à i'axe des y. Si l'on décompose chacun de ces doux mouvements parallèlement aux deux axes, les composantes parallèles A l'axe des x se détruisent et les composantes parallèles à l'axe des y s'ajoutent. On voit donc que deux rayon.<i polarisés circulairement en sens contraire , de même période
et de même amplitude, équivalent ù un rayon polarisé rectiHgnement ayant même période que les deux rayons circulaires et une amplitude double, et que la direction des vibrations sur ce rayon rêctiligne n'est autre que la droite par rapport h laquelle les positions des molécules vibrantes au même instant sont symétriques sur les rayons circulaires. Supposons maintenant que ces deux rayons circulaires r|ui peuvent remplacer un rayon polarisé reclilignement traversent linp lame de quarti dextropyre dans le sens de son axe: d'après
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l'hypothèse admise, le rayon circulaire gauche, se transmettant avec une vitesse moins grande, sera en retard sur le rayon circulaire droit. La molécule M\ qui tourne de droite à gauche, sera donc dans une phase moins avancée de son mouvement que la molécule M qui tourne de gauche à droite. Quand la molécule M sera sur l'axe des y (fig. 33), la molécule M' se trouvera en M à droite de l'axe des y : la superposition des deux rayons circulaires donnera encore un rayon polarisé rectilignement; mais les vibrations sur ce rayon seront dirigées suivant la bissectrice ON de l'angle MOM', d'où il résulte que le plan de polarisation aura tourné vers la droite d'un angle égal à la moitié de l'angle MOM'. Cet angle est évidemment proportionnel au retard du rayon gauche par rapport au rayon droit, et par suite à l'épaisseur de la lame. On verrait de môme que, si le rayon circulaire gauche se propage plus vite que le rayon circulaire droit, le plan de polarisation doit tourner vers la gauche d'un angle proportionnel h l'épaisseur de la lame.
255. EiLplIcatloii analjtlque de la rotatlas ihi plaM de polarlMitioii. — Supposons que le rayon polarisé rectilignement qui pénètre dans la lame de quartz ait son plan de polarisation perpendiculaire h l'axe des x; le mouvement vibratoire sur ce rayon sera parallèle à l'axe des x et pourra être représenté par
ce mouvement peut être considéré comme résultant de la superposition de deux déplacements égaux Ç et £', si Ton pose
ç = -sm 97r;p»
i =-Sin QTTFp'
Sans rien changer au mouvement, on peut ajouter deux déplac ments tj et v, égaux et de sens contraires, s'effectuant parallèleme à Taxe des y, ces déplacements ayant mâme amplitude que les d placements $et Ç' et présentant avec Cet ^' une différence de march
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^gale n un quart de longueur d'ondulation; on aura alors
V =- cosa^r^»
>; =-■ COH 27rMp'
Si l'on groupe deux à deux ces quatre déplacements, le déplacement ^ combiné avec le déplacement rj donnera un rayon circulaire droit, et le déplacement Ç' combiné avec le déplacement i;'un rayon circulaire gauche. Supposons maintenant que <^et 7 soient les épaisseurs des lames d'air que traverse un rayon lumineux pendant des temps égaux à ceux que le rayon circulaire droit et le rayon circulaire gauche emploient respectivement pour se transmettre à travers la lame de quartz, parallèlement à l'axe : au sortir de la lame les quatre composantes pourront être représentées, en choisissant convenablement l'origine du temps et en appelant X la longueur d'ondulation dans le vide, par les expressions suivantes :
i: a . ft S\ a f 1 S\
ç = -sm 97r ( »-, — T 1 » >; =-cos aTT I r-p — T 1»
ê' = -sin 27r Lj ~t)' ''' = cosQTT (t^ — ?) *
Le déplacement réel de la molécule vibrante sur le rayon émergent est la résultante de ces quatre déplacements; en appelant x et y' les coordonnées de cette molécule, on a
y' =.rj-\-fj =^nS\n 'ATT { rp >~ 1 SIU TT —y— ^
d'où l'on tire
^. = tang7r-y^.
On voit que le rayon émergent est polarisé rectilîgnement et que le plan de polarisation a tourné d'un angle égal à tt — >-^ vers la gauche ou vers la droite, suivant que <^ est |)lus grand ou plus petit
que y, c'est-à-dire suivant que le rayon circulaire droit est en retard ou en avance sur le rayon circulaire gauche. L'angle dont tourne le plan de polarisation est proportionnel à S — y^ et par suite à l'épaisseur de la lame.
Quant à la relation qui existe entre la rotation du plan de polarisation et la longueur d'ondulation, la théorie de Fresnel ne permet pas de la prévoir a priori. On peut remarquer seulement que, la rotation étant égale à
la loi établie expérimentalement par Biot exige que les quantités 5 et y varient en raison inverse de X, et par suite que les vitesses de propagation des deux rayons circulaires qui se propagent dans la ame de quartz parallèlement à l'axe soient proportionnelles h X.
256. Double réfnietioii eirculaire du quarts Miâwant •on aiLe. — Fresnel a confirmé par l'expérience le principe sur lequel s'appuie l'interprétation théorique qu'il donne de la polarisation rotatoire, et a démontré que la décomposition d'un rayon |)olarisé rectilignement en deux rayons circulaires de sens inrane n'est pas une simple hypothèse, en séparant, en matérialisant» pow ainsi dire, ces deux rayons. Pour réaliser cette séparation , Fraftttl s'appuie sur ce principe que, si dans un milieu deux rayons MpçÎH pagent suivant la même direction avec des vitesses inégales» eài rayons, en passant de ce milieu dans l'air, se réfractent suivant des directions différentes toutes les fois que la face de sortie est inclinée sur le rayon émergent. Si l'on taille un prisme de quartz ayant pour base un triangle rectangle, de façon que Tune des faces soit perpendiculaire à l'axe, et qu'on fasse tomber nonnalement sur cette face un rayon polarisé , ce rayon devra , en se réfractant h l'émergence sur la face hypoténuse , se décomposer en deux rayons circulaires suivant des directions différentes. Mais Fresnel, en calculant la différence des indices des deux rayons circulaires, reconnut que, pour rendre la séparation des deux rayons sensible, il faut donner à l'angle du prisme une valeur telle, qu'il y aurait réflexion totale sur la face hypoténuse. Pour faire disparaître cette difficulté, il
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suffit d'accoler l'un fi l'auti-e deu\ prismes triangulaires égaux ABC, ACD (fig. 3&), l'un dextrogyre, l'autre lëvogyre, de façon que l'ensemble forniG un prisme h base rectangulaire. Si la face Alt est perpendiculaire à Taxe et si Ton fait tomber normalement sur cette face un rayon polarisé SI , ce rayon se décomposera dans le premier I prisme en deux rayons cir- I culaires de sens contraire se I propageant avec de^ vitesses 1 inégales. Le rayon circulaire, I qui va plus vite dans le prcl'ig. ]i mier prisme, va moins vite
dans le second; ce rayon se réfractera donc en a suivant ab, en se rapprochant de la normale; l'autre rayon circulaire se réfracte au contraire suivant ac, en s'écartant de la normale. La séparation des deux rayons se trouve encore un peu augmentée lorsqu'ils passent da second prisme dans l'air.
Fresnel s'est servi d'abord d'un appareil un jieu plus compliqué et composé de trois prismes triangulaires, dont l'un ABC (llg. 35), très-obtus et d'un angle égal ù iBs degrés, est compris entre deux I autres prismes ABD et ACE, I qui possèdent une rotation in- I verse de celle du prisme ABC , I et qui complètent avec le I prisme ABC un prisme à ' base rectangulaire. Si la face ' '" " BD est perpendiculaire à
Taxe et si l'on fait tomber normalement sur cette face un rayon polarisé, les deux rayons circulaires se séparent en passant du premier prisme dans le second, et cette séparation devient encore plus accusée lorsqu'ils passent du second dans le troisième.
On peut s'assurer qu'il y a deux rayons émergents en regardant à travers le prisme composé une mire Irès-éloignée, et en constatant :|a'il se forme deux images distinctes. Chacun de ces rayons donne du reste dans un analyseur deux images de même intensité, quelle que soit l'orientation do la section principale de l'analvseur, et, ai l'on interpose sur le trajet de ces rayons une lame d'un quart d'onde. VuHT, VI. — OpIique.U. iG
ils se transforment en rayons polarisés rectilignement, dont les pians de polarisation sont perpendiculaires entre eux et font des angles de àb degrés avec la section principale de la lame, ce qui prouve que les rayons sont polarisés circulairement et en sens inverse.
Il importe que les rayons traversent le prisme composé dans la direction de Taxe; car, pour peu qu ils s'écartent de cette direction, ils éprouvent la double réfraction ordinaire, qui les décompose en deux rayons polarisés rectilignement et qui est beaucoup plus énergique que la double réfraction circulaire.
Les faces d'entrée et de sortie étant parallèles, il semble qu'il ne doive pas y avoir de dispersion, et cependant les rayons émergents sont colorés; ce résultat est dû à ce que la double réfraction circulaire agit inégalement sur les rayons des différentes couleurs simples: la différence des indices des deux rayons circulaires est bien plus considérable pour les rayons violets que pour les rayons rouges, comme on devait s'y attendre, puisque la déviation du plan de polarisation augmente avec la réfrangibilité.
257. Différenee des vltetuies des deux rayons eireulalre«. — Il est utile de se faire une idée de la différence qui existe entre les vitesses des deux rayons circulaires de sens inverse qui peuvent se propager dans le quartz parallèlement à l'axe.
Pour calculer cette différence, remarquons qu'une plaque de quartz d'un millimètre fait tourner de â/i degrés le plan de polarisation des rayons jaunes moyens, d'où il résulte qu'une plaque de 1 5 millimètres fait tourner ce plan de 36o degrés. On a donc alors, en désignant par X la longueur d'ondulation des rayons jaunes moyens ,
TT-y^ = 97r.
D^aillcurs, en appelant V la vitesse des rayons jaunes dans iaif) D et G les vitesses des rayons circulaires droit et gaucho de cellt' couleur dans le quartz, les valeurs des quantités S et y sont
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En portant ces valeurs dans l'équation précédente, il vient
Si nous supposons que la plaque soit lévogyre, on a G> D, et on
peut poser
e étant une quantité très-petite ; on a donc très-approximativement
V_ V \f fN V_Ve
et par suite
ilYf —
Le rapport i^cst sensiblement égal à i'indice ordinaire du quartz,
qui est i,5o8, ou -en chiffres ronds. L'équation précédente devient par conséquent
La longueur d'ondulation X est égale à -^ de millimètre environ , et Ton a par suite
D goooo
d'où Ton conclut que le différence des vitesses des deux rayons circulaires est moindre que la vingt-millième partie d'une de ces vitesses , et que le rapport des indices de ces deux rayons est inférieur à 1,0 000 5, c'est-à-dire moindre que l'indice de réfraction des gaz les moins réfringents.
258. Expérience de m. Babinet. — M. Babinet^^^ a déïïiontré l'inégalité de vitesse des deux rayons circulaires dans le <^|uartz au moyen d'une expérience qui avait déjà été indiquée par w C. R., IV, 900.
Frcsncl. Cette expérience consiste h interposer une lame de quartz perpendiculaire à Taxe sur le trajet des rayons incidents qui tombent sur les miroirs de Fresnel. Si la lumière incidente est polarisée et traverse normalement la lame de quartz, le faisceau qui tombe sur chaque miroir se compose de deux espèces de rayons circulaires. Le système ordinaire des franges est formé par la superposition de deux systèmes, dus l'un à Tinlcrfércnce des rayons circulaires droits qui tombent sur les deux miroirs, et l'autre à l'interférence des rayons circulaires gauches. Mais il existe en outre deux autres systèmes de franges dus à l'interférence des rayons droits qui tombent sur l'un des miroirs avec les rayons gauches qui tombent sur l'autre mii*oir. Ces deux systèmes sont latéraux et leurs franges centrales se trouvent l'une à droite, l'autre à gauche de la frange centrale du premier système. Ces deux groupes de franges latérales ne sont pas visibles à l'œil nu, car la différence de marche qui s'établit entre deux rayons polarisés circulairement en sens inverse ne change pas l'intensité du rayon résultant, mais seulement la position du plan de polarisation de ce rayon qui est toujours polarisé rectilignement. Si la différence de marche est nulle, ce rayon est polarisé dans le même plan que la lumière incidente: si cette différence est égale à
-1 le plan de polarisation est à 90 degrés du plan primitif, et,
lorsque la différence de marche varie de zéro à ^« l'angle du plao
de polarisation avec le plan primitif varie de zéro à 90 degrés. L'interférence des rayons droits réfléchis par l'un des miroirs avec les rayons gauches réfléchis par l'autre donne donc naissance à une série de rayons polarisés alternativement à angle droit et séparés par des rayons polarisés dan» des plans intermédiaires. En plaçant audevant de l'œil un analyseur biréfringent, on apercevra dans la lumière homogène deux systèmes latéraux de franges alternativement brillantes et obscures. Ces franges sont complémentaires dans les deux images; elles se déplacent quand on fait tourner l'analyseur et échangent leurs positions quand la rotation est de 90 degrés.
POLARISATION BOTATOIRE DANS LA LUMIÈRE CONVERGENTE
259. A«tl«ndu qimrte sur la lumière polarisée toM^pie les rayons sont Inelinée sur Taxe. — Fresnei n*a étudié l'action exercée par une plaque de quartz sur la lumière polarisée rectilignement que dans le cas où les rayons polarisés qui traversent une lame de quartz sont parallèles à Taxe. II restait à examiner les phénomènes que produit le quartz dans la lumière convergente et à en rendre compte. C'est ce qu'a fait pour la première fois M. Airy en i83i ^^K Dans les travaux de M. Airy la théorie a presque toujours précédé l'expérience; nous suivrons donc ici le même ordre et nous ferons connaître en premier lieu les hypothèses que M. Airy a admises en se laissant guider par l'analogie, hypothèses qui ont trouvé jusqu'à un certain point leur confirmation dans l'expérience.
Pour analyser les phénomènes produits dans la lumière convergente par une plaque de quartz taillée perpendiculairement à l'axe, il faut évidemment connaître l'action exercée par cette plaque sur un rayon polarisé rectilignement qui la traverse dans une direction inclinée sur l'axe. M. Airy, partant de ce fait que dans une direction perpendiculaire à l'axe il n'y a pas de différence appréciable entre les propriétés du quartz et celles d'un cristal quelconque à un axe, fut conduit à supposer que le passage des vibrations circulaires aux vibrations rectilignes a lieu par l'intermédiaire des vibrations elliptiques, c'est-à-dire que, de même que dans la direction de l'axe le quartz ne peut transmettre sans altération que des rayons polarisés circulairement, et dans une direction perpendiculaire à l'axe que des rayons polarisés rectilignement, dans une direction inclinée il ne transmet sans altération que des rayons polarisés elliptiquement. En regardant ainsi le phénomène qui se produit dans une direction inclinée comme intermédiaire entre ceux qui ont lieu dans une direction parallèle à l'axe et dans une direction perpendiculaire , il
<*) Camhr. Trmu,, IV, pari. i« p« 79« 198.
faut admettre que tout rayon polarisé rectilignement qui pénètre dans le quartz suivant une direction inclinée sur Taxe se décompose en deux rayons polarisés elliptiquement en sens contraire et se propageant avec des vitesses inégales. Le quartz étant un cristal attractif , si la plaque que l'on considère est dextrogyre, le rayon polarise* elliptiquement de gauche à droite correspond au rayon ordinaire, et celui qui est polarisé elliptiquement de droite à gauche correspond îiu rayon extraordinaire; c'est l'inverse si la plaque estlévogyre.
Dans les cristaux qui ne jouissent pas du pouvoir rotatoire, les vibrations du rayon ordinaire sont perpendiculaires à la fois à l'axe du cristal et à la normale à l'onde; celles du rayon extraordinaire sont parallèles à la projection du rayon sur le plan de Tonde. Tout étant symétrique dans le cristal par rapport à ces deux directions, il e6t naturel d'admettre que dans le quartz les grands axes des ellipses de vibration des deux rayons polarisés en sens contraire leur sont parallèles, et par suite que l«s grands axes de ces ellipses sont h angle droit.
Les phénomènes particuliers au quartz cessant d'être sensibles dès que le rayon forme avec l'axe un angle même peu considérable, il faut admettre que les ellipses de vibration, qui se confondent avec des cercles lorsque le rayon est parallèle à l'axe , s'aplatissent rapidement de manière à se confondre presque avec deux droites perpendiculaires l'une h l'autre dès que le rayon fait avec Taxe un angle tant soit peu considérable. M. Airy, en s'appuyant sur ce que dans le quartz la différence des indices ordinaire et extraordinaire est très-faible, supposa de plus que la transition se fait de la même manière pour les deux rayons polarisés en sens contraire , c'est-àdire que les ellipses de vibration des deux rayons polarisés ellipli- ([uement en sens contraire qui proviennent d'un même rayon incident sont toujours semblables.
Quant è la différence de marche entre les deux rayons, on ne peut plus admettre qu'elle soit la même que dans les cristaux soumis aui lois générales de Huyghens, du moins pour les directions voisines de Taxe, puisque cette différence ne se réduit pas à zéro lorsque le rayon est parallèle à l'axe. M. Airy supposa que dans le quartz la différence de marche entre les deux rayons polarisés elliptiquemenf
I sens contraire est égale à la différence de marche déduite de la i de Huyghens pour les cristaux à un axe, augmentée d'une quanté indépendante de la direction du rayon incident, mais variant I raison inverse de la longueur d'ondulation, de même que la difrence de marche des deux rayons circulaires de sens contraire li se propagent parallèlement à Taxe, ce qui revient à admettre 16 dans le quartz la surface d'onde se compose, comme dans les istaux ordinaires à un axe , d'une sphère et d'un ellipsoïde de réyotion , mais que la sphère et l'ellipsoïde ne sont pas tangents. Il faut marquer que cette hypothèse doit toujours être très-approximativeent conforme à la vérité dans le voisinage de l'axe, ce qui est suffînt puisque, dans les directions qui font avec l'axe des angles un m considérables, le pouvoir rotatoire du quartz est négiigôable visvis de la double réfraction régulière.
En admettant la similitude des ellipses de vibration et la consnce de la différence de marche en excès due au pouvoir rotatoire , 1 peut rendre compte des phénomènes que présente le quartz dans
lumière convergente.
A. — Lumière convergente polarisée rectilignement.
260. Formules sénérales pour les inieiiflitéfl des ImoiTMi MM l'onoljineur. — Nous allons nous proposer de déterminer s principales particularités que présentent les images fournies dans ïï analyseur biréfringent par une plaque de quartz taillée perpendi- Jairement à l'axe et placée dans la lumière convergente. Nous sup- >8erons en premier lieu que la lumière convergente soit polarisée tUlignement. Les appareils qui serviront à observer ces phénomènes iront les mêmes que ceux que nous avons décrits h propos de la )larisation chromatique, c'est-à-dire que tous les rayons qui trasrsent la plaque dans une direction déterminée iront converger en Q même foyer réel ou virtuel, et c'est l'intensité que présentent eh î foyer les rayons d'une couleur déterminée qu'il s'agira de calculer, omme nous n'aurons à considérer que des rayons traversant la laque dans une direction voisine de l'axe, nous pourrons, au lieu 3 considérer des rayons tombant obliquement sur une lame per- 3Ddiculaire à l'axe, supposer que les rayons tombent normalement
sur une lame inclinée par rapport à i'aie. Il n'en rtisultera aucune erreur .sensible el le calcul sera simplifié, parce qu'il suffira de tenir compte de ia diiTérence de marche produite par le passage à travers In lame.
Soient (fig. 36) PP', SS' et II' les traces, sur un plan perpendiculaire au rayon incident, du plan primitif de polarisation, de la section principale de l'analyseur et de Fiï-ib la section principale de la lame de
quartz; désignons par t et t, comme dans la théorie de la polarisation chromatique, les angles formés par ces sections principale» avec le plan primitif de polarisation.
Représentons par sin av rp l'un des mouvement vibratoires dont 1^ superposition constitue la lumière blanche , ce qui revient à prendras
pour unité, abstraction faite de la réflexion qui s'exerce h la pre ■
roière face de la lame de quartz, l'amplitude de ce mouvement vibra
toire qui est dirigé suivant OM perpendiculairement h PP', et poson^v pour abréger
Le rayon, en pénétrant dans le quartz, se décompose en deup^ rayons elliptiques de sens contraires. Sï nous supposons le quarts* dextrogyre, le rayon ordinaire est polarisé de gauche h droite et I^S rayon extraordinaire de droite à gauche.
En représentant par ? et J' les composantes du mouvement pa_ — rallèles à II'. par » et >j'les composantes perpendiculaires à II', etc^M désignant par k une quantité comprise entre zéro et l'unité et d&^pendant de l'angle que fait le rayon incident avec l'axe, on aura, p- ■) tenant compte de ce que les deux ellipses de vibration doivent èlK^f semblables et avoir leurs axes perpendiculaires à l'entrée du rristfw' pour le mouvement vibratoire du rayon ordinaire,
/,\ ( ri = msin{lp+n).
!t pour le mouvement vibratoire du rayon extraordinaire,
I n'=nsm{(p+v), '^ j f=^cos(<p+.).
Ces quatre mouvements devant reproduire le mouvement du rayon icident égal à sin ^ et dirigé suivant OM , la somme de leurs projetions sur OM doit être .égale à sin ^ et la somme de leurs projeclons sur OP doit être ntiUe. Ces deux conditions donnent les quations
Iiv + ri') cos t — (l+f ') sin t=sin 0, {iy+»?')sint+{|+Ç')cost=o.
Ces deux équations doivent être satisfaites quel que soit le temps, 'est-à-dire quel que soit ^. On aura donc quatre équations de conlition en remplaçant dans les équations (3) les quantités Ç, ^\ r, v' par leurs valeurs tirées des équations (i) et (9), et en égalant i zéro dans chacune d'elles les coefficients de sin ^ et de cos ^, ce [ui donne
(mcosf£-|-ncosv)cost— Imksinfx — I^^'^*') sini»= 1, (msin|ùi+nsinj;)cost-f- (»tA;cosf£— jrcosvj sint = o, (iwcosf£+»cosv)sini+ Imksin fÂ — r sin vj cost=o, (msin/ùt4-»sinv)sini+ (wiA;cos/ùt — jrcosvj cosi=o.
De ces quatre équations on tire d'abord
mcos|ùt+wcosv=cosi, mAcos/ùt— tcosj;=o,
m sin jùt + w sin V = 0 , iwA sin a — r sin l^= — sin î ,
it enfin
cos I k sin 1
mcos/EA = Y17j^» msinfA^^ — YTT*"
A* cos I fc sin I
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En substituant ces valeurs dans fes équations (i) et (9) on a, pou 1 les composantes des vibrations elliptiques,
»; = — nri(cosisin^— Asinicos^),
k $= —j^ (cosî cos ^+ Asin i sin ^) ,
ri' = I, ( 1^ cos t sin(p + k sin t cos (p ) ,
Ç' = — — Tt(/:costcos(p— -sîntsin(p).
Les deux rayons elliptiques traversent la lame de quartz avec d(^ vitesses inégales, et, si l'on désigne par G et D des épaisseurs d'a£ telles, que la lumière emploie à les traverser des temps respect î vement égaux à ceux que mettent les rayons polarisés de droite gauche et de gauche à droite pour se transmettre à travers la lannc^' de quartz, il faudra à la sortie du cristal remplacer (p dans Yeyc —
pression des composantes du rayon ordinaire par 3^(x""5r)' ^*
(t c \ T"~Iy '
Si l'on pose pour abréger
îl7r^==y, 9 7rT-=d,
il suffira de remplacer (p par (p—y pour le rayon extraordinaire et par (p — ^ pour le rayon ordinaire.
Le mouvement vibratoire du rayon ordinaire dans Tanalyseur est représenté par
{v + rj') cos(î~«)~(|+|')sin(t'-«),
en ayant soin de substituer, dans les valeurs de Ç et de »?, (p — <î à Ç, et, dans celles de Ç' et de »?', ^ — 7 à (p. On obtient ainsi pourfp mouvement vibratoire l'expression suivante :
— — p|[cosi sin((p — 5) — k sini cos(^ — <î) + A? cosi sin((p— y)
4-^ sint cos(^ — 7)] cos(i''^l + [Acostcos(^— <î)+fc^sint sin(^— <î)--icosî cosl^-?)
sinisin((p— y)] sin(t
La plaque étant dcxtrogyrc , on peut poser
En faisant cette substitution dans l'expression précédente et en prenant la somme des carrés des coefficients de cos (^ — y) et de sin (^ — 7), on a l'intensité oJ^ de l'image ordinaire dans l'analyseur : il vient ainsi
-\-k'y (Af^ = \ cos (i— 9) [costcos(y— ^)+fcsintsin(y— ^) + A:^cosî]
+ sin (î — s) [— Â:cos t sin (y — S) + k^ sin i cos (y— S) + sin i]| + 1 cos (î — «) [cos i sin {y— S) — A- sin < cos(y — ^) + k sin t] + sin(t— «)[/:cosî cos(y~-^) + /:^sini sin (y — ^) —k cosî]|
En ordonnant par rapport à cos(y— <î) et à sin(y— ^), on a
A^)^û>^==|[cosi cos(t — «) + Ai^sini sin(t— «)] cos {y— S
+ ks\ns sin {y— S) + k^ cos i cos (<— s) + sin i sin (ï - «) J + 1 — ksins cos(y— ^)+ [cosi cos(i-— «)
+ /r^sin î «in («—«)] sin {y— S) + k sin s
d'où, en développant,
( 1 +k^Y ^^= [cosï cos(i — «)+A^sinî'sin(î — «)12+ 9 A^sin'^s
+ [Ai^cosi cos(i — «) + sini sin(t — s)]^
+ 2 1 [cos i cos (î — «) + k^ sin i sin (t — «)]
X [/:^cosî cos(î — «) + sini sin(t— s)] — Ai^sin^^j
X cos(y — ^)+ 9 A;(i + /r2) sin« cos« sin(y — ^).
En remplaçant a cos (y — ^) par ù — à sin 2^- — » la somme des termes indépendants de y — ^ se réduit à [i+k^Y cos^s, et il vient
(1 +A-^)^w^ = (1 +Â?)2 cos^ 8 + îik(^i +k^) sms cos s sin (} — ^)
— 4 [cost cos(t — s) + A- sin t sin (* — «)]
X [k^ cos î cos (»— «) + sin i sin (»—«)]
— A^sin^* I sin^ 2-
En développant le troisième terme du second membre et en divisant les deux membres par (i +l^)\ il vient» toutes réductions faites,
oj*^ = cos^ s H — — n sîn 9 s sin {y — S)
(fi) ' —, YTi <^os u 8 sm^
(i - A*)* . . . /. V . qy-S — — rTTÂ sin 3 I sm 9 ( I — « ) snr
La formule se simplifie en remplaçant les deux premiers term du second membre par
cos^« ( cos^^^ hsm^ - — ) H rn sm« cos« sm
/ l_«,w>2/ 1 _l .^^ ^ ^r.n ^ ^.^ £ ^QS£ —
ce qui donne après réduction
9 / y — S , afc . . y-J\2
û,2 = ( cos« cos ' — —Tî sm« sm )
+ ('"] lé)^ [cos*« — sin 9tsin 9 (t— «)] sin^^^ — •
Enfin, en remarquant que l'on a
cos^ « — sin 9 1 sin 9 (t — «) = cos^ « — - [cos a « — cos ( A i — a «)]
= i[i+cos(/it— 9«)]
il vient définitivement
ûT = ( cos« COS ^ — -Tî sin« sm ^--— 1
+ (tTPJ cos2(2t~«)sin«^-
On peut soumettre cette formule à deux vérifications en cherchant ce qu'elle devient dans les deux cas extrêmes où l'on a k^o ou
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il;= 1. Lorsque k est nul, on doit retrouver la formule qui convient aux cristaux dépourvus de pouvoir rotatoire; il vient en effet dans ce cas
ei|2 ^ cos^s cos^ h cos^ ( u i — «) sin^ - —
= cos^ 8 + [cos^ { 3 1 — «) — cos^«] sin^ ^--; — = cos-« — sm 2 1 sin a ('— «) sin-*^-; —
= cos^« — sin atsin a (i— -«)sin^7r > .
Si Ton fait k= i^ on doit obtenir la formule qui représente la propriété rotatoire du quartz dans la direction de son axe : la formule générale se réduit effectivement, dans cette hypothèse, à
cJ^=(cos8 cos^^ hsin« sin 2- — \^=cos^(s — ^ — K
expression qui est maximum lorsqu'on a
S^S ti— .«-»• I
ce qui indique que le rayon, au sortir delà lame de quartz, est polarisé reclilignement dans un plan faisant à droite du plan primitif
un angle égal à 2-— ou à tt — v —
La formule (5) montre que généralement il n'y a pas de lignes incolores, car, s étant quelconque, il n'existe aucune relation entre les angles t et s qui rende l'expression de l'intensité indépendante de y — Sj c'est-à-dire de la longueur d'ondulation.
Quant aux lignes isochromatiques, elles sont d une forme plus complexe que dans le cas des cristaux dépourvus de pouvoir rotatoire» Pour en déterminer rigoureusement la forme, il faudrait con- Qaitre la manière dont k varie avec l'incidence, c'est-à-dire savoir comment se fait la transition entre la forme circulaire et la forme t'ectiligne des vibrations quand on passe d'une direction parallèle à l*axe à une direction perpendiculaire. On peut cependant, comme
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nous allons le voir, déterminer approximativement la forme de ces courbes sans posséder cette donnée.
261. Section principale de ranaljaeur parallèle an perpendiculaire au plan primitif de polariflation. — Absence de croix au centre de rimasc* — Anneaux circulaires, — Le cas le plus simple est évidemment celui où la section principale de l'analyseur est parallèle ou perpendiculaire au plan primitif de polarisation. Si l'on suppose s égal à zéro, c'est-à-dire la section principale de l'analyseur parallèle au plan primitif, la formule [li) se réduit à
et par suite on a pour l'intensité de l'image extraordinaire
Si 8 est égal à - « les deux images échangent leurs intensités.
Nous allons considérer en premier lieu l'image extraordinaire dans le cas où s est égal à zéro. Rien , dans rex{)ression de l'intensité de cette image, n'indique l'existence de lignes incolores, car pour aucune valeur de t elle ne devient indépendante de la longueur d'ondulation. Mais, si l'on suppose â: très-petit, c'est-à-dire si l'on considère les phénomènes à une certaine distance de l'axe qui n'est pas nécessairement considérable, d'après ce que nous avons dit sur la manière dont se fait le décroissement de A à partir de l'axe, il pourra apparaître des lignes incolores. Dans ce cas, en effet, on a approximativement
8^ = sin^ 2 1 sin*-* - — i
expression qui s'annule, quelle que soit la longueur d'ondulatiod^ lorsque l'angle t est égal à zéro ou à 90 degrés. Il suit de là que dans l'image extraordinaire, lorsque la section principale de l'analyseur est parallèle au plan primitif ^ on aura à une certaine &^
tance u centre une croix obscure dont les branches seront Tune parallèle, Tautre perpendiculaire au plan primitif; mais les branches de cette croix ne se prolongeront pas jusqu'au centre, et de plus elle ne sera pas complètement noire, parce que k ne peut pas être supposé entièrement nul pour une direction inclinée sur l'axe; ces deux caractères distinguent cette croix de celle que donnent les cristaux à un axe dépourvus de pouvoir rotatoire. Quant au centre de l'image, il ne pourra jamais être complètement obscur dans la lumière
blanche, parce que la quantité sin^^^ ne peut pas s'annuler simultanément pour toutes les couleurs. On aura donc, au centre de l'image, une plage colorée dont la teinte dépendra de l'épaisseur de la lame, et la croix ne sera visible qu'en dehors des limites de cette plage.
II est évident que l'image ordinaire présentera des apparences complémentaires et par suite une croix à peu près blanche. Lorsque la section principale de l'analyseur est perpendiculaire au plan primitif, les phénomènes sont renversés : la croix est blanche dans l'image extraordinaire et obscure dans l'image ordinaire.
Quant aux lignes isochromatiques, les valeurs trouvées pour les intensités des deux images , lorsque la section principale est parallèle ou perpendiculaire au plan primitif, montrent qu'elles sont dans ce cas de forme circulaire. On aura donc dans la lumière homogène, à partir d'une certaine distance du centre, des anneaux alternativement brillants et obscurs, et dans la lumière blanche des anneaux colorés. Les maxima correspondant à une couleur déterminée sont donnés par la condition
et les minima par la condition
N étant un nombre entier quelconque, si Ton considère l'image ex^ traordinaire dans le cas oà s est égal à zéro» Mais , comme on a
ces conditions se réduisent à
et à
Si le cristal ne possédait pas le pouvoir rotatoire, la différence d< marche serait donnée, comme nous l'avons vu dans la théorie d( la polarisation chromatique (217), par lexpression
a? + y^ élant le carré du rayon de la ligne i^ochromatique et Jl^ distance focale principale de la lentille qui fait converger les rayons L'hypothèse de M. Airy consiste à ajouter à cette différence d* marche une quantité indépendante de la direction du rayon inci — dent, proportionnelle à l'épaisseur de la lame et en raison inver&> ^t de la longueur d'ondulation; si l'on désigne par H une constantcsi * on pourra donc écrire
et, suivant que cette quantité sera égale à un nombre impair (»ti pair de demi-longueurs d'ondulation, la ligne isochromatique correspondra ù un maximum ou à un minimum. Il résulte de là nne loi simple pour les diamètres des anneaux brillants et obscurs correspondant d une même couleur: les différences entre les carrés de ces diamètres sont constantes.
En résumé on voit que, lorsque la section principale de l'analyseur est parallèle ou perpendiculaire au plan primitif, chaque image se compose d'une plage centrale colorée et d'une série d'anneaui circulaires colorés qui sont coupés par une croix obscure ou blanchâtre : les branches de cette croix ne s'étendent pas jusqu'au centre et sont l'une parallèle, l'autre perpendiculaire au plan primitif, et chaque anneau conserve la même teinte sur tout son contour.
ir
262. Section iMPinelpale de Taïuiljeeiir dans une |iMilion quelconque. — €ourl»es quadratiques et toelie eentrole eneroix. — Si la section principale de l'analyseur fait avec te plan primilif un angle quelconque, la formule (5) ne se simplifie pas; il n'y a plus alors de lignes incolores, et les courbes isochromatiques sont beaucoup plus compliquées que dans le cas que nous menons d'examiner. On peut néanmoins se faire une idée de la forme ie ces courbes, par les considérations suivantes.
Posons
d'où
a/i . (n-ft')Une4'
cos s — •-— $ sin A — — «
v/4ik'+(i + A')*taiig'>f \/W+ (1 + *•)' teng* t(/
En substituant ces valeurs dans l'équation ( 5 ) , il vient
, àj^ r r-^ , , , • 7-Sii
-^[m?J cos^(3t-"«)sm2V' d'où
cJ^ = [cos^ 8 + . ^^.tj, sin^ «J cos^ (J^ >(/j
+ {\TÎ?y cos^ai-*) sin2 2^,
et enfin
<y2 = I cos^ s + i^^i^^y sin^ «J X
4fc* „;_2 Jl ^ 1 -4-cos(y— ^ — 3>(/)
1 /'"■"**\*-i 2/ • X,, i-cos(y-^)
+ VTTFJ cos2(*-^»-*)x — r —
Si l'on suppose que les différents points d'une même courbe isochromatique ne sont pas à des distances très-différentes du centre, on pourra regarder A; comme sensiblement constant sur cette courbe, et il suffira, pour avoir l'équation approchée des courbes isochromatiques» de prendre la dérivée par rapport à 7 — ^ du second
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' luembre de Téquation précëdenle , en y regardtat k comme coDStaot. On obtient ainsi pour les courbes isochromatiques l'équatioo
(G) tancfr S j.v ^^^ ^.<' + /^')'c»'".+ jfe'sin'^ + (.-fe')'cm'(a.-.) \»} «"8^7 " V) ^"«'f^, + /i-)'(;os'î + 4fc'8in*ï-(.-ft')'cos*(a.-*)
ce qui montre que tang (y - S — -^j est loujours plus grand que tang^. Si la différence de cps deux tangentes était constante, y — S conserverait la même valeur quel que soit l'angle i, et îes courbes isochromatiques seraient cire iiht ires. Mais réqua'tion.(6) montre que celle difTérencc varie avec l'angle i; il faut en conclure que les différi'-nts points de la courbe isoclirnniatique sont à des distances inégales du centre; les plus él()i;,'nes sont ceux qui correspondent aux valeurs de i pour lesquelles [a différence entre tang (y — S—^) el tang^* csl ma\imiini, et les plus rapprochés ceux qui correspondent au.<! valeurs de t pour lesquelles cette différence est minimum. Or l'équation (6) montre que la différence est maximum lorsqu'on a
■Jt — s = c'est -à- dire
et minimum lorsqu'un a
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i'aur obtenir la forme des courbes isochrouiatlqiies, il faudra donc
déaire tin cercle de rayon OR (fig. 3;) et ajouter aux rayons de ce
cercle une (juanlilé variable qui
sera maximum suivant les droites
AB et CD, c'est-à-dire suivant les
bissectrices des angles formés par
la direction du plan primitif et de
la section principale de l'analyseur,
et minimum suivant les droites EF
et GH, qui font des angies de
45 degrés avec les précédentes. On
obtient ainsi une sorte de carré à
angles éniouïsés, que l'on désigne
sous le nom de courbe quadratique.
C'«sl là, eo elTet, la forme que présentent les courbes isocliroma-
tï<{ues, du moins à une distance sensible du centre.
Si l'on suppose, comme dans la figure, le plan primitif de polaristlion horizontal et la section principale de l'analyseur faisant. ■* droite de ce plan, un angle s compris entre zéro et go degrés, on voit que l'angle le plus élevé de la courbe quadratique se trouve ^ aroile de la verticale et à une distance angulaire de cette verticale "iférieure à 45 degrés. Si l'angle s est compris entre go degrés et i8o degrés, cet angle étant toujours supposé compté vers la droite. Uogle '^ est aussi compris entre 90 degrés et 180 degrés, et, ^1 désignant par if' un angle plus petit que 90 degrés, on peut poser
if
'^ Second membre de l'équation (ti) est alors négatif et représenkf*"" conséquent, la tangente d'un an^e plus grand que 90 degrés ^" désignant cet an^e par go'-t-'l'", on a
tang(7 — ^— 4') = lang{9o'+4'''), *^ par suite
L'angle ^' est une constante et Tangle if' diminue qoand le facteur de tang >f/ dans le second membre de l'équation (6) augmente: la différence entre y — S et ^ sera donc d'autant plus grande que ce facteur sera ])lus petit, d'où il résulte que les maxima seront donnés par les mêmes conditions que dans le cas précédent et que le phénomène n'aura pas changé d'aspect. L'angle le plus élevé de la courbe quadratique se trouvera encore à droite de l'observateur. On voit que, si l'on place la section principale de l'analyseur perpendiculairement au plan primitif, de manière à obtenir des courbes isochromatiques circulaires, et si l'on fait tourner ensuite cette section principale vers la droite ou vers la gauche d'un angle plus petit que 45 degrés, l'angle le plus élevé de la courbe (quadratique se trouvera à la droite de l'observateur. Nous avons supposé, dans ce qui précède, la lame de quartz dcxtrogyre; si cette lame était lévogyre, l'angle le plus élevé de la courbe quadratique se trouverait, au contraire, à gauche, dans les conditions que nous venons d'indiquer.
Cherchons maintenant à déterminer la forme de la tache centrale. Pour avoir l'intensité de la lumière au centre de l'image ordinaire, il faut, dans la formule (5), faire &= t, ce qui donne
cj^== cos*-^ (s — —^ j 1
y-S ou, en désignant par p l'angle - — , qui est égal a la rotatioiM.
qu'éprouve le plan de polarisation des rayons qui traversent lame parallèlement à l'axe,
ûr^ = cos^(« — p):
cette expression est nulle pour la couleur considérée, lorsqu'on a
Pour voir la manière dont varie l'intensité sur un cercle ayant pour centre le centre du phénomène, il faut avoir recours à lafo^ mule (5). Comme sur ce cercle les quantités keiy^S restent constantes, on voit que l'intensité sera minimum lorsqu'on aura
cos(9i — «) = 0,
c'est-à-dire
Ott
s , Stt a a
Il résulte de là que , lorsque , pour une couleur déterminée , la tache centrale est obscure, l'obscurité se prolonge sur les h'gnes EF et GH, c'est-à-dire sur les bissectrices des diagonales des courbes quadratiques : la tache centrale forme donc alors une sorte de croix, dont les branches sont dirigées suivant ces bissectrices. Lorsqu'on opère avec la lumière blanche, si le centre de l'image ordinaire correspond à l'intensité minimum de la lumière jaune, la croix centrale présente la teinte sensible. Pour un cristal dextrogyre , cette teinte sensible de la croix centrale dans l'image ordinaire correspond à une valeur de s égale à 90°+ p, c'est-à-dire à une rotation vers la gauche ^e 90*— p, à partir de la position où la section principale de l'ana- Ijseur est parallèle au plan primitif. Donc, si on opère avec une l^me suffisamment mince, on verra la tache centrale présenter la feinte de passage en faisant tourner la section principale de l'analyseur vers la gauche d'un angle plus petit que 90 degrés, à partir de la position où elle est parallèle au plan primitif. Si, au contraire, le ^risiai est lévogyre, il faut faire tourner l'analyseur vers la droite pour trouver la teinte de passage. De là un moyen simple de distinfî^er les cristaux dextrogyres et lévogyres.
B. — LUNIÀBE CONVERGENTE POLABIS^B CIBCULAIREMENT.
263. Calcul des inieiiflitéfl des iiii»ircs dans r»iuil7«cur,
lorsque la lumière convergente qui tombe sur une plaque de ^artz perpendiculaire à l'axe est polarisée circuiairement, il faut, pour obtenir les intensités des images dans l'analyseur, effectuer un ^Icul dont la marche est la même que dans le cas où la lumière est Polarisée rectilignement. Nous supposerons que la plaque de quartz ^^ dextrogyre et que la lumière incidente est polarisée circulairel^^nt de gauche à droite; enfin, comme dans le cas précédent, au ^^U de considérer des rayons tombant obliquement sur une plaque
sin (Ç— y) et de C08(Ç— y); on trouve o*...^
+ A:(t+Â:)sinasin(y— ^) r + 1 (i 4-^)co8asin(y — J)
— sina[Â:(i+A:) C08(y — J) — i +k] rJ [(i+ifc)i+A^(i-.Jt)«~9ik(i-ifc«)co8(y-J)J
a(i-hfc*)*
cos^a
+sin2a [ifc3(t 4.ifc)2+(i -Jt)«-9t(i~ifc«)co8(y-(r)] + Qsinacosa| [(i+^)cos(y — ^)
-f*(i+A)cos(y-^)-i+*](i+A)8in(y-eî)]î
— 9 (i4-Â:^)(t — A2)sinaco8asin(y-^)i
^â+ (Uife')»^^^^^^ (1.4-j^)' co8Qacos(y->^)
Si dans cette valeur de l'intensité on fait k=t^ l'expression de «^ devient indépendante de y — S et par suite de la couleur, et se
réduit h -i d*où il faut conclure que les deux images de Tanalyseur
présentent dans la lumière blanche une tache centrale incolore. Ce résultat était du reste facile h prévoir, car nous avons vu (253) qu un rayon polarisé circulairement traverse une lame de quartz parallèlement à Taxe sans éprouver aucune modification. La formule que nous venons d'obtenir montre de plus qu'avec la lumière polarisée circulairement les images ne présentent plus de lignes incolores.
26 A. CiMbe» insglwoMiiitimi— > — 0|dnacs qpHUbp tl^iiMu — Pour obtenir approximativement la forme des coqH
isochromatiques , posons
I -^k^ -^^tangaa=tanga
nous aurons ainsi pour l'intensité de l'image ordinaire
, 1 , Ae(i-**) fc(i-fc*)co8(y-^-2>{/)
2 (i-h**)» (i4-*»)v/(i-hfc»)*cos»2>{/+4**sin«2>{/
Si Ton donne à a une valeur déterminée , cela revient à considérer les points situés sur une droite passant par le centre du phénomène et faisant avec la section principale de l'analyseur un angle égal à cette valeur particulière de a. Si l'on considère sur une telle droite des points peu éloignés les uns des autres, on peut regarder k comme conservant une valeur sensiblement invariable, et l'on voit alors sur cette droite l'intensité passer par un maximum lorsqu'on a
N étant un nombre entier quelconque, et par un minimum lorsqu'on a
Ces conditions , étant les mêmes quelle que soit la valeur de a, représentent les équations des courbes isochromatiques pourvu qu'on y regarde ^ comme une fonction de a.
Nous avons vu précédemment (261) que la quantité y — S est ^gale à la somme de deux termes dont l'un est constant et dont l'autre est proportionnel au carré de la distance du centre de l'image au point où le rayon pour lequel on prend la différence y — S rencontre le plan du tableau , c'est-à-dire à la quantité que nous avons désignée par j?^+y^; comme, pour le rayon qui traverse le cristal parallèlement à l'axe, 7 — ^ est égal au double de la rotation p, le terme constant est égal à ap et l'on a, en représentant par v^ la quantité x^+y^ et par Aune constante,
y — S^ap + hv^.
L'équation des courbes isochromatiques correspondant aux minima
prend donc la forme
V désignant le rayon vecteur de la courbe et >f/ étant une fonction de l'angle a que- fait ce rayon vecteur avec la trace de la sectioa principale de l'analyseur sur le plan du tableau.
Pour les points qui ne sont pas trop éloignés du centre du phénomène, k a une valeur peu différente de l'unité, et par suite Taogie^^ est sensiblement égal à a. En admettant l'égalité des deui an^fis» l'équation polaire des courbes isochromatiques se réduit à .
h^=^ 9 (a — p) + qNtt ; si l'on fait N = o, celte équation devient
/it?^=Q(a-p)
et représente une spirale partant du centre 0 et tangente en 0 i une droite qui fait avec la trace de la section principale de l'analyseur un angle égal à p, c'est-à-dire à la rotation que la lame de quartz fait subir au plan de polarisation d'un rayon qui la traverse parallèlement à l'axe. La figure 38, où SS' désigne la trace de la section principale de l'analyseur, montre que cette spirale OAB s'enroule de droite à gauche.
En faisant N= i, on obtient une seconde spirale OGD qui n'est autre que la première à qui on aurait fait subir une rotation de i8o degrés. Pour les valeurs de N supérieures à l'unité, on retrouve alternativement les deux mêmes spirales.
En réalité les courbes isochromatiques présentent une forme plus complexe, ce qui tient à ce que l'angle 4/ est toujours supérieur à a; la différence entre ces deux angles est maximum ou minimum pour des valeurs de a qui correspondent à la direction de la section principale de l'analyseur, à une direction perpendiculaire et à deux directions faisant des angles de 45 degrés avec les précédentes. Il en résuite que les deux spirales présentent des ressauia, c'est-à-dire des angles droits émoussés qui sont situés sur la trace de la section principale de l'analyseur et sur une droite perpendiculaire , ainsi que le montre la figure 3 9. De là le nom de spirales quadratiques, qui leur a été donné. 11 est évident d'ailleurs que l'intensité de la tache centrale blanche f^it disparaître complètement les parties clés dei|i(
les voisines du centre et qu'il est iuipossible de vérifier expérialement la direction de leur premier élément. trsque la lame de quarts est dextrogyre et la lumière incidente isëe de gauche à droite, les spirales s'enroulent de droite à
be ; elles s'enroulent au contraire de gauche à droite lorsque , la restant dextrogyre, la lumière incidente est polarisée de droite iche. Avec une lame lévogyre ces résultats sont renversés.
>5. AeM*B du quarts sur un mjmm elllptlmue iBcUné
se. — Dans l'hypothèse d'Airy les formes des ellipses de vion varient, sur les deux rayons réfractés elliptiques auxquels le naissance un rayon incidenl. avec l'inclinaison de ce rayon axe. Il en résulte que. si la lumière incidente est polarisée ellipment, il pourra exister dans le cristal une direction pour lae un des rayons réfractés est polarisé elliptiquement de la mémt ère que les rayons incidents: suivant celte direction l'autre I réfracté aura une Intensité nulle. Il ne pourra donc y avoir 'érence, ou en d'autres termes le rayon elliptique se propagera altération suivant cette direction , de même qu'un rayon cireuse propage sans altération parallèlement à l'axe. Les images de yseur présenteront alors une zone incolore qui indiquera la tion oh dans le quartz la polarisation elliptique est identique ù des rayons incidents. On conçoit qu'en opérant avec de la lut elliptique décomposition connue on puisse aii)si se faire uqe
idée de la manière dont varie la polarisation elliptique dans le quartz à mesure qu'on s'écarte de Taxe. Ce procédé, mis en pratique par M. Airy, est médiocrement exact; il a cependant pu servir à reconnaître que la polarisation elliptique est très-sensible tant que l'inclinaison des rayons incidents sur l'axe ne dépasse pas i o degrés.
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— M. Airy a encore traité par le calcul un cas plus compliqué que les précédents : c'est celui oh. un faisceau convergent de lumière polarisée rectilignement traverse successivement deux plaques de quartz perpendiculaires è l'axe , ayant même épaisseur et de signes contraires.
La Aiarche du calcul est la même que dans le cas d'une seule plaque : le rayon polarisé rectilignement qui tombe sur la première plaque se divise en deux rayons polarisés elliptiquement, et chacun de ces deux rayons elliptiques se divise de nouveau en pénétrant dans la seconde plaque.
On a ainsi quatre rayons elliptiques, dont il faut prendre les composantes parallèlement et perpendiculairement à la section principale de l'analyseur. Si Ton suppose la première plaque de quartz dextrogyre et la seconde lévogyre, et si la section principale de l'analyseur est perpendiculaire au plan primitif, on obtient, en désignant par t l'angle que fait le plan primitif avec la section principale de la première lame de quartz, pour le mouvement vibratoire (lu rayon ordinaire dans l'analyseur,
,j:p-j^,j(i-**)sinîCostcos[(p-9(y--^)]
+ k[i — Â'^)cos3asin[^— ^(y — (î)]
— (i — À'*)sintcos?cos^+Âr(i — A-^)cos9isin(p
— uk[i — A^) cosQtsin[(p— (y — ^)]{
^ (TT^ip j ( ^ - ^*) sin 91 sin (> -~ ^) sin [(?
+ Qk{\ — A'^)cos9tcos(y — ^)sin[^— (} - (î)J
— 9Âr ( t — A:^) cos 9t sin [^ — (y — S)] |.
Pour obtenir rintensit<^ de Timage ordinaire, il suffit d'élever au carré le coefficient de sin[^ — (y — (î)], ce qui donne
^ = (!^fci)i[(^+^'')si"ai'sin(y-J)
+ nk cos 9t cos (y — 5) — a/v cos îi* r = 7— ^4 (i+A:^)sin 31 sin [y — S)— Ixk cos titsm^^ — M
= / ,,.4 sin^^-— (1 +k^)smfitcoS' Q&cosaisin^ »
et enfin
, fi—k*\^ . «y-^r àk . . y-^ y-^la &>*=( — -Ts) 8ur^^ — —ncosaisin^— — — Qsinaicos^^
Si la première lame était lévogyre -et la seconde dextrogyre, il faudrait remplacer par le signe + le signe — qui précède le second terme entre crochets.
CeurbcM isoeliromfitiques. — Spirales û^Aiwj
La valeur obtenue pour l'intensité de l'image ordinaire dans l'analyseur montre qu'il existe dans le cas actuel deux séries de minima entièrement nuls, et par suite deux espèces de courbes isochromatiques. Les courbes de la première série sont données par l'équation
sm a
[ui représente des anneaux circulaires.
Comme on a
ëquation des cercles peut s'écrire
'es cercles sont donc définis par cette condition que la différence de
marche corresponde à un nombre pair de demi-longueurs d'ondulation.
Enfin , si p désigne la rotation produite par l'une des deux lames, on peut poser, comme nous l'avons vu (26Â),
H ëtant une constante et v désignant le rayon du cercle auquel correspond une valeur donnée de ^-^ — • L'équation des cercles noirs peut donc aussi prendre la forme
(i) p + Ht;2=N9r,
ce qui montre que la différence entre les carrés des rayons de cercles est constante. La seconde série de courbes d'intensité minimum est donnée par l'équation
obtenue en égalant à zéro le second des deux facteurs qui entrent dans l'expression de l'intensité. Si nous considérons les phénomènes à une petite distance de l'axe, c'est-à-dire dans les points où
ils ont le plus de netteté, le facteur — y~ diffère peu de l'unité, et. par suite, on a approximativement
tang^-^ = tangat, d'où
N étant un nombre entier quelconque.
Si l'on fait N égal à zéro et si l'on remplace ^-^ par p+H*'^»^" obtient pour équation d'une première courbe
(2) p-hHt;^ = 3t
)iniDe le rayon vecteur v croit indéfiniment avec J'angle t, celte [Ualion rcpr<iscnte une spirale. Pour tr=o, on a
inc la tangente à la courbe menée par le centre fait, avec la trace du plan primitif, un angle égal à la moitié de la rotation, correspondant à l'épaisseur d'une des lames.
Pour mieux définir la forme de . spirale, menons par le centre deux droites OX et OY (fig. io), dont la première représente la trace du plan primitif et la seconde une I perpendiculaire à cette trace, et cherchons les points où la spirale coupe ces deux droites. Si l'on l't t •= 90 degrés, c'est-à-dire si l'on cherche le point où la spirale renntre lu droite OY, on voit que la valeur de v^ donnée par l'équa- >n (3) est identique à celle qu'on lire de l'équation (1) en y faisant >= I, d'oii il faut conclure que la spirale rencontre la droite OY point A , où cette droite est coupée par le premier cercle obscur. En saut t= 1 80 degrés, c'est-à-dire en cherchant le point ob la spirale icontre la droite OX', on obtient une valeur de v^ égale à celle e donne l'équation (a) quand on y fait N=a; donc la spirale icontre la droite OX' au point B, où cette droite est coupée par deuxième cercle obscur. En continuant de même on voit que la traie rencontre les droites OY' et OX aux points C et D, où ces oites sont respectivement coupées par le troisième et par le quaème cercle obscur, et ainsi de suite.
Nous n'avons considéré jusqu'à présent que la spirale obtenue en sant, dans l'équation
î^-a. + N,, égal à zéro : en donnant successivement à N les valeurs 1, 3, 3,
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on obtient trois autres spirales qui sont identiques k la premi^ qu'on aurait fait tourner respectivement de go, de 180 et de 370 degrés. Si Ton donne à N des valeurs supérieures à 3, on retombe sur les spirales déjà obtenues; il n'y a donc en tout que quatre spirales distinctes.
Ces spirales s'enroulent, comme on le voit sur la figure, de gauche i droite quand le premier quarts est dexlrogyre; mais le sens de l'enroulement est renversé quand on intervertit l'ordre des lames.
La figure à 1 montre l'aspect géfv'-'- n(.Tal du phénomène : les quatre
spirales, en se croisant au centre, forment une sorte de croix drat les bras sont contournés en S; à une certaine distance du centre, on aperçoit la croix noire qui se montre dans les cristaux à un aie dépourvus de pouvoir rolatoire. Dans la lumière homogène les spirales sont complètement noires, mais dans la lumière blanche eues sont colorées ainsi que les cercles, et présentent une teinte d'un rouge orangé du côté concave, et une teinte verte du c6té conveie. Les colorations sont ici très-intenses, parce que les minima correspondant aux différentes couleurs sont absolument nuls, ce qui donne un grand éclat au phénomène. 11 est à remarquer que la teinte qui colore le Lord concave d'une branche de spirale telle que AB (fig. ho), se continue sur la partie concave du cercle BB", situé dans le quadrant suivant; de même, la teinte qui existe sur le bord conveic d'un arc de cercle tel que AA™ se conlioue sur la partie convexe de la branche de spirale A" B" située dans le quadrant suivant. Les parties situées entre les quatre branches de la croix, dans l'intérieur du premier cercle, présentent des colorations peu intenses, parce que !< longueur d'ondulation influe peu sur les modifications éprouvées par les rayons qui y aboutissent, et qu'ainsi aucune portion du speclw n'est prédominante.
La manière la plus simple d'observer le phénomène que nous venonsde décrire consiste à employer l'appareil de Norremherg{23l)-
I pose simplement une lame de quartz perpendiculaire à l'axe r le miroir horizontal qui se trouve à la partie inférieure de ppareil. La lumière polarisée réfléchie parla glace inclinée traverse lame de quartz, se réfléchit sur le miroir inférieur et traverse de uveau la lame en sens contraire, ce qui produit évidemment le ime effet que si elle traversait successivement deux lames de même lisseur et de signes contraires. Par cet artifice on est dispensé de procurer deux lames de quartz ayant exactement la même épaisir» condition qui ne laisse pas que d'être difficile à réaliser. L'expérience fournit de plus le moyen de reconnaître si la lame »C laquelle on opère est rigoureusement perpendiculaire à l'axe : m est ainsi toutes les fois que la croix centrale formée par les Atre spirales est parfaitement nette et symétrique. En résumé, on voit que dans un assez grand nombre de cas, dont elques-uns fort compliqués, l'expérience s'accorde d'une manière aarquable avec les résultats de la théorie basée sur les hypothèses mises par M. Airy. On peut donc regarder comme démontré expélentalement que, dans une direction inclinée sur l'axe, la polaation circulaire se change dans le quartz en polarisation elliptique; e SUT les deux rayons réfractés les ellipses sont semblables et ont irs grands axes perpendiculaires entre eux, et enfm que la difféice de marche s'obtient en ajoutant une quantité constante à celle ï existe dans les cristaux à un axe dépourvus de pouvoir rotatoire. lis il faut remarquer que ces conclusions ne s'appliquent qu'aux étions peu inclinées sur l'axe, car, pour les directions qui font BC l'axe un angle considérable , la polarisation rotatoire est entièresnt masquée par la double réfraction ordinaire.
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GÉiNÉRALISATION DES PROPRIÉTÉS ROTATOIRES DU QUARTZ.
268. Découverte de la polurlsiittoii roteiolre dmwm les liquides. — La propriété que possèdent certains liquides, de faire tourner comme le quartz le plan de polarisation d'un rayon polarisé reclilignement, a été découverte par Biot en 181 5 d'une manière tout à fait fortuite ^^^ Biot, se laissant guider par la théorie de la polarisation mobile, se proposait de rechercher s'il ne pouri*ait pas faire varier les colorations des lames minces cristallisées, en changeant d'une façon notable l'indice du milieu extérieur. En opérant avec l'essence de térébenthine, il remarqua que les teintes des images étaient altérées d'une façon singulière et changeaient avec l'orientation de l'analyseur. Il était naturel, d'après cela, de s'assurer si l'essence de térébenthine n'exerçait pas par elle-même une action sur la lumière polarisée. Ayant retiré la lame cristallisée, Biot reconnut qu'en recevant sur un analyseur un faisceau de lumière polarisée qui a traversé une colonne d'essence de térébenthine on a deux images teintes de couleurs complémentaires variables avec l'orientation de l'analyseur. Il retrouva la teinte sensible, et, en opérant avec la lumière homogène, il put s'assurer que l'essence de térébenthine agit absolument comme une lame de quartz perpendiculaire à l'axe. Ce liquide dévie le plan de polarisation vers la gauche d'un angle proportionnel à la longueur de la colonne liquide, et sensiblement en raison inverse du carré de la longueur d'ondula* tion.
Il fallut donc admettre, si étrange que pût paraître cette conclusion au premier abord, qu'il existe des liquides qui agissent sur la lumière polarisée de la même façon qu'une lame cristalline. Il est
(0 Les observations de Biot sur Tessence de térébenthine ont éiè communiqaées à r Académie des sciences le 93 et le 3o octobre 181 5, et publiées dans le BuUêtin deU Société Philomathique de décembre 1 8 1 5. Sccbeck parait avoir découvert les mêmes faibi sinon avant Biot, du moins simultanément.
évident d'ailleurs que dans les liquides toutes les directions doivent jouir de propriétés identiques.
269. Défliiitloii du pouvoir rotoiolre. — €or|Ni ptMiltifs •t nésatllku — Blélfinses des eorps Mtlfti et inaetifti* — Biot ne tarda pas à découvrir que l'essence de térébenthine n'est pas le seul liquide qui jouisse de la propriété de faire tourner le plan de polarisation, et qu'un grand nombre de liquides organiques, appartenant surtout à la classe des essences , possèdent également le pouvoir rotatoire. Parmi ces corps, les uns dévient le plan de polarisation vers la droite , les autres vers la gauche : on est convenu de donner aux premiers la qualification de positifs et aux seconds celle de nigatifs. En faisant varier la longueur de la colonne liquide traversée par la lumière et en cherchant de quel côté la déviation du plan de polarisation est proportionnelle à cette longueur, il est toujours facile de reconnaître dans quel sens s'exerce le pouvoir rotatoire.
Pour définir le pouvoir rotatoire d'un corps par un nombre, il faut indiquer le sens et la valeur de la rotation qu'éprouve le plan de polarisation d'un rayon lumineux qui traverse une colonne de ce corps ayant pour longueur l'unité. Dans ses nombreuses expériences, Biot prenait pour unité de longueur le décimètre et, pour définir la couleur des rayons sur lesquels il opérait, il se servait d'un verre coloré en rouge par l'oxyde de cuivre. On représente ordinairement le pouvoir rotatoire , défini comme nous venons de le faire I par p, et, quand on dit que pour l'essence de térébenthine on a
cela indique qu'une colonne d'essence de térébenthine de i décimètre de longueur dévie le plan de polarisation des rayons rouges vers la gauche d'un angle égal à â9^6.
Le pouvoir rotatoire est très-variable suivant les liquides , mais il est toujours plus faible que dans le quartz et, pour le mettre en évidence^ il faut opérer sur une colonne de plusieurs centimètres de longueur.
Les corps sont dits actifs ou tnactifs suivant qu'ils agissent ou n'agissent pas pour dévier le plan de polarisation. Biot, en mélangeant différents liquides organiques, fut amené à reconnaître les lois suivantes :
1® Le mélange d'un liquide actif et d'un liquide inactif est actif pourvu que les éléments de ce mélange n'exercent aucune action chimique l'un sur l'autre, et l'angle de rotation du plan de polarisation est proportionnel à la quantité de liquide actif qui se trouve sur le trajet de la lumière, de sorte que l'on peut calculer cet ang^e lorsqu'on connaît le pouvoir rotatoire du liquide actif et la densité du mélange. Si a désigne la déviation produite par l'unité de longueur du liquide actif ayant pour densité ^, p et p' les poids des deux liquides mélangés, D la densité du mélange et L la longueur de la colonne du mélange traversée par la lumière, on aura, pour la déviation produite x,
LDap
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â"" Si l'on mélange deux liquides actifs qui n'exercent aucune action chimique l'un sur l'autre, l'action rotatoire du mélange sera égale à la somme algébrique des actions exercées par chacun des liquides composants, celles-ci étant évaluées en tenant compte de la diminution de densité que le mélange fait éprouver à chacun des liquides. Ainsi , soient a et a! les déviations produites par l'unité de longueur des deux liquides ayant les densités S et Si\p,p' les poids de ces liquides et D la densité du mélange; soit enfin L la longueur de la colonne du mélange traversée par la lumière, on aura, pour la déviation x.
La conservation du pouvoir rotatoire dans le mélange de deut liquides a conduit nécessairement à rechercher l'existence du pouvoir rotatoire dans les substances organiques solides, en les faisant dissoudre dans l'eau, dans l'alcool ou dans un liquide inactif quelconque, (l'est ainsi qu'on a pu reconnaître les propriétés rotatoire^
d*un grand nombre de substances organiques parmi lesquelles il faut citer les sucres, les gommes, les matières mucilagineuses, la lextrine, le camphre en dissolution alcoolique, un grand nombre Tacides et de sels organiques, en particulier Tacide tartrique et les artratcs, enfin les alcaloïdes végétaux, spécialement étudiés par il. Bouchardat ^*^ et qui se montrent tous actifs lorsqu'ils sont en lissoiution dans un liquide convenablement choisi. La dextrine a, lomme on sait, précisément tiré son nom de la grandeur et du sens le son pouvoir rotatoire. Quant aux substances sucrées, leur pouvoir 'otatoire peut, suivant leur nature, changer non-seulement de candeur, mais encore de sens. Ainsi le sucre de canne, qui fait dévier le plan de polarisation à droite, est interverti par l'action des acides, c'est-à-dire changé en sucre de raisin qui est lévogyre. Lorsqu'un solide actif est dissous dans un liquide inactif, l'action se montre encore proportionnelle à la quantité de substance active qui se trouve sur le passage de la lumière, et l'on peut appliquer la Formule donnée plus haut pour le cas du mélange de deux liquides, l'un actif, l'autre inactif.
270. Valeurs numériques des peuvelrs roteioires d'un eertolii nenibre de substanees. — Le tableau suivant donne les valeurs déterminées, pour les pouvoirs rotatoires d'un certain nombre de substances organiques, par plusieurs observateurs et surlool par Biot. Il est à remarquer que pour les essences le pouvoir rotatoire peut varier très-sensiblement d'un échantillon de la substance à l'autre. Cela lient à ce que les essences sont souvent formées par un mélange de plusieurs corps isomères ayant même composition chimique, mais possédant des pouvoirs rotatoires différents : c'est ^ qui a été démontré pour l'essence de térébenthine par les travaux «^ M. H. Sainte-Claire Deville^^^ Les pouvoirs rotatoires sont supf^és rapportés, comme nous l'avons dit plus haut, au décimètre ^Jopté comme unité de longueur, et mesurés, pour les rayons rouges* ^nsmis, à l'aide d'un verre coloré par l'oxyde de cuivre.
^^^ Àim, de ehim, et de phyi. , ( 3 ) , IX , q 1 3. ^» C.fi.,LX,8s3.
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Essence de térëbenthine — ag'^^ô
de citron 4- 55*,3
de bergamote -♦- i9*,o8
de bigarade -h 78',94
d'anis — o',7o
de fenouil -♦- 1 3%i 6
de carvi -♦- 65%79
de lavande -4- a*,oa
de menthe — 1 6*,i 4
de romarin -h 3',a9
de marjolaine -4-1 1',84
de sassafras + 3*,53
Eau sucrée (contenant 5o p. 0/0 de
sucre de canne) • . + 33'',64
Morphine (5 parties en dissolution dans
100 parties d*une solution faible de
soude) — 1 1*,5
Strychnine (5 parties en dissolution
dans 4 00 parties d'alcool) — 6*,6
Brucine (5 parties en dissolution dans
100 parties d'alcool) — 1 a* à -- 16*
Ginchonine (1 partie en dissolution dans
175 parties d'alcool) — 5%75
Quinine (6 parties en dissolution dans
100 parties d'alcool) — 3o'
Les nombres relatifs aux alcaloïdes végétaux sont tirés des obse^ vations de Bouchardat. La narcotine n*a pas donné de résultats constants, ce qui tient probablement à ce quelle est altérée par le dissolvant.
271. Pouiroir rotetoire moléculiilre. — De Tensembie des faits que nous venons d'exposer il résulle que, lorsque le pouvoir rotatoire, comme cela a lieu dans les liquides et en général dans les corps amorphes, n'est dû qu'à l'action individuelle des molécules sur la lumière polarisée et non à leur mode de groupement, comme dans le quartz, la déviation du plan de polarisation est proportionnelle au nombre de molécules aclivos que le rayon lumineux rencontre sur son chemin, ou, ce qui revient au même, au poids delà gubf>tance active contenue dans l'unité de volume. Aussi, pourcom-
parer Taction moléculaire des différents corps, Biot a-t-il été conduit \ diviser le pouvoir rotatoire, défini comme nous l'avons fait plus laut, par la densité; le quotient ainsi obtenu a été appelé par lui }(mvoir rotatoire moléculaire, et désigné par la notation [p].
S'il s'agit d'un liquide actif, il est facile de calculer son pouvoir "otatoire moléculaire, connaissant la déviation a produite par une lionne de ce liquide ayant pour longueur / et la densité S du lipiide : on aura en effet
S'il s'agit d'une substance active en dissolution dans un liquide nactif , en supposant qu'un poids e de la substance active soit en [issolution dans un poids i — e du liquide inactif et que S soit la lensité de la dissolution, il est évident que Se sera la densité du orps actif dans la dissolution, et, si a est la déviation produite par me colonne de cette dissolution ayant pour longueur l, on aura
Biot a fait de nombreuses expériences pour démontrer l'invariabilité du pouvoir rotatoire moléculaire lorsqu'on fait simplement irarier la distance des molécules. Ainsi il a constaté que le pouvoir rotatoire moléculaire de l'essence de térébenthine reste sensiblement K>nstant pour les températures comprises entre— lo et loo degrés. Ed dissolvant dans l'eau distillée des proportions de sucre égales i 0,3, o,hy 0,5, ... et mesurant la densité du mélange, il a encore )btenu pour [p] des valeurs sensiblement égales. Pour montrer |u'il en est de même lorsqu'on dissout l'essence de térébenthine ians des liquides inactifs, Biot mesura la rotation produite par une «riaine quantité d'essence, puis la versa dans un tube plus long pi'il acheva de remplir avec de l'élher, et constata que la rotation i^était pas changée. Enfin il s'assura que les essences de citron et de ^rëbenthine, qui font tourner le plan de polarisation en sens inrerse, constituent, lorsqu'on les mélange dans les proportions indi- |uées par les formules précédentes, un liquide complètement inactif.
11 faut remarquer cependant que la loi de la conservation dt pouvoir moléculaire spécifique est en quelque sorte une loi limit qui ne se vérifie jamais d'une manière absolue; en général le pouvoir rotatoire moléculaire augmente un peu avec la proportion du dissolvant, excepté pour le camphre, qui donne une diminution.
Importance des propriétés rototoireo on olitaile
— Le parti que peut tirer la chimie des propriétés rotatoires se conçoit facilement. Les variations du pouvoir rotatoire moléculaire indiquent des modifications survenues dans la structure des molécules, modifications qui échapperaient a tout autre moyen d'investigation. C'est ainsi que Biot a pu reconnaître que les modifications produites sur les substances organiques par certains dissolvants demandeni quelquefois un temps très-long pour être complètes : lorsqu'on fail dissoudre, par exemple, de l'essence de térébenthine dans l'alcool on dans les huiles, le pouvoir rotatoire moléculaire augmente encore sensiblement au bout de plusieurs mois. C'est par la même méthode que M. Bouchardat a étudié l'action des acides sur les alcaloïdes végétaux : ainsi, tandis que la morphine mélangée aux acides possède le même pouvoir moléculaire que lorsqu'elle est dissoute dans l'eau , ce qui porte à admettre que ses molécules ne sont pas altérées, la narcotine, lévogyre avec l'eau, l'alcool et l'éther, devient dextrogyre lorsqu'on la traite par les acides, ce qui prouve que ses molécules sont modifiées par le contact des acides; de plus, cette modification est permanente , car, si on chasse l'acide au moyen de l'ammoniaque, la dissolution filtrée est bien lévogyre, mais elle possède un pouvoir moléculaire plus faible qu'auparavant.
Enfin, c'est h l'aide des méthodes fondées sur les propriétés rotatoires que l'on peut suivre les changements que subissent les fécules, les gommes, les sucres, sous l'influence des acides étendus, et le^ transformations qu'éprouvent les liquides contenus dans les végétaux pendant les difl'érentes phases de la végétation.
Une des applications les plus intéressantes de ces méthodes a été faite par M. Pasteur lorsqu'il a démontré que , dans l'action des divers acides sur les tartrates, le partage des acides entre les bases ne se fait pas suivant les lois de BerthoUet,
Cependant il ne faut pas nécessairement conclure de l'invariabib'té du pouvoir rotatoire que l'action chimique est nulle : on serait ainsi en contradiction avec certains faits observés sur l'essence de térébenthine.
273. C^Bserratloii du pouvoir rotetoire q«»Mdi !•• gggpa du^iiffeiii d'étei phjsiquc* — Pour les corps qui possèdent l'activité rotatoire moléculaire, l'état liquide, s'il est le plus favorable à la manifestation des propriétés rotatoires, n'est cependant pas le seul où ces propriétés puissent se montrer. Ainsi Biot a constaté la conservation du poiivoir rotatoire sur le sucre amené à l'état vitreux et amorphe, et a reconnu que ce pouvoir est le même que celui qu'on peut déduire par le calcul de la déviation produite par des dissolutions contenant des proportions connues de sucre. Il en est de même pour l'acide tartrique anhydre, lorsqu'il est préparé à l'état amorphe et vitreux, en observant les précautions indiquées par M. Laurent. L'essence de térébenthine reste également active lorsqu'on la solidifie en la soumettant à l'action d'un mélange réfrigérant. Il faut éviter dans ces expériences tout ce qui pourrait donner une structure cristalline h la matière solidifiée, sans quoi la double réfraction ordinaire pourrait masquer complètement les eflets* dus à la propriété rotatoire. C'est probablement pour cette raison que le camphre, si actif lorsqu'il est en dissolution, n'a jamais pu montrer d'une manière certaine, à l'état solide, la propriété rotatoire.
La première expérience tentée en vue de montrer la conservation du pouvoir rotatoire dans les vapeurs a été faite en 1818 par Biot, dans l'orangerie du Luxembourg, sur l'essence de térébenthine. Il fallait opérer sur une colonne d'une grande longueur, h cause de la diminution de densité qu'éprouve le liquide en se réduisant en vapeur. L'appareil de Biot se composait d'une série de cylindres en ferblanc formant un tube de i5 mètres de long, fermé à ses extrémités par des glaces et entouré d'un tube de plomb faisant office de manchon.
A l'une des extrémités se trouvait un miroir vertical de verre noir qui renvoyait dans le tube la lumière d'une lampe en la polarisant, et à l'autre extrémité l'analyseur disposé de façon à éteindre
rimage extraordinaire. La vapeur d'essence provenant d'une petite chaudière fut introduite d abord dans le manchon , puis dans le tube intérieur. Dès que ce tube en s'échauflant eut repris sa transparence, Biot vit reparaître l'image extraordinaire et constata, en faisant tourner l'analyseur, que les deux images étaient teintes de couleurs variables et toujours complémentaires. Mais, au moment où il se disposait à mesurer la déviation du plan de polarisation, une fuite se déclara, l'essence s'enflanuna et détermina un véritable incendie.
Cette expérience, demeurée incomplète, a été reprise dernièrement par M. Gernez ^^K Cet observateur a d'abord étudié les variations du pouvoir rotatoire moléculaire des essences avec la température. Il a reconnu que pour les essences d'orange, de bigarade et de térébenthine ce pouvoir diminue d'une manière continue et peut être représenté par une formule de la forme
( désignant la température, a, h, c trois constantes qui vont en décroissant rapidement : ainsi, pour l'essence d'orange, on a
a=ii5,9i, 6=0,1287, c=o, 000016.
Pour constater le pouvoir rotatoire des vapeurs , il employait un tube d'une longueur de U mètres, enveloppé d'un manchon rempli d'huile et chauffé par une série de becs de gaz. Les rotations du plan de polarisation étaient mesurées pour chaque raie par la méthode de MM. Fizeau et Foucault (249). 11 trouva que les pouvoirs moléculaires des vapeurs du camphre, des essences d'orange, de bigarade et de térébenthine étaient identiques à ceux qu'on obtiendrait en calculant, à l'aide de la formule donnée plus haut, le pouvoir rotatoire moléculaire des liquides résultant de leur condensation à la même température.
Lorsque le pouvoir rotatoire est dik à la structure cristalline, comme cela a lieu pour le quartz, le changement d'état, en détruisant cette structure, fait disparaître en même temps le pouvoir rota-
^'^ C. R., LXII, 1 277. — Ann. de VEc. Narm., I, i.
toire. Ainsi, le quartz fondu ou dissous dans Tacide fluorhydrique n'agit plus sur la lumière polarisée. Il en est de même , comme nous le verrons plus loin, du chlorate de soude, qui à l'état cristallisé présente les mêmes propriétés que le quartz, mais dont la dissolution est complètement inactive. Enfin, un cas intermédiaire entre les cas extrêmes, où le pouvoir rotatoire est dû uniquement à la cristallisation, comme dans le quartz, ou uniquement à l'action individuelle des molécules, comme dans l'essence de térébenthine, nous est offert par le sulfate de strychnine, qui possède, d'après M. Descloiseaux, un pouvoir rotatoire moléculaire vingt-quatre ou vingt-cinq fois plus grand à l'état solide qu'à l'état de dissolution.
27 Â. Bispcrsioii roteioire des liquides. — La loi approximative de la dispersion rotatoire est la même dans les liquides que dans le quartz, c'est-à-dire que la rotation du plan de polarisation est à peu près en raison inverse du carré de la longueur d'ondulation. Biot a prouvé que cette loi n'est pas rigoureusement vraie, en montrant que la dispersion ne se fait pas de la même manière pour les différents liquides. A cet effet, il a employé un procédé analogue à celui dont s'est servi Despretz pour montrer que les différents gaz ne suivent pas exactement la loi de Mariette.
Si la dispersion suit exactement la même loi pour tous les liquides et qu'on introduise dans un tube deux colonnes de liquides possédant des rotations contraires et équivalentes pour une certaine couleur, l'équivalence aura lieu pour toutes les couleurs, et par suite, le plan de polarisation n'étant dévié pour aucune couleur, les images de l'analyseur devront rester incolores.
Or, l'expérience a montré à Biot que, dans ces conditions, il y a toujours coloration des images, d'oii il faut conclure que, pour l'un des liquides au moins, la loi de la raison inverse du carré de la longueur d'ondulation n'est pas satisfaite, ce qui porte à croire que cette loi n'est rigoureusement vraie pour aucun liquide.
D'ailleurs, les écarts qui existent entre les déviations réelles et celles calculées d'après la loi de la dispersion sont très-variables; ils sont faibles en général pour les essences et beaucoup plus considérables pour la dissolution alcoolique du camphre. Dans ce dër-
nier liquide» la déviation du plan de polarisation des rayons violets surpasse de plus d'un quart la valeur calculée en partant de la rotation observée pour les rayons rouges.
275. Anomalies de Taeide tartrlque. — L'acide tartrique dissous dans Teau ou dans l'alcool présente des anomalies singulières qui ont été reconnues pour la première fois par Biot et étudiées plus récemment par M. Arndtsen à l'aide de la méthode de MM. Fizeau et Foucault ^^^ Le pouvoir rotatoire de cette dissolution ne varie pas d'une façon continue d'une extrémité du spectre à l'autre. Si l'on fait, par exemple, dissoudre 5o parties d'acide tartrique cristallisé dans 5o parties d'eau, on obtient, d'après M. Arndtsen, les nombres suivants pour les rotations produites à 9 5 degrés par une colonne ayant une longueur de i décimètre :
Raie G 1 1%9
Raie D i3'
Raie E i4"
Raie b i3%7
Raie F i3%3
Raie e i o*,3
On voit que la rotation va en croissant du rouge au vert moyen, puis décroît de manière à devenir plus faible pour les rayons violets que pour les rayons rouges. Il résulte de là que, dans les images de l'analyseur, les couleurs se succèdent dans un ordre particulier, et qu'on ne retrouve plus la teinte de passage telle que la montre le quartz.
Ce dernier résultat n'a rien de surprenant, car, un même azimut pouvant ôtre simultanément parallèle aux plans de polarisation de deux couleurs, la teinte de passage peut fort bien ne plus corres^ pondre à un minimum d'intensité pour les rayons les plus lumineux du spectre.
Si l'on divise la dissolution à laquelle correspondent les nombres donnés plus haut en deux parties , qu'on étende une de ces parties et qu'on concentre l'autre par une évaporation modérée, on trouve
(*) Am. d$ ehim. etd$phyt., (3), LIV, âo3.
que, pour ces dissolutions inégalement concentrées, les lois de la dispersion sont dissemblables et présentent toujours de grandes irrégularités.
EnGn, si Ton compare les déviations du plan de polarisation d'une même couleur simple pour des dissolutions inégalement étendues d'acide tartrique-, on trouve que ces déviations ne sont plus proportionnelles h la quantité d'acide tartrique contenue dans la dissolution, ou, en d'autres termes, que le pouvoir rotatoire moléculaire varie d'une façon notable avec la concentration.
Biot a reconnu que pour la lumière rouge le pouvoir rotatoire moléculaire peut être représenté, lorsque la dissolution contient e pour 100 d'eau, par une expression linéaire de la forme
[p]=a+be,
a eib désignant deux constantes. Ce résultat a été vérifié et étendu aux différentes couleurs par M. Arndtsen , qui a déterminé les valeurs suivantes des constantes a et 6 pour les différentes raies du spectre :
Raie G
Raie D
Raie E [ p
Raie b
Raie F
Raie e
= +i%95-i- i3*,o3e, = o°,i5 4- i7*,6ie, = o%83 4-i9%i5e, ==_3%6o + 93%98c, = — 9%6i -f-3i',/i/ie.
P IP
De ce tableau on peut tirer plusieurs conséquences importantes. On voit en premier lieu que la rotation vers la droite augmente avec la proportion d'eau. Le coefficient de e augmentant rapidement du rouge au violet, si la dissolution est très-étendue, le second terme devient prédominant, et le pouvoir rotatoire va aussi en croissant du rouge au violet, de sorte que la dissolution paratt rentrer dans le cas général. Au contraire, plus la dissolution est concentrée, plus les anomalies de dispersion deviennent sensibles. Pour c = o, c'està-dire pour l'acide tartrique anhydre, le pouvoir rotatoire ne s'exerce pas dans le même sens pour les différentes couleurs du spectre. Biot vérifia cette conséquence de la formule générale sur l'acide tartrique anhydre et vitreux préparé par Laurent; il reconnut
que ce corps solide est dextrogyre pour les rayons rouges et lévogyre pour les rayons violets ^^\
Biot, pour expliquer les phénomènes anomaux que présente la dissolution d'acide tartrique, supposait que cet acide peut contracter des combinaisons avec l'eau dans des proportions variant d'une façon continue depuis l'état anhydre. Mais il est bien difficile de concevoir une combinaison à la fois assez énergique pour influencer d'une manière si notable les propriétés optiques et assez faible pour présenter une si grande instabilité. 11 est plus présumable qu'il se forme simultanément plusieurs hydrates différents doués de pouvoirs rotatoires distincts et contenus dans la dissolution en proportions variables, suivant l'état de concentration de celle-ci. Cependant il faut dire qu'aucun fait d'expérience ne vient confirmer cette manière de voir.
Si Ton ajoute à la dissolution d'acide tartrique une certaine quantité d'acide borique , il se forme ce que Biot appelle du tartrate d'acide borique. Cette dissolution ne présente plus les mêmes anomalies de dispersion que la dissolution d'acide tartrique pur, mais la variation du pouvoir rotatoire moléculaire avec l'état de concentration s'y fait sentir d'une manière encore plus caractérisée.
276. Appareil de Bioi pour la mesure des pouwalrs rotatoires. — La mesure des pouvoirs rotatoires est de la plus grande importance au point de vue de la chimie, et Ton s'est longtemps préoccupé de la forme à donner aux appareils pour obtenir une précision suffisante. L'appareil imaginé par Biot pour mesurer la rotation produite par les liquides ^^^ a été employé presque exclusivement, du moins en France; mais, pour qu'il donne des résultats exacts, il faut s'entourer de précautions minutieuses dans le but d'exclure toute lumière extérieure et de conserver à l'œil toute sa sensibilité. On n'opère jamais qu'à la lueur des nuées, et on choisit un jour où le ciel est entièrement couvert, aGn d'éviter toute lumière polarisée par l'atmosphère.
Dans l'appareil de Biot, la lumière est polarisée par une glace
(') Ann, de chim, et dephyi,, (3), XXIX, 35, 3/ii.
(*> C. R.y XI, 6i3. — Atm. de chimi etdephye., (a), LXXV« 6oi.
noire à peu près horizontale, que Ton peut déplacer à l'aide d'une vis, de manière à obtenir l'inclinaison qui donne la polarisation complète. Cette glace est extérieure à une chambre obscure dont le volet est percé d'une ouverture qui laisse passer la lumière réfléchie. Cette lumière traverse un long tube, puis tombe sur un analyseur; on fait tourner cet analyseur de façon à obtenir l'extinction d'une des deux images. Le tube contient le liquide sur lequel on veut opérer : il est fermé à ses deux extrémités par deux glaces de verre et porte généralement à l'intérieur deux diaphragmes en argent, percés chacun d'un trou central afin d'arrêter la lumière qui pénétrerait accidentellement dans le tube. Pour régler l'appareil on remplace ce tube par un autre tube vide de même longueur et dont les parois sont noircies intérieurement, et on fait tourner l'analyseur de façon à produire l'extinction d'une des deux images si on opère avec de la lumière homogène, ou la teinte sensible si l'on se sert de lumière blanche; on enlève ensuite le tube vide et on le remplace par le tube rempli du liquide sur lequel on veut expérimenter. L'angle dont il faudra faire tourner l'analyseur pour rétablir l'extinction d'une des images ou la teinte sensible indiquera la rotation produite par la colonne de liquide qui remplit le tube.
Biot a toujours, sans aucun motif sérieux, employé comme analyseur, au lieu d'un prisme de Nicol, un prisme biréfringent achromatisé. Il opérait, soit avec la lumière blanche, en se repérant sur la teinte de passage, soit avec la lumière rouge, en interposant un verre coloré par l'oxyde de cuivre entre l'œil et l'analyseur. Dans les expériences de Biot, l'appareil était placé dans un petit cabinet dont les murs étaient noircis: ce cabinet avait trois ouvertures : le volet, dont toutes les jointures étaient bouchées soigneusement avec de la laine noire; la porte, qui était suivie d'un rideau noir pour ne laisser passer aucune lumière extérieure; et enfin une sorte de lucarne qui était à la disposition de l'observateur, et qu'il pou-^ vait ouvrir pour faire ses lectures.
Si Ton se sert d'un verre rouge et qu'on obtienne l'extinction d'une des images, on reconnaît que la position de l'analyseur où a lieu cette extinction n'est pas bien définie , et qu'on peut faire tourner
l'analyseur de plusieurs degrés sans que l'image reparaisse sensiblement. Pour arriver à une certaine exactitude, on commence par placer l'analyseur dans une position voisine de celle qui donne l'extinction , puis on le fait tourner lentement jusqu'au moment oii on cesse d'apercevoir l'image ; à ce moment on fait une première lecture. On continue à tourner dans le même sens et l'on dépasse la position pour laquelle l'image reparaît-, on revient ensuite lentement en sens inverse et on fait une seconde lecture au moment oà l'image disparaît de nouveau ; la moyenne de ces deux lectures indiquera la position véritable du plan de polarisation, car l'intensité doit être la même à distance égale de part et d'autre de ce plan, si du moins on admet que, dans l'intervalle d'une des expériences i l'autre, l'intensité de la lumière extérieure n'ait pas varié et que l'œil ait conservé la même sensibilité. Comme rien ne garantit la réalisation de ces deux conditions, on fait un grand nombre d'ubservations et on détermine une série de moyennes. Si ces itioyeniies diffèrent peu, on peut se contenter de 8 ou to i?t prendre la moyenne résultante. Il n'est pas rare de trouver les valeui\s des deux lectures consécutives différentes de lo degrés, sans que pour cela les moyennes diffèrent de plus d'un quart de degré.
Avec la teinte de passage on emploie un artifice analo^pie. Oo déplace lentement l'analyseur et on fait une lecture au moment oà apparaît la teinte sensible; on dépasse ensuite cette teinte, puis on y revient et ou fait une seconde lecture lorsqu'elle commence à reparaître. La moyenne de ces deux lectures donne la direction du plan de polarisation. Les angles trouvés dans les deux lectures diffèrent encore notablement, mais beaucoup moins qu'avec la lumière homogène, et l'on peut obtenir avec la teinte seûsible une précision beaucoup plus grande.
On peut d'adleurs simplifier cet appareil en employant la lumière solaire, mais il faut alors polariser la lumière avec un Mcol, pvM que les angles de polarisation sont trop différents pour les rayoni rouges et pour les rayons violets. Dans ce cas on peut se dispensa de la plupart des précautions recommandées par Biot, et il suffit de placer un limbe de carton noir autour de l'analyseur : c'est l'appareil de M. Mitscherlich.
Toutefois les résultats donnes par cet appareil et par celni de Biot ne sont pas rigoureusement comparables, et les angles pour lesquels apparaît la teinte sensible ne sont pas identiques. Gomme la plupart des observations, surtout celles des savanls français, ont ît& faites à l'aide de l'appareil de Biot, c'est celui dont il faudra se lervir pour vérifier les nombres rapportés dans les ouvrages et pour ïu déterminer d'autres qui leur soient comparables.
277. S««^ukriné*re de S«lelL — L'appareil de Biot a été modïBé par H. Soleil dans le but spécial de le faire servir au titrage des dissolutions sucrées "' : de Ii!i le nom de Gaccharimèlre (jui a été donné à l'instrument imaginé par M. Soleil. Le prîndpe de cet appareil consiste k chercher à quelle épaisseur de quarlz correspond une longueur donnée d'un liquide actif. 11 est d'une grande sensibililé et d'un maniement beaucoup plus commode que celui de Biot.
Dans le saccharîmèlre de Soleil ((îg. ha) la lumière est polarisée par un prisme de Nicol N rendu achromatique; elle est ensuite reçue sur une pla(|ue de quartz p, représentée à part fig. A3 , et formée de deux moitiés demi-circulaires, présentant des épaisseurs égales et possédant des pouvoirs rolatoires de sens contraire. L'épaisseur de cette plaque est telle que ses deux moitiés impriment l'une et l'autre une rotation de 90 degrés au plan de polarisation des rayons jaunes moyens; de cette façon la lumière transmise par les deux moitiés de la plaque, reçue ensuile sur un prisme de Nicol, développe la teinte de passage aussi bien dans l'une des moitiés de l'image que dans l'autre, lorsque la section principale de ce prisme est perpendiculaire su plan primitif de polari- 'H' *'- sation. Après la plaque p vient le tube T, qui est en cuivre, fermé à ses extrémités par deux plaques de verre, et dans («qad ou place le liquide ou la dissolution que l'on veut étudier
VuNt, Vt. — Opliijuc, IJ.
Après avoir traversé le tube T et avant d'arriver sur l'aDalysenr, la lumière traverse une lame de quartz q, puis un système L dît comfenêatfUT. Ce système est formé (6g. kU) de deux prismes de ([uarti, à base de triangle rectan^e très-allongé et oit le grand câté de l'angle droit est perpendiculaire à Taxe : ils sont d'une rotation contraire à celle de la plaque if. Gomme c«b deux prismes sont mobiles l'un sur l'autre, le compensateur constitue une lame perpendiculaire à l'axe et dont on peut faire varier l'épaisseur i volonté. L'ua den deux prismes est muni d'un vemier qui glisse le long d'une règle divisée portée par l'autre prisme , et le déplaceiDent
du vernîer indique le cbangement d'épaisseur du système. Quand, p y a coïncidence entre les zéros du vernier et de la règle , cette épaisseur est rigoureusement égale à celle de la lame q, doat.l'effflfc^ trouve ainsi complètement détruit. Ordinairement cbaque divîaita de la règle correspond à une variation d'épaisseur d'un .dixiiae de millimètre de quartz; et, comme le vernier donne encoiele» dixièmes, on peut évaluer ainsi jusqu'aux centièmes de mitUmftlre.
Enfin l'appareil se termine par uo analyseur biréfriDgent A, soiri d'une petite lunette de Galilée G , dont on fait varier le poîat de ■■• nière à voir nettement l'image de la double plaque ;i. ''
Voyons maintenant comment on mesurera à l'aide de celflpftateil la rotation produite par une colonne d'un liquide déterminé ayant la longueur du tube T. Pour régler l'appareil on y place Je tobeT vide, ou mieax plein d'eau, alîn qu'on ne soit pas obligé de changer le point de la lunette lors de la seconde observation ; en effet la <»• lonne liquide qui se trouve dans le tube rapproche, à cause de «oD pouvoir réfringent , l'image de la plaque^, et, pour la voir avec DL'ttcté, la lunette ne doit pas être au même point que si le taba
{ue la plaque de quartz q, son action s'ajoutera à celle pe, et les deux moitiés de l'image vue dans la lunette présenter la teinte sensible. Pour neutraliser l'action du ludra augmenter l'épaisseur du compensateur : on fera r la vis de ce compensateur jusqu'à ce que les deux 'image de l'analyseur reprennent la teinte sensible; le du zéro du vernier sur la règle graduée indique en e millimètre l'augmentation d'épaisseur du système L, l'épaisseur de la lame de quartz qui fait équilibre à iquide et qui possède, par conséquent, le même pouvoir B la colonne liquide contenue dans le tube T. Il est clair qaide qui remplit le tube a un pouvoir rotatoire de sens celui de la plaque 9, il faut diminuer l'épaisseur du ir en tournant la vis dans le sens opposé. En essayant mt de tourner la vis dans un sens ou dans l'autre, on ment dans quel sens il faut la faire tourner pour rétablir isible, d'o& l'on déduit le sens du pouvoir rotatoire du
fié que nous venons de décrire est irréprochable quand ec la lumière blanche et que le liquide soumis à l'expéest incolore; mais, si la lumière ou le liquide sont ceinte sensible ne correspondra plus aux mêmes rayons i l'instrument n'aura plus la même sensibilité, lëdier à cet inconvénient, M. Soleil a ajouté à son appa«
d'une roue dentée,- d'un pignon et d'un bouton qui est placé près de la lunette G, à la portée de la main de Tobservateur. La lumière incidente est polarisée par le Nicol N'; elle traverse ensuite la lame l, puis le Nicol N, qui sert d'analyseur et lui donne une certaine coloration. En faisant tourner le Nicol N', on trouve générale^ ment une position pour laquelle la lame / donne une teinte complé — mentaire de celle du liquide ou de la lumière employée : cett dernière coloration se trouve ainsi neutralisée ; et par suite la tein sensible se rétablit dans les deux moitiés de l'image ordinaire de
l'analyseur A. D'ailleui*s, si on n'arrive pas à cette compensatioi exacte, l'appareil peut encore servir; on cherchera alors à rend aussi identiques que possible les teintes des deux moitiés dé l'ima de la plaque p.
L'emploi du saccharimètre n'est pas d'une généralité absolue, ca il suppose qu'on peut toujours détruire i'eflfet d'une colonne de IL quide d'une certaine longueur par une certaine épaisseur de quarte: ce qui n'aura lieu qu'autant que la loi de b dispersion rotatoire e la même pour le liquide que pour le quartz, c'est-à-dire lorsque pour le liquide comme pour le quartz, les Botations des plans de p larisation approchent d'être inversement proportionnelles aux carré des longueurs d'ondulation. Or Biot a reconnu qu'il en est aina^ pour la dispersion rotatoire des dissolutions sucrées, et il en résuit que, pour cet usage spécial, l'emploi du saccharimètre est k l'abf de toute objection.
Double réfractioii daiui les liquides aeiillk — L
liquides qui dévient le plan de polarisation possèdent la double rt^ fraction circulaire, c'est-à-dire transforment un rayon polarisé rec: tilignement en deux rayons polarisés circulairement en sens contraif et se propageant avec des vitesses différentes. L'interprétation thé rique de la polarisation rotatoire sera donc la même pour les liquid^^ actifs que pour le quartz. Seulement le quartz ne jouit de cette pro^ priété que suivant la direction de l'axe, et elle est modifiée dansiez directions obliques à l'axe par un autre phénomène, celui de U double réfraction rectiligne, qui finit par la faire disparaître complètement dans les directions qui sont voisines d'être perpendiculaires
i Taxe; dans les liquides actifs, au contraire, toutes les directions ouissent de la même propriété.
On peut démontrer la double réfraction circulaire des liquides ictîfs par des expériences analogues à celles qui ont été faites sur e quartz (256) :
1** Un rayon polarisé circulairement qui traverse un liquide actif l'éprouve aucune altération.
s* Si on interpose une colonne de liquide actif sur le trajet des ayons lumineux dans l'expérience des miroirs de Fresnel, on proiuit trois systèmes de franges qu'on peut apercevoir à l'aide d'un nalyseur.
RELATIONS ENTRE LE POUTOIB ROTATOIRB ET LA FORME CRISTALLINE
279. Obarrrntlsns de Joha Herschell «ur le* foeM plMSlédres «lu <|uikrt>. — Cesi une observatii»! dp John H<>r»— chell '" sur le quartz qui est devenue le point de départ îles iin|)or— tants travaux exécutés dans ces derniers temps sur ies relations qui existent entre le pouvoir rotatoire des corps et leur forme cristalline. Ce savant remarqua que les cristaux de qunrlz préseoteiil souvent des facettes irrégulières, inclinées d'un rôle dans rerlaln> cristaux et du cdt^ opposé dans d'autres, et que la direction de ces facettes a une relation constante avec le sens du pouvoir rolatoin' des cristaux.
Pour comprendre l'origine de ces facettes, il faut se rappeler que le quartz appartient au système rhomboédriquc et cristallise en prismes à six pans terminés par deux pyramides hexaédiiques. Sî l'on prend pour forme primitive le rhomboèdre, les sommets de chaque prisme de quartz ne sont identiques que de deux eu detu. et les arêtes verticales (le prisme étant supposé placé debout) m sont aussi identiques que de deux en deux. Si l'un des sommets du prisme vient à être modifié , il semble que ce doive être soil par une facette unique, également inclinée sur les deux faces lat^ raies qui forment l'arête verticale, soit par deux facettes d'une inclinaison égale à droite et h gauche de l'arête.
Dans tes cristaux de quartz, cette loi de syméb-ie que doue renons d'énoncer n'est pas toujours vérifiée : quelquefois une seule des deux facettes se développe sur l'angle modifié et, aux deux atrémités d'une même arête verticale, il y a deux facettes inclina de côtés opposés. Ceci se voit sur la figure lib, oii l'arête ABdn prisme est modifiée à ses deux extrémités par deux facettes^ et/, inclinées la première vers la droite et la seconde vers la gancbe. Comme la modification ne porte que sur trois des arêtes, sur celles (■) Cambr. rnmt.,I,û3.
POUVOIR ROTATOIRE ET FORME CRISTALLINE. 287 [ui sont identiques à l'arête AB, il y a en tout sur le cristal 8i^faettes de ce genre. Ce sont ces facettes que Haûy a appelées plagiidrtg. lelte troncalure dissymëlrïque pput se présenter de deux manières différentes, suivant que, pour l'observateur qui place le pnsme de quartz verticalement en face de lui, la facette qui modifie l'extrémité supérieure de l'uréte tournée vers lui est plus inclinée k droite ou plus inclinée h gauche. Deux cristaux de quartz ain^i modifiés, l'un par des facettes inclinées vers la droite, l'autre par des facettes inclinées vers la gauche, ne sont pas superposables, et ceil là le I pmnl important à remarquer : elles sont seulement symétriques, et l'une d'elles est l'image de l'aulre vue dans un miroir. Aussi ce genre de modification constitue-t-îl ce qu'on appelle en cristallographie Vhémiédrie non tuperpotable. Si l'on prolonge tes facettes plagièdres du Fit- tw quartz jusqu'à leur rencontre, on obtient, sui-
vant qu'elles sont inclinées vers la droite ou ers la gauche, deux solides formés chacun de six quadrilatères irégnliers et poriant le nom de trapézoidreê trigonaux. Ces deux sodas ne sont pas superposables; ils sont symétriques et constituent es formes hémiédriques non superposables.
Herscbell a remarqué que, suivant que les facettes plagièdres du oartz sont inclinées vers la droite ou vers la gauche, le cristal est éu^ralemcnt dextrogyre ou lévogyre. La cristallisation serait donc însi une traduction visible des phénomènes optiques qui se passent ans l'intérieur du cristal. Il résulte en effet du pouvoir rotatoire du oarlz que, si un rayon polarisé circulai rement traverse ce cristal ans la direction de l'axe, les molécules d'éther ne subissent pas la i^me action suivant qu'elles parcourent leur trajectoire dans un Hte ou dans l'autre. Les molécules du cristal sont donc elles-mêmes tçsymétriques et ne possèdent pas des propriétés identiques dans His les sens. De même dans les deux trapézoèdres trigonaux qui euvent dériver du quartz, si, en partant de deux points correspon-
dants dans les deux cristaux, on en fait le tour dans le même sei on rencontre tes éléments cristallographiques disposés dans un or^ différent.
Ces dernières réflexions n'appartiennent pas à Herschell, qui 8*4 borné à indiquer la relation qui existe entre le sens de la rotation celui de Thémiédrie. Cependant Biot a montré que la rdation emi rique annoncée par Herschell entre la forme crisUdline et le s< de la rotation n'est pas générale. Il a trouvé en effet des cristaux quartz pourvus du pouvoir rotatoire qui ne présentaient aueu des faces hémièdres ou les possédaient toutes deux simultanéma d'autres cristaux de quartz avaient un pouvoir rotatoire de sent et traire à celui que semblait indiquer le sens de Hémiédrie.
280. eénéralisAttoii de r#bMrv»ttoii 91. Delafoese. — M. Delafosse a fait remarquer le premier ^i| la relation établie par Herschell entre le sens de la rotation et ca de l'hémiédrie n'est qu'un point secondaire et accessmre» itteii;i| le point le plus important dans la découverte d'Hersdidl cMjt^Spw montré qu'il existe une dissymétrie moléculaire dans le qoiirli, qu'il n'est pas indifférent que la lumière polarisée circuluremen voyage dans un sens ou dans l'autre. Cette dissyniétrie p^fMq existant, rien n'implique la nécessité qu'elle soit indiquée eit^i^Mi ment sur le cristal : elle peut l'être d'ailleurs par des f<ieet|ei i clinées à droite ou à gauche , et il n'y a aucune relation néeciSi entre la forme géométrique et le sens de la rotation.
M. Delafosse a beaucoup insisté sur le point de vue qu^l a ( néralisé théoriquement, et d'après lequel l'hémiédrie ne fait qu( cuser la dissymétrie moléculaire; mais, s'il a introduit cette id dans la science, ses recherches expérimentales n'ont pas été he reuses, parce qu'il n'a pas compris que la véritable dissymétrie m léculaire ne peut exister qu'avec Yhémiédrie non superpasable, et il été conduit ainsi è chercher le pouvoir rotatoire dans l'apatite • dans la schéelite, cristaux qui ne donnent que des formes héini^ driques superposables^^^.
(*' Mémoire sur la cristallisation , Mém, du Sav, étmng. , VIÏI. . (« TrQ^dÊmméràiogiê,^,\ho,\^x,h\h.
POUVOIR ROTATOIRE ET FORME CRISTALLINE. 389 L'apatite cràtallise en prisme hexagonal; dans ce ^vtème, chaque arête verticale peut élre modifiée par deux troncatures également inclinées sur les deux faces latérales, ce qui donne doute faces modifiantes. Mais il peut se présenter un ces d'hémiédrie : c'est quand chacune des arêtes n'est modifiée que par une seule troncature parallèle k Taxe et inégalement inclinée sur les deux faces latérales. Il semble, au premier abord, que dans ce cas le cristal devra posséder le pouvoir rotatoire. En effet, si, partant d'un point a (fig. h6) sur la face primitive, on fait le tour du cristal dans un sens ou dans l'autre, on ne rencontre pas. les angles différents dans le mime ordre. Mais, si on remarque qu'en retournant le crislal sommet pour sommet les angles se présentent en sens inverse, il faut admettre que la rotation aura Heu eo sens inverse de cdui qu'elle avait dans la première position. Donc, suivent que le cristal sera traversé dans un sens ou dans l'eutre, le plan de polarisation sera dévié h droite ou à gauche. M. Delafosse avait en effet admis que cette particularité pouvait se présenter. Mais on peut aller plus loin : rien ne distingue une des extrémités du cristal de l'autre extrémité, et rien au premier abord n'indique dans quel sens pourra se faire la rotation. Supposons cependant qu'elle s'effectue du câté oil l'on rencontre d'abord le plus grand angle quand on part d'un point situé sur une des faces du cristal primitif. L'indétermination n'en est '^' pas moins grande, car oà est la face mo-
difiante î où est la face modifiée? Comme il est impossible de trancher cette question et que le pouvoir rotatoire devra changer de sens suivant que l'une des faces sera considérée comme face mo(U- Gante ou comme face primitive, il en résulte que le pouvoir rotatoire n'a pas de raison d'être. Un raisonnement analogue démontrerait que la scbéelite ne peut aussi donner lieu qu'à des formes hémiédriques évidemment superposables. Du reste, l'expérience a complètement démontré que dans les deux exemples de cristaux cités par M. Delafosse il n'y a pas trace de pouvoir rotatoire. ' '
281. I4»l0«B entre le pmmwmàr ratoteire et WÈmm enperpMAble. — TrmwmmiL de BI. Paetew. *— C'est M. Pasteur qui, le premier, a véritablement compris la loi générale qui lie la polarisation rotatoire à la forme cristalline, et dont Tob* servation d'Herscbell ne constitue qu'un cas particulier. L'hémiédrie qui donne naissance au pouvoir rotatoire doit produire deux formes non superposables. L'existence de ces deux formes non superposables est une condition indispensable pour que l'on puisse concevoir dans deux cristaux de même nature une action différente sur la lumière polarisée.
Cette bémiédrie non superposable peut se définir autrement, sans avoir recours à la forme primitive. Il suffit que la forme polyédrique sous laquelle se présente le cristal ne puisse pas avoir de plan de symétrie pour pouvoir affirmer que c'est une forme héroiédrique non superposable à la forme symétrique. En effet, le symétrique d'un polyèdre ne cbange pas, quel que soit le plan par rapport auquel il est pris; si donc le polyèdre a dans son intérieur un plan de symétrie, il en résulte qu il est à lui-même son propre symétrique, et par suite qu'il est superposable à son symétrique. Ainsi l'absence d'un plan de symétrie dans un polyèdre ou l'impossibilité de le superposer à son symétrique ne forment qu'une seule et même condition.
C'est donc dans l'bémiédrie non superposable que nous devrons cbercber l'explication du pouvoir rotatoire des cristaux, et c'est dans ce but que nous allons montrer comment ce genre dliémiédrie peut se produire dans les différents systèmes cristallins.
282. HéMiiéfb*ie Ben enperpfMMiMe émwÊm le eyetèic eiiMqiiie. — ObeervAtlemi de H* fllarliAeli* — Il semble difficile, au premier abord, de trouver dans le système cubique des formes hémiédriques non superposables. On rencontre en effet, dans ce système, deux sortes H'bémiédrie : l'une à faces parallèles, qui conduit au dodécaèdre de la pyrite ; l'autre à faces inclinées , qu'on obtient en prolongeant la moitié des faces de l'octaèdre et qui donne naissance au tétraèdre; mais ces deux hémiédries ne neuvent évidemment produire que des formes superposables , et
nous n'avons pas à nous en occuper pour le but que nous nous proposons. Depuis longtemps le çristallograpbe Môhs avait signalé, au point de vue purement théorique, l'existence d'une tétartoédrie non superposable dans le système cubique. Pour arriver à cette forme il convient de prendre pour point de départ la forme la plus générale du système cubique, c est-à-dire le solide à quarantehuit faces formées de triangles scalènes.
On peut faire dériver ce solide de Toctaèdre en plaçant sur chaque arête deux facettes inégalement inclinées vers les extrémités de Taréte et vers les faces adjacentes. Si Ton fait seulement cette opération pour quatre des faces de l'octaèdre, on obtient un solide à vingt-quatre faces; c'est la forme la plus générale de l'hémiédrie tétraédrique. Si dans ce solide, enfin, des six faces qui correspondent à chacune des faces de l'octaèdre on en conserve seulement trois de deux en deux , on obtiendra un dodécaèdre à faces pentagonales, tout différent de celui de la pyrite. Ce dodécaèdre n'est pas superposable à son image, car les faces ne sont placées que sur quatre des huit angles du cube primitif, et dissymétriquement sur chacune des arêtes. Toutefois, c'est là une forme qui n'a jamais été observée.
Mais, si nous supposons que dans le dodécaèdre pentagonal que nous venons de décrire les faces deviennent symétriques par rapport aux arêtes, c'est-à-dire deviennent parallèles aux arêtes du cube primitif, nous retomberons sur le dodécaèdre de la pyrite ; seulement, comme les huit angles réguliers continueront d'être dissymétriques physiquement, il pourra arriver que la moitié seulement de ces huit angles soit modifiée par les faces du tétraèdre. C'est précisément sous cette forme que l'hémiédrie non superposable a été observée par M. Marbach dans les cristaux de chlorate de soude ^^). En résumé, la forme hémiédrique non superposable reconnue par M. Marbach sur les cristaux de chlorate de soude peut être considérée comme un cas particulier d'un dodécaèdre tétartoédrique non superposable. modifié par les faces du tétraèdre, et c'est de cette manière qu'elle est envisagée par les cristallographes allemands.
D'autre part, les minéralogistes français, ne voulant pas prendre
^^ /^. Ànn., XCI, âSa; XCIV, àt$; XCIX, 45i ; ^ Afm. d$ ekim, Hdêphyê.^
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pour point de départ une forme non observée, y voient la combinaison de deux bémiédries, celle du tétraèdre et celle du dodécaèdre de la pyrite.
Il reste à montrer maintenant comment M. Marbacb est arrivé à distinguer les cristaux droits des cristaux gauches dans le chlorate de soude. Si Ton examine les faces du dodécaèdre de la pyrite, on voit que ce sont des pentagones irréguliers, formés de quatre côtés égaux et d'un cinquième côté qui n'est pas égal aux autres. Ce dernier côté s'appelle la base, et l'angle qui lui est opposé reçoit le nom de sommet principal ; une perpendiculaire abaissée du sommet principal sur la base partage le pentagone en deux parties symétriques. Dans la formation des angles réguliers du dodécaèdre il n'entre aucun sommet principal ni aucun angle adjacent à une base. Nous allons, d'après cela, trouver dans le cristal deux groupes d'angles réguliers non superposables. En effet , supposons que l'on place devant soi une arête d'un sommet régulier; de part et d'autre de cette arête se trouveront deux pentagones , dont l'un aura son sommet principal sur l'arête considérée. Suivant que le pentagone qui a son sommet principal sur cette arête se trouvera à droite ou à gauche, le sommet régulier du cristal pourra être dit droit ou gauehe, et il est évident que ces deux sortes de sommets ne sont pas mpeipo» sables. Si, sur un cristal, les troncatures par les faces du tétraMre portent sur les sommets droits, et si sur un autre ces méiiés.tiMH catures atteignent les sommets gauches, les deux solides ailiaildbf tenus ne seront pas superposables et les cristaux hémiédriqiiesafliyMt dits droits ou gauches, suivant que les troncatures tétraéMpMi auront porté sur les sommets droits ou sur les sommets gandbMi.
M. Marbach a reconnu directement, par l'expérience, iV du pouvoir rotatoire dans un certain nombre de cristaui nant au système cubique. .!' .*
Pour tous ces cristaux le pouvoir rotatoire reste le même, <]Mlk que soit la direction suivant laquelle les rayons lumineux traftraaat le cristal, ce qu'aurait pu faire prévoir la symétrie du système eu* bique. De plus, le pouvoir rotatoire ne se conserve pas ii>rsqu*on met ces cristaux en dissolution; ainsi la dissolution de chlorate de soude est complètement inactive. Pour deux corps, le chlorate de
POUVOIR ROTATOIRE ET FORME CRISTALLINE. S95 soude et le sutfoantîmoniate de sulfure de sodium hydrate, M. Marbach a pu reconnaître sur les cristaux les lonnes hémiédriques droites et gauclies, et il a vérifié que la variété droite dévie à droite le plan de polarisation, et que la variété gauche le dévie à gauche. Deui autres corps cristallisiiat dans le système cubique , le bromate de soude et l'acétate double de soude et d'oxyde d'uranium, possèdent aussi le pouvoir rotatoire; mais on n'a pas observé sur leurs cristaux tes formes bémiédriques, et par suite on n'a pu s'assurer si la relation trouvée par M. Marbach entre le sens de l'hémiédrie et celui de la rotation subsiste encore ici.
Le tableau suivant fait connaître, pour les cristaux cubiques jouissant du pouvoir rotatoire, les valeurs des rotations produites par une plaque de i millimètre d'épaisseur :
Chlorate de soude, NaO,CtO' 3%66
Bromale desoude, NaO,BrO* a°,8o
Ac4!tate double de soude et d'oxyde d'uraiiiuiii ,
NaO. aUr'O', 3C'H*0' i*,7fi
Sulfoantimoniale de siilfurc de sodium livHiiilë.
3NaS.SbS*+i8HO ". . .. a',44
283. HéHlédrieneuMivwyMMMto <«■> le ajatènie hexasvMnl. — Pour
étudier le système hexagonal il faut, comme nous l'avons fait pour le système cubique , partir de la forme la plus générale et cher^ cher quelles sont les hémiédries qui peuvent donner des solides dissymétriques. La forme le plus complète du système hexagonal est l'ensemble de deux pyramides à bases de dodécagone, accolées par leurs bases (fig. ây). Le dodécagone qui forme la base commune des deux pyramides n'est pas régulier, mais ses sommets coiocideot avec ceux de deux hexagones réguliers inégaux ayant même centre et où l'ensemble des diagonalei formOTait au centre une série d'angles égaux. Oa
FIf.»i.
peut considérer le solide à vingt-quatre faces que forme la double pyramide comme composé de douze angles dièdres déterminés par des plans passant par Taxe principal et par les arêtes de la double pyramide ; tous ces angles sont de 3o degrés. On peut mieux encore diviser le solide en six angles dièdres formés par des plans passant par Taxe principal et par les sommets de la base correspondant à ceux d'un hexagone régulier. Chacun de ces angles sera de 60 degrés et comprendra quatre faces. Le solide à vingt-quatre faces porte le nom de didodécaèdre. On obtiendra une forme entièrement dissymétrique en supprimant dans chacun des six angles dièdres que nous venons de définir deux faces opposées par le sommet , en ayant soin que dans deux angles dièdres adjacents les faces conservées soient aussi opposées par le sommet, ce qui revient en définitive à supprimer, en faisant le tour de ia base commune des deux pyramides, alternativement une face au-dessus et une face au-dessous de cette base. Les faces conservées, qui sont ombrées sur la figure, donnent, si on les prolonge, un solide à douze faces quadrilatères, qu'on nomme le dodi-caèdre trapézotde. En effet , chacune de ces faces est coupée par deux faces voisines de la même pyramide et par les deux faces de la seconde pyramide qui lui sont opposées par le sommet. Le dodécaèdre trapézolde ainsi obtenu n'est pas superposable k celui qu'on obtiendrait en conservant l'autre série de faces. Ces formes hëmiédriqaes non superposables n'ont jamais été rencontrées dans la nature.
Nous avons indiqué plus haut (280) une hémiédrie présentée par Tapatite, mais, comme cette hémiédrie ne conduit qu'à des formes superposables , nous ne nous y arrêterons pas. ici.
Enfin , si on combine l'hémiédrie du dodécaèdre trapéiolde avec celle qui caractérise le système rhomboédrique, on trouvera un solide à six faces, dissymétrique, et qui sera une foeme tétartoédrîque. Pour arriver à ce solide supprimons d'abord , comnie npua l'avons fait précédemment, la moitié des faces du solide ii vingt-quatre faces, puis, dans chacun des six angles dièdres en lesquels nous avpna divisé ce solide, supprimons encore alternativement, parmi les faces conservées , celles qui sont situées au-dessus et celles qui sont situées au-dessous de la base commune des deux pyramides. On ne conservera ainsi que six faces; on en voit trois sur la figure : elles sont
mbrées par deux séries de traits croisés. Gela revient en définitive prendre , dans chacun des six angles dièdres en lesquels se trouve artagé le solide à vingt-quatre faces, une seule des quatre faces» et choisir ces faces de façon que dans deux angles dièdres adjacents lies soient ou le plus éloignées possible l'une de l'autre, ou bien pposées par le sommet. Le polyèdre à six faces ainsi obtenu porte le iom de trapézoèdre tétartoédrtque ou irigmal. C'est ce solide qui consttue les facettes plagièdres du quartz, et c'est là seulement qu'il a té observé.
M. Descloiseaux^^U découvert le pouvoir rotatoire dans les cristaux :e cinabre. Ces cristaux se comportent comme ceux de quartz, c'est- -dire que le pouvoir rotatoire n'y est sensible que dans les direcioDs voisines de l'axe. La rotation produite parle cinabre est environ rois fois plus grande que celle qui est produite par le quartz. Pour me épaisseur de i millimètre, elle varie entre Sa et 56 degrés. Les bservations sont du reste très-difficiles, à cause de l'opacité extrême les cristaux de cinabre. On n'a aperçu d'ailleurs jusqu'ici sur ces ristaux aucune trace de facettes hémîédriques.
28 &• BléailMrle bob 0«per|NMM»Me émmm le «TStèBie éêtmgmwml. — Le système tétragonal, ou du prisme droit à base arrée , donne lieu à des considérations tout h fait analogues à celles [ue nous venons de développer pour le système hexagonal. La orme la plus générale du système tétragonal se compose de deux yramides à bases octogones, accolées par leurs bases. L'octogone [ai forme la base commune des deux pyramides n'est pas régulier, dais ses sommets coïncident avec ceux de deux carrés inégaux lonl les diagonales forment des angles de /i5 degrés entre elles.
Dans ce système , la double pyramide ou solide à seize faces peut tre considérée comme divisée, par des plans passant par l'axe et ar les arêtes prises de deux en deux, en quatre angles dièdres droits u en quatre quadrants.
Des modifications absolument analogues à celles que nous avons écrites pour le système hexagonal conduiront à une hémiédrie
i^ Ann. de ckûn. et de pkys,, ( vi), Ll, 36i.
superposable , à une bémiédrie non superposable et h une tëtar* toédrie.
L'hémiédrie non superposable s'obtient en ne prenant dans chacun des quatre quadrants que deux faces opposées par le sommet, ce qui produit un solide limité par huit faces qui ont la forme de trapèzes ; c'est le Irapézoèdre à huit faces ou trapézoidre oetaédrique, et il est évident qu'en conservant l'une ou l'autre des deux séries de huit faces on arrive à deux trapézoèdres qui ne sont pas superposables. Ces formes hémiédriques n'ont pas été observées sur les cristaux du système tétragonal.
On peut supprimer quatre des huit faces du trapézoèdre en ne conservant alternativement dans chaque quadrant que la face qui est au-dessus et la face qui est au-dessous de la base commune. On obtient ainsi un tétraèdre d'un aspect très-irrégulier et complètement dissymétrique. Ces tétraèdres, qui sont, comme on voit, des formes tétartoédnques, n'ont pas encore été observés jusqu'ici sur les cristaux du système tétragonal.
Cependant il existe un cristal appartenant à ce système qui possède le pouvoir rotatoire: c'est le sulfate de strychnine, lorsqu'on l'a fait cristalliser entre i o et s o degrés avec 1 3 équivalents d*eau. Le pouvoir rotatoire a été reconnu par M. Descloiseaux ^^^ sur des échantillons de sulfate de strychnine préparés par M. Bertbelot; ces cristaux ne présentaient pas du reste de traces d'hémiédrie non superposable. Le sulfate de strychnine fait tourner le plan de polarisation vers la gauche; la rotation est d'environ 9 à lo degrés pour une lame de 1 millimètre d'épaisseur. Ce corps présente une particularité remarquable également observée par M. Descloiseaux : si on le fait dissoudre dans l'eau, le pouvoir rotatoire moléculaire de la dissolution se trouve être de vingt-quatre à vingt-cinq fois plus petit que le pouvoir rotatoire moléculaire du corps à l'état cristalr lisé. C'est là une anomalie dont il serait très-important de se rendre compte. Comme le pouvoir rotatoire des cristaux, sauf ceux du système cubique, n'est sensible que lorsque les rayons lumineux les traversent dans une direction voisine de celle de l'axe, il semble que l'on pourrait expliquer l'affaiblissement du pouvoir rotatoire
(*) Ann, de chim, et de pky$,, (3), LI, 366.
moléculaire du sulfate de strychnine dans la dissolution par ce fait qu'il n*y aura qu'un petit nombre de molécules cristallines dont les axes seront peu inclinés sur la direction des rayons lumineux. Toutefois cette explication n'est pas suffisante; car, si le pouvoir rotatoire ne se manifeste pas pour les directions notablement inclinées sur l'axe, il n^en faut pas conclure qu'il n'existe pas suivant ces directions, mais bien qu'il y est masqué par la double réfraction ordinaire.
285. HémlMrie n^ii superpiMmble dans les mjmtéwMkem •ristollliui m deux axée optiques* — Dans les systèmes cristallins à deux axes optiques, la question de la polarisation rotatoire n été avancée dans un autre sens que pour les systèmes cubique et à un axe, et les connaissances s'y sont développées dans un ordre inverse. Les particularités que présente la double réfraction dans les cristaux à deux axes n'ont pas permis de reconnaître le pouvoir rotatoire sur ces cristaux, et l'on ne sait en quoi les propriétés des cristaux à deux axes qui possèdent le pouvoir rotatoire diffèrent de celles des cristaux qui ne possèdent pas ce pouvoir. Mais, d'autre part, on connaît un grand nombre de cristaux à deux axes qui présentent des formes hémiédriques non superposableâ et dont les dissolutions possèdent le pouvoir rotatoire. La question cristallographique est donc ici plus avancée que l'étude optique des phénomènes, tandis que c'est l'inverse pour les systèmes précédemment étudiés.
Il est du reste facile de voir que, dans les trois systèmes cristallins à deux axes qui nous restent à examiner, toute hémiédrie est nécessairement dissymétrique et non superposable.
Dans le système rhombique, dont la forme la plus générale est an octaèdre à base rhombe , on obtiendra une hémiédrie en conservant seulement quatre des faces de l'octaèdre , ce qui conduit à deux tétraèdres non superposables. On peut aussi obtenir dans ce système une tétartoédrie qui donne naissance à quatre formes constituant deux groupes de cristaux symétriques, mais non superposables; ces formes ont été observées.
Dans le système monoclinoédrique, la symétrie du cristal ne présente qu'un seul axe cristallographique bien défini, le choix des deux
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autres axes restant assez indéterinint^. L'hémiédrie , dans ce système, consiste à supprimer deux des faces d'un prisme; si Ton conserve deux faces parallèles, on aura une hémiédrie superposable ; pour que l'hémiëdrie ne soit pas superposable, il faut donc conserver deux faces qui se coupent. Si Ton conserve en mémo temps ces deux faces et deux autres appartenant « un prisme diffc^rent, on obtiendra une forme liémiédrique t(?traèdre.
Dans le système diclinoédrique, tout est dissymétrique, et 1*011 ne peut plus trouver que deux faces identiques entre elles; Thi^mié — drie s'obtiendra par la suppression de Tune de ces faces et sera lou — jours non superposable.
Travaux de ]fl* PiMteur sur l'acide tortpl€|ue
sur les tartraies. — Les beaux travaux de iM. Pasteur ont mi en librement dans son jour la relation qui existe entre le pouvoir tatoire et les formes cristallines. Ses premières observations ont étc^ faites sur l'acide tartrique et sur les tiirtrates^*^ Les chimistes con naissaient , outre l'acide tartrique ordinaire, dont les dissolutions font tourner le plan de polarisation à droite, un autre acide tartrique* isomère du premier, mais dont la dissolution n'agit pas sur la lumière polarisée. Cet acide fut obteuu en i 8 1 () par un fabricant de Tliann, M. karstner, en traitant les tartres déposés par des vins des Vosges, et sa formation ne s'est jamais reproduite depuis: on le nomme Yacide pnratartrique ou racémi(iue. Il se distingue de Tacido tartrique ordinaire par l'aspect de ses cristaux et forme une série de sels, les racémates, qui se distinguent également des tartrates forint par l'acide tartrique ordinaire. L'acide racémique est moins soluble dans l'eau que l'acide tartrique ordinaire; il cristallise avec a équivalents d'eau, tandis que l'acide tartrique ordinaire cristallisé esi anhydre. Le tartrate de chaux est un peu soluble dans Feau eltrèssoluble dans l'acide acétique; le racémate de chaux est au contraire très-solul)le dans l'eau et insoluble dans l'acide acétique; ces deux corps ont exaclement la même forme cristalline, mais la grosseur cl
'' C. /?., \XM, 530; WVIir, A77; VWI, /i8o;\\\V, i-jCu—Àhh. derkim.H^f ;>%«., (.'M, \MV, Vio: \\\r,r)7;XX\Mir, 'i:<7; L, 178.— Voir aussi le«L«»ç»m«ir la flissynu'lri»» inol<'»ciilain» [»mfi*ss<»f»s à la Swiol»' cliimicpio di» Paris i»n 1 8fio.
POUVOIH ROTATOIKE KT FORME CKISTALLINE. iiOÎ)
l'aspect des cristaux pernietteni de les dislinguer au premier abord. Le racémate et le iartrale de chaux peuxenl servir à préparer tous les autres sels de ces deux acides. Biot avait reconnu que lei$ dissolutions, non-seulement de l'acide racémique, m^is encore ^ea racémates, sont complètement inactives. En 18/iâ, Mitscherlich, en mélangeant des dissolutions de racémate de soude et de racémate d*ammoniaque, obtint des cristaux de racémate double de soude et d'ammoniaque : ces cristaux ont la même forme, les mêmes angles, la même densité, les mêmes propriétés physiques que ceux de tartrate double de soude et d'ammoniaque; mais leur dissolution est inactive, tandis que la dissolution du tartrate double de soude et d*ammoniaque dévie le plan de polarisation à droite, comme le font les dissolutions de tous les tartrates.
M. Pasteur, qui, pour vérifier d'anciens travaux cristallographi-* ques de M. de la Provostaye, avait eu occasion d'examiner les cris* taux de Tacide tartrique et des tartrates, et de reconnaître que iou> ces cristaux sont hémièdres vers la droite, soumit à un examen attentif les cristaux de racémate double dé soude et d'ammoniaque obtenus par M. Mitscherlich, et trouva que ces cristaux étaient de deux espèces; ils appartiennent les uns et les autres au système rhouibique, mais ils sont modifiés, les uns par des facettes hémiédriques inclinées vers la droite, et les autres par des facettes inclinées vers la gauche : ce sont deux formes symétriques, mais non superposables. C'est un mélange de ces deux espèces de cristaux qui constitue les cristallisations de racémate double, et, si l'on sépare les eristaui des deux espèces, on reconnaît que leurs poids sont égaux, d'où il résulte que le racémate s'est dédoublé, pendant la cristallisation, en deux sels ayant même composition chimique, mais des formes cristallographiques différentes. 11 était naturel de chercher si cette différence se manifesterait aussi dans les propriétés optiques des deux espèces de cristaux. Si en effet on les fait dissoudre séparément et en poids égaux, on trouve que les dissolutions ont des pouvoirs rotatoires égaux , mais de sens contraire.
M. Pasteur, ayant traité les deux sels provenant du dédoublement du racémate double de soude et d'ammoniaque par l'azotate de plomb, obtint deux tartrates de plomb et, en faisant agir sur ces
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tarlrales un léger excès d*acide sulfurique élendu, il en relira deux acides tartriques dont les cristaux sont différents : l'un est l'acide tarlrique naturel avec ses faces hémiédriques inclinées vers la droite; Tautre présente une forme symétrique de celle de l'acide naturel, mais qui ne lui est pas superposable; ses faces hémiédriques sont inclinées vers la gauche. Il y a lieu évidemment de se demander si les dissolutions de ces deux acides se comportent optiquement de la même manière. M. Pasteur reconnut, comme pour les deux sels, que les deux acides, dissous à proportions égales, donnent deux dissolutions qui ont des pouvoirs rotatoires égaux et de sens contraire. Ed conséquence, on a appelé acide tartrique droit celui dont la dissolution dévie le plan de polarisation à droite, c'est-à-dire l'acide naturel, et acide tarlrique gauche celui qui présente des formes cristallines symétriques de celles de l'acide naturel et dont la dissolution dévie le plan de |)olarisation vers la gauche.
Si l'on mélange les deux acides tartriques droit et gauche à poids égal dans Teau, ils se combinent avec un dégagement sensible de chaleur et reconstituent l'acide racémique, qui, par suite de la neutralisation des deux acides tartriques, est complètement inactif.
M. Pasteur a cherché ensuite à transformer l'acide tartrique droit en acide gauche, de façon à pouvoir, en mélangeant cet acide gauche avec l'acide naturel, reproduire l'acide racémique, qui jusqu'alors n'avait été obtenu qu'accidentellement. Ce problème présente au premier abord une difficulté sérieuse : en effet, les deux acides étant symétriques l'un de l'autre, si l'on fait agir sur l'acide droit une force capable de le transformer en acide gauche, il semble que cette force sera aussi de nature à transformer l'acide gauche en acide droit et que, par suite, la transformation deviendra impossible. M. Pasteur est parvenu à éluder cette difficulté en employant comme agent un corps qui est lui-même dissymétrique et dont , par conséquent, l'action sur les deux acides tartriques est différente. Il se servit à cet effet des alcaloïdes végétaux dont les dissolutions sont douées du pouvoir rotatoire et qui possèdent, par suite, la dissymétrie mol^ culaire.
En traitant par la chaleur le tarlrate de cinchonine, il obtint deuk sels dont il put extraire deux acides tartriques: l'un de ces acides était
l'acide racémique, et l'autre un acide tartrique nouveau qu'il appela l'acide tartrique inactif^^^ Ce dernier acide a toutes les propriétés physiques de l'acide droit ordinaire, mais ses formes cristallines sont holoédriques et sa dissolution est complètement inactive.
On voit par ce qui précède que l'acide tartrique peut se présenter sous quatre formes différentes : i"* l'acide tartrique droit (acide naturel), a** l'acide tartrique gauche, 3° l'acide racémique (combinaison à poids égaux d'acide droit et d'acide gauche), /i"* l'acide tartrique inactif. Tous les tartrates peuvent offrir ces quatre variétés.
Il est permis de généraliser ce point de vue et d'admettre que tous les corps doués du pouvoir rotatoire peuvent présenter les quatre variétés que nous venons d'énumérer : la variété droite, la variété gauche, la variété neutre ou racémique, résultant du mélange des variétés droite et gauche, et enfin la variété inactive. M. Pasteur va même plus loin : il pense que tout corps peut exister sous ces quatre variétés, et que, si on ne les a pas constatées encore pour la plupart des corps, c'est qu'on n'a rencontré que la variété inactive, laquelle peut être modifiée par différents agents et fournir les variétés actives. Cette conjecture, du reste, ne s'appuie pas seulemen sur Tétude de l'acide tarlrique et des tartrates; on a trouvé un certain nombre d'exemples analogues qui suffisent pour lui faire acquérir une grande importance. Nous allons faire connaître les principaux de ces exemples.
Les variations de pouvoir rotatoire qu'on observe dans les essences tiennent probablement h ce qu'elles sont formées de différentes substances isomères chimiquement, mais douées de pouvoirs rotatoires différents, de sens inverse^ et dont certaines peuvent même être complètement inactives. Les seules expériences qu'on ait sur ce sujet sont celles de M. H. Sainte-Claire Deville sur l'essence de térébenihine^^^ Il a pu en retirer divers carbures d'hydrogène, les uns doués, les autres dépourvus de pouvoir rotatoire; mais il n'a pas trouvé de variété racémique, ni de variété à pouvoir rotatoire inverse.
Vasparagme naturelle présente l'iiémiédrie non superposable à
i«) C, R.,\\\\,6i3. -^ Ànn. (U rhim. pld^phyM.. (H), XXXVI, 'io5. î*> C. /T., IX. «23.
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gauche, et sa dissolution dans Teau dévie le plcitn de polarisation dans le même sens.
Vacide aspartique, que l'on obtient en traitant l'asparagine par les acides, possède également le pouvoir rotatoire, lorsqu'il est en dissolution dans l'eau. L'acide malique, qu on extrait d'un grand nombre de fruits, est aussi doué du pouvoir rotatoire dans sa dissolution.
Or, en i85o, M. Dessaignes ayant fait agir l'acide chlorhydrique sur le fumarate d'ammoniaque, corps complètement inactif, en tira de l'acide aspartique, et M. Piria^ en traitant cet acide aspartique par l'acide azotique, le transforma en acide malique. M. Pasteur a reconnu que les acides aspartique et malique ainsi obtenus sont complètement inactifs ^^-. Chacun de ces deux acides présente donc deux variétés : l'une, qui est active, s'extrait directement de certains végétaux; l'autre, qui est inactive, s'extrait de l'acide fumarique, qui est lui-même inactif.
Vacide campliorique droit s'obtient par l'action de l'acide azotique sur le camphre des laurinées, tandis que l'action de l'acide azotique sur le camphre de la matricaire produit un acide camphorique gauche, possédant le même pouvoir rotatoire que l'acide droit, mais en sens inverse. En mélangeant ces deux acides camphoriques, comme l'a fait M. Chautard, on obtient la variété racémique^^l
On a toujours constaté des différences entre les propriétés physiques de la variété racémi(|ue et celles des variétés actives; mais les variétés actives ne présentent entre elles aucune différence physique: elles se distinguent par leur action sur la lumière polarisée et sur les corps actifs, sur les alcaloïdes végétaux, par exemple.
287. liiste des ertotiMix app«rteii»iit »ux mjwÊémÊmm cHi* talliiM à axes •bliqucs et pemnédaiit riiéaiiédrto bmi i«perposable. — Nous terminerons ce chapitre en donnant la lisl^ à peu près complète des cristaux qui, dans les systèmes cristallio"^ à axes obliques, présentent des formes hémiédriques non suprposables. Les dissolutions de ces cristaux sont généralement actives; i' faut cependant en excepter le sulfate de magnésie cristallisé a>^
'^ (j. li , \\\ll(, 217. — Aiin. tic rlùni. et fir phif»,, \XXIV, 3o. * Cil., WXMI, lïWi; LVI,(icj8.
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7 équivalents d'eau el le foruiialo de slrontiane anhydre, dont les dissolutions sont inactives bien que le» cristaux présentent des formes hémiédriques non superposables. M. Pasteur a fait remarquer que dans ces cristaux il suffirait de changer les angles de quelques minutes, pour que Thémiédrie devint superposahie : il semble donc que, si le pouvoir rolatoire existe, il doit ^re trop faible pour être observable.
Les cristaux doués de riiémiédric non siiperposable sont :
DVMS LK SYSTÈME KIIOMBIQUk.
Le sulfate de magnésie, Mg 0, SO^ -h 7HO.
Le forraiale de slrontiane anliydi*e. SrO, (î*HO'.
Le bitarlrate de potasse.
Le bitarlrate de soude.
Le bitarlrate d*anunoniaque.
Les tarlrates doubles h liase de potasse ou (raunnoniaque.
Les éniétiques de |K)tasse et d'ammoniaque.
Le tartrate de cinciionine.
La lartramide.
L acide lartrainique (système douteux).
Le bimatate d'ammoniaque.
Le bimalale de chaux.
La maiamide.
L'asparaginc.
L*a$partate de soud«\
Le chlorhydralc d'acide asparliijiie.
Le valérianate de morphine.
Le glucosate de sel marin.
DANS LE SYSTÈME MONOCLINOÉDIUOIIK
Le sucre de canne.
L'acide tartrique.
Le tartrate de |)otasse.
Le laKrate d'annnoniaque.
Le tartrate d'anunonia(|ue mérite une attention particulière en ce qu'il est dimorphe. Si on le dissout dans l'eau et qu on le fasse cristalliser en ajoutant à la dissolution un peu de malate d'ammoniaque actif ou inactif, ou bien encore de l'^icide tartrique gauche ou droit, les crislaux (jiii se forment appartiennent au système
rliombique et présentent quatre formes hémiédriques dliFérentes. Les deux genres de cristaux qui forment l'octaèdre dans le système monoclinoédrique sont devenus égaux, mais continuent à donnée leurs héniiédries séparément. On obtient ainsi quatre formes qu i peuvent se réunir en deux groupes symétriques.
■Ji
ESSAIS DE THÉORIE DE LA POLARISATION ROTATOIRE
288. CSmwrtdérmtâoiui géwkéwmlM^ «^ Après avoir étudié les mncipaux phénomènes de la polarisation rotatoire, il nous reste naintenant à parler des tentatives qui ont été faites en vue de les embrasser tous dans une même théorie mathématique.
On donne souvent le nom de théorie aux calculs d'Airy, que lous avons fait connaître plus haut a propos de l'action d'une lame le quartz sur ia lumière convergente. Mais il ny a là, à proprement )arler, qu'une analyse expérimentale poussée plus loin à l'aide de |uelques hypothèses sur la nature des vibrations dans un cristal à m axe, doué du pouvoir rotatoire « quand le rayon se propage dans ine direction voisine de l'axe. Il ne se trouve d'ailleurs dans le travail d'Airy aucune trace d'une explication mécanique des phéno«nènes.
A ce dernier point de vue les recherches que nous allons exposer lans ce chapitre n'ont pas été phis heureuses. Elles ont néanmoins m mérite réel, c'est d'avoir ramené les phénomènes de la polari- ;ation rotatoire h des équations différentielles analogues à celles |u'on déduit des phénomènes de la double réfraction, mais préientant certaines particularités qui permettent de rendre compte les propriétés spéciales qui se manifestent dans les cristaux doués lu pouvoir rotatoire. Le pas qui reste encore à faire serait de trouver a raison mécanique de ces changements dans les équations difféentielles. Mac Cullagh a le premier, en i836 ^^\ examiné les modiications à apporter dans les équations différentielles de la double éfraction pour tenir compte du pouvoir rotatoire, et ce sont surtout es travaux que nous allons exposer. Cauchy a publié très-peu de bose à ce sujet; nous aurons cependant à donner quelques idées ommaires sur ses intentions de théorie.
Nous allons examiner successivement le cas des cristaux à un
') h. ïrrm»., Wll, piirl III, fi(\\.^ Provectl. nlthr h. ItW., I, .{«.t.
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axe, celui des cristaux à deux axes, et eiilin nous nous occuperoiibdes dissolutions actives.
A. CkISTAUX a U!^i AXE.
:289. Équations différentielle» du mouvement vibratoire dans un eriatal à un ame doué du pouvoir rotatoire, lorsque l'onde ineidente oot perpendieuiaire à i'ame. —
\ou8 examinerons en premier lieu le cas où un rayon polarisé traverse dans la dii*ection de l'axe un cristal à un axe doué du pouvoir rotatoire.
D'après ce que nous avons vu dans la théorie de la dispersion (171), si le cristal ne jouissait pas du pouvoir rotaloire, en négligeant l'influence de la dispersion ^ c'est-à-dire en ne consenaiil (|ue les coellicients différentiels du second ordre, les équations différentielles du mouvement vibratoire d'une molécule d'éthcr sur un rayon polarisé se propageant dans la direction de l'axe seraient les suivantes, en supposant qu'on prit pour axe des z la normale à l'onde, c'esl-à-dire l'axe du cristal, et en désignant par x, y, z \es coordonnées de la molécule considérée, par Ç, 17, S les projections du déplacement de cette molécule sur les trois axes, et par b la vitesse de propagation de la lumière suivant Taxe du cristal :
( * ^ ^ iN , . (N
Ces équations ont pour solution la plus, simple
• i ?=asin(L---.s/ + (p),
( >;=-,âsin(/i:~ ,v/-!-x),
les (|uantités a, jS, ^ et ;^ étant des indéterminées. Quant aux quantités k et 8, leur rapport est déterminé, et pour Tobtenir il suffit de substituer dans les équations (1) les valeurs de Ç et de v données par les équations (9). On trouve, en substituant la valeur de Çdans la première des (M[uations,
d'où l'on tire
«•■' - h-' le' et 7 - b.
Ainsi le rapport r est égal à la vitesse de propagation de la lumière
dans la direction de la normale à l'onde.
Pour représenter toutes les propriétés d'une lame de quartz dans la direction de son axe, il sulilt de modifier les équations difTércn- (ielies (i) par l'addition de deux termes de signes contraires. On ajoute h la première équation un terme proportionnel à la dérivée troisième de n par rapport à z. et à la seconde équation un terme composé avec Ç comme le précédent l'est avec >;, et affecté d'un signe contraire. Les équations (i) deviennent alors
c désignant une quantité constante. Il faut bien remarquer que cette modification que l'on fait subir aux équations différentielles est tout à fait arbitraire et ne s'appuie sur aucune raison mécanique ; elle ne sera justifiée que lorsque nous aurons montré que les coiiséijuences qu'on en lire s'accordent avec l'expérience.
Le seul aspect des équations (3) indique qu'il n'est plus possible, comme cela avait lieu pour les équations (i), de déterminer les quantités ^ et v indépendamment l'une de fautre, ce qui indique que le mouvement vibratoire de la molécule d'éther doit être curviligne et s'effectuer suivant une courbe déterminée. Nous allons faire voir que ce mouvement est nécessairement circulaire et que deux mouvements circulaires de sens contraire se propagent avec des vitesses différentes.
Intégrons en premier lieu les équations (3); les solutions exponentielles ne pouvant évidemment pas convenir à cause de la périodicité du mouvement vibratoire, nous prendrons encore pour intégrales les é(|uations
ç=-asin(/i:- -«(-h(p).
les (|uanlités a, j3, ^, ^ ^^^^^ ^^^ indéterminées. On en déduit
En substituant ces valeurs dans les équations différentielles (3) ^ il vient
^ *^ 1 (2s'^sin{kz'- sl + x)^b^k'' I3sm{k:- sl+x)
' — ck^a cos ( kz — sl + ^).
z et l étant des variables indépendantes, il faut que ces équations soient satisfaites pour toute valeur de z et de t, et par suite aussi pour toute valeur de kz — at. Les coefficients de sm[kz — 8t) et de cos(kz — 8t) doivent donc être nuls dans les équations (A), ce quî conduit à quatre équations de condition :
a if^ cos ^ =^ a b'k^^ cos ^ - cfc^jS sin x i , a*- sin^=^afr-/i-sin^+<^A'*'*/3cos;t, ^ j jS^^cosp^^jS/Z-Â'^cosp^ + cA-^asin^,
• /S^^sinpt^jSt-A-^sinpt "cA^acos^.
On peut choisir arbitrairement la phase d'un rayon, ce qui revient à changer l'origine du temps; faisons donc ^=o, et les équations de condition vont nous permettre de déterminer x* La pn^uiièrc devient
a fi^ =. a b'k^ c/c^/S sin ^ ^
la deuxième devient
o = cA^jScosx.
Cette dernière condition peut être satisfaite en posant
iS = o ou
cosx==<'-
L'hypothèse j8==o n'est pas admissible, car, si on annule j8 dans la dernière des équations (5), a devrait aussi être égal à zéro, et alors le mouvement sérail nul. Il faut donc prendre la solution
cosx=o, d'où
Alors la première des équations (5) devient et la quatrième
(i:i-'^^bH^-rk^a,
(Yoù l'on tire
d'où
ck"
rrz
(*i par suite
et
a-=ii=/3.
Suivant que l'on prendra l'une ou l'autre de ces deux valeurs de a,
on obtiendra une valeur différente pour y rapport qui représente,
comme nous l'avons vu plus haut, la vitesse de propagation du mouvement vibratoire suivant la normale ù l'onde.
Les équations du mouvement satisfaisant aux équations différentielles (i) deviennent, en y faisant, d'après ce que nous venons de trouver,
j Ç-asin(fo-*/),
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Il faut joindre h ces deux équations )a condition
(7) «^^-//V.-2::pcA-3,
c|ui résulte des conditions (5) en y portant les valeurs de ^, de x ^' deiS.
Le signe — dans l'équation (7) correspond au signe + dans la seconde des équations (6), et réciproquement.
Les équations (6) représentent, comme on le voit, deux rayons polarisés circulairement en sens contraire et se propageant avec des vitesses différentes. Toutes les lois expérimentales de la polarisation rotatoire peuvent en être déduites.
Nous allons maintenant chercher comment la valeur de la rotation est liée aux constantes.
L'équation (7) peu! s'écrire
ou
La différence des vitesses de propagation des deux rayons circulaires étant très-petite, il faut que l'équation qui donne r ait deux
racines très-peu différentes, ce qui exige que la constante r soit trèspetite. On peut donc développer 8 en série convergente suivant les puissances croissantes de A*, et réciproquement nous pouvons nous proposer de déterminer A* en fonction de 8 : c'est le problème du re* tour des suites. Supposons donc A' développé en série suivant les puissances de 8 y et bornons-nous aux deux premiers termes en posant
(8) A'=iiw-t-tw^;
le résultat final justiliera cette restriction. En substituant cette valeur de A- dans l'équation (7) qui doit toujours être satisfaite, on obtiendra les vîileurs de m et de n en égalant h zéro les coefficients (1<* .s^ et de 8^, pourvu qu'on néglige les termes d'un ordre supérieur à s^. En prenant le signe supérieur, l'équation (7) devient ainsi
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tous les termes qui contiennent 8 à une puissance supérieure à la troisième étant supprimés. Cette équation devant être satisfaite pour toutes les valeurs de s, il faut que les coefficients de «^ et de s^ soient nuls, ce qui donne
On lire de \h
cm* V
26* -xh*
En remplaçant m r»l w par leurs valeurs dans IVquation (8), il vient
En prenant le signe inférieur dans Téquation (7), on obtiendra
De ce qui précède on peut déduire la valeur de la rotation produite par une plaque perpendiculaire à l'axe d'un cristal doué du pouvoir rotatoire. Supposons, pour plus de simplicité, que le plan de polarisation du rayon polarisé rectilignement qui tombe sur In plaque soit perpendiculaire à l'axe des .r. Ce rayon , en pénétrant dans le cristal, se décompose en deux rayons qui sont polarisés circulairement en sens contraire. Les mouvements vibratoires sur ces deux rayons circulaires sont représentés, pour le premier, par les équations
?-- asin.«/.
n^oL cos ftt ,
et pour le second, par les équations
f r^^ -fltsinW,
rj' ^--^- - a cos si.
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On voit que le premier de ces rayond est polarisé de droite à gauche et le second de gauche à droite. Après que le rayon a traverse une épaisseur z du cristal, les équations du mouvement vibratoire deviennent, pour le premier rayon circulaire,
et pour le second,
$ = asin (Ârz — «/), tf^0LCos(^kz--st)^
)/' - — a cos ( /•': — .'»/).
Si Ton suppose la constante r positive, k' sera plus petit que k, et on voit que le rayon polarisé rirculairement de droite à gauche est alors celui qui se propage le plus lentement, c'est-à-dire que le cristal est dextrogyre. Si la constante c est négative, cela indique que le cristal est au contraire lévogyre.
Les composantes du mouvement vibratoire suivant les axes des x et des y seront, lorsque le rayon aura traversé un cristal d'épaisseur z,
^+^' = a[s\n{k: — st) + s\n{k'z — 8t)\,
>;+>;'= a [cos (Ar— «f) - cos (A'z — «/)j ,
k-hk \ k-k
ç-f-Ç = 3asin ( :- stj cos z.
>;+ »? = - îia sm ( z ■— atj si
k-^k \ . k-k sm z
et enfin
|^ = -tang
Les vibrations du rayon émergent sont donc rectilignes et dirige
h droite de Taxe des x, avec le([uel elles font un angle ^al '
::. Par suite, le plan de polarisation a été dévié h droite dofl
angle égal à c, ol le cristal est dextrogyre, ce qu'il s'agissait «^
vérifier.
Pour une épaisseur de cristal égaie à l'unité, la valeur de la rotation est
OU, d'après les valeurs trouvées plus haut pour k et k\
ib'
Or, en désignant par T la durée de la vibration et par X la longriieur d'ondulation dans le cristal, les équations (9) du mouvement vibratoire montrent immédiatement qu'on a
el
par suite
27r awV * T X '
^ désignant la vitesse de propagation du rayon dans le cristal. En i*^ ' Joplaçant b par sa valeur dans l'expression de la rotation, il vient
Si on suppose V constant pour tous les rayons, c'est-à-dire si on ^^^Jige la dispersion, on voit que la rotation du plan de polarisation ®st, ^n raison inverse du carré de la longueur d'ondulation. Si cette ^^ n'est vraie que d'une manière approchée, cela vient précisément ^^ ce que nous avons négligé les termes qui tiennent compte du P^xivoir dispersif du quartz.
Si l'on n'avait pas voulu retrouver la loi qui lie la rotation avec la ^^^gueur d'ondulation, on aurait pu introduire dans les équations ^^fférentielles , au lieu des dérivées troisièmes de n et de f par rapport à 2, une dérivée quelconque d'ordre impair telle que
Tz '^ Tz "" d? '^ d?' ^ïi serait arrivé alors aux mêmes résultats généraux pour la rota-
VuDiT, VI. — Optique, H. ai
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lion du plan de polarisation, mais non pas à la relation entre la rotation et la longueur d'ondulation que donne Texpérience, au moins d'une manière approchée.
D'ailleurs, rien ne prouve que ces dérivées d'ordre impair autre que le troisième ne doivent pas réellement figurer dans les équations différentielles. La seule chose que l'analyse précédente montre, c'est que la dérivée troisième a un coefficient beaucoup plus grand que les autres, en supposant qu'elles existent dans les équations.
290. Équati^iM différeiitiellcs du m^uvemeiit vIInp»t«ire dans un cristal à un axe d«ué du peuv^ir mmîmtoire, lorsque Tonde incidente eot oblique m l'axe. —
Nous pouvons maintenant généraliser la méthode précédente et considérer le cas où l'onde incidente est inclinée sur l'axe du cristal, c'est-à-dire où le rayon ne se propage plus suivant la direction de Taxe. Remarquons à cet effet que, dans un cristal à un axe dépourvu du pouvoir rotatoire, pour qu'une onde plane incidente ne donne qu'une seule onde réfractée, il faut qu'elle soit polarisée parallèlement ou perpendiculairement à la projection de l'axe du cristal sur le plan de l'onde. Quelle que soit la direction du plan de polarisation du rayon incident, on peut toujours le supposer décomposé à sojn entrée dans le cristal en deux rayons polarisés, l'un parallèlement, l'autre perpendiculairement à la projection de l'axe sur le plan de l'onde, et on pourra appliquer au mouvement vibratoire de ces rayons, qui sont le rayon ordinaire et le rayon extraordinaire, les équations différentielles que nous avons établies dans la théorie de la dispersion (171)- Si l'on prend pour axe des z la normale! l'onde, pour axe des y la projection de l'axe du cristal sur le plan de l'onde, et pour axe des ûû la perpendiculaire à l'axe des y tracée dans le plan de l'onde, les équations différentielles du mouvement vibratoire seront, pour le rayon ordinaire,
et pour le rayon extraordinaire,
dt^ "" ^ d2» *
A et B sont les carrés des vitesses de propagation du rayon ordinaire et du rayon extraordinaire, et par conséquent on a, d'après ce que nous avons vu dans la théorie de la double réfraction (lâ2),
0 étant l'angle de la normale à Tonde avec l'axe du cristal , a et & ayant la même signification que dans la théorie de la double réfraction.
L'hypothèse de Mac CuUagh pour rendre compte de la polarisation rotatoire consiste à compléter les deux équations différentielles comme dans le cas précédent, en ajoutant au second membre de chacune d'elles un terme formé de la dérivée troisième par rapport à z de la variable qui entre dans l'autre équation, ces deux termes étant d'ailleurs affectés de coefficients égaux en valeur absolue, mais de signe contraire dans les deux équations. On obtient ainsi les deux équations différentielles suivantes :
dt' ^^ dz' ^ dz' * Les intégrales de ces équations seront donc encore de la forme
$=asin [lcz—8l+^), v=^(3sm{kz — 8t+xy
En substituant ces valeurs dans les équations (i) nous obtenons, i^omme dans le cas précédent, quatre équations de condition de la
Tonne
/ mcos^«==ncos(p+j9sin>|/,
a) l m'sin^-=n'cos^+ycos>|/,
On peut disposer arbitrairement de la phase d^un des mouvements ît poser ^=0, d'où résultera, comme nous l'avons vu dans le cas précédent,
C0S>|/= Oi
Bi
Il y a donc entre les deux mouvements composants une difTérence de phase d*un quart de circonférence, et on peut écrire
fj = ±^cos[kz — st).
Au lieu de conserver le double signe, nous allons introduire dans ces équations le rapport- que nous désignerons par A, cette lettre pouvant avoir les deux signes. Elles deviennent ainsi
I Ç=asin(fa; — «(), ïi=^hacos[kz — st).
La première et la quatrième des quatre équations de condition prennent alors la forme
d'où Ton tire
,2=Bik2-£^.
De ces dernières équations il est facile de déduire séparément le$ valeurs de h et de h. Le rapport t donnera la vitesse de propagation
et la valeur de h indiquera la forme du mouvement elliptique représenté par les équations (3).
En égalant les valeurs de h tirées des deux équations (&), on obtient une nouvelle équation ne contenant plus que k et qui est
cie
Bft»-5«
ou
{i?-kk'^){^-W) = c'lfi.
On a ensuite, pour déterminer h, en retranchant la seconde des équations (À) de la première,
o = (A-B)i2-cif (A-J),
d'où
h ck
et enfin
11 faudrait bien se garder de traiter les équations (5) et (6) par ]a méthode générale, car on serait conduit à des solutions tout à fait étrangères à la question. En effet, la constante c étant très-petite , l'équation (5) diffère très-peu de celle qu'on obtiendrait en remplaçant le second membre par zéro. Il suit de là que, bien que cette équation soit du troisième degré en ^, nous ne devons y considérer
que les deux racines voisines de-rei de i? • Chacune de ces valeurs
portée dans l'équation (6) déterminera le rapport h. Mais à chaque valeur de k doit correspondre une seule valeur de A, tandis que l'équation en donne deux; il importe donc de savoir choisir entre les deux racines de l'équation (6). Remarquons qu'à cause de la forme du dernier terme du premier membre de l'équation (6), si
l'une des racines donne le rapport -» l'autre racine sera égale à — -g •
Revenons maintenant aux équations {à) : nous aurons une valeur approchée de li en négligeant d'abord dans une de ces équations le terme en c et en tirant de là une valeur approchée de k qui servira à déterminer A au moyen de l'autre équation. Si l'on fait dans la première équation
la seconde donne
Or, pour le quartz, qui est un cristal attractif, on a B<C A et par suite 1 — tZ>o. Pour que le second membre de l'équation (j) soit
positif, il faut que A soit négatif si c est positif, c'est-à-dire si le cristal est dextrogyre (289).
Donc, pour la valeur de A^ voisine de -r il faudra prendre pour h
la racine négative de l'équation (6) si le cristal est dextrogyre, et la racine positive de cette même équation si le cristal est lévogyre. La
valeur de Ic^ voisine de g correspond au contraire à une valeur de h
positive pour les cristaux dextrogyres et négative pour les cristaux lévogyres. Il ne peut donc jamais y avoir d'incertitude.
Revenons maintenant à l'équation (6) et supposons que la valeur
de k soit voisine de t^; il faudra prendre la racine négative, qui est
Si nous portons cette valeur de h dans l'une des équations (i), par exemple dans la première, on aura entre s et la valeur de k voisine de -j= une relation qui sera
d'où l'on tire
(9) ,-^ = ^A» + ^y/(A-B)-^+/icU^
A ces deux équations (8) et (9) on peut joindre les suivantes, que l'on trouve par des raisonnements analogues et qui donnent h' eik',
Ces formules générales doivent être discutées dans différents cas particuliers. Examinons d'abord le cas le plus simple» celui où I» normale à l'onde est très-écartée de l'axe du cristal. Dans ces conditions la différence A — B a une valeur très-grande par rapport au second terme du radical, et ce radical peut alors se développer suivant la méthode ordinaire. Il en résulte que h' est très-grand et que
/* diffère peu de zéro. Cette petite valeur de h montre qu'à une distance sensible de Taxe les vibrations du rayon ordinaire ont lieu sur une ellipse très-allongée dont le grand axe est perpendiculaire à Ja section principale du cristal. Quant aux vibrations du rayon extraordinaire , la grande valeur de A' fait voir qu'elles ont lieu également sur une ellipse très-allongée, dont le grand axe est dans la section principale.
Développons maintenant la valeur de s^ donnée par l'équation (9), en prenant la valeur approchée du radical; il viendra
l'où
AA
On trouvera de même, en partant de l'équation (i i),
,2 _ Bi'2 _
Il suit de là qu'on peut développer A; et A:' en fonction des puissances ascendantes de s par la méthode du retour des suites. En se bornant aux deux premiers termes, les expressions de k et de k seront de la forme
les facteurs m et m' étant de signes contraires, et l'un composé avec A Pomme l'autre avec B. En retranchant Tune de l'autre ces deux équations on a
^ et m' étant d*ailleurs proportionnels à la constante c, il en résulte ^ue la différence k — k est composée de deux termes dont le pre- ^ïer est indépendant du pouvoir rotatoire et dont la valeur augmente
À mesure qu'on s'écarte de Taxe, et dont Tautre, très-petit par rapport au précédent, est une fonction du pouvoir rotatoire. Il suit encore de ce que nous venons de voir qu'à mesure qu'on s'éloigne de Taxe les effets de la double réfraction masquent de plus en plus ceux du pouvoir rotatoire, de sorte que, dans le cas où l'inclinaison de la normale à Tonde sur l'axe du cristal est un peu considérable, il est inutile de développer davantage les calculs, car il ne serait pas possible de comparer les conséquences de la théorie avec les résultats de l'expérience. Le cas le plus intéressant est celui où la normale à l'onde fait avec l'axe un angle très-peu considérable. Dans ce cas (A — B)^ et Ixc^U^ ont des valeurs comparables, et on ne peut plus avoir recours aux approximations précédentes. A et B différant* trèspeu, il en sera de même de k et de k\ et la différence de ces deux dernières quantités sera de l'ordre de la constante c.
Nous pouvons maintenant établir un principe important, vérifié d'ailleurs par des expériences dont nous avons déjà parlé à propos des effets d'une lame de quartz sur la lumière convergente. Dans Féquation (6), le coefficient du terme en h varie très-peu par rapport à lui-même, quand on y remplace k par k ; la racine positive de l'équation ( 6 ) et la racine négative de l'équation qu'on obtient par la substitution de A:' à /: ont donc entre elles à peu près les mêmes relations que les deux racines de l'équation (6), c'est-à-dire que leur produit est, sinon égal à -- i , du moins très-voisin de — i . Si ceproduit était égal à — i , cela signifierait que les axes de l'ellips relative à k seraient inversement proportionnels aux axes de l'ellipsr^ relative à k', ou, en d'autres termes, que les deux ellipses seraien géométriquement semblables et qu'elles seraient parcourues en sen inverse, sur les deux rayons, par les molécules d'éther. Il n'y a don pas lieu de s'étonner que les calculs d'Airy, fondés sur la similitude? absolue des deux ellipses, l'aient conduit à des résultats peu différents de ceux de l'expérience. Quant à la différence de sens des mouvements sur les deux ellipses, elle subsiste toujours à cause delà différence de signe des deux valeurs de h. Le rayon ordinaire esl polarisé de gauche à droite, et le rayon extraordinaire de droites gauche.
Pour trouver la valeur du rapport /i, nous pouvons', dans une
première approximation , négliger la variation de k et poser alors
/ étant la longueur d'ondulation du rayon ordinaire dans le cristal,
comme nous l'avons vu dans la théorie de la dispersion (171).
L'équation (6) devient» en remplaçant A, B et A: par leurs valeurs
respectives ,
,., /(6*-a«)sin«ô.
a TTC
et en prenant, comme il convient, la racine négative de cette équation, on obtient
11 faudra pour chaque valeur de 0 calculer la valeur numérique de h, et on aura ainsi tous les éléments nécessaires pour vérifier expérimentalement la valeur de ce rapport des axes de l'ellipse.
Cherchons maintenant des valeurs plus approchées pour les quantités k et k\ De l'équation (9) on tire
tb=^[^+âtbv/{a-b)^+^^^*^];
le radical étant très-petit, on peut extraire la racine carrée des deux membres de l'équation et prendre par approximation celle du second membre, ce qui donne
v/âTb
= ^[^+MÂTB)V(A-BH^^^^^J
On trouverait une relation analogue entre k' et s, et Ton a définitivement
^^■^'^' + MÂTb)V^^^-*^''-^^'^*'
VA + B
MÂTF)V(A-B)'-H4c.A.
Le dénominateur du second facteur du second membre, dans chacune de ces équations, différant très-peu de Tunité, on peut faire d'une façon approchée la division de l'unité par ce dénominateur, et il vient ainsi
Dans la quantité qui est sous le radical on peut commettre sur l'un des termes une erreur très-petite par rapport à ces termes mêmes;
on peut remplacer I^ et k'^ par la quantité -r qui en est, comme
nous l'avons vu , une valeur approchée. En remplaçant, dans les deux
équations précédentes, I^ et k'^ par ji on en tire aisément la valeur
de i — //, c'est-à-dire de la différence de phase des deux rayons elliptiques pour une épaisseur du cristal égale à l'unité. Il vient ainsi
Pour tirer de là une expression vérifiable par l'expérience, il faut introduire les données du problème. Remplaçons A par 6^, A — B par (6^— a^) sin^ô, ainsi que cela résulte des valeurs de A et de 6; prenons pour A -f- B la valeur approchée ai^ et pour s la valeur
trouvée plus haut i^ y nous aurons
{k' - kf = ^ [(6« - a^y sin* e + i|^*] . d'où, en remarquant que l'on a
formule vérifiable par l'expérience.
11 faut remarquer que, dans ces valeurs approchées de A et de A;' — A:, l'approximation sera toujours suffisante pour toules les va-
leurs de 6 avec lesquelles les expériences peuvent se réaliser, c'està-dire pour loutes les valeurs très-petites de cet angle.
VérlileatioBS expérimentales de m. Jamln* — Les
formules que nous venons de calculer ont été données en 1889 par Mac Cullagh. Elles diffèrent très-peu, quant aux résultats expérimentaux, de celles que Caucliy a fournies à M. Jamin sur sa demande. M. Jamin ne connaissait nullement le mémoire de Mac Cullagh, et il voulait vérifier s'il est possible de rendre compte des phénomènes que produisent les cristaux doués du pouvoir rotatoire, en supposant que dans ces cristaux le rayon vecteur de l'ellipsoïde de Huyghens est diminué d'une longueur constante ^^).
Dans ses expériences de vérification, M. Jamin opérait avec une lame de quartz perpendiculaire à l'axe , qu'il inclinait d'une quantité variable sur la direction des rayons incidents; l'angle 0 pouvait ainsi se calculer à chaque observation. La lumière, au sortir de la lame, était reçue sur un compensateur de Babinet (209), qui servait à mesurer la différence de phase entre les composantes polarisées parallèlement et perpendiculairement à la section principale; c'est par l'observation de cette différence de phase que M. Jamin a cherché à vérifier les conséquences de la théorie; les nombres qu'il a obtenus coïncident parfaitement avec ceux qu'il a déduits des formules de Cauchy. On peut donc regarder la théorie précédente comme expliquant d'une manière complète les phénomènes de la polarisation rotatoire dans les cristaux à un axe.
B. — Cristaux X deux axbs.
292. métlMNle de niae C?iillairli« — On est loin de connaître aussi bien les lois qui régissent la marche de la lumière dans les cristaux à deux axes dont les dissolutions jouissent du pouvoir rotatoire. Il est évident que dans ces cristaux la polarisation doit être en général elliptique. La question a été abordée successivement par Mac Cullagh et par Cauchy, mais ces géomètres n'ont donné que des indications de théorie sans développer leurs calculs.
•î C. /?. , XXX, 99. — Ann. dechim, et dpphyt., (3), XXX, 55.
La méthode de Mac Cullagh ^^^ est très-remarquable : c*est un bel exemple de ce qu'on peut faire quand on est réduit à de simples conjectures. Pour faire comprendre en quoi consiste cette méthode, il faut rappeler certains principes de mécanique et» en premier lieu , celui qui porte le nom de d'Alembert. Ce principe nous apprend que, dans le mouvement d'un système de points soumis à des liaisons quelconques et sollicités par des forces quelconques, il y a équilibre à chaque instant, au moyen de ces liaisons, entre ces forces et des forces égales et directement opposées à celles qui produiraient sur chaque point matériel supposé libre le mouvement qu il suit réellement.
Si on considère un point en état de mouvement dont les coordonnées sont j?, y , z, et dont le déplacement a pour projections sur les axes ^, y;» ^, et si, de plus, ce corps est sollicité par une force totale dont les composantes suivant les axes sont X, Y et Z, il faut que Ton ait, d'après le principe des vitesses virtuelles combiné avec celui de d'Alembert,
quels que soient les déplacements virtuels Sx. Sy, Sz.
S'il y a un système de points liés entre eux, il faut que la somme des moments virtuels relatifs à chaque point soit nulle pour tous les déplacements compatibles avec les liaisons. Si les points sont infiniment rapprochés, cette somme se change en intégrale, et l'équation devient
Si, au lieu des forces motrices X, Y, Z, nous introduisons les forces accélératrices, et si nous remplaçons la masse m par pdxiyài p désignant la densité, nous avons
Toutes les fois que les forces qui agissent sur le système sont
'') Procefd, ofthe Ir. Acad., I, 383.
iniquement des forces moléculaires ne dépendant que de la disance des molécules entre elles, la somme XSœ-^YSy -{-ZSz peut itre considérée comme la différentielle totale d'une fonction V des coordonnées j?, y, z, que Ton désigne sous le nom de fonction des hrces ^^\ En remplaçant cette fonction par rfV, l'équation précélente peut s'écrire
JjJ p dx dy dz d\ -jjfp dxdydz (^^^ + ,7!% +j^ Sz^ '
Quand la fonction des forces est connue, le problème ne présente plus que des difficultés d'analyse , et on voit que , pour les mouvements vibratoires moléculaires, tout se réduit à la recberche de la fonction des forces.
Dans les milieux biréfringents dépourvus du pouvoir rotaloire, l'expérience montre que la lumière est toujours polarisée. Les phénomènes, et par suite la fonction des forces, ne dépendent que des léplacements relatifs des molécules du milieu. Mais de ces déplacements relatifs il est impossible de rien déduire qui puisse donner ieu aux phénomènes rotatoires.
Mac CuUagh a reconnu que, si l'on introduit dans la fonction des "orces Yaire relative d'une molécule par rapport aux autres molécules, l'équation contiendra des termes proportionnels aux dérivées :roisièmes et pourra rendre compte du pouvoir rotatoire.
Quand une molécule se meut dans l'espace, l'aire décrite par sa projection sur le plan des xy est
^{xdy-ydxy,
nais si, au lieu de rapporter le mouvement de cette molécule à l'origine des coordonnées, on le rapporte à une autre molécule également mobile , on pourra considérer l'aire relative de la première par rapport à la seconde. Pour obtenir cette aire relative, il suffit de remplacer dans l'expression précédente x ei y par les déplacements relatifs. Soient donc >7 et ^ les projections , sur les axes des y et des x^
du déplacement d'une des molécules; tj-hj-dz^ Ç+t^ (fe les pro-
<*) Voir, pour la démonslralion de ce Ihëorème, le tome VII du présent ouvrage, p. 7.
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jections du déplacement de la seconde molécule. En considérant le mouvement d'une onde plane perpendiculaire à Taxe des z , la considération des aires relatives introduira dans la fonction des forces des termes de la forme
dz dz* dz dz* '
et Téquation définitive où entre dV contiendra des dérivées troisièmes. Si Ton fait cette hypothèse dans la théorie de Mac Cullagh sur les cristaux à un axe, on peut expliquer toutes leurs propriétés rotatoires. On est donc conduit h penser que la même hypothèse dans les fonctions des forces pour les cristaux à deux axes rendra compte aussi des phénomènes de la polarisation rotatoire. L'introduction des aires relatives dans la théorie de la propagation de la lumière dans les cristaux à deux axes montre que la polarisation y est généralement elliptique, mais que, suivant les directions des axes optiques, elle devient circulaire, ce qui tendrait à faire penser que les cristaux à deux axes possèdent le pouvoir rotatoire suivant les directions de leurs axes optiques. Cette conséquence de la théorie de Mac Cullagh serait très-importante, mais elle n'a pu encore être vérifiée expérimentalement. D'abord, il est rare de rencontrer des cristaux à deux axes assez transparents et assez purs pour se prêter à des expériences de ce genre, et qu'on puisse tailler perpendiculairement à la direction d'un axe optique. Mais, quand même cette difficulté serait surmontée, il en resterait une autre inhérente aux propriétés mêmes des cristaux à deux axes. Dans les cristaux à un axe, le rayon ordinaire a une vitesse constante et le rayon extraordinaire acquiert sa vitesse maximum ou minimum lorsqu^l se meut dans la direction de l'axe. 11 en résulte que les phénomènes varient très-lentement au voisinage de l'axe. Dans les cristaux à deux aies, au contraire, l'axe optique est une direction suivant laquelle les vitesses des deux rayons sont fortuitement égales; aucune d'elles n'y est maximum ni minimum , et elles varient rapidement dès qu'on s*en écarte. On conçoit donc que les propriétés rotatoires suivant les axes optiques seraient très-difficiles à mettre en évidence.
293. Travaum de C^uelty. — Gauchy à fait connaître en 18&7 ^^^ des équations hypothétiques qui expliquent les phénomènes de la polarisation rotatoire dans les cristaux à deux axes. Le mouvement vibratoire moléculaire dans les cristaux à deux axes dépourvus de pouvoir rotatoire peut se représenter par des équations de la forme
g=2'*m(Ax+AÇ)/(«+p),
et deux autres analogues pour jTT ®* ^' Dans ces équations, m
et (i sont les masses des molécules qui occupent les positions ayant pour coordonnées x^y^ z et x+Lx^ y+Ay, z4- Az; Ç, 1;, Ç sont les déplacements de la première molécule dans l'état de mouvement, Ç-f-AÇ, n + i^ny Ç+AÇ les déplacements de la seconde molécule, V leur distance initiale et p + s' leur distance pendant le mouvement.
Pour tenir compte du pouvoir rotatoire, Gauchy complète ces équations en leur ajoutant un terme de la forme suivante :
= 2l^w(Aa;4-AÇ)/(t?+p) 4- ^(J^m {^z^ï1 + ^yàz)f^ {v).
Les termes ainsi ajoutés sont du genre de ceux qui représentent les aires relatives. Mais, au lieu d'introduire dans la fonction des Forces des dérivées secondes, et par suite des dérivées troisièmes dans l'équation définitive, les formules de Gauchy introduisent dans l'expression du mouvement vibratoire les dérivées premières du déplacement, d'où il résulte qu'avec l'approximation que nous avons employée précédemment on arrivera à des résultats indépendants de la longueur d'ondulation. Gette théorie paratt donc inférieure en probabilité à celle de Mac Gullagh. Gauchy a vainement essayé de rendre compte de la polarisation rotatoire par une hypothèse sur la constitution mécanique du milieu et sur l'arrangement des molécules. Il avait cru y arriver en supposant aux molécules une forme dissymétrique, mais Mac Gullagh lui fit observer que son hypothèse le conduirait à introduire dans les équations différentielles des
C. A, XXV
termes à coefficients de même signe , tandis que les signes de ces coefficients doivent être contraires pour qu'il y ait pouvoir rotatoire.
294. Travam de m. Clebseli. — Un mathématicien allemand, M. Clebsch ^^\ a développé les formules de Gauchy et cherché à en déduire les propriétés des cristaux pourvus du pouvoir rotatoire. La méthode de M. Clebsch est souvent fort arbitraire; il identifie dans le cours des calculs des constantes distinctes, de sorte qu'on peut élever des doutes sur l'exactitude de ses résultats. En étudiant les cristaux à deux axes , il a trouvé que leurs propriétés suivant les directions de leurs axes optiques sont comparables à celles des cristaux à un axe suivant la direction de l'axe. Il a cherché ensuite à donner une explication mécanique des termes ajoutés par Cauchy. Suivant lui, on retrouve les termes introduits par Cauchy en admettant qu'outre les actions ordinaires qui s'exercent entre deux molécules il en existe une autre, variable avec la distance et dirigée perpendiculairement au plan qui passe par les deux molécules et par la direction de la vitesse relative de l'une d'elles par rapport à l'autre. Mais ce qui est plus extraordinaire encore, c'est que M. Clebsch admet que cette force persiste indéfiniment, c'est-àdire qu'à chaque instant elle est représentée par l'intégrale de toutes celles qui ont existé depuis le commencement du mouvement ; toutefois cette intégrale ne peut être indéfiniment croissante. On voit que toutes ces hypothèses sont peu d'accord avec ce qui s'observe généralement ^*l
C. — Pouvoir rotatoire des dissolutions actives
295. Coiuildératioiui ^éwkérmiem. — Laissant de côté les considérations théoriques que nous venons d'exposer, il y a intérêt
<» Journal de Crelle, LVII, 3 19.
(>) Postérieurement à Tépociue où ces leçons ont été professées, M. Briot, dans son Ei$ai iur la théorie mathématique de la lumière, a donné une théorie complète de la polarisation rotatoire. Il prend pour point de départ les in^Utés que, dans les milieux dissfmétriques, Téther éprouve dans sa distribution, et suppose que dans ces milieux les fiJtf de molécules d^éther sont tordues en hélices elliptiques. Ces inégalités introduisent dao* les équations différentielles des mouvements vibratoires des dérivées d^ordre impair dont la présence indique le pouvoir rotatoire. Nous renvoyons le lecteur à Touvrage de M. Briot* retendue de sa théorie ne nous permettant pas de la reproduire ici..
îsager la question à un autre point de vue et à chercher ce ( aurait à faire pour passer de l'étude des cristaux doués du ir rotatoire à celle des dissolutions actives. On peut regarder le établi par la théorie et par l'expérience que, dans les cristaux
ou à deux axes doués du pouvoir rotatoire, la polarisation gne se change en polarisation elliptique; de plus, à cause de itesse des termes à ajouter aux équations différentielles, les 38 de l'onde ordinaire et de Tonde extraordinaire seront tou* à peu près semblables. Pour se rendre compte des propriétés issolutions actives, il faudra résoudre le problème suivant : est l'effet produit sur un rayon polarisé rectilignement par un re immense de molécules douées de la propriété de transr ce rayon en deux rayons elliptiques de sens contraire, et dinées de toutes les manières possibles dans un milieu inactif? nécessaire de poser ainsi la question, à cause des nombreuses lences qui prouvent que la structure moléculaire se conserve les dissolutions, et que par conséquent la dissolution d'un cristal du pouvoir rotatoire dans un liquide inactif doit être considérée te un mélange de molécules actives et de molécules inactives, us allons d'abord chercher à rendre compte de cette première [ui consiste en ce que la rotation du plan de polarisation lite par une dissolution est proportionnelle à l'épaisseur de onne liquide traversée. Pour cela nous remarquerons que. e dans lequel se succèdent les molécules étant indifférent, mt grouper ensemble toutes celles dans lesquelles le rayon leux fait les mêmes angles avec les axes de cristallisation; la n principale des molécules ainsi définies est encore indéters, et elle pourra prendre toutes les directions compatibles avec mière condition. Nous allons nous proposer de démontrer que
d'un pareil système sera de faire tourner le plan de polari- , d'un angle déterminé, et, pour y arriver, nous allons d'abord ner l'effet d'une lame unique douée du pouvoir rotatoire.
6. Action d'une lame minée unique, douée du pourotatoire, sur la lumière polarisée reetili^nement*
apposons qu'un rayon polarisé rectilignement tombe sur une
iiDBT, VI. — Optique, H. a 9
lame crislalline mince, dou^c du pouvoir rotatoire, et que cette lame soit oblique à l'axe s'il s'agit d'un cristal à un axe, et dirigée d'une façon quelconque s'il s'agit d'un cristal à deux axes. Prenons pour plan de figure un plan (fig. A8)parallèle à la surface de Tonde incidente supposée plane. Soient PP' la trace du plan primitif de polarisation sur ce plan de figure et II' celle de ta seclion principale de la lame.
Le mouvement vibratoire de la lumière incidente peut sedëcomposeren deux mouvements parallèles à ll'.que nous prendrons pour aie des Ç, et à la droite OM perpendiculaire ù II', qui sera l'axe des n. On obtient ainsi deuK rayons polarisés dans des plans perpendiculaires, que l'on peut, comme nous l'avons vu (260). remplacer par deux rayons polarisés elliptiquement en sens contraire. En désignant par i l'angle de la section principaU- de la lame avec If plan primitif de polarisation, par k une quantité comprise entre zéro et l'unité et variable' avec la direction dii rayon par rapport atu axes du cristal, en posant enlin
nous avons trouvé que les mouvements vibratoires sur les deui rayons polarisés elliptiquement sont exprimés (260), pour le rayon polarisé elliptiquement de gaucbe à droite, par les équations
>f = -— T;(cosisinip — isint'cos^),
5= vT3(cosicos(p+Asinisinp),
et pour le rayon pobirisé elliptiquemenl de droite k gaucbe, p
es équations
»?' = -— p(A;^cos tsiii^+ A' sintcos^),
^' = r; ( A' cos t cos (p — sin t sin (ff).
Les deux rayons elliptiques, en traversant la lame, y acquièrent ine certaine différence de phase, et, pour obtenir les expressions des nouvements vibratoires au sortir de la lame, il faut, pour le rayon >olarisé de gauche à droite, remplacer ^ par ^ — ^, et, pour le rayon )olarisé de droite à gauche, remplacer (p par ^ — y, ^ et y étant léfinis comme il a été dit plus haut (261). Il vient ainsi
ri = -n [cos î sin (^ — S) — k sin i cos (^ — S)\ .
Ç--= ^ [cos i COS {(p — S) + k sni i sin (^ — ^)J ,
ri' = p [k^ cos t sin {(p — y) + k sin t cos (^ — y)] ,
Ç' = T^ [Â: COS t cos (^ — y) — sin isin (^ — y)].
Pour déterminer l'état du mouvement vibratoire à la sortie du cristal, prenons pour axe des x la trace du plan primitif de polarisation et pour axe des y une droite peipendiculaire; nous aurons
y=-{ri + ri')cosi — {^+^')sini, x=(>? + >y')sint+(Ç+Ç')cos/.
En remplaçant dans ces équations ^, ^\ ri, ri' par leurs valeurs, il vient
— sin t cos i[k cos {(p—'S) — k cos (^ — y)] +sintcosi[/:cos(^ — ^) — Acos(^ — y)] + sin2t'[ifc2sin((p~^) + sin((p-y)],
fou
(i+it3)y=«cos2i[8in((p-^) + i''sin((p-y)]
+ 6in^r[A2sin((p-^) + sin(<p-y)].
Si.
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De même on trouve
(i + lc^)x=sïnicos i[sin[^ — S)-{- 1^ sin{(p — y)\
— sin^ i [Â: cos {(p — S) — k cos (^ -— y)]
— cos^i[/:cos(Ç — ^) — /:cos(^ — y)]
— sin i cos t [ U^ sin (9 ~ ^) + sîn (^ — 7)] , d'où Ton lire
(1 + l^)x=kcos{(p — y) — kcos{(p — S)
+sintcosi[(i — A?)8in(^ — ^) — (1 — /r*)sin(^ — y)],
et enfin
(i+ifc^)a;=-Qitsin~^sin((p-^)
— (1 --/r^)sin9t sin— ^cos^^ ^j .
Reprenons maintenant la valeur de (i+A*^)y et écrivons-la de la manière suivante :
cos*/
('-t-*^)y='^l(i+A-'^)[sin(<P-^) + sin((p-y)J
+ (1 -Â:»)[sin(<p-^)-8in(Ç-y)]j -t-^'j(i+^)[sin(<P-r) + sin((p-^)]
+ (1 -A-2)[sin((p-y)-sin((p-^)]l-
En simplifiant cette expression et en lui adjoignant celle ^ [^i + tc^)x, on a définitivement pour les deux composantes du mou* vement vibratoire au sortir de la lame
(t + *^)y-(i+fc»)cos^sin(ç-^)
— (1 —A?) cos 91 sin -^cos [^ ~y
-—(1 — /:2)sin Qtsin — ^cosf^ ^J-
rayons forment un système facile à définir. En effet, chacune eurs de j? et de y est la somme de deux termes dont les deux ifs ont la même phase , ainsi que les deux seconds , et la phase ax premiers termes diffère de celle des deux seconds termes
L'ensemble du mouvement peut donc être considéré comme
«lui de deux rayons polarisés rectilignement et dont les phases
Qt de -- •
rayon représenté par les deux derniers termes a pour am-
)oiarisé dans l'azimut st.
Qous supposons que Ton ait ^>y, c'est-à-dire que le rayon \é elliptiquement de gauche à droite aille moins vite dans la ristalline que le rayon polarisé de droite à gauche, les deux santés du rayon que nous venons de considérer sont négatives ihase est représentée par
tensité est
/._tns .
sin^
deux premiers termes représentent aussi un rayon polarisé pnement, dont la phase est
;ensité
^. [(, +A-)«cos*^+ /.A^sin^^] .
ir trouver son azimut de polarisation, il suQit de remarquer rapport du terme en x avec le ternie en y représente la tande l'angle que forme ce plan de polarisation avec le plan if. En désignant cet angle par p, on a
En résumé, i'eflet produit sur un rayon polarisé par une lame douée du pouvoir rotatoire peut s'énoncer de la façon suivante : le rayon, à la sortie de cette lame, est remplacé par deux autres polarisés rectilignement, l'un polarisé dans l'azimut fit, ayant pour
phase ^ et pour intensité f — jzj sin^ — ^» l'autre
polarisé dans un plan qui fait avec le plan primitif de polarisations
un angle ayant pour tangente — -jz tang — ^» ayant pour phas^
<p et pour intensité
Si nous supposons que l'épaisseur de la lame soit très-petite, les angles p et — - seront aussi très-petits, et par suite sensibleine/?/ proportionnels à leurs tangentes. On pourra donc écrire
En outre, — - étant très -petit, on voit que l'intensité du rayon
polarisé dans l'azimut p sera sensiblement égale à l'unité et que celle du rayon polarisé dans l'azimut ai sera très-près d'être nuOe. Donc une lame mince ne produit, sur un rayon rectilignement polarisé, d'autre effet que de faire tourner le plan de polarisation, elk
pouvoir rotatoire de cette lame est représenté par -TTi, quantité dont la plus grande valeur correspond à /r= 1 .
297. Action d'un ^rand nombre de kmics eristolliB^ minées également épaisses et diversement orientées*^
Nous allons maintenant examiner le cas où un rayon polarisé rectilignement traverse un grand nombre de lames douées du pouvoir rotatoire, toutes de même épaisseur et ayant leurs axes de cristallisation également inclinés sur le rayon incident, mais dont les sections principales peuvent avoir des directions quelconques. Supposons qu'il y ait n de ces laipes de même épaisseur et reprësentoiv*
ar t\ fangie de la section principale de la première lame avec le lan primitif de polarisation , par 1*2 l'angle de la section principale e la seconde lame avec la section principale de la première, par t'3 angle de la section principale de la troisième lame avec la section rincipale de la seconde, et ainsi de suite jusqu'à i^, tous ces angles tant comptés vers la droite.
En traversant la première lame, le rayon se divise, comme nous enons de le voir (296), en deux rayons polarisés rectilignement, un polarisé dans l'azimut stet le second polarisé dans l'azimut p; i Ton désigne par h^ l'intensité du premier de ces rayons et par a^ intensité du second, on a
. i-lâ . S-y
b = — -jT sm — - 1 +«* 2
En traversant la seconde lame, chacun de ces deux rayons se comlortera comme le rayon unique incident, ce qui donnera quatre ayons. De même il y aura huit rayons au sortir de la troisième lame, t en général a'* rayons à la sortie de la f"^ lame, ce qui donne I* rayj^ns quand toutes les lames formant le système que nous onsidérons auront été traversées.
Parmi ces 9" rayons considérons celui qui, en traversant toutes es n lames, a toujours subi la modification qui correspond à la ettrea. Le plan de polarisation de ce rayon aura tourné de np^ son implitude sera devenue ^" et sa phase
Il y a ensuite des rayons qui ont subi la modification a dans
— 1 lames, et la modification ft, c'est-à-dire le passage à l'azimut
11, dans une lame seulement : leur amplitude sera a*"' ft, et, comme
a modification 6 a pu s'eflcctuer dans chacune des n lames, il y
lura n rayons de cette nature.
De même la modification 6 a pu se produire â fois et la modifiation a a pu se produire w — 9 fois : le nombre des rayons de cette
nature sera égal au nombre des combinaisons de n objets pris deux à deux, c'est-à-dire à •
En général, un rayon qui aura subi n — q fois la rotation du plan de polarisation égale à p, et ^ fois la rotation égale à si, aura pour amplitude «"""'6^ et le nombre des rayons de cette nature sera
En résumé, il y a donc
DE PHASE D^ AMPLITUDE
1 rayon a" ^— n ^»
-rayons a""* 6 (p — (n—\) ^ ^
i rayon h'* (^-n ^ — n — •
Les rayons qui ont pour amplitude a""^i ont tous même phase
9 — w — — ^ » mais leur azimut de polarisation varie d'un rayon a
l'autre. Pour un rayon qui a d'abord traversé p lames en subissant la modification a, l'azimut du plan de polarisation est pp, et il rencontre la (p+ i)""" plaque dont la section principale fait avec le plan primitif de polarisation l'angle
de sorte que l'angle de la section principale de la [p + i)''"' la^e avec le plan de polarisation du rayon qui la traverse est
A la sortie de cette lame le rayon a subi ia modification b et son plan de polarisation a tourné de
îî(h+«2H ^-'p^-l)-2/?p,
de sorte que son azimut est devenu
en posant
En traversant les n — (p 4- 1) lames restantes, le rayon subit de nouveau la modification a et son plan de polarisation tourne de
de sorte que l'azimut de ce plan de polarisation , lorsque le rayon a traversé toutes les lames, est devenu
p pouvant prendre toutes les valeurs depuis i jusqu'à n, il est évident que cette expression pourra prendre n valeurs différentes et que la valeur du second terme sera toujours comprise entre (n — i) p et — (n— i) p.
Le second groupe des rayons, dont le nombre est — ; — » l'amplitude commune a"" ^6^ et la phase commune ^ — n — » donnera lieu à des considérations analogues. L'azimut sera également variable d'un rayon à l'autre.
Ceci posé, remarquons que le rayon qui a subi la modification a dans toutes les lames et qui a pour intensité a" est polarisé dans l'azimut np. Il s'agit de démontrer que, si n est très-grand, le rayon polarisé dans l'azimut np est le seul qui ait une intensité sensible au sortir des n lames.
Pour cela, projetons les mouvements vibratoires de tous les rayons
sur deux axes, l'un parallèle et l'autre perpendiculaire à l'azimut np. Sur la droite per})endiculaire à cet azimut nous avons d'abord la vibration entière du rayon
a» sin (9 ~ w -^) ;
puis il faudra y ajouter un grand nombre d'autres termes qu'on obtiendra en multipliant par un cosinus, c'est-à-dire par un nombre compris entre — 1 et + 1 , les vibrations de chacun des rayons des
différents groupes. Tous ces rayons ont des phases qui varient de -
quand on passe d'un groupe à Tautre. La somme de leurs projections est évidemment moindre que celle que nous obtiendrons en leur supposant à tous même phase. En outre, comme les cosinus par lesquels il faut multiplier les mouvements vibratoires des rayons d'un même groupe pour les projeter ont des valeurs très-nombreuses comprises indifféremment entre — 1 et + 1 , la somme réelle est encore très-petite par rapport à celle qu'on obtiendrait en remplaçant chacun de ces cosinus par l'unité. Comme il y a w rayons d'ampli-
tude a""^i,— ^— ; — ^rayons d'amplitude égale à fl""^i^, la somme obtenue dans l'hypothèse que nous venons de faire est égale à
c'est-à-dire, d'après la formule du binôme, à
En résumé, la composante du mouvement vibratoire suivant une direction perpendiculaire à l'azimut np est donc formée de deuv termes , dont l'un est égal à
^"sin (ç n — -U
et dont l'autre est très-petit par rapport à la quantité
(a + bY-n\
Si donc nous faisons voir d'abord que la quantité (a-f-ft)*— «'a
une limite finie quand n augmente indéfiniment, et ensuite que la limite de a* dans la même condition est l'unité, nous aurons démontré que, pour une valeur très-considérable de n, l'intensité du rayon polarisé dans le plan dont l'azimut est np est très-voisine de l'unité, et que, par suite, ce rayon est très-près d'être seul à subsister.
Cherchons d'abord la limite de a" quand n crott indéfiniment. On a
et, en remplaçant dans la parenthèse cos^ — ^par i — sin^ — 21,
(iH-K*)* 2
D'ailleurs, k étant compris entre zéro et l'unité, on a
et par suite
Si nous élevons à la puissance n l'expression de a^, il vient
Si nous remplaçons le sinus par l'arc, le résultat sera trop petit : donc
Si nous changeons le signe du second terme de la parenthèse , le résultat sera trop grand ; donc
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Nous supposons n très-grand; mais il faut admettre en même temps que la différence de marche totale sest une quantité finie: nous pouvons donc poser
6 étant une quantité finie. En substituant à 3— y sa valeur -■< il vient
ou bien, en posant
|- (i-fc»)'»-!, L (i + fc')'4n'J
AV
Développons ces deux expressions par la formule du binôme, nous aurons un nombre de termes très-grand, mais fini; il vient ainsi
.«^ /r , nln— i) h}
Si dans la première inégalité on prend tous les termes négativement à partir du second, l'inégalité subsistera a fortiori et Ton aura
Les deux inégalités subsisteront encore si Ton remplace tous les
facteurs-» »— r— ^etc, par le facteur plus grand n, ce qui
donne
-^ n^ rv /i*
^ » ni ;|4 yj6 '
ou bien
A II
Si n augmente indéfiniment « on voit que la série des termes que dans ces deux inégalités on ajoute à l'unité ou que l'on retranche de l'unité a pour valeur
quantité qui a pour limite zéro lorsque n augmente indéfiniment.
Les deux limites de a" ont donc pour valeurs Tunité, et par conséquent il en est de même de la limite de a*", et par suite aussi de la limite de a!".
Il nous reste à démontrer que la quantité (a + 6)" — a* a une limite finie quand n augmente indéfiniment. Cette quantité est plus petite que
dont la limite est
or
sm
i-^k' la limite cherchée est donc plus petite que
ou, en posant
ue
Or l'expression f i ^-^l^a pour limite e^ quand n augmente indéfiniment. Donc e^—i est une limite supérieure de la quantité (a + A)" — fl% qui par suite reste toujours finie.
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Il résulte de ce que nous venons de voir que, si un rayon polarisé recliiignement traverse un système de n plaques minces douées du pouvoir rotatoire, ces plaques étant toutes de même épaisseur, en nombre très-grand, toutes ayant leurs axes de cristallisation inclinés de la même façon par rapport au rayon incident, mais leurs sections principales étant orientées d'gne manière quelconque, l'action de ce système sur le rayon se réduit à une rotation du plan de polarisation égale à wp. Or, d'après la valeur trouvée précédemment pour p,
on a
afe S— y
la rotation produite par le système des n lames est donc égale au
produit de la quantité — tt; par la rotation que donnerait une lame
unique douée de la polarisation circulaire et établissant entre les deux rayons la même différence de marche que le système des n lames minces.
Il ne serait probablement pas difficile de vérifier ce résultat par l'expérience, en faisant passer un rayon polarisé à travers un paquet de lames minces de quartz, dont les sections principales seraient orientées dans des plans différents et disposées au hasard.
M. Jamin, comme nous Tavons vu plus haut (291), a calculé les valeurs de ^ — y et de k, pour le cas oii un rayon polarisé traverse une lame de quartz perpendiculaire à Taxe, inclinée d'un angle variable sur la direction du rayon incident. A l'aide des nombres qu'il a trouvés et de la formule que nous venons d'établir pour le cas ou le rayon traverse un grand nombre de lames minces de même épaisseur et également inclinées sur la direction du rayon, nous pouvons calculer la rotation que subit, dans ce cas, le plan de polarisation*. Cette rotation est en effet égale à wp, c'est-à-dire à
Les résultats qu'on obtient ainsi par le calcul de np montrent que la rotation du plan de polarisation produite par le système des lames est à peu près égale à celle que donnerait une lame de quartz
ESSAIS DE THÉORIE. Ui
perpendiculaire à l'axe, ayant la même épaisseur que le système des âmes minces. Cette conclusion était tout à fait inattendue, car on îtait habitué à regarder le pouvoir rotatoire comme disparaissant apidement à une petite distance de l'axe. Or, l'affaiblissement que ubit le pouvoir rotatoire du sulfate de strychnine lorsqu'on le met m dissolution pouvait s'expliquer à l'aide de cette hypothèse de la lisparition rapide du pouvoir rotatoire lorsqu'on s'éloigne de l'axe, ^omme cette hypothèse est reconnue inexacte pour le quartz, il en ésulte que l'observation de M. Descloiseaux présente une difficulté lont on n'a pas encore de solution.
La méthode de la superposition des lames permettrait de suivre e pouvoir rotatoire jusqu'à une distance de l'axe à laquelle le procédé de M. Jamin n'est plus applicable, et de déterminer sa valeur [lOur chacune des valeurs de l'angle 6 que fait l'axe de cristallisation les lames avec le rayon incident, ou, ce qui revient au même, avec la normale à la surface de ces lames. Connaissant ensuite le pouvoir rotatoire en fonction de l'angle 6, on pourrait en déduire le pouvoir rotatoire des dissolutions.
En effet, quand un cristal se dissout, on peut admettre qu'il se livise en un nombre très-grand de lamelles orientées à peu près indifféremment dans toutes les directions, et il est facile de calculer le nombre relatif de lames dont la normale fait un angle 6 avec Taxe ie cristallisation. Pour cela , menons par un point quelconque 0 une parallèle OA à l'axe de cristallisation, et, de ce point 0 comme centre, décrivons une sphère avec un rayon égal à l'unité. Comme nous avons supposé les chances égales dans toutes les directions^^ :hacun des rayons de cette sphère sera perpendiculaire à un même dombre de lames, ou, en d'autres termes, deux éléments égaux de la surface sphérique seront parallèles à un même nombre de lames cristallines. Le nombre de ces lames dont les normales font avec i^axe des angles compris entre 6 et O + dO est donc proportionnel à la surface d'une zone sphérique qui a pour expression 27r sin 0 dO.
Soit maintenant ^ (0) la valeur de la rotation pour l'angle 6 :
l'intégrale i *^(ô)sinôrfô donnera la rotation produite par l'en- Beroble des lames, c'est-à-dire la rotation produite par la dissolution.
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On voit que, si le pouvoir roiatoire est le même dans toutes les directions, ^{6) est une consUmte c et l'intégrale se réduit à
* c I ' sin 0 dO = c.
Dans ce cas particulier, la dissolution aura donc le même pouvoir rotatoire que le cristal lui-même dans la direction de l'axe.
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SEPTIÈME PARTIE
LEÇONS
298. €?oiuiMératloiui générales* — Lorsque, par l'action le diverses forces, la constitution homogène des corps uniréfringents je trouve altérée, il peut se produire dans ces corps une double réfraction artificielle, que nous désignerons d'une manière générale $ous le nom de double réfraction accidentelle.
Il y a, dans la production de la double réfraction accidentelle, ieux classes de phénomènes à distinguer :
1® Les phénomènes provenant des changements permanents ou temporaires produisant des inégalités d'élasticité et des modifia rations de l'arrangement moléculaire dans la matière pondérable. Tels sont ceux qui naissent de l'application de forces mécaniques mx corps, c'est-à-dire de la pression; tels sont encore ceux qui ont 30ur origine la trempe ou la cristallisation s'opérant d'une façon rrégulière. La double réfraction due aux forces mécaniques est paslagère; la trempe ou la cristallisation irrégulière donne lieu à une louble réfraction permanente. Nous réunirons néanmoins ces deux espèces de phénomènes dans une même classe » parce qu'ils sont iccompagnés les uns et les autres d'une modification de la matière )ondérable au point de vue de son arrangement moléculaire et de
<^> Ces leçons, de même que les leçons sur la polarisation chfomatique et les leçons sur i pdarisation rotatoire, ont ët^ professées en 1861 dans le cours de troisième année ^ rÉcole Normale, et rédigées par M. Mascart.
son élasticité. Les phénomènes de la polarisation chromatique sont évidemment propres à révéler l'existence d'une double réfraction même très-faible, qui se développe dans les corps uniréfringents sous l'action des forces que nous venons d'indiquer. C'est ainsi que Biot, en excitant des vibrations longitudinales dans une lame de verre de a mètres de longueur, placée entre un polariseur et un analyseur, s'assura que cette lame , à chaque friction , présentait des propriétés biréfringentes dans le voisinage des lignes nodales : il voyait reparaître celle des images de l'analyseur qui était éteinte lorsque la lame était en repos.
a*' Les phénomènes provenant de l'influence de l'électricité ou du magnétisme. Ces phénomènes, découverts par Faraday, diffèrent des précédents en ce que la matière pondérable paraît ne subir aucune modification sensible; car les expériences réussissent également avec les liquides et avec les solides. Il en résulte que l'électricité et le magnétisme doivent, soit agir directement et uniquement sur les molécules d'éther, soit agir sur la matière pondérable sans qu'il } ait dans celle-ci aucun dérangement de symétrie , et cette hypothèse est presque impossible à concevoir.
Nous ne nous occuperons, dans ce chapitre, que de la première classe des phénomènes de la double réfraction accidentelle ^'\
PHÉNOMÈNES EXPÉRIMENTAUX DE LA DOUBLE RÉFRACTION ACCIDENTELLE
A. — Double ri^fraction produits par la pression.
299. fixpériencMi de Brewster. — Les premières obiyervations sur la double réfraction produite par la pression sont dues a
^^^ Les lois expérimentales et la théorie de la polarisation rotatoire magnétiqiM *'>'' nxposées tout au long dans les mémoires originaux de Verdet contenus dans le tomcl"^ [présent ouvrage.
rewsier; il les communiqua h la Société Royale de Londres le j janvier i8i5^^^ Le procédé qu'il employa d'abord est assez 'ossier : il consiste à exercer des pressions faibles sur des matières flatineuses, comme la gelée de pied de veau ou la colle de poisson. ;s matières, pâteuses et transparentes, solidifiées dans des contions régulières, ne présentent aucune propriété biréfringente, ais, si on les taille en fragments réguliers que l'on comprime enlite entre les doigts, cette légère compression suffit pour y dévepper une double réfraction très-énergique. Si on place ces fragents entre un polariseur et un analyseur, et si on les fait traverser ir un rayon lumineux , il se manifeste dans l'analyseur des images vement colorées et dont les teintes s'élèvent rapidement dans l'élelle des couleurs de Newton à mesure que la compression augente.
La compression produite par les doigts rapproche les molécules ins le sens où elle s'exerce , et tout porte à croire que les moléiles s'éloignent dans le sens perpendiculaire à celui de la com- *ession. On doit donc présumer que le corps devient analogue à a cristal à un axe , dont l'axe serait situé dans la direction de la impression.
Il était utile de rechercher si les phénomènes dont nous nous ocipons ne seraient pas sensibles dans des corps plus résistants, rewster a abordé cette question, et les résultats de ses expériences ir la compression et la dilatation du verre furent publiés le 39 féîer 1816 ^^^ Toutefois, la méthode dont il se servait comportait îu de précision. Il employait une simple pince, dans laquelle il )uvait saisir et comprimer les morceaux de verre. En portant ces agments ainsi comprimés sur le trajet d'un faisceau de rayons porisés, et en faisant tomber la lumière émergente sur un analyseur, voyait se produire des colorations variant d'une façon tout à fait régulière et correspondant aux différents points du fragment de rre. Cette irrégularité, qui ne permet d'arriver à aucune loi prése, provient de la manière dont Brewster eiïectuait la compassion.
(■) PhU, Tratu., 181 5, p. ag, 60.
(«> PkiLTrani., 1816, p. 66.
VBtDiT, VI. — Optique, II. ^h
Supposons maintenaat qu'on opère d'une manière plus régulière, que l'on exerce .sur un parallëlipipède rectangle en verre P(%. à^)à l'aide d'une vis V, une pression normale aux deux bases et que l'on peut faire varier à volonté. Si l'on interpose le parallëlipipède ainsi comprime sur le trajet d'un faisceau lumineux polarise, et si l'on reçoit la lumière émergente sur un Nicol dont la section priitcipale est parallèle au plan primitif de polarisation, on voit dans l'image fournie par le Nicol une série de lignes colorées parmi lesquelles se trouvent des lignes noires qui correspondent aux poînI« oi^ la structure moléculaire n'a pas été altérée. Ces points séparent des régions qui ont subi des altérations différentes; d'un côté des points qui correspondent dans le verre à une ligne noire il y a eu contraction; de l'autre côté, dilatation. Or, si l'on compare les lignes colorées avec celles que produiraient des plaques cristallines, on reconnaît que la double réfraction change de signe quand on passe d'un côté à l'autre d'une ligne noire. D'oà il faut conclure cette première loi, que la compression et la dilatation produisent des effets opposés de double réfraction. Les lignes qui séparent les riions comprimé»
et les régions dilatées et qui correspondent aux lignes noires doirenl d'ailleurs évidemment être parallèln ou perpendiculaires à la direction suivant laquelle s'exerce la compres- "■'«■ '»■ sion. Brewster a fait une seconde a-
périence, qui est demeurée célèbre, et dans laquelle i'infleiiim d'une lame de verre permet d'établir une relation entre la compression ou la dilatation exercée et l'espèce de double réfraction pioduite. Dans celte expérience, une lame de verre AB (fig. 5o)es( maintenue dans une mâchoire métallique M; au milieu de la partie inférieure de cette mâchoire passe une vis V qui vient s'appuyer sof la lame AB et peut l'infléchir plus ou moins. Suivant les lois ^oiraies de l'inflexion, si la courbure de la lame est peu considérable, il y a dans l'intérieur de la lame une ligne, une Ole de molécule:! qui n'éprouve ni allongement ni raccourciasement ; cette lignesif'
phéhomèn;es expérimentaux. ses
[)^e Hgne moyenne, et elle passe sensibleiaent par les centres de gravité des sections de la lame. Les iiles de molécules situées au-des-
sous de ta ligne moyenne se contractent, celles qui sont placées au-dessus s'allongent : c'est ce que montre la figure S i .
En faisant traverser cette lame infléchie par un faisceau de rayons parallèles polarisés qu'on reçoit ensuite sur un Nicol dont la section principale est parallèle au plan primitif de polarisation, on remarque dans l'image fournie par le Nicol une ligne noire parallèle aux cAtés infléchis et présentant la même courbure. Cette ligne correspond à la file des molécules qui n'ont subi ni allongemeot ni raccourcissement. De part et d'autre de cette ligne noire 00 voit .dans l'image des lignes colorées de formes différentes et courbées de part et d'autre.
Considérons une file de molécules correspondant à une ligne
'iBocbromatique de l'image : ces molécules éprouvent un rapprochc-
nent on un écartement analogues à ceux qui seraient occasionnés
ar une compression ou une traction. Chacune de ces files peut
90C être assimilée à un cristal À un axe, dont l'axe serait parallèle
la direction suivant laquelle s'eterce la compression ou la traction ,
«t-à-dire à la tangente à la courbe, et l'on peut, par l'interpo-
'on d'une lame cristalline à un exe dont le signe est connu, re-
mattre le signe de la double réfraction produite dans le verre
'âot la file de molécules considérée.
'/est en opérant de celte manière que Brewster a pu démontrer la compression développe dans le verre, et en général dans les I uniréfringents , une double réfraction analogue à celle de va répaitifê dont l'axe serait parallèle à la direction de la com- OD. Une dilatation produit des effets opposés aux précédents, •dire une double réfraction aUraeûve.
Dans la théorie des ondulations, cette loi peut s'énoncer d'une autre manière. Dans un cristal à un axe la surface de l'onde extraordinaire est représentée par un ellipsoïde de révolution dont l'axe de révolution a pour longueur ai et l'axe équatorial perpendiculaire à l'axe de cristallisation ùa. De plus, & et a sont proportionnels aox forces élastiques qui se développent dans le cristal, &^ à la force élastique développée par les vibrations perpendiculaires à Taxe du cristal, et à^ à la force élastique produite par les vibrations parallèles à cet axe.
Pour les cristaux répulsifs on a i^ <: a^, c'est-à-dire que l'élasticité optique est plus petite dans le sens perpendiculaire à l'axe que dans la direction qui est parallèle à cet axe. Il résulte de là, d'après ce que nous avons dit plus haut,- que l'élasticité optique est augmentée dans la direction d'une compression et diminuée dans la direction d'une dilatation. C'est là la seconde loi démontrée par Brewster.
Brewster est d'ailleurs allé plus loin. En mesurant la courbure de la lame et sa longueur, il a pu estimer la dilatation ou la compression d'une file de molécules correspondant à une ligne* isochromatique donnée. Comparant ensuite les teintes de ces lignes isochromatiques avec les compressions ou les dilatations, il a reconna que ces teintes correspondent, dans la série des anneaux de Newton, i des épaisseurs proportionnelles aux compressions ou aux dîlatililiif ce qui veut dire que la différence de marche établie entre Iw é0 rayons réfractés dans le verre, ou généralement dans le coipt 9iér primé ou dilaté, est proportionnelle à la compression on à lâdh* tation. Toutefois il ne faut admettre cette loi que comme approxi' mative, parce qu'il est impossible de l'établir avec une rigueur bien grande.
Brewster a signalé cette loi comme pouvant donner lieu à des applications dynamoroétriques dans lesquelles on pourrait mesurer l'intensité de la compression ou de la dilatation appliquée à an corps par la nature des teintes produites par ce corps dans la lomière polarisée ; mais il n a donné aucune suite à cette idée.
Empérienceii de Fresnel. — Avant d'arriver à l'examen
des travaux les plus récents, il n'y a plus k ciler, après les expériences de Brewster, que deux expériences dues à Fresnel. L'une de ces expériences a été réalisée par lui à faide de procédés que l'on ignore entièrement. Il l'a fait connaître aux membres de l'Académie des sciences en 1 8 1 g, mais son mémoire a été oublié dans les papiers du secrétaire perpétuel Fourier, et n'a été publié qu'en i8A6">. Fresnel y annonce qu'il a pu exercer sur des corps uniréfringents des compressions régulières et obtenir des teintes plates dans la lumière polarisée.
La seconde expérience, qui est demeurée célèbre, a été publiée par lui en 1899'^-, c'est celle par laquelle il a démontré directement l'existence de la double réfraction dans le verre comprimé. Fresnel place sur un plan , i>ar leur face hypoténuse et à cÂté les uns des autres, quatre prismes rectangulaires de verre, a, (, e, i (fig. £9); on applique sur leurs bases antérieures et postérieures des feuilles de carton , puis des barres d'acier sur lesquelles on exerce , à l'aide de vis, une forte compression qui a pour eBel de raccourcir les prismes. On place alors entre eux trois autres prismes m, r,o, et deux demi-prismes z et t, un peu plus courts que tes premiers, auxquels on les soude avec du mastic en larmes pour éviter les perles de lumière par réflexion. Si l'on regarde à travers les faces
If et z un trait placé à un mètre de distance, on le voit double et l'écart angulaire des deux images peut aller jusqu'à 6 ou 7 minutes.
Les deux faisceaux de rayons qui ''>■'*■ ^ donnent lieu à ces images ont les
mêmes propriétés que s'ils étaient fournis par un prisme de spath d'Islande dont les arâtcs seraient parallèles à l'axe du cristal. Les prismes z et t non comprimés sont destinés à détruire la déviation du rayon ordinaire et à corriger la dispersion du rayon extraordioaire.
(■) Mém.iMVAead. dette., XX, i^S. — OEutrtt eampUtu , l , Ggi . W Ahu. de ekim. tt de phyt., (a), XX, 376. — CEuvrt* cùmpUUt, 1. I, p. 713. — attUrtùt dttaSociiUPIiilamaOïiqtie,!»*». p. i3g.
301. Expérieneni de Wertheim. — En iSS/i.Wertheim"' a chercht^ à reproduire la première expérience de Fresnet, c'est-àdire à obtenir une compression ou une dilatation des corps untréfringents assez régulière pour donner naissance à des teintes plaies dans la lumière polarisée. L'appareil employé par M, Werlheim pour étudier la double réfraction produite par la compression est représenté fig. 53. Le corps uniréfringent qui doit être soumis à l'expérience est taillé en forme de paraliélipipède rectan^e P et placé «ar une plaque de fonte A très-sotldement fixée au mur. Ce support de fonte est percé de deux trous cylindriques verticaux B et B', dans lesquels passent deux tiges métalliques C, D, réunies à leur partie supérieure par une traverse £ qui repose sur te parallélipîpèd'e P, et à leur partie inférieure par une autre traverse F qui supporte en son milieu un poids G que l'on *'*"''" peut faire varier à volonté. Ce poids G
fait connaître la pression qui s'exerce sur la face supérieure do parallélîpipède P, et, pour que cette pression se distribue réguli^ rement sur toute cette face, le parallélipipède est séparé par das feuilles de caoutchouc des plaques métalliques entre lesquelles il est comprimé.
Avant de comprimer le corps qui doit servir k rexpérienee.il faut s'assurer qu'il est bien homogène et uniréfringent. A cet eflet on le fait traverser par un faisceau de rayons polarisés qu'on reçoit ensuite sur un Nicol, et on constate qu'en donnant à cet anal]««"f une position convenable l'image peut être entièrement éteinte. Si le parallélîpipède n'est pas tout à fait homogène , s'il est légèrement trempé, il peut encore servir aux expériences, car ii y a génenlement au centre une région considérable complètement exempte» trempe.
Lorsqu'on opère avec la lumière monochromatique, on fait tri' verser le corps soumis k l'expérience par un faisceau de nïW*
lU 4m,dtehim.tldfpliyt.,(i),7iJl, i36. — TUm.!» ftrù, i85.'>.
parallèles polarises à /i5 degrés d'un plan vertical perpendiculaire au plan de la figure, et on reçoit la lumière émergente sur un analyseur biréfringent dont la section principale fait aussi un angle de 45 degrés avec ce plan vertical, mais de l'autre côté. Lorsqu'on n'exerce aucune pression sur le parallélipipède, l'image extraordinaire existe seule, et, si l'on emploie un Nicol, cette image est à son maximum d'intensité. Si l'on commence à exercer une pre3sion en suspendant des poids à la partie inférieure de l'appareil, l'image >rdinaire reparaît, et, plus la pression augmente, plus son intensité levient considérable, tandis que celle de l'image extraordinaire dininue. On ajoute ainsi des poids jusqu'à ee que l'image extraordinaire ait disparu et que par conséquent l'image ordinaire ait acquis !on maximum d'intensité. Le plan de polarisation a tourné alors de 90 degrés et la lumière émergente est polarisée dans un plan perpendiculaire au plan primitif. La plaque comprimée par le poids
qui agit actuellement établit donc une différence de marche de -
entre les deux rayons réfractés : X est la longueur d'ondulation dans f air de l'espèce de lumière dont on se sert. On augmente de nouveau la charge jusqu'à faire disparaître l'image ordinaire, ce qui correspond à une différence de marche de — 9 puis jusqu'à faire disparaître l'image extraordinaire, ce qui correspond à une différence de marche de — « et ainsi de suite. On a ainsi les éléments d'une com-
paraison entre les pressions et les différences de marche, et on trouve que les différences de marche sont non pas rigoureusement , mais approximativement proportionnelles aux pressions.
On ne peut du reste pousser bien loin ce genre d'expériences, car le parallélipipède finirait par s'écraser sous la pression.
On peut aussi opérer avec la lumière Blanche en se repérant sur la teinte de passage qui, apparaissant dans l'image ordinaire ou dans l'image extraordinaire, indique l'extinction dans cette image des rayons les plus intenses du spectre. On trouvera ainsi la relation qui existe entre la pression et la différence de marche introduite par le corps comprimé pour les rayons les plus intenses , c'est-à-dire pour Les ravons jaunes moyens.
Dans tous les cas , le signe de la double réfraction est facile à déterminer en interposant une lame cristalline de signe connu entre le corps comprimé et Tanalyseur.
M. Wertheim a également étudié les effets de la dilatation. Il se servait d'un appareil analogue au précédent. Le parallélipipède était mastiqué par sa base supérieure sur une plaque fixe, et par sa base inférieure sur une plaque mobile qu'on pouvait charger d'un poids variable. Les limites de ce genre d'expériences sont encore bien plus restreintes que pour la compression , à cause du peu de résistance que présente la cohésion du mastic. Cependant M. Wertheim a pn constater que les effets produits par une dilatation sont égaux et de signe contraire à ceux que donne une compression de même valeur. Cette compensation entre les effets de la compression et de la dilatation est à peu près rigoureuse.
En examinant attentivement les résultats fournis par les expériences de M. Wertheim, on reconnaît que la proportionnalité existe bien plus entre les accroissements de pression et les accroissementi?~ ^^ de différence de marche à partir d'une certaine valeur de la pression^ ^ qu'entre les pressions et les différences de marche elles-mêmes, c- — ^ qui s'explique soit par une faible double réfraction existant dans I q plaque avant la compression, soit par l'inexactitude avec laquelH^^ est évalué le premier poids.
D'ailleurs, cette proportionnalité elle-même est loin d'être ak>solue, et il y a lieu de penser que les différences de marche sonf proportionnelles non pas aux forces comprimantes, mais aux compressions, c'est-à-dire au rapprochement des molécules comprimées. Ces compressions ne sont elles-mêmes proportionnelles aux forcer comprimantes que dans des limites assez restreintes et qui ont pu être dépassées dans les expériences.
Toutes choses égales d'ailleurs, la différence de marche introduite par le corps comprimé est proportionnelle à Tépaisseur de ce corps traversée par la lumière. Mais si, la charge restant constante, l'épaisseur varie, il résulte de la loi que nous venons de poser que la différence de marche doit rester constante. En effet, supposons que l'épaisseur devienne double, la charge restant la même; cette charge se répartissant sur une épaisseur double, la compression «^
vient en chaque point moitié moindre, et, d'après la loi précédente, la différence de marche devrait aussi être réduite à moitié; mais, comme d'un autre côté Taugmentation d'épaisseur tend à doubler la différence de marche, cette différence reste invariable. La constante de la différence de marche, quelle que soit l'épaisseur lorsque la charge demeure constante, prouve donc la proportionnalité de la différence de marche à l'épaisseur, lorsque la charge varie en même temps que l'épaisseur, de façon à maintenir une compression constante.
Dans ses premifTs travaux, M. Werlheim avait cru trouver un rapport constant entre la double réfraction des corps comprimés ou dilatés et leur coefficient d'allongement ou de contraction; mais en poursuivant ses recherches sur le verre pesant, le spath fluor, l'alun, le sel gemme, il reconnut que cette loi n'est pas générale.
Enfin, un dernier résultat déduit des expériences de M. Wertheim consiste en ce que, dans les limites des expériences, les valeurs ab^ salues des différences de marche entre les rayons réfractés par le corps comprimé ou dilaté sont indépendantes de la longueur d'ondulation. Il résulte de là que les différences de phase sont en raison inverse des longueurs d'ondulation, et que les effets de la dispersion sont rendus î\ peu près insensibles.
302. Effets de 1» compreMiioii sur les eristauiL biréfrinmmwktm. — Après avoir étudié les effets produits par la compression ou la dilatation sur les corps uniréfringenls, on a dû nécessairement se demander quels sont ceux qu'éprouvent les cristaux biréfringents; les premières expériences faites à ce sujet sont encore dues à Brewster et datent de t8i6^^^ En comprimant une lame de quartz, il obtint des résultats identiques à ceux qui résulteraient de l'addition d'une lame cristalline de même nature ou d'une augmentation d'épaisseur, d'où il résulte que, comme pour les corps uniréfringents, l'élasticité optique augmente dans le sens de la compression (299).
Les résultats obtenus par Brewster ont été vérifiés par un minéralogiste allemand, Pfaff^^^, à l'aide de procédés assez grossiers, mais
(») Erfinft. 7VaiM.,Vin,a8i.
w Pogg. Ann,, CWl, 333, GVIII, 696. — An», de ehim. et dephys., (3), LVll, 5oo.
qui l'ont conduit à quelques observations remarquables. En effet, en comprimant convenablement un cristal de quartz, il a pu changer la forme des courbes isochromatiques données par ce cristal et transformer les cercles en lemniscates; il avait donc réussi à donner au quartz, par la compression, toutes les propriétés des cristaux à deux axes.
B. — Double réfraction produite par la trempe ou par la structurb mol^claire
IRRécULlÈRE.
EiLpérieiiees ûm Seebccfe et de Brewster. — La
trempe donne lieu à des phénomènes tout à fait analogues à ceux que produisent la compression et la dilatation, avec cette seule différence qu'ils sont permanents. Dans un corps trempé, en effet, les différentes directions ne jouissent plus des mêmes propriétés : il y a des tensions moléculaires irrégulières, et la double réfraction doit s'y manifester comme cela a lieu toutes les fois qu'il y a quelque trouble apporté à l'arrangement moléculaire dans un corps.
Les phénomènes produits par la trempe ont été observés pour la première fois par Seebeck, en iSiq, et publiés dans le Journal de Schweigger en 1 8 1 3 , 1 8 1 /i et 1 8 1 5 ^^K Dans ces trois mémoires il n'y a que la description de faits dont Seebeck n'a pu saisir la cause.
Il faisait chauffer au rouge des plaques de verre de diverses formes, et les faisait ensuite refroidir assez rapidement en les agitant dans l'air : lorsqu'il plaçait les plaques ainsi trempées dans la lumière polarisée, il obtenait dans l'analyseur des figures vivement colorées, dont la forme et les couleurs dépendent de l'orientation de l'analyseur, du contour de la plaque et de la manière dont celte plaque est tournée dans son propre plan. Seebeck a obtenu également des figures colorées avec des plaques de borax fondues et refroidies rapidement, de sel gemme rapidement desséchées et de
gomme arabique obtenues par une prompte évaporation. SeebecBr se contenta d'abord de donner un nom aux phénomènes qu'il avaKtf observés : il les appela ^gtir^» entoptiques, croyant qu'ils étaient d»^ à une modification éprouvée par la lumière dans l'intérieur du corps soumis à l'épreuve. Toutefois, quelque temps après, il fti^
(» Jimmal de Schweigger, Vil, sSg, SSa; XI, 471; XII, t,
sonduit à les rapporter à leur vëritable cause, qui est la trempe du verre. Mais en ceci il avait été précédé par Brewster, qui, le premier, signala l'influence de la trempe, dans un mémoire sur les larmes bataviques communiqué en 1 8 1 à à la Société Royale de Londres ^^K Plus tard Brewster a généralisé ces faits h la suite d'une série d'expériences publiée en 1816 ^^\ et les a rapportés à une double réfraclion produite dans le verre par la trempe. H a fait voir qu'un morceau ie verre chauffé jusqu'au rouge, puis refroidi lentement, ne possède pas la double réfraction.
Brewster a encore fait une remarque importante, c'est que, lorsqu'un morceau de verre s'échauffe ou se refroidit, il jouit temporairement de la propriété biréfringente, quand la température devient stationnaire, ce qui provient évidemment de ce que l'équilibre moléculaire ne s'établit qu'au bout d'une certaine période pendant laquelle l'arrangement des molécules et la distribution des forces élastiques^ restent irrégulières.
La cristallisation peut souvent produire des effets analogues à ceux de la trempe, et, si on examine des lames de cristaux cubiques au moyen d'un polariscope très-sensible , comme celui de Bravais (310), il est très-rare d'en rencontrer qui soient complètement dé- >ourvues de toute double réfraction : c'est ce qu'a constaté Bravais ui-mêine^'^. Il faut attribuer cette double réfraction à des irrégularités de cristallisation et de structure qn'il est rare de voir disparaître tout à fait.
30 à> PotorlMiiion lAinellAire. — C'est encore à une cause Je même nature qu'il faut attribuer un ordre de phénomènes dérouverts par Biot, et désignés par lui sous le nom de polarisation ^amellaire ^^\ En examinant des cristaux d*alun qui appartiennent, :oinme on sait , au système cubique , il reconnut des indices de louble réfraction. II n'y a là rien de surprenant, car on trouve sou- "^ent des cristaux d'alun dont la cristallisation n'a pas été régulière
W Phil. TroM., i8i5,p. 1.
W PhiL 7rafu.,i8i6,p. 66.
(^) Ann. de ekim, et de phyi, , ( 3 ) , XLIII , 1 99.
W C. fl. , XII , 1 1 a > . — Mém, de /Mcorf. de$ »c, , XVIH , 54 1 .
et qui présentent dans leur intérieur une série de lames dirigées dans différents sens. Si les surfaces de séparation de ces lames sont visibles, cela indique évidemment que , dans une direction perpen* diculaire aux faces des lames, la distance moyenne des molécules est plus grande que dans une direction parallèle à ces surfaces : il y a donc là une cause suffisante pour produire la double réfraction.
Il est d'ailleurs permis de croire que la structure lamellaire et le défaut d'homogénéité qui en résulte peuvent exister sans être visibles et donner au crislal des propriétés biréfringentes.
C'est ainsi que Brewster a pu constater l'existence de la double réfraction dans plusieurs cristaux appartenant au système cubique, tels que le spath fluor, le sel gemme, l'analcime, le sel ammoniac ^'l
Les tissus organiques, tels que les cristallins de l'homme et des animaux , les tuyaux de plumes, etc. , présentent aussi des propriétés biréfringentes qu'on doit attribuer à leur structure lamellaire. Brewster s'en est assuré en plaçant ces corps dans un liquide contenu dans un vase présentant deux faces parallèles, et en les faisant traverser par un faisceau de lumière polarisée ^^K
Les gelées organiques, les résines, et autres corps amorphes qui sont naturellement uniréf ringents , peuvent aussi acquérir des propriétés biréfringentes , s'ils se sont solidifiés dans des conditions irrégulières qui leur donnent une sorte de trempe ou une structurt^ lamellaire.
î*^ Phd. Trang.f 181 5, p. ag. — Ediid). Tvanê,, t. X.
t« PhiL Tranê., 1816, p. 3ii. — Ann. de chim, et de phyt,, (a), IV, 43 1. - W»'- Tram., i833,p. 3î3; i836,p. 35; 1837, p. 953.
THÉORIE DE LA DOUBLE RÉFRACTION AGGIDEIN TELLE
305. Principes de 1» théorie de rélasiieité des corps solides. — Ellipsoïde des dllototions. — IHlotaiioiis principoles. — Neumann^^^ a voulu soumettre au calcul les phénomènes de la double réfraction due à des actions mécaniques exercées sur les corps solides. Mais il est inutile de le suivre ici dans les résultats auxquels il a été conduit, car il est parti d'un principe inexact, au moins dans la plupart des cas. Il a cherché à exprimer analytiquement les contractions et les dilatations qui se produisent dans l'intérieur des corps sous l'influence des forces mécaniques extérieures qui agissent sur eux. Pour mettre en évidence le défaut de rigueur de ses raisonnements, nous commencerons par rappeler ici les principes de l'élasticité des corps solides, tels qu'ils ont été établis par Cauchy. Nous supposerons qu'il s'agisse uniquement de corps solides dans lesquels toutes les directions jouissent de propriétés identiques, c'est-à-dire de ceux que Cauchy a nommés corps isotropes. Quant aux corps non isotropes, ce sont les cristaux, sauf ceux du système cubique, et les corps qui ont subi des modifications moléculaires accidentelles.
Considérons donc un corps solide isotrope : si, par une cause quelconque, les molécules de ce corps viennent à se déplacer de quantités inégales, il y aura dilatation ou compression. Pour simplifier le langage, nous comprendrons les deux phénomènes sous la même dénomination de dilatation , en admettant que cette dilatation peut élre positive ou négative. Il y aura h considérer deux espèces de dilatations : la dilatation cubique et la dilatation linéaire; nous chercherons d'abord l'expression de cette dernière.
Soient, lorsque le corps est dans son état naturel, x, y, z les
**î Pogff. Atm., LIV, 499. — Abhandlungen der Akatlemie von Berlin fur tSÙi, part Ilf , p. 3.
coordonnées d'une molécule, x + Ax^ y + Ay, z + Az les coor-données d'une molécule voisine. Désignons par Ç, >;, Ç les projections, sur les trois axes, du déplacement que subit la première molécule quand le corps passe à son nouvel état; par f-f AÇ, ti + Av, ^ + A^ les projections du déplacement de la seconde molécule. Si nous représentons par V la distance des deux molécules dans l'état naturel , on aura
V2=Ax2 + Ay2-f Az^.
En désignant par e la dilatation linéaire rapportée à l'unité de longueur, on voit que la distance des deux molécules devient après le changement d'état V (i + e), et que l'on a
(i) V2(i + e)^=(Aa: + Aef + (Ay + A,;)2 + (Az + AÇ)^
Si l'on considère les deux molécules conune infiniment voisines ainsi que cela arrive pour les molécules qui peuvent agir les un< sur les autres, on peut écrire
ce qui revient à négliger les puissances des quantités infinime — o( petites àx, Ay, Az supérieures à la première. Si maintenant on cL-^^
signe par a, jS, y les angles que fait avec les axes la droite qui joi Q^
les molécules dans leur position primitive, on aura
IAr= V cos a, Ai/ = Vcos/3, Az = V cos 7.
Si l'on remplace, dans l'équation (a), Ar, Ay, At par leti^ valeurs tirées des équations (3), puis, dans l'équation (1), Ar, l^y^ Az; AC, Aii, A^ par leurs valeurs tirées des équations (22) et (3), ^
t, en supprimant le facteur commun V^,
i(,4-e)2 = (cosa + 'j^cosa + ~cos/3 + ^cosy)*
onsidérons maintenant les angles a, j3, 7 comme définissant ia ction du rayon vecteur d'une surface ayant pour centre le point ; les coordonnées sont x, y^ z, la longueur de ce rayon vecteur
t égale à -— • Si nous représentons par X , Y, Z les coordonnées
extrémité du rayon vecteur rapportées au point [x, y, z) pris * origine, on aura
^^gCOsa,
, + eCOsAJ,
cos a
cosjS
cos y
!n portant ces valeurs de cos a, cos jS et cos y dans Téquation (li)^ -e)^ disparaît comme facteur commun, et il reste
■-(''+i'î+iv+|z)'
le second membre, ne contenant que les carrés des quantités X, I et les produits de deux de ces quantités entre elles, représente illipsoide ayant pour centre le point (x, y, z).
Donc, si autour d'un point du corps on prend, sur une direction quelconque, une longueur en raison inverse de i +e, e représentant la dilatation de l'unité de longueur dans la direction considérée, le lieu des points ainsi obtenus dans les différentes directions formera la surface d'un ellipsoïde qu'on peut appeler VetUpscSde i$ dStH tatlon. Si l'on considère , en particulier, les trois axes de symétrie de cet ellipsoïde , on voit que la connaissance de leurs longueurs respectives permet de calculer la longueur d'im rayon vecteur ayant une direction déterminée, d'où il résulte que, lorsqu'on connatt les dilatations qui s'exercent suivant trois directions rectangulaires particulières, on peut calculer la dilatation pour toute autre direction donnée. Les trois directions qui jouissent de cette propriété se nomment directions principales, et on appelle dilatations principales celles qui se manifestent suivant les directions principales.
306. Théorèmes du parallélipipède et du tétraèdre. — Premilons prinelpalea. — Représentatioii séensétrlqi des pressions. — Nous avons maintenant à nous occuper de^ forces qui s'exercent dans l'intérieur du corps. On leur donne sou — vent la dénomination de pressions moléculaires, mais il est préfé — rable de les appeler tensions, parce que ces forces peuvent être de^ s tractions aussi bien que des pressions. Considérons un élément cft ^ surface passant par un point du corps : si nous supposons que toute S. ^ partie du corps qui est située d'un côté de cet élément soit supprimées? , il faudra, pour rétablir l'équilibre, appliquer à cet élément une force qui remplace l'action de la partie supprimée; cette force peu/ être du reste normale ou oblique à l'élément de surface, et, suiva/i/ qu'elle tend à l'enfoncer dans la partie restante ou à l'en détacher elle constitue une pression ou une traction. Ces forces varient arec la position du point considéré et avec la direction de l'élément de surface sur lequel elles agissent. Mais, comme pour les dilatations, on peut démontrer que la connaissance des pressions qui, à unpoio^ donné, s'exercent sur des éléments de surface ayant des direction-^ quelconques, dépend uniquement de la connaissance de trois pressions principales, qui sont perpendiculaires aux éléments sur lesquels
elles agissent.
Pour faire voir qu'il en est ainsi , menons par le point considéré tn (fig. 5&) trois axes rectangulaires mx, my, mz; prenons sur l'axe mx une longueur a, sur l'axe my une longueur b et sur l'axe mz une j longueur e, et avec ces trois arêtes I construisons un parnUëlipipëde recigle. Pour que l'équilibre existe I dans le corps solide tout entier, il est ] nécessaire et suffisant qu'il y ait équilibre entre les forces qui agissent sur
I chacun des éléments parallélipipédi-
ng. Bi. ques dans lesquels on peut le supposer
décomposé. Cette remarque va nous permettre d'établir une relation remarquable entre les composantes des pressions qui existent sur les éléments de surface passant par un point du coi^s.
Considérons les pressions qui agissent sur les différentes faces du parallélipipède, c'est-à-dire les forces par lesquelles il faudrait remplacer l'action de ia partie du corps située du cAté extérieur de ;es faces, si cette partie du corps venait à élre supprimée. Désignons lar A, A', A' les composantes parallèles aux axes de la pression qui (gît sur la face du parallélipipède perpendiculaire à l'axe des x, et Ktsaant par le point m, origine des coordonnées; par B', B, B' les :omposantes de la pression sur la face perpendiculaire à l'axe des y, it passant par l'origine ; et enfin par G", G', G les composantes de la iression sur la face perpendiculaire à l'axe des ; et passant par l'oigine , A , B' et G' étant d'ailleurs les composantes parallèles à l'axe les X, A', B, G' les composantes parallèles à l'a^ie des y. A', B*, G les omposantes parallèles à l'axe des z.
En passant d'une face du parallélipipède à la face parallèle, les orces varient de quantités infiniment petites par rapport à ellesadmes, et ces variations seront contre-balancées par les forces extéieures qui agissent sur le parallélipipède ; ces forces extérieures sont les infiniment petits du troisième ordre, puisqu'elles agissent sur m élément solide infiniment petit, qui est lui-même un infiniœat petit du troisième ordre. Les pressions sur les faces du paral- -élîpipède étant du secondordre, leurs variations serontdu troisième ordre et feront équilibre aux forces extérieures.
VuKT, VI. — Oplj'que, II. «6
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11 suffira donc de faire entrer dans les six équations qui expriment les conditions d'équilibre les forces agissant sur les faces du parallélipipède. Dans la première série de ces équations d'équilibre, série qui exprime que sur chaque axe la somme des composantes des forces est nulle, nous pourrons négliger les termes du troisième ordre. Mais il n'en est pas de même pour les irois dernières- conditions, qui expriment que la somme des moments des forces, par rapport à chacun des trois axes, est nulle,' €t que^ par conséquent, le corps ne peut tourner autour d'aucun de ces axes : ces moments, en effet, sont les produits des forces par leurs bras de leviers; ils sont donc du troisième ordre et on ne peut né^iger que les termes du quatrième ordre.
Nous allons chercher à exprimer que la somme des moments de^ forces par rapport à l'axe des x est nulle, et pour cela nous pouvoim^s supposer que la force qui agit sur chaque face est appliquée au centn^ de gravité de cette face. Des trois composantes qui agissent sur la facr < située dans le plan des xz, une seule, B, a, par rapport à l'axe àesx^,
un moment dont la valeur est — ; ce moment doit être pris avec Me
signe—, parce que cette force B tendrait à faire tourner le corps
Bc autour de l'axe des x de droite à gauche; donc est le morne n/
de la composante B par rapport à l'axe des x. Sur la face oppos<?e
à celle que nous venons de considérer, les deux composantes B et B'
Bc ont pour moments, par rapport à l'axe des a?, — et —Wh, le premier de ces moments étant pris avec le signe -h, parce que sur celte face la composante B tend à faire tourner le corps de gauche à droite. La somme des moments des forces qui agissent sur les deux faces du parallélipipède parallèles au plan des xz par rapport à l'axe des ^^ . ^ se réduit donc à — Wh, Par raison de symétrie, on voit immédiatement que la somme des moments des forces appliquées aux deiu faces du parallélipipède parallèles au plan des xy par rapport a l'axe des x est égale à Ce. Quant aux moments des forces (|Ui agissent sur les faces perpendiculaires à l'axe des x, ils sont de signes contraires et se détruisent réciproquement. La condition pour qQ<^ la somme des moments des forces appliquées sur les faces du parai'
lélipipèdc par rapport à Taxe des x soit nulle est donc
Ail lieu des composantes réelles des forces, nous allons introduire dans cette équation les rapports de ces composantes aux surfaces sur lesquelles elles s'exercent, c'est-à-dire les composantes des pressions rapportées à l'unité de surface. Nous désignerons le rapport d'une composante à la surface sur laquelle elle s'exerce par la même lettre que cette composante, mais en l'affectant de l'indice i. Nous avons ainsi
et, en substituant ces valeurs dans l'équation des moments» elle devient
c;=Bï.
On trouverait de même, en prenant les moments par rapport à l'aie des y et à l'axe desz,
AÎ=CÏ.
On voit que, si l'on considère trois éléments rectangulaires passant par un même point, ces éléments ayant des surfaces égales, les neuf composantes parallèles aux axes des pressions qui agissent sur ces trois éléments se réduisent à six composantes distinctes. Désignons ces composantes distinctes par les six lettres A, B, C, D, Ë, F, et nous arriverons aux résultats qui sont contenus dans le tableau suivant :
COMPOSANTE PARALLitE
A Taxe des 9, à l*axe d«s y. à Taxe des s.
Face perpendiculaire à l*axe des .r . . . A F E
Face perpendiculaire à Taxe des y . . . F B D
Face perpendiculaire à Taxe des ^ . . . E D C
Les pressions qui s'exercent sur trois éléments rectangulaires pas-
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sant par un mâme point ne sont donc pas indépendantes les unes des autres.
Le théorème que nous venons de démontrer est dû à Gauchy. En considérant un tétraèdre au lieu d'uu parallélipipède, il est arrivé à une seconde proposition qui porte le nom de théorème du létraèdrt et qui permet d'obtenir la représentation géométrique des pressions. Menons encore parle point considéré m (fig. 55) trois axes rectangulaires : prenons sur l'axe des x une longueur (i,5ur l'axe des y une longueur b et sur l'axe des z une longueur c. Les trois points ainsi obtenus forment avec le point m les sommets d'un tétraèdre. En employant le niénie raisonnement que pour le parallélipipède, on fera voir que, pour que le corps soit en équilibre, il faut que les conditions générales de l'équilibre soient satisfaites pour les forces qui agissent sur les faces du tétraèdre. Désignons par &> la surface de la base du tétraèdre, c'est-à-dire de la face opposée au — sommet m; supposons qu'on fasses '*' "' passer par le point m un élément-
de surface parallèle à cette base et ayant même superficie a, eK. appelons Po) la pression qui s'exerce sur cet élément. P sera la près — sion rapportée à l'unité de surface, et la pression sur la base a, qui s'exerce en sens contraire, sera sensiblement égale, si on la rap|K>rte à l'unité de surface , à — P.
Soient a', a", a" les surfaces des trois faces du tétraèdre respectivement perpendiculaires à l'axe des x, à l'axe des y et à l'axe des :, et appelons X, pt, v les angles que fait avec les axes la direction de la pression —P. La première condition d'équilibre, celle qui eiprime que la somme des projections des forces sur l'axe des t est nulle, sera, en tenant compte des résultats obtenus pour le cas du parallélipipède ,
— Pw cos X+ Aw'+Fû)'-*- £&»"= o.
Si nous désignons par a, j3, y les angles que fait avec les aies»
normale à la base du tétraèdre, nous aurons
a;'=û>cosa, ûi^^ûicos/S, 6i;"'=û>cosy,
et par conséquent l'équation précédente devient (i) P cos X = A C08a+ F cos jS+ E ces 7.
On trouvera de même, en projetant les forces sur Taxe des y et sur l'axe des z, les deux équations
(a) , Pco8/ùe = Fcosa-t-BcosjS + Dcosy,
(3) Pcosi;==Ecosa + Dcosi8-t- Ccosy.
Les trois autres équations d'équilibre, celles qui expriment que la somme des moments des forces par rapport aux trois axes est nulle, sont satisfaites identiquement; il n'y a donc pas à s'en occuper.
En élevant au carré les trois équations (1), (s), (3), et en les ajoutant, il vient
J P^= (A cos a + F cos jS+ E cos y)2 + (F cos a+ B cos jS + D cos y)2
^ ^1 -t-(Ecosa-t-DcosiS + Ccosy)2.
Considérons a, jS, y comme les angles que fait avec les axes le rayon vecteur d'une surface ayant pour centre l'origine, et donnons
à ce rayon vecteur une longueur proportionnelle àp^ c'est-à-dire à
l'inverse de la pression qui agit sur l'élément perpendiculaire à ce
rayon vecteur, et il résultera de l'équation précédente, comme nous
l'avons vu à propos des dilatations (305), que la surface, lieu des
extrémités des rayons vecteurs, sera celle d'un ellipsoïde qui est en
général à trois axes inégaux.
Cet ellipsoïde est entièrement déterminé lorsqu'on connaît les longueurs de ses trois axes de symétrie, longueurs inversement proportionnelles aux pressions qui s'exercent sur les trois éléments de surface qu'on peut mener par l'origine perpendiculairement h ces axes. Il en résulte que, quelle que soit la distribution des dilatations et des compressions, les pressions qui s'exercent autour d'un point
du corps sur les différents éléments de surface qu'on peut faire passer par ce point sont distribuées symétriquement par rapport h trois axes rectangulaires passant par le point considéré; de plus, on voit que l'on peut calculer la pression qui s'exerce sur un élément de surface passant par le point considéré et ayant une direction quelconque, pourvu qu'on connaisse les trois pressions exercées sur les trois éléments menés par ce point perpendiculairement aux axes de l'ellipsoïde; ces trois pressions, rapportées bien entendu à l'unité de surface, reçoivent la dénomination de pressions principales, 11 est facile de montrer que ces pressions principales sont normales^ aux éléments de surface sur lesquels elles s'exercent, ou, ce quï. revient au même, parallèles aux axes de l'ellipsoïde.
Cherchons en effet quelles sont les directions pour lesquelles le^s=; angles X, fi, t; sont égaux aux angles a, j8, ^, c'est-à-dire pour lesquelles la pression est normale à l'élément sur lequel elle s'e\erc< 11 suffit, pour cela, de remplacer, dans les équations (i), (s). (3 X, fit t; par a, /3, 7, ce qui donne les trois équations
Pcosa = Acosa+Fcos)3+Ecosy, PcosjS=Fcosa + Bcos/g + Dcosy, Pcosy = Ecosa + Dcos^-f-Ccosy.
Or, ces équations sont précisément celles qui déterminent la din^^tion des axes de l'ellipsoïde représenté par l'équation (4).
Si nous rapprochons ces résultats de ceux que nous avons ohiea us pour les dilatations, nous serons conduits h admettre que les aic^ de l'ellipsoïde des pressions coïncident en un point donné du corps avec les axes de l'ellipsoïde des dilatations, et que, par suite, \^ pressions principales sont parallèles aux dilatations principales. Si les dilatations sont petites, on peut admettre que les pressions principales et les dilatations principales sont liées par des relations linéaires, et on voit enfin que la pression en chaque point sur un élément de surface donné peut se calculer si l'on connatt les Irais pressions principales, qui sont elles-mêmes des fonctions linéaire des dilatations principales. Nous supposons qu'il s'agisse d'un con liomojfène et isotrope : pour un tel corps, les directions des axes
l'ellipsoïde qui représente h la fois les dilatations et les pressions sont parallèles en tous les points du corps, et de plus les coefficients par lesquels s'exprime la dépendance mutuelle des pressions principales et des dilatations principales sont indépendants de la direction de ces axes.
Ceci posé, en désignant par j», p', f les pressions principales, par e, e', e" les dilatations principales, par i, i', V des coefficreilft constants pour tout le corps, on peut écrire
p = ke + A:'e'.+ k"e".
On peut simplifier cette formule, car, e étant la dilatation princi|)ale parallèle à la pression principale p, il est évident que le coefficient de e doit être différent de ceux de e' et de e^, et que les coefficients de e et de e" doivent être égaux, puisque rien ne distingue Tune de Tautre les directions perpendiculaires à la pression p. L'équation précédente devient donc
On trouverait de même
Introduisons dans ces équations la dilatation cubique au point considéré : en désignant cette dilatation cubique par v, on a
et les équations précédentes deviennent
p =(A'-— /i)e +lw,
f^{k-h)e"+hr.
Gauchy, dans ses calculs, désigne p.ar A la quantité que nous avons appelée k — h, et par k celle que nous avons appelée h. Si nous nous conformons à ses notations, qui sont généralement employées.
les équations précédentes deviennent
(i) p=he+kvi
(a) p'=h8'+kv,
(3) f^he"+kv.
La connaissance des coefficients h et k, ainsi définis, permet de résoudre les questions relatives h la compression ou à la dilatation d'un corps soumis à Taction de Forces extérieures. Prenons pour exemple un cylindre comprimé ou dilaté dans le sens de sa longueur par une force égale à P agissant sur ses bases. Une des pressions principales sera évidemment parallèle au sens dans lequel s'exerce la compression ou la dilatation et égale à la force P, qui est supposée rapportée à Tunité de surface; les deux autres pressions principales, qui sont perpendiculaires à l'axe du cylindre, sont néces- ^^ sairement nulles. On a donc
(i) P = Ae+ib.
De plus, par raison de symétrie, e' et e" sont égaux : on peu^ ^^-^^ donc poser
d'où
En remplaçant, dans l'équation (q), p' par zéro et e' par sa valeur, il vient / /^^
(5) o = /i \'lcv.
Si A et A: sont connus, les équations (A) et (5) permettent de déterminer complètement e et v. On en déduit en effet
/i+ afc'
khe h(h-¥U)
t est de même signe que e si h et k sont de même signe, cesHH
dire qu'à une compression correspond une diminution de volume et à une traction une augmentation de volume. Quant à la dilatation
transversale > elle peut être positive ou négative. La théorie
laisse donc indéterminée la question de savoir si à un allongement du cylindre correspond une dilatation ou une contraction du diamètre transversal du cylindre. Pour résoudre cette question il faut déterminer par l'expérience v ete, ce qui fera connaître, au moyen des équations précédentes, les coefficients h et k.
Gagniard-Latour a fait des expériences dont il crut pouvoir conclure que, dans le cas d'un cylindre comprimé sur ses bases, on a toujours
d*où, d'après l'équation (6),
h-h2k a et
Wertheim, au contraire, en expérimentant également sur des cvlindres comprimés ou dilatés , trouva la relation
d'où l'on déduit, au moyen de l'équation (6),
Les expériences de Cagniard-Latour n'ont aucune valeur démonstrative à cause du peu de précision que comporte la méthode suivant laquelle elles ont été faites. Quant à celles de Wertheim, elles ont porté sur un petit nombre de corps jouissant de propriétés spéciales, et leurs résultats ne peuvent pas être généralisés. D'ailleurs, il est complètement impossible qu'il y ait entre les deux coefficients hei k une relation indépendante de la nature du corps. En effet, supposons que h soit très-petit; les équations (1), (q), (3) montrent que
les trois pressions principales sont alors très-près d'être égales entro elles; par suite, Tellipsoïde se rapprochera beaucoup d'être une sphère, et les pressions seront presque normales à tous les éléments, quelles que soient leurs directions. On voit que dans ce cas les propriétés du corps seront analogues à celles des liquides : ce sera un liquide visqueux. Dans les corps réellement solides, au contraire, les coefficients h et k ont des valeurs comparables entre elles, et, puisque la nature oiTre toutes les transitions entre les liquides parfaits et les solides proprement dits, il est impossible qu'il ne puisse pas y avoir entre les coefficients A et k un très-grand nombre de relations différentes suivant la nature du corps. C'est donc en vain que Wertheim a cherché une relation constante entre ces deux coefficients. Quant au résultat de Cagniard-Latour, il est positivement erroné ; c'est ce qu'ont montré des expériences plus précises exécutées après lui sur les mêmes corps.
307. Travaux de Memnaiiii* — A l'époque où Neumann a exécuté son travail analytique sur la théorie de la double réfraction accidentelle (iS&i), la théorie de l'élasticité était très-peu connue, bien que Poisson et Cauchy eussent déjà publié, en i8q8 et en 1899, des mémoires où se trouvaient exposés les principes de cette théorie. Leurs mémoires n'étaient pas répandus à l'étranger, et Green est le seul qui semble en avoir eu connaissance. Avant cette époque, Poisson et Lamé avaient considéré la question de l'élasticité sous un autre point de vue, en admettant qu'il s'exerce entre les molécules des forces attractives ou répulsives proportionnelles à leurs variations de distance. Cette théorie conduit à des formules qui ne conliennenf qu'une seule constante et qui, par suite, sont certainement inexactes. '
Or Neumann a pris pour point de départ de ses calculs les fo^ mules établies par Lamé, Navier et Clapeyron. De là une premi^f^ cause d'erreur qu'il est impossible de corriger aujourd'hui. Il serait donc complètement inutile de déterminer par l'expérience les constantes qui entrent dans les formules de Neumann.
Nous pouvons, à l'aide des considérations qui précèdent, donner une idée simple de la théorie de Neumann. Nous avons vu, dansl^
théorie de la double rëfraction (12&), que, dans un milieu homogène quelconque, il existe toujours un ellipsoïde tel^ qu'en faisant une section par le centre on obtient une ellipse dont les axes ont des longueurs inversement proportionnelles aux vitesses des ondes planes qui ont leurs vibrations parallèles à ces axes. L'hypothèse de Neumann consiste à supposer que, dans un corps homogène et primitivement isotrope, mais déformé par la compression ou la dilatation, les trois forces élastiques principales sont des fonctions linéaires des trois dilatations principales. On peut par conséquent écrire, en désignant par A, B, C les forces élastiques principales et par G le rapport de la vitesse de propagation du mouvement dans le milieu considéré ;i sa vitesse de propagation dans le vide, les équations suivantes :
B^G+pe' + (i{e + e').
C==G+pe"+q{e + e).
A, B et C, étant les forces élastiques principales, ont des valeurs proportionnelles aux carrés des vitesses suivant les axes de Tellip- 8o!de, et par suite inversement proportionnelles aux carrés des longueurs des axes de cet ellipsoïde.
C'est de ces trois équations que Neumann prétend déduire les phénomènes qui se passent dans un corps uniformément comprimé ou dilaté. Mais ici se présente une grande difficulté; c'est qu'on ne peut pas faire d'expériences sur un parallélipipède dont toutes les faces sont soumises à l'action de forces normales. On ne peut opérer qu'avec des corps comprimés dans une seule direction, ou tout au plus dans deux directions rectangulaires. Il est donc impossible de détermmer expérimentalement les constantes p et q.
Quoi qu'il en soit, il n'est pas sans intérêt d'indiquer ici les deux méthodes expérimentales employées par Neumann. Dans la première il observa les lignes isochromatiques d'une lame de verre courbée. La ligne noire correspond au filet des molécules qui n'ont été ni éloignées ni rapprochées, et on peut calculer les différences de marche qui correspondent aux autres lignes isochromatiques. Neumann, en assimilant ces filets de molécules à un fil allongé ou
comprimé , et en admettant la loi posée par Cagniard-Latour (306), a pu établir une relation entre la différence de marche et les coefficients p et q. D'après lui , on a pour le verre
^^=o,ia6,
la valeur de G étant 0,6 5 &.
Dans une seconde série d'expériences, Neumann plaça la lame de verre courbée au devant de deux ouvertures très-rapprochées et éclairées de manière à pouvoir produire des phénomènes d'interférence. Il s'arrangeait de façon qu'un des faisceaux interférents traversât la lame dans une région où il y a dilatation, et l'autre dans une région oii il y a compression. Les apparences sont assez confuses; mais, en les étudiant avec un analyseur, Neumann a pu prendre des mesures et amver ainsi aux relations suivantes :
qui déterminent des valeurs négatives pour p et pour q.
Malgré l'incertitude qui règne dans toute la théorie de Neumann, on peut regarder les signes des coefficients p et q comme parfaitement établis. En effet, si on introduit dans les calculs de Neumaon la relation donnée par Wertheim et qui est très-approchée delà vérité, du moins pour le verre, on trouve le même signe n^tif pour les coefficients p et q.
Il résulte de là une conséquence remarquable, c'est que, si Ton comprime un morceau de verre d'une manière uniforme, la vitesse de propagation doit augmenter dans l'intérieur de la substance, et par suite l'indice de réfraction doit diminuer. Une dilatation, au contraire, produit une diminution de la vitesse de propagation, et par conséquent un accroissement de l'indice de réfraction. Ce résultat ne peut pas être vérifié directement par l'expérience, maison en déduit une conjecture très-plausible sur ce qui se passe quand les corps éprouvent une faible variation de température. Si cette variation est très-petite, on peut admettre qu'elle n'a d'autre effet qu^
de dilater le corps et par suite d'augmenter son indice de réfraction. Cet accroissement de l'indice par un léger échauffement a été vérifié expérimentalement par Neumann ^^K
Polarlsatloii roteteire produite par te tersioii
— La théorie de Neumann fait voir que, si un rayon polarisé traverse dans la direction de Taxe une tige de verre soumise à une certaine torsion, le plan de polarisation de ce rayon éprouve une rotation proportionnelle à la longueur de la tige et à l'angle de torsion. Il est extrêmement probable que les choses se passent réellement ainsi, mais il est très-difficile de le vérifier par l'expérience. En effet, la rotation étant très-faible, il faudrait ou employer des tiges très-longues, ou soumettre les tiges à une torsion très-forte. Le premier moyen ne peut être employé , car les tiges de verre un peu longues présentent toujours une trempe sensible, et alors les phénomènes de la double réfraction viennent complètement masquer ceux de la polarisation rotatoirc. Le second moyen n'est pas non plus praticable, parce qu'on arrive rapidement à la rupture du verre. Aussi Neumann n'a-t-il pas obtenu de résultats et Drion n'a-t-il pas mieux réussi lorsqu'il a voulu reprendre ces expériences il y a quelques années.
309. Explleatloii théorique de la double rétrmmtiowt produite por les Toriotlono de température et par la trompe* — Neumann a essayé d'étendre sa théorie au cas où les corps acquièrent les propriétés biréfringentes par réchauffement ou par la trempe. Quand un corps s'échauffe, il s'établit dans son intérieur des dilatations inégales d*où résultent des tensions variables d'un point à un autre. Neumann, en examinant successivement les différents points du corps, arrive, par une suite de raisonnements irréprochables, à déterminer pour ces points les directions et les grandeurs des dilatations principales en ces points. La seule erreur possible proviendrait de ce que la constante employée dans ces cal-
<*) Voir, mir ce sujet, ies recherches de M. Fizeau sur les modiCcations que subit la '^tesse de la lumière dans le verre et plusieurs autres corps solides sous Tinfluence de la ^duleur, C, R., LV, 1387. — Àrm, de chim. et de phyt., (3), LXYl, 639 (186a).
culs varie d*un point à un autre; mais, quand les différences de température sont peu considérables, cette variation peut être négligée sans inconvénient.
La trempe résulte en général d'un refroidissement brusque d'un corps fortement échauffé; le refroidissement se fait alors inégalement vite dans les différentes parties du corps, et les molécules de certaines régions sont maintenues dans un état d'équilibre forcé , d'où résultent des tensions intérieures très-variables. Pour analyser la double réfraction produite par la trempe, Neumann considère un cylindre en train de subir le refroidissement : à un instant donné, la couche superficielle de ce cylindre est solide et entoure une autre couche concentrique qui est en train de se solidifier. Neumann admet que la couche extérieure exerce sur celle qui se solidifie une pression analogue à celle que produirait un fluide entourant le cylindre; mais c'est là une hypothèse peu probable, et il est à penser que les phénomènes se passent autrement.
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DE LA LUMIÈRE POLARISÉE
Les lois géométriques de la réflexion et de la réfraction ne font connaître que la direction des rayons réfléchis ou réfractés. Il reste à déterminer les proportions de lumière réfléchie et réfractée, et les modifications que subissent la constitution et la polarisation des rayons incidents par la réflexion et par la réfraction. Tel sera l'objet de ce qui va suivre.
310. Prendères tentatives d'Youns* — Young a le pre- K^ier abordé la détermination des quantités de lumière réfractée et é fléchie, mais il s'est borné à un cas tout à fait particulier, celui ' ^ l'incidence normale ^^l II admet que l'éther est un fluide parfaisaient élastique, dont les molécules ébranlées reviennent à leur Osition primitive sans conserver de traces du mouvement vibratoire.
^') Ces leçons ont étë professées dans le cours de troisième année, à TÉcole Normale '^ 1860, et rédigées par M. Raulin.
^') Article CKromaticê dans le Supplément à TEncyclopédie britannique.
Il assimile la réflexion et la réfraction au choc de deux billes élastiques : le rayon incident est la bille choquante avant le choc, le rayon réfléchi cette même bille après le choc, et le rayon réfracté est la bille qui était primitivement en repos. Il sufiira donc d'appliquer les principes d'après lesquels on résout les questions relatives au choc des corps élastiques. Parmi ces principes se trouve celui des forces vives, qui donne une équation où entre ia masse, c'est-à-dire le produit de la densité par le volume. La vitesse de propagation d'un mouvement vibratoire dans un milieu homogène est toujours, comme on sait, égale à 4 /^, e représentant l'élasticité du milieu et d sa densité. Or Young admet que, pour la lumière , la différence des vitesses de propagation dans les différents milieux provient uniquement de ce que la densité de l'éther n'est pas la même dans ces milieux, son élasticité restant constante. Il résulte de cette hypothèse que les densités de l'éther dans les différents milieux sont en raison inverse des carrés des vitesses de propagation de la lumière dans ces milieux, et par suite proportionnelies aux carrés des indices de réfraction. Quant aux volumes qu'il faut prendre , ce sont, d*unc part, un volume arbitraire pour le mouvement incident; d'autre part, pour les deux mouvements réfléchi et réfracté, les deux volumes du premier et du second milieu, auxquels s'est transmis au bout d'un même temps le mouvement du volume pris dans le mouvement incident ; ces volumes sont évidemment proportionnels aux vitesses de propagation dans les milieux, et par suite inversement proportionnels aux indices de réfraction , d'oii l'on conclut que les masses, qui sont les produits des densités par les volumes» sont proportionnelles aux indices de réfraction.
Si l'on prend pour unité la masse du volume d'éther dans le milieu incident; si l'on prend également pour unité de vitesse b vitesse de vibration du rayon incident; si l'on désigne enfin par» et V les vitesses de vibration du rayon réfracté et du rayon réflédu, et par n l'indice de réfraction du second milieu par rapport au premier, la théorie du choc des corps élastiques donne d'abord léquation
3t le principe des forces vives fournit, d'après ce que nous venons ie dire sur la proportionnalité des masses aux indices, l'équation
De ces équations on tire facilement
Hntensité de la iiimière réfléchie est donc et celle de la lumière réfractée
{n^iy
Il n'y a dans cette théorie qu'un point important, c'est l'emploi du principe des forces vives; quant au résultat, il se retrouve comme cas particulier dans la théorie de Fresnel. C'est cette théorie que nous allons exposer maintenant, en la faisant suivre des vérifications expérimentales qu'elle a reçues, des compléments qui y ont été ajoutés et enfin de ses principales applications.
Prineipes fondamenteux iMlmis par Fresnel
Les lois de la réflexion et de la réfraction de la lumière polarisée [>ni été exposées par Fresnel pour la première fois en iSai ^^\ puis plus complètement en i8s3 ^^l Cette théorie n'est applicable qu'aux milieux isotropes ou uniréfringents. Elle s'appuie sur quatre principes que nous allons faire connaître successivement ; les deux premiers sont incontestables, les deux derniers ont un caractère un peu hypothétique.
1 " Principe des forces vives. — Fresnel admet le principe des iorces vives sous la forme que lui a donnée Young. Il suppose un
(*) Ann, de chim. et de phyi,, (a), XVII, 1 90, 3i 3. — OEuvret complètes, l* I , p> 6âo. ^ Mém, de VAead. det <c., XI, SgS. — Ann. de chim. et de phye., (3) , XLVI, 925. — CEmvrtÊ complétée, 1 1, p. 767.
ëther parfaitement élastique, dont les molécules après les vibrations sont ramenées au repos en cédant aux molécules suivantes tout le mouvement qu'elles ont reçu, d'où il résulte que toute la force vive du rayon incident doit se retrouver dans le rayon réfléchi et dans le rayon réfracté. En réalité ce principe n'est pas absolument vrai, car en l'établissant on néglige la présence de la matière pondérable qui retient une partie de la force vive. Cette absorption de la lumière produit dans la matière pondérable des changements permanents, tels que ceux qui se révèlent à nous sous la forme de la chaleur. Nous en ferons abstraction dans la théorie que nous allons exposer, c'est-à-dire que nous imaginerons un éther fictif, parfaitement élastique, dégagé de toute matière pondérable. Aussi verronsnous que les résultats de cette théorie s'accordent parfaitement avec l'expérience quand les milieux sont transparents; approximativement seulement quand la transparence n'est pas complète, et qu'enfin, pour les milieux qui absorbent fortement la lumière, l'expérience s'écarte complètement de la théorie.
a^ Principe de continuité. — Le second principe est celui de continuité, aussi évident que le premier. Voici en quoi il consiste: si on fait deux sections infiniment rapprochées de la surface de séparation des deux milieux, l'une dans le premier, l'autre dans le second milieu , les vitesses et les déplacements des molécules prises sur les deux sections et dont les distances sont infiniment petites ne diiferont elles-mêmes que de quantités infiniment petites. Ces Mirences ne peuvent pas être nulles; car si, à un instant queleonqoei les molécules infiniment voisines avaient même mouvement, lemooveroent communiqué à l'une d'elles pendant cet instant ne se transmettrait pas aux autres, et la propagation du mouvement s'arrêterait. Les différences de vitesses et de déplacements ne peuvent pas non plus être du même ordre de grandeur que les déplacements et les vitesses , car alors il se développerait des forces élastiques infiniment grandes par rapport à celles qui mettent réellement les molécules en mouvement , et ces forces résistantes ramèneraient dans un temps infiniment court les différences à n'être plus qu'infiniment petites. Enfin, si les différences sont infiniment petites, les forces élastiques sont de même ordre que celles qui font mouvoir lesmo-
lécutes et ramènent ces molécules dans leur position d'équilibre. C'est ce qui a lieu non-seulemept pour les molécules infiniment voisines d'un même milieu, mais encore pour les molécules de deux milieux différents et contigus, lorsqu'elles sont à des distances infiniment petites. Ce principe est soumis aux mêmes restrictions que le premier.
3^ Hypothèse des changements brusques à la surface de séparation. — Le troisième principe ne se trouve qu'implicitement dans Fresnel; il admet que le changement de vitesse et de déplacement s'opère brusquement à ia surface de séparation des deux milieux. L'expérience parait au premier abord vérifier cette hypothèse , car, si près qu'on les prenne de ia surface de séparation , le rayon réfléchi et le rayon réfracté possèdent les mêmes propriétés qu^à une grande distance de cette surface. Mais il faut dire que les distances de la surface de séparation auxquelles on peut expérimenter sur les rayons, même lorsqu'elles sont autant réduites que possible, sont toujours encore très-grandes par rapport à la longueur d'ondulation; or celle-ci est du même ordre de grandeur que la distance dans les limites de laquelle peuvent s'opérer les changements, s'ils se font graduellement. On ne commettra donc qu'une très-faible erreur en admettant que ces changements ont lieu brusquement à la surface de séparation.
4" Hypothèse sur la constitution de l'éther, — Fresnel admet comme quatrième principe que la différence des vitesses de propagation de la lumière dans les différents milieux isotropes tient uniquement à la différence des densités de l'éther dans ces milieux , tandis que Félasticité de cet éther est la même dans tous les milieux isotropes. Ce principe est une simple hypothèse tant qu'on ne fait pas intervenir des considérations étrangères à Tordre de questions dont nous nous occupons actuellement.
11 en résulte, comme nous l'avons vu plus haut, que les vitesses de propagation dans les différents milieux sont en raison inverse des racines carrées des densités de l'éther dans ces milieux, et cette relation nous permettra d'établir l'équation des forces vives en déter^ minant les masses qui entrent dans cette équation.
Les phénomènes de ia polarisation rectiiigne montrent simplement
que les vibrations sont symétriques par rapport h ce qu'on est coi venu d'appeler le pian de polarisation ; mais ils n'indiquent nulle ment si les vibrations d'un rayon polarise rectilignement ont lie parallèlement ou perpendiculairement à ce plan de polarisatioi Fresnel, pour trouver des lois de la réflexion et de la réfractio conformes à l'expérience, a été obligé de supposer les vibratioi perpendiculaires au plan de polarisation. Ainsi l'hypothèse de I constance de l'élasticité de l'éther entraîne celle de la perpendici larité des vibrations au plan de polarisation , et ces deux hypothèsi n'en font en réalité qu'une.
Nous commencerons par étudier la réflexion et la réfraction d la lumière polarisée rectilignement, et nous traiterons en premi( lieu les deux cas les plus simples, celui où la lumière incidente es polarisée dans le plan d'incidence et celui où elle est polarisée per pendiculairement au plan d'incidence.
312. Réflexion de la lumière polarisée ûmmm le jfÊu d'ineidenee. — Lorsque la lumière incidente est polarisée dam le plan d'incidence, les vibrations des rayons incidents sont perpendiculaires à ce plan ; tout est alors symétrique par rapport k c« plan, et par conséquent les vibrations des rayons réfléchis etr^ fractés doivent lui être perpendiculaires. Donc, lorsque les rayons incidents sont polarisés dans le plan d'incidence, les rayons réfl^ chis et les rayons réfractés sont polarisés dans le même plan.
Il reste à déterminer l'intensité de la lumière réfléchie. Le principe de la continuité du mouvement va nous fournir une premi^ équation. Prenons pour unité l'amplitude du rayon incident; k mouvement vibratoire sur le rayon incident sera représenté ptf
sin 97r TT. au temps t, T étant la durée d'une vibration; il s'agit, bien
entendu, d'un mouvement simple, c'est-à-dire d'un rayon June couleur déterminée. Prenons dans le second milieu une molécob infiniment voisine de la surface de séparation : le mouvement d« cette molécule, d'après le principe de continuité, aura mêmepb»* et même période que celui d'une molécule prise dans le premitf milieu y mais l'amplitude sera différente* Si nous représentons cette
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amplitude par u el si nous remarquoni! que, d'après le troisième principe posé par Fresnel , l'amplitude u doit conserver une valeur constante dans le second milieu, nous verrons que sur le rayon réfracté le mouvement vibratoire est représenté par usinais;- De même, en désignant par v l'amplitude du mouvement réfléchi dans te premier milieu, le mouvement vibratoire sur le rayon réfléchi est représenté parvsin 37 j- La résultante du mouvement incident et du mouvement réfléchi est(t 4-v)sin air^i puisque ces mouvements sont rectilîgnes et parallèles; et, d'après le principe de continuité, cette résultante doit être égale au mouvement vibratoire du rayon réfracté : on a donc
(i +11) sm aw-^usin airsii d'où
Le principe des forces vives va nous fournir une seconde équation qui, avec la première, servira à déterminer les amplitudes v et u. À cet efl'et, cherclions à quelle portion de l'étber se transmet dans le mouvement réfléchi et dans le mouvement réfracté la force vive d'une portion déterminée del'éther animée du mouvement incident. Fresnel considère à cet effet un prisme rectangulaire d'éther ayant pour dimensions dans )a direction du rayon incident une longueur MN (flg. 56) égale à X, dans le plan d'incidence une largeur quelrif-BC. conque MK que nous désignerons part/, et
dans le sens perpendiculaire h ce plan une hauteur quelconque que nous nommerons A. Le volume du prisme est donc Xdh. Si nous représentons par sin air s; le mouvement vibratoire du point M au temps (, le mouvement vibratoire d'une section faite dans le prisme perpendiculairement au rayon incident et à une dbtance s du point M sera représenléà la mâine époque par sîn a» f-ïi — jt)» et la force
vive de la tranche infiniment petite d'épaisseur dx correspondant ï cette section aura pour expression , si l'on prend pour unité la densité de l'éther dans le milieu incident,
hddx sin^ aw (jp "~ t) '
Pour avoir la force vive de tout le prisme il suffit d'intégrer, par rapport à x, depuis zéro jusqu'à X, ce qui donne
hd j sin^fiiri^ — -rjdx.
Cherchons maintenant la force vive du mouvement réfléchi. Pendant que le mouvement de la molécule N vient en N', celui de la molécule M se transmet en un point M' tel que l'on ait
MN=M']N'=X
Le volume auquel est transmis le mouvement du prisme d'éther considéré dans le mouvement incident est donc encore X hd; l'amplitude seule a changé dans le rapport de i à t^^ de sorte que la force vive du mouvement réfléchi est égale à" '
hdv^£ smHn{^-^)èc./
Passons maintenant à la lumière réfractéct Lorsque le point N aura transmis son mouvement en N'^, le point M aura transmis le sien en M^, et, comme dans ces deux trajets la partie NW est commune, M"N'' doit avoir été parcouru dans le même temps que MN; or MN = X, donc M''N''=X', X' étant la longueur d'ondulation dans
cosr
le second milieu. La dimension K"M* a pour valeur d :» i et r
1 cn^ I
désignant les angles d'incidence et de réfraction; la dimension h n'a
pas changé. Quant à la densité de l'éther dans le second milieu,
d'après le quatrième principe, elle est égale à 57^; enfin l'amplitude
du mouvenient réfracté est représentée par u. On a ainsi pour valeur
(le la force vive du mouvement réfracté
L'équation des forces vives peat donc s'écrire
hd I sin* 27r \f~\)^^'=' ^^^ ) sin^ air {jf. — j-j àx
d'où
Si l'on pose v"=y> on a
/o sin*2T(|-J)-xj]'8in«a»(i,-y)%
en sorle que iVquation des forces vives se réduit à
X cosr çj
d'oïl, en remplaçant vpar -j-—»
( t — r-) sin r cos t = u^ sin t cos r.
Cette équation, avec la première, détermine v et ti; on en lire successivement
( I — «) ( i + »^) sin r cos i=u^ sin i cos r. ( i — v) sin r cos t = m sin t cos r,
en tenant compte de la relation i +v=u, et enfin
(i — r)sinrcos î = (i +r) sintcosr,
àOà RÉFLEXION ET RÉFRACTION DE LA LUMIÈRE POLARISÉE.
d'où
sin r cos i — sin i cos r si n (i — r)
sin r COS 14- sin I COS r sin(;-i-r)*
Telle est l'amplitude du rayon réfléchi. Quanta son intensité, si
on la désigne par R, celle du rayon incident étant prise pour unité,
on a
p sin* (i-r) Mn»(n-r)
On voit que le signe de la vitesse ed vibration v du rayon réfléchi est semblable ou contraire au signe de la vitesse de vibration du rayon incident, suivant que le second milieu est moins ou plus réfringent que le premier.
Supposons d'abord le second milieu plus réfringent que le premier, c'est-à-dire i>r, et cherchons comment varie v. Pour f*=o, c'est-à-dire pour l'incidence normale, la valeur de v se présente
sous la forme -• On lève cette indétermination, soit en prenant le
rapport des dérivées et en passant à la limite, soit en remarquant que, lorsque t tend vers zéro, les sinus des angles i — r et i+r tendent vers les arcs t — r et i + r, de sorte que l'on a, dans le cas de l'incidence normale,
!' = — lim ' — = — lim
Mais, comme
n étant l'indice de réfraction du second milieu par rapport au premier, il vient
n-hi
A mesure que l'angle d'incidence t croît, le numérateur augmente et le dénominateur croît pour décroître ensuite, en sorte qoe, pour voir comment varie r, il faut chercher le signe de la dériva»
ui est
cos(£ — r) (i — -p) sin(£4-r) — cos(i + r) (n-^j sin (i—r)
sin*(i-i-r)
u, en remplaçant -r- par "^— .» ce qui résulte de la relation in I = 11 sin r^
— cosfi — r) I sin(£4-r)-i-cos(i-*-r) { i h sin (i— r)
sin*(i-t-r)
u, plus simplement,
— sin 2r-\ sin ai
ncosr
sin*(i-i-r) t, en remplaçant n par sa valeur,
li enlin
— sin ar sin i cos r -f- cos i sin r sin ai
sinicosrsin*
2 5ini(C08*i-
•cos*r)
sini
-; — cos r sin'
sm r
asini (cos*i —
cos*r)
/icosrsin*(i-t-r)
ietle expression est toujours négative; v décroît donc quand t auglente, et, comme v est négatif, sa valeur absolue augmente avec incidence. Donc, quand la lumière incidente est polarisée dans le lan d'incidence, l'intensité du rayon réfléchi augmente avec Tincience. Sous l'incidence rasante, 1 = 90 degrés et Ton a t; » i ; dans e cas, le rayon réfléchi a même intensité que le rayon incident
Tous les résultats précédents s'appliquent au cas où le second lilîeu est moins réfringent que le premier, seulement le signe de r »i positif. De plus, n étant alors plus petit que l'unité, il arrive un loment où sin t devient égal à n. Si l'on dépasse cette limite, on a In r ^ 1 , et l'angle r devient imaginaire. L'expression de v, qui ontient cet angle, est donc aussi imaginaire et a besoin d*étre in-
terprétée, comme nous le ferons plus loin. Ainsi le cas de la Téflexion totale se trouve écarté de la discussion précédente.
313. RélleiLloii de la lumière polarisée perpendieiilairement au plan d'ineidence. — Lorsque la lumière incidente est polarisée perpendiculairement au plan d'incidence , ses vibrations sont dans ce plan d'incidence, et, comme il n'y a pas de raison pour qu'elles en sortent, il doit en être de même des vibrations des rayons réfléchis et réfractés. Donc, quand les rayons incidents sont polarisés perpendiculairement au plan d'incidence, les rayons réfléchis et réfractés sont aussi polarisés perpendiculairement à ce plan.
Pour déterminer l'intensité de la lumière réfléchie , il faut suivre la même marche que dans le cas précédent. Le principe des forces vives y en désignant par u' et v' les amplitudes du rayon réfracté et du rayon réfléchi, conduit encore à l'équation
( 1 —v'^) sinr cos t = u'^ sinicos r.
Mais les vibrations des trois rayons, incident, réfléchi et réfracté, bien qu'étant contenues toutes trois dans le plan d'incidence, ne sont plus parallèles comme dans le cas précédent. Il faut donc deux équations pour appliquer le principe de continuité. On peut, par exemple , prendre dans le plan d'incidence deux axes , l'un parallèle à la surface de séparation, l'autre perpendiculaire, décomposer les vibrations suivant ces axes et écrire les équations qui résultent pour chaque axe du principe de continuité. On a ainsi deux équations incompatibles , et l'une d'elles doit être écartée. Fresnel a supposé qu'il suffisait d'appliquer le principe de continuité aux composantes des mouvements vibratoires parallèles à la surface de séparation. Cette hypothèse s'appuie sur la transversalité des vibrations lumi^ neuses, d'où il résulte qu'il peut se produire, dans le sens longitadinaU une discontinuité quelconque, sans que les ondes cessantes se transmettre. C'est l'inverse de ce qui se produit pour le son. Ponf la transmission d'un son d'un milieu dans un autre, de l'air dans l'eau par exemple , il importe peu que les molécules d'air glissent ou non sur la surface de l'eau; il suffit , pour que le son passe dans Teani
qu'il se produise sur la surface de l'eau une pression normale régulière et continue ; le principe de continuité n'est nécessaire que pour la composante verticale de la vitesse. Dans l'éther, c'est l'inverse, et il doit suffire, pour la transmission de la lumière, que les vibrations aient lieu d'une manière continue parallèlement à la surface de séparation.
En appliquant le principe de continuité aux composantes parallèles à la surface de séparation des trois rayons, incident, réfléchi et réfracté, on a immédiatement l'équation
(i — t?') cos I = tt' cos r.
e/ devra être pris positivement ou négativement, suivant que sa composante parallèle à la surface de séparation tombera du côté opposé à la composante de la vitesse du rayon incident, ou du même côté, ce qui aura lieu suivant que la vitesse du rayon réfléchi et celle du rayon incident coïncideront ou seront dans le prolongement l'une de l'autre lorsqu'on fera tourner le rayon réfléchi de manière à l'amener sur le prolongement du rayon incident.
Nous avons donc, pour déterminer v' et u^ les deux équations,
(i — v'^) sin r cos i = u'^ sin i cos r, (i — v') cos t = v! cos r.
In remplaçant u' dans la première équation par sa valeur, tirée de a seconde , il vient
roù
ît enfin
(i + 1/) cos r sin r = (i — v') cos t sin i.
, sin i cos i — sm r cos r sm ai — sm ar
sin i cos i -4- sin r cos r sin ai + sin ar
^^/^tang(t-r) tang(iH-r)
L'intensité R' du rayon réfléchi a donc pour expression , quand la lumière est polarisée perpendiculairement au plan d'incidence,
l^,^tang«(t-r) tang* (i-^r)
Supposons le second milieu plus réfringent que le premier et considérons d'abord le cas de Tincidence normale, c'est-à-dire fai-
sons t «= 0. On aura encore lim v' = lim -r- — = . Dans ce cas
particulier v' a la même valeur que la vitesse v qui correspond à la lumière polarisée dans le plan d'incidence. Gela se conçoit facilement, car, lorsque l'incidence est normale, le plan d'incidence n'a plus de direction déterminée, et tout plan normal à la surface peut être regardé comme plan d'incidence. Si les signes des valeurs de o et de V sont différents, cela tient purement à une convention différente, et il est facile de vérifier que, dans un cas comme dans l'autre, la vitesse du rayon réfléchi est de signe contraire à celle du rayon incident.
A mesure que l'angle d'incidence i augmente, la vitesse v' diminue, comme on peut le prouver en prenant la dérivée de v\ qui est toujours négative. C'est du moins ce qui a lieu, jusqu'à ce que l'on ait t + r = 90 degrés; la direction du rayon incident est alors donnée par la formule tang i = ii, et le rayon réfléchi est perpendiculaire au rayon réfracté. Mais, si l'on fait t + r= 90 degr^, la vitesse v' du rayon réfléchi devient nulle, et ce rayon est complètement éteint. Si l'angle d'incidence augmente au delà de la valeur qui correspond ài+r== 90 degrés, la vitesse v' change de signe et augmente en valeur absolue. Enfin, sous l'incidence rasante, on a t = 90 degrés, et la vitesse v' est égale et de signe contraire à la vitesse du rayon incident. L'angle d'incidence , donné par la formule tang t = n, et pour lequel le rayon réfléchi s'éteint complétementt est ce qu'on appelle Vangle de polarisation complète.
Si le second milieu est moins réfringent que le premier, la vitesse v' change de signe. Dans ce cas, l'angle r atteint la valeur 90 degrés avant l'incidence rasante, lorsque l'on a sint = n. Si l'angle i dépasse cette valeur, r devient imaginaire ; c'est l'angle de la réflexion totale. Nous laisserons de Côté, pour le moment, tout ce qui est relatif à la réflexion totale.
Dans le cas où le second milieu est plus réfringent que le pf^ mier, nous avons trouvé que l'angle de polarisation complète était donné par la relation tang 1 = n. Supposons maintenant que la '""
rayon incident. Si l'on désigne par j8 Tangle de polarisation da rayon réfléchi avec le plan d'incidence, on a
sma
tang(/-^-r lang /S = — 7—-. ;
cos a
sin {i -br) d'où
/2 * cos II -+■/•;
tang/3=-tang«^^^.._^y C'est celte dernière formule que nous avons à discuter. Le rajiport
ue larigp a laiig a ut^peiiu ue la vaieur uu la (juaiuuu ,._ '-
Cette quantité est toujours moindre que l'unité; cela est évident tant que t + r est plus petit que 90 degrés; mais, si 1 + r dépasse
90 degrés, cos (t-h^') devient négatif, et l'expression ^TTItL
reste encore plus petite que l'unité. En effet, l'inégalité
cos(i + r)
cos (/—/•)
é(|uivaut H
— cos(/ + r) <Z cos(i— r)
ou à
— cosi cosr+sinisinr <cos* cosr-f-sint sinr
ou enfin à
— acostcosr^o,
ce qui est évident.
On voit par là que la réflexion a pour effet de rapprocher le plan de polarisation du plan d'incidence. Mais, dans la manière donl^^ fait ce rapprochement, il y a deux cas à considérer, suivant que l'angle d'incidence est plus petit ou plus grand que l'angle de '^ polarisation complète. Dans le premier cas, on a i-hr<d90 degréîî. et tangjS est de signe contraire à tanga; le plan de polarisation du rayon réfléchi passe donc de l'autre côté du |)lan d'incidence. S'« nu contraire, on a Z+r^go degrés, les deux plans de polari>ation du rayon réfléchi et du rayon incident sont du même côlé d" plan d'incidence. Dans le cas intermédiaire oij l'angle 1 est celui ue
la polarisation complète, c'est-à-dire où Ton a t + r = 9.o degrés, il vient iS= o, c'est-à-dire que le plan de polarisation du rayon réfléchi se confond avec le plan d'incidence.
Lorsque , le second milieu étant moins réfringent que le premier, l'angle d'incidence est celui de la réflexion totale , et que , par conséquent, on a r= 90 degrés, ou lorsque, le second milieu étant plus réfringent que le premier, on a 1 = 90 degrés, il vient
tang j8 = tang a ;
dans ces deux cas, le plan de polarisation du rayon n'est donc pas dévié par la réflexion.
Ce qui précède montre la marche du plan de polarisation du rayon réfléchi depuis l'incidence normale jusqu'à l'incidence de la réflexion totale, ou jusqu'à l'incidence rasante. Pour l'incidence normale, on a tang j8 = — tang a; le plan de polarisation du rayon réfléchi fait donc avec le plan d'incidence et de l'autre côté de ce plan un angle égal à celui que fait le plan de polarisation du rayon incident avec ce même plan d'incidence. A mesure que l'incidence augmente, le plan de polarisation se rapproche du plan d'incidence; il se confond avec lui lorsque l'angle d'incidence est celui de la polarisation complète, et vient se confondre avec le plan de polarisation du rayon incident lorsque l'angle d'incidence est celui de la réflexion totale, dans le cas où le second milieu est moins réfringent que le premier, ou lorsque l'incidence est rasante , dans le cas contraire.
Après une première réflexion , on a , en désignant par a^ l'angle du plan de polarisation du rayon réfléchi avec le plan d'incidence ,
. . cos(n-r)
^g^i-^-^Pg^cosd-r)'
Si Ton fait réfléchir une seconde fois la lumière, en conservant le même plan d'incidence et la même valeur de l'angle d'incidence i, on aura
cos(i-hr) ^ cos*(i-+-r)
tang «., = - tang ai^^._^) = tanga^,^._^.j,
et, en général, après n réflexions successives, s'opérant toujours
/il2 RÉFLEXION ET RÉFIUCTION DE LA LUMŒRE POLARISÉE, dans les mêmes conditions, on a
, cos" (t>r)
tanga, = ±tanga^^^,^._,^^>
Il faut prendre le signe + si n est pair, le signe — si n est impair.
cosf - )) *^"^ ^®^^ ^^^^ quand n augmente indéfiniment. Le plan de polarisation du rayon réfléchi tend donc, lorsque le nombre des réflexions augmente, à se confondre avec le plan d'incidence.
315. Réllexloii de la lumière polarisée eirettlaire»et on elliptiquemeiit. — Un rayon polarisé circulairement ou elliptiquement peut toujours être considéré comme résultant de la superposition de deux rayons polarisés rectilignement, l'un dans le plan d'incidence , l'autre dans le plan perpendiculaire , et ayant des phases différentes. Si on applique à chacun de ces rayons polarisés rectilignement les formules que nous avons trouvées pour les deux cas dont il s'agit, nous aurons les composantes du rayon réfléchi suivant le plan d'incidence et suivant un plan perpendiculaire, et on en déduira facilement la nature et l'intensité du rayon réfléchi. La discussion des formules auxquelles on arrive ainsi sans aucune difliculté ne présente guère d'intérêt, et nous nous bornerons a examiner un seul cas , c'est celui où. un rayon polarisé circulairement se réfléchit sous l'incidence normale. Dans ce cas, le rayon réfléchi est encore polarisé circulairement, mais le sens de la polarisation est renversé : le rayon réfléchi est polarisé de gauche à droite si le rayon incident est polarisé de droite à gauche, et réciproquement. En effet, la vibration circulaire du rayon incident peut être considérée comme la résultante de deux vibrations rectilignes s'effectuant, l'une dans le plan d'incidence, l'autre dans le plan perpendiculaire. Après la réflexion, les vitesses de chacun de ces mouvements ont avec les vitesses du mouvement incident un rapport qui ne dépend pas du temps. Les vibrations du rayon réfléchi seront donc encore circulaires; seulement, comme, parmi les deux vitesses des mouvements rectilignes, l'une aura changé de signe dans» réflexion , le sens dans lequel le cercle est parcouru sur le rayon
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réfléchi résultant sera également changé. Cette conséquence de la théorie, déduite par Earnshaw, a été vérifiée expérimentalement par Powell<^).
316. Réllexloii de la lumière naturelle. — Nous avons vu précédemment (189) quelle est la constitution de la lumière naturelle. Nous allons ici donner aux conditions que doit remplir un système de vibrations elliptiques pour constituer de la lumière naturelle une forme qui nous sera plus commode pour étudier la réflexion et la réfraction de la lumière naturelle. Ce qui caractérise cette lumière, c'est qu'elle donne, dans un analyseur biréfringent, deux images de même intensité, quelle que soit la position de cet analyseur. Soient a et b les axes d'une vibration elliptique î\ un instant donné, et ai l'angle de l'axe b avec la section principale de l'analyseur. Les équations du mouvement vibratoire rapportées à ces axes seront
Ç=asin97rrp» ); = écos37rr-p«
Pour avoir le mouvement vibratoire sur les deux rayons dans lesquels se décompose le rayon incident en pénétrant dans le prisme , il faut décomposer le mouvement qui se fait suivant chacun des axes de l'ellipse en deux autres, l'un parallèle et l'autre perpendiculaire à la section principale de l'analyseur, ce qui donne, pour le rayon ordinaire ,
a cosûi sm ùtt j — osincj cos qtt ;p »
et pour le rayon extraordinaire ,
a sincj sm 27r ^^ + o cos ai cos qtt rp •
D'après les règles connues des interférences les intensités de ces deux vayons seront, pour le rayon ordinaire,
a^ cos^ey + b'^ sin^<y, 0) ffc^.A/og., (3), XXII, 93,369.
AU RÉFLEXION ET RÉFRACTION DE LA LUMIÈRE POLARISÉE, et pour le rayon extraordinaire,
a^sin^ûi+i^cos^ûi.
Telles sont les valeurs de ces intensités pendant une première période où les quantités a^ b ei oj restent constantes, c'est-à-dire où les vibrations elliptiques ne changent pas. Pendant une seconde période, a, J, co changent de valeur et deviennent a', b\ û>', et ainsi de suite.
Nous avons vu que chacune de ces périodes, quoique trèscourte, peut comprendre un grand nombre de durées de vibrations. Dans un temps très-court par rapport à nous, il y a un grand nombre de ces périodes, et la sensation produite pendant c temps, que nous supposerons toujours le même sans le préciser, davantage, sera la moyenne des intensités qui correspondent c' chaque période.
Pour que les images données par l'analyseur soient de mém intensité, il faut donc qu'on ait pour le temps considéré
(i) 2 {«^cos^ûi+i^sin^fiy) =^ (fl^sin^oi+i^cos^ûi).
Cette équation doit être satisfaite, non-seulement pour une valear particulière de ûi, mais encore pour toute position de l'analyseur, c'est-à-dire pour toute valeur de cj.
En désignant par 9 un angle quelconque , on doit donc avoir
2 [a2cos2{û,-0)-f é2sin2(ûi-0)]
En développant le premier membre il vient
V [a^{cosùJCOs9'i'S\ncjs\n9Y+b^[siï\ù)COs0—-cosa>s\n6f]
OU
cos2 e^ {a^cos^oj + bHin^ù)) + sm^9^ {aHin^ù)+ bhos^a») + ùsin9cos9^(a^ — b^)sinù) cosûi.
On trouve de même, pour le second membre,
— îîsinôcosô^ {(!'- lr)s'\nojcosGi).
En tenant compte de Téquation (i) il reste
y" [a- — 6-) sin w cosw=-- — ^ (<(- - fr^)sin w cosûj, d'où
Z^ (fr — 1)^ ) sin w eus o) ^ o .
Donc, pour (|u un système de vibrations elliptiques donne de ia lumière naturelle, les deux conditions suivantes doivent être satisfaites :
V (a^ cos^ck) + /j^sin'-çj ) =^ («-sin'w + ^'^cos-w), ^ {tr— i2)sinciicos<y=o.
Ceci posé, revenons à la réflexion de la lumière naturelle et cherchons d'abord à calculer l'intensité de la lumière réfléchie. Représentons par 1 l'intensité de la lumière incidente, par a et & les axes de la vibration elliptique et par c^ l'angle du petit axe avec le pian d'incidence. Le rayon elliptique incident peut se décomposer en deux rayons polarisés rectilignement, l'un dans le plan d'incidence, Tautre dans un plan perpendiculaire. Le calcul que nous venons de faire donne pour les intensités de ces rayons pendant un temps très-court, pris pour unité,
V (rt^cos*-fiy-|- fr-sin^6;) et V («-sin^û)+ ft^cos-ûi).
Si la lumière est naturelle, d'après ce qui a été dit plus haut, ces deux quantités doivent âtre égales, et par conséquent l'intensité de
chacun des rayons polarisés rectilignement est égale à - • Les intensités des rayons réfléchis correspondants seront, d'après les for-
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1 sin* (/ /•)
et
1 laiiff- (/ — /•)
2 lang* {i + r)
On a donc pour Tinlensité du rayon résultant , r'est-à-dire du rayon réfléchi ,
^,„ ^ }_ sin* t-r) \_ tang» (i-r)
:isin*(«H-r; 2tang*(/-hr)
On arriverait au in<?me résultat en remplaçant le rayon de lumière naturelle par deux rayons égaux en intensité et polarisés à angle droit, Tun dans le plan d'incidence, l'autre dans un plan perpendiculaire. Ce peut ^tre là un moyen de se rappeler la formule, mais en réalité ces rayons polarisés à angle droit n'existent pas, car il faudrait les supposer indépendants l'un de l'autre, incapables de se combiner pour no donner qu'un seul mouvement, et de tels rayons n'evistent pas.
317. Polar Umtloii totale ou partielle de la liuaiére naturelle par la réflexloii. — Etudions maintenant les propriétés ((u'acquiert la lumière naturelle lorsqu'elle a été réfléchie
Lorsqu'on a i'-|-r= go degrés, la quantité . . i-, s'annule,
et il ne reste plus que la composante polarisée parallèlement au plan d'incidence; la lumière réfléchie est donc dans ce cas particulier complètement polarisée dans le plan d'incidence.
Dans tous les autres cas, les vibrations sont encore ellip(i(]0<^ après la réflexion, et ces ellipses ont été modifiées d'une manière qui n'est plus la même pour toutes, mais qui agit toujours dan:»
le même sens. En efl'et, le rapport de tangllnhr) ^ sin(!>ri ^
1 — p — ^, (juantité plus petite que l'unité. La composante de U^'
plitude parallèle au plan d'incidence a donc été diminuée par » réflexion plus (|ue la composante perpendiculaire à ce plan; ^
deux composantes n'étant plus égales, la lumière réfléchie ne peut être de là lumière naturelle: elle ne peut être que partiellement polarisée.
Pour vérifier qu'il en est bien ainsi, cherchons l'efl'et produit sur cette lumière réfléchie par un analyseur biréfringent. Pour plus do simplicité, supposons la section principale de cet analyseur dans le plan d'incidence. Alors le rayon polarisé dons le plan d'incidence donnera seul le rayon ordinaire, et le rayon polarisé perpendiculairement à ce plan donnera seul le rayon extraordinaire, de sorte qu'en désignant par 0 l'intensité du rayon ordinaire, par E celle du ravon extraordinaire, on a
^ i sinM'- ') i,. 1 tangM'-')
2Sin*(/-h/) atang*(t + r)
L'image ordinaire étant plus intense que l'image extraordinaire. ce résultat s'accorde bien avec l'expérience. On peut écrire l'identité
^ 1 sin* (i — r) _ 1 lang* (i — r) 1 'sin*(/--r) tang*(/ — r) 2 sin' (i -+-/•)" :i tang* (/H-r) a
sin*(iH-/*) tang*(/4-r)
ou
0==F-4-i rsinM'-/') tang^(/-rn ^ "^"^a LsinM'>r) tang* (/-h r) J '
En ne prenant que le premier terme de l'expression de 0 et en le combinant avec le rayon extraordinaire, on a de la lumière naturelie, et il reste en plus le second terme de 0 qui représente de la lumière complètement polarisée dans le plan d'incidence. On peut donc regarder la lumière réfléchie provenant de la lumière naturelle comme composée d'une certaine proportion de lumière naturelle et d'une autre proportion de lumière com|)létement polarisée dans le plan d'incidence. Mais ce n'est là qu'une convention utile pour abréger les raisonnements, car ces deux mouvements, s'ils existaient, se composeraient aussitôt en un seul.
Lorsqu'on fait arriver sur un analyseur biréfringent un rayon de lumière partiellement polarisée, on trouve deux positions de la section principale de l'analyseur pour lesquelles les intensités des
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deux images sont égales et deux autres pour lesquelles la différence d'intensité est un maximum. On dit que le plan de polari$alion par^ tielle est parallèle à la section principale de lanalyseur lorsque cette section occupe la position pour laquelle l'image ordinaire est maximum. Entre ces quatre positions, les intensités des deux images varient d'une manière continue.
Sur un rayon de lumière partiellement polarisée, les conditions nécessaires pour que la lumière soit naturelle ne sont pas réalisées. On peut donc poser, en appelant n et ^ les axes de la vibration elliptique et (m) l'angle que fait l'axe b avec la section principale de l'analyseur pour une certaine position de cette section, celle où elle esi parallèle au plan d'incidence,
2^ {fi^ — i'^)sinfit)cosci) = C.
Considérons maintenant une autre position de la section principale faisant avec la première un angle 9: si on désigne par A** et par B'^ les intensités du rayon ordinaire et du rayon extraordinaire, on aura
A'^=^ An-os-^ô+B^sin^e+^jCsinflcosô,
B'^-Asin^e + B^cos^e- aCsinôcosÔ.
Chacune de ces expressions est essentiellement positive et t\e^ jamais ni nulle ni infinie : elles ont donc chacune un maximum ^l un minimum. Appelons plan de polarisation partielle la position tic la section principale de l'analyseur pour laquelle A'^ est un vaBUmum. On a, en égalant à zéro la dérivée de A'^,
9(B-— A*'^)sin9cosô+aCco5atf= o, d'oij
On a ainsi pour 6 deux valeurs différentes de i8o degrés, ceq^i
donne deux plans rectangulaires dont l'un est le plan de polarisation partielle et l'autre le plan correspondant au minimum de l'image ordinaire. 9 est l'angle dont il faut faire tourner la section principale de l'analyseur pour la faire coïncider avec le plan de polarisation partielle. Si donc C = o, on a aussi ô= o, et la section principale de l'analyseur coïncide avec le plan de polarisation partielle. Revenons maintenant à la lumière réfléchie provenant de la lumière naturelle. Il est facile de voir que C est nul. En effet, l'intensité du rayon réfléchi polarisé dans le plan d'incidence, au lieu
d'être y^(a^cos^<y+i^sin^w) comme dans la lumière incidente, est
-^-"TT-r-^^ V (a^cos^fii^ + i^sin^ûi). Si l'on change «y en ai— ô, le multiplicateur de sin 9 cos 0, au lieu d'être, comme dans la lumière partiellement polarisée , ^ (q^— i^)sinflJCOs&?, facteur qui a été
désigné par C, sera •^)'_^ {^{à^^b^)smojcosù). Ce terme sera
encore nul puisque la lumière incidente est naturelle, et, par suite, le terme qui dans la lumière réfléchie est représenté par C est nul, d'où il résulte que le plan de polarisation partielle de la lumière réfléchie provenant de la lumière naturelle est le plan d'incidence.
En résumé , lorsque des rayons de lumière naturelle se réfléchissent, la lumière réfléchie est toujours partiellement polarisée dans le plan d'incidence, sauf le cas où l'angle d'incidence est celui de la polarisation complète, et, dans ce cas, la lumière réfléchie est entièrement polarisée dans le plan d'incidence.
L'intensité de la lumière réfléchie est égale à
isin*(i — r) itang*(i — r) 2sin*(i-4-r) a tang* (i-+-r)
et cette lumière réfléchie peut être considérée comme composée d'une certaine proportion de lumière polarisée complètement dans le plan d'incidence, dont l'intensité est égale à
1 /8in*(i — r) tang*(£ — r)\
a Vsin*(i-4-r) tang» (i-hr)/ '
ou à
1 sin* (i — r) r cos* (i4-r)1
3sin*(i-Hr)L cos'(i — r)J'
/i20 RÉFLEXION ET RÉFRACTION DE LA LUMIÈRE POLARISÉE.
et d'une certaine proportion de lumière naturelle dont l'intensité est
égale à
tang»(t-r)
tang* (i-f-r)'
En désignant par m^ la proportion de lumière naturelle contenue dans la lumière réfléchie et par n^ la proportion de lumière polarisée dans le plan d'incidence , on a
Supposons maintenant que ces premiers rayons réfléchis se réfléchissent une seconde fois sous la même incidence et dans le même plan , on aura , après la seconde réflexion ,
a2 _/^9 , m}\sin*{i'-r) p2 m'tang* (t-r)
C'est donc encore de la lumière partiellement polarisée dans le plan d'incidence.
L'intensité totale de la lumière réfléchie est, après deux réflexions,
/ ^ m*\sin*(t — r) m*tang*(i — r) V'* ■^T/sin*(i-+-r)'^Ttang»(i-+-r)'
La proportion de lumière naturelle a pour intensité
_^tang»(i-r)
tu 7 77": : »
tang* (i-hr)
et la proportion de lumière complètement polarisée dans le plan d'incidence
2 sin' [i-r) m} Tsin' (i — r) tang* (i — r)l sin*(iH-r) a Lsin*(i-hr) tang* (i-hr)J *
On voit que par la seconde réflexion la quantité de lumière naturelle diminue, tandis que celle de lumière complètement polarist^e augmente; il en sera de même si on fait réfléchir la lumière une troisième, une quatrième fois. Donc, par une série de réflexions successives, la lumière naturelle tendra à être complètement polarisa dans le plan d'incidence.
318. Réfraetion de la lumière polarisée dans le plan ineideiice. — L'étude de la réfraction de la lumière polarisée l tout à fait analogue à celle de la réflexion. Considérons d'abord
cas le plus simple, celui où la lumière incidente est polarisée ms le plan d'incidence. Le rayon réfracté sera alors également porisé dans le plan d'incidence. Pour déterminer son amplitude u, )us pouvons nous servir des deux équations que, dans le cas delà flexion, nous avons déduites du principe de continuité et du prinpe des forces vives et qui sont
(i — v^)sinrcosî = w^sintcosr.
En éliminant v entre ces deux équations, il vient successivement
(i — v)sinrcost = ttsintcosr, (2 — tt)sinrcost = usintcosr,
enfin
2 sin r cos i
sin (i-+-r)
Sous l'incidence normale, c'est-A-dire pour 1 = 0, l'amplitude u
! présente sous la forme -; mais en remplaçant les sinus par les
"cs, comme nous l'avons fait plus haut, on voit que la vraie vaur de u pour l'incidence normale est
Si le second milieu est plus réfringent que le premier, pour l'injence rasante, 1 = 90 degrés et u devient nul; par conséquent il Y a plus de rayon réfracté. Si le second milieu est moins réfringent le le premier, lorsque l'angle d'incidence a la valeur limite qui corspond à la réflexion totale, on a r= 90 degrés, et par suite
tt=3.
»ur une incidence supérieure à cette limite, il n'y a plus de rayon fracté.
Pour avoir l'intensité du rayon réfracté, il ne suffît plus d'élever tt
au carré; a^ ne mesurerait l'intensité du rayon réfracté qu'autant
que l'éther aurait 'la méroe densité dans les deux milieux , ce qui
n'a pas lieu. Si nous nous reportons aux prismes d'éther qui nous
ont servi à établir les formules dans le cas de la réflexion , si nous
prenons pour unité la masse du prisme qui se trouve dans le premier
milieu , et si nous désignons par m la masse du prisme situé dans le
second milieu auquel se sera transmis le mouvement au bout d'un
temps donné, l'intensité du rayon réfracté sera évidemment mu^.
Or l'équation
(i — t;^)sinrcosi = M^sintcosr,
qui contient les carrés des vitesses multipliés par les masses, montre que les masses des deux prismes dont nous venons de parler sont entre elles comme sinrcost est à sintcosr, c'est-à-dire que l'on a
sin I cos r
smrcosi
Il vient par conséquent pour l'intensité Ri du rayon réfracté
jj „ sin i cos r 4 sin* r cos* I
^ smrcosi sm*{n-r)
P sinai'sinar
^i"" sin* (i + r) *
On aurait pu du reste arriver à cette expression en mettant l'équation des forces vives sous la forme
et en remplaçant v par sa valeur ■ /. v ^ ce qui donne
2 sin* (t — r) 8in*(i-4-r) — sin*(i — r)
^^ ^ ^"~8in*(i4-r)"" sin*(n-r)
[sin(i-^r)4-sin(t— r)] [sin ( 1 4- r)— sin (t-r[]
8in*(i4-r)
4 sin I cos r cos i sin r sin ai sin a r
sin*(i-hr) 8in*(i-hr)
expression identique à la précédente»
Nous pouvons ainsi discuter plus facilement la valeur de R]; car, connaissant les variations de Vy nous en déduirons ironiédiatement relies de i— y^ ou de mu-, c'est-à-dire de l'intensité Ri. Ainsi, pour
=^ 0 , on a
lonc
n , fn-\\2 fin
' \n-h i J [Il -h I )*
Telle est la valeur de l'intensité du rayon réfracté sous l'incidence lorinale.
Lorsque le second milieu est plus réfringent que le premier, )Our Tincidence rasante , l'intensité devient nulle et il n'y a plus de •ayon réfracté. 11 en est de même, si le second milieu est moins réringent que le premier, lorsque l'angle d'incidence atteint la valeur imite de la réflexion totale, car alors on a r= ()0 degrés. Il semble lu premier abord contradictoire que le rayon réfracté soit nul dans :e dernier cas, puisque nous avons trouvé pour son amplitude une râleur égale à <j; mais si l'intensité est nulle, cela tient à ce que la nasse m du prisme d'éther du second milieu est nulle dans ce cas.
319. Kéfraction de la lumière polarisée perpendiciilaipement au plan d'incidenee. — Lorsque le rayon incident est polarisé perpendiculairement au plan d'incidence, il est évident, par raison de symétrie, que le rayon réfracté sera également polarisé perpendiculairement à ce plan. Pour déterminer l'amplitude de ce rayon réfracté, reprenons les deux équations qui nous ont servi pour le cas analogue de la réflexion : ces deux équations sont
( 1 +v') cos / -.^ ti cosr, (i — r'-)sinrcos/-= u'^sintcosr.
On en déduit, en divisant la seconde équation par la première,
(i - r')sinr=-M'sini*,
et, en remplaçant v par sa valeur tirée de la première équation.
/ ,cosr\ . / • •
Q —u r ) sinr=tt sint,
V cosi / '
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, ^ sin r cos i 4 sin r cos i
Il =
sinicosi-hsinrcosr sinai + smar et enfin
, a sin r cos <
sin [i-\-r) cos(/ — /•;
Dans le cas où la lumière incidente est polarisée dans le plan d'incidence, nous avons trouvé pour l'amplitude du rayon réfracté
1 sm r cos /
sin [i-hi".
On voit que le rapport - est très-simple et a pour valeur — pn*
Ici encore l'intensité du rayon réfracté est égale à mu'^ : elle a donc pour expression
1^ , _ si n I cos /• /| sin* r cos* i ' sin /• cos / sin* { i -h /•) cos* ( i — /•; '
d'où
|j, sin a/ sin ar
^ " sin* ( ( -4- r) cos* ( / — r) *
On [)eiit encore obtenir cette expression au moyen de l'équation
qui donne
1 r^ =- mu ^y
,., tang* / -r:
mu^=^ 1 — , — "1,-, . »
d'où, |)ar des transformations faciles.
.4 sm ai sm ar mn ^ = . — •
sin*'/ + r) cos* (/ — /•) La discussion de la valeur de R,' se réduit donc à celle de la
quantité ];<!;;;;:•
Pour l'incidence normale, c'est-à-dire lorsque i'=o, on a, en remplaçant les tangentes par les arcs pour la quantité -^ ^r^'
la valeur p — ^/ et par suite, pourtw»/^ ou RJ, la valeur tjj-^.*!"^
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nous avons déjà trouvée dans le cas où la lumière incidente est polarisée dans le plan d'incidence.
Lorsque l'angle d'incidence t croît depuis zéro jusqu'à la valeur
I 11 • j ' 1 .'1' tantç^ii — /)
pour laquelle on a / + r= 90 degrés, la quantité . " , . r va en
décroissant, et par suite l'intensité du rayon réfracté va en croissant. Lorsque l'angle t varie depuis celte valeur jusqu'à 90 degrés, si le second milieu est plus réfringent que le premier, ou jusqu'à la valeur
pour laquelle r=-^ 90 degrés si c'est l'inverse, la quantité ' J • — :^
va en croissant, et par suite l'intensité du rayon réfracté va en diminuant, et elle s'annule pour «==90 degrés ou pour r=90 degrés, suivant la nature des deux m'ilieuv. On voit donc que, lorsque la lumière incidente est polarisée perpendiculairement au plan d'incidence, le rayon réfracté a son intensité maximum quand l'incidence est celle de la polarisation complète. Cette intensité est égale à l'unité et le rayon réfléchi est complètement éteint.
320. Réfraction de la liintiére polarisée dans un plan f|iieiconqiie. — Le cas de la lumière polarisée dans un plan quelconque se ramène aux deux précédents. On décompose le rayon inrident en deux rayons ])olarisés l'un dans le [dan d'incidence, l'autre perpendiculairement à ce plan, et dont les amplitudes sont, en prenant pour unité l'amplitude du rayon incident et désignant par a l'angle du plan de polarisation avec le plan d'incidence, cos a et snn a. Les composantes de l'amplitude du rayon réfracté sont donc respectivement ucosa et ?/sina : comme le rapport de ces composantes est indépendant du temps, le rayon réfracté est polarisé rectilignement et l'angle de son plan de polarisation avec le plan d'incidence, angle que nous a[)pellerons y, est donné |)ar ré(|uation
n . faiip[a
tang> = ^ylanga
cos 1 / — /• I
4angy est de même signe que tanga, car i — r est toujours compris entre — 90 et + 90 degrés, et par suite cos (/- r) est toujours positif; donc le plan de polarisation du rayon réfracté est toujours du même côté du plan d'incidence que le |)lan de polarisation du ravon inci-
Vkbdit, Vf. — 0|»li(|in', II. .j«
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(leiiL et, coiuiiie tang y esl plus grand que (ang a, on volt que par l'eflet (le la rélVartion le |)lan rie ])olarisation s^éioigne du plan d'incidence et se rapproche du [)lan perpendiculaire, C'est l'inverse de ce qui a lieu pour la réflexion.
Sous l'incidence normale, on a /-^ o et r = o et par suite y^ a: le plan de polarisation n'est pas dévié.
Quand l'incidence / augmente depuis zéro jusqu'à 90 degrés, si le second milieu est plus réfringent que le premier; jusqu'à la valeur correspondante à la réflexion totale, dans le cas inverse. cos (i — r) diminue et tang 7 augmente. La déviation du plan de polarisation du ra\on réfracté va donc en augmentant avec Tincidence et atteint sa valeur maximum pour l'incidence rasante ou pour celle qui correspond à la limite de la réflexion totale, suivant la nature des milieux.
L'angle } ne peut jamais, par une seule réfraction, devenir droit, car, pour aucune valeur de 1. on n'a /— ''=90 degrés; la lumière, après une seule réfraction, ne peut donc jamais être polarisée dans un plan perpendiculaire au |)lan d'incidence. iMais, si on fait passer la lumière à travers une série de milieux à faces parallèles, par exem()le à travers une pile de glaces, l'angle y, que fait le plan (!«' ])olarisation du rayon réfracté (|ui a traversé w glaces a\ec le plaJi d'incidence est donné par la relation
tang a
tangy,-
cos'" '1 — r
donc l'angle y,. t<Mid vers 90 degrés quand le nombre des gla<*<î^ augmente, dette remarque est utile p!)ur expliquer l'action des pil^î» de glaces sur la lumière polarisée dans un plan quelconque.
tllierclions maintenant l'amplitude l et l'intensité RJ du rayon réfracté. On aura é\idenHnent
I _^. \/m*-î cos- a -r "''^ sin*- a,
d'où, d'après les valeurs trouvées plus haut pour u et u\
fi . • / cos* a sni* a
L -J Sm /• rOS t 1 / -T—--: f- -T--—. r —r
\sin^'i-^r sm^;i-Hr)cos* 1-"/-
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Quant à rinteiisité, elle est représentée \)i\r ml]'^, ce qui donne
Hf, sinicos/' - . . .,.1' ros* a , sin- a 1
' sinrcos/ Lsiii- (/-+-/•) siu- /-Hncos-/ — /* |
l, en rédin'sant.
n'f • • • ros-a sin- a 1
' sin-i/H-r sin- /H-/- (OS- / — /J
3!2i. Réfraction de la lumière naturelle. — Livs cas de i lumière naturelle c( de la lumière partiellement polarisée peuvent » traiter comme les cas correspondants pour la réflexion. Toutefois, après les résultats déjà obtenus, on peut simplifier la marche du ilcul. Nous avons vu, en eifet, que la constitution de la lumière nairelle et de la lumière partiellement polarisée dépend uniquement e trois constantes A, B, C; de sorte que, si ces quantités restent ivariables, les propriétés du système demeurent les mêmes.
Pour la lumière naturelle on a A= B et C = o, c'est-à-dire qu'il a égalité entre les sommes des composantes des amplitudes suivant eux axes, l'un parallèle et l'autre perpendiculaire au plan d'incience. On peut donc concevoir le rayon naturel comme remplacé par eux autres polarisés, l'un dans le plan d'incidence et l'autre dans n plan perpendiculaire, égaux en intensité et se succédant à des itervalles très-rapprochés. Les intensités des rayons polarisés recilignement par lesquels on remplace le ra\on nalurel sont égales
-; les intensités de ces mêmes rayons après la réfraction devi<»nlent. d'après les foruiules établies plus haut,
I sin !i/sinir
i sin*(/H-r)
sin 11 sin 1/'
1 sm^(/-+-/)ros*(<--/')
Donc, quand la lumière naturelle se réfracte, l'inten^^ité de lu Ainière réfractée a pour «expression
,. _ I sinai sinQT 1 sin u/ sm a/*
1 «1 Kini/f _i_ r'\
2 sin*(/H-r) 2 sin*(/-i-r)cos*(( — r)
ou bien
P« 1 sin 21 sin 2/' F _, 1 l
' 7, sin*(/4-r) L ros*(i--r)J"
Les valeurs des intensités des deux composantes de la lumièn réfractée montrent qu'elle peut être considérée comme compose'^-- 0 d'une proportion de lumière naturelle ayant pour intensité
sin a/ sin ar
sm*(/+r)
et d'une proportion de lumière polarisée perpendicuLiirement a u plan d'incidence ayant pour intensité
sinaismar isinaismar
a si n* (' -♦- /') cos* (/ - /*) 2 si n* (1 h- r)
Il résulte de là que la lumière réfractée est partiellement polsn risée et qu'elle a pour plan de polarisation partielle un plan perpendiculaire au plan d'incidence. L'expression qui représente h proportion de lumière naturelle ne pouvant jamais devenir nulle, il faut en conclure que la lumière naturelle ne peut jamais être polarisée complètement par une seule réfraction.
Il n'en est plus de même si la lumière naturelle se réfracte à travers une série de milieux à faces parallèles, par exemple à travers une pile de glaces. Après n réfractions, en effet, on a pour l'intensité de In lumière polarisée dans le plan d'incidence
1 ["sin 21 sin ar]»
2 L sin*(z-4-r) J
et pour l'intensité de la lumière polarisée perpendiculairement au
plan d'incidence,
I sin2fsin2r "j«
L sin* (/ -h /•) cos- (/ ~ /•) J
-fi?
Le rapport de la première intensité à la seconde est cos"(t-''' et tend vers zéro quand n augmente indéfiniment, d'où l'on conclul que la lumière naturelle transmise à travers une pile de glaces ^ j .^j rap|)roche d'autant plus d'être complètement polarisée perpennicolairement au plan d'incidence que le nombre des glaces est plus considérable.
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L'intensité^ de la portion de la lumière réfractée qu'on peut conérer, après une seule réfraction, comme polarisée perpendiculailenl au plan d'incidence, est
1 sinafsinar isinn/sin^r
!i si n' (/ ■+■ r) cos^ (i — r) 3 si n* (* 4- r)
(jui peut s'écrire
1 sin 'ifsiu'jr | 1
3 si 11* (/ H- / ) Lcos* (i — r)
enfin
I sin ai sin ar sin* (' — ^') 3 si n* (1 + r) cos* (/ — r)
Dans le cas de la réflexion de la lumière naturelle , nous avons uvé, pour l'expression de l'intensité de la lumière qu'on peut isidérer comme polarisée dans le plan d'incidence,
1 rsin* (/—/•) lang*(« — r)1 3 Lsin*(/-4-r) tang*(iH-r)J'
[jui peut s'écrire
isin-(<— r)| cos*(/-*-/)"|
3 sin* (i H- r) L cos* (/ — /) J
1 sin* (/ - /•) fcos* (/ — /•) — cos* (* -»- /•) 1 3 si n* (/ 4- /') L cos* (I — r) J '
encore
1 sin* (i - r) [cos (/' — /•) 4- cos {i h- r)] [cos (/ - r) — cos [i -4- r)] 3 sin* (( H- /•) cos* [i — r)
enfin
I sin 31 sin sr sin*(i~r) 3 sin*(iH-r)cos*(( — rj
iression identique à celle que nous venons de trouver pour Tinsite de la partie polarisée de la lumière réfractée. Ainsi, quand la nière naturelle tombe sur la surface de séparation de deux mi- IX, les quantités absolues de lumière polarisée qui se trouvent is la lumière réfléchie et dans la lumière réfractée sont égales, is il y eu a relativement moins dans Tune (|ue dans l'autre, car
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les quantités tolales de lumière réfléchie et de lumière réfractée n( sont pas égales. (iCtte remarque nous sera souvent utile par la suite.
32!2. Réflcmion totale. — Dans le cas où le second milie est moins réfringent que le premier, nous avons laissé de côté le ca.* de la réflexion totale. Lorsqu'en effet l'angle d'incidence devient su périeur h la valeur pour laquelle on a r= 90 degrés, on trouve pou sin r une valeur supérieure à l'unité; cet angle devient donc iuia ginain». el les formules (pii donnent les amplitudes et les intensité de In lumière réfractée ol réfléchie sont inapplicables.
Examinons d'a1)ord le cas où la lumière incidente est polarisé dans le plan d'incidence. L'expérience nous montre alors que, toute les fois (pie l'angle I dépasse la valeur pour laquelle r est égal 90 degrés. Il n'y a plus de rayon réfracté, et le rayon réfléchi ( égal en intensité au rayon incident et polarisé comme lui dans 1 m plan (rincidence. La théorie confirme ce résultat: le principe A. ^ Huvghens montre que dans le second milieu les mouvements vibrai ^ toires se détruisent tous à partir d'une très-petite distance de 9s surface de séj)aration. Le principe des forces vives exige que le rayoi; réfléchi soit égal en intensité au rayon incident, du moment quV/ n'y a |)lus de rayon réfracté; et enfin, pur. raison de symétrie, 1^ rayon réfléchi doit être polarisé dans le plan d'incidence.
Cependant la formule que nous avons établie pour déterminer l'amplitude du rayon réfléchi dans le cas où la luim'ère incide«tee>l polarisée dans le ])lan d'incidence, formule qui est f T
siii (/ — /•)
sin(/-i-r)
donne une valeur imaginaire pour v quand, le second miliein*ianl moins réfringent que le premier, / dépasse la valeur pour la([uello r-^-go degrés, c'est-à-dire lorsqu'il y a réflexion totale, car alors on a, en remplaçant sin r par sa valeur nsinf.
si II / V I — ti* si 0*1 — n si n / cos /
si n / \/ 1 - «* si n* / 4- n si n / cos /
Pour les valeurs de 1 suj)érieurcs à celle (jui donne r^ago deg»^
on a n 81111 r>i; donc les (|uantités placées sous les rddicuux sont négatives et l'expression de v devient ûnaginnire. On peut mémo donner à cette expression la forme ordinaire des expressions alf^ébriques imaf;[inaires ; il sullil dVcrire
nsinivosi siiiiv «^sm*/- i v - ' r = — ■ — -^ ^ — ^ — / ^ ^ - __ •
wsinicos/-i-siiu'\ /t^sin*/ — i \ - i
Puisqu'il y a là une contradiction enlre Texpérience et les conséquences déduites de la théorie, il faut que les principes sur lesquels s'appuie celte théorie aient quelque chose d'inexact, du moins dans le cas qui nous occupe. Le premier et le second principe ne sont pas attaquables et ne peuvent être en défaut. On ne peut non plus toucher au quatrième principe, qui regarde la constitution de l'éther, sans renverser toute la théorie de Fresnel, car si ce principe était inexact dans le cas d(* la réflexion totale, il devrait Fétre dans tous les autres cas.
Reste donc le troisième p/incipe, qui suppose que les changements de vitesse ont lieu brusquement à la surface de séparation, de sorte que les trois rayons incident, réiléchi et réfracté ont [)Our vitesses. au point d'incidence et au temps t,
t .ITT . /
sin "ATT .., - V sin -Y ' w sm nir q, i
«? et u ayant les mêmes valeurs au point d'incidence qu'à une distance finie de la surface de sé])aration dans les deux milieux, el alors le second ])rincipe nous donne la relation
En particulier, pour le cas <|ue nous traitons, l'amplitude u devient nulle à une petite distance de la surface de séparation dans le second milieu, et, si nous admettons que cette amplitude soit aussi nalic à la surface même, nous aurons i*=— i, c'est-à-dire que la vitesse de vibration du rayon réfléchi au point d'incidence est à chaque instant égale et de signe contraire à celle du rayon incident. Mais cette supposition, que l'amplitude u est nulle jusque sur la surface de séparation, dépasse les données de la théorie; le principe de Huyghens nous apprend seulement que le mouvement réfracté
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cesse à une petite distance de la surface, mais rien ne prouve qu'il soit nul h la surface même. Admettons donc que le mouvement réfracté ne soit pas nui à la surface de séparation, et alors les équations que nous avons posées seront inexactes.
La vitesse du rayon réfléchi n'est plus égale à la vitesse du fayon incident , mais bien à la différence entre la vitesse du rayon incident et celle du rayon réfracté au point d'incidence. D'ailleurs, la force vive du rayon incident, qui, dans le cas général, se partage entre le rayon réfléchi et le rayon réfracté, devra, dans le cas particulier que nous examinons, revenir tout entière au rayon réfléchi, puisque le mouvement réfracté s'arrête à très-peu de distance de la surface, d'où l'on conclut que l'intensité du rayon réfléchi doit être égale à celle du rayon incident. Mais, si le rayon réfléchi et le rayon inci-
dent ont même intensité et par suite même amplitude, pour qu'an point d'incidence leurs vitesses de vibration ne soient pas égales an même moment, comme cela a lieu dans la supposition que nou; avons faite, il faut que leurs phases soient différentes, que le mouvement vibratoire, étant représenté au point d'incidence sur le ra>of
incident ])ar sin âTTr-p^ soit représenté en ce même point sur W
rayon réfléchi par sin*j7r ('T ~t) •
Dans le cas ordinaire do la réflexion, c'est le contraire qui a lirn; les amplitudes sur le rayon réfléchi et sur le rayon incident ne sont ])ns égales, mais la phase est la même sur les deux rayons au \)oivt d'incidence , et les deux mouvements vibratoires sont représentés au
j)oint d'incidence par siniîTrrj, et |)ar t;sin liTr^p* C'est de ces nouvelles données qu'il faudrait |)artir pour rendre compte des phénomènes de la réflexion totale.
323. Interprétation conjecturale de« expreMiiona M*' irinalres. — Au lieu d'aborder ainsi à nouveau l'étude de la réflexion dans le cas |)articulier de la réflexion totale et de chercher n déterminer la différence de phase entre les rayons incident et réfléch' au ])oint d'incidence, Fresnel a cherché à tirer parti des form"l<?^ obtenues [)Our le cas ordinaire de la réflexion ^^K
^•^ Aiiit. (le rhim. ot flp f/hys., (?0, XXIX , 175. — Œuvre» cûntpUlcn^ I , sôH. \j
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Dans le cas de la réflexion totale, l'aniplitude v du rayon réfléchi
prend la forme a + bs/— i . Or, dans un grand nombre de problèmes géométriques, quand on trouve sous une pareille forme la solution d'un problème dont l'énoncé a été trop restreint, on arrive à un résultat exact en interprétant cette solution de la manière suivante : les quantités a et i ne doivent pas être portées à la suite l'une de l'aulre comme si on avait h construire une ligne égale h a + b, mais on doit prendre un point 0, mener par ce point une droite quelconque sur laquelle on prend, à partir du point 0, une longueur a, puis, par le même point, une seconde droite perpendiculaire à la première, sur laquelle on prend à partir du même point 0 une
longueur égale a b, et a + b V — i représente la longueur de la ligne (|ui joint les deux points ainsi obtenus, c'est-à-dire l'hypoténuse d'un triangle rectangle dont a et b sont les côtés. D'après cela le
résultat a + b\- i indique que, si on avait rectifié convenablement
les données du problème, on aurait trouvé pour solution Vfl^ + //-.
Fresnel a a|)pliqué ce mode d'interprétation à la question qui
nous occupe. Il a remarqué que, le mouvement vibratoire sur le
rayon incident étant représenté par sin îj7r»o le mouvement vibratoire sur le rayon réfléchi peut toujours être représenté par
A sin îiTr ,r, + B COS QTT rr, ^
A et B étant deux constantes. L'amplitude du rayon réfléchi est
alors égale à V A^+B*-^. D'autre part les formules générales nous conduisent, pour l'expression de cette amplitude, à une solution de la
forme « + 6v — 1 ; nous interpréterons cette solution en faisant a = A et //^B, c'est-à-dire en supposant que n-{-b\^-- i soit équivalent à vV +7^
Il n'y a là en réalité qu'une analogie avec un résultat géométrique, résultat qui lui-même n'est pas nécessaire et qui souvent ne donne aucune solution répondant à la question. En un mot ce n'est qu'une conjecture; mais nous ne devons pas moins nous assurer si elle conduit à des conséquences vérifiables par l'expérience, et si ces
conséqutMH'es sonl en effel vérifiées, auquel cas ia conjecture serai justifiée.
Commençons par mcltre l'expression (1er sous la forme //+A\ — i nous aurons
/isinicosi— sini\/n*sin*/— i \ — i
/isin/cos/H-sin/\ /ï*sin*/— i V~ * ou, en faisanl ilisparaifre le radical du dénominateur,
w-sin'/ros-/— w-sin*/-f-sin''/ — 3/isin*/cosiva*sin*/— i v — '
it* si n^ i cos" / + sin* / (w* sin* / — i )
d'oi
ou
• •wiii'i 't li i'i\u Ê % Êti^iint
n f- 1 — M/rsin=/--u/t('Osi\ /rsm'i— i \ — i
ir I
et enfin
/< - 4- 1 — 'à n^ si n- / •« Il cos i y^ w* si n* / — i
D'autre part, Texpression
\ sin *i7r rj, I B cos «^tt ,.,
peut secnn*
\ \'--rB-sin f *î7r;j;-t-arc tan{j . J
\ A--T B'- représente Tamplitude r du ra\on réfléchi et arctaiigj
est la différence de phase entre» le ravon réfléchi <»l le ravon mcidenl au poini d'incidence.
Si Ton admet que, pour avoir l'intensité du ravon réfléchi»" failh» prendre la somme des carrés de la partie réelle et du coeffici^ï^*
de V — 1 dans la partie imaginaire de l'expression de v, ce (|ui revient à rem])lacer a + h sj-- \ par \ tr + //•*, on aura pour celte int^""
site R
p __ (u--i- 1 — ^wi*sin^/)-H-.Vi^cos^/(/i^sin-/— i)
(I ou
i» iir^\ï^-k-\n> si n - / — 'i iC- (n- -h i ) si n* / /| w' cos* /
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;t enfin
Nous trouvons donc ainsi que l'inlensilé du rayon réfléchi est îgale à colle du rayon incident, comme le prouvent l'expérience el a théorie.
Quant à la différence de phase du rayon incident et du rayon •ëfléchi au point d'incidence, si on représente le mouvement vihra-
cire sur le rayon réfléchi par sin utt f », - t ) ' *'llo est é}jale à *?7r X • 3n a donc
i? i\ vp r.
•>7r ^ arctani;-r» unir*?~ ' k^
ou
^ uicos/ V "'siu*/— I
" A I -H /!*-•? /t* SI II*/
Telle est la formule cjue l'expérience doit vérifier quand le rayon ncident est polarisé dans le plan d'incidence.
Tout ce qui vient d'être dit peut s'appliquer au cas où le rayon
•ëfléchi est polarisé perpendiculairement au |)lan d'incid»»nce; seu-
ement il faut |)rendr<' r au lieu de r. Par un calcul analo{;;ue à
*elui que nous avons fait pour v, nous pouvons mettre c sous la
orme
siii/ cos/ — Hsiiuv 't"sin-/ — I V — ' /• -^ -; ; — /_._.. .
sin/cos/-f /isiii/y //-sin-/ i\ — i
If//' (//'4- 1 )sin-/ •u/cos/v //-sin-/- I
(//-- ii|(//-4- nsin*/— 1 1 (//'— I )|i/r-t- nsin*/- 1 1 ^
Les quantités représentées par A et B ont donc ici pour valeur
. 1 4- //- - (/t^M- 1 )sin-/ |j •i«cosi\//i*siii^/ i
(//*- i)|(//--^-Trsin-/— I f (/«*- 1 )!(//* 4- i)sin*/—i I
L'intensité de la lumière réfléchie sera encore égale à A- + IV-. •c qui donnera, tous calculs fails. une valeur égale à Tunité.
&36 RÉFLEXION ET REKKAGTlOiN DE LA LDMIÈRË POLARISÉE.
Si l'on désigne par stt y la différence de phase entre le rayon incident et le rayon réfléchi au point d'incidence, on aura
0' Vi a/icos/\//i*sin*i- i
Ainsi, les différences de |)havse sont données, lorsque la lumière incidente est polarisée dans le plan d'incidence , par la relation
<P 'j/icosi\/n*sin'i— 1
tanc aTT ->- ■■=-- 7^^ — i-. ^. ^
" A i-h/i- — 'i/i^sin**
et, lors(|ue celte lumière est polarisée peq)endiculaireiuent au plan d'incidence, par la relation
0' •j/tcos/\/''*sin*/— 1
tanfif »J7r < ^ ; — 7-1 — z-^—r- '
" A I -»-n*— (n*-f-i)sm*«
32/i. Polarisation elliptique ou circulaire produite par la réflciUon totale. — La difficulté qu'il y a à mesurer les différences de phase empêche de vérifier directement par l'expérience les formules que nous venons de trouver; mais elles peuvent trouver une vérification indirecte si l'on fait réfléchir totalement de la lumière polarisée dans un plan faisant avec le plan d'incidence uj angle quelconque a. Un rayon de cette lumière peut se décomposcL — en deux rayons, l'un polarisé dans le plan d'incidence et l'autn— ^ dans un plan [lerpendicuiaire. Les rayons réfléchis correspondant ^« ces deux rayons auront pour amplitude cos a et sin a , et présenteroiM t avec les rayons incidents dont ils proviennent des différences le?
phase égales respectivement à 'jTr-ret à awy • Le rayon réflécH;
résultant de la combinaison de ces deux rayons sera donc polarise elliptiquement, puisque les deux composantes rectangulaires de ce rayon sont inégaies en amplitude et ont une différence de phase.
La différence de phase entre les deux composantes du rayon refléchi est égale à ^îtt ->:--^ et nous allons chercher jï la déterminer.
Posons
tang'i7r^== ,,. tang^Ti ^ == -^-,
nous mirons
(Z) h . Cl a
cos '?.7r V '-^ ■ ^1" *Tt7r-^
et
vV-h//' ^ \a*-^h''
rt^H-fe
d'où, en rcmplaranl a, b, b' par leurs valeurs,
(p— ^' 4'**cos^/(«*sin^/— i)h-(i -^/t^— 2/t*sin'ô[i h-/i*— (/**-♦- i)sii>^/J
/[/i«*cos* / (n*sin*/ - i ) -h (i-h ;i* - a/i^sin^ty] i Videos*/ (;j* si ii*i - i ) Y +[i-+-/i*-(/i^-M)sinVl*î
Toutes réduclions faites, on trouve
(P— (p' I —(1 -i-/i-;sin*i-i-2/i*sin^/
COS rlTT
X (I -i-;/-)sin*/ — I
On a donc dans le plan d'incidence et dans le jdan perpendiculaire deux rayons polarisés à angle droit, ayant des intensités j)roportionnelles à sin^a et à cos^aet ayant pour différence de phase la
quantité ^^ x ^^^^ ^^^^ venons de déterminer le cosinus. Le rayon réfléchi qui résulte de la conoposition de ces deux rayons sera polarisé elliptiquement, à moins que la différence de phase ne soit nulle, auquel cas la lumière serait polarisée rectilignement dans le plan primitif.
On a dans ce cas
OU
I — ( 1 + ir) sin- / + -u/- sin* i --- (//- + t ) sin^ < -— i ,
d'où encore
w'-sin*/- (i -i-/*-)sin*-i-f- I =0.
On tire de cett(» é(|iiation
cos 97r ^ ^ = I ,
sin^î -
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sin-/ =- - .V "•" r
Les deux valeurs de sin- 1 sont t el -^^ et par suite les deux va-
leui-s de sin/ sont i e( ; donc la lunii«»re réfl<^rliie totalement est
polarisée rectili{j[n«»ment sous l'incidence rasante et sous rincidence limite de la réflexion tolale. Il n'y a pas lieu de chercher ce qui
arrive quand cos ?i tt ^ > ^ - i, rest-a-dire quand *?7r ^ est
éffai à une demi-circonférence, car chacun des arcs *iir\ el mw-t^ est moindre qu'une demi-ci^'conférence.
La lumière réfléchie totalement n*est donc polarisée rectilignemen (ju'aux deux limiles de la réflexion totale; dansées deux cas la diffé
rence de phase mtt --^-- est nulle; dans l'intervalle elle croît pou^^ décroître ensuite : elle passe donc j)ar un maximum. Ce maximui^^^ correspond à un minimum de cos ^mt >J • En annulant la dériv^^ de celte dernière expression , on ohtient la relation
( I H-zZ-^lsin- ! *}=^ o.
d'oi
Sous cetle incidence on a
cos 27r ^-^ ■- -^
d'oii
COS'ITT
■trî
Pour le \erre, /* - = -; c'esl sous l'incidence représentée par sin*» =^13 que la difl*érence de phase est un maximum; elle a alors pour cosinus :^ •> qui esl un peu plus petit que —•> cosinus de 45 dogrés
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La différence de phase maximum dépasse un peu y el la différence de marche (p — ^' est un peu plus {jrando que ,^ •
bi Ion a -îTr -^ -= - ou cos *J7r ^ > -^ o, les axes de 1 ellipse
sont dans le plan d'incidence et dans lo plan perpendiculaire. On a alors, pour déterminer Tincidence /, Téquation
•iw*-sin* / — ( I 4- "''^) sin*-' / + i -^ o. d'où
sur » = V-: — ■
/. Êi-
Si, sous cette incidence, Fangle a du plan de polarisation de la lumière incidente avec le plan d'incidence est de 45 degrés, la lumière réfléchie totalement sera polarisée circulairement. (l'est là un moyen de vérifier expérimentalement les formules.
Pour le verre, il est évident que la polarisation circulaire ne peut avoir lieu, puisque la différence de |)hase, lorsqu'elle est à sa valeur
maximum , dépasse à peine 7 •
D'ailleurs, la formule qui donne / montre que, pour que la polarisation circulaire puisse avoir lieu, il faut que l'on ait
ou
ce (|ui a lieu si Ton u
ti^ (iw-^-f- 1 u.
car on ne peut avoir u- 3 \ 8, (|ui est la plus petite des racines. Pour toutes les substances monoréfringentes, comme le verre, 11 est
moindre que y 3 + \ 8. Le plus }|rand indice csi celui du diamant,
qui surpasse de très-peu y 3 + v8, mais ce corps ne peut être employé pour d'autres motifs. Pour trouver un indice notablenient
supérieur a y 3 -i- V 8, il faut aller juscpfau réalgar, (|ui a pour indice 3,8, mais qui est fortement coloré et auquel la théorie de Fresnel ne s'appli(|ue pas.
hliO REFLEXION ET REFRACTION DE LA LUMIERE POLARISEE.
La vérification (|ui consisterait A constater la production de la lumière polarisée circulairemcnt par une seule réflexion totale n'esV donc pas possible: mais elle peut conduire à d'autres vérifications^ possibles. La différence de phase des rayons réfléchis ne dépendan %. que de Fangle d'incidence, on peut choisir cet angle de façon .<|u« ^
la différence de phase dos deux rayons réfléchis soit égale à - <» et «^ i
alors on fait réfléchir une seconde fois la lumière sous la même in — cidence et dans le même milieu, on aura après la seconde réflexion^.
entre les deux rayons réfléchis, une différence de phase égale à -
et, si l'angle a est égal à fxb degrés, la lumière deux fois réfléch ^^^ sera polarisée circulairement. On peut aussi produire une différent ^^
de phase égale à ^r et faire réfléchir trois fois la lumière, ou u^tp
différence de phase de - el faire réfléchir quatre fois la luniièr**^ et ainsi de suite.
Pour (|ue la différence de phase soit égale h j^ il faut que Vou ait *
COS rîTT . =^ ^^— 1 A 'À
d'où
•? -r>(i -f "jsiir^ /+ 'i/r-^sin^/^-N -^ (i +w*'^)sin^/ -V:i»
et en simplifiant,
fin^ sin^ i — (•> + \ *^ ) (i + ''*^) sin- i+ ^ + V *? -- o.
On tire de là j
. o • 2 -fV 1 ) • I -+-'**! =^ V î^- -»- V 2)- ! 14- /**!*- 1 () w* il + v'^
sin- * =- ^ ^— }rT- ^ —
OU
(^,:^\^y,^,n-,^yj(^r^'^^^y[^
sin^ ? = 7— T-
dette exj)ression est réelle |)our le verre et pour les milieux an: logues, dont l'indice varie de i.^i h i,r».
'ir
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Pour une différence de phase égale à ^ i on a
oos 9 7r ^ =^ -
ce qui donne
_ (.-.^i),..,.M=.v(.-.V_3)^..„.,_8„.(..vJ)
sin* 1 =
Si la différence do phase est 7^-. on a
V2-4-va
cos 97r ' . =*- ^^ '
e^t ainsi de suite.
On a donc là une série de vérifications expérimentales très-simples. On trouve deux valeurs pour Tincidence t, ce qui tient à ce [|ue, départ et d'autre de la valeur de l'incidence qui correspond 11 la différence de phase maximum, il y a deux valeurs de l'incidence qui correspondent à des différences de phase égales entre elles.
VcRDCT, VI. — Opliqyt', II. atj
VÉRIFICATIONS KXPÉRIMRiNTVLES DK LA THÉORIE DE FRBSl^EL
ClAMlfleatloM des vérlfleatlonui «xiiériBiMitolei
— Jusqu'ici nous avons exposé la théorie de la réflexion et de la réfraction de la lumière polarisée et de la lumière naturelle sans indiquer les vérifications expérimentales. Nous allons maintenant faire connaître les principaux procédés qui peuvent servir à reconnaître l'exactitude des lois dérivées de la théorie de Fresnel. On remarque dans ces vérifications, les unes antérieures, les autres postérieures à Fresnel, deux périodes bien distinctes; dans la première, on trouva un accord satisfaisant entre la théorie et l'expérience; dans la seconde, on montra que cet accord n'est pas absolu, mais seulement approché. Il y a là quelque chose d'analogue i ce tjuc des ob.servations très-rigoureuses ont appris sur l'inexactitude des lois de Kepler et de la loi de Mariotte.
Nous diviserons ces vérifications en trois catégories. La première comprend tout ce qui est relatif aux modifications qu'éprouve la polarisation de la lumière dans la réflexion et la réfraction, c'està-dire les changements de plan de polarisation, la polarisation complète ou partielle de la lumière naturelle, la transformation de la lumière polarisée rectilignement en lumière polarisée circulairement ou elliptiquement, et réciproquement. La seconde catégorie se compose des mesures photométriques qui peuvent servir à déterminer les intensités de la lumière réfléchie ou réfractée dans diverses conditions. L'imperfection des procédés . photométriques rend ce genre de mesures peu précises, et il est utile d'y joindre des mesures calorimétriques. Les phénomènes calorifiques et lumineux doivent en effet, on le sait, être considérés comme des effets d*uo même agent , et toutes les lois établies pour la lumière sont applicables aux rayons calorifiques. Enfin , la troisième catégorie comprend les expériences polarimétriques destinées à reconnaita* la proportion de lumière polarisée qui existe dans la lumière réfléchie provenant de la lumière naturelle.
VÉHIFICATlOiNS DK LA THKOKIE l)K FhKSNÈL 'iVî
A. — Modifications de la polarisation de la lomière.
326. Iiol fie HlAlus» — La loi expërimentale posëe par Malus ^'^ doit être énoncée en premier lieu. Elle consiste en ce que l'angle A de polarisation complète par réflexion, lorsque le rayon passe d'un milieu dans un autre, et l'angle B de polarisation complète, quand le rayon passe du second milieu dans le premier, sont entre eu\ dans le même rapport que l'angle d'incidence et l'angle de réfraction du premier milieu dans le second, c'est-à-dire que l'on a
si II \
sin B
Otte loi, bien qu'ayant été découverte avani la théorie de Fresnel, peut lui servir de vérification. En effet, dans cette lliéoric on voit qu'il y a polarisation complète lorsque lu condition
cot(A4-R) — o
est satisfaite, A étant l'angle d'incidence et R Tangle de réfraction,
et l'on a de plus
sin A
sni n
Inversement, lors(|u<^ la lumière repasse du second milieu dans le premier, sous l'angle de polarisation comjilète dans le second milieu, on a
. /■» n/ sin R'
cot ( B -F n )^ o . —■ — n ''^' w ; ^ sin n '
d'où il résulte (|ue l'on a
sin A
327. Iiol et e&périeiiees de Breurster. — La seconde loi expérimentale, par ordre chronologique, est celle qui a été décou-
'*J .W#f»if. fie la Sor. <rArrueil, II. i/i.^. — Mt'm. âe la ^rniê. chinée de l*!nat. , \l, 1 i-J.
ViA KÉPLFAION ET lŒrRACTlON DE LA LUMIÈRE POLAKISÉE.
verte par Brewster, eu 1 8 1 5 '^\ et qui porte son nom. EUe consiste en ce que la tangente de l'angle d'incidence qui correspond à la polarisation complète est égale à l'indice de réfraction. On déduit immédiatement cette loi des deux équations
pl
iroù Ton tin»
pt
rot ( A + IV) =- 0
sin A n sinK,
TT
lang A //.
La condition A + R- ;' indique que, pour rincidenn» de la polarisation complète, le rayon rélracté est perpendiculaire au rayon réflrchi.
L'im[)ortance de cette loi rend nécessaire une vérification exp^ rimentale très-exacte: tel n'a pas été le caractère du premier travail de Brewster, qui est imparfait et qui ne pourrait être considéré comme une vérification si d'autres expériences plus rigoureuses ne lui avaient succédé. Brewster a opéré sur dix-huit substances, el les erreurs de ses résultats s'élèvent jusqu'à 3a minutes en plus et *i5 minutes en moins, dépendant, avec des appareils même ordinaires, on peut mesurer l'angle d'incidence à bien moins d'un demidegré.
Afais en parcourant la liste des substances soumises aux expériences on reconnaît facilement qu'il est impossible de tirer de ces divergences une conclusion contre l'exactitude de la loi. Cette liste est la suivante :
Spinelle.
Zircon.
Verre d'antimoine.
Soufre.
Diamant.
( ilii'oinate de plomb
Air.
\erve opalin.
Eau.
Gypse.
Spath flnor.
Topaze.
Ohsidionne.
Nacre de perle.
(ilace.
Spath dislande
Quartz
Verre orangé.
hitl. Traits. . 1 «S I û , I». 1 îi5.
A la léte de ces substances figure l'air, sur lequel il est impossible de faire une observation directe; Brewster en fixe l'angle de polarisation à 45 degrés. C'est l'angle qu'il trouvait en recevant un faisceau lumineux de rayons solaires réfléchis sur les dernières couches de l'atmosphère; de la direction de ce faisceau et de l'épaisseur de l'atmosphère il déduisait l'angle sous lequel le faisceau s'était réfléchi et cherchait à quel angle de réflexion correspondait le maximum de polarisation : il trouva ainsi la valeur de AS degrés. Mais il faut remarquer que la polarisation n'est jamais complète dans ces conditions; de plus, certains rayons peuvent avoir été réfléchis plusieurs fois; enfin la réfraction intervient d'une façon complexe, et les résultats sont influencés par la réflexion et la réfraction sur les vésicules de vapeur d'eau. Ce premier résultat n'a donc aucune importance.
Parmi les substances qui viennent ensuite, l'obsidienne, qui est opaque, le verre opalin, la glace, la nacre de perle, qui ne sont pas transparents, n'ont pas pu fournir des mesures exactes de leurs indices de réfraction. Le gypse, le quartz, la topaze, le spath d'Islande, le zircon, le soufre, le chromate de plomb sont des cristaux biréfringents pour lesquels l'indice de réfraction et la loi de Brewster n'ont pas de sens. Le diamant, étudié aussi par Brewster, n'a pas fangie de polarisation complète, comme il résuite des expériences de Biot. Enfin sur les cinq autres substances, l'eau, le spath fluor, le spinelle, le verre orangé, le verre d'antimoine, Brewster considère les résultats comme inexacts pour les deux premières. Il ne reste donc, en somme, que trois substances pour lesquelles on peut compter sur les résultats.
Incidemment, Brewster a constaté qu'on ne peut pas toujours polariser complètement la lumière h la surface de séparation de deux milieux, par exemple sur le verre recouvert d'une couche d'eau. En eflfet, le plus grand angle que puisse faire avec la normale un rayon réfracté dans l'eau est donné par la relation
sinr
Soit II' l'indice de réfraction du verre par rapport k l'eau . nn
466 RÉFLEXION ET RÉFRACTION DE LA LUMIÈRE POLARISÉE, aura pour l'aupie A de polarisation sur le verre recouvert d'eau
tangA = w'.
Si donc on a r <:;i A, la polarisation complète ne pourra avoir lieu. On a ainsi la condition
d'où
et il est facile de s'assurer (|ue cette condition est remplie pourk verre et pour l'eau.
L'appareil dont s'est servi Brewster se composait d'an cerck lié^ tallique gradué, disposé horizontalement, au centre dlN|ttil éfeil placée verticalement la lame réfléchissante. Un tuhe UMiMik^lV cette lame un faisceau lumineux, qu'on recevait, après aa réflilMi sur un prisme biréfringent port^ par une alidade mobile mÉMI4P centre du cercle. On plaçait la section principale de ce prinieMilM le plan d'incidence et on cherchait, en faisant raoaveir le tqbé il l'alidade , la position pour laquelle l'image extraordinaire «veil iob intensité minimum. Le principal défaut de cet appareil, cW qu'on perd de vue l'image à chaque instant, et qu'il faut s'en rapportera la mémoire pour trouver la position exacte du minimum , car rimaf[e ne disparait jamais complètement.
Pour les liquides, le cercle était disposé verticalement.
328. Expérleneea ti'Ausuete Seebeelu — En i83o, Auguste Seebeck ^^K reprenant les expériences faites pour vérifier la loi de Brewster, est arrivé à des résultats très-satisfaisants par un meilleur choix des substances et par l'emploi d'un appareil plu^ précis. 11 s'est attaché à éviter l'inconvénient que nous venons àt signaler dans l'appareil de Brewster.
L'appareil de Seebeck se compose d'un cercle vertical C (fig. iy)' portant sur un de ses diamètres un tube horizontal T, qui traverse un diaphragme D, derrière lequel se trouve une lampe P- ^"
'- Thi9P inaiêffUTële , BeHiii, i8Ho. — ''«gg. t«». , XX, «7.
VÉniFICATlÔNS DE LA THÉORIE DR FRESNEL 447 tre est un cailif* E, perpeiKticulaîre su [ilan du cercle; ce cadre destiné à recevoir la lame rt^llëchissante L. Du uAlé du cercle osé à relui par lefiurl arrive la lumière, esl lin Nicol N, de»i à recevoir le ravon réflérhi. Le mouvement du prisme et celui ta lame réfléchissante dépendent l'un de l'autre. A cet eiïet, le ime N est porté par un arc denté A, concentrique au cercle, qui même est deuté par la partie située en face de cet arc. Kntre c et le cercle se trouve une vis hélicoïdale V, i|ui engrène avec I et l'autre. Les dents du cercle et celles de l'arc correspondent 68 angles au centre égaux, de sorte que, lorsqu'on fait tourner lu V, le prisme N et l'arc A qui le porte se déplacent d'un certain ie par rapport à celle vis, et la vis elle-même se déplace du même angle par rapport au cercle C, qui esl fi\e, entraînant dans son mouvi'rnent le cndre ¥,, sur lequel et^t û\{ie la laïue réfléchissante, et qui est relie à la vis par une alidade B. Si donc on a primitivement disposé l'appareil de manière que le prisme, Fig. i;. la lame réfléchissante et le tube T
tnt en ligne droite, et si l'on fait ensuite tourner la vis, la lame échissante tournera d'un certain angle a par rapport à ta direc- I du tube T, et le prisme N tournera d'un angle 3a par rapport ïtte même direction. Le Nicol se trouvera donc toujours sur le sage du rayon réfléchi, et on ne cessera pas d'apercevoir l'image. Seebeck opérait du reste de la même manière que Brewster; le -, lorsque les yeux sont très-sensibles à la lumière, en se servant ne lampe dans un lieu bien clos, il obtenait des résultats ne difint que de 3 à & minutes des nombres donnés par la théorie. ^uant aux indices de réfraction, ils étaient mesurés avec les les mêmes qui avaient servi à déterminer l'angle de polarisation, ivec la lumière de la même lampe, afin d'opérer sur le.<« mêmes ons, qui étaient les rayons jaunes. Pour corriger les erreurs dues défaut d'homogénéité de la substance réfléchissante, k ce que la le n'était pas rigoureusement perpendiculaire au plan du cercle ^ \ rc que la graduation d*" c rerci*' n'éfsil pn$ parfaite. Sreheck
retournait la plaque de 180 degrés dans son pian et faisait ainsi deux observations sur chaque face de la plaque: il prenait ensuite la moyenne des quatre observations.
Seebeck a opéré de cette façon sur des substances monoréfnngentes susceptibles de donner des mesures exactes et divcrsemeni colorées. Le spath fluor incolore et coloré, Topale commune, cinq verres différant de composition et de couleur,''la pyrope, la blende, soumis à ces expériences, donnèrent des écarts qui allaient jusqu'à un demi-degré, (les substances ayant été polies par un opticien, Seebeck pensa qu^un séjour prolongé dans le laboratoire pouvait avoir altéré la surface des lames ^'. C'est à cela qu'il attribua le; erreurs de ses résultats, erreurs qui étaient considérables eu égard au soin avec lequel étaient faites les expériences et à la concordance des quatre observations qu*il faisait sur chaque lame. Il polit alors lui-même les lames et les employa quelques minutes après; les eri*eurs devinrent ainsi inférieures à la limite qu'on pouvait assigner à celles que comportait l'appareil.
Voici le tableau des principaux résultats obtenus par Seebeck:
>OMS DKS MBST\Xt>>. , .* . . -^ . DIFFÉBIKI.
poiariMtioii polansation
obsTvé. cakiilé.
Splli fluor incolore.. âS" G', 7 #55° 6,7 o'o',o
Spath fluor bleu ôô' ;r,8 55' 7' - o*3Vï
Opale commuuo 55" 99'.^^ 55''a6',3 -h o*3',o
Verre A SG^SG' 56''3.!',.j ^ o'3\8
D 57''ir<',6 57'i9',6 o''o',y
Pyrope 61" V 6r 7^,7 -- o*3',7
Blende 67'8',-i 67-7' ^-oM',«
(') G«tle altération est miBc en évidence pur le phénomène des imagra èi Matfr. lo corps plaré en face d'une surface polie finit par y imprimer son image, ce qui tieol •> IVvaporalion do matières [jrasses ot autres ()ui émanent de ce corps. Ce phéoomèfle » ^ plus ^^randi' intensité piuir le vorif , dont on ronuatt lo grand pouvoir de conHfOMtw"^ pour Us Ii4|iiidcs et pour les (jar.
339. mesures fie 1» roUiiien du plan fie pol«rlBAiien« — Empérieneee fie Freenel et fie Breurster. — Lorsque la lumière incidente n'est plus naturelle, comme nous l'avons suppose dans les vérifications dont nous avons parlé jusqu'ici, mais bien polarisée rectilignement . la lumière réfléchie et réfractée est aussi polarisée rectilignement, mais le plan de polarisation subit, en général, une déviation. Les lois théoriques de cette déviation du plan de polarisation peuvent facilement être soumises au contrôle de l'expérience. On emploie h cet effet un cercle gradué vertical, au centre duquel est placée horizontalement une plaque de la substance sur laquelle on veut opérer. Deux alidades portant chacune un prisme de Nicol se meuvent autour du centre. L'un de ces prismes sert de polarisateur, et l'on place sa section principale dans une position déterminée par rapport au plan d'incidence. La seconde alidade est placée de manière à recevoir le rayon réfléchi : on tourne le Nicol qui y est adapté de manière à obtenir l'extinction, puis, amenant ce prisme sur le prolongement du rayon incident après avoir enlevé la plaque, on le tourne jusqu'à ce que l'extinction se produise de nouveau. L'angle dont on a tourné la section principale de ce second prisme, angle qui doit pouvoir être mesuré par une graduation, indique la déviation du plan de polarisation. Si la lu-^ mière est intense, on peut obtenir une approximation de iSi ou 5 minutes. Fresnel et Brewster, qui opéraient avec la lumière des nuées, avaient des erreurs variant d'un degré à un degré et demi.
La mesure de la déviation du plan de polarisation par réfraction est encore plus facile; on place au centre du cercle une lame à faces parallèles et on reçoit sur le second Nicol le rayon réfracté au sortir de la lame. Gomme il y a deux réfractions, le rapport des tangentes des angles que font avec le plan d*incidence les pians de polarisation du rayon deux fois réfracté et le plan de polarisation
primitif doit , d'après la théorie de Fresnel , être égal à — ,. ._ > •
Fresnel a exécuté sur le verre et sur l'eau deux séries de mesures ^'^; il faisait varier la position du plan primitif de polarisation par rapport au plan d'incidence. Les écarts allaient jusqu'à un degré
450 RÉPLEMON KT RÉFRACTION DE LA L[/MIÈRE POLARrSÉE. el demi avec Ih lumière diffuse: ils n'<iliiiimt [>as supérieure tins er^ reurs que comporte l'appareil.
Brewster a fait ie» expërienres analogues*". Il a opéré sur plusieurs espèces dp verre en laissant le plan primitif de polarisation à A 5 degréb du plan d'incidence e( en faisant varier l'angle d'incidence. Il a aussi essayé d'expérimenter sur le diamant et a trouvé de» résultats assez roncordants, mais qui ont peu d'importance, car U théorie de Fresiiel . comme nous le verrons plus loin , ne s'applique pas H re cor|>K. Il a étudié le quartz sous l'incidence de 70 degrés, i'aEimul (lu plan de polarisation variant de zéro à 70 degrés. Cette substance était mal choisie parce qu'elle est biréfringente; mais comme leK deux indices sont peu différents l'un de l'autre dan» le quartz, les lois de Fresnel y sont vérifiées approiimativemeut.
Dans les deux cas, Brewslor a reconnu que l'hétérogénéité de la lumière blanche nuit à l'exactitude des observations. Il est probable que l'altération de la surface agit ici comme dans les expériences de Seebeck.
330. Vtrlfleatton dea ferMulM relative* m te riflSKtMk lafttle. — Pnr»lléliplpml« 4» FrMiael. — Brewster a fait quelques expériences sur le cas de la réflexion totale; il a vu que Is lumière polarisée peut se dépolariser en tout ou en partie par la réflexion totale, mais il n'a donné aucun résultat précis. Fresnel '**, pour vérifier les résultats de sa théorie (33&), a cherché à transformer la lumière polarisée roctitignement en lumière polarisée circulairemeot au moyen de réflexions multiples sous un angl^ déterminé, l'azimut du plan de polarisation pu* Fi|. 6fi. rapport au plan d'incidence étant de 45 de-
grés. Pour rendre plus facile la construction des appareils, il a toujours fait subir h la lumière un nombre pair de réffexions.
Supposons un pa^allélipipl^de droit, en verre, à base de paralMI"-
(') j%ij. Traïu., i83a, p. 61). tS.S, i&5.
<■) BalUl. df U Sor. Philomath., iSaS. p. 39. — Ann. d^ dUm. H Je plaft..!*}- \\\\. 175. - «KCrr. mp^l», l, 7R3.
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gramme très-aHong(^. Un rayon SA (Hg. 58) tombe normalement sur le petit côté de la base; il pénètre dans le verre sans modification et se réfléchit totalement en A, si l'angle M est assez voisin de 90 degrés; il se réfléchit de nouveau en B, si le parallélogramme de base est suffisamment allongé, et émerge normalement du verre suivant BC. En augmentant convenablement la longueur des grands côtés du parallélogramme, on peut faire en sorte (jue le rayon n'émerge qu'après ;i , /i , 6 , 8 , . . . réflexions totales, qui se font toutes sous le même angle. Or, si Tangle d'incidence est celui qui produit
une différence de phase égale à - » ^ ^ ~ <» .^ • • • « -i , '1 . 6 , 8 , . . .
réflexions donneront une différence totale de phase égale à -» et, si
le rayon incident est polarisé à 45 degrés du plan d'incidence, la lumière émergente sera circulaire.
Tel est le principe du parallélipipèdc de Fresnel. Une fois qu'on a constaté que le rayon émergent est polarisé circulairement, on peut vérifier que le sens de cette polarisation circulaire change si le plan de polarisation passe de l'autre côté du plan d'incidence.
Réciproquement , si on fait arriver sur cet appareil un rayon polarisé circulairement, c'est-à-dire un rayon dont la composante parallèle et la composante perpendiculaire au plan d'incidence ont
même intensité et une différence de phase égale à -> les deux com*
posantes, au sortir du parallélipipède, auront une différence do phase égale à ir; la lumière émergente sera donc polarisée rectilignement dans un plan faisant avec le plan d'incidence un angle de 45 degrés à droite ou à gauche, suivant le sens de la polarisation de la lumière incidente.
Le parallélipipède peut aussi transformer en lumière polarisée elliptiquement, ayant ses axes dans le plan d'incidence et dans le plan perpendiculaire, la lumière polarisée rectilignement, dont le plan de polarisation est à A5 degrés du plan d'ineidenee, et réciproquement.
Le parallélipipède de Fresnel a. comme on voit, toutes les propriétés d'une lame d'un quart d'onde, et il doit lui être préféré pour les expériences sur la lumière blanche, parce que la différence de marche est peu considérable dans le verre pour les rayons des diffé-
renies couleurs. Au contraire, on doit employer plutôt la lame d*un quart d'onde quand la lumière sur laquelle on opère est monochroraatique. Mais le principal inconvénient du parallélipipède de Fresnei est que le faisceau ne conserve plus sa direction et se meut quand le parallélipipède tourne, de sorte qu'il faut que les autres parties de l'appareil suivent ce mouvement.
Wériilc»tl«nii portant «ur les rmjmnm ealorlfl^w
— Comme nous l'avons déjà dit, les rayons de chaleur, même obs — cure, suivent exactement les mêmes lois que les rayons lumineux. Ils peuvent interférer entre eux, subir la double réfraction et se po — lariser dans les mêmes conditions que les rayons lumineux. On peut, donc vérifier sur les rayons calorifiques, tout aussi bien que sur lei^ rayons lumineux, les conséquences de la théorie de Fresnel.
Bérard a. le premier, en 1891^*^ démontré que les rayons calo— rifiques peuveni se polariser par réflexion, comme les rayons lumi— neux. Il recevait la chaleur sur un miroir de verre; une seconde réflexion servait h reconnaître l'état de polarisation de la chaleur* réfléchie; un petit miroir métallique concave recevait les rayons» après leur seconde réflexion et les concentrait sur la boule d'uii thermomètre très-sensible. Bérard trouva que l'angle de polarisation complète est le même pour la chaleur que pour la lumière. Plus tard, knoblauch. en se servant du thermo-multiplicateur do Melloni, a fait des expériences plus précises ^^ et reconnu que l'alité des angles de polarisation de la lumière et de la chaleur n'est pas rigoureuse, ce (|ui n'a rien d'étonnant puisque les rayons de chaleur obscure sont moins réfrangibles que les rayons lumineaï de l'extrémité rouge du spectre.
B. — Mesures photojh étriqués et CALORiHéiRiQUES.
332. Remarques de Meunianii mir le tte^ré d'Impertanee de eee mesurée. — Nous allons maintenant aborder l^*^ vérifications des lois de Fresnel au moyen de la mesure des intensités de la lumière réfléchie et réfractée. l\ous remarquerons d'abord
' ' Mêm . r/' f rmeil , III. '^.
'^ /^0/jg. ^nii.y FAMV, lOi, 170, 177. — /««/., Wll, la.'i.
avec Neumann que ces vérifications ne sont pas absolument nécessaires, parce que, de la vérification des lois sur la déviation du pian de polarisation, peut se conclure celle des lois sur les intensités qu'on peut déduire des premières.
Le principe des forces vives est en effet un principe incontestable, et que Ton peut poser a priori. En désignant par R^ et R'* les forces vives ou les intensités du rayon réfléclii et du rayon réfracté, on a, en prenant pour unité l'intensité du rayon incident, dans le cas où la lumière incidente est polarisée parallèlement au plan d'incidence,
et, dans le cas où la lumière incidente est polarisée perpendiculairement au plan d'incidence,
I- Rf-hR'r
Ri et RJ*^ étant les intensités des rayons réfléchi et réfracté.
D'ailleurs, si on regarde les lois de la déviation du plan de polarisation comme vérifiées par les expériences de Rrewster, on a
et
cos ( / -h /•
ros ( t — /•
Ri
cos ( / -h /• }
d*après les valeurs que ces lois donnent pour les tangentes des angles des plans de polarisation des rayons réfléchi et réfracté avec le plan d'incidence. De ces c|uatre équations il est facile de déduire R2, R'^ R, et R', , et on retrouve les valeurs déterminées par la théorie de Fresnel.
333. Expériences de Bousuer. — 11 n'est pas inutile de remonter jusqu'aux expériences de Bouguer sur l'intensité de la lumière réfléchie, parce qu'elles sont plus exactes (jue ne pourrait le faire supposer l'état de la science ù l'époque où elles ont été faites, et que, mémo comme vérification des lois sur les intensités, elles
remportent sur des expériences postérieures en ce qu'elles sont plus simples et plus directes.
Bouguer choisissait un jour où la lumière du ciel était bien homogène : il la faisait arriver dans la chambre obscure par deux ouvei^ tures rectangulaires. Ces lumières tombaient chacune sur une moitié d'une feuille de papier; les deux moitiés de cette feuille étaient séparées par un écran, et chacune d'elles ne recevait de lumière que par une ouverture. La lumière de l'une des ouvertures n'arrivait à la feuille de papier qu'après s'être réfléchie sur la substance qu'on voulait soumettre à l'expérience. On diminuait la largeur de l'ouverture par laquelle arrivait la lumière directe jusqu'à ce que les deux moitiés de la feuille de papier parussent également éclairées. L'intensité de la lumière envoyée par la plus petite ouverture esl alors égale à celle de la lumière réfléchie qui provient de la grande ouverture, et le rapport de l'intensité de celte lumière réfléchie à l'intensité de la lumière directe fournie par la grande ouverture esl égal au rapport des largeurs de ces deux ouvertures. En effet, dem points placés semblablement sur chaque moitié de la feuille reçoivent des cônes de lumière ayant pour bases les ouvertures. Ces quantités de lumière sont donc proportionnelles aux bases et par suite aux largeurs des ouvertures, si ces ouvertures ont même hauteur, et si de plus les chemins parcourus par la lumière sont égaux de part et d'autre.
Bouguer a étudié par ce moyen la réflexion sur le verre et sur l'eau sous des incidences variables. 11 a pu ainsi construire des tabler qui donnent les intensités correspondant aux différents an^es d'incidence. A l'aide de ces résultats il a établi une formule empirique à trois termes, de la forme
1 a -{- h: -r er^,
z étant le sinus verse de l'angle d'incidence, 1 l'intensité, n,b,c trois coefficients constants déterminés par les expériences. On peut, d*»* près cette formule, construire une table pour les diverses incidence^ et comparer les nombres de cette table avec ceux d'une autre taWe dressée d'après les formules de Fresnel.
o,aii
o,5oi
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i:\i>KKii:.>i(:fc> ruKORiK
i>ciDS>(:»:>. àf de
Bouguer. Fresnol.
JO
llO" 0,099
éo"
L'œil n'appréciant l'intensité de la lumière qu'à g- près, on peut,
jusqu'à l'incidence de 80 degrés, considérer la concordance entre les nombres observés et les nombres calculés comme suffisante. Au delà, les écarts augmentent, mais aussi l'intensilé varie Irès-vite, de sorte que les différences ne correspondent qu'à des angles inférieurs à un demi-degré: la vérification peut donc élre regardée comme suffisante.
Le tableau précédent montre que jusqu'à 3o degrés l'intensité de la lumière réfléchie sur l'eau est à peu près constante, puis qu'elle croft lentement jusqu'à 80 degrés, et qu'au delà de cette incidence Taccroissement devient beaucoup plus rapide.
Pour le verre, Bouguer avoue avoir été obligé d'exécuter plusieurs séries de mesures qui ne sont pas très-concordantes: la cause d'erreur signalée par Seebeck avait sans doute une grande influence. On ne doit pas s'attendre par suite à une concordance très-grande : d'ailleurs on ne sait pas quel verre Bouguer a employé et quel était son indice. Néanmoins, l'indice des anciens verres s'écartant peu de 1,5, on a calculé les résultats de la théorie d'après cette valeur.
Voici les deux tables comparatives des résultats qui ont été ob-
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Les expériences anciennes ne contredisent donc pas la théorie de Fresnel , et il y a un accord suffisant dans les cas où elles ont été faites avec le plus de précision.
33 A. Expériences 4* Arase. — Nous avons maintenant à pa^ 1er des expériences qu'exécuta ou que fit exécuter Arago avec lUliBi* trument imaginé par lui, ingénieux sans doute, mais très-coiii(ilH|ié et qui n*a pas toute la certitude que l'auteur avait cru pouvobjJi|| attribuer ^'^ . ituaî
Son procédé repose sur ce fait, que la lumière naturelle feli|f|| après avoir traversé un cristal biréfringent sous Tincidonce deux rayons égaux en intensité. L'expérience semble rendfé' évident tant qu'il ne s'agit que de l'approximation que ia vtié|NfÉI atteindre, mais il était nécessaire, pour le but que se proponft Arago, de démontrer rigoureusement ce principe. C'est ce qu'il fi' de la manière suivante. 11 recevait normalement la lumière naturelk sur une lame de cristal de roche parallèle à l'axe; cette lumière se divisait en deux faisceaux qui, à la sortie du cristal, avaient une grande diff'érence de marche, mais qui, étant peu écartés, se recou* vraient en partie. Cette portion commune des deux faisceaux devait
^'^ (lEuvreM complètes . \ , i ôo , 1 85, a 1 7, 'iftS. — C /?.. XXX , 365 , ^1*15.— IhmL 1. 106: XVni, lOi"), nS'j.
VÉRIFICATIONS DE LA THÉUKIË DE FKESNEL. 4&7 avoir toutes les propriétés do lu lumiùrc naturelle si les intensités des deux fabcoaux étaient égales, car ou sait i|ue le rayon résultant de deux rayons polarisés ù anglo droit, de iu£nic intensité et ayant une grande différence de niarclie, préscnl« Imites les propriétés de la lumière naturelle. Celle partie commune des faisceaux de devait donc donner au polariscope aucune trace de coloration : c'est ce que vérifia Arago. La moindre différence entre les intensités des deux faisceaux aurait donné lieu à des colorations sensibles. Les deux rayons émergents sont donc bien égaux en intensité, au moins sous l'incidence normale, car, sous une autre incidence, il pourrait ne pas en être de inâme. Ils sont encore égaux dans l'inlérieur du cristal, car la portion qui se réfléchît à la surface d'émergence est la même pour l'un et pour l'autre. Chacun des faisceaux réfractés dans le cristal est donc la moitié de lu quantité de lumière incidente qui pénètre dans le cristal.
C'est en se fondant sur ce principe qu' Arago a pu construire un petit appareil capable de donner des faisceaux lumineux dont les intensités sont dans le rapport de ■ à a. Cet appareil n'est autre qu'un prisme de Rochon, formé de deux prismes trapézoïdaux de quartz dont les axc.>i sont perpendiculaires l'un à l'autre. AB (fij;. 5<)) est la face de jonction. Un faisceau lumineux MN, qui tombe sur la face AB, se bifurque assez fortement et donne à l'émergence deux faisceaux complètement séparés, si l'épaisseur de la lame est a.ssez grande et si le faisceau est assez mince. Les deux faisceaux ainsi séparés sont égaux en intensité, d'a- Fig-s»- près ce (|ue nous venons de voir. Un
autre faisceau M'N', <|ui ne rencontre que l'un des prismes, donnera deux faisceaux émergents beaucoup moins divergents, et la partie commune de ces deux faisceaux aura une intensité double de celle de chacun des faisceaux émergents provenant du faisceau MN . Kl les deux faisceaux incidents MN et M'N' ont des intensités égales: rar. Je baume de Canada qui joint les deux prismes ayant ini^me Vkmit, VI. — Oplii]iii>. II. lin
Û58 RÉFLEXION ET RÉKRACTIO.\ DE LA LUMIÈRE POLARISÉE. indice que le quartz, il n'y a pas de rétlexlDO sur la face de Jodction AB, Cet appareil sert, comme nous allons le voir, dans la mesure de l'intensité de la lumière réHéchie.
La lame de verre L sur laquelle opérait Arago était fiiée perpendiculairement sur le plan d'un cercle horizontal gradué C (fig. 60), de manière que la surface réfléchissante passât par le centre et Mt verticale. Autour du centre pouvait se mouvoir une alidade lerroinér par un tuhe T muni d'un diaphragme. C'est par ce tube que l'œil recevait la lumière. Cette lumière était envoyée sur la lame réfléchis* santé par une feuille de papier AB, bien homogène afin qu'elle dîfTusât également la lumière. Cette feuille , partagée en deux moitiés par un écran opaque D, avait en avant d'elle deux tiges noires kl et k'F, horizontales elsymétriques par rapport à la lame , de sorte que l'feil placé à l'extrémité du tube T voyait id par réflexion et k'F par réfraction comme deux lignes noires se détachant sur un fond blanc Ces lignes paraissaient d'autant plus noires que la moitié du papier sur laqBcBe elles se projetaient était plus fortement édaîrëe. Les liges iU» l^f doivent élrc assez longues pour être rencontrées par les rayoïu qui, émis par la feuille de papier, suivent la direction du lubeT après s'être réfléchis ou réfractés, quelle que soit la position qu'on donne à ce tube.
Les deux moitiés de la feuille de papier émettaient évidemma' des quantitéségalcs de lumière, et, par suite, le faisceau réfléchi pi»venant de la portion AP de la feuille de papier et le faisceau réfracté provenant de la partie PB de cette feuille avaient des intmsités égales à celles d'un faisceau réfléchi et d'un faisceau réfrwl* provenant d'un même faisceau incident.
Dans une première expérience, on faisait mouvoir i'alidadeju*' qu'à ce que l'image réfléchie de kl parût identique à celle de k't *"* par réfraction. Les deux tiges devaient être placées ù des hautMf
Fig. 60.
m peu inégales, de façon que toutes deux fussent vues du côté le kt^ parallèles entre elles, distinctes, mais peu éloignées l'une ie l'autre.
Les yeux en général apprécient l'intensité à ^ près, et les yeux
ensibles à —^ près; la disposition de l'appareil permettait de bien emparer les deux images : l'approximation pouvait donc être assez [rande. Pour diminuer encore les erreurs, on répétait les expériences le l'autre côté de la lame de verre. On corrigeait ainsi les erreurs lues au défaut de coïncidence de la lame avec le zéro de la graduaion du cercle, au défaut de l'égalité des pouvoirs diffusants des [eux moitiés de la feuille de papier, et enfin à l'inégalité du pouvoir éflecteur des deux faces de la lame de verre.
Arago a trouvé que les deux images sont également intenses orsque l'alidade fait avec la normale à la surface un angle égal 78*53'. Il faut en conclure que c'est sous une incidence de 78** 5a' [lie doit se réfléchir la lumière sur le verre pour que les intensités le la lumière réfléchie et de la lumière réfractée soient égales entre Iles.
On cherchait ensuite l'incidence sous laquelle l'intensité de la luoière réfléchie était double de celle de la lumière transmise. C'est à [ttoi servait le prisme que nous avons décrit plus haut. On plaçait e prisme perpendiculairement à l'alidade, de façon à faire tomber e faisceau réfléchi sur la surface de séparation qui se trouve dans Intérieur du prisme et le faisceau réfracté sur une partie latérale rour qu'il ne traversât qu'un seul des deux prismes. On avait insi deux images réfléchies et une transmise, et on cherchait la poition où elles étaient égales en intensité. Mais il faut remarquer {ue, pour qu'il y ait égalité entre les deux images données par le irisme de quartz et correspondant à un même faisceau incident, il lut que la lumière qui tombe sur la première surface soit naturelle t non polarisée. C'est ce qui n'a lieu ici ni pour le faisceau réfléchi. ipour le faisceau réfracté, qui sont l'un et l'autre polarisés partielsment. 11 faut donc, avant de faire tomber les deux faisceaux sur 3 prisme, les dépoiariser en altérant leurs intensités dans le même apport. On empioie à cet effet une lame de cristal de roche que
Ton place entre le prisme et la lame réfléchissante et dont Taxe est h db degrés du plan d'incidence; cette lame transforme les deui faisceaux en lumière naturelle. On peut donc ainsi mesurer exactement l'angle d'incidence pour lequel l'intensité de la lumière réfléchie est double de celle de la lumière réfractée.
De même on peut, après le passage des faisceaux à travers le prisme de quartz, les dépolariser de nouveau et les faire tomber sur un second prisme de quartz oii chacun des deux faisceaux correspondant à la lumière réfléchie se trouve encore dédoublé : il y aura alors, en définitive, cinq images dont quatre provenant de la lumière réfléchie et une seule de la lumière transmise. Si l'on fait tourner l'alidade de façon à rendre toutes ces images égales en intensité, on aura l'incidence pour laquelle l'intensité de la lumiè réfléchie est quadruple de celle de la lumière transmise.
Voici les principaux résultats de cette première série d*expé — riences : on prend pour unité la somme des intensités de la lumière réfléchie et de la lumière réfractée, c'est-à-dire celle de la lumières incidente.
PBOPOITIOR ANGLES .
d*iocideiice. , .. _|-. , .
78''52' o,5ooo = -
^il'li3' o,3333 = i
68°4i' o,a5oo-=4
63** aa' , o,aooo = t
Les dernières expériences, dans lesquelles la proportion de lumière réfléchie est inférieure h - > ont été faites par un procédé inverse d^
celui que nous avons décrit, c'est-à-dire en faisant tomber le faisceau réfracté, au lieu du faisceau réfléchi, sur la partie du prisons de quartz qui donne deux faisceaux distincts. Telle est la premièff*
sërie des expériences d'Arago, ce qu'on peut appeler ses expériences directes. Mais ce procédé ne peut servir à déterminer l'intensité de la lumière réfléchie dans le voisinage de l'incidence normale. C'est pour avoir des résultats dans le voisinage de cette incidence qu'Arago entreprit, par un procédé un peu indirect, une seconde série d'expériences.
Il s'agit de mesurer l'intensité de la lumière réfléchie pour des incidences comprises entre 60 degrés et zéro. Pour cela, on interpose sur le chemin du faisceau lumineux émané de la partie PB de la feuille de papier et destiné à être transmis par la lame de verre une seconde lame identique à la première et à faces parallèles, et Ton place cette seconde lame de façon que l'angle d'incidence sous lequel les rayons émis par la surface PB tombent sur sa surface soit celui sous lequel on veut mesurer l'intensité. Puis, en faisant tourner la seconde lame de manière que l'incidence des rayons qui tombent sur cette lame demeure constante, on fera également tourner l'alidade jusqu'à ce que, sans l'emploi d'aucun prisme, les deux inofages correspondant au faisceau réfléchi et au faisceau réfracté aient même intensité. A ce moment , l'intensité de la lumière réfractée est égale à celle de la lumière réfléchie. Les nombres obtenus dans la première série d'expériences donneront facilement par interpolation le rapport qui aurait existé entre les intensités de la lumière réfractée et de la lumière réfléchie si la seconde lame n'existait pas. En divisant l'unité par ce rapport, on aura le rapport des quantités de lumière transmise quand il y a une lame secondaire et quand il n*y en a pas, c'est-à-dire le rapport de la quantité dé lumière transmise par la seconde lame à la quantité de lumière incidente, d'oii l'on déduit immédiatement le rapport de la quantité de lumière réfléchie par cette seconde lame sous l'incidence qu'on a choisie à la quantité de lumière incidente.
On peut également, dans cette seconde série d'expériences, se servir d'un ou de plusieurs prismes, tout en conservant la seconde lame de verre. Lorsqu'on aura obtenu l'égalité des images, l'intensité de la lumière réfléchie sera alors deux, quatre,... fois plus grande que celle de la lumière transmise, suivant le nombre des prismes,
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c'est alors le rapport-» 7'" * * 4"'^ faudra diviser par le rapport
qu'aurait l'intensité de ia lumière réfractée avec celle de la lumière réfléchie si la seconde lame n'existait pas, pour avoir le rapport de l'intensité de la lumière transmise par la seconde lame à Tintensité de la lumière incidente.
Voici les résultats obtenus dans cette seconde série d'expériences :
ANGLES PBOPOITIOn
d*ineidence. de lumière réfléchie.
33''/i3' o,ia8o
i9'3A' o,ioa8
o'Sli' 0,0810
335. IHsciuMl«ii de* expérlciices d'Aras». — L^ comparaison des nombres obtenus dans les expériences d'Arago avec ceur qu'on déduit de la théorie est moins simple que pour les expé^ riences de Bouguer. Dans celles-ci , si Ton prenait la précaution d& noircir la seconde face de la lame réfléchissante, il n'y avait qu'une seule réflexion , de sorte que l'intensité calculée s'obtenait au moyen
de la formule
I 1 sin*(t — r) 1 tang*(i — r)
2 sin*{iH-r) a tang*(i-i-r)*
Dans les expériences d'Arago» au contraire, il faut tenir compte, dans la lumière réfléchie, non-seulement des rayons réfléchis à la première surface , mais aussi de ceux qui , réfléchis à la seconde surface, viennent émerger à la première après avoir subi une, trois, cinq, . . . réflexions intérieures.
Comme les intensités de ces rayons décroissent très-vite, elles forment une série rapidement convergente, et, puisqu'il y a une grande différence de marche entre ces différents rayons réfléchis, il sufHt, pour avoir l'intensité totale d'un rayon réfléchi, de faire la somme des intensités de tous les rayons réfléchis qui, à Témergence, suivent la même direction, sans tenir compte du phénomcDe de l'interférence qui ne peut avoir lieu.
Supposons la lumière polarisée dans le plan d'incidence, et, prenant pour unité l'intensité du rayon incident, représentons parr
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l'intensité du rayon réfléchi à la première surface. L'intensité du rayon réfracté sera i — u*^, celle du rayon réfléchi à la seconde surface tt^(i — u^), et enlin celle du rayon émergent u^ (i — u^)^. Ce rayon a été réfléchi une fois et réfracté deux fois. Le suivant sera réfléchi trois fois et réfracté deux foLs : son intensité sera donc
L*intensité du rayon qui a été réfléchi cinq fois sera
et ainsi de suite.
On a donc à faire la somme des termes u^^ ti^ ( i — u^)^, m^ ( i — u^)^,
u'^(i — 1«^)'\ Ceux qui suivent ii^ forment une progression
géométrique dont la raison est uS* leur somme a donc pour limite
et l'intensité totale du rayon réfléchi est
Si le rayon incident était polarisé perpendiculairement au plan d'incidence , on trouverait de même pour l'intensité totale du rayon réUchx
ti'* étant l'intensité du rayon réfléchi à la première surface.
La lumière naturelle pouvant être considérée comme composée de deux faisceaux polarisés à angle droit et égaux en intensité, on a pour l'intensité totale du rayon réfléchi , quand le rayon incident est naturel,
« 1 tm* 1 au'* tt* u** .
^^ a 1 4- u* a 1 -h u'* i-h u* i -^ul^ *
Quant à l'intensité de la lumière transmise, elle s'obtient en retranchant de l'unité celle de la lumière réfléchie : elle a donc
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rp l 1 - U» i 1 - u'«
1 «^ l-h ri'
Les amplitudes u et u' étant des fonctions connues des angles t et r, on peut calculer les intensités R et T pour une valeur donnée de f .
Arago n'a pas vérifié par iui-méinc si ses résultats concordaient avec les nombres déduits de la théorie. 11 n'a même pas donné l'indice de réfraction de la lame dont il s'est servi, ce qui serait nécessaire pour faire cette vérification.
Cependant on peut calculer cet indice en se servant du résultats de l'une des expériences d'Arago et des deux équations
sm t=wsmr et
Dans la dernière équation , R est l'intensité déterminée expérimentalement de la lumière réfléchie sous l'incidence t; u^ et u'^ onfl
respectivement pour valeurs ^rj^^ et I^jJ^'j/;;;^! •
Le résultat qui semble le plus propre à calculer cet indice ^ comme devant être le plus exact, est celui qui a été trouve en cher— chant pour quelle incidence la lumière réfléchie et la lumière transmise sont égales, car l'appareil est plus simple dans ce cas que dans tous les autres, et les quantités que l'on compare sont du même ordre de grandeur. On a trouvé 7 8** 5 a' pour la valeur de l'angJ^ d'incidence sous lequel, pour le verre, la lumière réfléchie a pour intensité o,5. L'équation à résoudre en substituant ces valeurs dao!» les deux équations posées plus haut serait du douzième degré; le calcul serait donc long et pénible. Mais on peut beaucoup Tabréger en remarquant que l'indice moyen des verres employés est i,5, ce qui donne une valeur approchée de la racine. On peut alors faire dai)5 la seconde équation t = 78*'53', calculer r en donnant à n des valeurs peu différentes de i,5 en dessus et en dessous et chercher pour laquelle de ces valeurs R se rapproche le plus de o,5. On trouve ainsi pour l'indice de réfraction le nombre 1^/196.
En se servant de cet indice pour calculer les nombres déduits de la théorie on obtient le tableau comparatif suivant :
AHGLKS TALEIRS VALEURS TALBUBB
d*iiicideooe. observées observées calculées hlffàumas»
de R. de T. de R.
85'98' 0,7600 o.aSoo 0,7767 h- 0,0047
Sa'Sg' 0,6667 o,3S33 0,6917 H-o.,oa5o
78*63' o,5ooo o,5ooo * t
7a'43' 0,3333 0,6667 o,3a5i — o,oo8a
68"ai' o,a5oo 0,7600 o,a498 —0,007a
63" aa' o,aooo 0,8000 0,1800 — ô,oaoo
33*43' o,ia8o 0,8730 0,0789 —0,0491
19*34' o,ioa8 0,893a 0,0766 — o,oa63
L^accord n*est pas très-satisfaisant, mais il n y a pas là d'objection bien sérieuse, parce que les écarts les plus forts se manifestent pour les expériences indirectes qui sont le moins susceptibles de précision, car, dans ces expériences, la lumière était transmise par deux lames de verre et l'angle d'incidence sur la lame oblique ne pouvait se mesurer directement. De plus, ces expériences difficiles n'ont été faites qu'une seule fois par deux observateurs, et il est probable qu'elles n'ont pas été bien faites.
Dans la première série des expériences, l'accord est suffisant pour les expériences les plus simples; ce n'est que pour les cas plus compliqués que les erreurs augmentent* Il serait utile de reprendre ces expériences en polissant soi-même les lames de verre pour éviter les altérations de la surface.
Il est utile de remarquer que, pour les angles de 7 8* 5 a', 7 a** 4 3' et 68^ 4 1', l'accord est satisfaisant, car ce sont ces trois résultats qui ont servi à Arago pour vérifier une loi photométrique importante*
Arago a encore vérifié une loi simple découlant de la théorie de Fresnel : c'est que l'intensité de la lumière réfléchie sous l'incidence correspondant h la limite de la réflexion totale est égale à celle de la lumière incidente. Arago se servait, pour faire cette vérification, de l'appareil décrit plus haut. La lumière réfléchie traversait norma-
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lement avant la réflexion un cube de verre, et la lumière destinée à
dire transmise par la lame traversait un prisme de verre disposé de telle façon que les rayons arrivant sur l'une des faces MN du prisme (flg. 6i), sous l'angle limite de la réflexion totale , étaient normaux aux deux autres faces MP et NP. Si la réflexion sur MN est réellement totale, la modification éprouvée par les deux faisceaux, réfléchi et transmis, en traversant te prisme et le cube, sera la même, el l'égaiiLé F'g. Si. des deux images devra encore avoir Ucu
sous une incidence de 7 8' 5a'. L'expérience donne le nombre ^S'Si'.
336. Wewire» «»l«rlMrttrl^[tt«i <» WBI. J» l« gi ■ ■ — tuye •t F. DewUMa. — Le véritable moyen de vérifier les lois des intensités est d'avoir recours aux expériences calorimétri(]Ues. L'emploi du noir de fumée permet de donner à ces mesures une précision très-grande, car on sait qu'une surface recouverte de cette substance absorbe intégralement la chaleur rayonnante qui tombe sur elle et la transforme en chaleur a l'état statique. MM. de la Provostaye et P. Desains ont fait ces expériences '", et la conformité des résultats qu'ils ont obtenus avec la théorie est tellement satisfaisante qu'on doit en conclure l'inexactitude des observations d'Arago.
Ces deux physiciens faisaient réfléchir sur une surface la chaleur polarisée successivement dans le plan d'incidence et dans le plan perpendiculaire, au moyen d'un prisme biréfringent. Ils avaient choisi pour surface réfléchissante une lame de verre noircie à sa seconde face pour éviter les réflexions secondaires. L'indice dt celte lame avait été mesuré au moyen de l'angle de polarisation complète et trouvé égal à i,53. Les intensités des faisceaux caloriflques étaient mesurées au moyen d'un thermo-multiplicateur.
Voici les principaux résultats obtenus pour le cas où la dttiw est polarisée dans le plan d'incidence :
(■1 .<««.ii.ffc.-m. «I ApV. (3). XXX, S76. — C.B.. XXXI, 5. s.— w..x>m.
d loadence. observées. calculées.
so'' o,o5o o,o5o 0,000
ko".... 0,081 0,081 0,000
76' o,/iio7 o,/iio8 -* 0,001
80"* 0,55 1 0,5/16 .4- o,oo5
Ces nombres sont les moyennes d'un grand nombre d'observations. De plus j les expériences pour les incidences voisines de l'incidence normale n'ont pas été faites directement, à cause du peu de précision que comporte toujours la mesure d'une quantité quand on la compare à une autre très-grande par rapport à elle , et parce qu'il y a des inconvénients à se servir du galvanomètre dans des régions très-différentes. C'est pourquoi on comparait le rayon réfléchi sous de petites incidences, non pas au rayon incident, mais à des rayons réfléchis sous des incidences plus grandes et déjà étudiés.
Pour la chaleur polarisée perpendiculairement au plan d'incidence, MM. de la Provostaye et P. Desains ont obtenu les résultats suivants :
III6LI8 INTIllSITlis INTBNSlTlis /
oinddeDce. olieenrées. ealculées.
!j8* o,o3o 0,037 -h o,oo3
76* 0,110 0,106 -ho,oo4
8o' o,24o o,a36 4-o,oo4
Une seconde série d'expériences de MM. de la Provostaye et Desains a pour objet la transmission de la chaleur par une pile de glaces ^^K
Les formules de Fresnel suffisent pour calculer l'intensité du faisceau transrais par un certain nombre de glaces h faces parallMes, Tintensité du faisceau incident étant prise pour unité. Toutefois le nombre indéfini des réflexions qui ont lieu dans chaque lame semble
î'^ Ann.dechim. et de phyt.j (3), XXX, ibg. — C. /?., XXXÏ, 19. ^ Irut., XVIII ^
rendre la solution de ce problème inextricable. Mais on a remédié à cette confusion par un artifice qui consiste à supposer connue l'intensité de la chaleur transmise par m— i lames et à chercher ce qu'elle devient quand on ajoute une lame de plus.
Prenons pour unité l'intensité de la chaleur incidente, et désignons par Tm.i et R« .1 les intensités de la chaleur transmise et de la
chaleur réfléchie par — — lames et par conséquent par (m— i) surfaces. Au lieu d'ajouter une lame, ajoutons seulement une surface, de façon à avoir m surfaces.
Le faisceau T^.i est complexe, mais il se comporte comme un faisceau simple en arrivant sur la surface ajoutée, de sorte qu'en désignant par tt^ l'intensité de la chaleur réfléchie, celle de la chaleur incidente étant prise pour unité, on a pour l'intensité du faisceau transmis T^_, (i — tt*). Celle du faisceau réfléchi par la surface ajoutée est T^^^tt^; ce faisceau retombe sur les m— i premières surfaces, et une partie revient sur la surface ajoutée. Cette partie aurait pour intensité Rm.i si le faisceau avait pour intensité l'unité; mais l'intensité du faisceau étant T^.i, la partie de ce faisceau qui revient sur la surface ajoutée a pour intensité
Une partie encore de ce dernier faisceau émerge ; elle a pour intensité
L'autre partie du faisceau, celle qui se réfléchit sur la surface ajoutée, a pour intensité
elle donne, en se réfléchissant sur les m— i premières surfaces, un nouveau faisceau qui revient sur la surface ajoutée, et qui a pour intensité
La portion de ce dernier faisceau qui émerge de la surface ajoutée
a pour intensité
et aiosi de suite.
L'intensité de la lumière émergente de la surface ajoutée est donc ta limite de la somïne des termes de la série convergente
Cette série est une progression géométrique dont la raison est î^_^u^ et la limite de la somme des termes est
Telle est l'expression de la chaleur transmise par un nombre m de surfaces en fonction de celle qui est transmise par m — t surfaces. Pour m= 1, on a T«=» i — a*.
Pour m=Q, on a i- = ^ ^-^-r — ■ = ;•
Pour m = 3, on a 1-, = r« = ~^ — i — 4==^": — i'
' "• , ,1 — u* 1 -♦-«*— au* 1-4- ail*
et en générai
et par suite
mu'
Telles sont les formules que vérifièrent MM. de la Provostaye et P. Desains, et qui s'appliquent aussi bien à la chaleur polarisée dans le plan d'incidence qu'à celle qui est polarisée dans un plan perpendiculaire. Pour éviter l'absorption, ils faisaient passer les rayons, avant de les faire tomber sur les glaces, au travers d'une glace plus épaisse que la pile ; la pile était alors aussi diathermane que possible pour les rayons qu'elle recevait. L'indice de réfraction du verre était i,&â.
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Voici le tableaa comparatif des résultats de ces expériences et de ceux qu*on déduit de la théorie.
1 " CHALEUR POLARISI^B DANS LE PLAN D'INCmBR» AH6LI8 CBALKUR TRAlfSHlSB CHALIUI TlAimm . '
d*ineidenee. obwnrée. eaieidés. wr^^^w.
Une lame, 60'' 0,706 0,708 +o,oot
Une lame, 70"* o,5&i o,5&/i — o,oq3 •
Deux lames, 60'' o,5&a o,5/i& — o,oot
Deux lames, 70** 0,970 0,976 «-o,ooi .,
Trois lames, 5 o* o,586 o,583 -ho,ooS
Trois lames, 60" o,&39 o^kkk — o^ooS
Trois lames, 70'' 0,989 o,985 — o,oo3
Quatre lames, 60* 0,896 o,37& -4-0,099
9** CHALEUR POLARISEE PERPENDICULAIREMENT AU PLAN D'UfCIDBNCS.
Une lame, 78** 0,809 0,806 — o,ooâ
Deux lames, 75' 0,676 0,678 -+- 0,001
Trois lames, 70' 0,776 0,778 — o,oo3
Trois lames, 78° o,S83 o,S83 0,000
3* CHALEUR NATURELLE SOUS L'INCmBNCB NORKALI.
Une lame 0,99 0,99 0,00
Deux lames 0,86 0,86 0,00
Trois lames 0,80 0,80 0,00
Quatre lames 0,73 0,78 — o,o9
C. — Mesures polarihj^triques
337. ExpérieiiCM û^Awmgo sur VégmMUé «m qpuuilitèi de lumière polarisée par réflexion et par réiPMttoB* "
Arago découvrit expérimentalement, dès 1 Si 5 ^^\ cette loi qui se retrouve dans la théorie de Fresnel , et qui consiste dans Tégalité des quantités absolues de lumière polarisée qui existent dans la lumière réfléchie et dans la lumière réfractée provenant de la lumière naturelle (321).
Cette loi peut facilement être vérifiée par le procédé suivant : au^ dessus d un écran de papier blanc AËD (fig. 6â) est une lame L de verre perpendiculaire à la surface du papier. Sur un prisme biré*
t') Œuvres complètes y X, A 68.
rringent P on reçoit deux faisceaui de lumière, I'ud et l'autre diffusés par la feuille de papier, mais qui oui été l'un réfléchi, l'autre transmis par la lame L. Les deux images de la feuille de papier qu'on voit k travers le prisme sont égales en inteasité, quelle que soit la position de la section principale du prisme. Gela prouve que les quantités de lumière polarisée qui se trouvent dans le faisceau réfléchi et dans le faisceau réfracté sont égales en intensité, car, ces ''^ ^'- quantités de lumière étant polarisées dans
des plans rectangulaires, si elles sont égales, leur ensemhle produit
les mêmes eiïets que la lumière naturelle.
II est vrai que la théorie suppose qu'il n'y ait qu'une seule suiv face, une seule réfraction et une seule réflexion, tandis que, dans l'expérience d'Arago , il y a un nomhre indéterminé de rayons réfléchis et réfractés qui concourent au phénomène. Toutefois l'intensité de ew rafODB décroît très-rapidement, de sorte que, si la lame de verra n'ett pas trop épaisse , au lieu d'en prendre un certain nombre, on peut prendre la limite de lenr somme. Dès itoêj. si Ton désigne par ~u^ et par ~ u'* les inlensités de la lumière réflédiie polarisée dans le plan d'incidence et dans le plan perpendiculaire , la somme des intensité* de tous les rayons réfléchis polarisés dans le plan (Hncidenee a, enfpie nous f avons vu plus haut (335), pour
expression ^r^* et la somme des intensité des rayons réfléchis polarisés perpendiculairement è ce plan ■--■ v - On trouve de même pour la lumière réfractée que la somme des intensités des rayons polarisés dans le plan d'incidence est- ;i et la somme des intensités des rayons polarisés perpendiculairement à ce plan - ■ — ^ •
Nous avons donc dans la Inmière réfléchie une certaine quantité de lumière naturelle et une quantité de lumière polarisée dans le
A7â BÉFLEXION ET RÉPHACTION DE LA LUMIÈRE POLARISÉE. |)lan d'iacidence ayant pour iatensiU!
l+U* ,4.u1=(,+u')(t+Il'^*
De même , dans la lumière réfractée , il y a une certame quaulît^ de lumière naturelle, et une (|uantité de lumière polarisëe dsoi le plan perpendiculaire au plan d'incidence qui a pour ÏDlfiiâté
V, + tt" i+u'J
Les deux quantités de lumière polarisée qui se troavent dans la lumière réOéchie et dans la lumière réfractée sont donc encore égales, malgré les réflexions multiples, et l'objection faite plus haut, et qui est de Brcwster, est sans force.
Brewster substitua à l'expérience d'Arago une autre expérience qai paraît fort simple, mais qui est inexacte. Le rayon (ransmis était reçu normalement sur la face AB ((ig. 63) d'un prisnie el vcnail émerger en DE, suivant la même direction que le rayon réfléchi sm
la face AC. Il n'y avait pas à tenir compte des réflexions et des r^ fraclions secondaires qui donnaient des rayons Irès-écartés de DE. Le phénomène était donc beaucoup plus simple que dans l'expérience d'Aragu. Mais l'afTaiblissement de la lumière transmise par suite de la réfraction normale, et la dispersion du prisme. AtenI ik celte cipérience toute précision.
La loi posée par Arago est applicable h une pile de glaces; la démonstration expérimentale s'en fait de la même manière que pour une lame unique.
338. Application photoniétriqae «e la loi û'émmUté entre les quantités de lumière polarisée dans la lumière réfléeMe et dans la lumière réfractée. — La loi de Tégalité entre les quantités de lumière polarisée dans la lumière réfléchie et dans la lumière réfractée a été appliquée à la construction d*un photomètre, atlribué à tort à M. Babinet, et fabriqué par M. Duboscq. Ce photomètre (fig. 6/i) sert à comparer les intensités de deux lumières naturelles ou ramenées à être telles par des lames de quartz d'un quart d'onde dont les axes font avec les plans de polarisation des angles de &5 degrés. Les deux faisceaux lumineux sont reçus dans deux tubes AB et CB ; à la bifurcation en B se trouve une glace à faces parallèles, dirigée suivant la bissectrice de l'angle ABC qui est de 60 degrés. Le faisceau AB traverse la g^ace et le faisceau GB se réfléchit dans la même direction ; l'ensemble de ces deux faisceaux est reçu en N sur un prisme biréfringent qui donne deux images. Derrière le prisme est une double lame de quartz de Soleil Q, dont l'une des moitiés est dextrogyre et l'autre lévogyre.Si le faisceau BN est partiellement polarisé, chacune des deux images que donne cette lame est divisée en deux moitiés teintes de couleurs complémentaires. Si au contraire la lumière est naturelle, chaque image à une teinte uniforme lorsque les faisceaux AB et GB sont ^aux en intensité. S'il n'en est pas ainsi , on peut faire varier les distances des lumières ou les dimensions des ouvertures des diaphragmes qui laissent pénétrer les rayons dans les tubes jusqu'à ce que l'égalité des faisceaux AB et CB soit obtenue, ce qu'on reconnaît à la teinte uniforme de chaque image, et alors les distances ou les dimensions des ouvertures servent à calculer le rapport des intensités des deux lumières.
339. Anplieatioii de la loi préeédente à la Térilleatioii ■e la loi de malus. — La même loi de l'égalité entre les quantités le lumière polarisée dans la réflexion et dans la réfraction a servi
Vbbdkt, VI. — Optique, II. 3i
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en i83s à Arago^^^ pour vérifier la loi de Malus, qui consiste en ce que, si un rayon de lumière polarisée tombe sur un prisme biréfringent dont la section principale fait avec le plan de polarisation un angle &), les intensités du rayon ordinaire et du rayon extraordinaire sont respectivement représentées par cos^&i et par sin^o», Tintensité du rayon incident étant prise pour unité.
Arago faisait tomber sur une lame cristalline biréfringente ufl rayon polarisé au moyen d'un Nicol. Après Témergence, les deui faisceaux se confondaient si la lame était assez mince et donnaient un faisceau total. Supposons que Ton ait 6i<d&5 degrés, et par suite cos^6ii;>>sin^6ii : le faisceau émergent de la lame peut être alors considéré comme formé d'une certaine quantité de lumière naturelle et d'une quantité de lumière polarisée dont l'iolcnsité est égale à cos^û> — sin'w, ou à cossu;. Pour vérifier celte conséquence de la loi de Malus , Arago recevait ce faisceau sur une pile de glaces, de façon que le plan d'incidence coincidftt avecle plan de polarisation partiel du faisceau. Il est facile de voir que, pour une incidence convenable, la lumière émergente redeviendra naturelle; car la lumière qui tombe sur la pile de glaces peut jlrc considérée comme formée de deux faisceaux polarisés à angle droit et dont les intensités sont respectivement cos*» et sia^A». A mesure que l'angle d'incidence augmente et se rapproche de Tan^e de polarisation complète, la quantité de lumière du faisceau qui a pour intensité cos^oi s'affaiblit et tend à devenir nulle, et il n'en est pas de même pour l'intensité de la lumière transmise provenant da faisceau qui a pour intensité sin^â;. Il arrivera donc un moment eh les deui faisceaux transmis par la pile de glaces auront des intensités égales» et alors la lumière résultante sera naturelle. On reconnaît que la lumière transmise est naturelle au moyen du prisme et de la plaque de quartz décrits plus haut à propos du photomètre. On connaît ainsi par l'expérience l'incidence sous laquelle les intensités des deux faisceaux transmis par la pile de glaces sont égales. On peut déduire aussi cette incidence de la loi de Malus, connaissant ranglea». Ona donc ainsi des vérifications de cette loi aussi nombreuses que Ton veut en faisant varier l'angle cj. Le prisme et la lame de quart2 qui
<0 (Eu»re$ complétée, X, 168. — C. A., XXX, do5.
VÉRIFICATIONS DE LA THÉORIE DE FRESNEL. ,475 constituent l'analysear sont placés à l'eitrémité d'un tube qui porte la pile de glaces à l'autre extrémité.
340. Fvlitrlmètre d'Aras*. — Par la disposition que nous venons d'indiquer, le faisceau transmis par la pîtc de glaces a la direction de l'axe du lube. En fixant la pile de glaces sur une alidade qui se meut sur un cercle gradué, on aura l'angle d'incidence sous lequel la lumière tombe sur la pile. On pourra donc déterminer pour quel angle d'incidence la lumière qui émerge de la pile de glaces et qui tombe sur l'analyseur est naturelle.
Si, en faisant tomber sur la pile de glaces de la lumière partiellement polarisée de composition connue, on a gradué l'appareil, ï'est-à-dire noté les dilTércnts angles d'incidence qui correspondent lax différentes proportions de lumière polarisée contenues dans la amière qui tombe sur In pile de glnces, on aura un véritable pok-
:, c'est-à-dire un appareil qui permet de mesurer la proportion de lumière polarisée contenue dans la lumière partiellement polarisée reçue sur la pile de glaces.
L'appareil ainsi constitué se nomme polarimètre d^Arago '" ; il est représenté fig. 65. Il se com|)06e, d'après ce que nous venons de
C) <XmwMei}mplitn,\, a^a.
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voir, d'un tube ao mobile sur un pied qui forme ce qu'on nomme la lunette polariscopique. A l'extrémité a de cette lunette est fixée une tige parallèle à l'axe du tube et qui porte un demi -cercle gradué ma dont le centre se trouve sur l'axe du tube et dont le diamètre passant par le point zéro de la graduation a la direction de ce même axe. Autour du centre de ce cercle peut se mouvoir une alidade portant un vernier v qui s'applique contre le cercle gradué. C'est cette alidade qui porte la pile de glaces pq. La graduation du cercle fait donc connaître à chaque instant l'angle que forme la surface de la pile de glaces avec l'axe du tube» c'est-à-dire avec le rayon iomineux qui pénètre dans la lunette polariscopique en a : on a ainsi l'angle d'incidence. On empêche les rayons réfléchis par la pile de pénétrer dans le tube au moyen d'une bande de drap tendue en tr. Enfin à l'extrémité o du tube se trouve l'analyseur, composé d'un Nicol et d'une double lame de quartz. La lunette, mobile en c sur son pied, prendra, par rapport à l'horizon, diverses positions angulaires qu'on pourra mesurer à l'aide du cercle gradué de entraîné dans les mouvements de la lunette, le niveau à bulle d'air j^ma^ quant la ligne horizontale.
La graduation du polarimètre peut se faire de différentes manières. Un premier procédé consiste à faire tomber sur la pile de glaces de la lumière transmise par deux tourmalines à axes croisés de surfaces égales. Ce système laisse passer deux faisceaux polarisés n angle droit qu'on reçoit sur une lentille et qu'on dirige sur la pile de glaces. Si l'on couvre une fraction connue de la surface de l'uoe des tourmalines, les intensités des deux faisceaux polarisés à angle droit ne seront plus égales, mais bien dans le rapport de la surface de l'une des tourmalines à la surface conservée de l'autre. On aun donc ainsi de la lumière partiellement polarisée de composiûoo connue et variable à volonté. Il suffît alors , pour chaque composition de la lumière partiellement polarisée, de noter l'angle d'incidcnce que donne le cercle gradué lorsque la lumière qui tombe sor Taiialyseur est naturelle, c'est-à-dire lorsque les moitiés de chaeone des images données par le biquartz sont de même couleur.
Arago s'est encore servi d'un autre procédé pour graduer soo polarimètre. Il faisait tomber sur la pile de glaces un faisceau looi-
neux réfléchi auparavant sur une lame de verre à faces parallèles, de façon que les plans d'incidence sur cette lame et sur Ja pile de glaces fussent parallèles. Le faisceau réfléchi contenait alors une quantité q de lumière polarisée dans le plan d'incidence, t étant rintensité totale de la lumière réfléchie. On cherchait l'angle d'incidence sous lequel il fallait faire tomber le faisceau réfléchi sur la pile de glaces pour avoir de la lumière naturelle. On répétait la même opération en faisant transmetttre le faisceau par la lame, sous le même angle , mais de manière que les plans d'incidence sur la lame et sur la pile de glaces fussent perpendiculaires. La quantité de lumière polarisée dans le plan d'incidence de la pile , et par suite perpendiculairement au plan d'incidence de la lame, était encore q d'après la loi d'Arago , mais la quantité de lumière transmise avait une valeur t' différente de t. On avait donc dans le premier cas une
proportion de lumière polarisée dans le plan d'incidence égale à ^
et neutralisée sous une certaine incidence du rayon réfléchi sur la pile, incidence que nous désignerons par a, et dans le second cas une proportion de lumière polarisée perpendiculairement au plan
d'incidence, égale à ^ et neutralisée sous un autre angle d'incidence
que nous appellerons a\ Ârago choisissait pour angles d'incidence sur la lame de verre quelques-uns de ceux pour lesquels il avait déterminé, comme nous l'avons vu plus haut, le rapport de la lumière réfléchie à la lumière transmise (335). Le rapport % : % était
donc connu. On enlevait ensuite la lame de verre réfléchissante et on la remplaçait par un Nicol; le rayon polarisé donné par le Nicol était reçu sur une lame cristallisée dont la section principale coïncidait avec le plan d'incidence de la pile de glaces et, après avoir traversé la lame , tombait sur la pile de glaces sous l'incidence a. On faisait tourner le Nicol jusqu'à neutralisation complète de la lumière polarisée dans l'analyseur. Soit cû l'angle que forme alors la section principale du Nicol avec celle de la lame cristallisée; le rayon {lolarisé en traversant cette lame se divise en deux rayons polarisés à angle droit parallèlement et perpendiculairement à la section principale de cette lame, et dont les intensités, d'après la loi de Malus,
sont cos^&i et sin^cû. On aura donc, au sortir de la lame, un faisceau, partiellement polarisé dans le plan d'incidence, qui peut être regardé comme composé d'une certaine proportion de lumière naturelle et d'une proportion de lumière polarisée dans le pian d'incidence, et ayant pour intensité
cos^ûi— sin^û>= cos 9û>.
On recommence l'expérience en faisant tomber le rayon sur la pile de glaces sous l'incidence a\ et on trouve alors pour l'angle des sections principales du Nicol et de la lame une autre valeur a/, de sorte que, si la loi de Malus est exacte, la proportion de la lumière polarisée perpendiculairement au plan d'incidence sera représentée, en prenant pour unité la quantité totale de lumière transmise au
travers de la pile, par cos aa/. Le rapport -- — -, représente donc le
rapport des proportions de lumière polarisée dans le plan d'incidence et dans le plan perpendiculaire , prises par rapport à la quantité totale de lumière ; on doit avoir par conséquent
cos 361 i i'
côsâûT q i ?
Ce rapport - étant donné par les expériences sur les intensités, il est facile de vérifier si le rapport > lui est bien égal dans cha-
que cas particulier. Arago avait choisi celles de ces expériences dans lesquelles il avait eu ^ = ~' T ^ 3' ^^^ nombres obtenus pour ^^^^/ sont -j^ et — ■ • L'approximation est suffisante, d'autant
plus que les nombres - et » ne sont probablement pas très-exacl<
eux-mêmes. Toutefois ce sont ceux qui ont le plus de chances Jélrf exacts parmi les nombres trouvés par Arago , parce que, dans les expériences qui ont servi à les déterminer, l'appareil était plus simple- La série d'opérations que nous venons de décrire n'est autre chose qu'une vérification directe de la loi de Malus qui, à la rigueor, n'était pas nécessaire, car tous les phénornènes de la polarisation
chromatique peuvent être déduits de cette loi et en sont une confirmation a posteriori.
En s'appuyant sur la. loi de Malus, il sera facile de graduer trèssimplement le polarimètrc. On fera arriver sur la pile de glaces un faisceau lumineux ayant traversé un Nicol et une lame cristallisée. Ce faisceau sera partiellement polarisé dans le plan d'incidence qu'on fera coïncider avec la section principale de la lame cristallisée , et la proportion de la lumière polarisée par rapport à la lumière totale transmise par la lame sera égale à cessai, cj étant l'angle des sections principales du Nicol et de la lame cristallisée. On cherchera rinclinaison à donner à la pile de glaces pour que le faisceau émergent soit naturel , et on aura l'angle d'incidence correspondant à la proportion cessai de lumière polarisée. En faisant varier l'angle oi, on pourra ainsi graduer l'appareil.
3 & 1 . Expérieiicett d'Eil. DeMiiiis. — Edouard Desains ^^^ a gradué un polarimètre d'Arago par le procédé que nous venons d'indiquer en dernier lieu. Il a fait servir ensuite cet appareil à des expériences sur la lumière réfléchie par une glace noire dont l'indice obtenu par l'angle de polarisation était i,âs5.
Voici les résultats auxquels il est parvenu :
PR0P0BTI0K8 DE LUMli» POLABIS/Ib AII6LB8 DMKCIDMCB. ' • 'T ^ ,'■ , . — DIPPI^RBRCIS.
observées. calculées.
So" o,âso o,/iii3 4-0,007
SS
Ao* 0,707 0,719 —0,01a
75*. 0,539 0,536 -h o,oo3
La concordance est très-satisfaisante.
Il est inutile de faire des expériences sur la lumière transmise puisque, d'après la loi d'Arago, démontrée par la théorie et par Texpérience, la quantité absolue de lumière polarisée par transmission est égale à celle de la lumière polarisée par réflexion.
Le polarimètrc d'Arago une fois gradué peut du reste servir à
(» C. R., XXXI, 676. — Afm. de ckim. et dephyt., (3), XXXI, s86,
vérifier les formules de Fresnel sur les intensités du rayon réfléchi et du rayon réfracté. On fait, à cet effet, arriver sur la pile de glaces un rayon réfléchi par une lame de la substance sur laquelle on veut opérer. L*incidence qu'il faut donner h la pile de glaces pour obtenir la neutralisation de la lumière polarisée, c'est-à-dire pour que les deux moitiés de chaque image dans l'analyseur aient une teinte uniforme, fera connaître par la graduation du polarimètre le
rapport ? de l'intensité q de la lumière polarisée à l'intensité totale t
de la lumière réfléchie. De même, si on fait tomber sur la pile de glaces la lumière transmise par la lame, l'angle d'incidence sou5 lequel on obtient la neutralisation de la lumière polarisée fait connaître par la graduation le rappoi*t % de l'intensité de la lumière polarisée à l'intensité totale de la lumière transmise. La quantité (j ayant la même valeur dans les deux cas, en vertu de la loi d'Arago,
le rapport des quantités ^ et ^ ainsi déterminées sera égal au rapport T » c'est-à-dire à celui des intensités de la lumière transmise el
de la lumière réfléchie. Arago a indiqué ce procédé, mais il ne s en est pas servi.
A. — PnopRiir^s des pass db glaces.
Les propriétés des piles de glaces peuvent se déduire des lois de Fresnel sur la réflexion et la réfraction de la lumière, et elles vont nous en fournir de nouvelles vérifications.
Il y a deux cas h considérer : celui où le faisceau a des dimensions transversales très-petites, et celui où il a une largeur appré* ciable.
CiM d'im faisceau à dimensioiis trmwmwermmMem
trèa-petiteti. — Si le faisceau lumineux qui traverse la pile de glaces est très-mince, les phénomènes sont simples. On peut alors, sans commettre d'erreur sensible, ne considérer à chaque surface qu'un seul rayon réfléchi et un seul rayon réfracté. Cherchons quelle est la polarisation du rayon transmis par la pile. Soit a l'angle que fait le plan de polarisation de la lumière incidente avec le plan d'incidence. Le rayon qui tombe sur la première glace peut se décomposer en deux rayons polarisés, l'un dans le plan d'incidence et l'autre dans le plan perpendiculaire, ayant respectivement pour amplitudes cos a et sin a. Après une réfraction ces amplitudes deviennent w cos a et ,._ >i d'après les formules établies pour la
réfraction de la lumière (318). Lorsque le rayon a traversé un nombre de glaces égal h p,\e nombre des réfractions est égal h ap et on a pour les amplitudes des deux composantes m^cosa et
m"*8in a
cos*^(i — r)
La lumière qui émerge de la pile est donc polarisée rectilignement, et, si l'on désigne par (3 l'angle que son plan de polarisation fait avec le plan d'incidence, on a
tang/3=tang<i^^i^.
Cette formule est facile à vérifier.
Si la lumière qui tombe sur la pile de glaces est naturelle, les intensités relatives des deux composantes sont, au sortir de la pile,
1 et y.._ . » c'est-à-dire que , l'intensité de la composante suivant
le plan perpendiculaire au plan d*incidence étant prise pour unité, l'intensité de la composante parallèle au plan d'incidence seia cos*** (i — - r). Le rapport de la quantité de lumière polarisée à la
quantité totale de lumière transmise sera donc — 4, ; . — f*
On peut, au moyen du polarimètre, vérifier cette expression , qui a pour limite l'unité.
Cas d'un faisceau lar^e. — Ce cas est un peu plus
compliqué que le précédent, mais n'ofTre aucune difficulté. On décompose le rayon incident en deux rayons polarisés à angle droit dans le plan d'incidence et dans le plan perpendiculaire. On lient compte des rayons qui, réfléchis un nombre pair de fois, émergent après avoir traversé la pile. L'intensité de chacune des composantes du rayon émergent est donc la somme des intensités d'une série de rayons dont le premier traverse directement la pile, dont le second subit deux réflexions dans l'intérieur de la pile, le troisième quatre réflexions, le quatrième six réflexions, et ainsi de suite. La somme des intensités de ces deux composantes est égale à l'intensité du rayon émergent.
Lorsque les rayons incidents sont naturels, la lumière émergente est partiellement polarisée perpendiculairement au plan d'incidence. Mais lorsque la lumière incidente est polarisée rectilignement, il n'est pas exact de conclure, comme l'ont fait MM. de la Provostaye et P. Desains, que la lumière émergente est polarisée dans un plan faisant avec le plan d'incidence un angle dont la tangente est donnée par le rapport des amplitudes des deux composantes rectangulaires. Cela n'est pas exact à cause des réflexions multiples.
Le faisceau formé par les rayons réfléchis donne lieu à des considérations analogues, à moins que l'angle d'incidence ne soit l'angle de polarisation complète, car dans ce cas particulier tous les rayons réfléchis sont entièrement polarisés dans le plan d'incidence, et par conséquent il en est de même du faisceati réfléchi total.
B. — HoUPPEB DE H*1DINGEB.
Sàh. DcaarlpdoB des hvuppea de Hftidincer. — Oa peut rattacher au\ modifiralions de la lumière polarisée par réfraction le phénomène découvert par le physicien allemand Haidinger"^ et qui porte le nom de houppe» de Hatdtnger.
Ce phénomène consiste en ce que, si l'on reçoit dans l'œil de la lumière blanche polarisée, on aperçoit une douhlc aigrette jaune JJ' (fig. 66) dont l'axe est dans le plan de polarisation, et qui est limitée par deux courbes ayant la forme d'arcs d'hyperbole. Cette aigrette s'élargit h mesure qu'on s'éloîgne du plan de la vision. Des deux côtés de la partie médiane de l'aigrette se montrent deux taches violettes, V et V, plus larges que les aigrettes jaunes, mais plus courtes.
Lorsqu'on a constaté une fois l'existence de ces houppes, il est facile de les reconnaître par la suite, et l'œil peut alors remplacer un polariscope et même servir à déterminer ta direction du plan de polarisation.
Pour découvrir les houppes de Haidinger, on regarde un point du ciel h travers un prisme de Nicol un jour oti le temps est couvert, et, ai on ne les distingue pas à cause de leur peu de netteté, elles opparaùsent lorsqu'on fait tourner le prisme de <)o degrés sans changer la direction de son axe : on les voit alors tourner ^vec le prisme. On peut aussi les distinguer è l'œil nu lorsque le ciel serein envole lui-même de la lumière polarisée. Quand le soleil est près de l'horizon, on regarde successivement, dans un plan perpendiculaire au plan vertical qui passe par l'œil et le soleil , un point situé au zénith et un autre à l'horizon : on reçoit ainsi deux rayons polarisés h an^e droit et on peut distinguer les houppes.
"' Plw-*"-..Uni, igiLXVII. «5îLVm,73,3o5îLXXT, 35o{ ICI, 3ii. 59,.
3 A 5. Explle»ti«ii des li^iippes de HmIdiBser. — Ce phénomène a beaucoup attiré l'attention des physiciens. Plusieurs d'entre eux, et entre autres Haidinger lui-même, peu versés dans la connaissance des lois de l'optique, voulaient y voir les vibrations rectilignes de la lumière polarisée. Ces idées ont contribué à faire regarder le phénomène comme singulier, et beaucoup d'explications peu satisfaisantes en ont été données.
M. Jamin ^'^ a expliqué les houppes de Haidinger d'une manière simple, en se basant sur les effets des piles de glaces, et les a reproduites artificiellement. Lorsqu'un rayon polarisé dans un certain plan tombe sur une pile de glaces, on peut le décomposer en deux rayons polarisés, l'un dans le plan d'incidence, l'autre dans le plan perpendiculaire. Par l'effet de la pile, la composante parallèle au plan d'incidence perd plus de son intensité que l'autre, d'où il r^lte que l'intensité du rayon transmis sera d'autant moindre qu'il est polarisé dans un plan plus voisin du plan d'incidence. Ceci posé, supposons qu'on fasse tomber sur une série de surfaces sphériques, concentriques et superposées un faisceau de rayons polarisés dans un certain plan. Si l'on mène par le centre commun des surfaces sphériques un plan parallèle au plan de polarisation du faisceau, les rayons compris dans ce plan , et pour qui par conséquent le plan d'incidence coïncidera avec le plan de polarisation, auront après l'émergence une intensité minimum. Ceux au contraire qui sont situés dans une section faite par le centre perpendiculairement au premier plan auront après l'émergence une intensité maximum.
Dans les azimuts intermédiaires, l'intensité croîtra de la première section à la seconde. Mais les rayons des différentes couleurs ont leurs intensités altérées d'une ipanière différente, puisque cette altération dépend des angles t et r, et par suite de l'indice de réfraction. Si donc la lumière est blanche, les maxima et les minima des différentes couleurs ne seront pas proportionnels aux intensités respectives de ces couleurs dans la lumière blanche; ily aura une couleur prédominante, et c'est celle-là qui apparaîtra. Si l'on fait pour les différentes couleurs le calcul de l'affaiblissement qu'éprouvent les intensités des rayons polarisés dans le plan d'incidence et
<•) C. /?., XXVI, 197. — ln$t., XVI, 53.
dans le plan perpendiculaire, on reconnait que ce sont les rayons jaunes qui prédominent dans le premier cas, et les rayons violets, complémentaires des rayons jaunes, dans le second.
On peut reproduire artificiellement ce phénomène en faisant ar-^ river de la lumière polarisée au moyen d'un Nicol sur une pile de 100 à 300 verres de montre placés dans un tube en cuivre.
La même série de phénomènes se passe dans l'œil, qui peut être assimilé à une pile de ce genre, car la cornée et le cristallin sont formés de couches sphériqucs inégalement réfringentes (^^.
C. — Polarisation de la LoiiiiR£ par émission bt par diffusion.
Le mode de polarisation de la lumière émise ou diffusée par les corps s'explique encore par les lois de Fresnel.
3&6. P«torlMitioii par énti^ston. — 11 n'existe sur la polarisation par émission qu'un petit nombre d'expériences dues en partie à Arago ^^K La lumière rayonnée par un liquide ou par un solide incandescent dans une direction autre que la direction normale à la surface rayonnante est polarisée comme par réfraction , c'est-à-dire qu'elle est partiellement polarisée dans un plan perpendiculaire au plan d'émergence. Gela tient à ce que les molécules de la surface ne rayonnent pas seules; celles des couches intérieures rayonnent également, du moins jusqu'à une certaine profondeur, et les rayons émis par ces molécules intérieures viennent se réfracter à la surface.
Si la lumière émise par. les gaz incandescents n'est jamais polarisée , cela s'explique par la faiblesse de la réfraction quand un rayon passe d'un gaz dans un autre ou même d'un gaz dans le vide.
La polarisation de la lumière émise par un corps peut donc nous renseigner sur la manière dont la lumière est émise par ce corps et
(^) M. Helniholts (voir la traduction française par Javal et Klein, p. 553), dans son Optique pkygiologique , n^admet pas l^explicaiion des houppes donnée par M. Jamin, et loi objecte, entre autres choses, que, si Ton opère avec de la lumière homogène, le bleu est k seule couleur pour laquelle les houppes sont visibles, et que Tétendue des houppes coïndde avec celle de la tache jaune de Tœil. 11 en conclut qu^on peut expliquer k production des houppes en admettant que les éléments jaunes de la tache jaune sont faiblement biréfringents et quMls absorbent plus fortement le rayon extraordinaire que le rayon ordinaire pour la lumière bleue. (L.)
^) Aêtronomie populaire , II, 95. — Œuvree complétée, VJI, 6o3.
sur l'état du corps. C'est ainsi que l'on reconnaît que la lumière émise par la lune est polarisée, comme par réflexion, dans un plan qui passe par la iune et le soleil. La lune n'est donc pas un corps lumineux par lui-même , et la lumière qu'elle nous envoie doit être celle qui, émise par le soleil, s& réfléchit sur sa surface. Cette expérience se fait en dirigeant un polariscope vers la lune.
On peut, par le même procédé, reconnaître si la lumière solaire est due à un solide ou à un liquide incandescent, ou bien à un gaz. Si la surface incandescente est solide ou liquide, la lumière du centre, émise normalement, ne doit pas être polarisée, mais un polariscope dirigé vers les bords du disque solaire doit donner des signes sensibles de polarisation. Or, jamais on n'a obtenu de traces de polarisation en dirigeant le polariscope sur un point quelconque du disque solaire. La lumière solaire est donc due à l'incandescence d'un gaz. Nous n'avons pas h parler ici des recherches ultérieures sur la constitution physique du soleiK qui ont confirmé le résultat obtenu par Arago.
3A7. Polarisation par dlffiuiloii. — La diffusion, comme la réflexion et la réfraction, modifie la polarisation de la lumière. Arago n'a fait que peu d'expériences à ce sujet. MM. de la Provostaye et P. Desains ont repris ces expériences sans être guidés par aucune vue théorique ^^^ de même qu'Arago. De là résulte un peu de confusion dans les résultats. Toutefois, on peut rendre un compte suffisant des effets de la diffusion observés par MM. de la Provostaye et P. Desains dans trois cas qu'ils étudièrent.
Le premier cas est celui des corps parfaitement polis; le second cas est celui des surfaces: mates sans granules ou à granules opaques; le troisième, celui des surfaces à granules transparents.
Arago avait observé sur la porcelaine bien polie un phénomène singulier : des poussières et des substances étrangères adhérentes à la surface font qu'elle n'est pas entièrement dépourvue de pouvoir diffusif. Arago I en recevant sur un polariscope les rayons ainsi diffusés, trouva des traces de polarisation perpendiculairement au plan
<*) Ann. de ckim. et de phyi,, (3), XXXlV, 9 15.
de diffusion, c'est-à-dire au plan passant par le rayon diffusé et par la normale à la surface diffusante.
D'après cela la diffusion irrégulière polariserait comme la réfraction, phénomène dont on ne voit pas la raison.
MM. de la Provostaye et Desains ont reconnu que , si la lumière tombe normalement sur la plaque de porcelaine, la lumière diffusée est polarisée dans le plan de diffusion. 11 en est de même quand l'incidence augmente, jusqu'à une certaine incidence pour laquelle il n'y a plus de polarisation; mais au delà la polarisation reparait perpendiculairement au plan de diffusion et va en augmentant avec l'incidence. Cependant l'or, sur lequel les deux physiciens expérimentèrent également, donna pour toutes les incidences de la lumière polarisée dans le plan de diffusion. Il en fut de même pour les surfaces complètement dépolies, c'est-à-dire pour les surfaces qui diffusent la lumière au plus haut degré.
L'anomalie observée sur la porcelaine s'explique d'une manière satisfaisante par le phénomène de la fluorescence. La fluorescence est une sorte de phosphorescence de très-courte durée qui se manifeste lorsque certains corps ont été éclairés. Après que ces corps ont cessé de recevoir la lumière ils en émettent encore pendant quelques instants. Cette lumière ainsi émise doit être polarisée comme par réfraction, ainsi que nous l'avons vu plus haut (3A6), et par suite perpendiculairement au plan de réfraction. D'ailleurs, si on ne constate cette lumière émise par le corps qu après qu'il a cessé d'être éclairé, elle n'en existe pas moins pendant l'éclairement, et alors elle se trouve associée à la lumière diffusée. Suivant que la lumière diffusée ou là lumière émise prédomine, la lumière renvoyée par le corps sera polarisée parallèlement ou perpendiculairement au plan de diffusion. Or, à mesure qu'on s'écarte de la normale, la quantité de lumière diffusée diminue, tandis que la quantité do lumière fluorisée ne change pas beaucoup. Il se peut donc que la lumière diffusée, d'abord prédominante, devienne, lorsque l'incidence aug^ mente, égale à la lumière fluorisée, puis, au delà, moins intense que cette lumière. Ainsi se trouvent expliqués les phénomènes produits par la porcelaine.
Les substances dépolies diffusant fortement la lumière, il n'est
pas étonnant qu'elles ne présentent jamais d'anomalies semblables à celles de la porcelaine, et, si Tor ne polarise pas la lumière perpendiculairement au plan de diffusion , cela tient à ce que For, comme tous les métaux, ne possède pas le pouvoir fluorescent.
MM. de la Provostaye et P. Desains expérimentèrent aussi sur les corps à surface non compacte, tels que le noir de fumée, le platiné platiné, etc. Pour de telles substances il n'y a pas de fluorescence, et, puisqu'ils ne transmettent pas la lumière, le seul effet produit sera celui de la diffusion. La lumière sera donc polarisée partiellement dans le plan de diffusion. Cette diffusion pourra être considérée comme une réflexion à la surface de granules convexes, et par suite la proportion de lumière polarisée doit augmenter avec l'incidence, car, l'angle du rayon incident avec le rayon réfléchi ne pouvant surpasser 5o degrés, sous l'incidence normale l'angle d'incidence ne peut surpasser kb degrés, angle moindre que celui de la polarisation complète. Or, jusqu'à cette incidence la quantité de lumière polarisée augmente en effet, et l'expérience vient vérifier ces conjectures.
Le dernier cas est celui des substances non compactes à granules transparents : tels sont le cinabre en grains, le papier, le soufre, le blanc de céruse , qui diffusent le plus de lumière. Dans ces substances la lumière pénètre à une profondeur plus ou moins grande, de sorte qu'on ne reçoit pas seulement les rayons qui se sont réfléchis une fois à la surface de ces granules, mais encore ceux qui se sont réfléchis un certain nombre de fois dans des plans différents, et surtout les rayons qui se sont réfléchis totalement dans l'intérieur du corps. Si donc la lumière incidente est naturelle, la lumière diffusée se composera de rayons polarisés dans tous les plans sans aucune régularité et sera de la lumière naturelle. Si la lumière incidente est polarisée, toutes ces réflexions tendent à changer le plan de polarisation d'un très-grand nombre de manières différentes, et la lumière diffusée sera encore plus ou moins dépolarisée. Ces résultats de la théorie ont été vérifiés par les expériences de MM. de la Provostaye et P. Desains.
Ces observations ont d'ailleurs constaté pour la chaleur les mêmes phénomènes de polarisation par diffusion que pour la lumière.
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D. — TuiOBIB COMPLÈTE DES ANNEAUX COLORl&S,
3A8. Invunsance de la tliéarle élémentaire des anneaux eeloréiu — La connaissance des lois de la réflexion et de a réfraction de la lumière va nous permettre de compléter la théorie les anneaux colorés par réflexion et par transmission. Dans cette héorie élémentaire on admet que les anneaux par réflexion proiennent uniquement de l'interférence des rayons réfléchis k la preoière surface de la lame mince avec ceux qui se réfléchissent sur la econde surface de cette lame. Mais l'expérience montre que les anleaux obscurs produits par réflexion sont absolument noirs dans la umière homogène, tandis que, d'après la théorie élémentaire, leur ntensité devrait être seulement très-faible, car les deux rayons |u'on considère comme interférents ont des intensités inégales, celui |ul se réfléchit à la seconde surface ayant son iuten.<ité aflaiblie par leux réfractions. Ce désaccord entre la théorie et l'expérience proient de ce que, dans cette théorie simplifiée, on ne lient pas ompte des rayons qui émergent après avoir subi 3,5,7,... et en fénéral un nombre impair de réflexions dans l'intérieur de la lame, ît qui cependant doivent nécessairement intervenir dans le phéiomènë.
La théorie de Fresnel va nous permettre de calculer toutes les ipparences que doivent présenter lés anneaux réfléchis et les anneaux fansmis, puisqu'elle donne les formules nécessaires pour déterminer e que devient un rayon après un nombre quelconque de réflexions ►u de réfractions. Ces calculs ont été efl'ectués pour la première fois >ar Aîry^'^. 11 est inutile d'introduire dans les calculs l'hypothèse le Young sur le changement de phase produit par la réflexion (38), puisque ce changement résulte des formules de Fresnpl H qu'il y est ompris.
3A9. Intensités des anneaux réiléelile et transmis iarsque la lumière ineidente est polarisée dans le plan rineldenee. — Nous allons traiter en premier lieu le cas des anleaux par réflexion, lorsque la lumière incidente est polarisée dans
<•) Camhr. Trnm,, IV, niC), '109. — Phil. Mag,, ('O* X, 1 ^11; (3), lî, lao. Vrrdct, VI. — Opliqiip, 11. .{a
le plan d*incidence. Nous supposerons, comme cela a Heu ordinairement, que la lame mince est le milieu le moins réfringent. Si le faisceau est un peu large, il interviendra dans le faisceaii réfléchi suivant chaque direction une série de rayons qui ont subi i, 3« 5, . . . réflexions, et, comme les intensités de ces rayons décroissent très-rapidement avec le nombre des réflexions, on pourra faire la somme de leurs intensités en considérant leur série comme indéfinie.
Si Ton représente par sin qtt r-p le mouvement vibratoire du rayon
incident au point d'incidence et au temps t, le mouvement vibratoire du rayon réfléchi sur lu première surface aura pour expression,
au même point et à la même époque, a sin avj,* Quant au rayon
qui s'est réfléchi sur la seconde surface de la lame, en désignant par e l'épaisseur de la lame et par i l'angle d'incidence , on voit que sa difl^érence de marche avec le premier rayon réfléchi est accosi', et que sur ce rayon le mouvement vibratoire est représenté par
. . ft a^cosix A sm 97r Lp — 1 •
L'amplitude A peut être remplacée par le produit bcdy si, l'affl- |)litude du rayon incident étant prise pour unité, b désigne l'amplitude du rayon réfracté à la première surface, c le rapport de lamplitude de la lumière qui est réfléchie par la seconde surface à l'amplitude du rayon (]ui tombe sur cette surface, et enfin d le rapport de l'amplitude du rayon réfracté par la première surface i Taiiiplitude du rayon qui tombe sur cette surface. Le mouvement vibratoire du second rayon réfléchi aura donc pour expression
, , . ft 2rcosi\ hca sin îîTT I Y 5- — j •
Le troisième rayon réfléchi a été réfracté une fois du premier au second milieu, puis réfléchi trois fois à l'intérieur de la lame et réfracté une fois du second milieu au premier. Son amplitude sera donc devenue bc^d. Quant à sa diflerence de marche avec le premier rayon réfléchi, elle est de deux fois la quantité aecost. Il vient donc.
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bra sin qtt ( j, — a — r — 1 •
On a de même, pour le quatrième rayon,
bc^asinùirlj — o — j — 1»
et généralement, pour le (m+ i)*^"** rayon réfléchi,
icr" Vsin 97r (j— ^ — T — ) •
On a d'ailleurs, d*après les formules de Fresnel, i étant Tangle d'incidence dans la lame mince,
sin (r—i) sin (i—r)
Sin (r-Hi) sni (i-f-r)
I asinicosr » asinrcosi
0=? — ï — T-. — rt a = — r
sin(i-f-r)' sin (i-tr)
Par suite, il vient
jj 4sinicosisinrcosr [sin(i4-r)-4-sin (i — r)][sin(i -+-r)— sin (i—r)]
sin*(i-+-r) sin*(i-+-r)
sin*(i-4-r)— sin» (i—r) _ sin'(i— r) ^
sin* (I -+-/•) sin*(i-i-r)
En posant
t 2ecosi
les expressions des mouvements vibratoires prennent les formes suivantes : pour le premier rayon réfléchi, —csino;; pour le second, c ( 1 -— c^) sin (^ — y) ; pour le troisième , r* ( i — (?) sin (ar — ay) , et en général, pour le (n+ i)**^ rayon, c^**""* (i — c^)sin {x—ny).
En remplaçant les sinus par des exponentielles imaginaires, ces expressions deviennent, en laissant de côté pour le moment le premier ravon réfléchi ,
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Si Ton partage cette série d'expressions en deux groupes comprenant, l'un les ternies dont l'expression générale est
2 yCT et l'autre les termes dont l'expression générale est,
on aura deux progressions géométriqu&s où l'on peut faire la somme des n premiers termes. Les raisons de ces progressions étant respectivement
^.-'^ et c^e'"^,
on a , pour la somme deâ n premiers termes de la première progression ,
et pour la somme des n premiers termes de la seconde,
La somme des deux progressions est donc
2\~ \ _c2fi[^[T-(/i-hi)j]v^^_^-[^-(«-+-i)r]\/^]
I — 3^*ros r -^c* / , ^ — ■ ,
-vU.-i
Le terme du dénominateur (^\e +e j a été rem-
placé par sa valeur ac^ cosy.
En remplaçant de même au numérateur les exponentielles imaginaires par les lignes trigonométriques, il vient, pour la somme des mouvements vibratoires des rayons réfléchis, sauf le premier, Texpression
/ __J2\c^ ^^sin(.r— /iv)— c^^Sin[.r— (fi->-i)/]-c*sin.xH-sin(a;— 7)
' 1— 2C*C0SJ'-l-C*
Cette expression est réelle et on peut y faire croître n indéfiniment. Si l'on passe à la limite vers laquelle elle tend quand n croit indéfiniment, on trouve
^ / 1— ac*cosj-i-c*
Il faut, pour avoir le mouvement vibratoire total du rayon réfléchi, ajouter à celte limite le terme — csino?, qui représente le mouvement du premier rayon réfléchi et que nous avons négligé dans le calcul précédent, et on a alors pour expression définitive du mouvement vibratoire total du rayon réfléchi
/ «^ sin(.r— y)— c^sinx
Pour avoir Tintensité totale du rayon réfléchi, il faut mettre cette expression sous la forme
Asm9»(.-7j?r- Iv
et alors A^ représentera l'intensité; mais on sait aussi que Ton peut la mettre sous la forme
a sm aw t^ + « cos aw ^ i
vX qu'alors l'intensité est égale à a^+ 6'. C'est cette dernière forme c|ue nous choisirons. On trouve ainsi successivement, pour l'expires-
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sion du mouvement vibratoire,
r(i--c*)sin(.r— y)— c^siiia?-4-!>(?^sinxco8y~c8inj?
1— ac*cosj-hc*
(i— c^sin(a?— ;)')— (i-+-c*)sîna?-*-2c*sina?cosj
(i-hr*)(cosv— i)sinj:— (i— c*)sîn jcosj:
I— 2c*cosy-+-c*
On a donc pour l'intensité cherchëe
I c*(i ^-cy (co&y— i)*-4-f* (i — c*ysiii* Y "~ (i— ac*cos7-+-c*)* ,
o a(i -4-c*)4-4c*cos*j-2(i -f-r*)*cosy ( 1 — ac* cos j-f- c*)*
^(i4-c*)(i — cosy)— ac*(i— cosj)cosY
(i— ac*cosj4-c*)*
_ o (i — 2c*cosj^-4-c*)(i — cosy) ~^ (i— ac*cosj-+-c*)* '
et enfin
I ac*(i— cosy)
1— 2C*C0SJ-f-C*
rt I . , a<? cos r • ^ 19
Ln remplaçant y par sa valeur air — r — » on arrive a 1 expression
définitive
4c* SI 11* 7r — * — 1=^ ^
(i — c*)*-i-/5c*sin*7r — r —
Telle est Tintensité des anneaux réfléchis lorsque la lumière est polarisée dans le plan d'incidence. Quant à celle des anneaux transmis <, elle s'en déduit immédiatement en retranchant de rnoil^ l'intensité des anneaux réfléchis , ce qui donne
, ,,, . . . , accosi
La quantité r dans ces deux expressions est égale à — h^wf^*
350. Intensités des anneiMix rélléelils et transmis Inrs^itue In lumière Incidente est polarisée perpendicnlairement au plan d'Inddenee. — Les formules précédentes donnent encore les intensités des anneaux réfléchis et transmis quand la lumière est polarisée perpendiculairement au plan d'incidence; seulement la valeur de c est alors différente de ce qu'elle est dans le cas où la lumière est polarisée dans le plan d'incidence.
En effet, les sinus qui entrent dans l'expression du mouvement vibratoire de chaque rayon réfléchi sont les mêmes que dans le cas précédent; les coefficients de ces sinus contiennent toujours les facteurs a, b^ c, d^ mais la valeur de chacun de ces facteurs a chan{jé. On a, dans ie cas actuel,
foii
tang(r-+-i'j' tang(i + r)*
c = — « ; asinicosr ■ asinrcosi
sin (i -t- r) cos (r — i) * sin (i -f- r) cos (i — /) '
1» ^ ou
il sin ai sin ar sin(i-4-r->-i'— r)sin(i-4"r-4-r— i)
sin*(i-4-r)cos*(i— r) sin*(/-+-r)cos*(i— r)
Le numérateur de cette dernière expression étant égal au produit le
sin(i + r) cos(i--r)-f-sin(i— r) cos(i + r)
par
on a
et enfin
sin (t+r) cos (t — r) — sin (t — r) cos(t +r),
sin*(i-+-r)cos*(i— r)— siii*(i— r)cos*(i-hr)
sm* (iH- r) cos* (i — r)
tang*(i-+-r)
C'est la même relation que dans le cas précédent.
Les expressions trouvées pour les intensités des anneaux réfléchis A transmis sont donc applicables au cas où la lumière est polarisée
jierpendiculairement au pian d'incidence/à condition de faire dans ces expressions
lang(i -+-/•)
351. IHaxIiii» et mlBini» des aiiiie»ux réfléeliUi tt transmis. — Considérons d*abord les anneaux rëflëchis. Dans les deux cas où la lumière est polarisée dans le plan d'incidence ou perpendiculairement à ce plan, on voit que l'intensité I est nulle lorsqu'on a
. o 2PC0S/
SUrTT — r — =0,
(Yoù
3ecosi= aw -•
C'est là la condition donnée par la théorie des interférencesi el l'on voit que les minima des anneaux réfléchis dans les deux cas que nous avons traités sont complètement nuls, et que par suite les anneaux qui correspondent aux minima sont absolument noirs, ce c|ui s'accorde avec l'expérience.
La valeur de I peut s'écrire
li-cV
. . 2éîC08(
sm*7r
donc l'intensité est maximum en même temps que sin^w — jpî
ainsi les anneaux réfléchis, dans les deux cas que nous avons examinés, ont leurs intensités maxima lorsqu'on a
!iPcos t=(îiw-r i) - '
et l'intensité maxima a pour valeur
(i-c*)*-+-4('* (i-Hc-*)
Puisque les intensités des anneaux transmis, ajoutées à celles des anneaux réfléchis, doivent donner une soinilio constante ^ale a
i'anité, il en résulte que les anneaux transmis ont leur intensité maximum quand les anneaux réfléchis ont leur intensité minimum , et leur intensité minimum quand les anneaux réfléchis ont leur intensité maximum. Les anneaux transmis ont donc pour intensité
maximum l'unité et pour intensité minimum . ,m'
On voit que, pour les anneaux transmis, les minima ne sont jamais nuls, et que par conséquent ces anneaux ne peuvent jamais être complètement obscurs. Lorsque c^ est très-pelit, c'est-à-dire au voisinage de l'incidence normale, les minima des anneaux transmis difl^rent peu des maxima.
Quand la lumière est polarisée perpendiculairement au plan d'incidence, on a c = T — ^ — :• Si, dans ce cas, l'angle d'incidence est
celui de la polarisation complète, on aura t + r=90 degrés, et c=o, d'où 1 = 0 et T= 1, c'est-à-dire que, lorsque la lumière est polarisée perpendiculairement au plan d'incidence, si l'angle d'incidence est celui de la polarisation complète, les anneaux réfléchis disparaissent complètement quelle que soit l'épaisseur de la lame, et les anneaux transmis ont pour intensité l'unité, ou plutôt, l'intensité étant indépendante de la couleur, on aura , à la place des anneaux transmis, une lumière blanche et uniforme.
353. Intensités des sniiesuiL réfléeMs et transmis lorsque 1a lumière incidente est |ioliM>isée dans un plan qucleonqtie. — Le cas où la lumière incidente est polarisée dans un plan quelconque ne présente aucune difficulté, et les formules qui s'y rapportent se déduisent immédiatement des précédentes. Soit en effet a l'angle du plan de polarisation du rayon incident avec le plan d'incidence , et prenons pour unité l'intensité du rayon incident; on peut décomposer ce rayon en deux autres, l'un polarisé dans le plan d'incidence, l'autre polarisé perpendiculairement à ce plan, et les amplitudes de ces deux composantes seront respectivement cosa et sina. Si l'on applique à chacune de ces composantes des formules que nous avons trouvées plus haut, on aura '.les intensités destleux composantes, du rayon réfléchi et des deux coia-*' posantes du rayon transmis. Comme ces deux composantes sont po-
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iarisées h angle droit et sans différence de phase, il suffit, pour avoir Tintensité du rayon réfléchi ou du rayon transmis, d'ajouter les intensités des deux composantes, ce qui donne pour les anneaux réfléchis et transmis
. , . , aecosi . /« • . accosi
^d^sinn — » — àc sin*n — ^ —
I = cos^a ---. + sin^ a
aecosi " , ,^. . ,. . . a^cosi
(i -cV4- 4c*sin»7r ^^^ (i -c'*)*+4c'»sin»7r — ^—
1 = co8*a --— -j-sm-'a
(i — c*)*4- 4c'sm* w — j — (i — c *)*-h4c *sm' w — ï—
Dans ces expressions il faut prendre
sin(t-r) ^,_taiig(i-r)
sin(i-hr) tang (i-hr)
On voit donc que , dans le cas où la lumière est polarisée dans un plan quelconque, les maxima et les minima se produisent, pour les anneaux réfléchis et transmis , dans les mêmes conditions que lorsque la lumière est polarisée dans le plan d'incidence ou perpendiculairement à ce plan. Les minima des anneaux réfléchis sont encore nuls et les maxima égaux à
4c*cos*a ^, 4c'*sin*a
Pour les anneaux transmis, les maxima sont égaux à l'unité et les
minima à
(i— c*)cos*g (i — c'*)sin*a
(i4-c«)* ' (i-hc'*) '
On voit de plus que, dans le cas actuel, il n'existe aucune incidence pour laquelle les anneaux disparaissent, quelle que soit Tépaisseur de la lame.
353. PolArisation des AimeiMix réflédiis mt tonique Im lumière iueldeute est uAturelle* — Si l'on considère la lumière naturelle comme formée de deux faisceaux po*
iarisés à angle droit et ayant chacun pour intensité -^ on aura, pour
la composante du rayon réfléchi polarisée parallèlement au plan d^incidence » l'intensité
ac*sm*w — e — (i —d'f-h 4c*sm*7r — ^ —
et pour la composante polarisée perpendiculairement au plan d'incidence •
2c*sni'w — r —
/ 11 * '1 • 1 aé?rosi (i —c V-h 4o *sm*w — r —
Il est facile de voir que le rayon réfléchi est partiellement polarisé dans le plan d'incidence, ce qui n'a pas lieu de nous surprendre puisque l'effet ordinaire de la réflexion est de polariser la lumière naturelle dans le plan d'incidence. En effet, la diflérence
, . - arcosi ,. . , a(?cos{
ac'sm* TT — j — 2c *sm'w — r —
(i -€*)'-+- 4c* sm'TT — r — (i— c')*4-4c*sm«7r — r — peut s'écrire sous la forme d'une fraction ayant pour numérateur •jc-sin^'w — y^ — \[i ^ c^)*+ lic^sin^tr — j^ —
ac -* sm^TT — K- — ( 1 — c^)' + ac* sjn* v — v —
= a sin^^ ^^ [c^ (i - cy- c'2 ( 1 - c^Y] ;
c^ étant plus grand que c''^ et chacune de ces quantités étant moindre que l'unité, celte dernière quantité est positive, et par conséquent l'intensité de la lumière réfléchie est plus grande pour la composante polarisée parallèlement au plan d'incidence que pour la composante polarisée perpendiculairement à ce plan.
Pour la lumière transmise, ce sera l'inverse : ce sera la composante polarisée perpendiculairement au plan d'incidence qui aura la
plus grande intensité , et par suite la lumière transmise sera polarisée partiellement et perpendiculairement au plan d'incidence.
Ce dernier résultat semble en contradiction avec une. expérience d'Ârago. Il recevait la lumière réfléchie ou transmise par la lame mince sur un prisme biréfringent dont la section principale était parallèle au plan d'incidence. Il obtenait ainsi deux systèmes d'anneaux, l'un dû aux rayons ordinaires, et l'autre aux rayons extraordinaires. Or il remarqua que, lorsque l'angle d'incidence était celui de la polarisation complète, les anneaux disparaissaient dans l'image extraordinaire, et on avait à la place absence de lumière pour le rayon réfléchi, lumière blanche plus intense pour le rayon transmis. Cela tient uniquement à ce fait que nous avons signalé plus haut (351), que si, la lumière étant polarisée perpendiculairement au plan d'incidence, l'angle d'incidence devient égal à celui de la pola^ risation complète^ c'^esi nul, et par conséquent Tin tensité du rayon transmis ou réfléchi devient indépendante de l'épaisseur et de la couleur, nulle pour le rayon réfléchi, et égale à l'unité pour le rayon transmis.
3 5 A. Explication des eiLpérlenees de Yomii; sur les neaux k eentre Mane et k centre noir. — L'amplitude des difl'érents rayons réfléchis dont la superposition constitue le rayon réfléchi total décroit rapidement; donc le signe de la somme des ampliludes de tous les rayons réfléchis, sauf le premier, est le même que le signe de Famplitude du second rayon réfléchi. Or les amplitudes du premier et du second rayon réfléchi sont — cet c(i — r). Si le milieu intermédiaire est placé entre deux milieux semblables, comme nous l'avons supposé jusqu'ici, ces deux amplitudes sont toujours de signe contraire, et, par conséquent, il y aura toujours changement de signe dans la vitesse d'un des deux premiers rayons réfléchis, mais d'un rayon seulement, à la première ou âja seconde surface.
Supposons d'abord le milieu intermédiaire moins réfringent que les deux autres; si alors la lumière Incidente est polarisée dans le
plan d'incidence, c a pour valeur — . . ■ ! et est positif; le changement dç signe a donc lieu i^ la seconde surface; si la lumière est
polarisée pérpèridiculairement au f\m d'incidence, c a pour valeur
^^\' — ] et le changement de signe a lieu è la première ou à la
seconde surface, suivant que i + r est plus petit ou plus grand que 90 degrés, c'est-à-dire suivant que Tangle d'incidence est plus petit ou plus grand que l'angle de polarisation complète.
Si le milieu intermédiaire est plus réfringent que les deux autres et si la lumière incidente est polarisée dans le plan d'incidence, c est négatif, et le changement de signe a lieu à la première surface; si, dans le même cas, la lumière est polarisée perpendiculairement au plan d'incidence , le changement de signe aura lieu à la première ou à la seconde surface, suivant que l'angle d'incidence est plus grand ou plus petit que l'angle de polarisation complète.
En somme, lorsque le milieu intermédiaire est compris entre deux milieux semblables, il y a toujours changement de signe pour un seul des deux premiers rayons réfléchis. D'oii il résulte. que, dans ce cas , les anneaux réfléchis sont toujours à centre noir et les anneaux transmis à centre blanc.
Il n'en est plus de même quand les deux milieux entre lesquels se trouve la lame sont difi*érents. Supposons d'abord que l'indice du milieu qui forme la lame soit intermédiaire entre les indices des deux milieux qui la comprennent* Les deux réflexions se font alors dans les mêmes conditions, et les deux premiers rayons doivent, ou ne pas changer de signe, ou changer de signe tous deux, l'un h la première et l'autre à la seconde surface. Dans l'un comme dans l'autre cas« la réflexion n'introduit pas de changement de phase et, par conséquent, les anneaux réfléchis doivent. être à centre blanc, et les anneaux transmis à centre noir; c'est ce qu'a vérifié Young(38).
Enfin considérons le cas où les deux milieux qui comprennent la lame mince sont tous deux plus réfringents ou tous deux moins réfringents que le milieu de la lame, tout en ayant des indices trèsdifl'érents.
Supposons, pour fixer les idées, que les deux milieux aient des indices supérieurs à celui de la lame mince , et que la lumière incidente soit polarisée perpendiculairement au plan d'incidence. Le rayon
réfléchi à la première surface a alors pour amplitude + t — ^-t — rr-,
r^mplîtude du rayon incident étant prise pour unité. De même le
rayon réfléchi à la seconde surface a pour amplitude . ^;. — r!»
lamplitude du rayon qui tombe sur la seconde surface étant prise pour unité. On a, dans la supposition que nous avons faite» i^r et t > r' ; si, de plus, on suppose r > r', c'est-à-dire le second milieu plus réfringent que le premier, le changement de signe aura lieu à la première surface et non à la seconde tant qu'on aura t+r<C 90*, c'est-à-dire tant que l'angle d'incidence est inférieur à l'angle de polarisation complète pour le premier milieu : dans ce cas, les anneaux réfléchis sont à centre noir. Sil'on at-f-r>90*ett-|-r^<go*, c'est-à-dire si l'angle d'incidence a une valeur intermédiaire entre celles des deux angles de polarisation complète relatifs aux deux milieux, il n'y a de changement de signe ni à la première ni â la seconde surface, et alors les anneaux^ réfléchis sont à centre blanc. Enfln , si l'on a t -f- r' > 9 o**, c'est-à-dire si l'angle d'incidence surpasse l'angle de polarisation complète relatif au second milieu, le changement de signe a lieu seulement à la seconde surface, et les anneaux réfléchis sont de nouveau à centre noir«
Au lieu de faire tomber sur la lame de la lumière polarisée perpendiculairement au plan d'incidence, on peut y faire tomber de la lumière naturelle, et recevoir ensuite les rayons réfléchis sur uo prisme biréfringent dont la section est parallèle au plan d'incidence: l'image extraordinaire donnée par le prisme ne se composera alors que de lumière polarisée perpendiculairement au plan d'incidence, et présentera, suivant la valeur de l'angle d'incidence, les différentes apparences que nous venons d'indiquer.
Ces apparences sont assez difficiles à vérifier, parce qu'il faut employer deux substances bien transparentes dont les indices soient très-différents. Airy les a vérifiées le premier en se servant de sulfure de zinc et de verre.
E. — Polarisation par diffraction.
355. Rapiiorta entre lea pliéiioméiiea de 1a potoriMitlea par diffr aetion et Im direetion des vibrations de la lumière polarisée. — C'est à M. Stokes qu'on doit les premières recherches
sûr les modifications cpie ia diffraction peut imprimer h la lumière polarisée ^^). Il avait spécialement pour but de déterminer quelle est, sur un rayon polarisé rectilignement, la véritable direction des vibrations, si ces vibrations sont parallèles ou perpendiculaires au plan de polarisation. Les phénomènes de l'interférence des rayons polarisés laissaient, comme on sait, le choix entre ces deux hypothèses, sans rien décider en faveur de. Tune d'elles. Fresnel, d'après la théorie mécanique de la double réfraction qu'il donna, fut conduit à regarder les vibrations de la lumière polarisée comme perpendiculaires au plan de polarisation; mais cette théorie reposait, comme nous l'avons vu (118), sur un grand nombre d'hypothèses, dont plusieurs sont peu exactes. Les travaux de Poisson et de Cauchy sur ta théorie de la double réfraction montrèrent qu'en faisant sur des coefficients constants des hypothèses également admissibles on arrive à trouver les vibrations, soit parallèles, soit perpendiculaires au plan de polarisation. Enfin Fresnel a donné de la réflexion et de la réfraction de la lumière une théorie qui s'accorde avec l'expérience, et pour l'établissement de laquelle il s'appuie, d'une part, sur ce que les vibrations sont perpendiculaires au plan de polarisation, et, d'autre part, sur trois principes (311), dont deux sont évidents, savoir : la continuité du mouvement de l'éther et la conservation de la force vive. Mais le troisième de ces principes n'était, ik cette époque , qu'une hypothèse consistant h admettre que l'élasticité de Téther est constante dans tous les corps et que la densité de Téther dans un corps est d'autant plus grande que ce corps est plus réfringent et proportionnelle au carré de l'indice de réfraction du corps par rapport au vide. Ce qui n'était qu'une hypothèse a été vérifié depuis par les expériences de M. Fizeau, qui consistent à observer le déplacement que subissent les franges d'interférence lorsqu'un des faisceaux qui produisent ces franges a à traverser un milieu pondérable animé d'un mouvement dans la direction du rayon. Dans ces expériences, il a reconnu que la vitesse de l'éther dans le milieu en mouvement est bien celle qu'on peut déduire du
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principe de Fresiiel^'^ Donc^ en s'appuyant, dans la théorie de la . réflexion et de la réfraction, sur des principes tous certains et sur cette hypothèse que les vibrations sont perpendiculaires au plan de polarisation, on arrive à des conclusions conformes h Texpérience, Si, au contraire, on admet que les vibrations sont parallèles au plan de polarisation, on arrive à des résultats diamétralement opposés à ceux que donne l'expérience.
Mais, en i85o, époque à laquelle M. Stokes Gt ses observa^ tions, le principe sur lequel s'appuie Fresnel n'avait pas encore été vérifié par M. Fizeau, de sorte que sa théorie contenait encore quelque chose d'hypothétique.
Supposons qu'on produise les phénomènes de diflfraction non plus avec de la lumière naturelle, mais avec de la lumière polari^ sée rectilignement. Prenons sur la surface de l'onde un élément très^ petit : cet élément peut être considéré comme envoyant des rayons dans toutes les directions. Sur les rayons normaux à la 6uiface de 1 onde les vibrations sont parallèles aux vibrations primitiveflf^ nMiiftv sur les rayons obliques, les vibrations ne peuvent rester paicaiMél aux vibrations primitives, car elles doivent être perpendiculâif0p:M rayon, et ce rayon est oblique par rapport aux vibrations prinitjiifc Le plan de polarisation des rayons diffractés doit donc avoir tÏHMlA d'un certain angle par rapport au plan dé polarisation de la kmulèf^ incidente. On peut calculer cet angle en supposant succesaiiremflBt les vibrations parallèles ou perpendiculaires au plan de polarisation, et voir quels sont les résultats qui s'accordent le mieux avec l'expérience.
356. Tliéeréme de m. Utobea sur Im direetioi» des ▼liN«tlona de Im lumière diffraetée* — M. Stokes a traité mathématiquement cette question en considérant l'éther comme un milieu solide, en tant du moins que la résuUante des pressions sur un élément n'est pas toujours normale sur cet élément, comme r^la a
(') Pour ces eipériences de M. Fizeau, et en général pour tout ce qui est relatif*" mouvement communiqué à Péther par le mouvement des corps pondérables et a rinflueiKf du mouvement de la terre sur. les phénomènes optiques, voir dans le présent oovf«f|«< t. IV (Conférpncet dp phyiiqiip)^ les Leçons sur la vitesse de la lumière.
lieu dans les fluides; de pius, il a supposé que les vibralioDs transversales, c'est-à-dire perpendiculaires à la direction du rayon, se transmettent seules, et que les vibrations longitudinales , c'est-àdire parallèles à la direction du rayon, ne sont pas transmises. Il a trouvé ainsi que l'angle de la direction des vibrations sur le rayon diffracté avec la direction des vibrations sur le rayon incident est toujours te plus petit possible, ou, en d'autres termes, que si , par un point du rayon dilTracté , on mène une parallèle à la direction des vibrations sur le rayon incident, ia direction des vi> brations sur le rayon réfracté est dans le plan passant par la droite ainsi menée et par le rayon diffracté : de plus, cette direction est perpendiculaire au rayon diffracté; elle est donc complètement déterminée.
Soient (fig. 67) ON la direction du rayon incident, OH la direction des vibrations sur ce ruyon , OP la direction du rayon diffracté, OQ la direction des vibralims sur ce rayon, j3 et a les an^es que OQ et OM font avec la perpendiceUiirc OZ au plan de difTractioo , $ l'angle du rayon diffracté avec le rayon incident. D'après ce que nous venons de voir, OQ est compris dans le plan PGM.
Considérons l'angle Irièdre fonné par ''«■ ^7- es trois droites OM , OQ , OZ ; ce trièdre
est rectangle suivant OQ, car OQ et OZ sont perpendiculaires à OP; donc OP est perpendiculaire au plan QOZ, el, par suite, le plan POM, ou, ce qui revient au même, le plan QOM est perpendiculaire au plan QOZ. On a donc, d'après une formule connue,
lang 0 = lang a cos 8.
357. D«in*iu«rMtl«n éléMentatrc du théM^HM de M. Stohes pftF SI. ll*ltuii«nii. — ■ M. Holtzmann'" a trouvé cette même formule d'une manière plus simple. Supposons d'abord que les vibrations soient perpendiculaires au plan de diffraclion; d'après ce que nous avons dit plus haut, les vibrations sur le rayon diffracté
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seront parallèles aux vibrations sur le rayon incident. Supposons maintenant les vibrations du rayon incident parallèles au plan de diffraction. Soient (fig. 68) OM l'amplitude de cette vibration. OP le rayon incident, OQ le rayon diffracté, 6 l'angle de ces deux rayons. On peut décomposer la vibration OM en deui autres vibrations, l'une perpendiculaire au rayon difTracté et l'autre parallèle à ce rayon; la première se transmettra seule dans le rayon dilfractë. et elle est égale à OM cosô.
Prenons mainteDaut le cas général. Supposons que, dans le rayon incident, les vibrations fassent avec ta perpendiculaire au plan de diffraction un angle égal à a. On peut alors décomposer la vibration incideolf en deux autres vibrations, l'une perpendiculaire au plan de diffraction et égali? ît OM cosa, qui donne dans le rayon dif- Tracté une vibration perpendieulaira •u plan de diffraction, égile h OMcom:
l'autre, OM sina, dans le plan de diftK- (ion, qui dçnae dsiu le rayon diCnelé ' " ~' une vibration dus le plan de diffirediaD
égale k OMsinacos^. Si l'on appelle /3 l'angle <|ue bit la dîreeli(in des vibrations sur le rayon diffracté avec une perpendicnlù* m plan de diffraction, on aura
- OMsiiiacosd , ,
^^H^= oMco5« ^'^Pg'tosO,
formule identique à celle qui a été trouvée par M. Stokes.
Cette formule montre que 0 est moindre que s, c'est-à-dire <\at par la diffraction les vibrations se rapprochent de la peipendiculain au plan de diffraction. Donc si , comme le suppose Kresnel, le plan de polarisation est perpendiculaire aux vibrations, par la diffraction le plan de polarisation doit s'éloigner de la perpendiculaire au pian de diffraction , c'est-à-dire se rapprocher du plan- de diffraction.
Si, au contraire, le plan de polarisation est parallèle aux vikntions, il doit, par la diffraction, se rapprocher de la perpendini' taire au plan de diffraction, r'esl-à-dire s'éloigner du pian de diffraclion.
Pour que la rotation du plan de polarisation soit sensible, il faut que 0 ait une valeur considérable; il faut donc observer les rayons diflractës sous de grands angles, et, pour cela , produire la diffraction au moyen d'ouvertures très-petites et très-nombreuses. M. Stokes se servait d'un rëseau construit en traçant avec un diamant, sur une lame de verre, des traits si rapprochés qu'il y en'avait 5o par millimètre.
358. Difllcultés des expériences. — Il faut remarquer que la diffraction n'est pas la seule cause qui tende à changer le plan de polarisation des rayons incidents. Il faut tenir compte aussi du changement de milieu et de la réfraction qui tend à rapprocher le plan de polarisation de la perpendiculaire au plan de réfraction, ou, ce qui revient au même, au plan de diffraction. La réfraction tend donc à éloigner le plan de polarisation du plan de diffraction , comme le ferait la diffraction dans l'hypothèse contraire à celle de Fresnel. Si on trouve que le plan de polarisation s'éloigne du plan de diffraction, on n'aura rien à en conclure; mais s'il arrive que le plan de polarisation se rapproche du plan de diii'raction, on sera autorisé à en tirer une conclusion favorable à l'hypothèse de Fresnel.
Supposons d'abord le réseau à la seconde surface, c'est-à-dire supposons que le rayon traverse la lame de verre avant d'arriver au réseau. Si le rayon est normal à la lame de verre , il la traverse sans que son plan de polarisation change, et, à la seconde surface, il subit une diffraction et une réfraction. On peut faire deux hypothèses :
Ou bien la réfraction a lieu avant la diffraction, et alors, comme le rayon est normal, la déviation du plan de polarisation n'est due qu'à la diffraction, et on a par conséquent
tang^= tangacosfl,
jS et a étant les angles des vibrations avec une perpendiculaire au plan de diffraction, ou, dans l'hypothèse do Fresnel, les angles des plans de polarisation du rayon diffracté et du rayon incident avec le plan de diffraction.
Si, au contraire, la diffraction a lieu avant la réfraction, on a un rayon qui se réfracte sous l'incidence 6. Le plan de polarisation de
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ce rayon fait avec le plan de diffraction un angle qui est donné par
la relation
(i) tangjS' = tangacosd.
Or on sait que, lorsqu'un rayon se réfracte sous l'incidence 0, si l'on appelle & l'angle de réfraction correspondant à l'angle d'incidence fl, /3' l'angle du pian de polarisation du rayon incident avec le plan de réfraction, j8 l'angle du plan de polarisation du rayon réfracté avec ce même plan, on a (320)
_ tangjS'
d'où, d'après l'équation (1)9/3 conservant la même signification, , V _ tangacosd
Considérons maintenant le cas où le réseau est à la première surface. On peut, comme dans le cas précédent, faire deux hypothèses:
Si l'on suppose que la réfraction a lieu avant la diffraction , le rayon qui tombe normalement sur le réseau y pénétrera sans que son plan de polarisation change de direction, puis il se diffractera, et, si on désigne par ^ l'angle du plan de polarisation avec le plan de diffraction , on aura
tang /S'= tanga cos 6.
A la seconde surface, le rayon se réfractera sous l'incidence normale et, si l'on désigne par j3 l'angle du plan de polarisation du rayon émergent avec le plan de diffraction , on aura
/«x ^ tangacosô
formule identique ù la formule (s) du cas précédent.
Enfin, si nous supposons que la diffraction ait lieu avant la réfraction, nous aurons, en appelant ^" l'angle du plan de polarisation du rayon diffracté avec le plan de diffraction, jS' l'angle do plan de polarisation du rayon après la première réfraction à la première surface avec le plan de diffraction, j3 l'angle du plan de
polarisation du rayon émergent avec le plan de dii&action,
tang|8* tang/S'=tang«cosfi, *«"6^'°cos(g-eV
tang/S'
d'où
tangacosd
cosMÔ-ô')*
(4) tang/S =
Les formules (i), (â), (3), (â) supposent le plan de vibration perpendiculaire au plan de polarisation, car elles ont été établies en partant de la théorie de Fresnel.
359. Expérienees de HI. litiil&cs. — Les expériences de M. Stokes ont été faites, comme nous l'avons dit, avec un réseau très-fin. Le rayon incident était polarisé par un prisme de Nicol, et le rayon émergent analysé par un second Nicol. Les angles de diffraction étaient très-considérables, et ils variaient entre 5 o et 65 degrés. On observait les spectres de première classe dans lesquels les couleurs ne sont pas nettement séparées.
M. Stokes trouva que la lumière diffractée n'était pas complètement polarisée , c'est-à-dire qu'il n'y avait pas de position de l'analyseur dans laquelle une image disparût complètement. Mais chaque image passe par un minimum, et alors elle est colorée. La coloration change dans le voisinage de ce minimum; cela conduit à penser que, par l'effet de la diffraction, les plans de polarisation des rayons des différentes couleurs tournent d'angles inégaux. Les expériences de M. Stokes n'ont pas donné des résultats très-réguliers, mais, prises dans leur ensemble , elles paraissent favorables à l'hypothèse de Fresnel.
Voici comment M. Stokes a effectué cette vérification. Il a remarqué d'abord que les formules (i), (s), (3), (/î) sont de la forme tang jS <= m tang a , m étant une fonction de 6. Il a pris pour abscisses les valeurs de d, et pour ordonnées les valeurs de tangjS données par les exp'ériences » et il a pu ainsi représenter les observations par des points. Il a ensuite construit trois courbes correspon-
dant aux trois valeurs de m données par les formules (i), (s), (3), (4), qui, en admettant l'hypothèse de Fresnel, sont
vosO cosfl
vm{0-0} cos*(fl-ô)
11 a vu ainsi que ia première courbe donnée par la formule m = cos0 ne passe au voisinage d'aucun des points donnés par les expériences.
La seconde courbe , donnée par la formule m = ^; — g- , passe près
des points donnés par des expériences où le réseau était à la seconde surface. Enfm la troisième courbe, donnée par la formule
m = — i(û'_û' pî^sse près des points donnés par des expériences
où les réseaux étaient à la première surface.
Si, au contraire, on adopte l'hypothèse opposée à celle de Fresnel, c'est-à-rdirc si on admet que les vibrations soient parallèles au plan de polarisation, on a, pour les quatre cas que nous avons considérés, les formules
tang/3=— \, tanfï/S-— ^ ^ -%
^ langacos*(ô'-ô) tang /3 = ^ 1
a et j8 étant toujours les angles des plans de polarisation du rayon incident et du rayon ditfracté avec le plan de diffraction. Si on trace les courbes qui correspondent à ces formules, on trouve qu'elles passent loin des points donnés par Texpérience.
Les expériences de M. Stokes paraissent donc favorables à l'hypothèse de la perpendicularité des vibrations au plan de polarisation. Elles semblent, de plus, démontrer que la diffraction a lieu avant la réfraction. Néanmoins les résultats de M. Stokes sont peu réguliers, et il est probable que, dans ses expériences, les phénomènes étaient compliqués par des circonstances accessoires, comme par exemple la réflexion de la lumière sur les traits qui forment le réseau.
360. Expériences de 91. Holtsmann. — Les expériences de M. Holtzmann ont été faites en rerouvrant une lame de verre de
noir de fumée et en enlevant cet enduît par bandes très-mînces. H u obtenu des résultats plus réguliers que M. Stokes, mais il a été conduit à une conclusion diamétralement opposée. Il a eu recours à des mesures de rotation du plan de polarisation et à des mesures d'intensité.
Supposons la lumière incidente polarisée à 45 degrés du plan de diffraction, et recevons la lumière émergente sur un analyseur dont la section principale est parallèle au plan de diffraction. Si l'hypothèse de Fresnel est exacte, le plan de polarisation doit, par la diffraction, se rapprocher du plan de diffraction, et, par suite, l'image ordinaire doit dépasser en intensité l'image extraordinain\ Dans l'hypothèse contraire à celle de Fresnel, le plan de polarisation s'éloigne du plan de diffraction, et, par conséquent, c'est l'image extraordinaire qui est la plus intense. L'expérience montre que c'est l'image extraordinaire qui a la plus grande intensité. Elle paraît donc favorable à l'hypothèse oii l'on suppose les vibrations parallèles au plan de polarisation.
M. Holtzmann a effectué aussi des mesures de la rotation du plan de polarisation. Il n'a pas, comme M. Stokes, obtenu d'images colorées et, par suite, il a pu déterminer avec beaucoup de précision la position du plan de polarisation du rayon diffracté. Si l'on suppose le réseau à la seconde surface, en admettant l'hypothèse contraire à celle de Fresnel , en supposant de plus que la diffraction a lieu avant la réfraction, on a
i'duga cos {6—6) la»«^^=^ ^6
a et /3 étant les angles des plans de polarisation du rayon incident et du rayon diffracté avec le plan de diffraction. C'est par cette formule qu'ont été calculés les nombres inscrits dans la cinquième colonne du tableau suivant, tandis que les nombres contenus dans la dernière colonne ont été calculés, en admettant rh)pothèse de Fresnel, parla formule
langacosô
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On voit que ces expériences paraissent contraires à Tliypolbèse de Fresnel ; mais il faut examiner si le principe de ces expériences est absolument incontestable, et nous allons faire voir qu'il n'en est pas ainsi. En effet» pour trouver les formules qui nous ont servi à comparer les résultats de Texpérience avec ceux qui sonl donnés par l'une ou l'autre des hypothèses sur la direction des vibrations, nous avons admis que les vibrations longitudinales de l'éthcr sont de nul effet. Or, en admettant cette nullité d'action des vibrations longitudinales, il est impossible d'expliquer les phénomènes que présente la réflexion à la surface des métaux et aussi à la surface des corps transparents dans le voisinage de l'angle de polarisation complète. Cauchy admit que les vibrations longitudinales se transmettent en effet, mais s'affaiblissent très-rapidement.
361. Reebercbes de m. Eisenloltr* — M. Fr. Eisenlohr a appliqué l'hypothèse de Cauchy aux phénomènes dont nous nous occupons ^^^ Il est arrivé à la formule suivante, en représentant para et jS les angles des plans de polarisation du rayon incident et du rayon diffracté avec la normale au plan de diffraction ^ par fc* une constante proportionnelle au rapport des coefficients d'absorption des vibrations longitudinales dans les deux milieux, c'est-à-dire dans le verre et dans l'air, divisé par la longueur d'ondulation, et en admel-
''J Pogg. Atm., CIV, 337. — Ann. de rhi»n. et ffe phy9.^ (3), LV, 5o/i.
APPLICATIONS DE LA THÉORIE DE FRESNEL 5t3 tant rhypothèse de Fresnel,
sin
On peut comparer cette formule avec l'expérience, A cet effet, on déduit la valeur de Ic^ de Tune des expériences. Dans le tableau précédent cette valeur a été calculée à l'aide de la seconde expérience. Puis on calcule à l'aide de cette valeur de k^ la valeur de j8 dans les autres expériences. On voit dans le tableau que l'accord entre les nombres trouvés par la formule de M. Eisenlohr et ceux que donne l'expérience est satisfaisant. Le phénomène est donc en réalité plus complexe que nous ne l'avions supposé, et il est surtout remarquable en ce qu'il met en évidence mieux que tout autre l'existence des vibrations longitudinales.
Si la diffraction était produite dans un seul milieu , on pourrait calculer le coefficient d'absorption des vibrations longitudinales dans ce milieu. Ici on ne peut calculer qu'une moyenne entre les coeffi* cients d'absorption dans l'air et dans le verre. On trouve ainsi qu'en
traversant une épaisseur de ^ de millimètre l'amplitude des vibrations longitudinales est réduite dans le rapport de lo^^**' à i.
F. — Influence du mouvement de la terre sur la rotation du plan
DE polarisation.
362. DéTlatioii du plan de polarisaiioii sous rinfluenee du miNivenieiit de la terreo - — Nous avons vu que, si Ton fait traverser à un rayon lumineux polarisé une série de lames à faces parallèles , en désignant par a et j8 les angles des plans de polarisation du rayon incident et du rayon transmis avec le plan d'incidence, et par|? le nombre des lames, on a (341)
L'angle j8, qui dépend de i et de r, dépend par suite de l'indice de réfraction, de sorte que tout ce qui fait varier l'indice doit aussi changer la rotation du plan de polarisation.
Supposons qu'on fasse arriver sur une lame à faces parallèles un rayon parallèle à la direction du mouvement de la terre, la vitesse de la lumière sera altérée, et par suite aussi l'indice de réfraction, qui est égal au rapport des vitesses de la lumière dans les deux milieux. Il semble au premier abord qu'il faille ajouter la vitesse de la terre aux vitesses de la lumière dans les deux milieux ou l'en retrancher. Mais, en réalité, les choses se passent comme si on ajoutait à la vitesse de la lumière dans l'air la vitesse de la terre, et à la vitesse de la lumière dans la lame le produit de la vitesse de la terre par la puissance réfractive de la lame ^^K
On est porté à croire , d'après cela , que l'on doit trouver une différence dans la direction du rayon réfracté, suivant que le rayon parallèle à la vitesse de la terre se propage dans le même sens que cette vitesse ou en sens opposé. Cependant il: n'en est rien, car, à cause du phénomène de l'aberration, la direction que nous attribuons à un rayon lumineux n'est pas sa direction réelle, mais bien cette direction légèrement modifiée par le mouvement de la terre. Or, cette nouvelle altération de la direction du rayon réfracté compense la première, et la direction du rayon réfracté est la même que si la terre était immobile ^^K Mais il n'y a aucune compensation semblable pour la déviation du plan de polarisation, de sorte que, suivant le sens dans lequel marche le rayon parallèle au mouvement de la terre, il doit y avoir une différence entre les déviations du plan de polarisation.
363. Expériences de m* Fiseau* — M. Fizeau a vérifié par l'expérience cette conclusion de la théorie ^'^ 11 faisait arriver sur uo polariseur et ensuite sur une pile de glaces un rayon parallèle au mouvement de la terre; ce rayon était reçu sur un analyseur. Il retournait l'appareil de façon à recevoir sur l'analyseur un rayon parallèle au premier, mais de sens contraire, et reconnaissait que la position du plan de polariisation avait changé.
(') Voir, dans le tome IV du présent ouvrage ( Goii/ëivncM de physifiue)^ les Leçons 5ur la vitesse de la lumière.
<*> Voir ihid.
^^^ C, R., XLIX ,717. — -^»w. df chim. W de /'Ay*., ( 3), LVIll, i •>(».
Celfe expérience présente des difTicultés , car l'indice de réfraction est altéré d'une quantité qui provient de l'addition, au numérateur et au dénominateur du rapport qui représente cet indice , de
quantités moindres que -j^ de la valeur de chacun de ces termes. H faut donc, pour rendre le phénomène visible, employer des piles de glaces, mais alors la direction du plan de polarisation du rayon transmis tend à devenir perpendiculaire au plan d'incidence, et l'appareil devient de moins en moins sensible lorsqu'on augmente le nombre des glaces.
Pour lever cette difficulté , M. Fizeau disposait plusieurs piles de glaces à la suite les unes des autres, de façon que le plan d'incidence sur chaque pile fût successivement à 90 degrés du plan d'incidence sur la pile précédente; on obtient ainsi une rotation du plan de polarisation de plusieurs circonférences sur laquelle l'influence du mouvement de la terre est assez sensible. Par suite de cette disposition , il y a nécessairement une dispersion considérable de la lumière; aussi les piles de glaces étaient-elles achromatisées.
En constatant la différence entre les déviations du plan de polarisation du rayon réfracté suivant le sens dans lequel se propage le rayon, M. Fizeau a donné une nouvelle preuve physique du mouvement de translation de la terre; mais il est évident que le phénomène dépend du mouvement absolu de la terre, de son mouvement par rapport à l'éther, et non de son mouvement par rapport au soleil. Le mouvement réel de la terre nous est inconnu; il n'y a donc pas à chercher dans les expériences de M. Fizeau des vérifications numériques de la théorie.
L'importance de ces expériences, c'est de prouver, comme celles dont nous avons parlé plus haut, que les corps pondérables en se déplaçant n'entraînent avec eux qu'une partie de l'éther qu'ils contiennent, d'où l'on conclut nécessairement que la densité de l'éther n*est pas la même dans tous les corps, et ce dernier principe se relie intimement, par les lois de la réflexion et de la réfraction, à celui de la perpendicularité des vibrations au plan de polarisation.
G. — Comparaison de la tuerie de Fresnel avec les théories de Nbuhahh
ET DE Mac Culugh.
36 A. Hypoibéses de IVetunaBn et de Wimm €kÊâlm§iH wmm la
constitution de l'étlier. — Il semble que les vérifications qui précèdent soient une justification complète de la théorie de Fresnel. Cependant on n'a vérifié en réalité que des formules, et si des principes autres que ceux de Fresnel peuvent conduire aux mêmes formules, il y aura au moins incertitude sur l'exactitude de la théorie.
C'est là précisément ce qui est arrivé. Neumann ^*^ et Mac Cullagh^'' ont presque simultanément obtenu des formules identiques à celles de Fresnel , en partant de principes différents. Ce qui les a engagés à s'écarter de la théorie de Fresnel, c'est surtout la singularité de ce principe, qu'il y a identité entre les composantes du mouvement vibratoire parallèles à la surface de séparation, mais non entre les composantes perpendiculaires à cette surface. Ils ont préféré admettre l'identité du mouvement sans aucune restriction, ce qui conduit à trois équations incompatibles. Parmi les autres principes posés par Fresnel, il en est encore un auquel ils crurent pouvoir toucher : c'est celui qui admet que dans les différents milieux la densité de l'éther est différente et son élasticité constante. Neumano et Mac Cullagh partirent d'une hypothèse sur la constitution de l'éther opposée à celle de Fresnel; ils admirent que la densité de f éther était constante dans tous les milieux et son élasticité variable.
En partant de ces bases, ils ont trouvé que les trois équations incompatibles dans le cas où. la lumière est polarisée perpendiculairement au plan d'incidence se réduisent à deux : ce sont celles qua trouvées Fresnel pour le cas où la lumière est polarisée dans le plao d'incidence; et réciproquement les formules qu'ils obtinrent pour le cas de la lumière polarisée dans le plan d'incidence furent identiques à celles qu'avait trouvées Fresnel pour le cas de la lumière polarisée perpendiculairement à ce plan. Pour rétablir l'accord entre les résultats de Texpérience et ceux de leur théorie, ils furent donc obligés d'admettre, contrairement à l'hypothèse de Fresnel,
(') Abhandl. Berl. Akad., i835, part. I, p. i.
W Phii Mag., (3), VII, 395; X, dû. - Ir. Tran»., XXI, ty.
que les vibrations sont parallèles au plan de polarisation. On retrouve alors pour chaque cas des formules identiques à celles de Fresnel. Ainsi, lorsque la lumière est polarisée dans le plan d'incidence, le principe de la continuité du mouvement de part et d'autre de la surface donne les deux équations
(i — v)cost==u cosr, (i -|-i;)sini==usîn r,
et le principe des forces vives fournit l'équation
[i —v^) Xcosi=t4^X'cos r,
» % ^ ^ sin I
d ou , en remarquant que j-, = -r— ,
(t --v^)sîntcos t=u*sinrcosr.
Cette troi^ème équation est compatible avec les deux autres, car, en la divisant par Tune des deux premières, on retrouve l'autre.
365. Companiisoii entre la tliéerle de Fresnel et eeUe de Blae C^uUasli et de IVeumann. — On voit que , tant qu'on ne considère que les phénomènes de la réflexion et de la réfraction, il est impossible de se prononcer d'une manière décisive entre la théorie de Fresnel et celle de ses adversaires. Il est vrai que , lorsqu'on essaye d'établir la théorie de la double réfraction sur la propagation du mouvement vibratoire dans les milieux cristallisés, on est conduit à supprimer certains termes dans les équations différentielles de façon à les simplifier, et que cette suppression entraine comme conséquence que les vibrations sont parallèles au plan de polarisation. Mais on peut obtenir le même résultat en établissant entre les coefficients certaines relations qui supposent les vibrations perpendiculaires au plan de polarisation. Il n'y a donc là aucun argument décisif en faveur de l'une ou l'autre des deux théories.
Remarquons que dans la théorie de Neumann et Mac Gullagh on n'arrive à des formules conformes à l'expérience qu'en admettant simultanément le parallélisme des vibrations au plan de polarisation et la constance de la densité de l'éther dans les différents milieux,
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tandis que, dans la théorie de Fresnel, on admet simultanément la perpendicularité des vibrations au plan de polarisation et la variation de la densité de l'éther d'un milieu à l'autre. H y a donc corrélation entre ces hypothèses prises deux à deux, et, si on peut démontrer expérimentalement que la densité de Téther est variable d'un milieu à l'autre, on aura par là même prouvé que les vibrations sont perpendiculaires au plan de polarisation. Or, en admettant avec Neumann et Mac Cuilagh la constance de la densité de l'éther dans les différents milieux, on rencontre des difficultés insurmontables pour expliquer l'aberration, et en général l'influence du mouvement des milieux pondérables sur les phénomènes optiques. Il fauf admettre, en effet, si la densité de l'éther est constante, que l'éther reste en repos pendant le mouvement des milieux que traverse la lumière, ou qu'il se meut en entier avec ces milieux; or, l'une et l'autre de ces hypothèses sont en désaccord avec les expériences de M. Fizeau.
Toutes ces difficultés disparaissent si l'on admet que l'éther est inégalement dense dans les différents milieux, et que l'excès de la quantité d'éther qui existe dans un corps sur la quantité d'éther qui remplirait un espace vide de même volume se meut seul avec le corps. Nous sommes ainsi obligés de revenir à la théorie de Fresnel, et de continuer a admettre, comme nous l'avons fait jusqu'ici, que les vibrations de la lumière polarisée se font perpendiculairement au plan de polarisation.
RÉFLEXIOIS DE LA LUMIERE À LA SURFACE DES CORPS CRISTALLISÉS
BIRÉFRINGENTS.
Nous ne nous sommes occupés jusqu'à présent, dans Tétude des lois de la réflexion et de la réfraction, que du cas où le milieu sur lequel se réfléchit la lumière est isotrope, c*est-à-dire où ce milieu est amorphe ou cristallisé dans le système cubique. Les phénomènes de la réflexion et de la réfraction pour un corps isotrope ne dépendent que de l'angle d'incidence et de la position du plan de polarisation des rayons incidents par rapport au plan d'incidence. Nous allons maintenant traiter le cas où l'un des milieux n'est plus isotrope, mais bien biréfringent et par conséquent cristallisé dans un système autre que le système cubique. Les phénomènes de la réflexion et do la réfraction à la surface du corps biréfringent dépendent alors de quatre éléments : l'angle d'incidence, la position du plan de polarisation des rayons incidents par rapport au plan d'incidence, la position du plan d'incidence par rapport à la face réfléchissante, et enfin la position de cette face réfléchissante par rapport aux axes du cristal.
366. Premières empérieneee de Breweter* — C'est en 1819 que Brewster ^^^ publia les premières lois expérimentales de la réflexion de la lumière sur la surface des corps cristallisés. 11 opéra sur le spath et sur le bichromate de plomb : ce sont là deux cristaux très-fortement biréfringents, et les substances de cette nature sont rares. Des cristaux conune le quartz, le sulfate de chaux, qui sont peu biréfringents, ne donneraient que des eflets peu marqués. De plus, les deux corps cristallisés qu'employait Brewster sont l'un et l'autre à un axe et répulsifs : on évite ainsi la complication qui a lieu pour les cristaux à deux axes, et les résultats sont plus comparables, les cristaux étant de même espèce.
Brewster est arrivé aux lois expérimentales suivante».
^'' Phil. Tram., 1819, |». lA.").
1° L'angle de polarisation complète dépend de la position du plan d'incidence et de la face cristalline sur laquelle la réflexion s'effectue. Sur une même face, Brewsler, en faisant varier la position du plan d'incidence, a reconnu que l'on a, en désignant par Ç l'angle de polarisation complète, par ta l'angle du plan d'incidence avec la section principale du cristal, par a et jS deux constantes,
^ = a + (i8— a) sîn^û;,
/S étant plus grand que a.
Pour«=o, on a ^ = a, et, pour ûi=-, on a ^=/3. Donc
l'angle de polarisation complète est maximum ou minimum suivant que le plan d'incidence est perpendiculaire ou parallèle à la section principale. On peut présumer que le contraire a lieu pour les cristaux attractifs.
s"* Tandis que dans les milieux isotropes la lumière réfléchie sous l'angle de polarisation complète est entièrement polarisée dans le plan d'incidence, pour les milieux cristallisés cette coïncidence n'a lieu que si le plan d'incidence est parallèle ou perpendiculaire i la section principale. Dans ce cas, en effet, tout est symétrique dans le cristal par rapport au plan d'incidence, et il n'y a aucune raison pour que le plan de polarisation de la lumière réfléchie soit plutôt d'un côté que de l'autre de ce plan. Mais, pour toute autre position du plan d'incidence, le plan de polarisation de la lumière réfléchie fait un certain angle avec le plan d'incidence : cet angle est généralement très-petit et ne dépasse pas s ou 3 degrés.
Pour rendre le procédé plus sensible, Brewster employait un artifice qui consistait à plonger la surface réfléchissante dans un liquide; la déviation du plan de polarisation de la lumière réfléchie augmente alors d'autant plus que l'indice du liquide se rapproche plus de celui du cristal. Avec l'essence de cannelle, dont l'indice est presque égal à l'indice ordinaire du spath , la déviation du plan de polarisation est presque de 90 degrés.
367. Expériences d'Auguste Seebeek. — En i83i, Au^ guste Seebeck ^^^ reprit le travail de Brewster. Il n'a pas examiné la
^'^ Pogg". y4nii., XXI, 290; XXII, 1S16.
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totalité des phénomènes; il s'est borné à déterminer Tangle de polarisation complète sur un grand nombre de faces cristallines et pour beaucoup de positions différentes du plan d'incidence.
L'appareil dont il se servit était celui qui a été décrit plus haut (328); seulement il était disposé de telle sorte qu'on pût faire tourner la face réfléchissante autour d un axe perpendiculaire h cette face, de façon à avoir un grand nombre de positions différentes du plan d*incidence.
Il y a encore une autre cause de complication dans le mécanisme de l'appareil, c'est que, le plan de polarisation du rayon réfléchi changeant de direction, on est obligé de faire tourner un peu le Nicol pour l'amener à la position oii il y a extinction de l'image extraordinaire. Malgré ces difficultés, Seebeck est arrivé à de bons résultats , et la concordance des observations avec les formules théoriques doit les faire regarder comme propres à représenter les phénomènes.
Il y avait encore dans ces expériences une difficulté d'un autre ordre. Nous avons vu que pour les corps isotropes il est nécessaire, en vue de l'exactitude des résultats, d'opérer sur des surfaces récemment polies. Seebeck crut donc devoir employer des faces cristallines récemment clivées ou récemment polies. Or, dans le spath dont se servait Seebeck, tous les phénomènes de la réfraction ont lieu d'une manière symétrique tout autour de l'axe du cristal; il doit donc en être de même pour la réflexion. Cependant des faces clivées et des faces polies, également inclinées sur l'axe, ne donnèrent pas le même angle de polarisation. Cette divergence se remarquait surtout sur les faces polies avec du colcothar; la déviation du plan de polarisation y était moindre que sur les faces naturelles. Seebeck pensa qu'il pouvait rester dans le colcothar un peu du sulfate de fer qui sert à le préparer et que sa réaction sur le carbonate de chaux du spath donnait du sulfate de chaux, de sorte que les propriétés du cristal devaient se rapprocher de celles du sulfate de chaux, moins biréfringent que le carbonate de chaux.
La substitution de l'oxyde d'étain au colcothar ne donna pas de meilleurs résultats : il se formait du stannate de chaux. 11 fallut se servir d'une substance qui fût sans action chimique sur le spath , et
Verdet, VI. — Optique, 11. 3A
en même temps très-fine; c'est pourquoi Seebeck employa pour polir les faces cristallines de la craie pulvérulente. Alors les résultats devinrent identiques pour les faces naturelles et pour les faces artificielles également placées par rapport à Taxe du cristal.
Seebeck exécuta six séries d'expériences sur le spath :
i"" Sur des faces artificielles parallèles à Taxe et aux faces naturelles du prisme hexagonal;
9° Sur des faces artificielles inclinées sur l'axe de 97 degrés el parallèles aux faces du premier rhomboèdre aigu;*
3"* Sur des faces naturelles inclinées sur l'axe de iS^aS'ti'' (faces du rhomboèdre fondamental);
li'' Sur des faces artificielles de même inclinaison, mais de situation différente ;
5"* Sur des faces artificielles inclinées de 64 degrés sur Taxe el parallèles à celles du premier rhomboèdre obtus;
6" Sur des faces perpendiculaires à l'axe.
II n'est pas possible d'opérer sur des faces naturelles parallèles à celles du premier rhomboèdre aigu et du premier rhomboèdre obtus, parce que ces faces ne s'obtiennent pas par le clivage.
Voici les principaux résultats expérimentaux obtenus par Seebeck.
i** Sur une même face la formule de Brewster,
^ = a+(/3— a)sin^û;,
ne représente pas les phénomènes avec une approximation suflisante. Il est probable que la vraie loi s'exprime par une formule de la forme
/{<P)=/(«) + [/(/3)-/(«)]sin^«;
a et /S sont les angles de polarisation complète dans la section principale du cristal et dans la section perpendiculaire , et varient eutmêmes avec la position de la face réfléchissante par rapport à Taxe du cristal. Quant à la fonction /, c'est probablement une fonclion trigonométrîque simple et qui s'écarte peu de la proportionnalité à la variable entre certaines limites.
!i** (l'est pour déterminer a et /S que Seebeck fit une série dV\|>é-
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riences dans la section principale sur des faces inclinées d'un angle variable 0 sur une face perpendiculaire h Taxe, et il coustata qu'en désignant par n et c les angles de polarisation complète pour une face parallèle à Taxe et pour une face perpendiculaire à l'axe, la formule, lorsque le plan d'incidence est la section principale, est
a = a sin^ 6 + c cos^ 6 ,
dans laquelle les quantités a et r sont des constantes qui ne dépendent que du cristal, puisque ce sont les angles de polarisation complète, lorsque, le plan d'incidence coïncidant avec la section principale, la face réfléchissante est parallèle ou perpendiculaire à l'axe. De même, A et c étant les angles de polarisation complète , lorsque le plan d'incidence est perpendiculaire à la section principale, sur une face réfléchissante parallèle à l'axe et sur une face perpendiculaire à l'axe,
on a
iS==isin2fl + c cos2 6.
La quantité c a ici la même valeur que dans Texpression de a, toute section étant principale pour une face perpendiculaire ù l'axe.
Ces formules ne représentent les phénomènes qu'avec une approximation égale à celle des formules de Brewster. Il est donc probable que les vraies formules sont
/i(«)=/i («) sin«»+/i (c) cos2<?,
la fonction yi étant probablement de la même espèce que la fonction /.
On a employé une méthode expérimentale pour découvrir la forme des fonctions y et y, . Ces fonctions doivent être exactement proportionnelles aux variables pour certaines valeurs de ces variables et approximativement proportionnelles pour les autres valeurs. Les fonctions doivent croître avec leurs variables et s'annuler avec elles; «, A,c sont des constantes qui ne peuvent dépendre que des indices de réfraction du cristal , et même b a probablement avec ces indices une relation assez simple. La quantité 6, en effet, n'est autre que l'angle de polarisation complète pour une face parallèle à l'axe.
quand le plan d'incidence est perpendiculaire à Taxe. Dans ce.plan, les deux rayons réfractés se comportent comme des rayons ordinaires ayant des indices différents (1 Al); il y a donc de Tanalogie avec ce qui se passe pour les corps isotropes. Or, sur les milieux isotropes, lorsqu'un rayon polarisé perpendiculairement au plan d'incidence rencontre la surface sous l'angle de la polarisation complète, il ne se réfléchit pas, et la tangente de l'angle de polarisation complète est égale à l'indice de réfraction du second milieu par rapport au premier. Ici c'est le rayon polarisé perpendiculairement au plan d'incidence qui donne le rayon ordinaire , puisqu'il est polarisé dans la section principale; son indice est donc l'indice ordinaire du cristal fi. Tout étant symétrique par rapport au plan d'incidence et k celui de la section principale, et les molécules du cristal étant placées symétriquement par rapport au rayon incident, ce rayon se comportera probablement comme un rayon tombant sur un milieu isotrope, et on peut admettre que l'on a
tang 6-=n.
Quant aux deux autres angles a et c, ils ne se déterminent plus aussi simplement, car il n'y a plus de symétrie par rapport au plan de polarisation du rayon polarisé perpendiculairement à la section principale ; aussi le rayon extraordinaire ne suit-il plus la loi de Descartes, comme dans le cas précédent. On a donc cherché empiriquement les expressions de a et de c. On a trouvé ainsi les deux formules
OÙ n représente l'indice ordinaire du cristal et m l'indice extraordinaire.
Ces trois formules paraissent s'accorder assez bien avec l'expérience. On arrive en effet aux résultats suivants :
VALEURS CALCULEES . _,» ^
, f , VALEURS OBSERTIIS-
par les iormnles.
b 58" /ig' ôS'Sô'
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Seebecka encore observé un certain nombre de phénomènes évidents par eux-mêmes, mais non ramenés à des lois par les expériences précédentes.
i"" Sur une face perpendiculaire à l'axe tout se passe comme sur un corps isotrope. Tous les plans d'incidence étant .alors identiques, la rotation du plan de polarisation du rayon incident ne dépend pas de la position du plan d'incidence.
a"" Si le rayon incident est polarisé parallèlement ou perpendiculairement au plan d'incidence, le plan de polarisation de la lumière réfléchie ne coïncide plus avec celui de la lumière incidente, à moins que le plan d'incidence ne soit une section principale ou que, la face réfléchissante étant parallèle à Taxe, le plan d'incidence ne soit pierpendiculaire à la section principale. En effet , sauf les deux exceptions signalées, les vibrations sont symétriques par rapport au plan d*incidence, mais non par rapport aux axes du cristal.
3^ La rotation du plan de polarisation de la lumière incidente dépend de la position de la face réfléchissante par rapport aux axes du cristal , et aussi de la position du plan d'incidence.
W* Dans une section principale, les phénomènes sont symétriques de part et d'autre de la normale à la surface réfléchissante. Cela résulte des expériences et ne pouvait être prévu, car ici il n'y a plus nécessairement symétrie par rapport à l'axe du cristal.
368. Tentotlves de Seebeck pour étobllr la ibéorie de la réflemion sur les eorps eristallisés. — Seebeck, pour établir les lois de la réflexion sur les corps cristallisés biréfringents, a cherché à les déduire par extension des principes posés par Fresnel, au moyen de raisonnements analogues à ceux que Ton fait pour les corps isotropes, à cela près que dans les cristaux biréfringents Tindice de réfraction n'est pas constant. Cette analogie ne peut se justifier rigoureusement, mais elle lui a donné des formules s'accordant d'une manière suflisante avec les résultats des expériences.
Seebeck s'est borné au cas oik le plan d'incidence coïncide avec la section principale du cristal. 11 admet le principe de la continuité du mouvement restreint aux composantes parallèles à la surface de séparation des deux milieux, et le principe des forces vives.
536 KÉFLEXrON K.T RÉFIIACTIUK DE LA LUMIÈltË POLARISÉE. Si la lumière incidenle est polarisée perpendiculairement au plan
d'incidence, c'est-ii-dire perpendiculairement à la section principale, il n'y a qu'un rayon réfracté t le rayon extraordinaire. Le principe de continuité, appliqué comme dans le cas des milieat isotropes (313), donne l'équalion
(i —v) cosi = u CQSr.
Mais il faut remarquer ''*■ ^9> que pour les cristaui bi-
réfringents cette équation n'esl pas rigoureusement exacte, mais seulement approchée , car, les ondes n'étant pas spbériques dans le cristal, les vibrations des rayons rt-fraclés sont obliques sur ces rayons.
Il faut maintenant appliquer aussi au cas actuel le principe de» forces vives. Soit (fig. 65) Cl un rayon incident; il n'y a dans le cas actuel qu'un rayon réfracté, le rayon extraordinaire, et, ponr trouver la direction de ce rayon . nous n'avons qu'à appliquer la construction de Huyghens. Prenons sur l'intersection du plan d'incidence avec la face du cristal et à partir du point I une longueur II égale à -> — ■; menons par le point 1 une droite IK parallèle à Taie du cristal et une droite perpendiculaire; sur ces deux droites prenons des longueurs lA et IB telles, que l'on ait IA=-, IB=-' M et m étant les indices ordinaire et extraordinaire du cristal; construisons une ellipse ayant pour demi-axes lA et IB; menons parle point r une tangente l'P à celle ellipse et joignons le point Ps" point I; IP sera le rayon extraordinaire.
Soient IHRS et l'MNL les bases des [irisnies d'éther pris dans l« deux milieux et tels que le mouvement du premier prisme se communique au bout d'un cerlain temp.s au second. Si nous désignons par V et U ces volumes, par 0 et m les amplitudes du rayon incidw' cl du rayon réfraclé . par à la densité de l'étlier dans le second milic.
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la densité de Téther dans le premier milieu étant prise pour uniti*, le principe des forces vives donnera l'équation
siii r
La densité A n'est pas ici en raison inverse du carré de -: — r
car Tindice est variable et A est constant; mais, pour avoir une équation de même forme que dans les milieux homogènes, Seebeck n'en pose pas moins, en négligeant la variation de l'indice,
il étant égal à -^ •
Si l'on a pris KI = ril = irsin t= 1 , comme la largeur IH du prisme est égale à II'cosî==-: — r, le volume V sera représenté, en prenant pour unité la hauteur du prisme, par
si II I
Quant au volume U, il a pour expression
T/iff HM ê cosrsinr cosr ^
sm ( sin i sin i
il n'est pas une constante, mais bien une fonction de l'angle i et de la position de la face du cristal par rapport à l'axe. L'équation des forces vives prend donc la forme
et l'on a, entre les quantités r, m, t, r, fi, ^, a, jS, /i, A, r, «u, w et m, les équations suivantes :
/((p)=/(a) cos'-^û;+/(/5) sin^w, ./i{a)==/,(a)sin^fl+yi(r)cos'-^6,
/.(/3)=-/i(Msin^^fi+/,(r)ros^fi.
(i r) vos I - w ros r.
, .», n^vosr ( I r^] ros I —
smr
Gomme la quantité £2 a été supposée égale à -: — ^ les deui dernières équations sont celles qui ont lieu pour les milieux isotropes dans le cas où la lumière est polarisée perpendiculairement au plan
d'incidence. On a donc
^ tang(i-r) tang(i-»-r)'
et, pour t + r= 90 degrés, il vient t?=o ; t est alors Tangle de polarisation complète et égal à l'angle que nous avons désigné par (p. Cet angle (p peut être déterminé en fonction de 0, m, n. A cet effet, il suffit de remarquer que, en désignant par x^ et y„ les coordonnées du point P où la tangente menée par le point V touche l'ellipse, on a
x,=y,tangr,
et puisqu'ici l'angle i est égal à l'angle (p de la polarisation complète et que l'on a par conséquent ^ + r= 90 degrés,
y,= a?„tang(p.
Or les coordonnées x^y yoP^^v^^^ facilement se calculer en fonclion» de 0,^, m et n. En remplaçant dans l'équation précédente jr^ et y, par leurs valeurs, on aura entre ^, 0, m et n une relation qui peut se mettre sous la forme
On a d'ailleurs, du moins approximativement, d'après ce que nous avons vu plus haut.
langa=ny^|, tangc^my/^I^^J,
sm^a = — TT — "» sm^r = — r-;
m*w' - 1 m*rv— 1
Nous pouvons donc écrire
sin^^=sin^asin^0 + sin^rcos-0.
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En coniparant cette équation avec celle qui a été posée précédemment, et qui est -
on voit que la fonction/^ parait devoir être un sinus au carré. On doit se demander alors si, dans l'équation
/(^)==/W cos2«+/(/3) 8in«(y , la fonction/ n'est pas de même forme que/, ce qui donnerait
sin* ^ = sin^ a cos* cj + sin* j8 sin^ gj.
En donnant aux fonctions / et / la forme sin^, on satisfait du ^reste aux conditions que nous avons indiquées plus haut comme devant être remplies par ces fonctions. De plus, il se trouve que ces fonctions donnent les formules qui sont le mieux d'accord avec les expériences. On peut donc admettre que les formules où les fonctions/et/ ont reçu la forme sin^ ont la valeur de formules empiriques que toute théorie devra expliquer. Cela est vrai, du moins pour les cristaux peu biréfringents, comme le sont presque tous les cristaux connus; mais il est probable que, si les indices m et n différaient notablement l'un de l'autre , les formules cesseraient d'être applicables.
369. Tliéerie de IVeiunaiiii. — Après Seebeck, Neumann a fait de son côté un travail qui est une véritable théorie de la réflexion sur les milieux cristallisés ^^K Mais cette théorie est fondée sur l'uniformité de densité de l'éther, sur la continuité absolue du mouvement, et par conséquent aussi sur le parallélisme des vibrations au plan de polarisation. Ces principes , comme nous l'avons vu précédemment (365), sont en contradiction complète avec les expériences de M. Fizeau. Quoi qu'il en soit des bases de la théorie de Neumann, nous allons néanmoins, sans entrer dans les détails des calculs, faire connaître les équations fondamentales auxquelles cette théorie Ta conduit et les vérifications expérimentales qu'il a faites de ces ré-
^•î Ueber den Einfluss der Kryttalfldehen hei der Réflexion de$ Uchtet, Berlin, i835. — Pogg. Afw., XL, /'197.
sultats. Dans Thypothèse de Ncumann, les vibrations du rayon extraordinaire sont perpendiculaires à la section principale, et» par suite , leur direction est déterminée ; quant aux vibrations du rayon ordinaire, elles sont dans le plan de la section principale et perpendiculaires au rayon : leur direction est donc aussi connue.
Comme les vibrations perpendiculaires ou parallèles au plan d'incidence n'y restent pas en général , il n y aurait aucune simplification à supposer la lumière incidente polarisée parallèlement ou perpendiculairement au plan d'incidence. Nous prendrons donc immédiatement le cas général , et nous désignerons par 0 l'angle du plan de polarisation avec le plan d'incidence. Le mouvement vibratoire du rayon incident peut se décomposer en deux, dont l'un est perpendiculaire au plan d'incidence et a pour amplitude sin0, et l'autre est dans le plan d'incidence et a pour amplitude cos0. Cette dernière composante peut elle-même se décomposer en deux autres : l'une parallèle à la surface réfléchissante et ayant pour amplitude cosdcost, l'autre perpendiculaire à cette surface et ayant pour amplitude cosdsint. Désignons par a et a! les angles des vibrations do rayon ordinaire et du rayon extraordinaire avec la normale au plan d'incidence, par jS et /3' les angles de ces mêmes vibrations avec la trace du plan d'incidence sur la surface réfléchissante, enfin par 7 et y les angles des vibrations avec la normale à la surface réfléchissante. En appelant v et v' les amplitudes des composantes des vibrations du rayon réfléchi suivant le plan d'incidence et suivant une perpendiculaire à ce plan, u et u' les amplitudes des vibrations du rayon ordinaire et du rayon extraordinaire, le principe de la continuité du mouvement appliqué aux composantes suivant les trois axes, qui sont la normale au plan d'incidence, la trace du plan d'incideoce sur la surface réfléchissante et la normale à cette surface, donne les équations suivantes :
(1) sinO+tj'=ucosa-4-tt'cosa,
(îi) (cosO— -t;)cost = Mcosi8+u'cosj8'.
(3) ( cosfi — v) sin t = m cosy -+- u cosy .
Los angles a, iS.y, a\ j8', y contenus dans ces formules peuvcnl
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être déterminés en fonctions de certaines quantités, en s'appuyant sur la construction de Huyghens. En désignant par if/ l'angle de Tonde plane ordinaire avec la face réfringente, par if/' Tangle de Tonde plane extraordinaire avec la face réfringente, par N Tangle de la normale à la face réfringente avec Taxe du cristal , par ûj Tangle du plan d'incidence avec la section principale, par x Tangle de la normale aux ondes ordinaires avec Taxe du cristal , par /^ Tangle de la normale aux ondes extraordinaires avec Taxe du cristal , on trouve
sin N sin &; , cos N si n >(/ — sin N cos >l' cos cj
cosa= ! 1 cosa = — ; — ; ' »
sin;(, sinx,
^ cos\KcosNsin>t — sinNcosJ'COSû;) ^, sin N cos J/' sin a;
C08i8= ^-^ -. \ C0Si8== r-h ^
sui;^ '^ sm;^
sin>I/(cosNsin>L— sinNcos>(/cos6)) . sin N sin \I/' sin a; cos 7 = ' ^ ' \ cosy = ^— S •
En appelant V et V les volumes des prismes d'éther pour les rayons ordinaires et les rayons extraordinaires dans lesquels se trans> porte au bout d'un certain temps le mouvement vibratoire d'un prisme d'éther d'un volume égal à l'unité ])ris dans le milieu incident, le principe des forces vives donne l'équation
L'expression de V est, d'après ce que nous avons vu plus haut, -HT"- -= — ^' * et r étant les angles d'incidence et de réfraction du rayon ordinaire, lesquels sont liés par la relation sints=>ii8inr; on
a de même V'=— : — .-—. — r- Mais il s'agit ici du rayon extraordi-
siiu smi " J
naire, et il faudra calculer r' en s'appuyant sur la construction de Huyghens. En substituant à V et V leurs valeurs, l'équation des forces vives devient
/ 2 I /2\ M'sin>f/cosi(/ \ / sinicosf
[- . I. , /cosN A
532 RÉFLEXION ET RÉFRACTION DK LA LUMIÈRE POLARISÉE, les Ictires a et i ayant la signification qu'on leur donne ordinaireuieot dans (a thiiorîe de la double réfraclio».
Si Ton réunit cette équation (5) aux trois équatioDS (t), (3), (3) dans lesquelles on remplace cosa, cosa', cos/3, cosjS', cos^', cos/ par leurs valeurs données par les équations (A), on aura quatre équations qui permettront de déterminer les composantes vetv'àe l'amplitude du rayon réfléchi, et les amplitudes u et u' du rayon ordinaire et du rayon extraordinaire eo fonctions des angles 1, 9 et N qui doivent être donnés dans chaque cas particulier, et des an^es X' X-. ^, ^' qui se déduisent des angles donnés pur la construction de Huyghcns.
370. Expérience* «le Ne«n»BB. — Neumann a vérifié par l'expérience les formules auxquelles il était parvenu. L'appareil dont il se servait (fig. 70) se compose d'un cercle horizontal gradué C qui porte un limhe vertical gradué L, mobile autour de son diamètre vertical. Le cercle C est concentrique à un cercle C au centre duquel on place le cristal A ; ce cercle C peut tourner dans le cercle C, qui est gradué sur tout son contour. Un lube horizontal T, à l'extrémilé B duquel on place une lampe, contient une tourmaline et amène ainsi un rayon polarisé rectilignement sur le cristal. Le rayon réfléchi ou réfracté est reçu dans un second lube T' qui peut tourner autour du centre et qui porte un analyseur N à son eitrémité. Avant de se servir de l'appareil, il faut le régler. Il faut d'abord amener le limbe vertical à être parallèle à son aie de rolation. A cet effet , on place en son centre une lame réfléchissante et on reçoit sur une lunette horizontale l'image, réfléchie par "' '" cette lame, d'une mire verticale. Si le mi-
roir, et par suite le Hmbe, est parallèle à l'axe, en faisant tou^ ner le limbe l'image de la mire restera parallèle à elle-même; s'il en est autrement, on établit le parallélisme par une série de lâlunnements. On cherche ensuite pour quelle position la section principale de la lame cristalline placée au centre du limbe est ho-
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rizontale. Pour cela on laisse à cette lame cristalline une arête naturelle que Ton place horizontalement : pour s'assurer que cette arête est bien horizontale, on se sert d'une mire horizontale comme dans le goniomètre de Wollaston; puis, sans déranger Thorizontalité de cette arête, on place la face du cristal qui doit réfléchir la lumière verticalement et parallèlement au plan du limbe vertical; enfin on fait tourner la face du cristal autour d'un axe horizontal d'un angle égal à celui de la section principale avec l'arête naturelle, angle déterminé par la nature du cristal, et alors la section principale est horizontale.
Il faut voir aussi quelles sont les divisions auxquelles correspondent les positions verticales des sections principales de la tourmaline et de l'analyseur. Pour cela, on place horizontalement la section principale de la lame cristalline comme nous venons de l'expliquer, et on fait arriver un rayon incident horizontal ; puis on dispose l'analyseur de façon h faire disparaître l'une des deux images. Comme le rayon incident est dans la section principale du cristal, la section principale de l'analyseur est alors parallèle ou perpendiculaire à celle du cristal, et, par suite, horizontale ou verticale. Enfin on éteint à l'aide de l'analyseur le rayon qui traverse la tourmaline , en plaçant celle-ci convenablement, et on note la position de la tourmaline à ce moment.
Il faut encore connaître la position pour laquelle la face verticale du cristal est perpendiculaire au rayon incident. Pour cela, on reçoit ce rayon d'abord directement dans une lunette, puis on le reçoit dans la même lunette après réflexion sur la lame cristalline, et la moitié de l'angle dont la lunette a tourné est égale k l'angle que fait le miroir avec la direction du rayon incident. On peut donc amener la lame dans une position où cet angle devient droit.
On voit que , par cette disposition , on pourra faire varier l'angle du plan de polarisation du rayon incident avec le plan d'incidence au moyen de la tourmaline; l'angle d'incidence en faisant tourner le limbe vertical autour de son axe vertical, et l'angle du plan de polarisation de la lumière incidente avec la section principale du cristal, en faisant tourner la face réfléchissante autour d'un axe horizontal.
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C'est ainsi que Neumnnn exécuta sept séries d'expériences :
i"* En touchant seulement à la tourmaline il a cherché pour diverses incidences quel était l'azimut du plan de polarisation du rayon incident lorsque l'image extraordinaire disparaissait dans l'analyseur. Il a trouvé ainsi que le plan de polarisation ne coïncide pas dans ce cas avec la section principale, mais fait avec elle un certain angle. La différence entre les angles observés et les angles calculés par les formules varie de — 8' à -h A', 5.
9^ En cherchant de même quel est l'azimut du plan de polarisation du rayon incident quand l'analyseur éteint l'image ordinaire, on trouve des nombres dont les différences avec ceux qui sont déterminés par le calcul varient entre — - 9' et+ 5'. 11 est à remarquer que ces deux azimuts ne font pas entre eux un angle droit; la différence de l'angle des deux azimuts avec 90 degrés peut s'élever jusqu'à 9*^5'. Mais cette absence de perpendicularité des deux azimuts n'a jamais lieu que dans des conditions où le plan d'incidence fait avec la section principale un angle considérable, et où le rayon s'éloigne de la direction normale. Si le rayon incident tombe normalement sur la face réfringente , ou si le plan d'incidence coïncide avec la section principale, la perpendicularité est rigoureuse. Ainsi cette remarque n'enlève rien à la précision du prisme de Nicol, où le plan d'incidence coïncide avec la section principale , ni à celle du prisme biréfringent sur lequel on doit recevoir le rayon normalement.
3^-/1* La troisième et la quatrième série d'expériences sont corrélatives et consistent à mesurer la rotation du plan de polarisation du rayon réfléchi, lorsque le rayon incident est polarisé dans le pian d'incidence ou dans le plan perpendiculaire, en excluant le cas 00 le plan d'incidence coïncide avec la section principale ou avec un plan perpendiculaire à cette section.
La rotation du plan de polarisation du rayon réfléchi est plus grande lorsque la lumière incidente est polarisée parallèlement au plan d'incidence, et la théorie montre que, dans ce cas, la rotation peut aller jusqu'à 1 i**/i5'; les écarts entre les nombres obsecvfe «^ les nombres calculés varient entre — 5' et + 1 9'. Lorsque la lumière incidente est polarisée perpendiculairement au pian dincidence, la rotation du plan de polarisation du rayon réfléchi n^
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peut dépasser 4*8', et les différences entre les nombres observés et calculés varient de — 6' à + 8'.
5*-6* Réciproquement, si l'on veut que le rayon réfléchi soit polarisé dans le plan d'incidence ou dans le plan perpendiculaire, il faut que le rayon incident soit polarisé dans un plan différent de celui où doit être polarisé le rayon réfléchi. La rotation du plan de polarisation va, comme dans le cas précédent, jusqu'à i i^/i5' quand le rayon réfléchi est polarisé dans le plan d'incidence, et alors les différences entre les nombres observés et les nombres calculés varient entre — ai' et + 35', et jusqu'à 4*8' seulement si le rayon réfléchi est polarisé perpendiculairement au plan d'incidence, et alors les différences varient de — 5' à + 8'.
7® Enfin la derniàre série d'expériences consistait à déterminer l'azimut du plan de polarisation du rayon incident qui donne un rayon. réfléchi polarisé dans un azimut donné. Les différences entre les nombres observés et les nombres calculés variaient alors de — i 6' à +34'.
371. Expérieiices de De Seiiariiioiit «oiui riiieiilenee B^rauile. — Lorsque l'incidence est normale , pour les corps isotropes, le rayon réfléchi reste polarisé dans le même plan que le rayon incident. Pour les cristaux biréfringents, il n'en est jdus do même. Sauf le cas où la face réfléchissante est perpendiculaire à l'axe du cristal et où par suite tout plan d'incidence est une section principale, le rayon incident polarisé dans un plan qui n'est ni parallèle, ni perpendiculaire a la section principale, a son plan de polarisation dévié par la réflexion, même sous l'incidence normale. Car le mouvement vibratoire de ce rayon peut se décomposer en deux autres mouvements s'effectuant l'un dans la section principale, l'autre dans un plan perpendiculaire à cette section, et, l'intensité de ces deux composantes étant modifiée d'une manière différente par la réflexion, le plan de polarisation du rayon réfléchi fera un certain angle avec celui du rayon incident.
De Senarmont a constaté cette déviation du plan de polarisation sous l'incidence normale « sans la mesurer. Il se servait à cet effet d'un artifice du à M. Fizeau, et qui permet de rerevoir le rayon ré-
530 RÉFLEXION ET RÉFRACTION DE LA LUMIÈRE POLARISÉE, fléchi Qormalcment sans recevoir le rayon incident. On reçoit sur une lamo de verre ST {fig. 71) un rayon polarisé AB, jmis on fait ré- I fléchir normalement le rayon réfléchi par cette lame ST sur une autre lame de verre KL. Le rayoD réfléchi traverse la lame de verre ST et émei^ suivant BM. On reçoit ce rayon émei^ent sur un Nicol et on cherche quelle position il faut donner au prisme pour éteindre le rayon BM. On place alors sur la lame KL une lame cristallisée, et on I constate que l'image reparaît dans le Nicol et qu'on peut la faire disparaître de nouveau en tournant le Nicol de quelques degrés. Mais cette rotation du prisme ne mesure pas la rotation du plan de polarisation due à la réfleiion, car le rayon BM a été modifié par sa réfraction à travers la lame ST.
lame de verre ST ■
RÉFLRXIOiX DR LA LUMIÈRE À LA SURFACE DES MÉTAUX ET DES CORPS FORTEMENT RÉFRlNCEiNTS.
A. Lois RXPéRIMENTALRS DR LA REFLEXION METALLIQLK.
Malus avait déjà reconnu que la lumière naturelle, en se réfléchissant sur la surface d'un métal , ne peut se polariser complètement sous aucune incidence. Les lois déduites de la théorie de Fresnel pour les corps isotropes ne sont donc pas applicables aux métaux; elles ne le sont pas non plus aux corps fortement réfringenfs. Nous allons étudier les phénomènes particuliers produits par ce genre de réflexion qui a lieu h la surface des métaux et des corps fortement réfringents.
Première» eiLpérieiiees de Brewster et de Bi^l
Brewster, dès t8i3, rectifia l'assertion inexacte de Malus, qui croyait que les métaux ne polarisaient p^ du tout la lumière naturelle par la réflexion. Il montra qu il y avait polarisation de la lumière réfléchie en plaçant sur le trfijet de cette lumière un polariscope composé d'une lame cristaHisée et d'un prisme biréfringent. Il résulte de ses expériences qu'il n'existe aucun angle d'incidence sous lequel la lumière naturelle réfléchie sur les métaux soit entièrement polarisée , que cette lumière réfléchie se comporte comme de la lumière partiellement polarisée dans le plan d'incidence, et qu'il existe un angle d'incidence pour lequel la proportion de lumière polarisée par réflexion atteint une valeur maximum. Si, pour cette incidence, la section principale de l'analyseur est parallèle au plan d'incidence, l'image ordinaire passe par un maximum; si cette section principale fait un angle de A 5 degrés avec le plan d'incidence, les deux images sont incolores et d'égale intensité.
Biot vérifia les observations de Brewster et y ajouta la remarque suivante : «Si la polarisation est incomplète par suite d'une seule réflexion sur une surface métallique, elle peut devenir complète par
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un nombre suffisant de réflexions successives ayant toutes lieu sous le même angle." Biot, détourné de la véritable voie par des idées préconçues , ne trouva aucun autre fait important.
Jusqu'en i83o aucun fait nouveau ne vint s'ajouter à ces observations incomplètes, lorsque parut un nouveau travail de Brewster^''. Il y faisait connaître un grand nombre de particularités intéressantes, ce qui est d'autant plus remarquable que les principes de la théorie lui étaient inconnus, et qu'il n'avait pour se guider dans ses recherches que l'instinct des phénomènes physiques. Ses nouvelles observations eurent pour objet l'action qu'exercent les surfaces métalliques sur la lumière incidente polarisée. Il étudia successivement les cas oii la lumière est polarisée dans le plan d'incidence ou dans un plan perpendiculaire au plan d'incidence, ou dans un plan quelconque, et il trouva que, sauf les cas où la lumière incidente est polarisée parallèlement ou perpendiculairement au plan d'iacidence* le rayon réfléchi est toujours partiellement dépolarisé, même sous l'angle de polarisation complète, mais que, quand l'incidence est égale à cet angle, la dépolarisation est minimum. Les métaux, en conclut-il, dépolarisent la lumière, excepté dans le cas où la lumière incidente est polarisée parallèlement ou perpendiculairement au plan d'incidence.
A ce travail vinrent s'ajouter, en 1 8& i , celui de De Senarmont, et en 18&7 celui de Jamin. Ces travaux furent aidés par certaines vues théoriques dont nous allons parler maintenant et qui, sans donner une explication rigoureuse des^faits, montrent cependantMans quelle voie il faut diriger les recherches.
373. ITues tfeiéerlques de IVeiunaïui* — Neumann^^Udmii, d'après les expériences de Brewster, que la lumière polarisée dans le plan d'incidence ou perpendiculairement à ce plan reste polarisée dans le même plan après réflexion sur une surface métallique. Le rayon qui se réfléchit dans l'un et l'autre de ces deux cas ne peut donc être modifié que dans l'amplitude et dans la phase de ses vi-
^■) Phii Tram., i83o,p. 387.
brations, et non dans leur direction. Un rayon ineident polarisé dans un plan quelconque peut toujours se décomposer en deux autres polarisés I un parallèlement, l'autre perpendiculairement au plan d'incidence, et il suffit de chercher comment chacune de ces composantes est modifiée par la réflexion métallique. Si les amplitudes seules de ces deux composantes étaient modifiées par réflexion, et cela d'une manière inégale pour les deux composantes, l'effet résultant de la réflexion serait simplement une rotation du plan de polarisation, et le rayon réfléchi serait encore polarisé rectilignemenl, ce qui est contraire a l'expérience. Il faut donc admettre que la réflexion métallique introduit entre les deux composantes du rayon réfléchi, polarisées parallèlement et perpendiculairement au plan d'incidence, une certaine différence de phase; d'où il résulte que, sur le rayon réfléchi, les vibrations seront elliptiques en général et circu*^ laires dans des cas particuliers. 11 suffira donc , pour connaître tous les effets de la réflexion métallique, de déterminer quelles senties modifications d'amplitude et de phase que cette réflexion produit sur chacune des composantes du rayon incident. Si cette manière de voir est exacte, la dépolarisation observée par Brewster n'est autre chose qu'une polarisation elliptique. Nous allons faire connaître plusieurs expériences qui confirment cette opinion.
37 Â. EiLpérieiices de De Seiuinn^iit et de Blae C^ullAffei.
— De Senarmont^*^ a cherché à reconnaître la polarisation elliptique de la lumière réfléchie par les surfaces métalliques au moyen d'une lame de mica d'un quart d'onde dont il dirigeait la section principale dans la direction présumée d'un des axes de l'ellipse qui est celle du plan de l'apparente polarisation partielle. En sortant de cette lame, la lumière doit être polarisée rectilignement (186) et doit pouvoir s'éteindre complètement à l'aide d'un Nicol. Ces expériences ont donné une vérification générale mais incomplète à cause de la dispersion très-sensible que produit la lame de mica; de là l'impossibilité de vérifications numériques. Mac Gullagh a fait des observations bien supérieures en précision en substituant le parallélipipède de
*^ Ann. de ehim. et de phyi, , ( a ) , LXXIII , 887.
Fresnel (330) h la lame de mira^*^; car ce parallélipipède agit à peu près de la même manière sur les rayons des différentes couleurs.
Une autre vérification de la nature elliptique de la polarisation de la lumière réfléchie par les métaux se trouve dans le fait suivant, observé par Brewster en 1 8 1 à et interprété par De Senarmont : un rayon de lumière polarisé rectilignement et réfléchi deux fois sous le même angle sur deux surfaces métalliques identiques, mais dans deux plans rectangulaires, est polarisé rectilignement après ces deux réflexions.
Soit, en elfet,arangle du plan de polarisation du rayon incident avec le plan d'incidence, et prenons pour unité lamplitude du rayon incident. Ce rayon peut être décomposé en deux autres, l'un polarisé dans le plan d'incidence et ayant pour amplitude cosa, et l'autre olarisé dans le plan perpendiculaire, ayant pour amplitude sina. La réflexion modifie la jiremière composante dans le rapport de m h 1 et la seconde dans le rapport de w h i ; et, si l'on désigne par
aw^ et 97r^ les changements de phase que fait subir la réflexion
à ces deux composantes, le mouvement vibratoire $ur les deux composantes du rayon réfléchi est représenté »par
m cos a sin îîtt l ,« + j-j
et par
1/ sm asm î?7r l'r+--l •
En tombant sur la seconde surface réfléchissante, comme ici le plan d'incidence est perpendiculaire au premier, la première composante a son amplitude réduite dans le rapport de n à i , et la seconde composante dans le rapport de mai. De même le changement
de phase est Qwy pour la première composante et aw^ pour la seconde. Le mouvement vibraloire sur les deux composantes du
(!) Pi'tiCpetU ul'lltp îr. Acntl. , I , «2, i .Jp ; Il , 37.'). — h: Trnnx.^ XXVIII , pari. I. — /^'''•' V, aaTi, '.UjCi.
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rayon deux fois réfléchi est donc représenté par
, nm cos a sin -jtt ( rp -f •^— r — I
et par
nui sm a sin ûtt I rj, + ^r ) *
La phase étant la niéme pour les deux composantes, le rayon réfléchi deux fois est polarisé rectilignement, et de plus, comme le rapport des amplitudes des deux composantes est tanga, on voit que l'angle du plan de polarisation du rayon deux fois réfléchi avec le pian de la seconde réflexion est 90** — a, et par conséquent qu'il est polarisé dans le plan primitif. . .
Nous allons maintenant indiquer les principales méthodes qui peuvent servir à mesurer les changements d'amplitude ou d'intensité et les changements de phase produits par la réflexion métallique.
B. — Mesure des changements d'amplitude ou d'lntensité.
375. EiLpérienees de Bouguer et de Potter. — Nous dirons d'abord quelques mots d'expériences déjà anciennes faites sur la réflexion de la lumière naturelle à la surface des métaux. Bouguer donne comme résultat de ses observations ce fait, que les métaux réfléchissent la lumière en proportion beaucoup plus grande que les corps transparents, et que leur pouvoir réflecteur varie peu avec l'incidence, ce qu'il est facile de vérifier en faisant réfléchir successivement la Itmjière sur une lame de verre et sur une glace étamée.
Des observations plus précises furent faites en i83i par Potter^^l 11 employa pour mesurer l'intensité de la lumière réfléchie le procédé ordinaire fondé sur la loi des carrés des distances. Il éclairait deux parties difl'érentes d'un écran par de la lumière directe et par de la lumière réfléchie, et faisait varier la dislance du corps lumineux de façon à obtenir des éclairements égaux ; le rapport inverse des carrés des distances de la source lumineuse et de son image à l'écran donnait alors le rapport des intensités. L'angle d'incidence
^•) Ediiib. Jount, oj'snencp, (a), UI, 378; IV, 53. — Phil. Mag,,('^), I, 56; IV, 6.
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n'est pas très-bien déterminé dans ces expériences, mais on peut prendre l'angle moyen, c'est-à-dire celui que forme Taxe du cône lumineux qui tombe sur la surface réfléchissante avec la normale à cette surface. Potier étudia la réflexion sur le métal des miroirs, le cuivre poli, l'argent et l'acier. Il trouva que le pouvoir réflecteur des métaux diminue depuis l'incidence normale jusqu'à une incidence de 60 degrés environ, et qu'à partir de cette incidence il y a augmentation du pouvoir réflecteur jusqu'à l'incidence rasante, où il devient égal à l'unité. II y a donc pour les métaux une incidence où le pouvoir réflecteur passe par un minimum.
376. Remarques de Mmm C^ll»i^li Mir rexlsteitee <!*■■ miiiliiiuiii du pouvoir réileeteur pour les eorps troofporcut» très-réfrinseiiUu — Mac Cullagh fit remarquer l'analogie des résultats oblenus pour les métaux avec ceux que donne la théorie de Fresnel pour les corps transparents très-réfringents ^^l Cherchons d'abord si, dans le cas des corps transparents, on peut trouver pour l'indice de réfraction une valeur assez grande pour qu'il y ait un minimum du pouvoir réflecteur.
L'intensité d'un rayon provenant de la lumière naturelle réfléchie sur un corps transparent a pour expression, en prenant pour unité l'intensité du rayon incident (316),
i |sniM/-/) _, tang-(f — r)1 •j Lsin*(i-h/) lang*(£-i-r)J '
Cherchons la valeur de 1 qui annule la dérivée de celte expression, r étant considéré comme une fonction de 1. Nous aurons, |)Our déterminer la valeur de / qui correspond à un maximum ou à un minimum, l'équation
sin(£ — r)r ,. x . /• / dr\ /. , v . ,. . / , dr]
tang(i-r)rtang(i4-/) / dr\ lang(i-r) / , ^A]^^^
l'i /r. T/a/*»., XWllLiwrl. I.
On a d'ailleurs
sin i = H sin r,
d'où
dr cosi
(U n cos r
dr En substituant cette valeur de -r-. dans Tëquation précédente el en
simplifiant, il vient
cos(i — r)sin(i+r)(«cosr— cos/) — cos(j+r)sin(i— r)(wcosr+cosi)
, cos*(i-4-r) r sin(i-i-r) , ^
H T — î I — r — ï — rp — ^ (n cos r — cos t )
cos ( i — r) Lcos {i-hr) cos* (i-r)\ i
sin(i-r) f ,r\ '::zr' — ^ — tp — A^ cosr+cost) = o,
d'où
M cos rsm ar— costsm a»
+ ^^ M' — ; ( w cos r sin ar cos at — cos t sin at cos ar ) «= o ,
OU plus simplement, en remplaçant sin at et sin ar par leurs valeurs, et remarquant que sin t <= it sin r,
sin 1 1 cos^ r — cos^ i4- 3.'_ { (cos^r cos at — cos^t cos ar) = o.
En remplaçant cos*^ t et cos^ r par leurs valeurs en fonction des sinus, cos ai et cos ar par leurs valeurs en fonction des arcs simples, il vient définitivement
Sin t (sm- 1 ~ sm-* r) i — -—rr — : = o. V /L co8'(i — r)J
Les deux premiers facteurs ne s'annulent que pour t = o, d*oii Ton conclut que l'incidence normale correspond à un maximum ou à un minimum.
Pour qu'il y ait un minimum pour une certaine valeur de l'incidence, il faut que l'intensité de la lumière réfléchie décroisse quand l'incidence augmente à partir de l'incidence normale; il faut donc que pour des valeurs de t très-petites la dérivée soit négative, et comme les facteurs sint et sin^/— sin^r sont toujours positifs, il
faul que Ton ait
cos^ (1 — r) <c: cos (i + r).
Or. l'angle 1 étant très-petit, on a approximativement
i" =^ in\ cos (« + '•) ^-^ i (' + r)-, cos^ (/ — r) =- 1 {i- r)'.
La condition précédente devient donc
(/ + ry < 3 {i - ^)^
d'oii
w*-^ — !in+ 1 > o.
Les racines de Féquation
étant •j±v''3 et toutes deux positives, le trinôme sera posilif si»
est plus grand que a+V'S ou plus petit que a — \/3. Celte dernière condition doit être rejetée, car n est toujours plus grand que l'unité. Donc un corps transparent présentera sous une certaine incidence un minimum du pouvoir réflecteur si son indice de réfraction est plus grand que 2+v^3. L'incidence correspondant au minimum est alors donnée par l'équation
cos^ (/ -- r) = cos (i + r).
Expérieiiees de Breurster calculées par lVeiiiiiABB
— Neumann a indiqué ^^^ une méthode qui consiste à mesurer les intensités des deux composantes du rayon réfléchi polarisées parallèlement et perpendiculairement au plan d'incidence en cherchanl l'intensité de la lumière naturelle réfléchie et le rapport des intensités des deux rayons polarisés à angle droit qui composent celle lumière réfléchie.
HÉFLEXIO.N MÉTALLIQUK. 5/i5
Brewslcr a iiioulré que, sous certaines incidences, qui peuvent être fort nombreuses, un rayon polarisé, réfléchi plusieurs fois par des surfaces métalliques identiques et sous le même angle, se trouve après ces réflexions polarisé rectilîgnement (374), ce qui revient à dire que la différence de phase des deux composantes du rayon réfléchi est alors nulle ou égale à un nombre pair de demi-longueurs d'ondulation.
Soient donc a l'angle du plan de polarisation du rayon incident avec le plan d'incidence, /3 l'angle du plan de polarisation du rayon réfléchi p fois qui a repris sa polarisation rectiligne, et supposons qu'à chaque réflexion l'amplitude de la composante polarisée parallèlement au plan d'incidence soit réduite dans le rapport de m à i, et celle de la composante polarisée perpendiculairement h ce plan dans le rapport den k i. Après la première réflexion les amplitudes des deux composantes du rayon réfléchi seront mcosa et rasina, et, après p réflexions, m^ cos a et a'' sin a.
On aura donc
tang/3=(^)''langa, d'où
m V taiiff â '
taiig
Si l'on mesure par les moyens photométri(|ues ordinaires le pouvoir réflecteur R de la surface métallique sous l'incidence qu'avaient les rayons pendant l'expérience que nous venons de décrire, on aura
Les deux équations ainsi trouvées déterminent les quantités m et n.
Neumann a fait plusieurs déterminations de ce genre.
378. Expériences de n. Jamin. — M. Jamin^'- a employé, pour mesurer les intensités de la lumière réfléchie par les métaux,
^•^ (/. R., X\f, 'i3o; XXII, '177; Wlll, I tU'\. — .l«/i. (Ir rhim, et de {ihyn., (3).
5â6 ftÉFLliiXIOiV ET RÉFRACTION DE U LUMtÈRE POURISÉE. un procédé indirect qui n'est |>aB susceptible d'une grande perfection. Ce procédé consiste à comparer l'intensité de U lumière réfléchie sur un métal à celle de la lumière réfléchie à la surface d'une lamo de verre. On détermine l'incidence sous laquelle ces intensilét sont égales; puis, au moyen des Torinules de Fresnel, on calcule l'intensité de la lumière réfléchie par le verre et on obtient ainsi l'intensité de la lumière réfléchie par le métal.
L'ap[iareil employé par M. Jamin (lîg. 7 a) se compose d'un cercle gradué hori- Eontal C, au centre duquel est fiïée verticalement une lame L représentée à pfirl. (lelle lame est moitié en verre, moitié eii métal, et la ligne qui sépare ces deux moitiés est verticale. Au moyen d'un tube T noirci in térieu renient et muni d'un Nicol on fait tomber sur la lame un rayon polarisé de direction constante. Sur le cercle horizontal se meut une alidade A portant un prisme biréfringent et une petite lunette de Galilée.
Il faut d'abord placer la lame perpendiculairement au plan Hd cercle gradué, c'est-à-dire verticalement. Pour cela on dispose le premier Nicol, qui esl muni d'un cercle gradué, de façon que le plan de polarisation du rayon incident soit horizontal; puis, avant de placer hi lame réfléchissante , on amène l'analyseur sur le prolongement du ravon incident et on le fait tourner de manière à éteindre l'une des deux images. C'est alors que l'on place la lame et qu'on reçoit sur l'analyseur (qu'on déplace sur le cercle, mais sans le fain tourner sur lui-même) le rayon réfléchi. Si la lame est verticale, l'image qui était éteinte lors de la première observation doit l'^W encore, car, le plan de polarisation et le plan d'incidence étant alors horizontaux, la réflexion ne doit pas modifler la direction du pl>n de polarisation. On répète ensuite cette vérification en donnant au plan de polarisation du rayon incident une direction verticale. U
double lame doit être placée de façon que le faisceau incident tombe sur la ligne de séparation du verre et du métal : on a alors dans l'analyseur deux images, dont chacune est formée de deux moitiés réfléchies Tune par le verre, Taulre par le métal. On reconnaît en général la moitié qui provient du métal à la coloration de l'image réfléchie par le métal. Pour l'argent la coloration est faible; mais si on fait tomber la lumière sous une incidence voisine de l'incidence normale, l'image réfléchie par l'argent l'emportera de beaucoup en éclat sur l'image réfléchie par le verre, et on pourra facilement la reconnaître.
Prenons pour unité l'intensité de la lumière incidente et supposons cette lumière incidente polarisée dans le plan d'incidence. L'intensité de la lumière réfléchie par le verre sera alors
sin* (/ — r) sin'(i4-r)
et l'intensité de la lumière réfléchie par le métal pourra être représentée par nfi.
Soit maintenant a l'angle de la section principale de l'analyseur avec le plan d'incidence; l'image ordinaire aura pour intensité dans la moitié fournie par le verre
« siii*(i-/-)
et dans la moitié fournie par le métal,
m'^cos'-^a;
rimage extraordinaire aura pour intensité, dans la moitié fournie
par le verre,
. « sin*(i-r)
sm*(i-»-r)
et dans la moitié fournie par le métal,
m^ sin^ a.
On peut chercher l'incidence pour laquelle les deux moitiés de chaque image ont des intensités égales; pour cette incidence on a
sin*(i— r)
.sin*(£-hr)
Mais, comme cette incidence peut ne pas exister, et que d'ailleurs on n'aurait ainsi la valeur de m que sous une seule incidence, il est préférable de choisir l'incidence sous laquelle on veut opérer et de faire tourner l'analyseur jusqu'à ce qu'il y ait égalité entre l'intensité de l'image ordinaire fournie par le verre et celle de l'image extraordinaire fournie par le métal. Ces deux intensités variant depuis zéro jusqu'à certaines valeurs maxima et en sens inverse, il y aura toujours une position du prisme dans laquelle cette égalité aura
lieu. On a alors
.. . ., « sin*U-'')
nr sur a = cos^ a . ... — : •>
sin*(f-h/")
d'où
nr = cot-^ a . ,,• — • •
Comme vérification, on peut chercher l'angle a que doit faire la section principale de l'analyseur avec le plan d'incidence pour qu'il y ait égalité d'intensité entre l'image ordinaire du métal et l'image extraordinaire du verre. On a alors
ftr = tanc[^ a . .,. . > •
Ainsi les deux angles a et a devraient être complémentaires. En général on ne trouve pas pour ces angles des valeurs exactement complémentaires, et l'on prend la moyenne des deux valeurs de m^.
Le même procédé s'applique au cas où la lunn'ère est polarisée perpendiculairement au plan d'incidence. Une cause d'inexactitude se rencontre dans ces expériences : c'est la coloration des images fournies par le métal et la difl'érence d'aspect des deux images qui empêchent d'apprécier exactement le moment où elles ont la même intensité. De plus, les deux images dont on compare les intensité ne sont pas adjacentes.
Pour calculer l'intensité m^ par le procédé de M. Jamin, il faut connaître l'angle r et par conséquent l'indice de réfraction du verre. 11 l'a mesuré par des expériences faites avec son appareil en utilisant la rotation du [)lan de polarisation. Un rayon polarisé à /j5 degrés
(lu pian (rincidence arrivait sur la lame de verre, et on mesurait l'azimut du plan de polarisation du rayon réfléchi.
Les intensités des deux composantes polarisées parallèlement et perpendiculairement au plan d'incidence du rayon réfléchi sont alors
sin'(/— r) sîn*(/-Hr)
et
1ang*(/— r) lang*(iH-r)'
et par suite on a, en désignant par (S l'angle du plan de polarisation du rayon réfléchi avec le plan d'incidence.
d'oi
lanff 3 = ^-^^^ i-tang/tangr "• cos(t — r) 1 -ftangitangr'
1— tangjS ,.^ _.
tangitangr = ^^-^^;;;;^=^tang(^jo«- /S)
tang^
et
tang r
tang(45"-/3) tang /
dette équation détermine l'angle r et par suite l'indice n sous des incidences variables.
M. Jamin a pris la moyenne des résultats.
Le tableau suivant contient les résultats obtenus par M. Jamin.
TOTAL
Amplitudes.
Intensités.
Amplitudes.
Intensités.
nTixvirn.
/lo-
oo-
Ces nombres prouvent que la précision des expériences n'est pas très-grande, car l'intensité de la lumière réfléchie, au lieu de croître ou de décroître régulièrement, présente de petites oscillations. Ainsi pour l'acier, la lumière étant polarisée dans le plan d'incidence, on a, pour l'intensité de la lumière réfléchie à 90 degrés, 0,608; à 3o degrés, 0,696; à &o degrés, 0,608. Cependant la marche générale des phénomènes est évidente. Le pouvoir réflecteur total décroît jusqu'à 5 0 ou 60 degrés, puis croit de nouveau jusqu'à l'incidence rasante : il passe donc par un minimum. Le rapport des intensités des composantes du rayon réfléchi polarisées parallèlement et p6^ pendiculairement au plan d'incidence décroît depuis l'incidence no^ maie et atteint son minimum lorsque l'incidence est d'environ 80 d^ grés, puis il croît jusqu'à l'incidence rasante.
379. BmpérleiieMi calorlmétriVMS de Fortbea et * Hnil. de 1» Proirostaje et P* DeMiIns* — Les observations calorimétriques sont susceptibles de plus de précision que les obse^ vations photométriques et ont confirmé les résultats généraux de ces dernières.
Forbes ^'^ a reconnu que le pouvoir réflecteur des métaux pour la chaleur décroît à partir de l'incidence normale et présente un certain minimum pour croître ensuite jusqu'à l'incidence rasante.
MM. de la Provostaye et P. Desains ^'^^ ont trouvé des nombres qui se rapprochent de ceux de M. Jamîn. Leurs expériences ne sont pas nombreuses, et voici leurs résultats pour l'acier. Ces résultats indiquent les intensités de la chaleur réfléchie.
CHALECR POLARISÉE POUVOIR
ANGLES d^inddenee.
réflecteur loUil.
30" 0,6/io 0,566 o,6o3
L'incidence de 76 degrés a été choisie parce qu'elle correspond au maximum de polarisation. La chaleur employée était la chaleur solaire.
M. Jamin avait trouvé, pour le pouvoir réflecteur de l'acier ;
Sous rincidence 3o" 0,600
Il y a donc une concordance assez satisfaisante. Les nombres qui dans le tableau représentent le pouvoir réflecteur total pour la chaleur ont été obtenus en prenant la demi-somme des intensités des composantes du rayon réfléchi polarisées parallèlement et perpendiculairement au plan d'incidence. En mesurant directement le pouvoir réflecteur total «le l'acier pour la chaleur sous l'incidence de 3o degrés, MM. de la Provostaye et P. Desains ont trouvé le nombre 0,690.
L'important dans ces expériences est d'opérer sur des faisceaux de même composition calorifique. Or, les rayons de chaleur peuvent se modifier diversement en traversant le Nicol; le baume de Canada surtout peut avoir de l'influence. Aussi, quand on veut se servir de
0) Edinb. TroM,, \[\l — Phii, Mag., (3), VIII, a/ifi.
W C. R.^ XXXI, 5i îî. — Aun. dp rhim. et île phyi.^ (3). XXX , 376.
chaleur polarisée, il faut prendre un prisme biréfringent assez épais pour séparer les deux faisceaux polarisés, et, quand on veut opérer avec la chaleur naturelle, il faut prendre un faisceau assez large pour qu'après avoii* (raversé le prisme les deux faisceaux se recouvrent en partie, et c'est alors la partie commune aux deux faisceaux qu'on emploie.
On pourrait aussi, pour recomposer de la chaleur naturelle, faire traverser aux rayons de chaleur naturelle un prisme de Nicol et une lame de spath d'un quart d'onde dont la section serait à 45 degrés de la section principale du \icol. Mais, pour qu'il y ait identité dans toutes les circonstances des phénomènes lorsqu'on opère soit avec la chaleur naturelle, soit avec la chaleur polarisée, il faudrait, dans les expériences sur la chaleur polarisée, laisser la lame de spath, mais en rendant sa section principale parallèle à celle du Nicol.
Pour le métal des miroirs, MM. de la Provostave et P. Desains ont trouvé les nombres suivants :
CHALEUR POLARISÉE POUVOIR
ANGLES _ — — ^«1»^ Il ^«!l«,"
«riocidence. dans le plan perpendiculaimoenl
d'incidenre. au plan d*inddenr«>. total.
73*80' 0,895 o,/ii5 0,655
80" 0,988 0,4 ûo 0,689
La loi de Polter est moins évidente ici; cependant on voit qu'à partir de l'incidence normale les variations du pouvoir réflecteur sont très-faibles jusqu'à une certaine valeur de l'incidence assez considérable. Le pouvoir réflecteur total du métal des miroirs, mesuré directement sous l'incidence de 3o degrés, s'est trouvé égal à o,656.
Quant au rapport des intensités des deux composantes, on tire des expériences de MM. de la Provostaye et P. Desains sur le métal des miroirs les résultats suivants :
Angles d'incidence 3o" 5o' 7a%5 80"
Rapport des intensités .. . 0,9121 0,78a o./i6& o,/i69
Ces nombres ne sont guère d'accord avec ceux de M. Jamin; mais
il n'y a pas lieu de s'en étonner, car les alliages employés dans les deux séries d'expériences pouvaient être de composition différente.
Les résultats obtenus par MM. de la Provostaye et P. Desains pour le platine et pour l'argent sont moins exacts. La lame de platine avait été mal polie, et les nombres trouvés pour ce métal ne méritent aucune confiance. Pour l'argent, les variations du pouvoir réflecteur total avec l'incidence sont très-faibles. Lorsque la chaleur incidente est polarisée dans le plan d'incidence , le pouvoir réflecteur total de l'argent est 0,8 sous une incidence de 3o degrés et 0,98 sous une incidence de 80 degrés. Si la lumière est polarisée perpendiculairement au pian d'incidence, les variations du pouvoir réflecteur sont à peine sensibles.
Un autre point mis en évidence par MM. de la Provostaye et Desains, c'est l'influence de la nature de la chaleur, c'est-à-dire de son indice de réfraction, sur les phénomènes. Ils ont trouvé que l'or, le cuivre ont des pouvoirs réflecteurs différents suivant la région du spectre à laquelle correspondent les rayons caloriflques. 11 en est de même pour l'argent, l'acier, le métal des miroirs, le platine et tous les métaux blancs; pour tous ces métaux la variation du pouvoir réflecteur avec l'indice de réfraction du rayon a lieu dans le même sens.
MM. de la Provostaye et Desains ont trouvé les nombres suivants pour l'incidence de 3 0 degrés :
POUVOIR RÉFLECTEUR TOTAL
I^moe Lampe
^^ (levanl laquell**
I »«.i.iu ^to^l un' l»oe de verre
de a"*" d e[MiMeur.
Métal des miroirs o,835 0,7^0
Argent 0.955 0,910
Platine 0790 o,655
En résumé, si la lumière incidente est naturelle, le pouvoir réflecteur des métaux décrott depuis l'incidence normale jusqu'à une incidence comprise entre 5o et 60 degrés, pour croître ensuite jusqu'à l'unité pour l'incidence rasante.
Si la lumière incidente est polarisée dans le plan d'incidence , le
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pouvoir réflecteur croît depuis Tincidence normale jusqu'à rincidence rasante.
Si la lumière incidente est polarisée perpendiculairement au pian d'incidence, le pouvoir réflecteur décroit depuis l'incidence normale jusqu'à une certaine incidence qui donne un minimum très-dtfl'érenl de zéro, pour crotlre ensuite jusqu'à l'incidence rasante.
C MrSURB des changements DR PHASE.
La mesure directe des changements de phase produits par la réflexion métallique sur chacune des composantes du rayon incident est très-difficile et n'a pas encore été réalisée.
380. Kxpériemces «le De SeMArat^iti. — Do Scnarmont^^^ a proposé ot essayé, pour mesurer les changements de phase, un procédé qui en réalité est inapplicable. Il se servait d'un double miroir composé de deux lames juxtaposées, l'une métallique et l'autre de verre noir, dont la ligne de jonction était horizontale. On place ce miroir à une certaine distance de l'appareil de Fresnel pour la production des franges d'interférence. Les deux faisceaux réfléchis par les miroirs de Fresnel tombent d'abord sur la lamo de verre, s'y réfléchissent et donnent des franges d'interférence ; on note la position de la frange centrale. Puis on fait arriver les faisceaux réfléchis par les miroirs de Fresnol à la fois sur la lame de métal et sur la lame de verre, en laissant l'angle d'incidence constant. Le miflal produit dans la réflexion des changements de phase sur les dem composantes du rayon réfléchi , et il en résulte un déplacement de la frange centrale. Le changement de phase que produit le verre esl connu et le déplacement de la frange» centrale fait connaître la variation que subit ce changement de phase par l'addition du métal, c'est-à-dire la différence entre le changement de phase produit par le verre et le changement de phase produit par le métal. On peut donc connaître l'effet dû au métal.
Ce procédé n'est que théorique; dans la réalité il est imprati* cable, car il suppose (|ue les deux lames sont rigoureusement dans le même plan. Or, supposons qu'cm ait réalisé cette condition : elle
t») C. W., X\IV, 3!»7. — Aun. //i» chim. H d^ phyn., (.1), X\, 897.
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cessera d'exisler dès (jiie les rayons viendront frapper le miroir. Il faudrait que la distance des plans des deux lames fât très-petite par
rapport à ~^ de millimètre, et on ne peut répondre d'inégalités
moindres que ~ de millimètre. Ce procédé ne peut donc servir qu'à constater le déplacement de la frange, mais non a mesurer le changement de phase.
De Senarmont a employé une autre méthode, qui n'a pas non plus donné des résultats très-précis. Il recevait sur un analyseur biréfringent la lumière polarisée elliptiquement par réflexion sur un miroir métallique, et faisait (ourner cet analyseur jusqu'à ce que les deux images fussent de même intensité. La section principale de l'analyseur se trouvait alors à 45 degrés des axes de l'ellipse. Le rapport des axes de l'ellipse se déterminait en faisant tomber la lumière polarisée elliptiquement sur une lame de mica d'un quart d'onde. Cette lumière sort de la lame polarisée rectilignement . et la tangente de Tangle que fait le plan de polarisation de la lumière transmise avec la section principale de la lame est égale au rapport des axes de l'ellipse de vibration. Connaissant la direction des axes de Tellipse et leur rapport, il en déduisait par le calcul la différence de phase, et le rapport des intensités des deux composantes du rayon réfléchi polarisées parallèlement et peqjendiculairement au plan d'incidence.
Ce procédé ne donna que des résultats peu précis, j>arce que la lame d'un quart d'onde agit d'une manière différente sur les rayons des différentes couleurs.
381. Jflétiiafie de lVeiiiii»nn« — Neumann a indiqué un procédé indépendant du rapport des intensités des deux comj)Osantes (lu rayon réfléchi. C'est un(* fonne nouvelle donnée aux expériences de Brewster sur le rétablissement de la polarisation rectiligne après un nombre m de réflexions dans le même plan et sous la même incidence. De là on peut déduire la différence de phase produite par une réflexion unique entre les deux composantes.
En effet, pour que, après m réflexions opérées sous la même incidence et dans le même plan, la polarisation rectiligne soit rétablie ,
il faut que cette différence de phase soit égaie à un nombre entier n de demi-longueurs d'ondulation, et, comme chaque réflexion produit le même changement de pliase, le changement de phase introduit par une réflexion unique sera égal à -- - •
Pour les corps transparents, la composante polarisée dans le plan d'incidence change de signe par la réflexion ; la composante polarisée perpendiculairement au plan d'incidence ne change pas de signe tant que l'angle d'incidence est inférieur à celui de la polarisation complète; mais si l'angle d'incidence est supérieur à cet angle de polarisation , elle change de signe. Lorsque l'incidence varie de zéro jusqu'à l'angle de polarisation complète, la différence de phase introduite par la réflexion entre les deux composantes est
donc -; lorsque l'incidence dépasse l'angle de polarisation complète,
cette différence change brusquement et devient égale à zéro ou à
a -1 valeur qu'elle conserve jusqu'à l'incidence de 90 degrés.
On sait que les métaux n'ont pas d'angle de polarisation complète, que la composante polarisée perpendiculairement au plan d'incidence est toujours en retard sur la composante polarisée dans ce pian; qu'enfin la différence de phase entre les deux composantes est égale
à - sous l'incidence normale et nulle sous l'incidence rasante. A ces a
deux limites la différence de phase est la même que pour les corps transparents; mais dans l'intervalle la variation de la différence de phase est continue pour les métaux, tandis qu'elle se fait brusquement pour les corps transparents.
Ceci posé, prenons une incidence qui rétablisse la polarisation rectiligne après m réflexions sous le même angle , et qui par suite
produise à chaque réflexion une différence de phase égale à --•
Cette incidence n'est pas la seule qui produise cet effet, car, puisque pour une réflexion la différence de phase varie, comme nous venons
de le voir, de - à zéro quand l'incidence varie de zéro à 90 d^prés,
ni-. 11 m— 1 X m— 2 X 2X1^
elle doit passer par les valeurs , , • . . , — 1 -■:
* ^ m2m2 mant'
en parlant de l'incidence normale, et alors les différences de phase
pour m réflexions deviennent (m~ i) -"> (m— a) -» * ' ' ' y ô'
Il y a donc, en laissant de côté l'incidence normale, m — i angles d'incidence pour lesquels la polarisation recliligne sera rétablie après m réflexions. Réciproquement , si Ton détermine à partir de la normale les m — 1 angles d'incidence pour lesquels la polarisation rec-
tiligne est rétablie, les difiérences de phase produites sous ces m— i
incidences seront respectivement
fil a m 3 ma
En choisissant convenablement m on aura donc l'angle d'incidence
qui donne une différence de phase égale à une fraction donnée de -- •
Si l'on veut, par exemple, avoir une différence de phase égale à
r de -» il faut faire réfléchir cinq fois le rayon et déterminer la
valeur du premier angle d'incidence à partir de l'incidence normale pour lequel la polarisation rectiligne se rétablit.
Pour m=3, c'est-à-dire s'il y a deux réflexions, il n'y a qu'une seule incidence qui rétablisse la polarisation rectiligne. Cette incidence correspond à une différence de phaMK égale à ^ â ^^ ^ Â *
L'expérience montre qu'elle est égale à l'angle de polarisation maximum, c'est-à-dire à l'incidence pour laquelle la composante du rayon réfléchi polarisée perpendiculairement au plan d'incidence a son intensité minimum.
On peut donc définir l'angle de polarisation maximum un angle tel , qu'il introduit entre les deux composantes du rayon réfléchi une différence de phase d'un quart de longueur d'ondulation.
382. Expérieiices de SI. ^muIii. — M. Jamin a fait des expériences sur la mesure des différences de phase introduites entre les deux composantes du rayon réfléchi par la réflexion métallique <^^
Au centre du cercle horizontal de l'appareil de M. Jamin (378) est un support pouvant tourner autour du centre dans le plan du cercle. Sur ce support deux lames du métal sur lequel on veut expérimenter sont placées vis-à-vis l'une de l'autre. Elles sont appliquées
**^ Ann, de chim. et dp phyn., (3), XIX , 5196.
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avec de la cin^ sur deux iaïues de laiton parallèles ni li\éi>s vertiraleiuenl sur le sup|iort.
L'une de ces lames de lailoii esl tixc, l'aulre est mise on iiiouvcment par une vis mirrométrique qui la déplace parallèlement a elle-même, de iai;on que la dislance des deux lames puisse varier à volonté. On s'assure d'abord du parallélisme des deux lames réfli-chissantes en amenant ces lames au contact par le mouvement de la vis et en constatant <|u' elles se touchent sur toute leur étendue. Pour mesurer les incidences correspondant à des valeurs données de la différence de phase , on opère de In manière suivante : on place un polariseur sur le trajet du raton incident et un analyseur »ur h trajel du raum réfléchi. On met d'abord les deux lames à une distance assez grande pour que le rayon incident ne se réfléchisse que deux fois sur ces lames (lif>. 73), et on fait tourner le sup|>ort sur lequel sont fixées les lames jusqu'à ce qu'on trouve un angle d'incidence pour lequel la polarisation rcctiligne est rétablie ; cet angle
eorrespund, comme nous l'avons \ii. à une différence de phase égale à - entre les deux composantes dn rajon réfléchi.
Pour avoir quatre réflexions (li|;. 7^) il fnul. fi l'aide de la vis, rapprocher les deux lames jusqu'à ce que le rayon réfléchi, ayant disparu, reparaisse de nouveau. On détermine alors,, en faisant tourner graduellement le support des deux lames et en parlant df l'incidence normale, les trois angles pour lesquels la polansalion rcctiligne est rétablie. On a ainsi les Incidences correspondant à 6es
%-n-i I I •■ ,3X3A,lA .^AXa
différences de phase égales « 7 -• . et - -. ou a y /' û"
Ku faisant encore a\ancer lu larne mobile on pourra obtenir sji réflexions et déterminer les cini| angles d'incidence qui rétablIsscJil la polarisation rcctiligne. (a's rlnri angles, à partir de l'inciHcnrt
normale , correspondent à des différences de phase égales à g - ^ ^ - ^ 3XaXiX 5XXXXX
Toutes les fois que le nombre des réflexions <»st pair, le rayon réfléchi est parallèle au rayon incident sous toutes les incidences, et par conséquent on n'a pas à déplacer l'amilyseur. Il n'en est plus tie même lorsque le nombre des réflexions est impair : dans ce cas.k direction du rayon réfléchi varie avec l'incidence, et il faut déplacer l'analyseur en même temps que l'on fait tourner le support des deux lames. Remarquons d'ailleurs que la direction du rayon réfléchi varie d'un angle double de la variation de l'angle d'incidence; il suflBra donc, pour maintenir l'analyseur sur le trajet du rayon réfléchi» de lier le mouvement de cet analyseurs celui du support des deux lames, de façon qu'il tolirne d'un angle double de celui dont tourne le support.
Voici quelques-uns des résultats obtenus par M. Janiin :
DIFFéRENCES
ea fradioni de - . , . » . . » ■»•
.} Acier. Argent pwqun. Zioc.
0,9 ho'^i 37S0' 43'à7'
0,8 o8»37' 5o«37' Go'ig'
0,7 ♦ Go* 10' ^9*5'
0,6 79' 7GvVj' Ba'-io'
0,3 // 80' ao' V
o,a 8/r 8o"*oo' 86" '40'
Pour les différences de phase 0,9, 0.7, o,3, on n'a fait qu'une détermination; pour les différences de phase 0,8, 0,6, o,&, on a pris la moyenne de deux déterminations, et pour la différence de phase 0,5 on a fait cinq séries d'expériencrs avec îî, ^1, 8 et to réflexions.
Ces résultats montrent que la différence de phase introduite entre les deux composantes du rayon réfléchi par la réflexion métallique
est sensiblement constante et diffère peu de - jusqu'à une assez
grande distance de l'incidence normale. Au voisinage de l'angle de
polarisation maximum, les variations deviennent plus rapides, et à mesure qu'on se rapproche de l'incidence rasante la différence de phase tend vers zéro.
383. Inlhieiice de 1» eouleur de 1» lumière mup les différeneee de pliaiie des eemp^Miiitee du rajou wéÊÊMÊià par les métaux. — L'influence de la couleur sur la différence de phase introduite par la réflexion métallique entre les deux composantes du rayon réfléchi est beaucoup plus sensible que l'influence qu'elle exerce sur les changements d'intensité de ces deux compo* santés.
M. Jamin a déterminé, pour un assez grand nombre de métaui, les angles de polarisation maximum des différents rayons du spectre en cherchant l'incidence sous laquelle deux réflexions rétablissent la polarisation rectiligne^^^ Il est arrivé à ce résultat que les angles de polarisation maximum, comptés à partir de la normale, vont en décroissant du rouge au violet. La relation tang i=n montre que c'est précisément l'inverse pour les milieux transparents. La loi de Brewster ( 327) ne peut donc servir à mesurer l'angle de polarisation maximum à la surface des métaux.
Les variations trouvées par M. Jamin sont assez considérable». Pour les raies B et H du spectre, l'eau et le sulfure de carbone donnent les angles de polarisation maximum suivants :
EAU. SULFURB DB CABBONE.
Raie B 53*5' ôS'iy'
Raie H 53'ai' 59'34'
Pour les métaux les différences sont beaucoup plus grandes, comme le montre le tableau suivant, qui donne les angles de polarisation maximum pour les différentes couleurs :
lliTAL WttkL
coDLiuns. AkciNT. des «ciir. imc. àm conu. URW
«loch«R. miroirs.
Rouge exirêmc -jb'kb' 7r)''i6' 77*5a' 75'/i5' 76'65' # '
Rouge 75* 7/j*i5' 'jfW 76' 'j6''th' 7i'bi' 7i'3'
Jaune 7q«i5' 73"2a' 76''36' 73Vj3' 73*36' 69*3' 69*38
Bleu 68»! 1' 7o'/i7' 75'a3' 7t*/i5' 7»' efUk' 66*ii
Violet // 7o''ir 76*3' 7o'à9' 7i*a«' 66*56' 64'i6
Violet exlrémo 6.V rtp'Si' 73''i9' -jo^W 7o*4a' # '
^'^ Ann. dprhm. pt dfphyn., (3), XXII, 3i i.
38&. Emplicatl^ii de divenmi expteleiiees de Brewstero
— On peut, en partant de ce que nous venons de voir, donner l'expiication de plusieurs phénomènes se rapportant à la réflexion métallique et découverts par Brewster, qui n'était guidé par aucune théorie.
Soit a Tangle du plan de polarisation du rayon incident avec le plan d'incidence ; les amplitudes des composantes du rayon incident polarisées parallèlement et perpendiculairement au plan d'incidence seront cosa et sina, et les amplitudes des composantes du rayon réfléchi m cos a et n sin a. D'autre part, la différence de phase introduite entre les deux composantes par la réflexion métallique varie
de - à zéro depuis l'incidence normale jusqu'à l'incidence rasante,
et l'incidence qui est égale à l'angle de polarisation maximum donne
une différence de phase égale à -î il est donc toujours possible de
trouver deux incidences, l'une plus grande, l'autre plus petite que Tangle de polarisation maximum, qui produisent des différences de
phase dont la somme est égale à -> c'est-à-dire des différences de
phase égales à/ - et à m — /-) » /étant plus petit que l'unité.
Si l'on fait réfléchir le rayon polarisé dans l'azimut a une première fois sous l'incidence qui donne la différence de phase/ -i et une seconde fois dans le même plan sous l'incidence qui donne la différence de phase i —f-, la différence totale de phase sera - et
le rayon réfléchi sera polarisé rectilignement. Si l'on appelle /3 l'angle du plan de polarisation du rayon réfléchi deux fois avec le plan d'incidence, on a
m' et n' se rapportant à la seconde réflexion. Si l'on a
il viendra
(i) tang/3 = -(JJ tanga.
Cette dernière relation a été vérifiée par l'expérience, d'où Ton peut conclure que, sous les deux incidences telles quen se réfléchissant successivement sous Tune et sous Tautre le rayon réfléchi reprenne la polarisation rectiligne, le rapport des intensités des deux composantes du rayon réfléchi est le même.
M. Jamin a vérifié par l'expérience que les deux incidences qui donnent la polarisation rectiligne correspondent à des différences
de phase dont la somme est --•
Brewster a cherché une relation empirique entre la différence de phase et l'angle d'incidence; dans cette relation il a été conduit h introduire le rayon vecteur d'une ellipse, et ce qui est assez singulier, c'est que de là est venue Texpression de polarisation elliptique appliquée à la polarisation produite par la réflexion métallique, expression vérifiée plus tard sous l'influence d'idées plus exactes.
Une vérification assez ingénieuse est due à M. Jamin : il a cherché
quelle position du plan de polarisation du rayon incident donne
pour les vibrations du rayon réfléchi une ellipse ayant se^ axes i
&5 degrés du plan d'incidence. Â cet effet le rayon réfléchi est reju
sur un prisme biréfringent et on fait varier l'azimut dn plan de
polarisation du rayon incident jusqu'à ce que les deux images soient
égales; on u alors
m cos a ---- H siii a
„ " tang a.
C'est le moyen le plus précis de déterminer le rapport des intensités des deux composantes du rayon réfléchi sous une incidence donnée et de vérifier la relation (i) trouvée par Brewster.
11 est encore facile d'expliquer ce fait observé par Brewster, que si p réflexions rétablissent la polarisation rectiligne et si l'on fait réfléchir la lumière un nombre de fois égal à un multiple entier de />. le rayon réfléchi sera polarisé dans un plan qui se rapprochera de plus en plus du plan d'incidence à mesure que ce multiple augmentera. En effet, après/? réflexions on aura, pour l'angle du plan de
polarisation du rayon réfléchi avec le plan d'incidence ,
tang^^^±(^)'tan{îa;
après !ij? reflexions cet angle devient jS' et Ton n
tanf{/S'^±(£)"'taiig«,
et ainsi de suite. On voit que , — étairt fi^ petit qw Tuttîtë, |ie pkn
de polarisation se rapproche du plaii4*îi$<^<leiioe. Ce m^y|Mrocll0iMnt
est d'autant plus sensible que le mj^pert - est plus pitit^^'eit^À-
dire que l'angle d'incidence est |)li|« yomn de Taûgle de b polarisation maximum.
D. — Théorie ok la hbklb\io\ MKTALueiUK.
Nous allons maintenant faire connattre les tentatives faites en vue d'établir la théorie mathématique de la réflexion métallique. Ces tentatives sont dues surtout è Mac Cullagh et à Cauchy, qui n'ont ni l'un ni l'autre fait connaître leurs méthodes dans tous leurs détails. Mac Cullagh a donné les résultats qu'il a obtenus comme fournis par l'induction et par l'analogie ; il a établi deux groupes de formules, réductibles l'un à l'autre, en se fondant principalement sur l'analogie de la réflexion à la surface des métaux avec la réflexion totale.
385. Aii»l«9le de 1» réflexloii niétollique et de 1» réflexien totale» — Dans la réflexion métallique comme dans la réflexion totale, il n'y a pas de rayon réfracté, ou plutôt les rayons réfractés, quoique existant dans le second milieu, se détruisent à partir d'une distance si petite de la surface de séparation qu'ils restent inappréciables pour nos yeux.
Fresnel a prouvé expérimentalement que, pour les corps transparents, lorsqu'il y a réflexion totale, le mouvement vibratoire existe dans le second milieu jusqu'à une très-petite distance de la surface de séparation ^^). Il fait réfléchir totalement la lumière sur
^'' OEuvrei complétée ^ 1, V17, 707. — l/i/i. ilr vhim. el fie //%#., (a), XLVÏ, aa5.
D6â BÉFLEXION ET RÉFHACTlOiN DE LA LDMIÈBE POLARISÉE, la face AB d'un prisme (fig. 76) et approche peu à peu de cette Face, à l'aide d'une vis , une lame de verre CD parallèle à AB. Il voit alors la surface AB, qui en l'absence de la lame CD étail brillaote, se parsemer de taches obscures. On peut croire que ces taches sont ducs au contact des deui surfaces AB et CD qui ne seraient pas bien planes; mais il n'en est rien, car.
si on incline moins le rayon incident, on voit bientôt, à la place de ces taches obscures, apparattre des lâches colorées qui permettent de calculer l'épaisseur de la lame d'air interposée entre les Fig. 75. deux lames en ces points. Il fanl
donc qu'il y ait un mouvement vibratoire entre les deux lames aui points où l'on voit les taches colorées; il y a en ces points un rayon réfracté, du moins jusqu'à une très-petite distance de la surface, et par suite l'intensité du rayon réfléchi se trouve diminuée, ce qui explique pourquoi la surface AB paraît moins brillante en ces points.
La même chose a lieu pour les métaux, car sous de très^etites épaisseurs ils laissent passer sensiblement la lumière , et l'on est autorisé à assimiler la réflexion métallique à la réflexion totale sur les corps transjiarents.
386. Pr«Milér«a faraMUles de RIhc CuUach. — Fresnel t déduit le cas de la réflexion totale à la .surface des corps transparents du cas où le rayon réfracté existe , en interprétant la forme ioHginaire que prend alors l'amplitude du rayon réfléchi.
Si celte forme est n + è \/~ ' ' Fresnel admet que l'amphtude Jd rayon réfléchi est \/a^+b'' et que , si on désigne par air ? la différence de phase entre le rayon réfléchi et le rayon incident au poiol d'incidence , cette différence est donnée par la relation
tang97.^ = --
De là Mac Cullagh^'^ conclut que si, dans les formules de Fresnel sur la réfraction de la lumière, on met l'expression de Tamplilude du rayon réfracté sous une forme imaginaire semblable, dans laquelle entreront certaines quantités indéterminées, et si on peut ensuite fixer la valeur de ces quantités par une interprétation analogue à celle dont Fresnel s'est servi pour la réflexion totale, on trouvera probablement des résultats concordant avec l'expérience.
Il prit, pour représenter le sinus de l'angle de réfraction dans le cas de la réflexion métallique, une expression imaginaire de la forme
i) smr==-^(cosj^+V-i sï^X)»
en n'attribuant aucun sens aux quantités m et.;^, qui sont alors des indéterminées. 11 choisit cette forme de préférence à toute autre pour avoir une forme analogue à celle de la fonction qui représente Tangle de réfraction dans les milieux transparents, fonction qui est
sini
smr =
et qui peut s'écrire
sin V = ^^^^ (cos^x + s'"^ x)'
sin i
Gomme on a toujours, même lorsque l'angle r est imaginaire, cos^r+sin^r= i, on en conclut que, dans la réflexion métallique, cosr est aussi imaginaire, et Ton pose
a) cosr = -^(cosx 4-\/- i smx).
Dans le cas oii la lumière incidente est polarisée dans le plan d'incidence, la théorie de Fresnel donne, pour l'amplitude v du rayon
réfléchi, l'expression
sin (i—r)
8ni(t-4-r)
qu'on peut écrire
sin I cos r — sin r cos i
suH cos r -4- sm r cos i
(») Proeeed. o/ïr. Acari, I, ù, top; II, 875. — Ir. Trant.y XXVIII, pari. 1.
7)66 RKFLFAION ET llÉFRACTION I)K lA r.lIMIÈRK POLARISKK. ou bien
cos/* sinr
cos I sin f
cos /• sin /•
ros / sin /
sin /' cos / En remplaçant, dans le cas de la réflexion métallique,-:— et ^^.
par leurs valeurs imaginaires (i) et (9), il vient
-*^, (casx'4-V- » sinx) - -]^ (rosx-^v " » si»ix)
d'oij
(m'cosx— 'wcosx')-+-V— * (m sinx— y^>^inx') (m'cosx^-'"cosx')-+-V— * (^w sinx-^wisinx')
En multipliant les deux termes de la fraction qui forme le second membre par la différence des termes du dénominateur, on a
m'— «r H- 2 mm 8m(X"X)V~ *
ni'-i-m'*-i-!iw/m'cos(x X^
Cette expression est de la forme a + b\—-i. En Tinterprélanl
comme dans le cas de la réflexion totale et en désignant par R Tin-
S tensité du rayon réfléchi, par 27rr la différence de phase du rayon
réfléchi avec le rayon incident , on a
., ('" *~ m*)*-4-/im*m ^sin*(x— X. ^
\ni*-h m'*^- imm' cosIy — y' )1*
[m* -h m'*^- imm' n)s(x— X ^]'
et
S 'xmni'^ni y- Y ) tanfî aTT ^ = ,. ^. ^ •
o A ni-- m-
En simplifiant l'expression de R, on trouve
^ m^4-m^H-'im*m ^-- 'im*'H'^cos*(x— X^
[»<'^- n/'-f- 2 mm cos (x-X^l*
(m^-f-m'')^— /im'm'*cos*(x— X )
[m*-4-/ï*'*H-2mm'cos(x— X )]* |m'*-hm'^-+-'imm'cos(x— X )] [wi*H-m'*— amm'cosix- x ■
[m*-^m'*-H2mm'cos(x— X )]*
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et enfin
m*-i- m ' -h n mm' cos(;^—;t')
Il reste à déterminer les valeurs des quantités m, m. X' X • l^'î^près la relation
sin^ r + cos- r =^ i ,
m! et X sont des fonctions de m et de x\ cherchons d'abord quelles sont ces fonctions. En élevant au carré les valeurs de sin r et de cosr et en les ajoutant, on obtient l'équation
sin*i cos* I , /sin*i . cos* i .
d'où l'on tire les deux équations
sin* I , cos* / ;
— r cos 9 Y H 7T- cos 9 y ~ t •
cinz I cos /
r ^î"**X + ^n^ sin^x'^o,
OU
m'*^ sin^ î cos ^X'^ ^^^ ^^"^ * ^^^ ^X "^ '"^ '"^' m'^ sin^ I* sin 9^ + m^ cos^ / sin ^x -^ o .
On déduit de là
sin ^x ^= - -^ tang*^ i sin -j^
et
m'*(m*- sin* t cos 1 y)
cos 2 Y =^ ; — r
'^ m*cos*i
et par suite
sin*/8inax
o X m- — sin* /cos ax
On a également y en remarquant que
sin^ 'XX + ^^^ ^X ^^ * •
III k
1 »= — j — :-. (m^ + sin* t — îim^ sin^ t cos a y) /w* cos* / V ' ^^
et
,a nr cos^ I
\ //< * -h si n * / ~ a m* si n* / cos a ^
En posant
D* = m* + sin* I — am^ sin^ t cos a;^,
il vient
/n /?i* cos* i
S d'autre part, l'expression de tang qttt contient le facteur sin(x— xOî
il faut donc calculer sin(x— x) ®^ fonction de x« On a
sin'isinax
, f. iaLUg^x—iàtig^x' *D X m*— sin*ico8ax
6 \X~"X; ~" i-j_taneaYtaneaY' , sin*isinay
d'où
I ,x siii 2;(,(m*— sin* /cos ax) -^sin'i'sin ax^os ay
S vX~'Xj cosaxC'n'— sin^icosax)— sin*isin*ax
/ ,v m'sinax
o^\^"X) m^cosax— sin'i
et
/ ,. m'sinav m*sinax
sm 9 (x — X ) = "^ — rS"^'
^ ' wni*-i-sin*i — am*sin*ico8aY ^
En remplaçant, dans l'expression de l'intensité R, m' par sa valeur,
on a
, ,cos*i , cosicos(x— x)
ou enfin
et
, ,co8>i , ,cosicos(x— xV
P [yH-cos*!— aDcosicos(x—X) lV-4-cos*i-haDcosicos(x-x')
S aDcosisin(Y—x')
D et X— X ^^^^^^ ^^s fonctions connues de m et de x-
Pour le cas où la lumière incidente est polarisée perpendiculairement au plan d'incidence, les calculs se font comme dans le cas précédent. En désignant par v' l'amplitude du rayon réfléchi, la théorie de Fresnel donne
, tang(t-r) tang(i-hr)
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foîi l'on .déduit
siiiîi/-
sinrcosr
sinai-
si 11 icosi
sina/-+
-sîniir
sinrcosr
sni 1 ros i
s!, en reniplaçtint sinr ni ces r par Inurs valeurs Imaginaires,
* - ::^' [cos(x-4-x)^-\^^sin ix-^x')]
mm
* ~^ .tt:? [cos(x-^x')-^v'"- * ^»" (x^-x'il
mm
ou
, _ mm'-cos(x-4-x')-\/- i sin(x-hx')
mm'-i-cos(x-HxVv^- > ^'"^X-+-X) En multipliant les deux termes du second membre par
mm' + ces (x - x ) — V'^ sin (x + X ) ♦ il vient
, m* m'*— 1 — 3mm' sin (x-^-X)V~ *
m*m'*-h 1 -h 3mm'ros(x-i-X )
On déduit de là, en désignant par R' l'intensité du rayon réfléchi,
j,, (m^m*— i)*-4-4m*m'*siu*(x^-X )
[m'' m* -h ï -h a mm' ros (x^-x)l'
m^m'*-^ 1 - 2 mm' cos(x-+-X)
m^m'*-h 1 -+-2mm'cos(x-»-xV
et pour la différence de phase,
S' îimm'sin(Y4-y')
En remplaçant m' par sa valeur et en donnant h D la même signiication que dans le cas précédent, on a
m*cos*i a m* 005 « ,
ly + » + — fr *^*(x+x ) d'où
p, m*cos*f -^-ly— aPm'cosi cos (X-^X )
m* cos* / -h D* 4- 2 Dm* cos i cos (X"»" x') * Ybedit, VI. — Optique, U. 37
570 RKFLKXION CT RKFKACTION 1)K LA LUMIÈRK POLARISÉE. Quant il la difforenco de phase, elle esl donnée par la relation
S' !il)m*(*os/sin(;^-+-Y')
En résumé on a, pour le cas de la lumière polarisée parallèlement au plan d'incidence.
.. I y -KM »s* / — 2 1 ) cos i ros (x ~ X^
I V -+- cos' i-h ;! t ) cos K*os (x — x' > '
S 2l)cos/sin(Y — y ) lane -itt r , ^t ^
et pour le cas où la lumière esl polarisée peii)endiculairenient au plan d'incidence.'
1^, m'cos*f-hiy- •iDm*rosicos(XH-x ^
/;* ^ cos* / -H t )* -h a Dm* cos I cos (x H- X • '
S' ul)m*cosisiu(Y-+-Y')
" A m^cos*! \y
Dans ces expressions. I) et x' sont donnés en fonction de m et d«>x par les relations
I) * — m' -f- sin* / !«m*^ sin*- i cos «jx ^
m* sin nx
smoix Xj
Telles sont les premières formules de Mac (iullaf][li. Celles qui donnent les intensités des rayons réfléchis coïncident avec les fo^ mules de Cauchv : mais il n'en est pas de même des formules relatives aux différences de phase.
387. Slmpllflcatl^ii dM ffpraiulM précédentM pMr l« emm de te rélle&l^ii métolllque. — Les formules trouvées psf Mac Gullagh peuvent se simplifier notablement dans le cas où h réflexion a lieu sur une surface métallique. 11 est facile de prouver que pour les métaux la quantité m doit avoir une valeur tthgrande. En effet, sous l'incidence normale on a i «= o, et par suite
1)2 = in^
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If ^ OU
En portant ces valeurs dans l\ oX R'. on voit que ces deux intensités ont une valeur commune, qui est
m* H- 1 - amcosx m*-hn-amcosx
D'ailleurs, Texpérience montre que sous Tincidence normale le pouvoir réflecteur des métaux est très-voisin de l'unité ; le terme amcosx doit donc ôtre petit par rapport à im^+ i, ou iw petit par rapport à m^, c'est-à-dire que m doit être grand en valeur absolue.
De là résulte que x' doit être très-petit, car, en remplaçant sinV et cos^r par leurs valeurs dans l'équation
sin^ r + cos^ r = i .
nous avons trouvé (386) les deux équations
sin*/ , cos*i ,
rsm ÏÎX + — TTsmax — o.
Les deux premiers termes de ces deux équations sont très-petits
COS I
de l'unité et -jj^r sin ax' doit être très-petit. La deuxième condition
exige que m'^ soit très-grand ou sin qx' très-petit, mais la première n*est pas satisfaite si m'' est grand; donc sin ax' ^^t très-petit, et il en est de même de x'* Si l'on néglige x', on a
cos I
cosr = — r-' m
572 RÉFLEXION ET RÉFRACTION DE LA LUMIÈRE POURISÉE. (1*011 l'on tire
, cos l
cos /'
En remplaçant m par cette valeur dans les expressions des intensités et des changements de phase on a, pour le cas où la lumière est polarisée dans le plan d'incidence,
, , cos* i cos i
m* H ; am cos y
P cos*r cosr ^
. . cos* I , cos I
/)»• H + 2/n cos Y
cos*r cosr ^
cos i .
c» 2 m sm Y
— in
cos*r
et, pour le ras où la lumière est polarisée perpendiculairement à ce plan,
. cos* i , cos i
m* — r— + 1 — 2wi cos Y
n, cos*r cosr ^
. cos* I , cos I
m* — r-4- i-+-2m cos Y
cos r cosr ^
cos i .
^, am sm Y
d cosr '^
tane 97r t-= r-r
" A . cos* I
cos* r
Ces dernières formules ont été données en second lieu par Mac dullagh» et ce sont celles qui lui parurent les plus probables.
On peut du reste retrouver ces formules par un autre genre d'induction , moins mathématique , mais de même valeur que le précédent, et qui est dû également à Mac GuUagh. Cette induction consiste à chercher comment il serait le plus simple de modifier les formules relatives aux corps transparents , de manière à donner une signification plus étendue aux coefficients qui y entrent et à les rendre propres à expliquer les phénomènes de la réflexion métallique.
Dans le cas des corps transparents, si la lumière est polarisée
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dans le plan d*incidence. on a pour l'intensité R du rayon réfléchi
o (sirij cos r — cos i si n ry
(sin i cos TH- cos i sin r)» '
d*où, en développant et en divisant par sin^ rco»*^ r,
siiijj cos* I siii / cos I \*r cos'
snvr cos'r snircosr
Sin* / . cos* £
— - - , - sni i cos /
— -4- -^ ji .^__
siii*r cos*/- sin r cos r
On a
el en [>osant
il vient
sni (
sni r '
cos ( ^
cos /' ^
On trouve de même, pour le cas où la lumière est polarisée perpendiculairement au plan d'incidence,
~~n*^*-hH-2w^*
L'induction de Mac (iuUagh consiste à supposer que pour les métaux les coefficients de ^ et de <p ont des valeurs différentes de n^ et de n. Soient M'^ et N ces coefficients ; Mac (Jullagh sup|)ose que leur rapport est encore égal à n, c'est-à-dire que l'on a
Le cas des corps transparents ne ser»plus alors qu'un cas particulier, celui où M = N. Les intensités R el R' prennent la forme
^, M'g'-n-aN(g ^ M*^-f- 1 -h aN^ '
574 RÉl'LEMO.N KT UKKKACTIOiN DE LA LUMIÈRE POLAIUSÉE. L'expression de R peut se mettre sous la forme
cil multipliant les deux termes de la fraction par le dénominateur. En ajoutant et retranchant au numérateur le terme &M'^*^. on arrive à l'expression
Si l'on suppose M-^N*-^, R est la somme de deux carrés, et par suite peut être considéré comme provenant d'une expression de la
forme a + b\/—i interj>rétée h la manière de Fresnel, c'est-à-dire (|ue R serait égal ê'i a' + b- et que la différence de phase serait donnée par la relation
S h tangriTTj^^^^.
D'ailleurs, puisque M- est plus grand que N^ on peut écrire
[\ =-M cosx*
el 1\ devient alors
Pour la ditlerence de phase on a
S uMCsinv
On trouve de même, pour le cas oii la lumière est polarisée perpendiculairement au plan d'incidence,
y.f ^ M'^--h i - QiM^cosx ^^ W^+ 1 -f- aM(p cosx'
S' sM^siiiy
(les formules sont tout à fait identiques à celles (|ui ont été trouvées plus haut.
On peut en déduire facilement l'expression de la différence do
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)hase des deux composantes du rayon réfléchi polarisées paraiièenient vi perpendiculairement au plan d'incidence. Ou a en eftet
'i\l^sin;^ 'i.\l(^sin;^
ou
, S^l aM^sinx(M'+i)((p'-i) .;
Ces formules avaient d'abord été déduites ^mp ||f|p (iu%fril^ié^/ béorie qu'il n'a pas fait connaître. On peut Qfypftl^bUlt W^WltWttfe ;e travail d'après quelques indications que ^yt|li|P | QMMMnRÉlé' Mac Cullagh admettait qu'à la surface des iq^tUK t| iHDllàfi ffraclée est absorbée à une très-petite profond||||(| fi| qqi^ WHfimi* ;e fait mathématiquement il donnait pour expfmjjgg §|| 9}Q|1¥9SI)I^
vibratoire du rayon réfracté le produit de sin '4f(Bl|ij|f Dj^ft MM9SR~
ielle à exposant négatif très-grand, proportiorlMwà 4«i^tiinee-à-fa. iurface. Il admettait aussi le principe des forces vives; quant au principe de la continuité, il le restreignait, sans expliquer pourquoi, )ux composantes du mouvement vibratoire parallèles à la surface de >é{)aralion , ce qui était contraire à sa théorie des corps transparents. Mais ce qui l'a surtout empêché de publier sa théorie de la réflexion nétallique, ce sont les diiTicultés qu'il a rencontrées pour expliquer es propriétés du diamant; il aurait fallu lui attribuer un pouvoir ibsorbaht considérable pour rendre compte de l'analogie qu'il prélente avec les métaux.
388. Théerle de Cauchy* — E&tensioii du principe de MMtiiiuité. — Gauchy-*^ a, de son côté, donné des formules lui pour la plupart s'accordent avec celles de Mac Cullagh. Il n'a pas publié sa théorie, mais il en a fait connaître les principes, et cela mffit pour retrouver ses résultats dans tous les ras où ces principes s'appliquent directement.
0) C. /?., I!,à97; ¥111,553,658; IX, 727; \\VI, 86. — Jom»-,i. r/r /./o«r///e, VII. 538. — /««r, VII, 1^5, 162, jar).
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Le princi|ie sur lequel repose la théorie de Gauchy est celui de la continuité du mouvement, auquel il a donné plus d'evtensioo que Presnel. Fresnel et Mac Cullagh définissaient la continuité en admettant que deux molécules placées de |)art et d'autre de la surface de séparation à une distance infiniment petite ont des vitesses de vibration qui ne diffèrent que de quantités infiniment petites. Caurhy a développé ce principe de la manière suivante : considérons, tout '" e normale à la surface de séparation SS'(fig. 76), et ù un instant donné, les molécules les plus voisines de cette normale, et menons des ordonnées perpendiculaires à cette normale et proportionnelles aux composantes d«s vitesses suivant la normale; la courbe ainsi déterminée sera une courbe sinusoïde. Deui molécules qui sont à une distaoee infiniment petite l'une de l'autre ne peuvent avoir des vitesses dont les composantes parallèles à la normale diffèrent de quantités de mén» ordre que ces vitesses, car il en résultprail des forces infinies par rapport à celles qui font mouvoir tes molécul«, et ces forces détruiraient cet excès de vitesse ; mais ces vitesses composantes ne peuvent pas non plus être rigoureusement égales, m alors le mouvement vibratoire ne pourrait plus se propager. Les composantes des vitesses de deux molécules infiniment voisines diffèrent donc, mais de quantités infiniment petites par rapport k ces vitesses. Il doit en être de même pour deux molécules m et m' infiniment voisines .situées de part et d'autre de la surface de séparation dans les deux milieux , c'est-à-dire que la courbe ne doit présenter aucune discontinuité au point oi^ elle traverse la surface.
Cauchy va plus loin : pour lui il y a différence infiniment petite non -seulement entre les composantes des vitesses Je deux molécules infiniment voisines, mais encore entre les dérivées de ces compo* santés, ou, ce qui revient au m'orne, entre les composantes des forces paraHèles à une direction donnée. Car, s'il en était autrementces forces varieraient de quantités Unies en passant d'une molécule î'i une autre molécule infiniment voisine, ce qui est impossible.
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On a donc deu\ «•([uations pour exprimer la continuité du mouvement vibratuire suivant la normale, et, pour exprimer que le principe est complètement vrai. Il faudra encore poser des l'quationï scmblables pour deux autres aves perpendiculaires au premier, c'est-à-dire parallèles A la surface de séparalîon et perpendiculaires entre eux.
Ap»lle»tl«ii de 1« «hé«rlc «e CMiehj «m emwfm
- Nous allons d'abord a|)pliquer le principe de Caucby aux corps transparents. Nous étudierons en premier lieu le cas oïl la lumière incidente est polarisée dans le plan d'incidence. Comme nous supposons les vibrations peqjendiculalres au rayon et au plan de polarisation, il n'y aura à considérer qu'un seul système d'équations se rapportant à l'axe mené ^'^- '•'•■ dans le plan de la surface de séparation
perpendiculaireiuenl au ptnn de polarisation, c'est-à-dire au plan d'incidence.
Considérons (iig. ^y) deux points m' et m', situés sur une même normale et à une m^me distance : de la surface. Supposons (ju'au temps ( la vitesse de vibration de la molécule qui se trouve au point I, où la normale rencontre la surface de séparation, vitesse due au mouvement du rayon incident, ait pour expression sin 3ir.T. ■ La vitesse de vibration de la molécule qui se trouve en tn, due au mouvement incident, sera la même que celle du point p obtenu en abaissant du point m une |>erj)endiculaire sur le rayon incident qui passe par le point 1. Or, on a
donc la vitesse de vibration du |>oint M au temps 1 dans le mouvement incident sera
La vitesse de vibration du [loint m dans ie mouvement réfleclH aura, à la même époque ^ pour expression
V smaîT
' / z ces /' \
Quant à la vitesse de vibration du point m\ elle est égaie à celle du point p' situé sur le rayon réfracté passant par le point I et pied de la perpendiculaire abaissée du point m' sur ce rayon. On a
1^'=^ - : cos r\
par conséquent, la vitesse du ])oint m duDUt ^^ luilivew^t f^iPWl*^* est égale, à l'époque /, à
/< :cos4î\
Si z tend vers zéro, la somme des deux pfPlgitpw ¥iMl6i mpitfh^^ de plus en plus d'être égale à la troisièiff YllUil, ^ 4 li WHite* c'est-à-dire pour -:= o, il y a égalité, ce qui donne Téqûation
C'est celle que Fresnel déduit du principe de contiimité.
Pour avoir la seconde équation, il faut écrire que la somme des dérivées par rapport à z des deux premières vitesses est égale à la dérivée de la vitesse du rayon réfracté (|uand <:= o, ce qui donne
27rCOS/ t 27rC()bl / IITTCOS/* t
d'où
cos 97r ^ — «^ j^ cos UTT rp = « y COS ÙTT q,^
COS I / \ tt COS /*
-ri'- n-
et, en remplaçant y par
smr ( 1 — v) sin r cos i = u sin i cos r.
C'est l'équation que, dans la théorie de Fresnel, on déduit du principe des forces vives.
Ces formules ont reçu la sanction de l'expérience et confirment les
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idées théoriques de Cauchy sur la continuité du mouvement vibratoire. D'ailleurs, cette théorie est empreinte d'une rigueur à laquelle, on ne peut guère échapper, et, comme les formules auxquelles elle conduit supposent les vibrations perpendiculaires au plan de polarisation, on a ainsi une nouvelle preuve en faveur de cette hypothèse, (j'est là un point sur lequel Cauchy a beaucoup insisté.
Le deuxième cas, celui où la lumière est polarisée perpendiculairement au plan d'incidence, présente de grandes difficultés, dont on a bien indiqué la solution, mais d'une manière peu rigoureuse. Il faut dans ce cas décomposer les vibrations suivant deux axes, ce qui donne quatre équations incompatibles. Si l'on admet le principe dans toute sa rigueur, il ne reste qu'à conclure qu'on n'a pas tenu compte de quelque particularité. On regarde les vibrations conmie perpendiculaires au rayon incident, au rayon réfléchi et au rayon réfracté, si près de la surface que soient les points de ces rayons (|ue l'on considère. 11 y aurait donc à la surface un changement bnisque dans la direction des vibrations, ce qui est contraire à ce qui se passe ordinairement dans les phénomènes physiques. Aussi Cauchy, au lieu d'un changement brusque, admit un changement graduel, mais rapide, de sorte que le changement devient complet à une très-petite distance de la surface de séparation. Il exprima cette condition par l'introduction dans les calculs de deux nouvelles constantes indéterminé(*s dont la valeur est fournie par deux des équations. Du reste, cette théorie n'a pas été développée par Cauchy, ri nous n'y insisterons pas davantage.
Application de la tliéorle de Caiieliy iMim métaum
— L'application de la théorie de Cauchy aux métaux ne présente pas de difficultés nouvelles. Considérons d'abord le cas où la lumière incidente est polarisée dans le plan d'incidence. Les 'équations s'établissent comme pour les milieux transparents. La vitesse du point m (Tig. 77) dans le mouvement vibratoire de la lumière incidente a
(t ' COS I \
T"^~r~/' ^^^^ '^ rayon réfléchi nous
admettons une différence de phase due au fait de la réflexion; ce
changement de phase est prouvé par l'expérience, et d'ailleurs, s'il
était nul, il disparaîtrait dans la suite des calculs qui doivent en
2;siUi)
donner la valeur. La vitesse du mouvement vibratoire réfléchi est donc, au point m et au temps t,
'^lt + — X — )' •
Quant au rayon réfracté, Texpériencc montre que son intcnsilc diminue très-rapidement dans le second milieu à partir de la surface de séparation et devient insensible à une très-petite distance de cette surface. Il est probable que le mouvement de l'éther se communique aux molécules pondérables et se change en chaleur. On sait que, lorsqu'un rayon pénètre dans un milieu absorbant, son intensité décroît en progression géométrique lorsque l'épaisseur du milieu croit en progression arithmétique. Si k est le point où le rayon réfracté qui passe en m' rencontre la surface de séparation , la vitesse
du rayon réfracté devra donc contenir dans son expression un fac-
— h.m'k teur delà forme e 9 ou, comme
gcosr On admet de plus que la réfraction introduit une différence de phase égale à >)/; la vitesse de vibration du rayon réfracté, au point m' et au temps /, sera donc représentée par
hz
llgCOS/ gjn .JTT l j+-^^ yi ) •
Pour z= 0, la somme des deux premières vitesses doit être égale à la troisième vitesse , ce qui donne
sm 97r «s + r sm ^^ ( f + ^ ) == ** sm htt ( j, + h) •
Il faut de plus que, pour z = o^ la somme des dérivées des deu\ premières vitesses prises par rapport à z soit égale à la dérivée de la troisième vitesse, également prise par rapport à z, ce qui donne la seconde équation
HA
uh . ft t 4^\ , 2irucosr /t . J'N
sm aw Ij + ^ IH yi — cos aw Lp + ^1
27rcos£ t aTrvcosi /t , 0
— r — cos aw np s- — cos a^ ' - -^ -
cosr
Ces équations doivent avoir lieu à une époque quelconque et par conséquent être indépendantes du temps.
En développant la première équation, on trouve
Sin âTT ?p ( 1 -h V COS UTT ^ — tt COS 9T j^ 1
Les deux coefficients de sinsTr^et de cos*î7rnp doivent être identiquement nuls, puisque l'équation a lieu quel que soit t; on a donc deux équations qui remplacent la première, et qui sont
(l) 1 +«?C0S97r^ — flC0S*î7r^, ^ o,
(a) V sm 97r ^ — u sm qtt h = o.
On déduit de même de la seconde équation deux autres équations, qui sont
^ uli X 4/ u COS r X ^
A cosraTrcosi A cosi a a '
ou plus simplement, en posant
aTTCOsr
et en remarquant que Ton a
X sin i
Kl "^^ ""* — ' A sm r
/A. <t VLy . 4/ sinicosr 4/
/.v ^ uy 4/ , sinicosr . >!/
Les équations (i), (a), (3), (&) permettent de déterminer les quantités v,u, ^ et 4^; nous ne nous occuperons pas de u et de 4^,
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qui no sont pas accessibles à re\|)«5rience, et nous chercherons seulement les valeurs de r ol de (p.
Des équations (i) et (*î) tirons les valeurs dr wcosiiTr^, et de M suxwn ^r" et portons-les dans les é<|uations (3) et (4). il vient ainsi
^ yv . 0 . sin/cosr / ^\
I - /' COS "Hn \ ^ —- "^1" 'î^ > + "' = 1 + '' COS 9.7f
A COSl A SUWCOS/ \ A/
9 y f 9\ sin/cosr . ^
r sin •îw < =- -^— . 1 1 + r cos îiitt -^ ) : : v sin *î7r s •
A rosi \ A/ snirros» a
Ces deux é(|uations peuvent se mettre sous la forme
/ . sin I cos /N ^ . yt' • 9
i H r-. — t' COS ?j7r ^ + -^— . sm 27r -^ =
\ cosismr/ a cos/ a
(p , y y , <p sin/cosr
sin rcosi'
/ . sin/ cos /'\ . ^ yv 9 y
( 1 H r—, V sm ^Tt V ^—. cos flTT- =^ -^— •
\ cos/sin/v A cos/
X cos /
En résolvant ces deux dernières équations par rapporta rsina^r^^
et a v cos ^^ t » on trouve
9Vf . s!n/cos/A2 , y* 1 ay
AL\ cos/sm/y cos*iJ cos i
(Pr/ , sinicosr\2 y« "i sin*/cos*r y'
A L\ cos/sm/7 cos^/J sm*rcos*i cos'/
En divisant la première de ces équations par la seconde, on trouve
jy,
(p cos i
tang97r-v = -
sin* 1 008* r y* sin* r cos* I cos*/
d*oii
9 aysin*rcos i
" X sin*/'co8*£— sin*icos*r— y*sin*r
Ç 2 y cos/ sin* r
tangSTT y^ — sin(/-r)sin(i-+-r)H-y*sin*/' '
En faisant la somme des carrés de vsin qtt^ et de rcosavy
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on trouve
En posant
'jy* / .sin*/cos'r >- V^ ., fôs*7 \ sin*rcos*t ces*//
L\ sinrros// ro.s*/J
sin'«cos*/- ., y-
sin*/'cos* / * ros*/ •'
cette expression devient
Elle peut sVrrire
[(i-+-.r)*-hr*l» '
et enfin
( I j-_.r)*HKr* ^
En remplaçant x et y par leurs valeurs, l'expression de v^ devient
/ siu <cosr\^ y* .> V sin rcosi/ cos*/
sni / cos/\2
I -h su
»ni / cos/\2 y* lin/' (OS// (*os'/
ou
2 sin*(i — r)-f-y*sin*/'
sîn*(i-»-r)-Hy*sin*r'
et nous avons trouvé, pour déterminer la différence de phase, Té-
quation
è 2>CQsism^r
tang 5i7r 5^ - — sin(i-4-r)sin(i~r)-4-y*8iiiV *
391 . CoBiparAis«ii des foraiules de CMiehj Avee eelles de llae C^u11m»I>« — Il est naturel de supposer que le rayon réfracté dans le métal se comporte comme dans les milieux transparents, c'est-à-dire que le rapport -j— est constant. Si Ton suppose que -^ soit aussi une quantité constante, on pourra poser
;t— = McosJ/, -:^ = Msin4/,
sm r ^ ' cos r ^ '
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sinV/' y*
sin*/' cos*r "^ siiu'cosr
Si, dans l'expression déduite de la théorie de Cauchy |>our l'intensité de la lumière réfléchie lorsque la lumière incidente est polarisée dans le plan d'incidence, on multiplie les deux termes par
cos / , , sin i . y i i , »
qu on remplace ;: — ; et — ^— par leurs valeurs, et qu on |)0S(*
cos /
rosi cos/- ^
celle expression devient
o _ (fjt- Mcos\[/)-4-\Psin*\{/ _ M'-t-fjt*— 2fjtMcos>[/ (|Ex-»-\lcos>[/)^-i-M*sin*\|/ ~ M*-i-|i*H-2jEjtMcos>f/'
On retrouve ainsi la dernière formule de Mac GuUagh, qui est
M^-h(P'-h3M^cosx^
les lettres seules sont changées : fx au lieu de ^ et >)/ au lieu de x- On peut aussi retrouver les premières formules de Mac Cullagh
en donnant à -: — ^ et à y d'autres valeurs. La première formule de
Mac Guilagh pour l'intensité de la lumière réfléchie , lorsque la lumière est polarisée dans le plan d'incidence, est
p _ iy-f-cos*t— 2Dcostcos(x— X) D*-*-cos'«-i-2Dcos/cos(x— X) *
Elle s'applique aux corps transparents comme aux métaux.
La formule déduite de la théorie de Cauchy pour la même intensité peut s'écrire en multipliant les deux termes du second membre
par cos^ t ,
.. . sm*i . smicosicosr
008*1+ -r-r- cos* r— 2 ; hV*
« sm*r sinr ^
,. , sin*« , sinicosicosr
cos*i4--r-7- cos*r-f-a -. hy*
8m*r sinr ^
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Pour faire coïncider ces deux formules, il faut poser
1)2 ^ V--- cos*^ r + y^.
I) ros ( Y — Y ) ^ -: — cas r.
On a d'aiHenrs (386)
Pt
D ^A A»/ m* cas u;^— SI 11*/
On peut déterminer*-; — ^.el y en fonction de ;^ et de wi, car y^ — x
Rst une fonction de y^. On trouve ainsi pour ces quantités des valeur? réelles. Il est donc possible de faire coïncider la formule de Cauchy avec celle de Mac Ciillagli, mais ce n'est qu'au moyen d'une hypothèse dont on ne voit pas la signification physique. Il est probable :jue (lauchy a fait une hypothèse de ce genre, car la formule qu'il a lonnée comme résultant de la théorie est de même forme que la première formule de Mac CuUagh.
On peut également faire coïncider les formules qui donnent la Jifférence de phase.
La formule de (lauchy est, dans le cas où la lumière est polfirisée ians le plan d'incidence,
S uycosisin*/'
lanff ^TT ^ = — T—p — /. ,. — ; — , . ^ 1 " A sin(/4-r)sin(i — r)4-y'sin*r
et celle de Mac Clullagh,
Or on a
•> î^in (x - x) = y D- - ^. cos'^ r - vV =" 7'
- = -:— r cos- r + y^.
En substituait ces valeurs dans la formule de Mac (lullagh, elle
Verdrt, VI. — Optique, II. 38
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S aycosi iaiiff 9.n^ = (—r--
cos* i — r-T- cos*r— y siii*r '
aycosism'r
ros*/siii*r— sin'/cos*/'— y^sin*/
aycosisin*/si n (/ -h r) sin (/ — r) h- y- si ii* r
sini sinr
La difficulté de déterminer pour les métaux les quantités
et y tient à ce que l'énorme proportion de lumière absorbée ne permet pas d'appliquer aux métaux le raisonnement qui conduit à la loi des sinus. De plus, les métaux étant polis à la surface, leur densité n'est plus la même parallèlement et perpendiculairement à la surface, et il doit en être de même pour la densité de l'éther qu'ils contiennent. La même chose a lieu dans les corps transparents; mais pour ces corps l'épaisseur ou l'homogénéité n'existe pas ou est insignifiante par rapport au chemin que parcourt la lumière dans le milieu, tandis que pour tes métaux ces deux quantités sont comparables.
Dans le cas de l'incidence normale, on a
hl .
désignons celte valeur de y par g, de façon qu'on ait
hl
'XTt
et substituons dans les deux équations qui font coïncider les formules de Mac Culiagh avec celles de Cauchy. nous aurons
(f?) Dcos;^=^n;
car pour l'incidence normale x ^^^ ""' <'t X" X ^X (•^^^)''^^ '^ relation
r)9 _ m^sinax sin2(x-x')
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on tire pour Tincidence normale
et par suite, en tenant compte des équations (i) et (a),
m cos X = " »
?wsinx^/r-
On voit donc que cela revient à poser que le roefflcienl d'absorption est égal h m sin^, ^t fîndice de réfraction h mcos^, sous l'incidence normale.
Dans le cas où la lumière incidente est polarisée perpendiculairement au pian d'incidence, la question se complique davantage à cause de la difficulté d'appliquer le principe de continuité. D'ailleurs la formule donnée par Cauchy, pour l'intensité de la lumière réfléchie dans ce cas, est identique à la première formule de Mac (lullagh, qui est
n, m^ cos* < 4- D* — aPm'^ cos i cos (x -t- X )
"^ m^cos^i-hn^-haDm^cosicosCx-^-X)
Cauchy n'a donné, ni pour la lumière polarisée dans le plan d'incidence, ni pour la lumière polarisée perpendiculairement ù ce plan , les valeurs de la différence de phase introduites par la réflexion ; mais il a publié une formule qui représente la différence de phase entre les deux composantes du rayon réfléchi, polarisées l'une parallèlement, l'autre perpendiculaii*ement au plan d'incidence.
Cette formule est
tang 37r j- = tang îiûi sin (x — X )•
où Tangle « est déterminé par l'équation
D cos /
«ang4) „.„,;
sin' /
On conclut de là
aDcosisin*!
tanfî Qw = -i—c- — ïM — r^
et
1 QDcos/sin'isin (x — X )
o X sin*i — 1>C05**
Celte formule ne coïncide pas avec celle qu'on déduit des prpmières formules de Mac Cu11h{][1i qui sont
S tiDcos/sin (y — Y i
" A D- — rosM
S' aDm* cos / sin (y -+- y)
Lorsque le coefficient m est très-grand, comme cela arrive pour les métaux (387), la formule de Cauchy coïncide à peu près aver celle qu'on déduit des formules de Mac (lullagh. En effet on a
D^ = \/m'^ -\- sin^ 1 — fum^ sin t cos x^
et, si m est très-grand, on peut, 'sans commettre une grande erreur, prendre D^ égal à w^.
De nnlme on voit par la formule
/ ,x m* sin 2 Y
tang ti ( Y — Y ) == — i ^^r-T-.
o VA. A. / m cos 2 ;(^— sur/
que X X ^^^^ ^^^^ approximativement égal à ^ quand w est fr^^ grand, et ^ approximativement nul.
Avec ce degré d'approximation la formule de (lauchy devient
1 2810^ /sin Y 'jsin f tans/sin Y tanrr !î7r >- = r^ ^ — — -^ •
ang
m cos { m
Les formules de Mac Cullagh deviennent
S ur.osisinY . S' 2 sin y
d'où
2sin X acos/ sin ^
S -S' m cos/ m 2m sin* /sin Y tang r)7r —- — = r-; .-—5 — —-r-j ^^
ou a|)pro\imativement
J — J' 2sîn / lang /sin y lang 97r — >-— ■■--■ -^
formule identique ;V celle Je Caucbv.
E. — VÉRIF1CATI0>!> K\PËRIME>ITALES des formules THEORIQUES.
Empérieneeii de Wmm C^ullasli, de JEU* Jamin» de
IHIII. de I» Provoiiteje et P. Desniiui. — Les premières expériences faites eu vue de vérifiel* les résultats de la théorie sont dues h Mac Cullagh et remarquables par leur précision. Un rayon polai*isé par un Nicol se réfléchit sur une surface métalli(|ue et se polarise elliptiquement; ce rayon réfléchi tombe sur un parallélipipède de Fresnel, et, si le plan de polarisation primitif est à /i5 degrés du plan d'incidence, on pourra déterminer la direction des axes de Tellipse de vibration de la lumière réfléchie et le rapport de ces axes. Voici les résultats obtenus par Mac Cullagh en opérant sur le métal des nn'roirs, le rayon incident étant polarisé a /i5 degrés du plan d^incidence :
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Deux observations servaient à calculer au moyen des formules de xVIar Cullagh les constantes m et x- o" ^» déduisait ensuite par le calcul les nombres correspondant aux observations faites sous d'autres incidénc s, et oii comparait ces nombres à ceux qu'avait donnés l'éXpérience. Mac Cullagh a trouvé ainsi : m='2,()/i, x, = fi''*'*-^^'-
D'après les définitions de (iauchy, l'indice de réfraction déduit de ces nombres aurait une valeur plus grande que l'unité, mais assez faible; d'après les définitions de Mac Cullagh, au contraire, l'indice aurait une valeur très-grande.
M. Jamin, dans ses expériences sur la réflexion métallique (378, 382), a donné en regard des résultats expérimentaux les nombres (|ui se déduisent des fortnules de Cauchy; la Coïncidence est Satisfaisante |K)ur les changements de phase, mais non pour les intensités.
Les expériences calorimétriques de MM. de la Provoslaye el Desains (379) ont aussi donné des résultats qui s'accordent avec ceux qu'on déduit des fommiies de (îauchy.
Meclicrclie» de H. Jfamin sur ta «oiilewr dmmwÊè
taux. — M. Janiin^'^ a cherché d'autres vérifications dans Finfluencc de la couleur de la lumière incidente sur la réflexion métallique. 11 détermina, pour divers métaux et pour les différents rayons du spectre, les angles de polarisation maximum, ou, ce qui revient au même, les angles d'incidence qui donnent une différence de phase
égale à j entre les deux composantes du rayon réfléchi. Ces angles,
nous l'avons vu, sont ceux pour lesquels, après deux réflexions, la polarisation rectiligne est rétablie. M. Jamin mesura, en outre, l'angle formé par le plan de polarisation du rayon réfléchi aver le plan d'incidence. Pour conq)arer ses résultats à ceux de la théorie, M. Jamin s'est servi des formules de Gauchy. Ces formules lui fournissaient deux équations contenant m el x» ^t par conséquent il pouvait déterminer ces constantes au. moyen d'une seule ohsenation. Il pouvait ensuite employer les formules, en y remplaçant» et X l^^^ leurs valeurs, à calculer d'autres résultats, et vérifier si ces résultats concordaient avec ceux de l'expérience.
C'est ainsi que M. Jamin a calculé les pouvoirs réflecteurs de différents métaux sous l'incidence normale, pour les différents rayons du spectre; la comparaison de ces intensités donne une explication complète de la couleur des métaux. II a pu également vérifier d'anciennes expériences de Bénédicl Prévost, qui ont montre que la couleur des métaux change lorsqu'on fait réfléchir plusieurs fois la lumière à leur surface. 11 a calculé les intensités des rayons de différentes couleurs pour dix réflexions, cl a trouvé des résultats concordant «avec l'expérience.
M. Jamin a étudié la réflexion sur sept métaux qu'il a rangés en trois catégories. L'argent, le bronze des cloches, le laiton, le cuivre et le métal des miroirs ont donné un [)ouvoir réflecteur décroissant du rouge au violet. Faible pour l'argent, celle variation est assez
<•> .hm.deckini.etdefthy8.,{'6), XXH, 31 1. — 6\ fl., \\V, 7i6;XXVI, 83,
forte pour le bronze, le cuivre et le laiton. La seconde catégorie comprend l'acier, qui est blanc et oi^ la variation est très-faible, et la troisième catégorie le zinc, pour lequel le pouvoir réflecteur va en croissant du rouge au violet. Voici le tableau des pouvoirs réflecteurs sous l'incidence normale après une seule réflexion.
POUVOIRS RÉFLECTEURS SOUS VINGIDENGE NORMALE APRES UNE REFLEXION
BRONZE MéTAL
GOULI0R8. ARCIRT. , , . LAlTOHi. CtlfRK. , . . ACIKR. ZIM.
de8 Cloches. des niiruii's.
Rouge.. •• 0,999 0,7^7 0,730 o,68d 0,693 0,609 0,876
Orangé .. • 0,909 0,79a 0,683 o,633 o,65/i o>6oo 0,59/i
Jaune 0,908 0,706 0,663 o,5/io o,633 0,099 0,603
Vert. 0,903 o,63o 0,619 0,470 0,638 0,893 0,616
Bleu 0,878 0,891 0,898 o,/i3/i 0,606 0,608 0,638
Indigo.... 0,878 0,878 o,i86 o,433 0,899 o,6o& o,63o
Violet • . . • 0,867 0,866 0,^98 o,&o8 0,899 0,899 o,636
On voit que pour l'argent la variation est faible^ et que la couleur de ce métal, vu par réflexion, sera le blanc tirant légèrement sur le jaune. Pour le bronze, le laiton et surtout le cuivre, l'intensité des myons de l'extrémité rouge du spectre est prédominante et leur couleur sera d'un jaune tirant sur le rouge. Pour l'acier, la variation est très-faible; ce métal doit donc être blanc. Enfin, pour le zinc, c'est l'intensité des rayons de l'extrémité violette du spectre qui domine; aussi ce métal a-t-il une coloration bleuâtre.
Les résultats relatifs à l'effet de dix réflexions successives sont plus marqués, et on peut en déduire des conséquences importantes.
POUVOIRS RiFLBCTEURS SOUS LMNCIDENCE NORMALE ÂPrIs DIX RÉFLEXlOiNS.
BRONZE uértÂh
COVLEORS. ARGENT. , , . LAITON. CUIVRE. . . . ACIER. ZINC
des cloches. des miroirs.
Rouge. . . . 0,478 o,o84 0,037 0,033 o,o38 0,007 o,ooû
Orangé... 0,388 0,039 0,033 0,009 ^1^^^ 0,006 o,ooS
Jaune..... 0,369 o,o3o 0,016 0,003 0,010 0,006 0,006
Vert 0,387 0,010 0,008 0,000 0,009 0,007 0,008
Bleu 0,373 0,008 0,001 0,000 0,006 0,007 ^»^^9
Indigo.... o,36ii o,ooâ 0,000 0,000 0,008 0,006 0,010
Violet 0,3/13 o,oo3 0,000 0,000 0,006 0,006 0,011
On voit que pour l'argent le rouge prédomine : il y a un saut brusque
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(lu vert au bleu; le bleu et le violet n'entreront donc que pour uue faible part dans la lumière réfléchie, et les couleurs conipléiueniaires, le jaune et Torangé, seront celles du niétaL
Pour le bronze, le résultat est le même; le saut brusque a lieu du jaune au vert et du vert au bleu. Les couleurs prédominanteii seront le rouge et l'orangé, et le métal paraîtra plus rouge que Targent.
Pour le laiton, les rayons bleus et violets manquent; la teinte sera donc jaune orangé.
Le cuivre, pour lequel les rayons verts, bleus et violets font défaut, sera d'un rouge presque pur. Pour le métal des miroirs, il y a un saut brusque du rouge à l'orangé; les autres couleurs décroissenl d'une façon continue; le métal doit donc être d'un rouge lavé de blanc. L'acier doit être blanc et le zinc doit présenter une teiule bleu violacé.
Pour calculer ces pouvoirs réflecteurs, M. Jamin s'est servi de formules simplifiées par Gauchy.
394. T»ble»ii Ûmm indices de réflimetion et des eeefleiente d'extinetlon des métenm eeue rineidenee B^nMsIe.
— M. Beer^'' s'est servi des résultats obtenus par M. Jamin pour <;alculer les constantes m et Xi ^^ il en a déduit les indices de réfraction et les coeflicienU d'extinction de différents métaux soM^ l'incidence normale. On sait qu'en général le coefficient d'extinction)
est égal à .; sous l'incidenc»' normale il devient
H doit donc être tel que e~ "' représente l'amplitude des vibration.^ à une distance : de la surface; H doit par suite être très-grand, ce qui n'implique pas ([ne g le soit aussi, car X est très-petit. Voici le tableau des nombres obtenus par M. Béer.
1.>DICK8 DE R^FRACTIOIS D8S METAUX SOUS L*l!SCIDE?iCB >ORMMË.
L'INCIDENCE NORMALE
Rouge. .
Orange .
Jaune . .
•MJ197
Vert.. .
Bien . . .
Indigo. .
Violel. .
On voit que l'indice de Targc^it, beaucoup plus petit (jue runil<», dëcrott du rouge au violet. Pour le bronze, les résultats sont contraires; mais îl y a d'abord une décroissance. Pour le laiton, il y à une légère décroissance du rouge au jaune, puis l'indice croît jusqu'au violet; il est plus petit que l'unité pour le rouge et plus grand que l'unité pour le violel. Ce dernier résultat est vrai pour le cuivre, dont l'indice croît du rouge au violet. Pour l'acier et le zinc l'indice est plus grand que l'unité et décroît du rouge au violet.
Les coefficients d'extinction sont plus grands que l'unité pour tous les métaux, et vont en décroissant du rouge au violel pour tous
les métaux. En multipliant ces coefficients par -y- on aura H (pii
sera très-grand. Ce résultat s'ac<*orde avec la diminution rapide de l'amplitude du mouvement vibratoire dans les métaux.
Les valeurs des indices sont de nature à surprendre et à jeter du doute sur la théorie; car il semble étrange que dans des métaux l'indice de réfraction soit inférieur à l'unité, c'est-à-dire que la vitesse de propagation soit plus grande que dans le vide.
Cependant il ne faut pas attacher a cette remarque une lro[)
grande importance. Ce qui est la réalité, c'est que la force vive de Téther se communique à la matière pondérable du métal, dans un très-petit espace, d'une manière qu'on ne connaît pas; car, dans cet espace, la matière n'a pas la même densité dans tous les sens, et c'est cet état qu'on se représente, d'une manière tout à fait fictive, par une propagation de la lumière suivant une certaine loi. Rien ne prouve donc que la quantité qu'on choisit pour représenter la vitesse de propagation de ce mouvement corresponde à une vitesse réelle.
395. Poteriaation •Iliptique de I» lumière réfimetée par les métaum. — Mac GuUagh a fait remarquer que la réfraction par les métaux doit produire, comme la réflexion, une différence de phase variable suivant la position du plan de polarisation de la lumière incidente, d'où il résulte que, si la lumière incidente isst polarisée rectilignement, le rayon réfracté sera polarisé eilipliquement.
Faraday, en appliquant sur une lame de verre de l'or, du platine, réduits en feuilles très-minces, a pu constfiler sur la lumière transmise des signes de dépolarisation partielle, ce qui annonce la polarisation elliptique ^'^ Il est permis de croire que l'étude de celle lumière réfractée éclaircirait la théorie de la réflexion à la surface des métaux.
AUTRE QUE LE SYSTEME CUBIQUE
396. Empérieneee de De Sen»rmont« — De Senarmoola étudié la réflexion de la lumière à la surface des corps métalliques cristallisés dans un système autre que le système cubique ^^\ On doil s'attendre à la même dissymétrie que pour les corps transparents biréfringents. Les phénomènes doivent varier avec la position de la face réfléchissante par rapport aux axes du cristal et avec celle dn plan d'incidence; comme dans le cas des métaux non cristallisés, la lumière polarisée rectilignement doit se transformer en lumière elliptique par la réflexion, mais il n'y aura identité avec ce qui se
<») Phil. 7ran«.,i857, p. i/i5.
^*^ C. H., XXIV, 837. — Ann, de chim, et de phyi, , (S) , XX, 897.
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passe dans la réflexion sur les métaux non cristallisés que si le plan d'incidence est un plan de symétrie. De là une grande complication dans les phénomènes , que Ue Senarniont est loin d'avoir étudiés dans tous leurs détails.
De Senarmont, dans le long mémoire qu'il lit à ce sujet, n'a guère constaté qu'un fait : la différence des phénomènes dans le plan de symétrie et dans le plan perpendiculaire. Cette stérilité de résultats est due en partie à ce qu'il a opéré avec la lumière blanche, et à ce qu'il a étudié les effets produits au moyen de la polarisation chromatique. Nous nous bornerons à faire connaître le procédé qui lui a paru le plus satisfaisant. Ce procédé consiste à faire passer le rayon incident polarisé à travers une lame de quartz formée de deux moitiés produisant des rotations égales et de sens contraire, à le faire ensuite réfléchir sur un cristal métallique et à recevoir le rayon réfléchi sur un analyseur. On a dans cet analyseur deux images dont chacune présente deux moitiés de teintes difl'érentcSydu moins dans le cas général. C'est de ces colorations que De Senarmont a fait dépendre l'étude de la polarisation produite par la réflexion à la surface des métaux cristallisés.
Tout s'est borné à examiner l'incidence sous laquelle la différence de phase entre les deux composantes du rayon réfléchi est égale à an quart de longueur d'ondulation, et celle sous laquelle les intensités du rayon polarisé dans le plan d'incidence et du rayon polarisé dans le plan perpendiculaire sont modifiées par la réflexion dans le même rapport, le plan d'incidence étant toujours un plan de symétrie pour le cristal. Les observations n'ont porté que sur le sulfure d'antimoine, le seul ccrrps métallique cristallisé qui donne des cristaux nets et qui puisse fournir des lames d'une certaine étendue. Le sulfure d'antimoine cristallise dans le système monoclinoédrique; le premier axe est pcq)endiculaire au plan des autres, qui sont obliques entre eux ; tout plan perpendiculaire à l'axe principal est donc un plan de symétrie par rapport au cristal.
Les expériences ont été faites sur des faces de clivage parallèles à l'axe principal, et on a trouvé pour l'angle de polarisation maximum 78*30', quand le plan d'incidence est parallèle k l'axe du cristal, et 76 degrés (|uafnd il est perpendiculaire à cet axe. On a
596 lŒFLKXlO.N KT ttKFUACTlON DE LA LUMIÈKE POLARISÉE.
ensuite déterminé Tincidence sous laquelle les deux composantes du rayon réfléchi sont modifiées dans le même rapport, le plan d'incidence étant parallèle à l'axe et la lame étant mise en contact avec des milieux différents. On a trouvé ainsi i8°3o' pour l'air* !j4°4o' pour l'eau, a7°6' pour l'huile de faîne décolorée par le charbon.
La méthode de De Senarmont donne le moyen de reconnaître si. lors(pie le plan d'incidence est un plan de symétrie par rapport au cristal , les choses se passent comme pour les métaux non cristallisés.
On commence par rendre le plan d'incidence parallèle au plan de polarisation des rayons incidents; après avoir traversé la double lame de quartz, le faisceau sera composé de deux parties polariséet» dans des plans faisant le même angle a de part et d'autre du plan de polarisation primitif, et par conséquent aussi du plan d'incidence. Klles auront donc même teinte et, si le plan d'incidence est un plan de symétrie, les modifications apportées par la réflexion à la constitution des deux faisceaux seront identiques^ et les deux moitiés de chacune des images de l'analyseur présenteront les mêmes teintes. Si, au contraire, le plan d'incidence n'est pas un [>lan de symétrie par rapport au cristal, deux rayons, dont les plans de polarisation foui des angles égaux avec le plan d'incidence de part et d'autre, ne seront pas modifiés de la même manière par la réflexion, et chacune des images de l'analyseur aura ses deux nioitiés teintes de couleur» diflérentes. C'est là un procédé d'observation commode, et c'est du reste le seul avantage de ce mode d'expérimentation compliqué.
Nous supposerons, dans les calculs qui vont suivre, que le plan d'incidence est un |»lan de symétrie par rapport au cristal, c'esl-idire, si le cristal est à un axe. que ce plan est une section principale ou qu'il est perpendiculaire à l'axe. Alors la lumière polarisée dans ce plan ou dans le plan perpendiculaire devra, par la réflexion, subir les mêmes modifications que sur les métaux non cristallisés. Seulement ces modifications varieront avec la position du plan de symétrie et avec la direction de la face réfléchissante par rapport aux axes du cristal.
Soient a et a les angles des plans de polarisation des deux fais-
.ceaux transmis par la lame de quartz avec le plan (^'incidence. Le^
vibrations. perpendiculaires au plan d'incidence auront pour aiD|Ji-
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tude, en prenant pour uniti» Taraplitude de la lumière incidente, ros a et cos ol\ les vibrations parallèles au plan d'incidence auront pour amplitudes sin a et sina'. Après la réflexion, ces composantes ont pour amplitudes m cos a et m cos a, n sin a et n sin a. D'ailleurs il s'est établi entre les deux composantes m cos a et «sin a une différence de phase ô, qui est la même pour les composantes m cos a ef n sin OL, Le rayon réfléchi se composera donc de deux rayons polarisés elliptiquement d'une manière différente. Recevons-le sur un prisme biréfringent dont la section principale fasse avec le |)lan d'incidence un angle w.
Le premier rayon elliptique, celui qui provient des composantes ut cos a et nsina, donnera un rayon ordinaire dont le mouvement vibratoire sera représenté par
(i) m cos a cos 61; sin î>7rr-p + «sin a sin 61; sin ^tt f fp + v)»
et un rayon extraordinaire dont le- mouvement vibratoire sera représenté par
(^9 ) m cos a sin w sm «^tt ;« — w sin a cos û> sm qtt I ..- + -~ 1 •
' Les signes -f et —peuvent varier suivant la valeur de w, mais ils sont toujours contraires. On aura de même pour le rayon ordinaire provenant du second rayon ellipti^jue, de celui qui correspond aux composantes m cos a et wsiiia, un mouvement vibratoire représenté
(3 ) m cos a! cos w sin ott 7^ + n sin a sin (w sin '^^ ( 'p + t ) '
et pour le rayon extraordinaire provenant du même rayon elli|)ti(pie un mouvement vibratoire représenté par
(4) m cos a sin « sin »i7r ,y — // sin ol cos w sin *^^ f x + T ) *
Les intensités des tpiatre images de l'analyseur sont donc
1 1 ) w- cos^ a cos'-^ fj) + )}^ sin^ a sin- oj
-\- ikmn sm a cos a sm w cos &> cos 97r r »
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— anm sin a cos a sin a cos a cos sir -<
(3) m* cos^a cos'^ w + n^ sin^ a sin^ w
+ 9WMsina cosa sincticosûicos *ivri
(4) m^ cosra sin^«i> + «^ sin^ a cos^ <w
— f^imisina rosa smû;cosû;cos STrr*
^Supposons que l'inciflenre soit ccllo de la polarisation maximum: on aura
et les valeurs des intensités deviennent alors
( 1 ) iïfi cos^ a cos^ cj + n^ sin^ a sin^ w ,
(a) m^ ros^ a sin* w + w* sîn^ a cos* œ ,
(3) m* cos*a' cos* w + ^'*' sin*a sin* w,
(4) m* cos* a' sin* w + w* sin* a cos* ù>.
Si sous cette incidence nous cherchons la position de Tanalyseur ou l'angle cj qui donne aux deux moitiés de Tirnage ordinaire la même intensité, nous trouverons, en égalant (i) et (3),
f/î* (cos* a — cos* OL ) cos* ûj = w* ( sin* a — sin* a) sin* ûi,
d'où
„ m* cos* a — cos* a m*
On trouve de même pour la valeur de û» qui rend égales les ialensités des deux moitiés de l'image extraordinaire
tang*^=^,-
Les deux valeurs de l'angle w qui rendent égales les intensités des deux moitiés de l'image ordinaire et celles des deux moitiés de l'image extraordinaire sont donc complémentaires. Si Ton suppose
ûL=^a\ c'est-à-dire si les angles des plans de polarisation des rayons transmis par le quartz avec le plan d'incidence sont égaux, ce qui arrive lorsque le plan de polarisation primitif de la lumière incidente coïncide avec le plan d'incidence, les expressions qui donnent tang 3Ci> et tang ^ac») sont indéterminées, et les deux moitiés de chaque image de l'analyseur auront même intensité dans la lumière homogène, même coloration dans la lumière blanche, quelle que soit la position de l'analyseur, comme cela était facile à prévoir.
Cherchons maintenant la position de l'analyseur qui rend uni- (ortve ifi teinte des deiuc moitiés de l'image ordioaire sous une incidence quelconque, c'est-à-dire pour une valeur quelciMique de A. La valeur de dj est alors donnée par l'équation
m^ cos^ a cos^ w + n^ sin^ a sin^ w
+ amn sm a cos a sm eo cos ai cos ùir ^
= w^ cos^ a' cos-cii + w^ sîn^ a sin^ cû
+ 311111 sma cosa smwcos&^ros 9WT»
m- (ros^ a — cos^ a') cos^ w + n^ (sin^ a — sin^ a') sin- cj
+ mn cos a-TT j- (sin a cos a — sin a cos a) sin 9ûi=*= o.
Cette équation, jointe à
sin-^fiti + ros^ w= i.
déterminera œ.
Dans le cas où m = w, elle se simplifie et devient
(cos- a — cos^ a') (ros^ gû — sin^ ôj)
ù + sin s&^cos 37rr(sinarosa— sina cosa ) = o,
tfo5
cos* a' — cos* a tang 9cr) = ^*
(sin et cos a — sin a' cos a^ cos qtt 2 Si nous effectuons le même calcul pour l'image extraordinaire,
nous trouverons pour w' les deiiv nif^mes équations. On voit donc que, lorsque la réflexion modifie dans le même rapport les deux composantes du rayon transmis par le quartz polarisées parallèlement et perpendiculairement au plan d'incidence, l'image ordinaire ne peut ^tre de teinte uniforme sans qu'il en soit de même pour l'image extraordinaire: d'ailleurs ces deux images ont toujours des teintes complémentaires.
(î. — AVNKAUX COLORKS X LA SURFACE DES METAUX.
397. Forme des aniiMium «olorés produits par réflextoa MUT les métaum. — On peut, par ce qui précède, se rendre compte de la forme des anneaux (|ue l'on obtient en plaçant une lentille de verre sur une plaque de métal.
Si la lumière est polarisée dans le plan d'incidence ou si elle esl naturelle, les anneaux diffèrent peu de ce qu'ils sont ordinairement. Ils sont plutôt a centre gris qu'à centre noir. Cependant, comme par la réflexion sur le métal il s'établit entre les deux composantes du rayon réfléchi une différence de phase , H doit y avoir une déformation des anneaux. Pour des incidences inférieures a 3o degrés ou /40 degrés, cette déformation est trop faible pour être appréciée j)ar des mesures précises.
M. Jamin et De Senarmont ont essayé de déterminer d'une manière absolue, à l'aide des anneaux, les changements de phase des deux composantes, mais ils ne sont arrivés à rien de précis à cause de l'imperfection du poli des métaux el de l'imparfaite conservation de ce poli.
Si la lumière incidente esl polarisée perpendiculairement au plan d'incidence, les phénomènes s'écartent d'une manièœ très-sensible de ceux que présentent les corps transparents. Près de l'incidence normale, l'écart est peu considérable, mais, à mesure quon s'en éloigne, la tache centrale noire disparaît; elle s'ouvre bientôt et se colore en son centre, de sorte (ju'on n'a plus à la place de la tache noire qu'un anneau obscur entourant une tache colorée. L'épaisseur de cet anneau obscur diminue jusqu'à un certain maximum, après quoi elle augmente et, sous l'incidence rasante, la tache centrale noire reparaît, (l'est sous l'angle de polarisation maximum, c'est-à-
dire sous un angle d'incidence qui produit entre les deux composantes du rayon réfléchi une différence de phase égale à t' que la
tache centrale colorée devra avoir sa plus grande largeur et Tanneau obscur sa plus petite épaisseur, car sous cet angle il faudra que la
lame mince donne une différence de phase égale à ^ pour que cette différence, doublée et ajoutée à celle qui est produite par la réflexion, donne une différence de phase égale à -» et c'est le maximum d'épaisseur qu'on puisse avoir pour arriver à une bande noire.
Empériences il*Airj mur le di»m»nt et to blende
Airy a le premier ^'^ observé les phénomènes que nous venons de décrire, et c'est ainsi qu'il a été conduit à la découverte de la polarisation elliptique par réflexion à la surface de lames transparentes et très-réfringentes. Il a essayé de produire ces phénomènes nonseulement avec le crown et le flint, dont les indices sont assez petits, mais encore avec le diamant et la blende, dont les indices de réfraction sont très-grands. Il a trouvé que les phénomènes pour ces deux corps ressemblent à ceux qui ont lieu à la surface des métaux. On peut employer un diamant de petite dimension , sur une des faces duquel on place une lentille de verre convexe. On observe les anneaux avec un microscope à faible grossissement : on voit alors la tache centrale noire s'ouvrir pour une incidence inférieure de 3 ou A degrés à l'angle de polarisation maximum ; la tache colorée qui la remplace atteint son maximum d'étendue quand l'incidence est égale à l'angle de polarisation maximum. Si l'incidence dépasse cet angle, la tache colorée se resserre, et, lorsque l'angle d'incidence est supérieur de 5 ou 6 degrés à l'angle de polarisation, elle disparatt pour faire place à la tache noire. C'est donc dans un espace de 8 à 10 degrés que se trouve restreint pour le diamant un phénomène qui, pour les métaux, apparatt dans un intervalle de 4o à 5o degrés. La blende présente le mt^me phénomène.
On voit que pour ces corps la composante du rayon réfléchi, polarisée perpendiculairement au plan d'incidence, n'éprouve pas
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un changement de phase brusque lorsque Tincidence est égale à l'angle de polarisation , mais bien un changement de phase graduel, qui donne de la lumière réfléchie polarisée elliptiquement. La lumière réfractée doit aussi être polarisée elliptiquement, et ces corps se prêteraient mieux que les métaux à Fétude de la polarisation elliptique par réfraction.
POLARISATION EfcLIPTIQLE PAR RÉFLEXION À LA SURFACE DE CORPS
NON MÉTALLIQUES ET PEU RÉFRINGENTS
399. EiKpérleiices de H. Jamln. — Les faits que nous venons de faire connaître relativement h la polarisation elliptique produite par la réflexion de la lumière sur des corps non métalliques, transparents et doués d'un fort pouvoir réfringent, ont conduit M. Jamin à penser que tous les corps transparents, même ceux qui sont peu réfringents, peuvent présenter des phénomènes du même genre dans le voisinage de l'angle de polarisation, c'està-dire polariser elliptiquement la lumière par réflexion lorsque l'angle d'incidence diff'ère peu de l'angle de polarisation.
La difliculté de constater la polarisation elliptique produite par la réflexion est beaucoup plus grande pour les corps transparents que pour les métaux, et cela tient à deux causes. En premier lieu l'intensité de la lumière réfléchie par les corps transparents est beaucoup plus faible que l'intensité de la lumière réfléchie par les métaux, et ensuite, les métaux ne polarisant jamais la lumière que partiellement, les intensités des deux composantes du rayon réfléchi, polarisées parallèlement et perpendiculairement au plan d'incidence, ont des intensités comparables, tandis que les corps transparents, surtout au voisinage de l'angle de polarisation, polarisent presque complètement la lumière, et qu'alors la composante polarisée perpendiculairement au plan d'incidence n'a plus qu'une intensité très-faible , et c'est précisément sur cette composante qu'on doit rechercher le phénomène de la polarisation elliptique par réflexion.
iM. Jamin , dans ses expériences ^^^, est parvenu 5 tourner ce dernier obstacle. Il fait arriver sur la surface réfléchissante un rayon polarisé dans un plan presque perpendiculaire au plan d'incidence : la composante du rayon réfléchi, polarisée perpendiculairement au plan d'incidence, aura une intensité très -grande, et la composante pola-
^'^ Ann. de ekim. H tfephyi., (3), XXIX « a63.
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risée dans le plan d'incidence une intensité très-petile. En faisanl varier Tincidenco, l'intensité de la première composante peut, en s'afTaiblissant beaucoup plus que la seconde, lui devenir comparable dans le voisinage de l'angle de polarisation, et, si alors la réflexion introduit une différence de phase entre les deux composantes, il y aura polarisation elliptique. Comme cette polarisation elliptique sera toujours très-faible, il faudra, pour la rendre sensible, se servir de la lumière solaire.
Pour reconnaître la polarisation elliptique de la lumière réfléchie, M. Jamin s'est servi du compensateur de M. Babinet, que nous avons décrit précédemment (208) et qui est représenté fig. i A. Ce compensateur se conq)Ose de deux prismes droiLs, égaux, taillés dans un cristal de quartz : ces prismes ont pour bases deux triangles rectangles très -allongés et sont accolés par leurs faces hypoténuses, de manière à constituer un prisme droit à base rectangulaire ABCD (fig. i4). Les faces latérales du prisme qui passent par AB et par CD contiennent l'axe, mais dans la première AB est parallèle à l'axe, tandis que dans la seconde CD est perpendiculaire à l'axe; d'où il résulte que, par rapport aux rayons qui tombent sur la face AB, les sections principales des deux prismes triangulaires dont se compose le compensateur sont rectangulaires. Si donc on fait arriver sur la face AB un rayon polarisé, ce rayon se décompose en deux autres rayons dont chacun traverse l'un des prismes triangulaires à l'état de rayon ordinaire, et l'autre à l'élat de rayon extraordinaire.
Un rayon tel que MN, qui tombe au milieu du compensateur; traverse les deux prismes sous des épaisseurs égales et, par suite, chacun des rayons en lesquels il se décompose parcourt des chemins égaux à l'état de rayon ordinaire et à l^état de rayon extraordinaire, d'où il résulte que la polarisation du rayon MiN n'est pas altérée par son passage à travers le compensateur. Mais il n'en est pas de même pour les rayons qui tombent de part et d'autre de MN. Considérons, par exemple, le rayon PQ, qui traverse le premier prisme sous une épaisseur égale à 6 el le second prisme sous une épaisseur égale à e; les deux composantes de ce rayon, suivant les deux sections principales du compensateur, présenteront au sortir du compensateur une différence de marche égale à celle que |)roduirait une lame de
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quartz ayant une épaisseur égale ù e — e ci dont la section principale serait parallèle à celle du prisme que le rayon traverse sous la plus grande épaisseur.
Supposons qu'on fasse iomber normalement sur la face AB du compensateur un faisceau de rayons parallèles, dont le plan de polarisation fasse un angle de 65 degrés avec chacune des sections principales du compensateur. Chaque rayon émergent sera alors composé de deux rayons polarisés à angle droit, égaux en intensité et présentant une certaine différence de phase. Celte différence de phase est nulle pour le rayon MN et sa valeur absolue croit pour les rayons situés de part et d'aulre de MN, proportionnellement à la dislance qui sépare ces rayons de MN.
Tous les rayons pour lesquels la différence d'épaisseur des deux prismes introduit une différence de phase égale à un multiple impair de - sont polarisés perpendiculairement au plan primitif; tous les rayons pour lesquels cette différence de phase est égale à un multiple pair de - sont polarisés parallèlement an plan primitif. Si
donc on reçoit le faisceau émergent sur un analyseur dont la section principale est parallèle au plan primitif, on verra dans l'image extraordinaire une bande noire correspondant au rayon MN; de part et d'autre de cette bande noire seront deux franges blanches, puis viendront de chaque côté des franges colorées si la lumière est blanche, alternativement brillantes et obscures si l'on opère avec la lumière homogène. L'image ordinaire présente, au contraire, une frange centrale blanche bordée de deux franges noires.
M. Jamin a appliqué le compensateur de M. Babinet à l'étude de la polarisation elliptique et à la mesure des constantes qui caractérisent un rayon polarisé elliptiquement. Un tel rayon peut toujours être regardé comme formé de deux rayons polarisés à angle droit et présentant une certaine différence de phase. Si donc on fait tomber sur le compensateur un rayon polarisé elliptiquement, les deux composantes de ce rayon, suivant les deux sections principales du compensateur, présenteront déjà une certaine différence de phase avant l'entrée du rayon dans le comperi^teur, d'oit il résulte que, dans les images données par l'analyseur, les franges seront déplacées
latéralement et ne seront plus symétriques |)ar nipport à celle qui correspond au rayon central MN.
On peut disposer l'appareil de façon à pouvoir mesurer la différence de phase entre les deux composantes. A cet effet le compensateur est monté dans une bonnette sur laquelle un des prismes de quartz est fixé, tandis que l'autre peut recevoir un mouvement trèslent à l'aide d'une vis micrométrique. Un fil très-fin permet de déterminer la position des franges. On fait d'abord tomber sur le compensateur un faisceau de lumière polarisée rectilignement à /j5 degrés des sections principales du compensateur, et on reçoit le faisceau émergent sur un analyseur dont la section principale est parallèle au plan primitif de polarisation : la frange noire centrale dans l'image extraordinaire correspond alors au rayon central MN; on fait coïncider le fil avec cette frange, puis on tourne la vis de façon à amener sous le fil la frange qui correspond à une différence
de phase égale ù - • Soit L la longueur dont il a fallu déplacer le
prisme mobile; un déplacement L correspondant à une différence
déphasé égale à -^ un déplacement quelconque / correspondra à
une différence de phase égale à r - •
Ceci posé, il est facile de comprendre comment on peut appliquer le compensateur à l'étude de la lumière elliptique. On commence par faire tourner l'analyseur jusqu'à ce que la frange centrale de l'image extraordinaire soit aussi noire que possible. Soit alors OC la direction de la section principale de l'analyseur : le rayon qui correspond à la frange noire centrale a été décomposé en deux rayons polarisés suivant les sections principales du compensateur et présentant une certaine différence de phase S; cette différence de phase a été détruite par le compensateur, et la polarisation rectiligne a été rétablie de façon que la vibration soit parallèle à OC. Pour connaître la différence de phase des deux composantes du rayon elliptique, il suflît de mesurer la différence de phase que produit le compensateur au point correspondant à la frange noire centrale, puisqu'elle est égale et contraire à la précédente. A cet effet on ramène, à l'aide de la vis micrométrique, la frange noire sous
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le (il : si le déplacement est égal à l, la différence de phase cherchée sera, d'après ce que nous venons de dire, r- -•
Quant au rapport des amplitudes des deux composantes du rayon elliptique , il est égal à la tangente de Tangle que fait la section prin» cipale de l'analyseur avec une des sections principales du compensateur. On peut donc, h l'aide du compensateur, déterminer la différence de phase des deux composantes d'un rayon elliptique suivant deux directions rectangulaires quelconques et le rapport des amplitudes de CCS composantes.
Si les sections principales du compensateur sont parallèles aux axes de la vibration elliptique, la différence de phase des deux composantes parallèles à ces sections est égale à t * H résulte de là que , si à l'aide de la vis micrométrique on déplace l'un des prismes du compensateur d'une quantité égale à -, de façon que le compensateur, dans la partie qui est en regard du fil, produise une différence de marche égale à t' il suffira, pour déterminer les directions des
axes de la vibration elliptique, de faire tourner le compensateur jusqu'à ce que la frange obscure, qui occupe le milieu de l'image extraordinaire, coïncide avec le fil. Les sections principales du compensateur sont alors parallèles aux axes de la vibration elliptique.
Pour déterminer le rapport de ces axes, on fait tourner l'analyseur sans toucher au compensateur, jusqu'à ce que la frange placée sous le fil soit aussi noire que possible. La tangente de l'angle que forme la section principale de l'analyseur avec l'une des sections principales du compensateur est égale alors au rapport des axes de la vibration elliptique.
Dans les expériences où il a appliqué le procédé que nous venons de décrire à la mesure de la polarisation elliptique produite par la réflexion sur les corps transparents, M. Jamin s'est servi du même appareil que pour ses expériences sur la réflexion métallique (378, 382).
La lame réfléchissante est fixée verticalement sur le support qui se trouve au centre du cercle. Une lunette fixe amène sur la lame réfléchissante un rayon qui est polarisé par un Nicol fixé dans cette
lunette. Une seconde lunette mobile sur le cercle gradué et munie également d'un Nicol reçoit le rayon réfléchi. C'est en avant de cette lunette qu'on place le compensateur, de sorte que les rayons réfléchis traversent le compensateur avant d'arriver sur l'analyseur. Pour faire une observation , on se )|)lace sous une incidence voisine de l'angle de polarisation complète, et on dispose le polariseur de façon (|ue la lumière soit polarisée dans un plan qui approche d'être perpendiculaire au plan d'incidence ; les deux composantes du rayon réfléchi auront alors des intensités comparables, et on pourra, à l'aide du compensateur, déterminer, en opérant comme nous venons de l'expliquer, les directions des axes de la vibration elliptique sur le rayon réfléchi et le rapport de ces axes.
Tout sera donc connu, sauf l'intensité absolue de la lumière réfléchie; mais on sait qu'elle ne diff'ère que très-peu de la valeur donnée par la théorie de Fresnel.
âOO. Distinction des sulMitances pooltlves et des MilNh tanees nésatlves. — Il nous reste à voir conmient on détermine sans ambiguïté le signe de la diff'érence de phase des deux composantes du rayon réfléchi.
Si nous partons de l'incidence rasante oii le plan de polarisation du rayon réfléchi est du même côté du plan d'incidence que celui du rayon incident, on peut représenter le mouvement vibratoire de la composante du rayon réfléchi qui est polarisée dans le plan d'incidence par
msm -JTT l 'f ~" "i ) '
et le mouvement vibratoire de la composante polarisée perpendiculairement au plan d'incidence par
nsm «JTT l 'T ~~ 5[ ) •
Recevons maintenant le rayon réfléchi sur le compensateur, el supposons que la section principale du premier prisme de ce compensateur coïncide avec le plan d'incidence, de sorte que la composante du rayon réfléchi, polarisée dans le plan d'incidence, pénètre
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dans ce prisme à l'état de rayon ordinaire. Supposons que l'épaisseur du premier prisme traversée par les rayons réfléchis soit plus grande que l'épaisseur du second prisme que traversent ces mêmes rayons, et soit e cet excès d'épaisseur qui ramène la lumière à être polarisée rectilignement du même côté du plan d'incidence que le plan primitif de polarisation de la lumière incidente. Désignons par a et 6 les vitesses du rayon ordinaire et du rayon extraordinaire dans les deux prismes.
Les rayons parcourent l'espace e en des temps respectivement
égaux à - et à r; donc, si l'on pose
e Cl) '' _ ^
;rr"~x' Wï^r
les mouvements vibratoires des deux composantes auront pour expressions au sortir du compensaleur
(l (ù^co\ m sm îiTT I .j, — "^-T^ — 1
et
(t >f/-hS\ // Sin -iTT l q-, Y~ ] '
Or, pour que le rayon soit polarisé rectilignement, il faut que la différence de phase entre les deux composantes soit nulle à la sortie (lu compensateur, c'est-à-dire qu'on ait
d'oii
Comme dans le quartz la vitesse du rayon extraordinaire est plus petite que celle du rayon ordinaire, gj est plus petit que e, et par suite la différence ^ — 4^ ^st positive.
Comme d'ailleurs le déplacement que Ton donne à l'un des prismes du compensateur est toujours moindre que celui qui serait nécessaire pour faire prendre à un maximum la place d'un minimum,
e — ck) est moindre que - : ^ — ip est donc positif et moindre que - •
La composante du rayon réfléchi qui est polarisée dans le plan d'incidence est par conséquent en retard , sur la composante polarisée perpendiculairement au plan d'incidence, d'un temps moindre qu*iine demi-durée de vibration. C'est là ce que M. Jamin appelle r^exm positive.
Les substances à réflexion positive sont donc celles qai exigent, pour que la polarisation redevienne rectiligne et que le plan de polarisation du rayon transmis par le compensateur soit du mAme côté du plan d'incidence que le plan primitif, une épaisseur plus grande de quartz traversée par le rayon dans le premier prisme que dans le second, lorsque l'incidence est comprise entre Tincidence rasante et celle de la polarisation complète.
Mais on trouve aussi des substances pour lesquelles , dans les mêmes conditions, c'est l'épaisseur du second prisme qui doit être plus grande que celle du premier pour le rétablissement de la polarisation rectiligne du même côté du plan d'incidence que le plan primitif; dans ce cas, c'est au contraire la composante du rayon réfléchi polarisée perpendiculairement au plan d'incidence qui est en relard sur la composante polarisée dans le plan d'incidence, et la réflexion est dite négative.
En partant de l'incidence normale on trouvera des conditions inverses, ce qui tient à ce que la différence de phase se rapproche
alors de - el à ce que le plan de polarisation rétabli du rayon réfléchi est du côté du plan d'incidence opposé à celui oii se trouve le plan de polarisation du rayon incident.
11 nous reste à voir maintenant quel est le sens physique des résultats obtenus par M. Jamin. A cet effet, considérons une substance à réflexion positive, et cherchons ce qui arrive loi*sque l'incidence est égale à celle de la polarisation complète, c'est-à-dire lorsqu'on a
Soient (fig. 78), en prenant pour plan de flgure un plan perpendiculaire au rayon incident, Oy la trace du plan d'incidence sur ce plan, Oj? une perpendiculaire menée à Oy, et OP la trace du plan de po-
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larisation du rayon incident sur le plan de la (if;ure : on voit que ce pian de polarifiation se trouve k gauche du plan d'incidence; soit a l'angle du plan de polarisation du rayon incident avec le plan d'incidence. Les deux composantes du rayon incident auront pour amplitudes cos a et sin a, et les deux composantes du rayon réB^chî auront des mouvements vibratoires représentés par
ncosasmair I
MHm«smair ip--
suivant 0^, ou par
ncosa cos37r
- Il sm a siD 3*
Ce» deux composantes donnent une ellipse ayant pour axes Ox el Ou. Si l'on fait
la composante parallèle à l'axe des x devient égale à + m cos a, et la composante parallèle à l'axe des y est nulle. Si donc on considère en ce moment la molécule vibrante, elle se trouve en M sur la partie positive de l'axe des x. Si ( augmente, la molécule passe dans l'angle :rOy, et l'on voit que la rotation se fuit de droite à gauche. Ce serait l'inverse si la substance était h réflexion négative.
On volt donc que les substances à réflexion positive polarisent etlipti()uement de droite à gauche la lumière polarisée à gauche dn plan d'incidence, et de gauche ù droite la lumière polarisée & droite du plan d'incidence; les substances à réflexion négative agissent d'une façon inverse.
Les expériences ont donné les résultats suivants. Les substances à réflexion positive sont les plus nombreuses. Presque tous les corps solides dont l'indice de réfraction dépasse !,&, les métaux, plusieurs liquides , parmi lesquels il y en a quelques-'Uns qui sont peu réfrtogents, comme Tacétate de méthyle dont i'indiçe est égal à n^SSg, sont compris dans cette catégorie. Les substances à réflexion négalive sont moins nombreuses; ce sont en général d<^s corps dont l'indice de réfraction est inférieur h x^k, tels que le spath fluor, le silex, le quartz hyalin, ainsi qu'un certain nombre de .liquides parmi lesquels il faut compter l'eau. Enfin, un très-petit nombre de substances n'ont ni la réflexion positive ni la réflexion négative; elles ne polarisent pas elliptiquement la lumière polarisée, même lorsque l'incidence est voisine de l'angle de polarisation complète. M. Jamin a donné à ces substances la dénomination de neutres. Deux solides seulement ont été reconnus neutres : l'alun, pourvu que la polarisation lamellaire n'y soit pas sensible, ce qui exige que la face réfléchissante soit perpendiculaire à l'axe de l'octaèdre, et la ménilite; la glycérine et plusieurs dissolutions salines sont également neutres. En général, l'indice des corps neutres est à peu près égal à 1,4, Ces corps peuvent polariser complètement la lumière naturelle sous l'angle de polarisation complète.
Pour les substances à réflexion positive ou négative, si l'on excepte les métaux, le diamant et quelques autres corps très-réfringents, la polarisation elliptique par réflexion de la lumière incidente polarisée rectilignement n'est sensible que pour des incidences variant de s à 3 degrés de part et d'autre de l'angle de polarisation complète; en dehors de cet intervalle le rayon réfléchi est polarisé rectilignement lorsque la lumière incidente est elle-même polarisée rectilignement.
On voit, en définitive, que tous les corps, à l'exception de quelques substances que nous avons définies comme neutres, ne polarisent pas complètement la lumière naturelle, même sous l'angle dit de polarisation complète , et changent la polarisation rectiligne en polarisation ellipti(|ue, lorsque la réflexion a lieu sous un angle peu diflérent de l'angle de polarisation.
iMais il faut ajouter que, sous l'angle de la polarisation complète,
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dans la lumière réfléchie elliptique, l'amplitude des vibrations polarisées perpendiculairement au plnn d'incidence est beaucoup plus petite que l'amplitude des vibrations polarisées parallèlement à ce plan; la première amplitude est la 5o*, souvent même la too* partie de la seconde, d'oit il résulte que l'intensité de la composante polarisée perpendiculairement au plan d'incidence n'est que la s 5 00* ou même la loooo* partie de l'intensité de la composante polarisée parallèlement au plan d'incidence, et qu'on peut, sans erreur sensible, admettre que, pour les corps transparents qui n'ont pas un trop grand pouvoir réfringent, la théorie de Fresnel donne des résultats exacts.
âOl . Tliéorle de Cauclij. — Cauchy ^'^ a cherché à rattacher les phénomènes que nous venons de décrire à une théorie dont le point de départ fût le même que celui de la théorie qu'il a donnée de la réflexion métallique. Il admet que, lorsque la réflexion s'opère sur la surface d'un corps transparent, il y a dans ce second milieu, outre les rayons réfractés proprement dits qui se propagent dans le second milieu, d'autres rayons qui s'éteignent à une très-petite distance de la surface; ce sont les rayons qu'on appelle évanescents. On est bien obligé d'admettre une hypothèse de ce genre; sans quoi le principe de continuité, appliqué dans toute sa rigueur au cas où la lumière incidente est polarisée perpendiculairement au plan d'incidence, conduit à des équations incompatibles, à moins qu'on ne le restreigne, comme l'a fait Fresnel, d'une façon arbitraire.
Cette hypothèse des rayons évanescents introduit dans les équations de nouvelles constantes qui sont les coefficients d'extinction de ces rayons dans les deux milieux , coeflicients dont nous avons défini plus haut la signification à l'occasion de la réflexion métallique. En réalité ce ne sont pas les coeflicients eux-mêmes qui entrent dans les équations, mais la différence de ces coefficients dans les deux milieux. On démontre que les phénomènes de polarisation elliptique sont d'autant plus sensibles que cette difl'érence est plus grande : c'est d'elle que dépend le rapport des axes de l'ellipse de vibration;
t» C. « , XXX, 'i65; XXX!, 6o, 2 55, 766. — Afm. del'Àcad.tleac, XXII, «9.
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de là la dénomination de eoeJSeienl d^eUipticité, que M. Jamîn a donné à cette différence.
On comprend que la différence des coefficients d'extinction dans les deux milieux puisse être nulle pour les rayons évanescents; alors, si l'un des milieux est l'air, l'autre sera une substance neutre, pour laquelle les lois de Fresnel seront exactement vraies. Les substances à réflexion positive sont celles où le coefficient d'extinction des rayons évanescents est plus grand que dans le milieu avec lequel elles sont en contact; c'est l'inverse pour les substances à réflexion négative. Gela lient à ce que le signe de la différence de pbase ^ — ^ dépend de celui du coefficient d'ellipticité.
Si l'on désigne le coefficient d'ellipticité par e et qu'on représente par R l'intensité de la composante du rayon réfléchi polarisée dans le plan d'incidence, par R' l'intensité de la composante polarisée perpendiculairement à ce plan, en supposant la lumière incidente polarisée h lib degrés du plan d'incidence, on aura , suivant la théorie de Cauchy, la formule
R/ cos^(iH-r)-^g8in*(f'-hr)sin*i
R cos* ( / — r) -H e sin* (i — r) sin* /
Celte formule diffère peu de celle de Fresnel.
La différence de phase entre les deux composantes est donnée dans la théorie de Cauchy par l'expression
lanff 3^^— g8ini[tang(i-4-r)-htang(t~r)] o A I — 8*sin*itang* (ï-4-r)tang*(i — r)*
On voit que la différence de phase A changera de signe lorsqu'on aura t-f-r«= 90 degrés, c'est-à-dire sous l'angle de polarisation complète. On remarque aussi que le signe de A change avec celui de e.
Les nombres trouvés par M. Jamin paraissent assez bien vérifier les formules de Cauchy. Mais la vérification de la première formule, de celle qui est relative aux intensités, n'a que peu d'importance a cause de la petitesse du terme correctif. La vérification de la formule qui donne la différence de phase a, il est vrai, plus de valeur, mais les limites étroites entre lesquelles est resserré le phénomène de la
POLARISATION EU.IPT. PAR LES CORPS NON MÉTALLIQUES
polarisation cllipique par réflexion sur tes corps transparents ne permettent qu'un petit nombre de vérifications distinctes.
Les fonnrules de Gauchy doivent s'appliquer au cas de la réflexion sur le verre en contact avec Peau; cependant, dans ce cas, elles n'ont pas été d'accord avec les expériences de M. Jamin.
H est permis de se demander si les rayons évanescents ne s'ajoutent pas atix rayons proprement dits aussi bien dans la réflexion que dans la réfraction : il s'introduira alors de nouvelles constantes qui compliqueront les formules. Celte hypothèse devient probable si, comme plusieurs géomètres l'ont fait, on regarde les rayons évanescents comme des rayons à vibrations longitudinales. On aurait, en adoptant cette hypothèse, deux constantes dans les formules relatives aux métaux, et ce n'est qu'en donnant à la seconde constante une valeur très-petite qu'on retrouverait les formules de Mac-CuUagh.
On voit par là que les corps transparents ne doivent pas être considérés comme analogues à des métaux peu opaques, mais que les uns et les autres ne sont que des cas particuliers d'un cas plus général où les coefficients auraient des valeurs quelconques.
A02. ProfHPiétés dM Mrp* ««* pMsédeMt à la tm*m Mm wéUm%Èmm létrtliqpae et 1» réflemtoM wàmm ■nétalllvne* — Expériences ém Breiveter» de MmàMwà^^mr et de St^kee. —
Il y a des substances qui paraissent tenir le milieu entre les corps transparents et les métaux, et qui participent à la fois des propriétés des uns et des autres. Ce sont des substances qui ont un éclat métallique imparfait, mais qui n'ont pas l'opacité des métaux. Le chrysammate de potasse est de ce nombre; les cristaux de ce sel, lorsqu'on les écrase, donnent une poudre qui a un reflet particulier. Brewster^^^ reçut sur un prisme biréfringent les rayons réfléchis par cette poudre, et constata que la lumière polarisée dans le plan d'incidence était incolore , tandis que la lumière polarisée perpendiculairement au plan d'incidence était colorée fortement Ce fait resta isolé jusqu'à ce que Haidinger^^^ eût montré qu'il se produit pour un grand nombre de corps dont la poudre possède un reflet particulier : la
tO Pkil Trans., iSag^p. 187.
i« HVwi.BfT., XXXVI, 1 83.
lumière réfléchie polarisée perpendiculairement au plan dlncîdence est colorée et ne disparatt complètement pour aucune incidence; la lumière polarisée dans le plan d'incidence reste incolore sous toutes les incidences après la réflexion.
Si on opère avec la lumière homogène, comme l'a fait M. Stokes^*^, toute complication disparatt. On reconnatt que les corps qui possèdent les propriétés que nous venons de décrire se comportent, visà-vis de rayons de certaines couleurs, comme s'ils étaient métalliques, c'est-à-dire communiquent à ces rayons la polarisation elliptique, et vis-à-vis des rayons d'autres couleurs comme des corps transparents, c'est-à-dire polarisent complètement la lumière naturelle sous l'angle de polarisation, lorsque les rayons ont ces couleurs. Ainsi la carthamine se comporte comme substance transparente vis-à-vis des rayons rouges, pour lesquels elle est réellement transparente, et comme un métal vis-à-vis des rayons verts ou bleus, pour lesquels elle est opaque.
M. Stokes a reconnu qu un grand nombre de substances sont ainsi transparentes pour les rayons de certaines couleurs et réfléchissent les rayons des autres couleurs à la manière des métaux, ce qui produit une coloration par réflexion. Le fer oligiste paraît former la transition entre les métaux et les substances analogues à la ca^ thamine; il donne à peiné la polarisation elliptique aux rayons rouges, pour lesquels il est peu transparent, et l'imprime aux autres d'une manière d'autant plus prononcée qu'ils sont plus réfrangibles. On s'explique ainsi pourquoi le fer oligiste parait bleu lorsqu'il réfléchit sous l'angle de polarisation des rayons polarisés perpendiculairement au plan d'incidence, les rayons rouges manquant alors presque complètement.
Le permanganate de potasse possède les mêmes propriétés que la carthamine.
â03. Expériences de H. SmwMàîwk sur la réfleiKtoM fatale*
— La réflexion totale dépend des mêmes circonstances que la réflexion ordinaire; les rayons évanescents doivent donc exercer de l'influence sur la réflexion totale, et les formules exactes doivent dif-
<•) PhiL Mag.. (V), VI, 3()3. -- Ann. de chim. et dephyi.^^), XLVF,5o4.
POÙRISATION EM.ICr. PAR I.ES IIORIV NO.N MÉTAI.IJOUKS. 6ï7 fiîrer do r cIIps do Fresnol par l'iiilrodiirlinn flii (•nprtlcieijt dVIliplioiti''. Cauchy a monln'> qu'elles n'en (liirèn?nt que par un terme Irès-pelit i|ui peut érhappiT au\ e\périences. de sorte que le» Torinules (te Fresnel sont très-apprOehées.
Le compensateur <!(> M. Babinet est lrè»-propre à l'i^tude expi^rlinenlale de la polarisation elliptique produite par la n'-llcxion totale: main, en opérant avec un prisme de veri-e ordinaire, on arrivp à des l'ésullnls inadmissibles, vo qui lient à la modification que le verre subit |>ar le poli. La densitc- des rourhes superlîcielles est altérée, re qui rapproclie le verre des corps biréfrtnjfc'nts et introduit des dilTërences de phase qui ne concordent avec aucune théorie.
M. Jamin '" a écarté cette cause d'erreur par l'artifice suivant. Un prisme de verre ABCB', dont la base est un carré, est coupé en deux par un plan passant par AC. On accole les deux prismes triangulaires isocèles qui en résultent par leurs faces hypoténuses, en retournant l'un d'eux de façon que la face B'A (fîfj. -jcf) soit celle qui avant la section était parallèle à BC. On se sert, pour réunir les deux prismes, de baume du Canada, afin d'empâcher ta réflexion totale
Fi». 79- l''B- 8"-
de se produire sur AC. On étudie alors les dilTérences de |)base des composantes du rayon transmis par le double prisme sous difTérenles incidences, puis l'on détache les deuv prismes et on étudie la réflexion totale sur le premier prisme (fig. 80). Il est évident que les différences de phase introduites par le défaut d'homogénéité du verre seront les mêmes que dans les premières expériences, de sorte qu'on n'aura qu'à retrancher les différences de phase trouvées dans
Vmok, VI. - 0|rfiiiii.', II. ^0
les premièros expériences de celles qui auraient été trouvées dans la seconde série, pour avoir les différences de phase uniquement dues à la réflexion totale. En prenant ces précautions, on trouve que les résultats expérimentaux s'accordent d'une manière très-satisfaisante avec les formules de Fresnol.
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