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161. Historique. — L'expérience, d'accord avec la théorie, montre^que la vitesse de propagation des ondes sonores est toujours indépendante de la hauteur du son, et, par suite, de la durée des vibrations. Le phénomène de la dispersion prouve qu'il n'en est pas de même pour les ondes lumineuses, du moins quand elles se propagent dans un milieu pondérable; car, l'indice de réfraction d'un milieu par rapport à un autre étant égal au rapport des vitesses de la lumière dans les deux milieux, et cet indice variant avec la couleur, l'une au moins de ces deux vitesses doit nécessairement dépendrjp de la durée des- vibrations lumineuses. La difliculté qui résulte de cette différence entre les propriétés des ondes lumineuses et celles des ondes sonores n'avait pas échappé aux créateurs de la théorie des ondulations, et Euler en avait été particulièrement frappé '-^; mais, jusq\i';i Fresnel, aucune tentative ne fut faite en vue
) ^'i Ces leçons ont é[é professées en 1867 ^ l'Ecole Normale clans le cours de troisième année. Elles ont été complétées par M. Vordet lorsque, en iSGa, dans le même cours, il s'est occupé de la polarisation mafjnélique. '-' Opnscida caiii (irgiiniciili . ! , 917.
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de rendre compte des phénomènes de la dispersion dans l'hypothèse des ondes.
Fresnel remarqua que, dans le cas des vibrations lumineuses, la sphère d'activité des forces moléculaires, mises en jeu par le mouvement vibratoire, n'est plus nécessairement très-petite ])ar rapport à la longueur d'ondulation , comme cela a lieu lorsqu'il s'agit des ondes sonores, dont la longueur d'ondulation est incomparablement plus grande que celle des ondes lumineuses. Or, si la distance à laquelle les forces moléculaires sont sensibles n'est pas négligeable vis-à-vis de la longueur d'ondulation , il n'est plus exact d'admettre , comme on le fait dans la théorie des ondes sonores, que la propagation de chacun des ébranlements très-petits dont se compose une vibration n'est influencée en rien par la propagation des ébranlements qui précèdent ou qui suivent celui que l'on considère, et c|ue, par conséquent, la vitesse avec laquelle se propage chacun de ces ébranlements est indépendante de la manière dont ils se succèdent et de la durée des vibrations'^'. Cette explication sommaire, à laquelle Fresnel n'a pas eu le temps de donner une forme mathématique, est devenue le point de départ des inq^ortants travaux de Cauchy.
Dans son grand Mémoire sur la dispersion publié en i835'-' et qui constitue un de ses principaux titres de gloire, Cauchy s'est proposé de donner une explication complète des phénomènes de la double réfraction, de la polarisation et de la dispersion, en considérant l'éther, tant celui du vide que celui qui est engagé dans les corps pondérables, comme étant formé de molécules séparées par des intervalles finis, quoique très-])etits, et agissant les unes sur les autres par attraction ou par répulsion. Après avoir intégn-é les équations différentielles qui représentent, dans le cas le plus général, les mouvements vibratoires de l'éther, en supposant les déplacements des molécules très-petits, il monli-o ([Uf , si l'on tient compte des termes d'ordre supérieur qui ont été négligés dans la théorie de la double réfraction en supposant le rayon d'activité des forces mole-
^'^ Second snpplûmciil iiu proniioi' Mt'moiro siif iii donblo rélVaclion, Œuvres coiiiplètex dp Fresnel, t. 11.
'^' Nouveaux exercices de unilhèinalùjucs , Prague, 183'). — Lps deux promiors paragraphes ont l'ié publiés séparément on i 83o à Paris.
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culaires négligeable par rapport à la longueur d'ondulation , on obtient pour la vitesse de propagation de la lumière une expression qui dépend de la longueur d'ondulation; il déduit ensuite de la forme fpie prennent les érpiatious intégrales, loi'sque le milieu est isotro|)e, une relation entre la vitesse de ])roj)agalion de la lumière dans un milieu isotrope et la longucui' d'ondulation dans ce milieu, ce qui lui permet d'exprimer l'indice de réfraction du milieu par rapport au vide en fonction de la longueur d'ondulation dans le vide, au moyen d'une formule qui se prête aux vérifications expérimentales.
Caucliy considère l'éther engagé dans un corps pondérable homogène connue étant lui-même homogène; mais ici se présente une objection d'une grande importance, f/action des molécules pondérables sur les molécules d'éther doit n<'cessairement modifier la disposition de ces dernières, qui, en se condensant autour des molécules pondérables, forment nécessairement des couches de densité variable. 11 est donc impossible de regarder l'éther comme conservant une densité constante à l'intérieur d'un corps pondérable, même lorsque celui-ci est homogène. (Jauchy s'est efforcé de lever cette difficulté en montrant qu'à r('tlier de densité variable, et à la matière pondérable dont un corps est réellement formé, on ])eut substituer un étherjictij de deimté constante, pourvu (|ue cet éther présente la même constitution (pie le milieu (|u'il remplace, c'est-à-dire cju'il soit isotrope ou cristallisé suivant que ce milieu est lui-même isotrope ou cristallisé, et, dans ce dernier cas, (pi'il offre les mêmes caractères de symétrie'"; c'est de cet éther fictif (pi'a toujours entendu parler (îauchy et (pi'd sera qucsiion dans tout ce (pii va suivre '-^
'" iMcnioire sur les vibrations d'un double système de molécules et de Ti-tlier conlenu dans un corps cristallisé (Mfw. de rAcad. des se, XXII, fiiT)).
<■') M. Briot, daus son Essni mir In lliéorie malhématiquc de la Iiaiiicre, a l'ait remarquer lécemment que, si Ton altribue à l'éfber la inème structure crislalline qu'au milieu dans lequel il est engafié, il devient impossible de rendre compte de l'identilé de propriétés optiques qui existe entre les cristaux du système cubique et les corps amorpbes. Il a éd' conduit ainsi à tenir compte directement de l'action exercée par les molécules pondérables sur l'éther et des inégalités périodiques que cette action introduit dans la disiribulion des molécules de ce fluide, et, en faisant dépendre uniquement la dispersion de l'influence des jnolécules pondérables, il s'est afTranchi des difTicultcs qui subsistent dans la théorie de (uTuchy, lorsqu'il s'agit d'expliquer l'absence de dispersion dans le vide. (L.)
Ix THÉORIE DE LA DISPERSION.
Nous nous proposerons en premier lieu d'établir une formule cpu représente les lois de la dispersion dans les milieux isotropes; nous serons ainsi dispensés de conserver aux calculs le degré de généralité que leur a donné Cauchy, et nous pourrons mettre à profit les simplifications notables que M. Tovey, sans toucher d'ailleurs à aucun point essentiel de la méthode de Cauchy, a introduites dans la théorie de la dispersion "*.
162. Eqiiationsi du niotiveinent vibratoire daiiiii un milieu hoiiio^ène queleonque. — Soient, dans un étlier homogène quelcon({ue, isotrope ou cristallisé : x , y, z les coordonnées d'une molécule rapportée à trois axes rectangulaires cj[uelconques; m la masse de cette molécule; x-^^x, i/^Ay, z-{-Az les coordonnées d'une autre molécule de masse pt: r la distance des molécules m et (x: f(r) la fonction qui représente la variation de l'action moléculaire avec la distance: e le déplacement rectiligne et très-petit imprimé à la molécule m; ^, tj ,^ les projections de ce déplacement sur les trois axes; f+A|, »7-f-A»7, ^4-A^ les projections sur les mêmes axes du déplacement de la molécule f/; a, /S, 7 les angles que fait avec les axes le déplacement e; \e, \s, Ze les composantes parallèles aux axes de la force élastique qui agit sur la molécule m.
Sans introduire dans le calcul d'autre restriction que de supposer les déplacements des molécules très-petits, on arrive, comme nous l'avons vu dans la théorie de la double réfraction (131), aux équations
lUll^fri-A /('Vl-i
»> riul.Mug., (:{), Vlll,7.
TIIÉOIUK DE CAUGHY.
Eli posant, pour abréger,
ces équations deviennent
Xe = /«2f. J [(p (r) + ^^ {>') ^x] AI+ 4. (r) ^' An
Y£ = m2f.jxf.(r) ^' Ae+ [(?(/•) + .{'(r)^] A»7
+ ^(r)^Ad^.
Ze = m 2|a j xf/ (r) ^^ A^+ ;|/ (r) ^^ Ajj
En remarquant que l'on a
et que les équations (1) sont a|)j)licables à une quelconque des molécules du milieu, on voit que ces équations représentent tous les mouvements vibratoires compatibles avec la constitution de l'étber.
163. Équations d'un mouvement vibratoire se propageant par ondes planes dans un milieu liomogène quelconque. — Supposons actuellement que le mouvement vibratoire se propage par ondes planes; on a dans ce cas, en désignant par R la distance de l'onde plane sur laquelle se trouve la molécule m à l'origine, et par V la vitesse de propagation de l'onde plane, l'expression suivante pour le déplacement de la molécule m (132) :
(•3) £ = Jsin'^(R-Vf)-
Pour que l'onde plane se propage sans altération. Il laut cl il sulllt que la force élastique produite par le déplacement e, lorce que nous représenterons par lie, soil parallèle à ce déplacement; lorsque
cette condition est remplie, cette force élastique a d ailleurs pour expression (J 32)
Si donc dans les équations (i), qui représentent tous les mouvements possiljles de l'étlier. on porte les valeurs de ^, rj, K déduites de la valeur du déplacement e, et si l'on exprime que la force élastique dont les composantes sont \e. \s, Ze est parallèle au déplacement, on obtiendra un certain nombre de relations où entreront les angles a, (3, y que fait le déplacement avec les axes, et ces relations détermineront la direction que doit avoir le déplacement pour que la propaj^ation de l'onde plane soit possible.
On déduit immédiatement de l'équation (9)
^= ^cosasin^ (H - \o, »; = (5"cos/3sin --(R — V/),
^==<^cos7sin — (R~ V/j,
C+ A ^= ^ cos« sin ^ ( R + AR - VO
ocosa sin-^(R — V/ cos-^ AR
cos^^ (R — Vt) sin^ AR]
On tire de là
1 AC= ^cosa
sm^(R
Vn(cos^AR-i
R- Ansni^AR
+ cos-^ A>7 = (^cos/S sin^(R — Vf) f cos^AR — 1
+ cos^(R--VOsin^AR A'C= ^cosy [sin^(R- VO (cos^ AR-- 1)
+ cos^(R-Vnsin^ARl-
Il s'a^jit maintenant de substituer ces valeurs dans les équations ( 1 ).
TIIKOIUK DE C.UjCHV.
On |)eiit rt'Jiiar([iier d'abord que si le milieu n'esl pas héiniédrique, ^.'est-à-dire si tout est semblable de part et d'autre du plan de l'onde, les sommes (|ui |)roviendront de la substitution de la seconde partie des valeurs de A^, Ari . A^, sommes qui se présentent sous l'une des loi'uies
2f/(p(r)sin^AK, 2f^\p(/')--p-sm^AH,
A,r' . 27r . X, /') — T- sin -T- An,
^t^i' ir) -^ sin
•iTT
AR
2^xf.(r)^sin^AR,
A.rAv . 37r .T, — j-~ sni^AR,
sont toutes identiquement nulles, comme étant formées de termes (|ui, deux à deux, sont égaux et de signes contraires; car à des valeurs de Ax, Ay, A:, égales et de signes contraires, correspondent des valeurs de AR qui sont aussi égales et de signes contraires. Si de plus
on reujplace cos — AR par 1 — 2 sin- -< AR, et ^sin ^ (R — V<)
par £, les éipiations (i) prennent définitivement la l'orme
cosaSf/
sin-^^AR
+ cos/22f>t4/(r) -^'sin^^ AR H- cos72(Mi|/(r) — x~ sin^ y AR,
cosa2f;t 4^ (r) ,., • - sin'^ y AR
cosy2|u4/(r) ' ,0 " sin-^ AR,
sin^^AK
y^r--~-^osa2ix4^(r)
AxAz ■ .,71-
sin-
AR
AyAr
+ cos/32/^txf/(r) ^^^ sin-^ " AR
+ cos72f^ (pirj + xf/Cr'
sin^^AR.
16^. Ellipsoïde de polarisation. — Pour que 1 onde plane se propage sans altération il faut et il sutlit que la force élastique soit parallèle au déplacement, c'est-à-dire que l'on ait
cosa cos /S cosy ou
^ '' cos a cos p cos y
Si dans les équations (5) on remplace AK par
Ax cos / -h Ay cos 7)1 -|- Ar cos n ,
l, m, H étant les angles que fait avec les axes la normale à l'onde plane, et si l'on substitue dans les équations (6) les valeurs de Xj , Yj , Zj ainsi obtenues, on aura deux relations qui , jointes à l'équation
cos- a -f- cos^/S 4- cos^7 = i ,
détermineront les angles a, (S, y que doit faire le déplacement avec les axes pour que la propagation de l'onde plane soit possible.
En remarquant que le coetiicient de cos /S dans la première des équations (5) est le même que celui de cosa dans la seconde, que le coefficient de cos 7 dans la seconde de ces équations est égal à celui de cos /S dans la troisième, et enfin que le coefficient de cosa dans la troisième est égal à celui de cos 7 dans la première, et en raisonnant comme dans la théorie de la double réfraction (13/î), on voit que, si l'on conserve les expressions rigoureuses des forces moléculaires, à chaque direction de l'onde plane correspondent encore, pour les dé[)laceinents moléculaires , trois directions rectangulaires telles que l'onde puisse se propager sans altération , et que ces trois directions sont parallèles aux axes d'un ellipsoïde.
L'équation de cet ellipsoïde, auquel nous continuerons à donner le nom d'ellipsoïde de polarisation , est
œ^^(x [(p {,') + ^l^ (r) ~ ] si n"-^ ^ AR + y-2pi \(p{r)^^ [r) ^ | sin'-^ l AR -i- z^^fji I (p (r) + ^ {>') ^ ] sin-^ j AR + y: 2,av{/ (r) -'^ siu'^ y AR + ^x2^>|/ (r) ^^ sin^ ^ AR + .x7/2^v|/(r) ^'-sin'^ ^ AR 1 .
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(îoiume d'ailleurs on a
AR =- A^ cos / H- Ay cos m -h A^ cos tt ,
on voit que les coefficients de cette équation dépendent à la fois des angles I, m, h qui déterminent la direction de l'onde plane, de certaines constantes qui définissent la constitution du milieu, et enfin de la longueur d'ondulation. La vitesse de propagation de l'onde plane est en raison inverse de la longueur de l'axe de l'ellipsoïde de polarisation auquel les déplacements moléculaires sont parall(Mes ; cette vitesse dépend donc aussi de la longueur d'ondulation , lorsqu'on conserve les valeurs rigoureusement exactes des forces moléculaires, au lieu de développer les variations A^, Ar;, A^ du déplacement suivant les puissances croissantes de AR, et de négliger, comme nous l'avons fait dans la théorie de la double réfraction, les termes qui contiennent AR à une |)uissance supérieure à la première : ainsi se trouve expliqué d'une façon générale le phénomène de la dispersion.
Lorsque les équations (G) sont satisfaites, en posant
cos a cos/S cos y on a
^ 2 ni
el , par suite, en vertu de l'équation (3),
expression de la vitesse de propagation dont il sera fait usage plus loin.
Il faut remarquer enfin que toutes les conséquences que nous avons déduites, dans la théorie de la double réfraction , de l'existence de l'ellipsoïde de polarisation, et en particulier celles qui sont relatives à la transversalité des vibrations, sont encore vraies dans la théorie rigoureuse que nous venons d'exposer, et suivant hupielle, à chaque valeur de la longueur d'oiululation , rorres|)ond un ellipsoïde d<' polarisation parfaitement détcrniirn'.
165. Relation entre la vitesse de pro|iagation et la longueur d'ondulation «lans les niilieu^iL isotropes. — Nous allons maintenant nous occuper exclusivement des milieux isotropes f't chercher quelle est la relation qui existe dans ces milieux entre la vitesse de ])ropagation d'une onde plane et la longueur d'ondulation.
Toutes les directions étant identiques dans un milieu isotrope, il suffit de considérer le cas où l'onde j)lane est normale à l'un des axes des coordonnées, par exemple à l'axe des .v. On a alors
AR=Ax;
les é([uations du mouvement vibratoire se simplifient beaucoup dans ce cas, car, par raison de symétrie, on a évidemment
2fz\|/ (/•) -^^2"- sin"-^ j- Ax =- 0 ,
y,fjL-<l^ (r) —j^ sin- ■>- Ax = o ,
2f/\{/ (/') • .., ' sin- ^ Ax
Les équations (5) prennent donc la l'orme
ix'
■ oTT
Xi = cosa2f>t (2(/-) + 4'('")^-^ sin-^A^,
, Ay-
• Yi=-cos/S2|U <p{r]^-^(r) -^ sin-^ A.r
Zi = cosy'Si(jL (p ( r ) — \{/ (/') -4-- sin-^ A^.
L'é(|uation de rellij)soïde de polarisation se réduit à
.r^2f.[ç(r)4-vî/(r)~]sin^^A.r + .y-^2f/[(p(r) + 4.(r)^Jsin^5A.r
sm-^ A.r = 1
Comnif (I ailleurs (ouïes les dneclions pei-pciidiculaires à Taxe
des X sont identiques par rapport à l'onde plane , on a
2^1 \(p (r) + ^ {r) ^\ sin-^ ^ Aœ = 2^ |> (r) + ^ (r) ^ ] sin^ ^ A^ :
l'ellipsoïde de polarisation est donc de révolution autour de l'axe des x, d'où il résulte que, dans un milieu isotro[)e, une onde plane normale à une direction donnée peut se propager sans altération, toutes les fois que le déplacement moléculaire est parallèle ou perpendiculaire à cette direction. A une direction quelconque de pro[)agation normale correspondent dans un milieu isotrope une infinilé d'ondes à vibrations transversales se propageant toutes avec la même vitesse et sur lesquelles les vibrations peuvent être dirigées d'une manière quelconque dans le plan de l'onde, et une seule onde à vibrations longitudinales se propageant avec une vitesse différente de celle des ondes à vibrations transversales. Ainsi, si l'on se borne à considérer les vibrations transversales, on ne trouve plus dans les milieux isotropes cette relation nécessaire entre la direction d'une onde plane et sa polarisation qui existe en général dans les milieux biréfringents et qui peut être regardée comme étant la cause de la double réfraction et de la polarisation qui accompagne toujours ce phénomène.
Pour l'onde à vibrations longitudinales on a
Xi = 2fz I 0(r) + 4/(r) ^ I sm--^ ? A.r . Y, =--Z, = o,
et, j)ar suite, en désignant par V\ la vitesse de propagation de celle onde, il vient, d'après l'équation (7),
Pour les ondes à vibrations transversales la vitesse de])ropagation est indépendante de la direction du déplacement; on peut donc
supposer ce déplacement parallèle à l'axe des y : on a dans ce cas
X, = Z, = o, Y, = 2^[(p(r)+vf.(r)^]sm^^A^-..
et. en représentant par V la vitesse de propagation des ondes à vibrations transversales,
(9) V-^ = è 2^t [(p(r) -^Mr) ^] sin^ ^ Ax.
Cette vitesse est la seule dont nous ayons à nous occuper; pour transformer l'expression qui la représente en une série ordonnée suivant les puissances de A, remarquons que l'on a
Ax == - 1 — cos -^ ilx 1
et développons cos ->- Ax en série , ce qui donne
= 1 —2-^2 Aa;^ + 3 X'
4 7r" . . 2 tt'* . „ 4 1) A j 1 0 A
série (pii est toujours rapidement convergente, car, les forces moléculaires n'exerçant leur action qu'c\ une distance qui , si elle n'est pas négligeable vis-à-vis de la longueur d'ondulation, doit être re-
gardée comnje très-petite par rapport à cette longueur, -y- dans
toute l'étendue de la sphère d'activité de la molécule considérée, est une fraction de beaucoup inférieure à l'unité.
On dc'diiil (le la valciii' trouvée pour cos^A.r
• ., Tî" A '^' A -i 1 '^ A ', 1 2 7r . ,. I T A B
Mil- >; A:v == TT A.r^ — ^ Vf ^^ + 7^ ■^. ^^^ ~ --r^ T« Aa;S-t- A A .> A '1 .1 A • .) I 5 A
- -65-o?2cb('H'K'-)^]A-'-' + --.
Nous obtenons donc pour V^ une expression de la forme
c'est-à-dire une série ordonnée suivant les puissances croissantes de -^1 les coefficients a, h, c, d, . . . étant des constantes qui ne dépendent que de la constitution du milieu. Les valeurs de ces constantes, qui sont
montrent qu'elles décroissent très-rapidement, car Ax est une quantité qui reste toujours très-petite : si donc la longueur d'ondulation n'est pas excessivement petite, si elle dépasse une certaine valeur que l'expérience seule pourra assigner, les termes du second membre de l'équation (lo) auront aussi des valeurs très-rapidement décroissantes, et on obtiendra une expression très-approcbée de V^ en ne conservant que les premiers de ces termes. 11 résulte de là que k doit toujours être positif; de plus, comme l'expérience montre que les rayons les plus réfrangibles sont ceux qui ont la plus petite longueur d'ondulation, et que, par suite, V décroît avec X, il faut ([ue le coeflicient h du second terme; soit négatif.
16G. lia dispersion n'e^i^iste pas dans le vide. — Pour pouvoir comparer à l'expérience l'expression que nous venons de trouver pour la vitesse de propagation de la lumière dans un milieu isotrope , il est nécessaire d'en déduire une formule donnant l'indice de réfraction de ce mdieu par rapport au vide en fonction de la lon- {fueur d'ondulation dans le vide, et, à cet effet, il est indispensable de savoir si dans le vide, comme dans les milieux pondérables, la vitesse de propagation des ravons lumineux (lé[)end de leur couleur.
Le phénomène de l'aberration parait, au premier abord, propre à décider la c{uestion : si, en effet, les rayons de différentes couleurs se propageaient dans le vide avec des vitesses différentes, comme l'angle d'aberration dépend du rapport qui existe entre la vitesse de la lumière et celle de la terre, les étoiles apparaîtraient sous forme de petits spectres colorés, ce qui n'a pas lieu; mais celte remarcjue n'a rien de décisif, car de petites différences entre les vitesses des rayons de différentes couleurs ne produn-aient pas de coloration sensible.
Newton imagina une méthode plus précise pour reconnaître si la dispersion existe dans le vide : dans une lettre adressée à Flamsteed, il engage cet astronome à observer attentivement les immersions et les émersions des satellites de Jupiter et à chercher si ces phénomènes sont accompagnés de coloration. En effet, si dans le vide, comme dans les milieux pondérables, la vitesse de propagation n'était pas la même pour les rayons de différentes couleurs, et si cette vitesse était d'autant pins grande qu(> les rayons sont moins réfrangibles, au moment de l'immersion les ravons rouges cesseraient de nous arriver avant les rayons violets, et le satellite, avant de disparaître, devrait prendre successivement une série de teintes passant du blanc au bleu et au violet: au moment de l'émersion. au contraire, les rayons rouges nous arriveraient avant les autres, et le satellite, au moment de sa réapparition, devrait être coloré en rouge et passer ensuite au blanc |)ar l'addition successive des couleurs prismatiques, l'ianislccd n observa vlow de semblabl(^ et lorsque, cinquante ans pins tard, Mcivillc ' cl (iourlivron - appclèreni i\r nonvcan Tal-
'' Essai/s frid Ohmr valions, I. II. p. i-).
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(cnlioii (les astronomes sur cette question, les résultats l'urejit en-
core négatifs.
Arago eut l'idée de substituer à l'observation des immersions et des émersions des satellites de Jupiter, observation f|ue le faible éclat de ces astres par rapport à la planète et la courte durée du phénomène rendent nécessairement peu exacte, celle des éclipses de soleil produites à la surface de Jupiter par ses satellites. Dans cette méthode, au lieu de chercher à reconnaître les changements de coloration d'un astre très-peu brillant, on compare la teinte de la tache obscure cpii se projette sur le disque de la planète à celle du reste de ce disque; les conditions sont donc beaucoup plus favorables; néanmoins Arago ne put aj^ercevoir aucune coloration du cône d'ombre au commencement ou à la fin de l'éclipsé.
La lumière n'employant qu'un temps très-court pour venir de Jupiter à la terre, de petites différences entre les vitesses de propagation des rayons de différentes couleurs pourraient passer inaperçues; aussi, pour démontrer que tous les rayons lumineux se propagent dans le vide avec des vitesses rigoureusement égales ou du moins ne différant que de quantités bien au-dessous de celles que nous pouvons mesurer, Arago eut-il recours à l'observation des étoiles changeantes. L'éclat de certaines de ces étoiles varie très-rapidement : c'est ce qui a lieu pour Algol , qui passe en trois heures et demie de la seconde à la quatrième^ grandeur. Quelle que soit la cause qui produit ces changements d'intensité, qu'ils soient dus à un mouvement de rotation de l'étoile ou à l'interposition d'un satellite opaque, ils seraient accompagnés de changements de coloration si les rayons de diff('rentes couleurs employaient des temps inégau\ pour parcourir la distance qui sépare l'étoile de la terre : l'astre prendrait une teinte violette au moment où son éclat s'affaiblit, une teinte rouge lorsqu'il devient plus brillant. L'étoile Algol ne présente aucune trace de ces variations de teinte; or, sa parallaxe étant inférieure à une seconde, la lumière met au monis quatre ans pour venir de cet astre jusqu'à nous, et, par conséquent, si les vitesses de propagation des rayons rouges et des rayons violets différaient d'une quantité égale à ^^^^^^ de leur valeur, les temps employés par ces rayons pour franchir la distance qui existe entre l'étoile et la terre
différeraient au moins d'un quart d'heure, et la coloration au nioluent où s'opère le cliaupement déclat serait très-sensible. Cependant, pour tirer de là une conclusion entièrement légitime, il est nécessaire de répéter l'observation à différentes époques de l'année; car il pourrait se faire, par suite d'une coïncidente fortuite, que les rayons violets envoyés par l'étoile au moment où elle s'éteint arrivassent à la terre en même temps que les rayons rouges qui partent de l'étoile au moment de la réapparition suivante, ce qui, malgré l'inégalité des vitesses de ces deux espèces de rayons, empêcherait la coloration de se montrer: mais cette coïncidence ne pourrait exister que pour une position particulière de la terre, et, si les vitesses des rayons de différentes couleurs étaient réellement inégales , la coloration serait visible pour toute autre position.
L'observation des étoiles changeantes ayant montré que les variations d'intensité de ces astres ne sont pas accompagnées de colorations passant régulièrement du blanc au violet et du rouge au blanc, on peut regarder comme un fait d'expérience que dans le vide les vitesses de propagation des rayons de différentes couleurs ne diffèrent pas de —^ — de leur valeur, et admettre sans erreur sensible
1 1 ooooo
({ue ces vitesses sont rigoureusement égales ^^\
Le pouvoir dispersif de l'air et des autres gaz, s'il n'est pas entièrement nul, est du moins extrêmement petit, et, par suite, la vitesse de propagation dans ces milieux ne varie que très -peu avec la couleur; aussi ne commet-on pas d'erreur appréciable en admettant que les indices de réfraction d'un milieu solide ou liquide pour les différentes couleurs conservent entre eux un rapport constant, lors(|u'on ])rend successivement ces indices par rapport au vide et par rapport à l'air.
167. Relation entre l'indice de réfraction d'un milieu par rapport au vide et la longueur d'ondulation dans le vide. — Soient, pour les rayons d'une couleur déterminée :
^'1 Les colorations qu'ont présenlées certaines étoiles temporaires, par exemple celles qui ont été observées par Tyclio-Brahé et par Kepler, variaient d'une manière tout à fait irréfjulière et ne peuvent être allriluiées qu'à de grands piiénomènes physiques ou cliimiques s'opérant à la surface de ces astres (très-prohnlilenienl, d'après les dernières recherches spectrostopiqut'S, à des conllajfrjilions où rii\drof[ène joue un rôle actif). (L.)
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Via vitesse de propagation dans le vide; A la longueur d'ondulation dans le vide; î' la vitesse de propagation dans un nidieu solide ou liquide; / la longueur d'ondulation dans ce milieu; n l'indice de réfraction du milieu par rapport au vide. D'après ce que nous venons de voir, la vitesse V ne dépend pas do X, et on a, quelle que soit la couleur de la lumière,
V étant une constante.
On tire de là
et, en portant cette valeur dans la formule (lo) qui, pour le cas actuel, prend la forme
il vient
d'où
hrv , cil' , dit
-a + -yT + -^ + -Y-^
/ , V" 1 1 / , bir , eu!" , dn" ,
(.1) V = ,7 = Fi^' + l^+X^ + -F-) ••
Cette équation donne l'indice de réfraction n en fonction de la longueur d'ondulation dans le vide; elle ne peut être résolue que par approximation. Les coefficients a, h, c, f/, ... décroissent trèsrapidement, et par suite, si X n'a pas une valeur excessivement petite , il en est de même dans l'équation (i i) des termes contenus dans la parenthèse. On aura donc une première valeur approchée de n en s'arrêtant au premier terme, ce qui donne
en substituant cette valeur dans le second membre de l'équation (i i on obtient une seconde valeur plus approchée
if ^ Y- ~^ uX- "*' a^A'' + a'X' "+" " ' ^ \ ER\)KT, Vl. — Optique, II. i
en continuant de même, on voit que, quel que soit le degrc'^ d'approximation auquel on s arrête, on aura toujours pour -7 une expression de la forme
OÙ les coefficients Aj, Bj. Cj décroissent très-rapidement, de même que a,h, c,... .On en déduit pour l'indice de réfraction une expression de même forme
Dans cette formule les coefficients A', B', C, . . . ne dépendent que de la constitution du milieu ; ces coefficients doivent décroître rapidement, mais l'expérience seule pourra faire connaître leur valeur pour chaque milieu et indiquer combien de termes il faut prendre dans le second membre de l'équation (la) pour avoir une valeur suffisamment approchée de l'indice de réfraction.
On peut remarquer seulement que. l'indice de réfraction allant en augmentant à mesure que la longueur d'ondulation diminue, le coefficient B du second terme doit être positif.
168. Térifications expérimentales des formules de dispersion. — Pour comparer à l'expérience la formule (i^), il faul s'arrêter après un certain nombre de termes et déterminer les coefficients des termes conservés, soit au moyen d'un nombre d'observations égal à celui de ces termes, soit en faisant concourir toutes les observations au calcul des constantes par la uK'lhode des moindres carrés ou par la méthode d'interpolation que Cauchy a développée dans son Mémoire sur la dispersion. En prenant un nombre croissant de termes dans le second membre de l'équation (12), on peut trouver ainsi combien de termes il faut conserver pour que les résultats du calcul et ceux de l'expérience ne diffèrent (pie de quantités qui soient de l'ordre des erreurs d'observation.
Cauchy s'est servi. j)our vérifier sa formule, des indices de réfraction déterminés par Frauenhofer. 11 s'est cru obligé de prendre quatre termes pour obtenir des résultats concordants: mais il est
Inrile do voir (jue, pour Je degro d'exactitude que eoruporte en géuérnl la d(''lei-niination des indices de réfraction, il est plus que suflisant de s'arrèler api'ès le troisième ternie; la formule (i a) devient alors
Lorsqu'on n'a pas besoin d'une très-grande précision, on peut même se contenter des deux premiers termes, c'est-à-dire réduire la formule à
La formule ainsi simplifiée se ]>réte à une méthode de vérification peu compliquée et qui a été indiquée par Béer '''. Soient, en effet, Xj , X2, A3 les longueurs d'ondulation dans le vide de trois rayons de couleurs différentes; 11 1, 1L2, ri^ les indices de réfraction correspondants. En admettant la formule (i3) comme exacte, on aura
1' ^ (1 ou
^==^'(rr
Pour s'assurer de l'exactitude de la formule (i3), il sulîira donc de chercher si les différences des indices de réfraction sont proportionnelles aux différences des carrés des inverses des longueurs d'ondulation. Béer a reconnu que les indices de réfraction déterminés par Frauenhofer suivent cette loi d'une manière suffisamment satisfaisante.
Avant que Cauchy eût publié ses travaux théoriques sur la dispersion, Baden Powell'-' avait cherché à représenter par une formule
") fnirodiiction à In haute Oplif/ue ( Irait, de M. Korllioinnie), p. 170. '•■" Phil. Trans., iS35, p. 2/19.
iJO THEORIE DE L\ DISPERSION.
empirique l'ensemble des mesures de Frauenliofer : il s élait arret*^ à la relation
Sin TT
Sin TT -y
TT — A
où C et D sont deux constantes, dette formule se ramène facilement à celle de Cauchy : en effet, si on développe siuTry en ne conservant que les deux premiers termes, ce qui est permis, parce que y est toujours une fraction très-petite, il vient
d'où l'on déduit pour n, en s'arrétant aux termes en À-. une expression de même forme que celle de l'équation ( i 3).
169. liOis de la dispersion dans les niilieu^K biréfringents. — Les simplifications qui s'introduisent dans les équations du mouvement vibratoire lorsque le milieu est isotrope, et en vertu desquelles les équations (5) se réduisent aux équations (8), sont dues uniquement à ce f|ue, dans un milieu de ce genre, la normale à l'onde plane peut toujours être regardée comme un axe de symétrie du mdieu, quelle que soit la du'ection de cette onde plane. Il résulte immédiatement de là t[ue les équations (8) sont applicables, dans le cas d'un milieu cristallisé à un axe, lorsque l'onde plane est parallèle ou perpendiculaire à l'axe unique du radieu, et, dans le cas d'un milieu cristallisé à deux axes, lorsque l'onde plane est perpendiculaire à l'un des trois axes de symétrie du milieu. La formule (lo) se déduisant des équations (8), cette formule peut servir à représenter dans les cristaux à un axe les vitesses des rayons parallèles ou perpendiculaires à l'axe, dans les cristaux à deux axes les vitesses des rayons parallèles à l'un des trois axes de symétrie. L'indice ordinaire et l'indice extraordinaire des cristaux à un axe, les trois indices principaux des cristaux à deux axes s'exprimeront donc à l'aide de formules analogues à la formule (i 2). Seulement les coeffjcienls cnnslauls A'. B', (î'.... auront des valeurs dill/'rentes dans
les crislaux à un axe pour l'iiulice ordinaire et pour l'indice extraordinaire, dans les cristaux à deuv axes pour les trois indices principaux. C'est ce que Béer a vérifié au moyen de la méthode cpie nous avons indiquée plus haut, en faisant usage, dans le cas des cristaux à un axe, des indices du quartz et du spath déterminés par Rudberg, et, dans le cas des cristaux à deux axes, des indices de l'aragonite et et de la topaze mesurés par le même physicien "^
170. Conséfiiieaiees déduites par Caiicliy «le l'absence de dispersion dans le vide. — Dans un corps quelconque les molécules pondérables doivent èlre regardées comme beaucoup plus écartées les unes des autres ([ue ne le sont en moyenne les molécules de l'éther engagé dans ce corps. Si donc on admet avec Cauchy que le système formé par les molécules pondérables et les molécules d'éther puisse être remplacé par un étber fictif, cet éther devra présenter une discontinuité beaucoup plus grande que l'éther du vide, ou, en d'autres termes, les molécules doivent être incomparablement plus rapprochées dans l'éther du vide que dans cet éther fictif. C'est probablement en se basant sur cette considération, bien qu'il n'en fasse pas explicitement mention , que Cauchy a été conduit à admettre, pour explirpier la différence qui existe sous le rapport de la dispersion entre l'éther du vide et celui des milieux pondérables, <pie l'éther du vide peut, sans erreur sensible, être regardé comme formant un miheu continu, et à chercher quelle doit être, dans cette hypothèse, la forme de la fonction qui lie les forces moléculaires à la distance pour que la vitesse de propagation dans le vide soit indépendante de la longueur d'ondulation.
Si, en effet, on suppose l'éther continu, les sommes composées d'un nombre de termes fini, (juoiquo très-grand, c[ue nous avons considérées jusqu'à présent, se transformeront en intégrales, et i'ex[)ression de la vitesse de propagation prendra une forme simple que nous allons déterminer en suivant la marche indiquée [)ar Cauchy,
Fia[)pelons d'abord que, dans un milieu isotrope, on a pour la vitesse de propagation d'une onde ])lane normale à l'axe des .c, et
(') InlnulHclioii à la haule Optique (trad. itc M. Forthomme), p. a5o et 828.
sur laquelle les vibrations s'effectuent parallèlement à Taxe des y,
Pour faciliter l'intégration, nous nous servirons de coordonnées polaires : nous prendrons pour origine la molécule m, dont jusqu'à présent nous avons désigné les coordonnées par x, y, z; nous représenterons par r la distance de cette molécule m à la molécule yi dont les coordonnées sont x-\-^x, y-\-Ay, z-^Az, par co l'angle que fait la ligne m[x avec l'axe des x, par 9 l'angle du plan fxmx avec le plan des xy. Nous aurons alors
Ax=^rcosct), A//= r sincy cos^.
Pour exprimer en fonction des coordonnées polaires l'élément de masse n, nous considérerons l'élément de volume limité par deux surfaces sphériques de rayons r et r-\-clr ayant pour centre l'origine , par deux plans passant par l'axe des x et faisant avec le plan des xy des angles égaux h. 6 et h 9^(16, et enfin par deux surfaces coniques ayant pour axe commun l'axe des x et dont les génératrices font avec cet axe des angles respectivement égaux à w et à co-\-da). Cet élément de volume est égal à
r-sinct)(l9drdct),
et l'élément de masse correspondant f/ est représenté par
Dr- sm<jo(19drd6o,
D étant la densité du milieu éthéré.
Si l'on porte ces valeurs dans l'expression de V-, et- si l'on suppose le milieu continu, ce (pii permet de remplacer la sommation par une intégration, on a
V2 = ^ f^'J^'' £^^.'2 [9(/•)+^|/(^)sin•■^a; cos'9] sin^^ sui-^ ^^^ dddcod
L'intégration doit s'étendre à lout le milieu, et ses limites sont, par conséquent : |)Oiir 9. zéro et ^tt: |>()iir v. /rvo et tt: poui' r. zéro et
-j- oo.
L'intégration par rapport à 9 s'effectue immédiatement et donne
1^9 DX' r r-rr rco . . ,jtcosw , ,
V^ = — rM r-ip(r)8m(y sm^ — ^^ — r/<yrfr
+ 1 I r-\|/(r) sin^w sin^ — ^^^ — f?w<lr •
Si l'on intègre ensuite par rapport à do, on a
r"^ . . „ TT/'COSd; , C^ f 27rrcos(i)A • , al smwsui- — ^ — doj=\ ( i -- cos ^ j sinwrtw
/ , A . 277rCOS(i) X"""
= — cos cy H sin ^
= 2 — sin ^r r :
la première partie de l'expression de V'^ devient donc
Intégrons par rapport à eu la seconde partie de cette expression : comme on a
C^ • , • ., 77/'C0SCy , I C^ f 277rC0SCt)\ . o ,
I sin-'w sjn- — s dco = - i — cos r Ism-^codco,
Jo >^ 2jo V A J
1 sin^wf/w = I sinw (i — cos'^wjf/a; = f — cosoj + t; cos^wj =ôen intégrant par parties, il vient successivement
277/C0S(W , A . „ . 2777C0Sfit)
snro) cos
f/flt) = sin^w sin .
r . . 277/' cos Ct) , A 277rCOSa)
I sui w COS O) sin ■ ^ — — dw ^= --z-.. cos w cos
AT. . 277rC0SW ,
— sin&j cos O) sin ^ doo ,
TTlJ A
COS
SI
COS (W
siuiw cos ^^ aoo ,
/'. 277/' cos W ■ A . 277rC0Sii> sinw cos ^ dct)= — — Sin =: ■.
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d'où
J^- , 27rrcosîi) , À • o • *-27r/coS(i> surot) cos s d(o = sm-co sin ^ A 27rr A
À" 27rrcosa; A'^ > aTzrcosîi;
/"^ ■ o 27ITCOSW j X" 27r , À'' . 277
sin-^iw cos 5 «w = 5-ï cos -^ ?' H rr sin -=p r, Q A TT r A 27Î- r A '
f"^ . , . „7rrcos&) , 2 , À^ 27r A' . 277
I sin*<y sin^ — =j dco = 0 H 2-1 cos->- t — 7— r^sin-^r,
En portant cette valeur dans l'expression de V^, on a
V^ = — I r^(p[r)dr 2I r(p (rj si n -,- r rfr + -ô— I r'^\p(r]ar
DA'f^,,. 277 , m' r^^'r] . 277 j
+ 4^J, ^W^os^r./r-g^J^ ^-sin-^r^r, et, comme on a posé
il vient définitivement
, A-^ f°<=.,, . 277 . a' C^fir) 277 ,
+ T-^ / ricos ^- rdr— -— r; ^^^-^ cos ^- rdr
877V 0 r A Stt Jo r^ A J
Pour intégrer par rapport à r il sullit de remarquer que l'on a
,/ (r) cos -^ r - -/(r) sm x '^ = ^- Lâ^/W '^' T '"J '
X' f{r) lit r /'(/■) . 277 , X-' /■(,•) . 277
= -r — ir—i ^-^ Sin -V- /
dr V 877 r A
01) obtient ainsi
Désignons par M la quantité entre parenthèses, par M^et M^ les valeurs que prend cette quantité lorsqu'on y fait r=o et r==oo. Comme /(r) s'annule pour une valeur infiniment grande de r, M^^
est égal à la valeur que prend la quantité ^r^f{r) pourr= oo , valeur que nous représenterons par :t [r^f{r)\^-
Pour déterminer la valeur de M^ il faut développer en série*
cos -Y f et sin -y ^', ee qui donne
~8^'~r VX^~TT^ X' ^ "^ 1.2.3.4.5 ~F"'' —•.. j.
Les termes qui contiennent r à une puissance inférieure à la quatrième se détruisent : la limite de M, lorsque r tend vers zéro, est
donc égale à celle du terme en r*, c'est-à-dire a —^ -^ b''^f{^)]o- En
portant ces valeurs de M^ et de M^ dans l'expression de V^, il vient
v^ = ~ (M. - Mo) = §^ ['m]^~r, [>- ['■■'/(>)].•
Pour que la vitesse de propagation de la lumière dans le vide soit indépendante de la longueur d'ondulation, il faut que le premier terme de cette expression soit nul, et par conséquent que l'on ait
La vitesse devant avoir une valeur finie et constante, il faut, en outre, ([ue le second ternie soit positif, c'est-à-dire que l'on ait, en désignant par k une quantité constante.
Ces deux conditions sont satisfaites si l'on admet que dans le vide l'action mutuelle des deux molécules d'éther est répulsive et varie en raison inverse de la quatrième puissance de la distance, car alors on a
a nu 1 on n
édnit
quantité qui s'annule pour r^ oc , et
valeur (pii demeure [)ositive et constante, lorsqu'on fait tendre r vers zéro.
La solution que nous venons d'indiquer n'est point la seule qui soit compatible avec les conditions (i) et (2): ces conditions sont en effet satisfaites lorsque, toutes les fois que les molécules réagissantes sont à de très-petites distances les unes des autres, leur action varie en raison inverse de la quatrième puissance de la distance, et que, pour des distances plus grandes, cette action conserve toujours une valeur inférieure à celle qu'elle prendrait si elle variait en raison inverse du carré de la distance.
Telles sont les conclusions auxquelles s'est arrêté Cauchy: ces conclusions, il ne faut point l'oublier, ne sont légitimes qu'autant qu'on admet l'bypothèse qui lui a servi de point de départ, c'est-àdire qu'on regarde l'étber du vide comme formant un milieu continu, et en aucun cas elles ne sont applicables à l'éther engagé dans les milieux pondérables.
171. Équations^ d'un moiivenieiit vibratoire !«ie propageant par ondes planes dans un milieu isotrope. — Nous
avons obtenu précédennnenl {lu"}) les équations difïérenlielles d'un mouvement vibratoire se propageant par ondes planes dans un milieu homogène quelcoiupu^ et, pour arriver plus rapidement à ces équations, nous avons supposé les déplacements des molécides vibrantes rectilignes, et nous avons représenté ces déplacrmeiits ou
nous fondant sur la théorie de la diffraction, j)ar la formule
e = ^sin!i7r(R -Vf),
ce qui nous a permis d'exprimer les projections 6, >? , ^ de ces déplacements en fonction de la vitesse de propagation V.
Nous allons maintenant, en nous restreignant au cas des milieux isotropes, exposer une autre méthode c[ui permet de trouver directement les équations différentielles d'un mouvement vibratoire se propageant par ondes planes sans faire d'autre hypothèse sur la nature de ce mouvement que d'admettre la transversalité rigoureuse des vibrations. Les équations auxquelles conduit cette méthode, bien qu'identiques au fond avec les équations (8), se présentent sous une forme différente et qui, dans certains cas, est plus commode pour la discussion, par exemple lorsqu'il s'agit de déterminer quelles sont les modifications qu'il faut faire subir aux équations différentielles du mouvement vibratoire dans un milieu isotrope pour rendre compte des phénomènes de la polarisation rotatoire. De plus, l'intégration de ces équations nous apprendra quels sont les mouvements vibratoires qui peuvent se propager sans altération dans le milieu , et viendra confirmer les conséquences que nous avons déduites des phénomènes de diffraction; enfin cette même intégration nous fournira une relation entre la vitesse de propagation et la longueur d'ondulation, relation qui pourra servir de base à la théorie de la dispersion dans les milieux isotropes.
Nous prendrons pour point de départ les équations (i) qui se rapportent à un milieu homogène quelconque et qui peuvent s'écrire
'^ - 2f, |^(r) ^- AÎ+ [<p(r) + M'-) ^] A.,
J^AK
Si nous développons l+A^, >; + A>7, ^ + A^ par la formule de Taylor, il vient
^î= s; '^•"- + rfT^;/ + Tb '^■- + ï rf? ^■'^ + î TT? ^r + 5 rf? ^^'
et deux expressions analogues pour A»? et A^.
Comme les forces moléculaires n'ont d'action sensible qu'à de très-petites distances, les quantités Ax, Ay, Aï sont toujours trèspetites, et les séries qui représentent A^, A»;, A^ sont convergentes pourvu que les dérivées successives àe ^, v , K par rapport à x, y, ^ conservent toujours des valeurs finies. Toute solution des équations différentielles qui ne satisfera pas à cette dernière condition sera illusoire et devra être rejetée.
Si le milieu considéré n'est pas hémiédrique , à la molécule dont les coordonnées sont x-^Ax, y-^Ay, z+Az correspondra une autre molécule avant pour coordonnées x — Ax , y — Ay, z — Az, et pour laquelle les fonctions (p{r) et \î/(r) auront les mêmes valeurs que pour la première. Si donc, dans les équations (i ^), nous substituons les valeurs que nous venons de trouver pour A^, Aj7, A^, tous les termes qui, par rapport aux quantités A.r, Ay, Az, seront de degré impair, disparaîtront dans la sommation, et il ne restera par conséquent, dans le second membre de ces équations, que des termes contenant les dérivées d'ordre pair des quantités f , V, K \)^f rapport à x, y, :, et ayant pour coefficients des sommes dont la valeur est constante et ne dépend que de la constitution du milieu.
Supposons maintenant que le milieu soit isotrope et que dans ce milieu se propage une onde plane à vibrations rigoureusement transversales : toutes les directions étant identiques dans le milieu, nous pouvons, sans diminuer la généralité de la solution, considérer l'onde plane comme étant normale à l'axe des z. Dans ce cas f est constamment nul, et, ])()ur que l'onde se propage sans altération, il faut que ^ et tj soient des fonctions de la seule coordonnée z et (\n temps. Les termes qui confieiuient les dc'n-ivres de ^ et de tj par
rapport à x et a y disparaissent donc alors dans les équations (i^), et ces équations prennent la forme
A, B, C étant des constantes qui ne dépendent que de la nature du milieu, et qui, par raison de symétrie, doivent avoir les mêmes valeurs dans les termes correspondants des deux équations (i5).
Les équations différentielles (i5) représentent le mouvement vibratoire d'une onde plane à vibrations transversales normale à l'axe des z, et se propageant dans un milieu isotrope.
Les valeurs de f et de >? devant être des fonctions périodiques du temps , les solutions les plus simples de ces équations sont
^=a sin (^kz — st -i- Ç>) , »7 =è sin (^kz--st-\-x)i
où a, b, ^ et ;^ représentent des constantes indéterminées, tandis que les quantités s et ^ sont liées entre elles par l'équation
(17) s''==Ak'-}-U^-\-Ck^-{-
De ce que les constantes a, h, (p ai -^ ont des valeurs indéterminées, il résulte que les composantes parallèles aux axes des x et des y du mouvement vibratoire sur l'onde plane peuvent avoir des intensités quelconques et présenter des différences de phase également quelconques, ou, en d'autres termes, que dans un milieu isotrope une onde plane à vibrations transversales peut se propager sans altération, quelles que soient la forme et l'orientation des trajectoires décrites par les molécules vibrantes.
Il est facile de trouver la signification des constantes s et h qui entrent dans l'équation (17). Les formules (16) montrent en effet immédiatement qu'on a, en désignant par T la durée de la période du mouvement vibratoire,
d'où
•nr
on voit de même par ces formules que si z augmente d'un multiple de V , ^ et >7 reprennent les mêmes valeurs, d'où il résulte qu'en représentant par / la longueur d'ondulation dans le milieu on a
, 27r T et
On déduit de là, pour la vitesse de propagation /■ de hi lumière dans le milieu considéré.
En portant les valeurs des quantités s et k dans l'équation (i 7 >. elle devient
ou
Cette dernière équation donne la vitesse de propagation en fonction de la longueur d'ondulation et des constantes A, B, C,. . .; elle est de même forme que l'équation (1 0) obtenue précédemment par une autre méthode de calcul. On peut remarquer que v ne dépend pas des constantes a, b, (p et )(^, ce qui signifie que dans un milieu isotrope la vitesse de propagation d'une onde plane est indépendante de la forme et de l'orientation des trajectoires décrites par les molécules vibrantes.
L'équation (i<S) permet d'exprimer l'indice de réfraction du nnlieu ])ar ra[)[)ort au vide en fonction de la longueur d'ondulation dans le vide, car, en désignant par n l'indice de réfraction, par V et X la vitesse de j)rnpagation el la longueur d'ondulation dans le vide, on a
et réquaiioii (18) prend la forme
/ \ » A , Tj (27r)* 2 , r ('■^'^)' 4 I
La formule (19) serait fort incommode pour la comparaison des résultats de l'expérience avec ceux de la théorie; aussi allons-nous chercher à y substituer une formule approchée dans lacjuelle l'indice de réfraction soit exprimé par une série ordonnée suivant les ])uissances décroissantes de A. Nous admettrons à cet effet, comme le faisait Cauchy, que les coefficients constants A, B, C, . . . décroissent très-rapidement, supposition à laquelle on est conduit assez naturellement en se reportant à l'expression des sommes que représentent ces coefficients : si alors la longueur d'ondulation / est supérieure à une certaine limite que l'expérience seule pourra déterminer, le second membre de l'équation (17) formera une série rapidement convergente dont il suffira de conserver les premiers termes. En appliquant à cette équation le théorème de Lagrange sur le retour des suites, on en tire la valeur de k'^ développée en une série de la forme
(90) r-=A2s^-fBoS^ + C2.se
Pour déterminer les coefficients Ao, B2, C2, . . . , il suffit de substituer dans l'équation (20) les valeurs de s^, s^, ./', . . . déduites de l'équation (17), savoir :
,2_A/^'^-fB//'+a'^+...,
i.^ = A2A;* + 2ABÂ" + ,
.s6=AH-6 + ,
L'équation (tio) devient alors
//^ = AA2A^--h(BA2 + A2B2)/r' + (CA2+2ABB2 + A3C2)//'+..., d'oii l'on déduit
AA2= 1, BA2+A-^B2 = o, (;Ao+2ABB2-f-A3C2 = o,
et par conséquent
BA, B r, CA,4-2ABB, CA-jB'
On voit par là que, si les coefficients A, B, C,. . . peuvent être
considérés comme des quantités très-petites du premier, du troi-
B C sième, du cinc|uième,. . . ordre, T^'X''" ' ' ^^^"^"^ *^^^ quantités
très-petites du premier, du second, . . . ordre, et par suite les
coefficients A^ , Bo , C2 . . • • décroîtront très-rapidement.
De l'équation (90) on tire pour k une expression de la forme
h = as + as- + jSs^ + /S's^ + ys^ + y's^+ ... ;
mais, la valeur de A;- ne contenant que des puissances paires de s, les coefficients a, /S', 7', . . . des termes qui dans l'expression de Arenferment une puissance paire de s sont nuls, et il reste
(21) A- = as + ^s^ + 7S^ +
Pour calculer les coefficients a, /S, y, . . . en fonction des coefficients A, B, C,. . . qui entrent dans les équations différentielles, il faut dans ces équations, et par suite dans l'équation (17), ne prendre qu'un nombre limité de termes. Si l'on s'arrête après le troisième terme, l'équation (i-y) devient
.s2_AA-'^+BA'* + œ;
c'est dans cette dernière équation qu'il faut substituer la valeur de Adonnée par l'équation (ai). Si l'on néglige les termes qui contiennent s à une puissance supérieure à la sixième , degré d'approximation qui est naturellement indiqué, puisque dans l'équation (17) on ne tient pas compte des termes où A- entre à une puissance phis élevée que la sixième, il vient
«2= A (a^s- + /S^s^^ + 2a/3s^ + aay.s'') + B(a'^5^ + ka^^s^) + Ca^s^
d'où
1 — Aa2= G.
(/32 4- 2ay)A+ 6a3/SB + Ga6= o ,
et par conséquent
V/A 2AVA ^ 8A\/A
En portant ces valeurs dans i'écjuation (^i), elle devient
. __ ^ _ B.S-' (7B--4AC)/' '~V^A 2AVÂ 8A*v'Â
et, en remarquant que l'on a
27r 27rV A Xk
on obtient pour l'expression cherchée de l'indice de réfraction
_ V 47r-BV^ 1 i()7r''(7B^-4AC)V^ 1. ""v/Â 2A\'Â ^"^ 8AVÂ ^-'*
En posant
V , 27r'BV' 27z-''(7B'-4AC)V'
\/X AV'A A" y/A
&_ 2 71-^BV- r_-^7i-''(7B^-4AC)V^
cette expression devient définitivement
La formule ainsi trouvée est de même forme que celle qui a été obtenue précédemment (166); mais la méthode que nous venons d'employer présente cet avantage cj[u'elle permet d'exprimer les coefficients constants a, p, q , qui entrent dans l'expression de l'indice de réfraction en fonction des coefficients A, B, C, qui figurent dans les équations différentielles du mouvement vibratoire.
Les coefficients a, p, q peuvent être déterminés directement par l'expérience, et les quantités A, B, C s'en déduisent au moyen des formules précédentes.
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17!^. Formiile «le 71. C'ristofTel. — L observaliuii lie parait pas favorable à 1 hvpotlièse admise par (iaiicliv relativement à la loi du décroissement des coefficients A . B, (!,.... Si Ion essaye de représenter les indices de réfraction d'un milieu même peu dispersif
par une série ordonnée suivant les puissances croissantes de pi et
([u'on calcule, comme nous venons de l'expliquer, les valeurs des
([uantités A. B. C on ne renjarcpie pas entre ces coefficients
les rapports (1(^ Grandeur implirpiés dans l'hypothèse. La forme d ailleurs des sommes que représentent ces coefficients, bien qu'elle sugfTere assez naturellement les conditions admises par (lauchv. ne les rend jias du tout nécessaires, et on peut se demander si un examen plus attentif de la nature de ces coefficients ne conduirait pas à une loi de dispersion plus conforme à la réalité : c'est ce que s'est proposé de faire M. CristofFel '' .
Guidé par des considérations théoriques que nous ne reproduirons j)as ici. il a ('lé' conduit à admettre que les deux premiers coefficients A et B sont du même ordre de grandeur, mais que les autres forment une série rapidement décroissante dont le premier term(^ est lui-même très-petit par raj)port à B. En partant de cette hypotiièse. il est facile d'oljlenir (iiic formule à deux constantes pour représenter I indice de réfraction.
Si la lon[(ii('nr dondiilation / dans le milieu considéré est excessivement petite, il peut être nécessaire de prendre dans le second membre de IV'cpiation (iq] un grand nombre de termes malgré le décroissement rapide des coefficients à partir de (i, et aucune relation simple entre l indice de réfraction et la longueur d'ondulation ne peut alors en être déduite: mais, dès que / est suffisamment grand pour rpie la série soit réductible sans erreur sensible à ses deux premiers ItM'uies. on a la relation simple
(i'est à ce cas expressément (pie M. Cnstollcl restreint ses re-
(') //*'/•/. M'uiolsbn-.. iSlJi, j). i)o6, t)Ç)7. — f''}gli- -^iiii' CWil. «27. — Aim. de iihi.s. etdechim., (3^ lAiV, :\-o.
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clierclius, laissant à rcx[)érienc(' le soin (\o déterniiiior ([iielle est cette limite inférieure des valeurs admissibles de /. On peut mettre l'équation ('^2) sous les deux formes
la première fait voir (pie B est négatif, car l'expérience nous apprend
que — diminue en même temps (pie A; la seconde montre que A
doit être positif.
On peut donc choisir deux quantités positives, ?/„ et X„, telles que
l'on ait
A _ 2 '4 tt' B _ _ X;
et, à l'aide de ces grandeurs auxiliaires, l'équation (99) se met sous la forme
d'où l'on conclut, pour la seule valeur admissible de n.
les radicaux étant pris positivement. On ne peut effectivement attribuer le signe — à y 1 -+- y sans rendre n négatif, ce qui est inadmis-
sible, et, d'un autre côté, si, en prenant ce premier radical avec le signe -|-, on donne le signe — au second, on obtient pour a une valeur croissante avec A, ce qui est contraire à l'expérience.
Il est bien entendu que cette formule est inapplicable au-dessous d'une certaine valeur de X que l'expérience doit déterminer. Si l'on fait, pour un moment, abstraction de cette restriction essentielle, on peut donner des grandeurs n^ et X^ des définitions physiques indépendantes de leurs relations avec les constantes de la théorie moh'culairc. ii^ est en effet la valeur de n qui correspond à X - = X^, et
3() rilKUIUR DE LA DISPERSION.
À^ t'sl la limite inférieure au-dessus de laquelle À doit rester compris pour que n soit réel, c'est-à-dire pour qu'il y ait réfraction. Pour une valeur de X inférieure à A„, il y a réflexion totale sous toutes les incidences : »„ et À„ sont donc les éléments caractéristiques du rayon au delà duquel il n'y a plus de réfraction possible.
Pour la plupart des substances dont on a étudié la dispersion, A^ est une quantité très-petite ])ar rapport à la longueur d'ondulation des rayons visil)les. La dissolution de phosphore dans le sulfure de carbone, étudiée par MM. Dale et Gladstone ''^ fait seule exception. La valeur de \ (|ui s'y rapporte est supérieure à la valeur de A que M. Esselbach attribue à la raie R du spectre ultra-violet.
On voit enfin que -7^ est une limite au-dessous de laquelle ne
peuvent descendre les valeurs de n , (|uelque grand que soit A. Le s|)ectre visible ou invisible d'une substance quelconque est donc limité des deux parts par les rayons dont les déviations correspondent
aux indu'es »„ et — = •
La formule de M. Cristolfel s'accorde d'une manière assez satisfaisante avec Texpérience ; elle donne cependant des résultats moins exacts (|ue la formule de (lauchv à trois termes '-^
"' Ann, de chim. et de plnjH., {^), LMU, lalj.
''^' M. Redteiibacher, dans roiivrage intitulé : Dus Di/nawiden System, qui a paru en i!Sr>7 à Mannlieini, propose, en se laissant {juider par des vues théoriques particulières, de représenter les phénomènes de dispersion par la fornmle à trois constantes
tv a'
L'expérience s'est montrée moins favorable à cette formule qu'à celles de (^anchy et de M. CrislofTel, dont elle diflere par l'addilion d'un terme proportionnel au carré de la Ion - {l'ueur d'ondulation.
M. lîriot, dans son Essai sur la théorie mathématiijap de la lunnèrv, attribue les phénomènes de dispersion à l'action exercée sur l'éther par les molécules pondérables.
Il remarque (pie cette influence peut se manifester de deux manières, soit en modifiant le mouvement vibratoire de l'éther, soit en changeant, avant la vibration, la distribution de l'éther dans le milieu et en introduisant dans celle distribution des inégalités périodiques, (les deux hypothèses ont été soumises par M. Rriot à l'épreuve du calcul. Il a trouvé (pie l'action directe des molécules pondérables sur l'éther en vibration introduit dans l'expression de la vitesse de propagation un tenue proportionnel au carr('' de la longueur d'onde, ce qui est contraire à re\périen<e.
Si l'im lien! ((iiiiiilc iiiiii|uemeul des in(''galil('s p(''rio<li(|U('S iiroduiles dans l;i dislribntiou
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CINQUIEME PARTIE
LEÇONS
LOIS EXPÉRIMENTALES DE LA POLARISATION CHROMATIQUE ET PRINCIPES DE LA THÉORIE.
173. Découverte de la polarisation chromatique par Arago. — Les phénomènes de la polarisation clironialitpie ont élé découverts par Arago en 1811, et communiqués par lui à l'Académie des sciences le 1 t août de la même année ^^'.
Dans l'expérience qui donna lieu à cette découverte, Arago regardait le ciel, par un temps serein, à travers un prisme de spath d'Islande : ayant par hasard placé une lame de mica en avant de ce prisme, il vit les deux images de la lame se teindre de couleurs très-vives. Comme il avait déjà eu occasion de remarquer que la lumière bleue du ciel est ordinairement polarisée, et qu'il n'obtint aucun effet avec la lumière diffuse des nuées, il lut naturellement conduit à attribuer les colorations qu'il avait observées à la polarisation de la lumière incidente. 11 réussit en effet à reproduire ces colorations en faisant tomber sur la lame de mica des rayons de lumière polarisés par un procédé quelconque.
''' Mémoire sur une irioclifuation reniar(|ii;ilil<' ([u'('prou\eiil les rayons huuiuenx rlans leur passage à travers certains coriis. (Mem. de hi jirem. rlnsxr de l'List., XII, Çj'iy. — OEuvrex rninplèlcs, i. X, p. .36.)
'r2 POLARISATION CHROMATIQLK.
La iiieilleure manière de répéter cette expérience fondaniciilalc consiste à faire tomber un faisceau de lumière polarisée sur un analyseur biréfringent disposé de façon à éteindre complètement l'une des deux images : si alors on interpose sur le trajet du rayon polarisé avant son entrée dans l'analyseur une lame mince cristallisée, on voit l'image qui était éteinte ^reparaître en se colorant: l'autre image se colore aussi, et. si les deux images empiètent l'une sur lautre. la partie commune est toujours blanche, ce qui prouve que leurs teintes sont complémentaires. La réapparition de limage éteinte et sa coloration semblent indiquer que pour certaines couleurs la lame cristallisée détruit la polarisation des rayons incidents: de là le nom de dépolarisation donné au phénomène par Arago.
En faisant varier les conditions de l'expérience, Arago constata les faits suivants, consignés dans plusieurs mémoires lus à l'Académie des sciences dans le courant de l'année i (S i 2 '^ :
1° Pour que les colorations se montrent, il est indispensable que la lumière soit polarisée avant son passage dans la lame cristallisée: la lumière naturelle ne produit aucun effet : on peut du reste employer indifféremment un polariseur quelconque, soit un prisme biréfringent, soit un miroir convenablement incliné, soit une |)il(' de glaces.
2° Toute lanje mince biréfrigente peut donner naissance aux colorations, mais elles n'apparaissent pas. du moins en général, lorsque la lame est formée d'un corps uniréfringent. Arago conservait quelques doutes sur l'inefficacité des corps uniréfringents, car il avait vu les couleurs se produire avec une plaque de flint-glass. dette anomalie ;q)parente s'expliipu' aujourd'hui par les phénomène^ de la double rélraclu)n acrid<mtelle.
3" Il n est |)as nécessaire que lanalNM'iii' sur leijui'l le> ra\on> sont reçus au sorlir de la lanii' s.ul un pri>mr biréiringeni . on |)eut enq)lo\er toul ausM bien un ninnir iniixcnabh'niçnl incline, une pile de glaces, en un mol un a|)|)areil qiieJroïKpie exerçant une aciion ixtlariNanle.
''' Môinoiros sur pliisiorir?. iinii\i';m\ plii'nnmôno'; frripli(nio {(liEvrrrs rnmplplr^ . I. X, p. 83, 98).
LOIS EXPÉRIMENTALES ET PHINGIPES DE LA THEUKIE. /i3
/i" Lorsc|iie l'analyseur est biréfringent, les deux images sont toujours teintes de couleurs complémentaires.
5" Les colorations de ces deux images varient lorsqu'on fait varier l'inclinaison de la lame cristallisée par rapport aux rayons incidents.
6° Lorsqu'on fait tourner la lame cristallisée dans son plan, on trouve certaines positions pour lesquelles les deux images sont blanches ; on arrive au même résultat en laissant la lame immobile et en faisant tourner la section principale de l'analyseur. Pour certaines positions de cette section principale par rapport au plan primitif de polarisation, l'une des deux images incolores peut s'éteindre, ce qui annonce que la dépolarisation est nulle.
"1° Les teintes des images dépendent de l'épaisseur de la lame et aussi de la direction suivant laquelle elle a été taillée dans le cristal. Lorsque la lame a atteint une certaine épaisseur, les colorations disparaissent : elles ne se montrent pas non plus avec des lames extrêmement minces.
Ce dernier résultat frappa vivement Arago et l'amena à penser que les corps biréfringents sont constitués par un assemblage de lamelles uniréfringentes, séparées par des intervalles vides ou remplis d'air, et à assimiler le phénomène de la production des couleurs par les lames cristallisées aux anneaux colorés des plaques minces . étudiés par Newton.
On voit, en résumé, que trois conditions sont nécessaires pour l'apparition des couleurs :
1° La polarisation de la lumière incidente;
2° L'interposition d'une lame mince biréfringente sur le trajet de cette lumière ;
3° L'action d'un analyseur sur \à lujuière au sortir de la lame.
Nous pouvons remarquer dès à présent qu'il n'est pas indispensable que le j)olariseur et l'analyseur qui agissent sur la lumière avant et après son passage dans la lame cristallisée soient des appareils capables de polariser complètement la lumière incidente^: il suffit qu'ils agissent d'une manière différente sur deux rayons polarisés dans des plans rectangulaires; mais, plus la polarisation n''sultant do Taction du polarisenr ou de l'analvsonr ost irictiriplètc plus les teintes des images sont lavées de Itlanc
Uli POLARISATION CHROMATIQLE.
En se servant d'une lame de ([uailz (aillée perpendiculairemenl à l'axe, Arago observa des phénomènes [)ailiriiliers ([ui le conduisirent à la découverte de la polarisation rotatoire. Nous laisserons de côté, pour le moment, ces phénomènes, et nous supposerons, dans tout ce qui va suivre, que les lames cristallisées sur lesquelles tombe la lumière polarisée ne soient ])as taillées dans du (piarlz ou dans un cristal présentant des propriétés analogues.
\1 à. IiOi8 expérimentales établies par Biot. — Les phénomènes de la polarisation chromatique furent étudiés avec le plus grand soin, immédiatement après la publication de la découverte d'Arago, par Biot. qui réussit à en établir les lois expérimentales au moyen d'un grand nondjre de recherches, j)endant les années i 8 i a. i8i3 et 181/1, et qui essaya d'en donner une explication dans rh\pothèse de l'émission '^'.
Nous allons faire connaître les lois trouvées par Biot et auxquelles toute théorie de la polarisation chromatique doit satisfaire.
1° Constance des couleurs. — Lorsqu'on fait tomber normalement sur une lame cristallisée et biréfringente un faisceau de lumière polarisée et qu'on soumet la lumière, au sortir de la lame, à l'action d'un analyseur biréfringent, on obtient deux images teintes de couleurs complémentaires. Pour une même lame, quelles que soient les positions de la section principale de la lame mince et de celle de l'analvseur par rapport au plan de polarisation primitif, les teintes des deux images restent toujours les mêmes; lorsqu'on fait tourner la lame cristallisée ou l'analyseur, ces teintes ne font que varier d'intensité en se lavant plus ou moins de blanc et s'échanger l'une contre l'autre en passant par le blanc, sans qu'il apparaisse jamais de nouvelles teintes. Ainsi, si l'une des images est rouge et l'autre verte, on ne verra jamais cpie du rouge et du vert: mais chacune des images pourra être rouge ou verte suivant la position de la lamr iiiincp ot do l'analvseur. et le passage de l'une des
'') Mém. de laprem. classe de II »st.. 1. \ll. y. i35: t. Mil. t" partie, p. i: 2' paiiio, p. 1, 3i. — Mém. de VAcad. dense, I. III. p. i^y-j. — Mém. d'Arcueil.lW, i3a. — liecheirhes e.rpérimeulalex el mnihémaliquex sur Ira mouvements des vtoléctiles de la lumière niiloiir de leurs retUres de [(ravité , Paris, 181 '1.
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teintes à l'autre s'effectuera par l'intermédiaire du blanc. (Celte loi n'est vraie que pour les cristaux qui ne sont pas doués d'un pouvoir rotatoire ; ainsi elle ne serait pas applicable ;t une lame de ([uarlz perpendiculaire à l'axe.)
0." Imaoes incolores. — Les deux images sont incolores lorsque la section principale de la lame mince est parallèle ou perpendiculaire au plan de polarisation primitif, et aussi lorsque la section principale de l'analyseur est parallèle ou perpendiculaire à celle de la lame mince.
Il existe donc en général quatre positions de la lame mince et de l'analvseur par rapport au plan de polarisation primitif pour les- (pielles les deux images ne sont pas colorées. Si la section princi- [)ale de l'analyseur est parallèle ou perpendiculaire au plan de polarisation primitif, ces quatre positions se réduisent à deux; dans chacune de ces deux positions l'une des images disparaît et l'image unique qui subsiste est blanche.
Si, la section ])rincipale de la lame mince étant parallèle ou per- |)endiculaire au plan de polarisation primitif, la section principale de l'analyseur fait un angle de h^ degrés avec ce même plan, les deux images blanches ont même intensité.
3° Influence de l'épaisseur. — Si l'on fait varier l'épaisseur de la lame cristallisée, sans changer ni la direction suivant laquelle la lame est taillée dans le cristal, ni les positions de l'analyseur et de la section principale de la lame par rapport au plan de polarisation primitif, les teintes des deux images se modifient suivant les mêmes lois que celles des anneaux colorés de Newton, c'est-à-dire que les épaisseurs des lames cristallisées qui donnent naissance aux différentes teintes sont proportionnelles à celles des lames d'air qui produisent les mêmes teintes par réflexion ou par transmission.
Si la section principale de l'analyseur fait un angle de 90 degrés avec le plan de polarisation primitif, et la section principale de la lame cristallisée un angle de /i5 degrés avec le même plan, les teintes de l'image ordinaire correspondent aux couleurs des anneaux vus par transmission, et celles de l'image extraordinaire aux couleurs des anneaux vus par réflexion.
Il es.t à î'omaripu'r d'ailleurs (pie l'c'paisseur de la lauie ci'istal-
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lisée ([iii (jt)iiiie une certaine teinte est toujours beaucoup plus considérable que celle de la lame d'air jui produirait la même teinte : pour le mica, le rapport des deux ('paisseurs est celui de hko à i; pour le spath d'Islande, celui de i 3 à i ; en général, ce rapport est d'autant plus grand que la lame est moins biréfringente.
Le premier procédé dont fit usage Biot pour étudier l'influence de l'épaisseur est assez singulier, en ce que la lame cristallisée sert à la fois de polariseur et de lame mince. Il plaçait sur un drap noir un grand nombre de lamelles de mica d'épaisseurs difterentes et faisait tomber sur ces lamelles un faisceau de rayons solaires sous une incidence égale à l'angle de polarisation totale : il observait à l'aide d'un analyseur biréfringent la lumière réfléchie par les lames et obtenait ainsi des images colorées.
Dans cette expérience, les rayons incidents, en pénétrant dans la lame cristallisée, se polarisent en partie dans un plan perpendiculaire au plan d'incidence. A la seconde surface de la lame les rayons ainsi polarisés ne peuvent être réfléchis^ puisque l'angle d'incidence est égal à l'angle de polarisation totale ; mais les rayons qui ont échappé à la polarisation ])ar réfraction se réfléchissent sur cette surface en se polarisant totalement dans le plan d'incidence, traversent la lame cristallisée à l'état de rayons polaiisés et émergent a la première surface : ce sont ces rayons qui, soumis à l'action de l'analyseur, donnent les images colorées. Quant aux rayons (pii oui été réfléchis à la premif're surface de la laine, ils sont totalement polarisés dans le plan d'incidence et on peut les éliminer complètement en disposant la section principale de l'analyseur parallèlement au plan d'incidence et en n'observant cpie l'image extraordinaire : d'ailleurs ces rayons ne sont jamais colorés et, dans tous les cas, ils ne peuvent que laver de blanc les teintes des images sans en changer la nature.
L'avantage de cette méthode est de placer dans le champ visuel un grand nombre de lames d'épaisseurs diflérentes et de facilite)' ainsi la comparaison des teintes qu'elles produisent avec celles des anneaux de Newton. Pour faire celle com|)araison d'une manière exacle. \\ hiiil (pie les pbis nniices |taiini les lames aienl des épaisseui's snllisammeiil peliles pour douiHM' les eoideurs des premiers
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aiiiit'aux. Dans les expériences <le Biol, les épaisseurs des lames étaient mesurées au sphéromètre.
Au lieu d'eniijloyer un jjrand nondsre de lames d'épaisseurs différentes, il suffit d'avoir une lame unique d'épaisseur régulièrement variable. Le moyen le plus simple pour se procurer une pareille lame consiste à tadler dans le cristal un prisme rectangulaire et à diviser ce prisme en deux prismes triangulaires à l'aide d'un plan passant par deux arêtes opposées. Si ces deux prismes triangulaires AB(Î, DEF (lig. i) sont montés sur deux supports indépendants et peuvent glisser l'un sur l'autre, ils forment, en se superposant, une
Fi(T. 1. Fig. 2.
lame dont l'épaisseur est constante dans toute son étendue, et, en faisant mouvoir les deux prismes, on })eul à volonté augmenter ou diminuer l'épaisseur de cette partie commune (fig. 2). Comme il faut toujours conserver un certain champ, il est impossible, quand on se sert de ce procédé, de donner à la lame une épaisseur extrêmement petite, même lorsque le biseau formé par cbacun des prismes est très-aigu.
Si l'épaisseur de la lame cristallisée dépasse une certaine limite, les phénomènes de coloration finissent par disparaître complètement : une lame épaisse transforme le faisceau de lumière polarisée qui la traverse en deux faisceaux polarisés l'un dans le plan de la section principale et l'autre dans un |)lan per[)eiuliculaire. Si l'épaisseur de la lame n'est pas assez considérable pour séparer entièrement ces deux faisceaux polarisés à angle droit, ds ofiriront dans leur partie commune, en supposant leurs intensités ('gales, c'est-à-dire la section princi])ale de la lame cristallisée faisant un angle de /i;") degnvs avec le ])laii de [)olarisation primitif, des pro|)riét('s analogues à celles de la lumière naliirelle, et celle pnriic coiuinune doiniera dans Pana-
lyseur deux images blanches de même intensité : tout se passera donc dans ce cas comme si la lame dépolarisait entièrement la lumière incidente. Ces phénomènes ont fait croire à Biot que le modo d'action des lames cristallisées épaisses sur la lumière polarisée diffère essentiellement de celui des lames minces.
L'épaisseur cpi'on doit donner à la lame pour faire disparaître les colorations est d'ailleurs d'autant moins considérable que la lame est plus biréfringente.
h° hijlnence de l'inclinaison. — Lorsqu'on incline la lame cristallisée sur la direction des rayons incidents, les teintes des images se modifient, et relfet équivaut suivant les cas à une augmentation ou à une diminution d'épaisseur. Si, par exemple, la lame est à un axe et taillée parallèlement à l'axe et qu'on la fasse tourner autour de l'axe en augmentant progressivement son inclinaison par rapport aux rayons incidents, les teintes montent, c'est-à-dire correspondent à des anneaux d'un ordre de plus en plus élevé , comme si l'épaisseur de la lame allait en augmentant. Si l'on fait tourner cette lame autour d'une droite perpendiculaire à l'axe, les teintes descendent à mesure que l'inclinaison augmente.
5" Influence de la direction simmnt laquelle la lame est taillée. — L'épaisseur restant constante ainsi que toutes les autres conditions de l'expérience, les teintes des images dépendent de la direction suivant laquelle la lame a été taillée dans le cristal. S'il s'agit d'un cristal à un axe, les teintes sont d'autant moins élevées, c'est-à-dire correspondent à des anneaux d'autant plus rapprochés du centre, que la lame se rapproche plus d'être perpendiculaire à l'axe. Lorsque la lame est exactement perpendiculaire à l'axe, les couleurs disparaissent complètement. On sait, en effet, qu'un cristal à un axe se comporte, vis-à-vis des rayons qui le traversent dans la direction de l'axe, comme un corps uniréfringent.
6° Superposition de deux lames cristallisées. — Si l'on superpose deux lames cristallisées de même nature, dont les sections principales sont parallèles ou perpendiculaires l'une à l'autre, elles agissent sur la lumière polarisée comme une lame unique ayant pour épaisseur la somme des épaisseurs <h's deux lames, si leurs sections principales sont [larallèles; la différence de ces épaisseurs, si les sections
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principales sont perpendiculaires l'une à l'aulre. Dans ce dernier cas, on peut obtenir des couleurs avec des lames (pii sont troj) épaisses pour en donner lorsqu'elles agissent isolément, pourvu fMie la différence d'épaisseur des deux lames soit sullisamment petite, ce qui montre bien que, contrairement à l'opinion de Biot, il n'v a aucune différence spécifique entre les modes d'action des lames épaisses et des lames minces sur la lumière polarisée.
Si les deux lames sont de nature différente, il y a deux cas à distinguer : lorsque les cristaux dans lescjuels les lames ont été taillées sont de même signe, c'est-à-dire tous deux attractifs ou tous deux répulsifs, les choses se passent comme avec deux lames de même nature: si au contraire ces cristaux sont de signes différents, c'est-àdire l'un attractif et l'autre répulsif, les deux lames agissent par la différence de leurs épaisseurs, (|uand leurs sections principales sont jtarallèles; par la somme dp ces épaisseurs, quand ces sections princij)ales sont croisées.
175. Polarisation et «lépolarisation par les lames iiBinres cristallisées. — De ce fait que les teintes des images dans Tanalyseur varient suivant les mêmes lois que les couleurs des anneaux de Newton, lorsqu'on augmente ])rogressivement l'épaisseur de la lame cristallisée, Biot déduisit des conséquences importantes relativement à l'état de polarisation ou de dépolarisation de la lumière au sortir de la lame. Supposons en effet que la section |)rincipale d<' l'analyseur fasse avec le plan de polarisation primitif un angle de qo degrés, et que la section principale de la lame mince fasse avec le même plan un angle de /i5 degrés : les teintes de l'image ordinaire correspondent alors aux couleurs des anneaux transmis, et celles de l'image extraordinaire aux couleurs des anneaux réfléchis. 11 est évident, d'ailleurs, que lorsqu'une couleur présente clans ces conditions son maximum d'éclat dans l'image extraordinaire et manque dans l'image ordinaire, c'est que les rayons de cette couleur sont polarisés dans le plan primitif; lorsqu'au contraire une couleur présente son maximum d'éclat dans l'image ordinaire et manque dans l'image extraordinaire, c'est que les rayons de celle cr)u]eur sont polarisés j)erpendiculairement au Vinnrr, VI. — Opiiqiie, II. A
|)l;in primitif; enfin, si une couleur offre la même intensité dans les deux images, les rayons de cette couleur sont entièrement dépolarisés par leur passage à travers la lame. Les couleurs de l'image extraordinaire variant comme celles des anneaux réfléchis, on voit que, toutes les fois que l'épaisseur de la lame sera un multiple entier d'une certaine épaisseur e qui varie suivant la couleur, les rayons d'une couleur déterminée seront polarisés dans le plan primitif; de même, les teintes de l'image ordinaire variant comme celles des anneaux transmis , les rayons de cette couleur seront polai'isés perpendiculairement au plan primitif toutes les fois que l'épaisseur de
la lame sera un multiple impair de -; enfin, quand cette épaisseur
sera un multiple impair de y^ la couleur considérée aura la même
intensité dans les deux images, et, par suite, les rayons de cette couleur seront complètement dépolarisés.
Biot fut ainsi conduit à vérifier directement, en opérant avec de la lumière homogène, l'existence de ces alternatives de polarisation et de dépolarisation, et alors les résultats prirent une grande netteté. Pour énoncer ces résultats dans toute leur généralité, supposons que la section principale de la lame cristallisée fasse avec le plan de polarisation primitif un angle quelconque, et désignons cet angle par ?; en faisant varier l'épaisseur de la lame on arrive alors aux conclusions suivantes :
i" Il existe une série d'épaisseurs pour lesquelles la lumière homogène au sortir de la lame est totalement polarisée dans le plan primitif, et ces épaisseurs sont toutes des multiples entiers d'une même épaisseur e, qui dépend de la couleur de la lumière et qui va en diminuant à mesure que la réfrangibilité augmente.
2° Lorsque l'épaisseur de la lame est un multiple impair de - •>
la lumière émergente est encore idlalcment polarisée, mais cette fois dans un plan symétrique du ])hin de polarisation primitif j)ar rapport à la section principale de la lame, ou, comme on dit pour abréger, dans l'azimut ai.
3" Lorsque l'épaisseur do la lame est égale à un multiple inq)aii'
de -j-> et que de plus la section principale de la lame est à /lô do-
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gros du plan de polarisation prniiitif, la lumière au sortir de la lajiie ne semble conserver aucune trace de polarisation; car dans l'analyseur elle donne toujours deux images de même intensité, quelle que soit l'orientation de la section principale de cet analyseur, (ïe n'est cependant pas de la lumière naturelle, car, d'après ce cpie nous avons dit sur l'effet produit par la superposition de deux lames, il suffira de faire passer cette lumière à travers une seconde lame
d'épaisseur égale à -pour la polariser totalement, soit dans le plan
primitif, soit dans l'azimut q?', ce qui n'aurait pas lieu si l'on faisait tomber sur cette seconde lame de la lumière naturelle. Aussi Biot a-t-il donné à la lumière ainsi modifiée un nom spécial, celui de lumière totalement dépolarisée.
h° Lorsque l'épaisseur de la lame n'est pas un multiple entier
de T' ou lorsque, cette épaisseur étant un multiple impair de -■> la
section principale de la lame n'est pas à /i5 degrés du plan primitif de polarisation, la lumière au sortir de la lame se comporte dans un analyseur coiume de la lumière partiellement polarisée, c'est-àdire donne deux images dont les intensités sont inégales, mais ne peuvent clans aucun cas se réduire à zéro. Ce n'est cependant pas de la lumière partiellement polarisée , car, si on fait passer cette lumière au sortir de la première lame à travers une seconde lame dont l'épaisseur ajoutée à celle de la première donne une somme
égale à un multiple pair ou impair de -•- elle se transforme en lumière totalement polarisée, ce qui n'arriverait pas si on faisait lomber sur la seconde lame de la lumière partiellement polarisée. Biot l'appelait lumière partiellement dépolarisée.
Biot, ayant remarqué que les alternatives de polarisation et de dépolarisation disparaissent lorsque l'épaisseur de la lame est un peu considérable, fut confirmé dans l'idée que les lames épaisses n'agissent pas sur la lumière polarisée de la même manière que les lames minces. Il y a là, comme nous le verrons plus loin, une erreur qu'il faut attribuer à ce que la lumière dont il se servait était loin d'être complètement homogène, erreur du même genre que celle qui a fait croire à Fresnel qu'il ne peut y avoir interférence entre
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deux rayoïLs dès que la différence de inairlie sN'lève à (juelqiies centaines de longueurs d'ondulation.
176. Théorie de la polarisation mobile. — Dans la ihéorie de l'émission on est obligé d'admettre, pour expliquer les phénomènes de polarisation, que les molécules lumineuses sont des polyèdres symétriques autour d'un axe qui est l'axe de polarisation: que dans un ravon de lumière naturelle les axes des molécules successives sont orientés de toutes les manières possibles, mais toujours perpendiculairement à la direction des rayons, et que dans un rayon totalement polarisé ces axes sont au contraire tous orientés dans le même plan.
Pour rendre compte d<>s pliénomènes de la polarisation cliromatiipje, Biot imagina l'hypothèse connue sous le nom de théorw de In polarisation mobile. Il suppose que , lorscpi'un ravon de lumière polarisée pénètre dans un cristal biréfringent, les axes des molécules, avant de s'orienler d'une manière fixe dans le j)lan de la section principale et dans un plan perpendiculaire, commencent par affecter un mouvement oscillatoire entre leur position initiale et une position symétrique |)ar rapport à la position définitive. Ainsi, en comptant les azimuts à partir du |)lan de polarisation primitif et en désignant par i l'angle que fait ce plan avec la section principale du cristal, les molécules du rayon ordinaire oscilleraient entre l'azimut zéro et l'azimut 21, les molécules du rayon extraordinaire entre les azimuts zéro et 180°— 2/.
Si l'on prend pour plan de figuie (tig. .'> , p- (i t) un [)lan ])erpendiculaire à la direction du rayon, et si PP' et SS son! les traces sur ce plan du plan de polarisation primitif et de la section ])rincipale de la lame, QQ' une droite svmétrique de PP' par rapport à SS', les axes des molécules ordinaires oscilleraient, suivant la théorie de Biot, dans l'angh; POO , et ceux des molécules extraordinaires dans l'angle POQ'. Biot admet de |)lus que la période des oscillations reste constante pour les moh'cules d'une même couleur et change d'une couleur à l'autre, et (pi'à une cerlame profondeur ces oscillations s'arréleiil et loiil place à iiiie n'parlilii»ii des axes de |)()lar!satioil eiilre deux plaii^ pei|)eii(liciil;ures I un ;i I aiilre.
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Pour e.\pli(|iier ù raide de cette théorie les alternatives de polarisation et de dépolarisation, Biot remarque que, si l'épaisseur de la lanje est telle que les axes de polarisation exécutent, peiidiint le temps (jue met le rayon à traverser cette lame, un nombre entier (Toscillations, les axes de toutes les molécules sont dirigés dans le |)lan PP', et par suite le rayon est polarisé dans le plan primitiL Si l'épaisseur correspond à un nombre impair de demi- oscillations, tous les axes de polarisation sont dirigés dans le plan QQ', et le rayon émergent est polarisé dans l'azimut 21. Si l'épaisseur correspond à un nombre impair de quarts d'oscillation, les axes sont dirigés les uns dans le plan de la section principale, les autres dans le plan perpendiculaire; si de plus l'angle i est égal à /j5 degrés, les molécules se répartissent également entre le rayon ordinaire et le rayon extraordinaire, et il est facile de voir que la lumière, au sortir du cristal, doit alors se comporter dans un analyseur comme de la lumière naturelle. Pour toute autre épaisseur, les axes de polarisation sont, au sortir de la lame, répartis entre deux plans formant avec le plan de polarisation primitif des angles qui sont entre eux dans le rapport de «à 90" — «^ et la lumière ainsi constituée doit présenter, lorsqu'elle est soumise à l'action de l'analyseur, les mêmes propriétés que la lumière partiellement polarisée. Quant à la coloration des images lorsqu'on opère avec la lumière blanche, elle ne présente aucune difficulté : la période des oscillations n'étant pas la même pour les rayons des différentes couleurs simples, ces rayons se trouvent, au sortir de la lame, clans des états différents de polarisation; les intensités de ces rayons dans chacune des images que donne l'analyseur ne doivent donc pas, en général, être proportionnelles à ce qu'elles sont dans la lumière blanche, d'où la coloration des images.
Le princi[)al défaut de cette théorie, outre la complexité des hypothèses qu'elle nécessite, est de ne pas montrer comment se fait la transition entre l'état oscillatoire et l'état fixe, et pourquoi les oscillations, au lieu de diminuer graduellement d'amplitude lorsque l'épaisseur de la lame augmente, conservent une amplitude constante jusqu'à une certaine limite, pour s'arrêter ensuite bruscjuement.
177. Idées théoriques de IToiing. — Yoiing est le premier (jui ait clierché à expliquer les phénomènes de la polarisation chromatique dans le système des ondulations et à les rattacher aux lois générales de l'interférence^^'. En comparant les résultats numériques obtenus par Biot avec les épaisseurs des lames d'air qui transmettent les anneaux des différents ordres, il fît cette remarque capitale, que l'épaisseur d'une lame cristallisée et l'épaisseur d'une lame d'air qui transmettent la même couleur dans les expériences de polarisation chromatique et dans l'expérience des anneaux de Newton sont précisément telles, que la différence des durées de propagation du rayon ordinaire et du rayon extraordinaire dans la lame cristallisée soit égale à la différence des durées de propagation du rayon transmis directement par la lame d'air et du ravon transmis après deux réflexions intérieures. Cette remarque montre immédiatement pourquoi les épaisseurs des lames cristallisées sont beaucoup plus considérables que celles des lames d'air qui donnent les mêmes teintes, et aussi pourquoi l'épaisseur de la lame qui donne une certaine teinte est d'autant plus grande que cette lame est moins biréfringente. Young fut ainsi conduit à attribuer les phénomènes observés par Arago et par Biot à l'interférence du rayon ordinaire et du rayon extraordinaire qui prennent naissance dans la lame cristallisée : ces rayons, lorsque la lame est mince, suivent, il est vrai, des chemins à peu près identiques; mais, comme ils ont des vitesses différentes, ils présentent au sortir de la lame une différence de phase (jui doit les rendre capables d'interférer si les lois ordinaires des interférences sont applicables à deux rayons polarisés dans des plans différents; de plus, cette différence de phase étant variable avec la couleur, les conditions d'interférence doivent aussi changer d'une couleur à l'autre, ce qui permet de rendre compte, jusqu'à un certain point, de la coloration des images dans l'analyseur.
Il manquait bien des choses, et Young le reconnaît lui-même, à cette généralisation pour constituer une véritable théorie. Pourquoi était-il nécessaire au développement des couleurs , dans ce mode j)articulier d'interférence, ([ue les deux ravons fussent issus d'un rayon déjà polarisé et non d'un rayon naturel? Pounpioi les cou-
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loLii's ii'apparaissaient-elles qu'à la condition (l'une seconde action polarisante consécutive au passage de la lumière dans la lame? Et lorscMie cette action polarisante était le résultat d'une double réfraction, pourquoi apparaissait-il dans les deux faisceaux ainsi engendrés des couleurs complémentaires? A ces diverses questions le [)rincipe des interférences, tel que Young l'avait conçu et démonlr('', n'apportait aucune réponse.
Bécouverte de la véritable théorie par Fresnel
— Fresnel, comme Young, avait recoinui à la fois ipiune analogie remarquable existait entre les lois des couleurs produites par l'interférence et les lois de la coloration des lames cristallisées dans la lumière polarisée, et que cette analogie n'était pas une explication suffisante du second de ces phénomènes. Mais il chercha innnédiatement la raison de cette insuffisance, en examinant si la polarisation de la hnnière ne modifiait pas profondément les lois ordinaires de l'interférence. JNous avons fait connaître (112) les lois des interférences des rayons polarisés telles qu'elles résultent des expériences de Fresnel et d'Arago; il nous reste à montrer comment ces lois peuvent servir à expliquer les principales particularités que ])résentent les phénomènes de la polarisation chromati(]ue. Le rayon ordinaire et le rayon extraordinaire, au sortir de la lame cristallisée, sont polarisés à angle droit; ils ne peuvent donc interférer qu'après avoir été ramenés à un même plan de polarisation : de là la nécessité de les soumettre à l'action d'un analyseur ])Our faire apparaître les couleurs. De plus, deux rayons d'abord polarisés à angle droit et ensuite ramenés au même plan de polarisation ne peuvent interférer que s'ils proviennent d'un même rayon polarisé, ce qui ex|)lique pourquoi les couleurs ne se montrent pas lorsque la lumière (|ui tombe sur la lame cristallisée n'est pas polarisée. Enfin, la dernière des lois établies par Fresnel et Arago indique que, lorsque deux rayons provenant d'un même rayon ])olarisé sont d'abord polarisés à angle droit, puis ramenés au même plan de polarisation, il faut, pour établir les conditions d'interférence, considérer simplement la dilFérence des chemins parcourus, ou ajouter à cette difl'érence une demi-longueur d'ondulation, suivant que le plan de polarisation
définitif est parallèle ou perpendiculaire au plan primitif, ce qui permet de rendre compte de la complémentarité des deux images lorsque l'analyseur est biréfringent.
Fresnel ne se borna pas à ce ])remier aperçu : le principe des vibrations transversales, auquel le conduisit l'étude des interférences des rayons polarisés, le mit en état de calculer les efTets résultant de la superposition de deux rayons polarisés à angle droit et présentant l'un par rapport à l'autre une certaine difTérence de marche. H put ainsi expliquer non-seulement les phénomènes de coloration qui se produisent dans l'analyseur, mais encore les alternatives de polarisation et de dépolarisation observées par Biot, et montrer que ces alternatives proviennent dans tous les cas de la combmaison de deux rayons polarisés, l'un dans la section principale de la lame, l'autre dans un plan perpendiculaire, et n'indiquent nullement, connne le croyait Biot, une différence spécifique entre l'action des lames minces et celle des lames ('paisses sur la lumière polarisée. Les phénomènes qui se produisent lorsque la lumière polarisée subit une ou plusieurs réflexions totales, phénomènes tout à fait analogues à ceux qui résultent du passage de cette lumière dans une lame cristallisée, lui fournirent bientôt une confirmation éclatante de sa théorie, et l'amenèrent à considérer la forme des vibrations sur le rayon provenant de la superposition de deux rayons polarisés à angle droit : il reconnut ainsi l'existence de deux espèces de polarisations diiïérentes de la polarisation ordinaire et caractérisées par la forme circulaire ou elliptique des vibrations, conception qui s'applique aux phénomènes de la polarisation chromatique et permet d'en simplifier singulièrement la théorie'^'.
179. Expérience «les rhomboèdres croisés. — Pour faire voir que l'efTet produit par une lame cristallisée sur la lumière polarisée ne dépend (pie de la différence de marche que celte lame
"^ Les idées de Fresnel sur l'explicnlion des couleurs des lames cristallisées sont indiquées pour la première fois dans son Mémoire sur rinfluence réciproque des rayons polarisés ( Œuvres complètes , t. I , p. 1^7), qui date d'octobre 1816. Elles ont été développées ultérieurement dans la Note sur le calcid des teintes que la polarisation développe dans les lames cristallisées (Afin. île cititn. et de phy-i., (2), XVll , 102,1 ^7, 3 i 2 ; - Œuvres riiinpli'lrs . 1.1, p. Onç)).
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fait naître entre le rayon ordinaire et le rayon extraordinaire , et nullement d'une action spéciale exercée par les lames minces, comme le supposait Biot, Fresnel imagina l'expérience des rhomboèdres croisés. 11 lit scier par le mdieu un rhomboèdre de spath d'Islande, de manière à obtenir deux rhomboèdres de même épaisseur qu'il plaça l'un devant l'autre de façon que leurs sections principales fussent perpendiculaires. 11 fit tomber sur ce système un faisceau de lumière polarisée dans un plan incliné à /(5 degrés sur les sections principales des deux rhomboèdres, et reçut la lumière au sortir des rhomboèdres sur un analyseur muni d'une loupe. Il aperçut alors des franges très-brillantes perpendiculaires à la droite c[ui joint les deux images du point lumineux. Ces franges ne peuvent provenir que des interférences des rayons qui sont polarisés à angle droit au sortir des rhomboèdres et ramenés au même plan de polarisation par l'analyseur, rayons qui présentent toujours une très-faible différence de marche , puisque les deux rhomboèdres ont même épaisseur et que les rayons ordinaires dans l'un deviennent extraordinaires dans l'autre'^'.
Cetle expérience prouve que les lames épaisses peuvent produire des effets analogues à ceux des lames minces , pourvu que la différence de marche des rayons interférents soit suffisamment petite, et que la disparition des phénomènes caractéristiques de la polarisation chromatique lorsque la lame cristallisée a une certaine épaisseur est due non pas à une différence spécifique entre l'action des lames épaisses et celle des lames minces, mais à la cause c|ui fait disparaître les franges d'interférence à une certaine distance de la frange centrale et les anneaux d'un ordre élevé, c'est-à-dire au défaut d'homogénéité de la lumière.
EsLpérieiices de IHJfl. Fizeau et Foucault. — MM. Fi
zeau et Foucault, en employant la méthode qui leur avait permis de montrer la possibilité de faire interférer deux rayons présentant une grande différence de marche, ont pu prouver directement que, lorsqu'un faisceau de lumière polarisée a traversé une lame cristallisée
''' Mémoii'H sur l'iniliioiice iM'ciproqiie dos rayons polarisi's [OKiivres nniipli'tfx <lr Firsnel, t. I, p. '12(1).
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épaisse, la partie commune aux Jeux faisceaux polarisés à an^le droit qui sortent de la lame n'est pas, comme pourrait le faire supposer la manière dont elle se comporte dans un analyseur biréfringent ordinaire, de la lumière naturelle ou de la lumière partiellement polarisée ; mais que chaque rayon simple se modifie en traversant la lame suivant les mêmes lois que si la lame était assez mince pour donner des couleurs'".
Dans ces expériences, un faisceau de rayons solaires parallèles entre eux et totalement polarisés traversait une lame cristallisée trop épaisse pour donner des couleurs et était reçu ensuite sur un prisme de Nicol. Le faisceau extraordinaire que laissait passer cet analvseur tombait sur une fente étroite derrière laquelle un prisme et une lentille étaient disposés de façon à donner un spectre trèspur. Lorscjue la section principale du Nicol est parallèle au plan de polarisation primitif, on distingue dans le spectre un grand nombre de bandes noires équidistantes, et entre ces bandes l'intensité varie d'une manière régulière; ces bandes correspondent à des rayons qui manquent dans l'image extraordinaire fournie par le Nicol, et qui sont par conséquent polarisés dans le plan primitif. Si la section principale du Aicol est orientée dans l'azimut ^i, c'est-àdire placée dans une position symétrique du plan de polarisation primitif par rapport à la section principale de la lame, on aperçoit encore un svstème de bandes noires qui n'ont plus les mêmes positions que précédemment, ce qui annonce que les ravons correspondant aux positions que ces bandes occupent dans le spectre sont polarisés dans l'azimut 2«. Pour toute autre position de l'analyseur, il n'y a plus de bandes complètement noires, mais simplement des minima d'intensité, d'où l'on doit conclure que les azimuts zéro et 2? sont les seuls dans lesquels les rayons puissent être complètement polarisés. Enfin, lorsque l'angle i est égal à /i5 degrés, certaines teintes conservent une intensité constante pendant la rotation de l'analyseur, ce qui indique l'existence d'une série de ravons complètement dépolarisés : les couleurs de ces rayons sont intermédiaires entre celles des rayons polarisés dans le plan primitif et celles des r.nons polarisés dans Tazimut •>?.
") A»)), ilr rhim. ri (Ir phiis.. (3), XXVI, t.'!?^: XXX. i '|().
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Ces expériences montrent quelle est la véritable constitution d'un faisceau provenant de la superposition de faisceaux polarisés à angle droit, issus d'un même faisceau primitivement polarisé, et (pii présentent l'un par rapport à l'autre une grande différence de marche. Un tel faisceau offre dans un analyseur ordinaire les propriétés de la lumière naturelle si les deux faisceaux superposés ont même intensité, celles de la lumière partiellement polarisée si les intensités de ces deux faisceaux sont inégales. En réalité, dans le faisceau ainsi constitué, chaque lumière homogène a un état de polarisation déterminé; mais, cet état variant très-rapidement avec la longueur d'onde à cause de la grande différence de marche, les polarisations les plus diverses appartiennent à des rayons que l'œil est incapable de distinguer, et, tant qu'on laisse le faisceau indécomposé, les propriétés de la lumière naturelle ou de la lumière partiellement polarisée sont très-suffisamment imitées. C'est ce qui arrive en particulier lorsqu'un faisceau de lumière polarisée traverse une lame cristallisée épaisse.
FORME DES VIBRAÏIOINS SUR Ui> RAYOïN
POLARISATION CIRCULAIRE ET ELLIPTIQUE
181. Coinliinaison de deux, rayons polarîsiéi^ à aii^le droit et présentant une différence de marche. — Supposons qu'un rayon polarisé tombe normalement sur une lame cristallisée; si la lame est à un axe, ce rayon se décomposera en deux rayons dont l'un est ordinaire et polarisé dans le plan de la section principale, tandis que l'autre est extraordinaire et polarisé dans un plan qui est toujours sensiblement perpendiculaire à celui de la section principale (làh); si la lame est à deux axes, il n'y a plus, à proprement parler, de rayon ordinaire : nous continuerons cependant, pour simplifier le langage, à appeler rayon ordinaire celui qui se rapproche le plus de suivre la loi de Descartes, et section principale le plan dans lequel ce rayon est polarisé. Comme, dans les cristaux à deux axes, les plans de polarisation des deux rayons réfractés sont toujours sensiblement perpendiculaires (150), nous pourrons dire encore que le rayon polarisé, en pénétrant dans la lame, se divise en deux rayons polarisés l'un dans le plan de la section principale, l'autre dans un plan perpendiculaire.
Dans tous les cas, le rayon polarisé en traversant la lame cristallisée se divise donc en deux rayons polarisés à angle droit; ces deux rayons, si la lame est peu épaisse, ne se séparent pas d'une façon sensible et restent superposés à l'émergence; mais, ayant traversé la lame avec des vitesses différentes, ils présentent une différence de marche proportionnelle à l'épaisseur de la lame. Il s'ensuit que, sur le rayon résultant de la superposition de ces deux rayons j)olarisés à angle droit, la vibration n'est plus en générai rcctdigne. mais présente des formes variables que nous allons maintenant nous proposer d'étudier.
Prenons pour plan de figure (fig. 3 ) un plan per|)endiculaireaii rayon; soieni W r[ SS' h's traces sur ce pl;m du plan prnnilif de
jtnlarisation cl de
sont (l'('ri
nnl par nilibre.
la on a
la section |)rincipale do la laino cristallisée, HH' et RR' denx droites respectiveinenl perpendiculaires à PP' et à SS', et désignons par i l'anj;le que fait la section principale de la lame cristallisée avec le plan primitif de polarisation, •^n convenant de compter cet angle positivement à gauche du plan de polarisation. Au moment où le rayon incident pénètre dans la lame, les vibrations s'efTectuent parallèlement à la droite HH', et en reprédistance de la molécule vibrante à sa position l'origine du tem|)s étant convenablement choisie,
(T= (I sni -m: .
Si nous appelons ^ et n les coinposantes de ce mouvement qui sont respectivement l'une parallèle et l'autre perpendiculaire n la section principah^ de la lame, c'est-à-dire les projections de o- sur SS et sur RR', nous aurons
^ = asin< sin '2% r.-,-
rj^ (t COSî Sm QTTFp •
Les vd)rati()ns parallèles à SS' correspondent au rayon extraoj'dinaire, celles cpu son! parallèles à RR' correspondent au ravon ordinaire. L'incidence étant normale, les deux réflexions qui s'opèrent sur les deux faces de la lame modifient sensiblement dans la même proportion les amplitudes des mouvements vibratoires sur les deux rayons rc'fractés; au sortir de la lame, ces amplitudes peuvent donc être représentées respectivement par as\ni et par acosi. Soient 0 el E les épaisseurs de deux lames d'air telles, que le rayon ordinaire ri II' rayon extraordinaire enijdoient respectivement pour traverser
ces lames clair des tem[)s égaux à ceux qui leur sont nécessaires pour traverser la lame cristallisée : nous aurons au point d'émergence, pour le déplacement d'une molécule vibrante sur le rayon extraordinaire,
a sin« sin 9 7r( ;j; — j-
A étant la longueur d'ondulation dans l'air: et de même, pour le déplacement d'une molécule vibrante sur le rayon ordinaire,
ri = n cos i SI n 9 77 ( tt. — y I •
Ces écpiations se rapportent au point d'émergence; mais elles peuvent convenir à un point rpielconque situé sur le rayon émergent
à une distance D de la lame; il suffit ])our cela de déplacer l'ori-
DT , D , gine du temps d'un intervalle égal à -^ ou à ^^ V étant la vitesse
de propagation de la lumière dans l'air. En ajoutant et en retranchant, dans la valeur de ^, la quantité y sous le signe mi , nous
aurons définitivement, pour les composantes du mouvement vibratoire parallèle et du mouvement vibratoire perpendiculaire à la section principale de la lame sur le rayon émergent,
Ç = r/ SHl î Sm 9 TT .y, — — H ï ^
\ î] = f' cos< sin 97r I rp — ^ j • C'est sous cette forme que nous discuterons ces équations.
Polarisation rectilijs^ne du rayon émergent
Pour que le mouvement vibratoire soit rcctiligne sur le ravon ('Uier-
gent, il faut que le rapport^ ait une valeur indépendante de t.
Cette condition est satisfaite , quelle que soit l'épaisseur de la lame , si l'angle i est égal à zéro ou à C)0 degrés, car dans le premier cas on a constamment f = o, et dans le second cas on a constamment aussi »7== 0. Donc, lorsque la section principale de la lame est parallèle ou perpendiculaire au plan primitif de polarisation, le
rayon émergent esl polarisé rectilignemenl dans ce plan [)riinilir, «nielle que soit l'épaisseur de la lame.
Si l'annle i n'est pas égal à zéro ou à 90 degrés, pour cpie le
rapport -^ soit lndé[)endant de t, il faut (pie l'on ait, en désignant
par k une ronstante,
fl O , 0-E\ sm.7r(^^,-^ + ^^j^
Sin -iTT (
d'oii
smoTTl.^-y
t ON 0-E , // On . 0-E
.sin '2 7T [ Ty, — y 1 cos 97r — ^ — • + cos 27r I r-p — - 1 sm 97r
= /îSm 2 7Î-
équation qui ne peut être satisfaite pour toutes les valeurs de t qu'autant que l'on a
ou
sin 277 — y — == 0
n étant un nombre entier quelconque.
Si » est })air, cos 277 — ,— est égal a + 1 : on a alors
ri ï;=C0tî ;
les vibrations se font donc dans ce cas suivant HH', et le rayon émergent est polarisé dans le plan primitif.
Si n est impair, cos 2 7r — < — est égal à — i ; on a alors
-== — coti ;
les vibrations se font donc dans ce cas suivant une droite KK' symétrique de HH' par rapport à RR', et le rayon est polarisé dans un plan QQ' symétrique de PP' par rapport à SS', ou, comme on dit, dans l'azimut 2/.
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On voit donc que le rayon émergent est polarisé rectilignemenl toutes les fois que l'épaisseur de la lame est telle qu'elle introduit entre le rayon ordinaire et le rayon extraordinaire une différence
de marche égale h un multiple entier de- : suivant que ce multiple
est pair ou impair, le rayon est polarisé dans le plan primitif ou dans l'azimut 22.
183. Polarisation circulaire ou dé]iolarisation complète. — Supposons que l'angle / formé par le plan de ])olarisation primitif avec la section principale de la lame soit égal à /i5 degrés, et que l'épaisseur de la lame soit un multiple impair de celle qui introduit entre le rayon ordinaire et le rayon extraordinaire une différence de marche d'un quart de longueur d'ondulation, c'est-àdire que l'on ait
Il vient alors
d'où
ir
COS 2 TT
(I . 1 t 0\ —F sinsTr -T' •
v'?. VI /.y
La trajectoire décrite par la molécule vibrante est donc dans ce cas de forme circulaire, et il est facile de voir, en faisant varier t dans les expressions qui représentent f et rj, que cette trajectoire circulaire est parcourue par la molécule vihrante d'une façon continue et toujours dans le même sens. Les rayons sur lesquels les vibrations ont ainsi une forme circulaire sont dits polarisés circulaircmcnt , et le genre de modification qu'ils ont sul)i se nomme la poknvsaho}} circii- Ifiirc : c'est ce que Biot appelait la dépolarisation totale.
Il s'agit maintenant de préciser le sens dans lecjuel s'accomplissent les vibrations circulaires. H est nécessaire à cet effet de faire une convention sur le sens dans lequel doit être compté l'angle /; nous su|)poserons dans tout ce (|im va suivre rpie Vaii^yle 1 est compté n partir
de la section principale de la lame mince, de droite à gauche, pour un observateur qui reçoit le rayon. La polarisation circulaire peut se produire dans deux positions différentes du plan de polarisation primitif par ra])port à la section principale de la lame, positions délinies par les valeurs + Zi5° et — /i5° de l'angle i. Quand l'angle i est égal à + àb°, si l'on suppose la section principale SS' de la lame verticale, le pian de polarisation PP' sera dans sa partie supérieure à gauche de la verticale pour un observateur qui reçoit le rayon, comme cela est représenté fig. à. Si, au contraire, on a{= — /i5°, les deux
Kig. i.
Fig. 5.
])lans occuperont les positions qu'nidique la figure 5, c'est-à-diic que, si la section principale SS' est verticale, le plan de polarisatioji
sera dans sa partie supérieure à droite de la verticale pour un observateur qui reçoit le rayon. Ceci posé, prenons d'abord l'angle / égal à + ^&°, et supposons la lame cristallisée répulsive ou négative : 0 — E sera alors positif et l'on devra prendre dans la valeur de ^ le signe + ou le signe — suivant que n sera pair ou im- ''^' ' [)air. On voit facilement que dans
ce cas, si n est pair, les molécules vibrantes décriront leurs circonférences dans le sens ABCD (fig. G), et paraîtront par conséquent se mouvoir de droite à gauche pour un observateur couché sur le
ViiRDiJT, W. — Optique, II. 5
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rayon, ayant les pieds tournés du côté d'où vient le rayon et regardant la molécule vibrante : c'est ce qu'on exprime en disant que la lumière est polarisée circulairement de droite à gauche; si au contraire n est impair, les molécules se meuvent dans le sens DCBA et la lumière est dite alors jjohtrisée circulairemenl de gauche à droite. Si, l'angle i étant toujours égal à + i&°, la lame est attractive (ou positive), 0 — E est négatif et il faut prendre dans la valeur de ^ le signe + ou le signe — suivant que n est impair ou pair. Dans ce cas, la lumière esl polarisée circulairement de gauche à droite lorsque n est pair, de droite à gauche lorsque n est impair. Enfin tous ces résultats sont renversés lorsque l'angle i, au lieu d'être égal à -f /i5", devient ('gai à - hh".
11 v a donc deux espèces de polarisations circulaires, et les conditions dans lescjuelles on les obtient peuvent se résumer dans le tableau suivant, où m désigne un nombre entier quelconque :
0 — E = [hm + i) - • PoiaiisaLion circulaire de droite à gauche.
Lame répulsive.; .
f 0 — E = (hm — 1 ) - • de gauche à droite.
, 0 — E = ihm -f- 0 - • ■ de gauche à droite.
/■ Lame attractive. / >^
' 0 — E = ( 4»! — 1 ) - • de droite à gauche.
i^ame répulsive
iO — E = (/iH! -h i) - • Polarisation circulaire de gauche à droite. 0 — E = ( km — i) - • de droite à gauche.
i. 0 — E = (/i/»+i)-- de droite à gaucho.
EaiTio attractive..' ^'
' 0 — E = {kyn — 1 ) - . de gauche à droite.
La lame qui introduit entre le rayon ordinaire et le rayon extraordinaire une différence de marche d'un quart de longueur d'ondulaitiion, c'est-à-dire la moins ('paisse parmi toutes celles qui j)euvent
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nioduire la polarisation circulaire, est désignée ordinairement sons le nom de lame d'un quart d'onde.
18^. Propriétés de la lumière polarisée cireulaire-
ment. — Les propriétés caractéristiques de la lumière polarisée circulairement sont au nombre de deux :
1° Dans un analyseur biréfringent, la lumière polarisée circulairement donne toujours deux images de même intensité, quelle que soit l'orientation de la section principale de cet analyseur,
9° La lumière polarisée circulairement, en traversant une lame d'un quart d'onde, se transforme en lumière polarisée reciilignement.
La première de ces propriétés pourrait faire confondre la lumière polarisée circulairement avec la lumière naturelle; mais la seconde propriété fournit le moyen de distinguer ces deux espèces de lumière, car la lumière naturelle, en traversant une lame biréfringente d'une épaisseur quelconque, ne donne jamais que de la lumière naturelle tant que les deux rayons réfractés restent superposés à l'émergence.
Pour rendre compte des propriétés de la lumière polarisée circulairement, nous remarquerons d'abord que, si les vibrations sont circulaires, les composantes du mouvement vibratoire suivant deux axes rectangulaires pris arbitrairement peuvent toujours être représentées par les équations
!^=d=flCOS 271- r-p, V =asin QTTfp,
dans la première desquelles on doit prendre le signe -f- ou le signe — suivant que la lumière est polarisée de droite à gauche ou de gauche à droite.
Ces équations montrent qu'un rayon polarisé circulairement peut être considéré comme provenant de la superposition de deux rayons polarisés rectilignement à angle droit, d'intensités égales, et présentant l'un par rapport à l'autre une différence de phase égale à un quart d'ondulation.
Si un rayon polarisé circulairement tombe normalement sur un
analyseur biréfringent, on peut toujours supposer la section principale de cet analyseur parallèle à l'axe sur lequel la projection du mouvement vibratoire est égale à ^, puisque la direction de cet axe est arbitraire. Les vibrations du rayon ordinaire sont alors représentées par ïi , celles du rayon extraordinaire par |, et l'on voit que ces deux rayons ont toujours même intensité, quelle que soit l'orientation de l'analvseur, résultat qui |)ouvait du reste se déduire immédiatement de la symétrie parfaite des vibrations circulaires par rapj)ort à un plan quelconque mené par le rayon.
Occupons-nous maintenant de l'effet produit sur la lumière polarisée circulairement par son passage à travers une lame d'un quart d'onde. Les composantes du mouvement vibratoire parallèlement et perpendiculairement à la section principale de cette lame sont représentées au moment oii le rayon pénètre dans la lame par les équations (a). A l'émergence, si on suppose que | désigne la composante parallèle à la section principale, et si on conserve aux lettres 0 et E la même signification que plus baut, ces composantes
deviennent
>? = flsin STT Fj-, —
ronune ici
on a
don l'on tiro
ç = zpff sin ?>7r ( t"- ^ "jT
Le rayon, au sortir de la lame d'un quart d'onde, est donc polarisé rectilignement dans un plan faisant un angle de /j5 degrés avec la section principale de la lame.
SI Ion convient do compter les angles positivement de droite à gauche, à partir de la section principale de la lame, on obtient facilement les résultats contenus dans le tableau suivanl. ofi ? désigne
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l'angle formé par le plan de polarisation du rayon énjergent avec la section principale de la lame d'un quart d'onde :
l Polarisation circulaire de droite à gauche t= -I- 45°.
Lame répulsive.. , , , , ., ■ /=»
^ ( — — de jTauche a droite i = — Zit) .
de droite à gauche «' = — Ub".
de gauche à droite. . . . * = + 45".
f Lame attractive
Polarisation circulaire de droite à gauche ï = — ZiJ
Ces résultats concordent entièrement avec ceux que nous avons trouvés en nous occupant de la transformation de la polarisation rectiligne en polarisation circulaire; l'ordre des phénomènes est seul interverti.
On voit, par ce qui précède, que l'action d'une lame d'un quart d'onde permet non-seulement de reconnaître la lumière polarisée circulairement, mais encore de déterminer le sens de la polarisation.
185. Polarisation elliptique ou dépolartsation partielle. — Supposons que l'on ait encore
mais que l'angle i soit quelconque : il viendra alors, pour les composantes du mouvement vibratoire qui sur le rayon émergent sont respectivement l'une parallèle et l'autre perpendiculaire à la section principale de la lame,
^=zhn sini cosqtt
d'où l'on tire
a cosi sm qtti ,,,
y' cos'"i
Les vibrations sont donc dans ce cas elliptiques, ce qu'on exprime en disant que la lumière est polarisée elliptiquement : la polarisation elliptique est ce que Biot appelait la dépolarisation partielle. Dans l'hypothèse actuelle, c'est-à-dire lorsque l'épaisseur de la lame est un multiple impair de celle de la lame d'un quart d'onde, les axes
de l'ellipse de vibration sont dirigés lun parallèlement, l'autre perpendiculairement à la section principale de la lame. On voit, de plus, que les longueurs de ces axes sont respectivement proportionnelles à sin i et à cos /.
Il y a deux espèces de polarisations elliptiques analogues aux deux espèces de polarisations circulaires, et l'on convient encore de dire que la lumière est polarisée elliptiquement de droite à gauche ou de gauche à droite suivant que, pour un observateur couché sur le rayon , avant les pieds du côté d'où vient le rayon et regardant la molécule vibrante, le mouvement paraîtrait s'effectuer dans l'un ou l'autre sens. En partant de cette définition on arrive aisément aux résultats réunis dans le tableau suivant, où l'angle i est toujours supposé compté positivement de droite h gauche à partir de la section principale de la lame, et où m désigne un nombre entier quelconque.
l tUMI'IUS EMUE (1 ET W.
Lame répulsive.]
0 — E = ( 'im + 1 ) y • Polarisation elliptique de droite à gauche.
' 0 — E = ( û //( — ' ) 7 ■ J*^ gauche à droite.
, 0 — P] = ( /i//( -I- 1 ) y • de gauche à droite.
Laine allraclive. /
r 0 — E = (/iw— 1 ) - . de droite à gauche.
t COMPRIS ENTRE H Ct 27r.
1 0 — E = ( 4»i 4- 1 ) - . Polarisation elliptique de gauche à droite. Lame n-nulsive. - J
' 0 E = ( .'im — I ) - • de droite à gauche.
1 0 — E — {km-Jr i) - • ■ de droite à gauche.
Lame attractive. . '^'
' 0 — E = ( .'im — j ) - • de gauclie à droite.
Passons maintenant au cas général, c'est-à-dire supposons l'épaisseur de la lame quelconque. Au point d'émergence, les composantes du mouvement vibratoire parallèlement et perpendiculairement à la
FOllMl^S DES VIIUIATIONS. 71
section principale de la lame sont représentées par les équations (i) qui, étant développées, donnent
q, = a sin i sni 27r ( ,., — y j cos'Jtt — r —
+ n Slll l COS 277 ( ,p — y j SHl 27r ^
)7 = a COS t sin avr
Si Ton tire de ces équations les valeurs de sin stî- [jy. — > j et de ces 277 f Fp — y] et qu'on ajoute ces valeurs après les avoir élevées au carré de façon à éliminer t, il vient
t, COS l — ï] sin l COS 277 ï —
d'où
a COS i
a COS i sin" i sin 277
^^ cos^ i-^-v"^ sin'^ <— a ^rj sin î cosî cos 277
= rr sin- « cos-^ i sin^ 2 77 — s — ■>
équation d'une ellipse rapportée à son centre.
La forme la plus générale cjue puisse atfecler la trajectoire d'une molécule vibrante sur un rayon résultant de la superposition de deux rayons polarisés à angle droit est donc une ellipse dont les axes sont dirigés d'une manière quelconque. L'équation (3) montre que
c'est seulement dans le cas où l'on a 0 — E ^ (2»+ 1)7 que les axes
de l'ellipse sont l'un parallèle, l'autre perpendiculaire à la section principale de la lame.
On peut, à l'aide des équations (1), déterminer le sens dans lequel l'ellipse de vibration est parcourue, et l'on arrive ainsi aux résultats résumés dans le tableau suivant, où m désigne un nombre entier quelconque.
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) COMPlilS ENTRE 0 ET 77.
répulsive
Lame attractive.
Lame répulsive .
Lame attractive.
i 0 - E compris entre am - et ( 2« + i ) - • ) i'ojarisation elliptique
Lame \ 2 2 ( de droite à gauche.
, 2m -1- 1 ) - et ( o,„ H- o) - . ! Polarisation elliptique 2 2 ( de gauche à droite.
am-et [am + 1)- . \ Polarisation elliptique
2 2 ( de gauche à droite.
( .„„ + 1 ) ^ et ( 2m +',)-.[ Polarisation elUptique 2 2 ( de droite à gauche.
t COMPRIS ENTBE 71 ET 277.
0 — E compris entre 2>n — et ( aw
(2W + i) -et (-2/
. :!W- et ( a//i + i)
1 ) - et (2/«
Polarisation elliptique de gauche à droite.
Polarisation elliptique de droite à gauche.
Polarisation elliptique de droite à gauche.
Polarisation elliptique de gauche à droite.
Propriétés de la lumière polarisée elliptiquement
— Les propriétés caractéristiques de la lumière polarisée eliiptiqueiuent sont au nombre de deux :
1° Dans un analyseur biréfringent, la lumière polarisée elliptiquement donne deux images dont les intensités sont en général inégales, mais dont aucune ne disparaît complètement, quelle que soit l'orientation de la section principale de l'analyseur.
2° La lumière polarisée elliptiquement, en traversant une lame d'un quart d'onde dont la section principale est parallèle à l'un des axes de l'ellipse de vibration, se transforme en lumière polarisée rectilignement.
La première de ces propriétés pourrait faire confondre la lumière polarisée elliptiquement avec la lumière partiellement polarisée ; mais la seconde propriété fournit un moyen de distinguer ces deux espèces de lumière, car la lumière partiellement polarisée, en traversant une lame biréfringente d'une épaisseur quelconque, ne donne jamais que de la lumière partiellement polarisée.
Pour rendre compte des propriétés que présente un ravon polarisé elllptiquomeni , il sulTil de remarqufM- que, sur un rayon de cette
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nature, les composantes du mouvement vibratoire qui sont respectivement parallèles aux deux axes de l'ellipse de vibration peuvent toujours être représentées par des équations de la forme
l ^=zt.a cos 9 7r F7,i
1]= b sin ^?7rfp1
où les quantités a et b sont égales aux longueurs des demi-axes de l'ellipse de vibration, et où l'on doit prendre dans la valeur de ^ le signe + ou le signe — suivant que la lumière est polarisée de droite à gauche ou de gauche à droite.
Ces équations montrent qu'un rayon polarisé elliptiquement peut toujours être considéré comme résultant de la superposition de deux rayons polarisés rcctilignement à angle droit, d'intensités inégales, et présentant l'un par rapport à l'autre une différence de marche égale à un quart de longueur d'ondulation.
Supposons qu'un rayon polarisé elliptiquement soit reçu sur un analyseur biréfringent dont la section principale fasse un angle s avec celui des axes de l'ellipse sur lequel la projection du mouvement vibratoire est désignée par ^; le mouvement vibratoire est alors représenté sur le rayon ordinaire par
Csins-|- t] cos s ou
(i sinscos yTTFTi + wcosssin UTTFpi
et sur le rayon extraordinaire par
^coss — t] sin s
ou
a cos s cos 27r Fp — b sinssin QTrrp'
En appelant <d"^ l'intensité de l'image ordinaire , e'^ celle de l'image extraordinaire , il vient
rJ- = a^ sin'^ .S' + /r cos^ ,s .
£" = (i^ cos^ S 4- //- sni- .v.
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Si l'on a fl<Ci;,[ces expressions peuvent être mises sous la forme
w^^ ^^,H- {'^'" — rt^) cos^ s, £2 := ^,2 _j_ ^ ^2 _ ^,2 ^ sin^ S.
On voit ainsi que l'intensité de chacune des deux images varie entre un minimum égal à a^ et un maximum égal à IP-, et ne peut jamais devenir nulle quelle que soit la valeur de s.
L'intensité de l'image ordinaire est maximum quand on a s == o , c'est-à-dire lorsque la section principale de l'analyseur est parallèle au grand axe de l'ellipse de vibration. L'intensité de l'image extraordinaire^est au contraire maximum quand on a s=^o°, c'est-à-dire quand la section princij)ale de l'analyseur est parallèle au petit axe de l'ellipse. Enfin les deux images ont même intensité quand s=^5°, c'est-à-dire quand la section principale de l'analyseur est inclinée à /i5 degrés sur chacun des axes de l'ellipse de vibration. Les variations d'intensité des images que fournit dans un analyseur biréfringent un rayon polarisé elliptiquement peuvent donc servir à déterminer les directions des axes de l'ellipse de vibration.
Supposons maintenant qu'on fasse traverser à un rayon de lumière polarisé elliptiquement une lame d'un quart d'onde dont la section principale est parallèle à l'un des axes de l'ellipse de vibration. Pour fixer les idées^, admettons que cette lame soit répulsive et sa section principale parallèle au petit axe de l'ellipse, c'est-à-dire à la droite sur laquelle la projection du mouvement vibratoire est représentée par ^; si de plus le rayon est polarisé de droite à gauche, les équations du mouvement vibratoire au moment où le rayon pénètre dans la lame sont
^^a cos2 7r F|^-> )7= è sin >j7r -p •
En désignant par 0 l'épaisseur de la lame d'air qui serait traversée jiar la hnnière pendant un lemps égal à celui qu'emploie le ravoM ordinaire pruir traverst'r la lame d'un quart d'onde, ces équa-
lions deviennent au point d'émergence
a sin27r i ,., , t 0'
d'où
La lumière émergente est donc polarisée reclilignement, et son plan de polarisation fait avec la section principale de la lame un
angle dont la tangente est égale à + r- Si la section principale de
la lame est parallèle au grand axe de l'ellipse de vibration, la lumière émergente est encore polarisée rectilignement, et son plan de polarisation fait dans ce cas avec la section principale de la
lame un angle dont la tangente est égale à H
La valeur absolue de la tangente de l'angle formé par le plan de polarisation de la lumière émergente avec la section principale de
la lame est toujours égale à j lorsque la section principale de la lame
est parallèle au petit axe de l'ellipse de vibration, et à - cjuand cette
section principale est parallèle au grand axe de l'ellipse; mais le signe de cette tangente dépend du sens dans lequel la lumière est polarisée elliptiquement, et aussi de la nature de la lame, comme le montre le tableau suivant, où les angles sont supposés comptés de droite à gauche pour l'observateur qui reçoit le rayon, et à partir de la section principale de la lame.
_ D'UN QUART D'ONDE
Section principale de la( Polarisation elliptique de droite à gauche +t lame parallèle au petit | axe de Tellipse ( ^^ g^^^h^ ^ droite — ^
Section principale de lai Polarisation cllipticpic de droite à gauche -f- lame parallèleaii grande ,
axe de l'ellipse ( d^, grandie à droite — -
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DE POLARISATION AVEC LA SECTION L\ME
PRINCIPALE DE LA LAME ATTI'.Af.TIVE OU POSITIVE.
D'UN QUABT D'ONDE.
Section principale de la i Polarisation ellipliiiue de droite à gauche — ^ lame parallèle au petit' a.\e de l'ellipse ( de gauche à droite + ^
Section principale de lai Polarisation elliptique de droite à gauche
lameparallèleau grand< ,
axe de l'ellipse ( de gauche à droite + -
L'action d'une lame d'un quart d'onde sur la lumière polarisée elliptiquement peut donc servir à calculer le rapport des axes de l'ellipse de vibration et à déterminer le sens dans lequel cette ellipse est parcourue.
187. Com|ilénient à la description des expériences de MM. Fizeau et Foiicatalt. — Nous pouvons maintenant compléter la description des expériences exécutées par MM. Fizeau et Foucault pour démontrer que les lames épaisses et les lames minces agissent identiquement de la même manière sur la lumière polarisée. Supposons que dans ces expériences la section principale du Nicol qui sert d'analyseur soit parallèle au plan primitif de polarisation, et (|ue la section principale de la lame cristallisée fasse avec ce plan un angle de /i5 degrés. Les bandes noires qui apparaissent dans le spectre de l'image extraordinaire correspondent alors aux rayons polarisés dans le plan primitif, c'est-à-dire pour lesquels la différence de marche 0 — E est égale à un nombre pair de demi-longueurs d'ondulation; lesmaxima d'intensité qui se trouvent entre ces bandes proviennent des rayons qui sont polarisés ])erpendiculairement au plan primitif, c'est-à-dire pour lesquels la différence de marche 0 — E est égale à un nombre impair de demi-longueurs d'ondulation. Enfin les points intermédiaires entre les maxima et les bandes noires correspondent à des rayons pour lesquels la difféi^nce de marche 0 — E est égale à un nombre impair de quarts de longueur d'ondulation et
(pii doivent par conséquent être polarisés circulairement. Comme le
lapport — ^ — va en rroissanl riii roiigo au violet, on dinl, en parlant
d'une bande noire et en s'avanrant vers l'extréiniti'' la plus réfrangible du spectre, trouver en premier lieu, et avant le maximinn le plus voisin, un rayon polarisé circulairement de droite à [jaurlie si la lame cristallisée est répulsive, de gauclie à droite si cette lame est attractive, puis, entre le maximum et la bande noire suivante, un ravon polarisé circulairement en sens contraire. Chaque bande noire doit donc être placée entre deux rayons polarisés circulairement en sens contraire, et celui de ces deux rayons qui se trouve entre la bande noire et l'extrémité la plus réfrangible du spectre doit être polarisé de droite à gauche si la lame est répulsive, de gauche à droite si elle est attractive.
Pour s'assurer de l'existence de ces rayons polarisés cu'cuhurement, il suffit de placer sur le trajet des rayons au sortir de la lame cristallisée une lame d'un quart d'onde dont la section principale fasse un angle de /i5 degrés avec celle de l'analyseur: les rayons qui étaient polarisés circulairement sont alors transformés en rayons polarisés rectilignement, et réciproquement, et l'on voit dans le spectre les bandes noires se déplacer d'une quantité égale au quart de la distance qui sépare deux bandes consécutives, et dans un sens qu'il est toujours facile d'assigner à l'avance.
MM. Fizeau et Foucault ont constaté également que les rayons dont les teintes sont intermédiaires entre celles des rayons polarisés rectilignement et celles des rayons polarisés circulairement possèdent la polarisation elliptique.
CONSTITUTIOIS DE LA LUMIÈRE i\ATUP.ELLE ET DE LA LUMIÈRE PARTIELLEMENT POLARISÉE".
188. Explication des propriétés de la lumière naturelle ou partiellement polarisée au moyen de la succession rapide ou de la simultanéité de vibrations difîérentes. — La
forme la plus générale que puisse affecter la vibration d'une molécule d'éther est, comme nous l'avons vu précédemment (^5), l'ellipse; cependant, ni la lumière polarisée elliptiquement, ni la lumière polarisée circulairement ou rectilignement, n*^ reproduisent les propriétés de la lumière naturelle ou de la lumière partiellement polarisée : il y a donc lieu de rechercher quelle est la constitution de ces deux dernières espèces de lumière.
La manière la plus simple de rendre compte des phénomènes que présen'e un rayon naturel ou un rayon partiellement polarisé consiste à admettre, comme Frcsnel l'a proposé pour la première fois, qu'en un point donné d'un tel rayon la forme et l'orientation de l'ellipse décrite par la molécule vibrante et la phase de la vibration subissent des variations très-fréquemment répétées, l'intensité et la période des vibrations demeurant seules constantes. On conçoit alors que, si le rayon est reçu sur un analyseur biréfringent , Tuitensité de chaque image est variable d'un instant à l'autre, mais paraît, à cause de la rapidité avec laquelle s'accomplissent ces variations, conserver une valeur uniforme qui, suivant la manière dont s'effectuent les changements que subissent les vibrations, peut être dépendante ou indépendante de l'orientation de l'analyseur, mais qui dans aucun cas ne peut se réduire à zéro. De plus, un rayon ainsi constitué doit évidemment conserver ces propriétés en traversant une lame cristallisée assez mince pour ne pas séparer les deux ravons issus de
<'' Pour plus do dévploppempnis, voyez, dans \o tome I"fles Œuvres de Verdet , le Mémoire intitulé : Etude sur la ronstituiion de \;\ lumière non [lolarisée et de la lumière partiellement polarisi'e. Ou peut coiisidler aussi le méirioire de Stnkes : On tlie Composition and Résolution of Polarized liglil from différent Sources [Caiiihr. Trnv.o.. 1\, .Scjq).
la double réfraction. Le rayon sera d'ailleurs naturel ou partiellement polarisé suivant que les différentes polarisations qui se succèdent rapidement en un point de ce rayon se compenseront exactement ou bien d'une manière incomplète.
Nous avons déjà eu occasion, lorsqu'il s'est agi d'expliquer la non-interférence des rayons émanés de deux sources physicjuement distinctes (28). de parler de ces changements rapides qui -surviennent dans l'état vibratoire d'une source lumineuse et d'en indiquer les causes.
Un point important, c'est que les propriétés de la lumière naturelle, de même que rim[)ossibilité de faire interférer des rayons provenant de deux sources distinctes, s'expliquent tout aussi bien par la coexistence de vibrations diverses dans un espace très-resserré que par leur succession dans un temps très-court. Soit, par exemple, un gaz incandescent qui, comme on sait, émet toujours et dans toutes les directions de la lumière polarisée : à un instant donné, une des molécules du gaz émet des vibrations polarisées d'une manière déterminée, mais une molécule voisine émet des vibrations polarisées d'une autre manière, et, à chaque instant, il y a compensation exacte entre les polarisations diverses sur une très-petite étendue de la flamme; en sorte que, si l'on regarde cette flamme avec un analyseur biréfringent, l'intensité lumineuse est réellement variable d'un point à l'autre dans chaque image à l'instant considéré, mais que ces variations, insensibles à cause de leur grand nombre, donnent l'apparence d'une intensité uniforme indépendante de l'orientation de l'anahseur. La durée de l'incandescence pourrait donc se réduire indéfiniment sans que la lumière émise offrît des traces sensibles de polarisation. Cette considération est peut-être nécessaire pour expliquer dans certains cas l'absence de polarisation de la lumière électrique. En effet, d n'y a rien d'impossible à ce que la durée de certaines étincelles descende h un dixmillionième de seconde; les expériences de MM. Fizeau et Foucault permettent d'ailleurs de supposer que le mouvement vibratoire d'un de leurs points ne subisse pas de perturbations [)endant la durée d'un million de vibrations. Dans ces conditions, le nombre des alternatives de vibrations que pourrait offrir la lumière serait au plus
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(le ()o pour une longueur d'onde éjode à o'"™,ooo5, puisque pour rette longueur d'onde le nombre des vibrations est d'environ Goo trillions par seconde. Il serait bien diflicile qu'un aussi petit nombre d'alternatives suffît à compenser les unes par les autres les diverses |)olarisations, et il semblerait, si on n'avait égard aux considérations que nous venons d'indiquer, (|ue la lumière de l'étincelle dût offrir des traces de polarisation.
Ainsi on doit prendre également en considération la succession et la coexistence des vibrations diversement polarisées, pour rendre compte des propriétés de la lumière naturelle ou partiellement polarisée, mais il n'est pas nécessaire de traiter à part des effets de ces deux causes, car tout ce qu'on peut dire de l'une peut se répéter de l'autre. Nous nous bornerons donc , conformément à l'usage général, à considérer les effets d'une succession rapide de ravons diversement polarisés, et nous sous-entendrons toujours l'effet identique de leur juxtaposition dans un espace très-resserré.
189. l'onditions aiiiLqiielles doit satisfaire un système de vibrations pour constituer de la lumière naturelle. —
La lumière naturelle est caractérisée par deux propriétés essentielles :
1° Lorsqu'un rayon de lumière naturelle rencontre sous l'incidence normale un cristal biréfringent, il se divise en deux rayons dont les intensités sont indépendantes de l'orientation du cristal '''.
2" Un rayon de lumière naturelle conserve cette première propriété après son passage à travers une lame cristalline à faces parallèles, trop peu épaisse pour séparer l'un de l'autre les deux ravons issus de la double réfraction, et assez faiblement biréfringente pour ne pas établir de différence sensible entre leurs intensités.
Le système des vibrations diverses et diversement orientées dont la succession rapide constitue la lumière naturelle doit donc satisfaire à doux conditions : il faut d'abord que, si l'on projette à ciiatpie
"' On (lit lo [)liis souvent que ces fjenx rayons sont éjjaiix on intensili- , mais coia n'osl pas llicoriquenient vrai, et, même dans tes corps l'orlemenl l)iréirinf;ents, la dilTérence penl èlre rendue sensii)le à rexpérience. Voyez à ce sujet, les reclieicln'S pliiilomf'lriqurs de Al. Wilde, Ann. (Je chlm. cl i}c phyx., (.3), LXIX, ao.S.
instant la molécule vibrante sur un plan mené par la direction du rayon, la composante du mouvement vibratoire ainsi obtenue, considérée pendant un temps très-court mais suffisant pour contenir un nombre très-grand d'alternatives de vibrations, ait la même intensité moyenne, quelle que soit l'orientation du plan considéré; en outre, il est nécessaire que la même propriété subsiste après qu'on a soumis le rayon naturel à une action qui n'altère pas le rapport des intensités des composantes du mouvement estimées suivant deux directions rectangulaires, et qui ajoute une quantité constante à la différence de leurs phases. Nous allons nous proposer de trouver l'expression analytique de ces conditions et faire voir qu'il est possible d'y satisfaire.
Soient, dans un plan perpendiculaire à la direction d'un rayon lumineux non polarisé, deux axes rectangulaires quelconques. L'une quelconque des vibrations qui se succèdent en un point du rayon à de très-courts intervalles pourra être représentée par deux équations de la forme
^ = «sin 27r f j, -j-a y ^/'sin 27r f rp-r /S
ou, en faisant 277 (-T + a) ^ ?', 27r (/3— a) ==- <^, x = as[n(p. y=^bim(^(p -\- S).
On n'ôterarien à la jj^énéralité de ces équations, et on rendra la discussion plus facile, en supposant que a et b sont toujours positifs, pourvu qu'on regarde S comme susceptible de recevoir toutes les valeurs comprises entre zéro et 27r; les valeurs comprises entre zéro et TT répondront dans cette hypothèse à des vibrations polarisées elliptiquement de gauche à droite, et les valeurs comprises entre tjet 27r à des vibrations polarisées elliptiquement de droite à gauche.
Suivant deux autres axes rectangulaires menés dans le même plan, la même vibration elliptique aura pour composantes
x' = X cos co -f- y sin ûj , y' ~-^ X sin &> -f- y cosco,
VrriDFT, VI. — Optique, II. 6
en désignant par w l'angle de l'axe des a:! avec l'axe des x : en développant les valeurs de x et de y, il vient
X = (a COS&) + b cos<5'sin<y) sin(p + b sin^sinci) cos(p, y' = ( — a s'in 0) -\- b cos S cos <w) s'mÇ>-\-b sin S cos w cos (p.
Si l'on reçoit le rayon normalement sur un cristal biréfringent orienté de façon que les plans de vibration des deux rayons aux- ([uels il donne naissance soient parallèles aux axes des x' et des y', dont la direction est tout à fait arbitraire, les intensités de ces deux rayons seront proportionnelles aux intensités des composantes représentées par les deux dernières équations, et par conséquent égales à
m- («^ cos^ w -|- //- sin^ w + ^nb cos S sin ôj cos oo)
et à
«^ (a^ sin^ co + b'^ cos^ co — ^ab cos S sin co cos &; ) ,
m et n étant deux coefficients très-voisins de l'égalité, mais non exactement égaux. Ces expressions dépendent de l'angle w, mais elles varient d'un instant à l'autre avec les paramètres a, b, S, et, pour que le rayon jouisse de la première propriété de la lumière naturelle, il faut et il suffit que les valeurs moyennes, prises pendant un temps très-court, mais assez long pour contenir un nombre très-grand d'alternatives, soient indépendantes de co. Donc, en désignant généralement par M(c) la valeur moyenne ainsi définie d'une quantité quelconque z, il faut et il suffit que les expressions
M (fl^) cos^w -(- M (i^) sin^<w+ 2M ^ab cos^) sinw cosco
et
M (a^) sin^wH- M (i^) cos^<w — 2M [ab cos (5") sin a; cosct»
gardent les mêmes valeurs cpiel que soit co, et par suite que l'on ait
M{a^) = M(b^), M{abcosS) = o.
La même propriété devant subsister encore après le passage du rayon à travers une lame cristalline, et en particulier lorsque la section principale de celte lame est parallèle à l'axe des x, il faut et
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il sulïit (|iroii appelant s la diflV'rence de phase cpii s'ajoute dans ce cas à la dilTérence S, c'est-à-dire la quantité rpie nous avons désignée
précédemment par t^Tr — r — '-■> on ait, rpiel ipie soit e,
d'où
M ( ah cos <^) = 0 . M (ah sin J) = o .
Ainsi les trois conditions suivantes caractérisent toute succession rapide de vibrations jouissant des propriétés par lesquelles on définit la lumière naturelle :
(l) \ M(^^AcOSe^)=0,
M(«/>sin^)=-o.
11 n'est pas difficile de prouver que, si ces conditions sont satisfaites relativement à deux axes rectangulaires OX et OY, elles le seront aussi par rapjjort à deux autres axes rectangulaires OX' et OY'. Si, en effet, on représente le mouvement vibratoire décomposé suivant ces nouveaux axes par les ('quations
x'==a'sm^', y' = h' sm[(p'-i-S'),
on doit avoir, d'après ce qui précède,
a' sin <p' = [a cos w -f- h cos ^ sin w) sin (p + 6 sin ^ sin w cos (p,
y sin (^' -f- (^' ) =: ^— a sin w + 6 cos ^ cos w) sin Ç» + A sin ^ cos w cos (^ ,
et par suite, en vertu des règles du calcul des interférences,
rt'^= ^«^cos^w + Z»^ sin^ «y -f- lah cos J" sin (w coso;,
h''^ =- n^ sin^ œ-{-h'^ cos^ &> — aaè cos «5" sin w cos (W ,
, , , 6 sin ^ sin a» tang (Ç' - (p = ^,-^- ,
^. - ^, fosincJ'coscc;
tang (p' + ^ _ (p .-^ : ^^
"^ ' — « sinw + o cosd C0S(W
On déduit de là par un calcul facile
a'b' cosS'= ah cos«^(cos^(y — sin^-o») — {a^— b^) sinw cosw, ah' sin S' = ab sin ^,
et il est évident, à l'inspection de ces formules, que, si les conditions (i) sont satisfaites, on a, quel que soit w, c'est-à-dire quelles que soient les directions des nouveaux axes,
M(V/Â'cos^') = o, M(//'i'sin^')==o.
190. Constitution des systèmes de vibrations les plus simples qui puissent former de la lumière naturelle. —
Les conditions que nous venons de trouver peuvent être satisfaites d'une infinité de manières qu'il est inutile de spécifier, mais il est intéressant de rechercher cjuelle est la combinaison de vibrations la plus simple qui y satisfasse. Une vibration à polarisation constante ayant des propriétés parfaitement distinctes de celles de la lumière naturelle, il faut au moins deux espèces de vibrations diverses alternant l'une avec l'autre. Soient o^, h^ , S-^ et «25 ^2' ^2 ^^s paramètres caractéristiques des deux vibrations, t la durée pour laquelle on prend la moyenne des expressions «^, è^, ab cos S et ab sin ^, m^ et m^ les fractions de cette durée qui appartiennent aux deux modes de vibrations; on aura
M («^) = mya\ + 7?«2«oî
U\h^)=m,h\ + m,hl, M [ah cos<^) =m^(ij)^ cos<^j -{-m.2n.^b.2(io?>^=^, -M i^nh sin <J) =^ /Mj r/^ Aj sin S^ -(- wio^'o io sin (5'o ;
et par suite, si la succession alternante de ces rayons possède les propriétés de la lumière naturelle,
i >»j (t\ + m.^a':^ = m^ b^ -\- m-^b":^ , (2) • mjf/j A, cos Sy -r m.ja.^hc^ cos ^2 =- o ,
( 7;?, r/] /», sin •^j -r m.joji^ f^in ^2 ^ ^-
On déduit iinmédiateinent de ces deux dernières équations
tang<5'i = tang^i c'est-à-dire
S^ = Sç, ou ^^ = TT + <5'2.
La première hypothèse conduit immédiatement à
et, comme les quantités /%, /%, «j, «o» ^i' ^2 ^^^^ positives, d'après ce que nous avons supposé phis haut, cette relation ne peut être sa-tisfaite qu'autant que l'on a
ou
ce qui montre que les deux rayons doivent être polarisés à angle droit l'un sur l'autre, et que leurs intensités doivent être en raison inverse de leurs durées. La seconde hypothèse indique que les deux vibrations doivent être polarisées elliptiquement en sens contraires et donne de plus la condition
en la combinant avec la première des équations (2), on trouve facilement
mj^in^d^al + »«2^'9 = tn^m.^albl + nqalbi, (niial + m.^al) (m2a| — ni^b^) = 0 , d'où
m^b\^= m^ul, et par suite
m^rtj = m^bl.
Les équations des deux rayons dont l'alternance peut constituer de la lumière naturelle sont donc
x^ = a^ûn(p, ^2=^i\/||^sin(p,
y^ = èj sin ( (? -h ^1 ) , y2 = - «1 y ni; sin {(p + S, ).
11 est évident que les deux vibrations ainsi définies sont polarisées
elliptiquement en sens contraires, qu'elles s'exécutent suivant des ellipses semblables, mais tellement orientées que le grand axe de l'une coïncide avec le petit axe de l'autre, et que leurs intensités sont en raison inverse de leurs durées relatives. Cette solution comprend comme cas particulier la précédente, car deux vibrations rectilignes perpendiculaires l'une à l'autre peuvent être regardées comme deux ellipses semblables placées de manière que le grand axe de l'une coïncide avec le petit axe de l'autre : en outre , comme dans des vibrations rectili[;ncs il n'y a rien d'analogue aux deux sens de la polarisation elliptique, on peut toujours les assimiler à deux vibrations elliptiques de polarisations opposées.
En ayant égard à cette remarque on peut énoncer connne il suit le résultat des calculs précédents :
La lumière naturelle peut résulter de l'alternance de deux espèces de vibrations elliptiques seulement, pourvu :
1° Que les intensités de ces vibrations soient en raison inverse de leurs durées;
2° Que l'une des vibrations puisse être considérée comme dérivée de l'autre par une rotation de 90 degrés et par une réduction des axes dans un rapport déterminé;
3° Que les deux polarisations elliptiques soient d'espèces contraires.
M. Slokes a proposé d'appeler rayons contuiivcmcnt polarisés deux rayons polarisés elliptiquement qui satisfont aux deux dernières conditions. En adoptant cette définition on peut dire que le moyen le plus simple d'obtenir de la lumière naturelle consiste à faire alterner l'un avec l'autre deux rayons contrairement polarisés, les durées de leurs alternatives étant inversement proportionnelles à leurs intensités. Un nombre quelconque de couples de rayons contrairement polarisés satisfaisant à ces conditions est encore une solution du problème.
Le théorème (ju'on vient de démontrer donne une infinité d(î manières de constituer de la lumière naturelle; mais il y en a encore une infinité d'autres sur lesquelles nous présenterons quelques remarques générales.
Considérons d'abord un système de y) -- 1 vibrations rectilignes, f'utièrement ;ui)ilr;urcs. Le svstèine satisfera toujours à l'uno des
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conditions caractéristiques de la lumière naturelle, puisque, S ne pouvant être égal qu'à zéro ou à tt, on aura nécessairement
M (ab sin S) = 0.
Désignons maintenant par A, B, C les valeurs des trois expressions M (a^), M (6-), i\I [ab cose^'), c'est-à-dire faisons
m^ rtj 4- w<2«2 + . . . + m^, _ 1 a^,_ ^ = A ,
d= nii «1 ^1 ± >Mo«2 b.^zt . . . ±: m^, _ i ^f,, _ i ^p _ i = C ;
pour que le système jouisse des propriétés de la lumière naturelle, il suffira d'ajouter à ce groupe une jf""' vibration définie par les paramètres a^, b^,, m^ et satisfaisant aux conditions
)/< a"^ + A = m />); + B , ^'»Yi,,b,,-i-C^o,
ce qui a lieu si m a^^, ni bj^ sont respectivement les racines positives des équations
et si l'on fait S^ o ou S -= tï suivant que C est positif ou négatif. 11 y a donc une infinité de manières de constituer de la lumière naturelle avec des vibrations rectilignes, sans qu'il soit nécessaire que ces vibrations se répartissent en groupes de rayons contrairement j)olarisés.
Un calcul tout à fait semblable montrerait qu'il y a aussi une infinité de manières de constituer de la lumière naturelle avec des vibrations elliptiques d'une forme déterminée, et a fortiori avec des vibrations elliptiques de formes diverses. Il est toujours nécessaire qne dans ces divers systèmes les deux espèces opposées de vibrations elliptiques existent simultanément, car avec des vibrations elliptiques d'une seule espèce on pourra satisfaire aux conditions
M(.^'^) = M(//-^). M{abcosS)^o,
mais non à U\ coiublion
M(r^/vsin «^)= 0,
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fl^sin<^ étant toujours positif ou toujours négatif suivant que, tétant compris entre zéro et 77 ou entre tt et 277, les vibrations sont polarisées de gauche à droite ou de droite à gauche.
191. Imitation des propriétés de la lumière naturelle à l'aide de la rotation d'un rayon polarisé. — L'impossibilité d'obtenir de la lumière naturelle avec des vibrations elliptiques d'une seule espèce fournit l'explication des résultats obtenus par M. Dove dans ses expériences sur la rotation des ravons polarisés '^^K Si l'on fait tourner rapidement un prisme de Nicol sur lequel arrive de la lumière naturelle, le faisceau émergent a toutes les propriétés de la lumière naturelle; mais si l'on fait tourner avec la même vitesse et dans le même sens que le prisme de Ni col une lame de mica, le faisceau émergent, formé de vibrations elliptiques identiques dirigées dans tous les azimiits, produit les mêmes phénomènes de polarisation chromatique qu'un faisceau polarisé circulairement. Pour obtenir de la lumière naturelle, il aurait fallu laisser le prisme de Nicol immobile et faire tourner la lame de mica, ce qui aurait changé le sens de la polarisation elliptique à chaque demi-révolution.
Au point de vue d'une théorie tout à fait rigoureuse, ces expériences de M. Dove sont plutôt une imitation des propriétés de la lumière naturelle qu'une reproduction exacte de sa constitution. Un rayon polarisé dont le plan de rotation tourne avec une vitesse uniforme doit être, ainsi que l'a fait remarquer M. Airy ■-', considéré comme étant réellement la superposition de deux ravons polarisés circulairement en sens contraires, dont les périodes de vibration ne sont pas les mêmes. Soient en effet
x = acosctJsin27r f'T + a) '
fi , \ t/ = asm&;sin27r ( ^, + a m
les équations d'une vibration rectiligne qui fait avec l'axe des x un angle w; si l'on suppose que co varie proportionnellement au temps i
Cî Pogg. Anti.. LWI, 97.
''' Undulatonj Thcory o/Lighl, arl. i85 (3' édihoin).
en sorte que co = [x-i-vt, on aura
y = asm (jn + fO sin 977 ( j + a et , par une transformation connue ,
j7 = -sin (y""^'7 '+ 27ra + i« +2 sin (% "" ^ ) t+û-na — y. -
a I /27Î" \ T , f 1/2 TT \ i
y=— -cos (-^+î') i+27ra+f>t +-COS I -7|^ — y 1 i+avra — f/j •
Ces deux dernières équations représentent évidemment la combinaison de deux vibrations circulaires de périodes différentes définies par les deux groupes d'équations
:»! = - sin f -7jr+ t-j ^+27ra + |^t h
2/1 = — |cos[(^^ + yj t+-2iia + ix.y
et
^^2= - sin \{-7f — v\ t-\- aira — [i h
y2 = -cosj^(^-^~yj /+27ra-fz| •
Les mêmes remarques s'appliquent aux deux composantes d'une vibration elliptique et, par suite, à la vibration elliptique elle-même.
Mais, dans toute expérience du genre de celle de M. Dove, la décomposition d'un faisceau polarisé tournant en deux faisceaux de périodes diverses, et, par conséquent, différemment réfrangibles et différemment colorés, est absolument inappréciable. Les nombres
de vibrations de ces deux faisceaux sont représentés par Tr.+ ■ — et T^ — — -1 c'est-à-dire, si l'on suppose qtie le prisme de Nicol fassd 1000 révolutions par seconde, sont entre eux comme 600 billions plus l'unité et 600 billions moins l'unité, pour une longueur d'ondr! égale à o""",ooo5. Il n'y a aucun moyen d'étabh'r entre de pareils»
rayons une séparation sensible. Une vitesse d'un million de tours par seconde serait encore très-éloignée d'être suffisante.
192. Incompatibilité des cliaugeaiients contiiatis dans les vibrations avec l'Iiontogénéité de la lumière. — Les
développements précédents conduisent à une conséquence curieuse, que M. Airy a sommairement indiquée sans la démontrer en détail, c'est cjue les changements qu'éprouvent dans la lumière naturelle la forme et l'orientation des ellipses de vibration ne peuvent être supposés continus si la lumière est absolument homogène. Tout changement continu d'une vibration elliptique consiste en effet en une série de rotations infiniment petites des axes de l'ellipse, accompagnées d'altérations infiniment petites simultanées du rapport des grandeurs de ces axes, et chacune de ces altérations elles-mêmes peut être censée résulter de la combinaison de mouvements vibratoires de périodes différentes. L'homogénéité absolue de la lumière n'est donc compatible c[u'avec des changements tout à fait brusques et discontinus : une homogénéité sensiblement équivalente à l'homogénéité absolue exigerait des changements continus très- lents par rapport aux vibrations de la lumière, mais des changements continus qui s'accomplissent avec une vitesse comparable à celle du mouvement vibratoire résulteraient en réalité de la superposition de rayons différemment réfrangibles en même temps que différemment polarisés.
193. Constitution de la lumière partiellement polarisée. — Ijorsqiie les conditions caractéristiques de la lumière naturelle ne sont pas satisfaites, on a, en prenant pour axes deux droites rectangulaires quelconques dans un plan perpendiculaire au ravon ,
M(/»2)==B, M(>Acos/) = C, M(//6sinf) D,
les (piantités A, B, (i, 1) ayant des valeurs (|U('lcon(|iies. et la lumière esl dile alors iKirlielIpiuciif polarisée.
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Si l'on désigne par A', B', C, D' les valeurs <jue prennent respectivement les expressions M(a'^), M (6-), M (ahcosS), M(rtèsin^) lorsqu'on passe du système donné d'axes rectangulaires à un autre système défini par l'angle co compris entre l'axe des x' et l'axe des x, on aura, en vertu des calculs développés plus haut,
A'= Acos'^w + Bsin-w — aCsinw cos«, B' = Asin^w-f-Bcos^w— aCsinwcosw, C = C (cos^ M — sin^ coj " (A — B) sin cocos co, D'=D.
Si le système des vibrations traverse une lame cristalline biréfringente, on peut toujours supposer la section principale de cette lame parallèle à Taxe des .c' dont la direction est arbitraire; le passage à travers la lame n'altère pas les valeurs des coefficients A' et B', mais la difTérence de phase ^ devient égale à ^+£, et, si l'on désigne par C" et D" les nouvelles valeurs de M (^tih cosS) et de M (c^^sin^), on a
C" = C cos £ — D sin £ , D"=C'sin£-f Dcose.
Les changements c[ue peut subn^ un système de vibrations par suite d'une réflexion ou d'une réfraction simple ou double se traduisent toujours, soit par une variation dans le rapport des grandeurs des deux composantes du mouvement vdjratoire parallèles à deux axes rectangulaires, soit par une altération de la différence de phase de ces deux composantes. On voit donc que, si les valeurs des coefficients A, B, C, D sont connues pour un système de vn)rations, toutes les modifications que pourra éprouver ce système par réflexion , réfraction, double réfraction sont entièrement déterminées, et deux systèmes pour lesc^uels ces coefficients ont les mêmes valeurs jouissent de propriétés tellement identiques qu'aucun des phénomènes que nous venons d'énumérer ne |)ermettra de les distinguer.
Les valeurs des coefficients A , B , C , D étant données par raj)porl à deux axes (pielconques, on peut toujours trouver deux valeurs de w, diIFérant entre elles de qo degrés, telles que 0'==^ o : il siillil pour
cela de résoudre l'équation
tang^<w-f — ç— tangw — i = o.
Donc, quelle que soit la constitution d'un système de vibrations, on pourra toujours trouver deux axes rectangulaires tels, que, par rapport à ces axes, la quantité M (ah cos<î) soit nulle : c'est évidemment pour ces axes que les coefficients M (w^) et M (6^) ont leurs valeurs maximum et minimum. Si l'on désigne par 0^^ et par 0^^ les axes pour lesquels G est nul, par Aj et B^ les valeurs que prennent respectivement M(«^) et M{b~) lorsqu'on rapporte le mouvement vibratoire à ces axes, enfin par co^ l'angle formé par l'axe O-Tj avec l'axe 0^, il vient
Aj = A cos^ Wj + B sin^ a^ , Bi = Asin^Wi H-Bcos^Wj.
Supposons que les quantités Aj et B, soient inégales; on appelle alors plan de polarisation partielle le plan qui passe par le rayon et par l'axe Ox^ ou par l'axe Oyi , suivant que l'on a A^ < B^ ou Ai>>B,.
Si les quantités A^ et B, sont égales, il en résulte que A est égal à B, quelle que soit la direction des axes, et, par suite, que le coefficient G est toujours nul. Il est donc impossible que l'on ait par rapport à deux axes quelconques
sans avoir en même temps
M {abcosS)=- 6.
Gherchons maintenant ce qui se produit lorsque, A^ et B^ ayant des valeurs différentes, la lumière partiellement polarisée tombe sur un analyseur biréfringent dont la section principale fait avec le plan de polarisation j)artielle un angle égal à 0. On aura dans ce cas pour l'intensité de l'imago ordinaire
A,sin2^4 Bjcos^^,
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et pour celle de l'image extraordinaire
Aicos2 0 + Bisin2 0.
Les intensit(5s de ces deux images dépendent de l'orientation de l'analyseur : l'intensité de l'image ordinaire est minimum quand 6= 90°, c'est-à-dire quand la section principale de l'analyseur est perpendiculaire au plan de polarisation partielle, et ce minimum est égal à Bj; l'intensité de l'image extraordinaire est minimum quand Q^o, c'est-à-dire quand la section principale de l'analyseur est parallèle au plan de polarisation partielle , et ce minimum est égal à Aj. Aucune de ces intensités minima ne peut être nulle, à moins que l'on n'ait Ai= o ou B^ ^ 0 , c'est-à-dire à moins cjue toutes les vibrations du système ne soient rectilignes et contenues dans un même plan.
Si l'on a A= B et par suite A^ = Bj , les intensités des deux images dans l'analyseur sont indépendantes de l'orientation ; C est alors nul, quelle que soit la direction des axes. Cependant si , en même temps que l'on a A--=B, D n'est pas nul, le système de vibrations ne constitue pas de la lumière naturelle. Si, en effet, on fait traverser à ces vibrations une lame cristalline, S devient égal à ^-\-z\ G cesse en général d'être nul, et par suite l'égalité entre les quantités A^ et B^ ne subsiste pas, de sorte qu'après son passage à travers une lame cristalline cette lumière donne, sauf pour certaines valeurs particulières de l'épaisseur de la lame, deux images d'intensités variables dans un analyseur biréfringent. Si, au contraire, la lumière est naturelle, D est toujours nul, et par suite, après le passage de la lumière à travers une lame cristallisée d'une épaisseur quelconque, C reste nul et l'égalité entre les quantités A^ et B^ subsiste toujours, d'où il résulte que la lumière naturelle conserve après son passage à travers la lame la propriété de donner dans l'analyseur deux images d'intensités constantes. Comme nous le verrons plus loin, lorsque A = B sans que D soit nul, la lumière peut être considérée comme. résultant de l'addition d'une certaine quantité de lumière polarisée circulairement à de la lumière naturelle.
19A. C/lasisificationi des rïifîés'entes espèces de lumière partiellement polarisée. — Une seule question nous reste encore à examiner, celle de savoir si les divers systèmes de vibrations caractérisés par des valeurs diverses des coeilicienls A, B, C, D peuvent se répartir en un petit nombre de groupes, présentant chacun un ensemble de propriétés communes, ou s'il faut se borner, dans chaque cas particulier, à déterminer, par une application des méthodes précédentes, les propriétés des divers systèmes qu'on rencontrera.
Il faut remarquer d'abord qu'à tout système de valeurs numéricpies des coefficients A, B, C, D ne répond pas nécessairement un système possible de vibrations diversement polarisées. Il est bien évident, par exemple, que les coefficients C et D ne sauraient être tous deux très-grands par rapport aux coefficients A et B. Il est même facile de démontrer cpi'on a nécessairement, dans tout svstème réel de vibrations,
AB-((7 + D2)>o.
En eff'et, si l'on reprend les notations précédentes (189), on a
AB = (^mia^-\-m2a^-\ ) (mj/>j -\-m^bl-\ ),
€^+02 = (ni^ «1 />! cos ^1 -|- m^ f/o Ag cos 4 -f- • • ■ )"
+ ( m^ f/j 1)^ sin <5'i + ni.j a.^ h^ sin ^2 H f-,
et on groupe aisément les termes de ces deux expressions de manière à leur donner la forme suivante :
k^ = ni\a\h'\ + mlalbl+. ■ -fm^m, [a\h\ + a\hX) + - ■ -
(r 4- D^ = mj nj b^ -f m\ a\ h\^ + m^ m^a^ n., />, b.j cos (^1 — ^^2 ) -f
+ m,, m,^ a^, b,^ a,^ />,, r os ( ^^ - (5"J + • • •
11 en résulte que AB — (C^ -f I)-) se réduit à une somme de termes de la forme
»";, '",, \«l /'? + »-c, '>i - fip kl "^ bp cos (<^,, - ^J].
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Or cliacun de ces termes est évidemment plus grand (juc
c'est-à-dire qu'une cjuantité qui est toujours nulle ou positive.
AB -- (C- + D^) est donc nécessairement nul ou positif. Si d'abord on suppose AB — (C^+D^) égal à zéro, le système est équivalent à une vibration unique, invariable de forme, de grandeur et de position; car en faisant
rt2 = A, />2==B,
tangd = Y^
on a
ah cosS^\/AB— ' =C.
q/>sin<^=i/ÂB ^ = D.
Si AB est plus grand que C" + D^, il y a une infinité de systèmes satisfaisant aux conditions
M («2)= A, M (P) = B, M {ah cos ^) = C, M [ah sin ^) ^D.
En effet. AB étant plus grand que G^+ D^, on peut trouver une infinité de groupes de nombres A' et B' tels que l'on ait
Les nombres A', B', C, D peuvent être considérés comme caractéristiques d'une vibration elliptique déterminée, et si l'on suppose que cette vibration alterne avec un système de vibrations cjui satisfait aux conditions
M(fl2)_A-A', M(62) = B-B', M {ab cos (J") = G , M ( ah sin ^) = o ,
on aura obtenu un des systèmes caractérisés par les valeurs données de A, B, C, D.
Parmi les systèmes en nombre infini qui jouissent tous des mêmes propriétés, il en est un qui, par sa simplicité, offre un intérêt par-
ticuiier : c'est le système pour lequel A~-A'=B — B', et qui, par conséquent, peut être représenté par un faisceau de lumière naturelle et par un faisceau de lumière elliptique. Ces deux faisceaux sont l'un et l'autre entièrement déterminés. En appelant H la valeur commune de A— A' et de B — B', on a en effet
(A-H)(B-H) = G2+D2, d'où
Ces valeurs sont toutes deux réelles et positives; mais la plus grande étant supérieure à A et à B, la plus petite répond seule à la ques- (ion, de sorte que
^y/(A-Br + A(C^ + D-^).
Le double de cette expression est l'intensité du faisceau de lumière naturelle qui peut être censé entrer dans la constitution du faisceau que l'on considère : cette intensité n'est nulle que dans le cas où l'on a
AB = C2 + D
Les éléments du faisceau elliptique (ju'il faut y joindre sont d'ailleurs
62_B-H^-^ + ^y/(A-By^+/.((?-fD2),
cos d= ■) sm <j=" , •
V/CVD' V/C'+D^
La polarisation elliptique de ce faisceau se change en polarisation rectiligne si l'on a D = o, en polarisation circulaire si Ton a A=B et par suite C=o. Ainsi tout faisceau lumineux homogène peut être regardé comme constitué par des proportions déterminées de lumière naturelle et de lumière polarisée à vibrations rectilignes, circulaires ou eilipti({ucs. On peut dire (pie tout faisceau lumineux
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csl iKilurol, [)olniis(' ou parliolIcmciU pnlans»'. Les caractères de la polarisalion complète et de l'absence de tonte polarisation sont connns; ceux des divers fjenres de polarisation partielle sont niainienant faciles à a|)ercevoir :
i" Si un faisceau lumineux peut être censé formé d'ini faisceau naturel et d'un faisceau polarisé rectilignement, les deux faisceaux dans lesf[uels il se partajje lorsqu'il rencontre sous l'incidence normale un cristal bnv'frnigent ont des intensités variables avec l'orientation du cristal ; l'intensité de chaque faisceau polarisé est maximum lorsque son |)lan de vdjration est [)arallèle au plan de vibration du faisceau polarisé (pii, dans le faisceau incident, se superj)ose à la lunuère naturelle, et miiumum loi'S([u"il lui est perpendiculaire. Le passage du faisceau à travers un<> lame cristalline dont la section princqiale est parallèle ou perpendiculaire au plan de polarisation partielle ne moddie pas les propriétés de ce faisceau; mais, si la section principale de la lame a toute autre direction, la lumière polarisée rectilignement se trouve transformée en lumière circulaire ou elliptique et les propriétés du faisceau sont changées. C'est à un pareil faisceau qu'on applique ordinairement d'une manière exclusive l'expression de finsccau jiartiollentoit pohirisé. On pourrait lui substituer celle de faisceau en partie polarisé rectilignement.
9." Si le faisceau lumineux peut être censé formé de lumière polarisée circulairement et de lumière naturelle, les intensités des deux faisceaux dans lesquels il est divisé par un analyseur biréfringent sont indépendantes de l'orientation, comme dans le cas de la lumière naturelle ou de la lumière circulaire, mais le passage à travers une lame d'un quart d'onde transforme ce faisceau en un faisceau en j)artie polarisé rectilignement, tandis que l'action de cette même lame ne modifie pas la lumière naturelle et transforme la lumière circulaire en lumière qui est en totalité polarisée rectilignement.
3" Si le faisceau peut être censé formé de lumière polarisée elliptiquement et de lumière naturelle, les intensités des faisceaux dans lesquels il est divisé par un analyseur biréfringent varient avec Torienlation sans jamais s'annuler, comme dans le cas de la polarisation rectiligno partielle ou de la polarisation elliptique totale. Mais
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le passage à travers une lame d'un quart d'onde dont la section principale est parallèle à l'un des axes de l'ellipse change la polarisation elliptique partielle en polarisation rectiligne partielle, tandis que dans les mêmes circonstances la polarisation elliptique totale est changée en polarisation rectiligne totale ; la polarisation rectiligne partielle, si la section principale de la lame d'un quart d'onde fait un angle de /i5 degrés avec le plan de polarisation partielle, se change en polarisation circulaire partielle, ce qui n'a pas lieu dans les mêmes conditions pour la polarisation elliptique partielle.
POLARISATION CHROMATIQUE DE LA LUMIERE PARALLELE
Nous allons nous proposer de rendre compte des colorations cjui se produisent lorsqu'un faisceau polarisé de lumière blanche est reçu sur un analyseur après avoir traversé une lame cristallisée biréfrinjienle. Nous supposerons d'abord que les rayons qui tombent sur la lame cristallisée sont parallèles; dans ce cas, tous les rayons traversent la lame cristallisée dans la même direction et sous la même épaisseur; chacune des images que donne l'analyseur doit donc présenter alors une teinte uniforme en tous ses points. Nous nous occuperons en premier lieu du cas où les rayons parallèles sont normaux à la lame cristallisée. Comme cette lame est toujours supposée assez mince pour ne pas séparer les deux rayons réfractés auxquels donne naissance chacun des rayons incidents, ces deux rayons réfractés continuent à suivre le même chemin au sortir de la lame, et la différence de marche qu'ils présentent résulte uniquement dans ce cas de ce qu'ils ont traversé la lame avec des vitesses inégales.
A. — Lumière normale à la lame cristallisée.
Coloration des images clans fl'analyseur. — Prenons
pour plan de figure (fig. 7) un plan perpendiculaire à la direction des rayons incidents; considérons en particulier un de ces rayons, et soient PP' la trace sur le plan de la figure du plan primitif de polarisation de ce rayon, IF celle de la section principale de la lame cristallisée, SS' celle de la section principale de l'analyseur; désignons par / et par s ^''s-i- les angles que font avec le plan
primitif de polarisation les sections principales de la lame cristallisée et do l'analyseur.
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Représentons par sin 27r 7^ l'un des mouvements vibratoires simples dont la superposition constitue la lumière blanche sur le rayon incident, ce qui revient à prendre pour unité l'intensité de ce mouvement vibratoire , qui est dirigé perpendiculairement à PP' ; en pénétrant dans la lame cristallisée, ce mouvement se décompose en deux autres dont l'un, dirigé perpendiculairement à II', est représenté par
COSÎ Sm 277 77;'
et constitue le rayon ordinaire, tandis que l'autre, parallMc à H' et
représent(' par
— smî sHi2 7r ™i
constitue le ravon extraordinaire.
Si l'on désigne, comme nous l'avons lait précédemmenl, par 0 et E les épaisseurs de deux lames d'air telles, que le rayon ordinaire et le ravon extraordinaire emploient respectivement pour traverser ces lames d'air des temps égaux à ceux qui leur sont nécessaires pour traverser la lame cristalline , le mouvement vibratoire au sortir de la lame cristallisée a pour expression sur le rayon ordinaire
cosî sm 27rfp>
et sur \o ra\on extraordinau'e
— sm î sm 27r 1 7p
Dans la figure -j, OL représente le mouvement vibratoire sur le ravon ordinaire, et OK le mouvement sur le rayon extraordinaire; si l'on projette ces deux longueurs sur SS' et sur une droite perpendiculaire à SS', on voit que le mouvement qui s'effectue perpendiculairement à SS', c'est-à-dire le mouvement vibratoire du rayon ordinaire dans l'analyseur, est représenté par OF + OG, c'est-à-dire par
sin i sm [i — s\ sm 27r ( ,pH k- — I -hcost cos(î — s) sm avr rp>
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el que le mouveineul qui s'efloctuc parallèlement à SS' et qui constitue le rayon extraordinaire clans l'analyseur est représenté par OM--ON, c'est-à-dire par
sin i cos (( s) sin -271 1 rjiH r — ) + cos i sin (i ~ sj sm ^îtitt, •
On a donc, pour les intensités co~ et e- du rayon ordinaire el du rayon extraordinaire au sortir de l'analyseur,
w^ = sin '^î sin '' ( < — s^-\- cos^î cos - ( / - s)
-h -2 smi cosi sm [i -s) cos [t — sj cos^tt — r — »
£-^ cos-t sin- (< — *■) + siii"* *^o^" l' ^ '^")
— 2 sin ? cos t sin (î — -sj cos [i — sj cos 271 — ^
Ln remplaçant cos 2 7r — ^ — par i — 2 sui-tt — ^r — 1 ces expressions
se simplifient et deviennent
■2 ■ ■ ■ r \ • o 0-E cos-^s ~ sin 2? sin 2 i^i — sj sm- tt — r —
s^=^s]n^s H- sin 2? sin 2 ( < - sj siu-tt — r —
Les valeurs de or et de s^ sont fonctions de la longueur d'ondulation X, car en premier lieu X entre explicitement dans le second terme de chacune de ces valeurs, et de plus la différence de marche 0 — Pj dépend elle-même de À. Les intensités des différentes couleurs simples dans chacune des images i'ournies par l'analyseur ne sont pas en général proportionnelles à ce que sont ces intensités dans la lumière hlanche, et par suite chacune de ces images est colorée.
Après avoir ainsi expliqué le fait général de la coloration des images dans l'analyseur, il nous reste à rendre compte des différentes particularités que présente le phénomène. Remarauons d'ahord que l'on a toujours
60- H- £^ == 1 ; il en résulte que pour chaque couleur simple la somme des inlen-
sites du rayon ordinaire et du rayon extraordinaire est égale à celle du rayon incident, et par suite qu'en superposant les deux images que donne l'analyseur on reproduit du blanc; ces deux images offrent donc toujours des teintes complémentaires.
Les colorations des images ne dépendent que du second terme des expressions de œ- et de e^, car les premiers termes sont indépendants de A. Or, si l'on lait varier les angles i et s, ces seconds termes varient, mais en conservant toujours des valeurs proportionnelles à leurs valeurs primitives pour les différentes couleurs simples : chaque image conserve donc toujours la même teinte, du moins tant que le second terme de l'expression de l'intensité de cette image garde le même signe. Lorsque, par suite de la variation des angles i et s, le signe de ce second terme change, l'image prend une teinte complémentaire de celle qu'elle avait auparavant; chacune des images ne peut donc présenter que deux teintes qui sont complémentaires l'une de l'autre.
Lorsque le second terme des expressions de w- et de e^ est nul pour toutes les valeurs de X, c'est-à-dire lorsqu'on a
sin2î sin2(î — s) =^ o ,
les valeurs de oS- et de s- deviennent indépendantes de X, et par suite les deux images sont incolores. Pour qu'il en soit ainsi, il faut que l'on ait
sinai == 0 ou
sin2(j — s) = G,
ce qui montre que les deux images sont incolores lorsque la section principale de la lame cristallisée est parallèle ou perpendiculaire au plan de polarisation primitif, et lorsque la section principale de l'analyseur est parallèle ou perpendiculaire à la section principale de la lame cristallisée. Il était facile de prévoir ces résultats : en effet, dans le premier cas, la lame cristallisée ne donne qu'un rayon réfracté; dans le second cas, il y a bien deux rayons réfractés, mais chacune des images de l'analyseur ne provient que d'un seul de ces rayons.
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Si l'on a s—^ 0 ou s =-= t)o", c'est-à-dire si la section principale de l'analyseur est parallèle ou perpendiculaire au plan de polarisation primitif, les quatre positions pour lesquelles on obtient dans le cas général des images incolores se réduisent à deux, et, dans chacune de ces deux positions, l'intensité de l'une des images est nulle.
On voit de plus que, pour chacune des images de l'analyseur, le passage d'une teinte à la teinte complémentaire a lieu lorsque le produit sin 2< sina (i~ s) s'annule; ce passage s'eiïectue donc par l'intermédiaire du blanc.
La coloration des images, dépendant uniquement du second terme des expressions de co^ et de e^, est maximum en même temps que le produit sinai sin2(i — s). Pour une même valeur de /, le maximum de coloration a donc lieu lorsqu'on a 12 (« - -s) = (jo" ou i — s=lib°, c'est-à-dire lorsque les sections principales de la lame mince et de l'analyseur forment entre elles un angle de kb degrés. Le maximum de coloration aura le plus grand éclat possible si, en même temps que / — s= 45°, on a 21 = 90° ou « = /i5°, c'est-à-dire si le plan de polarisation primitif fait un angle de /i5 degrés avec la section principale de l'analyseur.
La disparition des teintes colorées quand la lumière incidente est naturelle se conçoit sans difficulté. En effet, d'après ce que nous avons vu précédemment (189), un rayon de lumière naturelle, après son passage à travers une lame cristalline biréfringente assez mince pour ne pas séparer l'un de l'autre les deux rayons isssus de la double réfraction, conserve la propriété de donner dans un analyseur biréfringent deux images d'intensités sensiblement égales; il est évident que ces images seront blanches lorsque la lumière incidente est blanche elle-même, puisque dans chacune de ces images l'intensité de chaque lumière simple sera égale à la moitié de ce qu'elle est dans la lumière incidente.
La disparition des couleurs lorsque la lame cristallisée est un peu épaisse est due à la cause qui fait disparaître les phénomènes d'interférence dans la lumière non homogène, dès que la différence de marche des rayons interférents est égale à un nombre un peu grand de longueurs d'ondulation. Considérons en effet une lumière simple dont la longueur d'ondulation est A; si le produit sina/sina (i — s)
est positif, l'intensité de cette couleur est minimum clans l'image ordinaire et maximum dans l'image extraordinaire, lorsqu'on a
0 — E = ( an + 1 ) -; cette intensité est au contraire maximum dans l'image ordinaire et minimum dans l'image extraordinaire , lorsqu'on a 0 — E= 2n -; si le produit sin 2i sin a (« — s) est négatif, ces
conditions sont renversées. La différence de marche 0 — E dépend en réalité de la longueur d'ondulation; mais si, comme cela arrive dans la plupart des cristaux biréfringents connus, la dispersion est très-faible par rapport à la double réfraction, on peut sans erreur sensible supposer 0 — E indépendant de X et poser
m étant une constante et e l'épaisseur de la lame cristallisée.
Si cette lame est épaisse et si, pour une certaine valeur de X, on a
le nombre n aura une valeur considérable, et par suite, pour une longueur d'ondulation A' très-peu différente de À, on aura
Donc, lorsque la lame est épaisse, il sullit d'une très-petite variation dans la longueur d'ondulation pour que, dans chacune des images, l'intensité passe du maximum au minimum, ou réciproquement; d'où il résulte, comme nous l'avons vu à propos des interférences, que ces images doivent paraître blanches. Mais, si on analyse la lumière d'une de ces images par le procédé de MM. Fizeau et Foucault, on obtiendra un spectre sillonné par une série de bandes noires parallèles.
Dans l'expérience des anneaux colorés de Newton, l'épaisseur e de la lame d'air pour laquelle la couleur dont la longueur d'ondulation est X présente un maximum doit satisfaire à la relation
lorsque les anneaux sont vus par réflexion, et à la relation
ùe= in -
lorsque ces anneaux sont vus par transmission. Donc, lorsque la dispersion est négligeable par rapport à la double réfraction et que par conséquent 0 — E est proportionnel à l'épaisseur de la lame cristallisée, les épaisseurs de la lame cristallisée pour lesquelles une certaine couleur présente un maximum d'intensité dans l'image ordinaire sont proportionnelles aux épaisseurs de la lame d'air qui, dans l'expérience des anneaux de Newton, donnent à cette couleur son maximum d'intensité par transmission si le produit sinQî sina (i — s) est positif, et par réflexion si ce produit est négatif. Le même raisonnement étant applicable à l'image extraordinaire, on voit que, si l'on fait varier l'épaisseur de la lame cristallisée, les teintes des deux images dans la lumière blanche se modifient suivant les mêmes lois que celles des anneaux colorés de Newton, c'est-à-dire (pie les épaisseurs de la lame cristallisée qui donnent naissance aux difl'érentes teintes sont proportionnelles à celles des lames d'air qui produisent les mêmes teintes par réflexion ou par transmission. Si le produit sin 2/sin 'j(î — s) est positif, les teintes de l'image ordinaire correspondent aux couleurs des anneaux vus par transmission, et celles de l'image extraordinaire aux couleurs des anneaux vus par réflexion : c'est l'inverse si le produit sinaisins {i—s) est négatif.
En supposant le produit sin3isina(î — s) positif, il faut, pour que la teinte de l'image ordinaire dans l'analyseur et la teinte transmise par une lame d'air soient identiques, que l'on ait, pour l'épaisseur e de cette lame d'air,
On retrouve ainsi la loi posée par Young, que nous avons énoncée plus haut (177) et qui est devenue le point de départ de la théorie de la polarisation chromatique telle que nous venons de l'exposer.
196. Aetion d'une lame cristalline épaisse sur la lumière polarisée. — Lorsqu'un rayon polarisé traverse une lame cristalline épaisse, il ne produit, comme nous l'avons vu, aucune coloration dans l'analyseur, mais, suivant la valeur de l'angle i, ce rayon présente au sortir de la lame les propriétés d'un rayon de lumière naturelle ou celles d'un rayon partiellement polarisé.
Lorsque la lame cristallisée est épaisse , le facteur sin- tt — ^r—
prend dans une région très-restreinte du spectre toutes les valeurs comprises entre zéro et i ; on peut donc sans erreur sensible admettre que, pour cette région du spectre, ce facteur a une valeur
constante égale à sa valeur moyenne, c'est-à-dii'e à -; le même raisonnement pouvant s'appliquer à toutes les régions du spectre, le
facteur sin^Tr — ^ — peut être supposé égal à - lorsqu'il s'agira de
déterminer les intensités co- et e^ des images ordinaire et extraordinaire. Les expressions de ces intensités deviennent par conséquent
co^ =^ cos^ s sin a * sin a ( i — s) ,
£^=-sin-s + -sin2« sin2(i — s).
Si l'angle i est égal à /i5 degrés, on a
co-= cos-^ s cos 2S = - 1
£^ = Sm^S + - COS 2S ^ - • 2 2
Les intensités des deux images sont donc dans ce cas indépendantes de l'angle s et égales chacune à la moitié de l'intensité du rayon incident. Les rayons qui émergent de la lame cristallisée jouissent par suite, lorsque l'angle i est égal li ho degrés, de celte propriété fondamentale de la lumière naturelle, de donner dans un analyseur deux images dont les intensités sont indépendantes de l'orientation de la section principale de l'analyseur. Pour distinguer la lumière ainsi produite de la lumière naturelle, il faut avoir recours à un procédé qui permette de résoudre la lumière blanche en ses éléments, comme dans la méthode de MM. Fizeau et Foucault.
Lorsque l'angle i est différent de /i5 degrés, les expressions de w^ et de e^ peuvent être mises sous la forme
o2 ^^ cos^ i cos^ ( i — s) -f- sin^ i sin^ ( i — .<? ) , £2 == cos^ i sin^ ({ — s) + sin^ / cos^ (« — .s).
On voit que les intensités des deux images varient avec l'angle s et ne peuvent jamais s'annuler, d'où il résulte que les rayons, en sortant de la lame cristallisée , présentent les propriétés de la lumière partiellement polarisée. Le plan de polarisation partielle est d'ailleurs parallèle ou perpendiculaire à la section principale de la lame cristallisée, suivant que l'on a cos^^^sin'^^ ou sin'-^t ^ cos-i, c'est-i\-dire suivant que l'angle i est inférieur ou supérieur à 45 degrés. Le faisceau qui tomije sur l'analyseur peut être considéré comme formé d'une proportion égale à cos^t — sin^« de lumière polarisée et d'une proportion égale à 2 sin^ i de lumière naturelle. On a donc ainsi un procédé qui permet d'obtenir de la lumière partiellement polarisée de composition connue, et on peut s'en servir pour graduer les polarimètres.
197. Superposition de deux lames cristallines. — Nous allons examiner maintenant le cas où la lumière polarisée traverse
successivement deux lames cristallines biréfringentes avant d'être reçue sur l'analyseur. Désignons par s l'angle que fait avec le plan primitif de polarisation la section principale de l'analyseur, par i l'angle que fait avec ce même plan de polarisation la section principale de la première lame , et enfin par a l'anele ciue font entre elles les sec-
Fitr fi v) 1
tions principales des deux lames.
Dans la figure 8, dont le plan est supposé perpendiculaire à la direction du rayon incident, PP' est la trace du plan primitif de po-
larisalion, 11' et JJ' sont les traces des sections principales de la première et de la seconde lame, SS' celle de la section principale de l'analyseur.
Au sortir de la première lame, le mouvement vibratoire du rayon ordinaire, qui s'effectue suivant la droite Oi perpendiculaire à 01, est représenté par
COSÎ Sm 271- ( Tp — y 1 '
et le mouvement vibratoire du rayon extraordinaire, qui s'effectue suivant 01 , est représenté par
sm t sm 27Ï- ( r-p — y
Si l'on désigne par 0' et E' les quantités qui pour la seconde lame ont la même signification que les quantités 0 et E pour la première lame, on voit qu'au sortir de la seconde lame le mouvement vibratoire du rayon ordinaire, qui s'effectue suivant la droite 0/ perpendiculaire à OJ, est représenté par
/t 0 + 0'\ . ... ft E-^0'\ cost cosa sm27r ( fp v — j — sina smi sm27r ( 7p ^/'
et que le mouvement vibratoire du rayon extraordinaire, qui s'effectue suivant OJ, est représenté par
t E + E'\ , . . . ft 0+E
sini cosrt sm 27r ( rp >^ — I + cos t sm a sin 27r , .p ,
Enfin , dans l'analyseur, le mouvement vibratoire du rayon ordinaire, qui s'effectue suivant la droite Os perpendiculaire à OS, est représenté par
, . ft 0 + 0'\ cos i cos a cos [a-\-i — s) sm 27r ( ,-p • r — )
... , . X • f t E + 0'\ — sm % sin a cos (a -{-i — sj sin 27r I fp r— • 1
. , ■ ^ ■ f t E4-E'\ + Sin i cos r/ sin ( a + < - s) sm 2 tt I r-p v — I
. X . / / O + EA + cos i sin r/ sin ( a -h i — s] sin 2 tt I rp r — 1 .
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On déduit do là pour rintonsité (o"- du rayon ordinaire l'expression suivante :
r = cos ), cos a cos [^a-{-i — sj cos •2n — >-
— sin?' sinrt cos {^a-\-î — s) cos^tt + sin«' cosrt sin (rz + r -s)cosâ7r
Ej-CV
+ cos i sin n sin ( « H- ? — sj cos qtt — r —
"h cos i cos (i cos ( <'/ + < — sj sin 97r — r — •
— sin I sin a cos (^a-\-i — s ) sin -^n — > —
-h sin ï cos a sm (/^ + « - •'>■ ) sin qtj- — > —
. , • X • 0 + E'- -j- cos i sin r/ sm [a^i — s ) sin 9.71 — ^ —
Des transformations faciles donnent
= cos^s H-sm a< sin ^« cos a {^a + ' — s) sin-7r — ^ — — cos '21 sm 2rt sin a (« + ^ - s ) siu-^tt — ^ —
■ • 2 ■ / , • \ • 2 0-E- (O'-E') 21 sin^ r/ sm '.>. [a -^i — s ) sin'' n ^^^^
sin 9A cos^a sin 2 (« + î — s) sin^Tr sin
L'intensité e^ du rayon extraordinaire étant toujours complémentaire de celle du rayon ordinaire, on a
CtT -\- s^ = 1
et
£^ = sin^ .s — sin 2î sm 2a cos 2 (a +^ — s\ sin^ tt —y
cos 2 2 sin 2 rt sin 2 ( r< + « -- « ) sin- tt
sin
2î cos'^ a sin 2 (« + < — * I sin'-^ tt
sin 2î sin^ a sin 2 (r( + « — s) sin^ tt
Ces expressions montrent qu'en général les teintes des images que donne l'analyseur changent lorsqu'on fait varier l'un des angles i, a ou s, c'est-à-dire lorsqu'on fait tourner l'analyseur ou l'une des deux lames cristallisées; les nouvelles valeurs que prend pour les différentes couleurs simples la somme des termes qui, dans l'expression de l'intensité, dépendent de la longueur d'ondulation, ne sont plus en effet proportionnelles aux valeurs primitives de cotte somme pour les mêmes couleurs, ainsi que cela avait lieu dans le cas d'une lame unique. On voit donc qu'en général le système formé par deux lames cristallines superposées n'équivaut pas à une lame unique.
Si les sections principales des deux lames sont parallèles, on a
et les expressions précédentes deviennent
. , , . . . /. ^ . 2 O-E+O'-E' £- = sm-.s -h sin 2î sm 2 I — s] sm^ tj- ^
Si les section principales des deux lames sont perpendiculaires, on a
et
. . . ,. ., • , 0-E-(0'-E'i co- = cos-s — sin 2î sm 9 î — ,s siu^tt —
£^ = sin- .s + sin 2 / sin 9 ( / — s) sin-7r
On voit que le système des deux lames équivaut à une lame unique toutes les fois que les sections principales des deux lames sont parallèles ou perpendiculaires. Si les deux sections principales sont parallèles, l'addition de la seconde lame équivaut à une augmentation ou à une diminution d'épaisseur suivant (pie les deux lames sont de même signe, c'est-à-dire toutes deux attractives ou toutes deux répulsives, ou de signes contraires, c'est-à-dire Vuur attraclive et l'autre répulsive: si les deux sections principales sont perpendiculaires, l'addition de la seconde lame écjuivaii.t à une di-
minution d'épaisseur lorsque les deux lames sont de même signe, et à une augmentation d'épaisseur lorsque les deux lames sont de signes contraires.
De ce qui précède résulte un moyen simple pour reconnaître si un cristal est attractif ou répulsif. 11 suffit de tailler une lame de ce cristal, d'observer les teintes que donne cette lame dans la lumière polarisée et de lui superposer une lame d'un cristal dont le signe est connu, de façon que les sections principales des deux lames soient parallèles; si les nouvelles teintes que présentent alors les images de l'analyseur sont plus élevées dans l'échelle des couleurs de Newton que les premières, les deux lames sont de mémo signe; si, au contraire, les teintes se sont abaissées, les lames sont de signes contraires.
Lorsque les sections principales des deux lames sont parallèles ou perpendiculaires, les phénomènes sont indépendants de l'ordre de superposition des deux lames. Mais il n'en est plus de même dans le cas général; car, si l'on intervertit l'ordre des deux lames, il faut remplacer dans les formules i par a + i et a par — «, ce qui change les valeurs de a^ et de e^, à moins que a ne soit égal à zéro ou à ()0 degrés.
R. LUMIÈRK OBLIQUE À LA LAMli CRISTALLISEE.
198. Calcul de la différence de marche. — La théorie à l'aide de laquelle nous avons expliqué la coloration des images dans le cas de l'incidence normale s'applique également au cas de l'incidence oblique, les rayons qui tombent sur la lame cristnllisée étant toujours supposés parallèles. La seule dilliculté qui so présente lorsque les rayons sont obliques par rapport à la lame cristallisée consiste à calculer la quantité que nous avons désignée par 0 — K. Cette quantité n'est autre que la différence de marche rapportée à l'air du rayon ordinaire et du rayon extraordinaire qui, au sortir de la lame, se propagent suivant la même droite. Dans le cas de l'incidence oblique, cetto différence de marche ne provient pas uniquement de ce que les deux rayons se sont propagés dans la lame cristallisée suivant des chemins dilïérents et avec des vitesses différentes; olle dépend aussi de la différence des chemins parcourus dans l'air
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avant rentrée dans la lame. Suivant une droite RT (fig. 9J parallèle à la direction des rayons incidents, se propagent en effet deux rayons
provenant l'un du rayon réfracté ordinaire IR, l'autre du rayon réfracté extraordinaire TR; ces deux rayons réfractés correspondent eux-mêmes aux deux ravons incidents SI et SI'.
Si du point I' on abaisse une perpendiculaire l'K sur SI, si l'on prend pour unité la vitesse de la lumière dans l'air et si l'on désigne par v et v' la vitesse du rayon ordinaire suivant IR et la vitesse du rayon extraordinaire suivant IR, on aura pour la différence de marche rapporter» à l'air des deux ravons qui se ])ropiigent suivant RT
f'ff- 9-
Ti , IR IIÀ
Le procédé le plus simple pour calculer cette différence de marche consiste à substituer à la considération des ravons celle des ondes planes. Au faisceau de ravons parallèles qui tombe sur la lame correspond une onde plane perpendiculaire à la direction de ces ravons; cette onde donne naissance à deux ondes réfractées, l'une ordinaire, l'autre extraordinaire; à l'émergence, ces deux ondes réfractées produisent deux ondes planes, toutes deux perpendiculaires à la direction des rayons émergents. La différence de marche des deux ondes émergentes qui proviennent d'une même onde incidente est évidemment égale à la différence de marche des deux rayons émergents qui se propagent suivant la même droite, c'est-à-dire à la quantité que nous avons désignée par O — E. Soient SI (fig. 10) un rayon incident et IM l'onde incidente passant par le point I ; au bout de l'unité de temps, l'onde incidente occupe la position NT, l'onde réfractée ordinaire la position PT, et Tonde réfractée extraordinaire la position QT. La construction de Huvghens montre que ces trois oncles se coupent suivant une même droite passant par le point T et romjirise dnns la faro d'inridenre: si donr on abaisse du
ii;}
point I trois j)erj)eiuliridaires sur ces trois ondes, ces trois porpenfliculaires lA, IB, IC seront comprises clans le même plan. lA représente la vitesse de propajjation de la lumière dans Fair, IB la vitesse de propajjation normale de l'onde ordinaire dans le cristal, vitesse que nous désignerons par n, et IC la vitesse de propagation normale de l'onde extraordinaire, vitesse que nous désignerons 1 ig. lu. par u'. En appelant 1 l'angle
d'incidence, R et R' les angles que font avec la normale à la face d'incidence les normales IR et IC menées à l'onde ordinaire et à l'onde extraordinaire, on a
sin 1
sinH sini\
(1 ou
sin W = sinR':
u sin I, u' sinl.
En s'appuyant sur ces dernières relations, il est facile de calculer la diff('rence de marche 0 — E. Considérons le point 1 (fig. i i)
comme l'origine de deux ondes j)laiies, l'une ordinaire, l'autre extraordinaire, et soient IF et lE les normales menées à ces ondes par le point L La différence des tenq)sqirenq)loientcesdeux ondes planes partant simultanément du j)oint 1 pour atteindre la position EH est égale à
tï + FH-'?.
La vitesse de propagation dans l'air étant prise pour unité, cette
Vkudet, A'f. — Opliquc, 11. f^
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différence n'est autre que la différence de marche rapportée à l'air, c'est-à-dire la quantité que nous avons désignée par 0 — E. Menons la droite IN normale à la face d'incidence, et du point N, où cette droite rencontre la face d'émergence, abaissons deux perpendiculaires AL et NK sur lE et IF et une perpendiculaire NG sur le prolongement du ravon émergent ER : nous aurons
Il 11
En considérant l'onde EH comme une onde incidente et en désignant par M le point où la droite FH prolongée rencontre XG, on voit que l'on a
EG=^FH4-FM
FiM=^^,
car les droites NL, NK et NG ne sont autres que les traces sur le plan de la figure de l'onde incidente et des deux ondes réfractées qui passent simultanément par le point N. En tenant compte des relations que nous venons d'obtenir, l'expression de la différence de marche se réduit à
En désignant par s l'épaisseur de la lame, on a donc
^ T- /cosR cosR'x
Vu II J
ou, en remplaçant w et u' par leurs valeurs tirées des équations (i). (2) 0 -E = e sini (cotR - cotR').
Dans cette expression 1 est l'angle d'incidence. R et R' sont les angles que fait la normale à la face d'incidence avec les normales à l'onde ordinaire et à l'onde extraordinaire.
Cristaux à un axe
199. Expression générale de la différence de marche dans les cristaux à un axe. — Nous allons appliquer en premier
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lieu les l'ommles que nous venons d'obtenir au calcul de la différence de marche dans les cristaux à un axe. Dans ces cristaux l'é- (juation de la surface de l'onde est
La vitesse de l'onde ordinaire est constante et égale à b; on a
donc
sinR==èsinI.
L'équation de la surface d'élasticité ou surface des vitesses normales (125) montre d'ailleurs que, si l'on désigne par u' la vitesse de pro[)agation normale de l'onde extraordinaire et par 6 l'angle que la normale à cette onde fait avec l'axe du cristal, on a
li')cos^O.
Soient ( lig. i 9 ) IN la normale à la face d'incidence , lA la direction de l'axe du cristal, lE la normale à l'onde extraordinaire; appelons S l'angle NIA, c'est-à-dire l'angle que fait la normale à la face d'incidence avec l'axe, et co l'angle des deux plans NIE et NIA, c'est-à-dire l'angle des deux plans menés par la normale à la face d'incidence qui contiennent l'un la direction de l'axe, l'autre la normale à l'onde extraordinaire; une formule connue de trigonométrie spliérique donnera
cos 6 = cos S cos R' + sin S sin R' cos ce.
culer donc
En résumé, les équations qui servent à cala différence de marche dans le cas des cristaux à un axe sont
E = esinl (cotR-cotR'), sinR = b sini, sin R' = u' sin I
u"-^ = r<^-(«-^-//-^)cos2^,
cos ^ =- cos <^ cos R' + sin ^ sin R' cosw.
Entre ces cinq équations on peut éliminer les quatre quantités R, R', u' et 0 de façon à obtenir 0 — E en fonction des quantités
£, I, S ei w.
200. liante perpendiculaire à l'axe. — Nous allons examiner successivement un certain nombre de cas particuliers, et en premier lieu celui où la lame est perpendiculaire à l'axe. On a alors ^= 0 ; de plus, comme, dans le cas des cristaux à un axe, la normale à l'onde extraordinaire est toujours comprise dans le plan d'incidence, et que ce plan d'incidence contient l'axe lorsque la lame est perpendiculaire à l'axe, l'angle w est nul.
On a par conséquent, d'après les équations (3),
cos6= cos R',
d'où et
d'où
et
e = Vx\
,,'2 _ „2 _ (,,2 _ /,2) ^os^ R' = '-^' ,
V ' SI
. p, />'sin 1
sin^ n =-- 7-1 — , i. ■ . i ■
j —{a- — b]sin-l
cot R = — , • ,
On a d'ailleurs
»D \'i-6-sin-l cot n -= - — 7-^^ — -, — />sin 1
il vient par suite
0 _ E = |(v^^^'^sinM - v/i-^'sinM ) •
On voit que la différence de marche est positive ou négative suivant que l'on a Ix^a ou h^^a, c'est-à-dire suivant que le cristal est répulsif ou attractif.
Si l'on met l'expression de la différence de marche sous la forme
Q_T^^£ ((r-?>')sin'l
" \ 1 — h' siir [ + \ 1 — a' sin"^ 1
on voit que cette différence de marche croît en valeur absolue avec l'angle d'incidence et qu'elle est nulle lorsque la lumière incidente est normale à la lame.
201. liante parallèle à l'axe. — Lorsque la lame est parallèle à l'axe, il peut se présenter trois cas, suivant que le plan d'incidence contient l'axe, ou est perpendiculaire à l'axe, ou occupe une position quelconque.
1° Plan d'incidence contenant Taxe. Lorsque le plan d'incidence est une section principale, c'est-à-dire contient l'axe, on a
Il vient alors, d'après les équations (3), COS0 = sinR',
et
sur n = 7
E = £V/i-è-^sinM
On voit que la différence de marche est positive ou négative suivant que le cristal est répulsif ou attractif, et qu'elle décroît en valeur absolue lorsque l'angle d'incidence augmente. Il résulte de là que, si une lame parallèle à l'axe reçoit d'abord normalement la lumière incidente et si on fait tourner cette lame autour d'une perpendiculaire à l'axe, l'accroissement de l'inclinaison de la lame sur la direction des rayons incidents équivaut à une diminution d'épaisseur et fait descendre les teintes des images.
Q° Plan d\ncidencc perpendiculaire à l'axe. Lorsque le plan d'inci-
dence est perpendiculaire à l'axe, on a
et i)ar suite
cos^= 0 . 6 = —
On déduit de là
. „, . , jy, \ 1 — a-sin I u =a, sin n = a sHî 1 , cot n = '^[^[^\
E = 4: (« V'i - Ir sin-I - h\J \ - a' sm
an ^
Cette expression est positive ou négative suivant que le cristal est répulsif ou attractif. En la mettant sous la forme
^'^ a\ 1 — Ir sin" \-\-h\' i— rr siii' 1 '
on voit qu'elle croît en valeur absolue à mesure que l'angle d'incidence augmente. 11 résulte de là que, si une lame parallèle à l'axe reçoit d'abord normalement la lumière incidente et si on fait tourner cette lame autour d'une parallèle à l'axe, l'accroissement de l'inclinaison de la lame sur la direction des rayons incidents équivaut à une augmentation d'épaisseur et fait monter les teintes des images. Ainsi se trouve démontrée la loi établie expérimentalement par Biot et cjui consiste en ce cpe l'inclinaison de la lame élève ou abaisse la teinte suivant qu'elle se fait autour d'un axe parallèle ou perpendiculaire à l'axe du cristal.
3° Plan (l'incidence quelconque. Lorsque le plan d'incidence occupe une position quelconque, S est encore égal à (jo degrés, mais «y a une valeur quelconque. On a alors
cos6 = sinR' cos Cl),
v:^ = é- i(fi- P) sin2R' cos2(y = ^^', ^ / sur I
d'où
■ on' rt'siirl
sin- n =
h [a- — h"^ ) sin- 1 cos* c
„, V H-(o^ — ft^jsinM cos'o) — rt^'siiiM
ot n == -■ — i
«sin 1
ef
n r fy/i — 6'sin'l y i — (rt'siir ût>-i-6"cos^<y) sinMl
On ne peut dire d'une façon générale comment varie cette expression avec l'angle d'incidence I. Si on égale à zéro la dérivée par rapport à I de la valeur trouvée pour la différence de marche , il vient
r rt'sin'cy + 6^cos^&) ^ h "|
sin I cos I , ., • . , ■> ■.,-.,? "•" / .2 -^ = 0 .
Lrt V ^ — ('^t'sin-w-i-o'cos-iwjsiiiM y 1 — o sin IJ
On voit par là que, pour une valeur donnée de co, il existe toujours une valeur de l'angle d'incidence, différente de zéro et de QO degrés, telle, que de petites variations de part et d'autre de cette valeur ne produisent (jue des changements insensihles dans les teintes des images.
Si l'angle d'incidence est peu considérable, on peut évaluer, par approximation, les radicaux contenus dans l'expression de la différence démarche, et il vient alors
E==^ïn- h-\--^sm' 1 [h (a^- s'm^cv^h'' cos^ co) - ab
= ^ [ a - A 4- ^^ [(a^ - b-') sin^ co + b^' - ab]^
a—hC , /jsin'I r » \ • . /il
^'~;ir[' "* ~ [^" + ^ sin^o) - b] 1
-hr , h sin' I , • 2 ; i \]
—r— 1 -1 ; l^a sm^'w — 0 cos^cuj •
a— h r , b sin' I Si donc on a
♦ o b tang'-w = -,
les teintes des images sont indépendantes de l'angle d'incidence, pourvu que cet angle soit suffisamment petit.
202. liame quelconque. — Dans le cas le plus général, la lame a une direction quelconque et les formules (3) ne se simplifient pas : on a donc
sin2R'=. sinMfa^ (a' Z/-^) (cos^cosR'+ sin^sin R' cosw)^],
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d'où on tin*
1 • .7 r I •; ( "' -''")( t'os S cot R' 4- sin ^ cos w Y
sur lia- —
et
i-t-colMV" •""' ' I ' i-^cotMV J
cot2 R' sin^ I (a' Mn'S+h^' cos' S)
— a cot R' sin- 1 ( a- — b'' ) si 11 S cos S cos v
sinM [«2 - (rt' - i'-^ ) sln^^ cos'^o
Cette équation donne tieux valeurs pour cot R' sinl; il est facile de voir que ces deux valeurs sont réelles et de signes contraires. Le terme tout connu est en effet toujours négatif, du moins tant que le milieu extérieur est moins réfringent que le cristal; car si IxZ^n, on a
ifi — [a- — h-) sin- S cos- w < «" < 1 7
et. si h Z^a, on a
a2__ (^2_ ^2) sin2^cos'^a;<:a- - {n^- i-) ■< 1 ;
le facteur qui multiplie sin- 1 élant dans tous les cas inférieur à l'unité, le terme tout connu est négatif.
Les angles R' et I étant tous deux plus petits que c)o degrés, la valeur de cot R'sinI doit être positive, d'où il résuite qu'en résolvant l'équation du second degré on doit prendre le radical avec le signe +.
La valeur de cot R'sin I se trouve ainsi déterminée ; on a d'ailleurs toujours
cot i\ sin 1 = y ;
en substituant ces valeurs dans la première des fonnules (3), on a l'expression de la différence de marche 0 — E en fonction des angles I, co el S.
CuiSTAlX À DEIX AXES
203. Formules générales. — Dans les cristaux à deux axes, bien qu'il n'y ait pas de rayon ordinaire, l'expression de la différence de marche est la jnéme que pour les cristaux à un axe, et l'on a, en appelant R' et IV les angles que font Irs norninlos aux
deux ondes réfractées avec la normale à la lame, (i) 0-E=^£(cotR'sinI-cotR"sinI).
Les vitesses u et u" doivent encore satisfaire aux relations
(a) sinR' = u' sini,
(3) sinR"=w"sinI;
mais dans les cristaux à deux axes les deux vitesses u' et u" ne sont plus définies par des conditions distinctes; ce sont les racines d'une même équation qui est, comme nous l'avons vu dans la théorie de la double réfraction (125),
/ , ^ cos' / , cos" m , cos' a
{ à ) -, 2 -f- -; TT' + -li 2 = 0,
^ ' ir—a ir—b- u—c '
/, m, u désignant les angles que fait la normale à l'onde réfractée avec les axes d'élasticité du milieu.
En remplaçant dans les équations (2) et (3) u' et u" par les valeurs déterminées pour 11 à l'aide de l'équation (/i), on aura les angles R' et R", et par suite l'équation (1) permettra de trouver l'expression de la différence de marche en fonction de l'angle d'incidence I et des angles l, m, n. Ces angles l, m, n peuvent être exprimés eux-mêmes en fonction des angles qui définissent la j)Osition de la face réfringente et du plan d'incidence par rapport aux axes d'élasticité, c'est-à-dire des données particulières de la question. Nous ne ferons pas le calcul pour le cas général, ce qui n'offrirait aucun intérêt; nous nous bornerons à examiner un certain nombre de cas particuliers remarcjuables. Nous supposerons toujours que Ton a n ;> h > c, c'est-à-dire que l'axe des x est l'axe de plus grande élasticité, l'axe des y l'axe de moyenne élasticité, et l'axe des z l'axe de plus petite élasticité; nous admettrons de plus que les trois quantités a, h, c sont inférieures à l'unité, c'est-à-dire que le milieu extérieur est moins réfringent que le cristal.
20/1. liame perpendiculaire à l'axe de plus petite élasticité. — Supposons la lame perpendiculaire à l'axe de plus petite élasticité, c'est-à-dire à l'axe des z, et soient alors 9 l'angle du plan
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d'incidence, plan (jiii contient toujours la normale à l'onde réfractée,
avec le plan des jcz, c'est-à-dire avec le plan qui contient l'axe de plus grande et l'axe de plus petite élasticité, et R l'angle que forme la normale à l'onde réfractée avec l'axe des z. La figure 1 3 , où OQ représente la trace du plan d'incidence sur le plan des xy, montre F^s. .3. que l'on a
cos / = cos RO^ = sin R cos ^ , cos m = cos RO^ = sin R sin ô , cosn = cosR,
d'où cos/^
cos
V/ 1 4- COt' l\
L'équation
cosw
y/'lH-C0l4\
COS/i=^
cotR
y' 1 + cot* R
MsinI =sinR
peut être mise sous la forme
sin 1^1 -f-cot^U
En reniplaçant dans l'équation (/i) u, (, m, n par ces valeurs, il vient
■(/jVc')cos'^+(aVc')sin'^4-:rt'-4-6-^iCot'R-l
i+cot*K
sin'l^i+col'Kj" sin"'l(i+col'K)
6Vcos^g+aVsin^g + fl''6H-.ol'R "^ i4-cot;-R ~^'
d'où, en ordonnant j)ar rapport à cotR,
a" 62 sin* I col* R + sin^ I cot'^ R [sin^ 1 (n^ //-'+ /,2 c^ cos^ $
-hsmH(b^c^cos^9-\-a^ésm^e)
-^ sinM I (/>2+ e')cos'e + («2 + f2) ,;„-2^] _|_ j _ o.
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En remarquant que l'on a
«2 ^2 _|. //2 ç2 (.os2 ^ -I- ,r f2 siu'^ 0 = a" b^' (sin-^ Ô + cos'-^ e )
_|_//2^2çog2^^,,2g2,in2^
_ ^2 ^//2 _^ c2) sin'^0 + A^ (^r + c^-) cos'^ Ô, on a définitivement
+cot2Rsinn jsinM [a2(/>2+c2)sin29+/;^(«2+t-^-)cos2^J-(,«2_^//2) j ('^' i +sinM(A2c2cos2Ô + a2c2gin2^j
f -sin'-^I[(A2+fr2)cos'^^4-(a2 + c'-^)sin2Ô]+i = o.
Cette équation, résolue par rapport à col'-Rsin^I, a deux racines qui, nous allons le démontrer, sont réelles et positives.
La quantité placée sous le radical dans l'expression des racines de l'équation (5) est en effet égale à
! sin2 1 [n"- {b^ + c"-) sin'-^ 9 + b^ (é + c^) cos^ 0] ~ (a^ + /.2) 1 2
- ka' b-'\i^ sin2 1 [(62 4- c2) (.os2 e + (^2 + c2) sin2 6]
+ siiiM (b''c''cos'e-^a''c''mi~6)\ ,
ou, en ordonnant par rapport à sini, à
Sin" I I [.(2 (//2 _^ ^2J gi,j2 0 _)_ /,2 („2 _^ ^2) ^,052 ^J2 ^ /l.,2 /,2 (/,2 ^.2 ^.0^2 g _^ ,,2 f.2 ^^^2 ^j |
- 2 Sin2 I j [n' + i'-^) [/>2 („2 + c^) C0S2 0 + «2 ^/,2 ^ ^2 j ,{^2^] - 902^2 {(62 + c2) C0S2^ + («^ + c'^) siu'^ ^] \
Le coefficient de sin*^! dans cette expression est égal à
è4(„2_c2)2cos4^ + ,,4(62-t.2)2sin40+.2fl262(«2_,2)(^2_c2>)si,^2^(,Os2Ô^
c'est-à-dire à
[/>2 (.,2 _^ ,2) eOs2 Ô + fl2 (/,2 _ ^2) ^[^^2 ^2 .
le coefficient de sin^I peut être mis sous la forme
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ou sous celle-ci :
(«2-^ b-^ |/>2 (a2 - c-'-^) cos^ 0 + a' (/>2 - c^) sin^ Ô] - 2 a^ («2- è^) (é^- c^) sin^ô ;
enfin le terme tout connu est égal à
La quantité placée sous le radical peut donc être mise sous la forme
{«2 _jj2_ smH[b^{a^ - c2) cos^e-\-a^ (b^ - c^) sin^^])'^ + /ia2 («2 _ /,2) (^2 _ p2) sin2 0 sin2 1 ,
expression essentiellement positive : ce qui prouve que les deux racines de l'équation (5) sont toujours réelles.
Le terme tout connu du premier membre de l'équation (5) est positif, car on a
1 -sin2l [(b^-\-c^) cos2Ô+ (a^ + ^2) gi^s^j + sinM(Vc2cos2^ + ^«2c2sin20) =^(i~c^smH)[i-smn{b''-cos'e-{-(r-sm^e)] = (1 - c^sin^l) } 1 - sinM [a^-- (n^- b'^ cos^ 9]],
et la quantité a^ ~ {ii~ — b~) cos^O est plus petite que a^, et par conséquent plus petite que l'unité. Il résulte de là que les deux racines de l'équation (0) sont de même signe.
F]nfin le coefficient de cot^Rsin^I est négatif, car il peut être mis sous la forme
_ j «2 + b'' _ sin2 I [«2(^2 _^ ,2) gin2 Q _^ J,2 (,,2 _^ ^2) ^^^2 ^] j .
or on a
«2 (^2 ^ ,2) sin2 0 <: ^2 (fl2 _|_ 62) sin2 ^ , /,2 (^2 ^ ^2) C0S2 ^ <: ^^2 («2 ^ /,2) ^^^2 Q ^
et par suite
«2 + /,2 _ sin2 I [«2 (62 + c2) Sin2 $ -f ^2 («2 + ^2) C0s2 0] >>(«2+62)(l-rt2sin2I);^0^
Les racines de l'écjuation (;")) sont donc toutes deux positives. En
extrayant la racine carrée de chacune des racines et en |)renant le radical avec le signe +, on aura pour cotRsinI deux valeurs qui, mises àlaplacede cotR'sinI et decotR"sinI dans l'équation (i), serviront à calculer la différence de marche 0 — E en fonction des angles I et 0.
La différence de marche est nulle lorsque les deux racines de l'équation (5) sont égales, c'est-à-dire lorsque la quantité placée sous le radical est elle-même égale à zéro. Or, pour qu'il en soit ainsi, il faut que l'on ait
jrt2_ ^2 _ sinM p [é^ê) cos^Ô + «'(/>'- C-) sin^ejp + Ixé [(f- - If-) (b'~ ~ ê) sin2^ sin2 1 = o.
Cette condition ne peut être remplie qu'autant que Ton a
sin6' = o; le premier membre de l'équation précédente se réduit alors à
il est par suite nécessaire que l'on ait en luême temps
d'où l'on déduit
• 2P fl'-/'^
sni^ n = -, — h (r — c
Il existe donc deux directions situées dans le plan perpendiculaire à l'axe de moyenne élasticité et telles que, lorsqu'une onde réfractée est perpendiculaire à l'une de ces directions, la seconde onde réfractée se confond avec la première. Ces directions ne sont autres que celles que nous avons appris à connaître dans la théorie de la double réfraction sous le nom d'axes de réfraction conique intérieure, et nous retrouvons ici, par une autre voie, ce théorème déjà démontré précédemment (155), que, lorsqu'il y a réfraction conique, les rayons qui constituent à l'intérieur du cristal le faisceau conique, rayons qui correspondent à une même onde réfractée, ne présentent
à l'émergence aucune différence de marche, pourvu que la face d'émergence soit parallèle à la face d'incidence.
L'anjTle R a toujours une valeur réelle, mais il n'en est pas de
même de l'angle I : lorsque la quantité ,2, 2_ 0, est supérieure à
l'unité, il faut en conclure qu'il n'existe aucune valeur de l'angle d'incidence pour laquelle l'onde réfractée peut devenir perpendiculaire à l'un des axes de réfraction conique intérieure.
Nous allons maintenant examiner quelques cas particuliers dans lesquels l'expression de la différence de marche se simplifie notablement. Supposons d'abord que l'angle 6 soit nul, c'est-à-dire que le plan d'incidence se confonde avec le plan des .r::, plan que nous regarderons comme la section principale du cristal. On a alors, en désignant par R' et R" les deux racines de l'équation ( 5 ) ,
cotR'sinI_V_Lii/!!^l!l!I,
cotR^inl^V''-"'^^"^^
La première expression est identique à celle que nous avons trouvée pour le ravon ordinaire dans les cristaux à un axe; elle correspond à un rayon qui se réfracte en suivant la loi de Descartes
avec un indice égal à r • Ce rayon étant perpendiculaire à l'axe de
movenne élasticité, ses vibrations sont parallèles à cet axe et par suite perpendiculaires à la section principale : on a donc toute espèce de raisons de le considérer comme un rayon ordinaire.
L'expression de la différence de marche est dans le cas actuel
O F f\'\—b^^m^l \/i — c-sin^l\
lorsque l'incidence est normale, elle se réduit à
Cette dernière formule est identicpie à relie ([ue nous avons trouvée pour une lame à un axe taillée parallèlement à Taxe. De plus,
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comme a est plus grand que h, la valeur de 0— E est positive, ce qui prouve qu'un cristal à deux axes taillé perpendiculairement à l'axe de plus petite élasticité se comporte, pour de petites valeurs de l'angle d'incidence, comme un cristal à un axe répulsif lorsque le plan d'incidence est perpendiculaire à l'axe de moyenne élasticité.
Lorsque l'angle d'incidence augmente, la valeur de la différence de marche commence par décroître; elle s'annule pour une valeur de l'angle d'incidence donnée par la relation
sm^l =
si l'incidence continue à croîlre au delà de cette valeur en la supposant réelle, la différence de marche change de signe et croît en valeur absolue. Une lame perpendiculaire à l'axe de plus petite élasticité se comporte donc, lorsque le plan d'incidence contient l'axe de plus grande et l'axe de plus petite élasticité, comme un cristal répulsif, tant que l'angle d'incidence a une valeur inférieure à celle qui correspond li l'axe optique, et comme un cristal attractif lorsque l'angle d'incidence dépasse cette valeur.
Supposons maintenant C[ue l'angle 0 soit égal à 90 degrés, c'està-dire que le plan d'incidence soit perpendiculaire à la section principale et se confonde avec le plan des y: : on a alors
,n; • I \/i-c'sinM cotn sini ^- î
+ P'/ • I V''' -«'sin' I
cot n sm 1 ==
La dernière expression correspond à un rayon qui suit la loi de Descartes avec un indice égal à -• Quant à la valeur de la différence de marche, elle est dans ce cas
f\ V /y/i — c'^sinM y/i — «"sin" l\
et se réduit, lorsque l'incidence est normale, à
Cette dernière valeur est positive et montre que le cristal se comporte clans le voisinage de l'incidence normale comme un crisinl répulsif. D'ailleurs, en mettant l'expression de la différence de marche sous la forme
Oj^ s a'^ — h' ~h(r {h- — c'')sm'''l — rj = -r — : . . —1
"" a \ 1 — c'- sin'^ 1 + 6 \/ 1 — a^ sin- 1
on voit qu'elle reste toujours positive et qu'elle croît avec l'angle d'incidence. Donc une lame taillée perpendiculairement à l'axe de plus petite élasticité se conqîorte pour toutes les incidences comme un cristal répulsif, si le plan d'incidence contient l'axe de moyenne et l'axe de plus petite élasticité.
205. liante periiendiciilaire à ra3K.e de plus grande élasticité. - — • 11 n'est nullement nécessràre de recommencer les calculs pour le cas où la lame est perpendiculaire à l'axe de plus grande élasticité : il sullit de changer, dans les formules relatives au cas où la lame est perpendiculaire à l'axe de plus petite élasticité, a en c et c en a. On retrouve ainsi deux directions pour lesquelles la différence de marche est nulle, directions qui ne sont autres que celles des axes optiques précédemment déterminés.
Si l'angle 0 est nul, c'est-à-dire si le plan d'incidence contient l'axe de plus grande et de plus petite élasticité, on a
n F /\ 1 — 6^sin''l y/i— fl^siirJ
expression qui se réduit, lorsque l'incidence est normale, à
(iOlte (lernirre valeur étant négative, on voit qu'une lame taillée perpendiculairement à l'axe de plus grande élasticité se comporte, lorsque le plan d'incidence contient l'axe de plus grande et l'axe de plus petite élasticité, comme un cristal attractif tant que l'angle d'incidencf a une valeur inférieure à celle (pii correspond à la diriM-lion de l'axe optique, et comme un cristal r('pulsif si l'angle dinci- (lence est supérieur à cette valeur.
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Si 6 est égal à 90 degrés, c'est-à-dire si le plan d'incidence contient l'axe de moyenne et l'axe de plus grande élasticité, on a
n TT (\J v—d^ûn'l y/i — tr sin^ l\ _
celte expression est négative lorsque l'incidence est normale, et croît en valeur absolue avec l'angle I tout en restant négative. Donc une lame taillée perpendiculairement à l'axe de plus grande élasticité se comporte toujours comme un cristal attractif lorsque le plan d'incidence contient l'axe de moyenne et l'axe de plus grande élasticité.
206. liante perpendiculaire à l'axe de moyenne élasticité. — Les formules se déduisent de celles qui sont relatives au cas où la lame est perpendiculaire à l'axe de plus petite élasticité, en cliaup^eant /» en c et c en b. Il n'existe pas dans ce cas de direction analogue à celle des axes optiques, car l'équation qui donne les directions pour lesquelles la différence de marche est nulle prend la forme
c sin
sin K
et, le second membre étant supérieur à l'unité, l'angle R est imaginaire.
Lorsque l'angle 6 est égal à zéro , c'est-à-dire lorsque le plan d'incidence contient l'axe de moyenne et l'axe de plus grande élasticité, on a
ç. p_ [\/ i — y-ûiY I y/i — ?)^sinM\
expression qui pour l'incidence normale se réduit à
et prend, par conséquent, une valeur positive. On ne peut rien dire de général sur la manière dont varie la différence de marche lorsque l'angle d'incidence augmente.
Si l'angle 6 est égal à 90 degrés, c'est-à-dire si le plan d'incidence contient l'axe de moyenne et l'axe de plus petite élasticité, on a
^ ^ (\/\ — &^ sin'" I y/i— «^siu"]\
Vi-KDKT, VI. — Optique, II. 9
expression qui pour l'incidence normale se réduit encore à
sans qu'on puisse dire d'une façon générale comment elle varie avec l'angle d'incidence.
On voit qu'un cristal à deux axes taillé perpendiculairement à l'axe de moyenne élasticité se comporte au voisinage de l'incidence normale comme un cristal répulsif. Pour les incidences qui diffèrent notablement de l'incidence normale, le cristal se comporte tantôt comme un cristal attractif, tantôt comme un cristal répulsif, sans f[u'on puisse rien affirmer de général à ce sujet.
APPLICATIONS POLARISCOPIQUES DE LA POLARISATION CHROMATIQUE
l207. Polariscopes à teintes pintes d'Arago et delTI. Pétrina. — Arago, presque immédiatement après la découverte des phénomènes de la polarisation chroma lique. songea à en tirer parti pour reconnaître la présence de la lumière polarisée. Le polariscope d'Arago se compose d'une plaque mince de mica ou de sulfate de chaux disposée en avant d'un analyseur. La lame et l'analyseur sont assujettis dans un tube, et en avant de la lame se trouvent deux diaphragmes qui ne laissent passer qu'un faisceau lumineux cylindrique. Pour peu que la lumière qui tombe sur la lame soit polarisée, les deux images de l'analyseur se colorent de teintes complémentaires, et en faisant tourner l'analyseur on peut trouver la position pour laquelle les colorations présentent leur maximum d'in- (ensité.
M. Pétrina a imaginé un appareil désigné sous le nom de kaléidopolariscope ''* et qui se compose d'un kaléidoscope dans lequel on place des fragments de gypse ou de mica d'épaisseurs différentes. On regarde dans ce kaléidoscope à travers un analyseur, et, si la lumière incidente est polarisée, les lames cristallines prennent des teintes variées. Le contraste des teintes que présentent les différentes lames rend cet instrument plus sensible que le polariscope ordinaire.
'208. Compensateur à franges colorées de ITI. Babinet.
— Le compensateur de M. Babinet permet de reconnaître la présence de la lumière polarisée par la production de franges colorées qui apparaissent même lorsque les rayons sont parallèles. Cet instrument est beaucoup plus sensible que les polariscopes à teintes plates dont nous venons de parler. 11 se compose de deux prismes droits égaux, taillés dans un cristal de quartz; ces prismes ont pour base deux triangles rectangles frès-allongés ABC et BCD (fig. là), et
(" /%;■. 'l;r».,XLlX,5.36.
sont accolés par leurs faces nvpoténuses, de manière à constituer un prisme droit à base rectangulaire. Les faces latérales du prisme
qui passent par AB et par CD contiennent l'axe, mais dans la première AB est parallèle à l'axe, tandis cpie dans la seconde CD est perpendiculaire à l'axe; d'où il résulte que, par rap|>ort aux rayons qui tondîent sur la face AB, les sections principales des deux prismes triangulaires dont se compose le compensateur sont rectangulaires. Si donc on fait arriver sur '''S- '^- la face AB un ravon polarisé, ce rayon
se décompose en deux ravons dont chacun traverse l'un des prismes triangulaires à l'état de ravon ordinaire, et l'autre à l'état de rayon extraordinaire.
Un rayon tel que MN, qui tcmbe au milieu du compensateur, traverse les deux prismes triangulaires sous des épaisseurs égales; par suite, chacun des rayons dans lesquels il se décompose parcourt des chemins égaux à l'état de rayon ordinaire et à l'état de rayon extraordinaire, d'où il résulte que la polarisation du rayon MN n'est pas altérée par son passage à travers le compensateur. Mais il n'en est plus de même pour les ravons qui tombent de part et d'autre de MN. Considérons, par exemple, le rayon PQ, qui traverse le prisme ABC sous une épaisseur égale à e et le prisme BCD sous une épaisseur égale à e'; les deux composantes de ce rayon suivant les deux sections principales du compensateur présenteront au sortir du compensateur une différence de marche égale à celle que produirait une lame de (juartz avant une épaisseur égale à e — e' et dont la section principale serait jiarallèle à celle du prisme que le rayon traverse sous la plus grande épaisseur.
Supposons, pour fixer les idées, qu'on fasse tomber sur la face AB du compensateur un faisceau de ravons parallèles dont le plan de polarisation fasse un angle de /lô degrés avec chacune des sections principales du compensateur. Chaque rayon émergent sera alors composé de deux rayons polarisés à angle droit, égaux en intensité et présentant une certaine différence de marche. Cette différence
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(le marche est nulle pour le rayon MN, et sa valeur absolue croît, pour les rayons situés de part et d'autre de MN, proportionnellement à la distance qui sépare ces rayons de MN.
Tous les rayons pour lesquels la différence d'épaisseur des deux prismes introduit une différence de marche égale à un multiple impair de- entre les deux composantes sont polarisés perpendiculairement au plan primitif; tous les rayons pour lesquels cette différence de marche est égale à un multiple pair de - sont polarisés parallèlement au plan primitif. Si donc on reçoit le faisceau émergent sur un analyseur dont la section principale est parallèle au plan primitif, on verra dans l'image extraordinaire une bande noire correspondant au rayon central MN; de part et d'autre de cette bande noire seront deux franges blanches, puis viendront de chaque côté des franges colorées si la lumière est blanche, des franges alternativement brillantes et obscures si l'on opère avec la lumière homogène. L'image ordinaire présente au contraire une frange centrale blanche bordée de deux franges noires.
L'apparition des franges indique la présence de la lumière polarisée; pour déterminer la position du plan de polarisation, il suffit de faire tourner l'analyseur jusqu'à ce que la frange centrale de l'image extraordinaire soit aussi noire que possible; la section principale de l'analyseur est alors parallèle au plan de polarisation.
''209. Application fin compensateur de ITI. Babinet à l'étude de la polarisation elliptique. — M. Jamin a ap|)liqué le compensateur de M. Babinet à l'étude de la polarisation elliptique et à la mesure des constantes qui caractérisent un rayon polarisé elliptiquement "l Un rayon polarisé elliptiquement peut toujours être regardé comme formé de deux rayons polarisés à angle droit et présentant une certaine différence de marche. Si donc on fait tomber sur le compensateur un rayon polarisé elliptiquement, les deux composantes de ce rayon , suivant les deux sections principales du compensateur, présenteront déjà une certaine différence de marche avant l'entrée du ravon dans le compensateur, d'où il résulte que,
(') Ami. derhim. r( ,lr plujs., (;^), XIX, 296; XXIX, 263.
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dans les images données par l'analyseur, les franges seront déplacées latéralement et ne seront plus symétriques par rapport à celle qui correspond au rayon central MN.
On peut disposer l'appareil de façon à pouvoir mesurer la différence de marche entre les deux composantes. A cet effet , le compensateur est monté dans une bonnette sur laquelle l'un des prismes de quartz est fixé, tandis que l'autre peut recevoir un mouvement Irès-lent à l'aide d'une vis micrométrique. Un fil très-fin permet de déterminer la position des franges. On fait d'abord tomber sur le compensateur un faisceau de lumière polarisée rectilignement à 45 degrés des sections principales du compensateur, et on reçoit le faisceau émergent sur un analyseur dont la section principale est parallèle au plan primitif de polarisation. La frange noire centrale dans l'image extraordinaire correspond alors au rayon central MN; on fait coïncider le fil avec cette frange, puis on tourne la vis de façon à amener sous le fil la frange qui correspond à une différence
de marche égale à - • Soit L la quantité dont il a fallu déplacer le
prisme mobile; un déplacement L correspondant à une différence
de marche égale à-i un déplacement quelconque / correspondra à
une différence de marche ésale à ~r '
Ceci posé, il est facile de comprendre comment on peut appliquer le compensateur à l'étude de la lumière elhptique. On commence par faire tourner l'analyseur jusqu'à ce que la frange centrale de l'image extraordinaire soit aussi noire que possible. Soit alors OC la direction de la section principale de l'analyseur : le rayon qui correspond à la frange noire centrak^ a été décomposé en deux rayons polarisés suivant les deux sections principales du compensateur et présentant une certaine différence de marche S; cette différence de marche a été détruite par le compensateur, et la polarisation rectiligne a été rétablie de façon que la vibration soit parallèle à OC. Pour connaître la différence de marche des deux composantes du rayon elliptique, il sullit de mesurer la différence de marche que produit le compensateur au point correspondant à la frange noire centrale, jjuisqu'elle est égale et conli-airo à la pi'(''rédenle. A cet
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effet, on ramène, à l'aide de la vis micrométrique, la franjjc noire sous le fil; si le déplacement est égal à /, la différence de marche
cherchée sera, d'après ce que nous venons de voir, -r- •
Quant au rapport des amplitudes des deux composantes du rayon elliptique, il est égal à la tangente de l'angle que fait la section principale de l'analyseur avec une des sections principales du compensateur. On peut donc, à l'aide du comj)ensateur, déterminer la différence de marche des deux composantes d'un rayon elliptique suivant deux directions rectangulaires quelconques, et le rapport des amplitudes de ces composantes.
Si les sections principales du compensateur sont parallèles aux axes de la vibration elliptique, la différence de marche des
deux composantes parallèles à ces sections est égale à • Il résulte
de là que, si à l'aide de la vis micrométrique on déplace l'un des
prismes du compensateur d'une quantité égale à -i de façon que
le compensateur, dans la partie qui est en regard du fil, produise
une différence de marche égale à -^ il suffira, pour déterminer les
directions des axes de la vibration elliptique, de faire tourner le compensateur jusqu'à ce que la frange obscure qui occupe le milieu de l'image extraordinaire coïncide avec le fil. Les sections principales du compensateur sont alors parallèles aux axes de la vibration elliptique. Pour déterminer le rapport de ces axes, on fait tourner l'analyseur sans toucher au compensateur, jusqu'à ce que la frange placée sous le fil soit aussi noire que possible. La tajigente de l'angle c[ue fait la section principale de l'analyseur avec l'une des sections principales du compensateur est alors égale au rapj)ort des axes de la vibration elliptique. Ce procédé offre beaucoup plus de précision que celui qui consiste dans l'emploi d'une lame d'un quart d'onde (186).
!210. Polariscope à teintes mi-parties de Bravais. —
M. Bravais a construit un jjolariscope qui permet de distinguer facilement la lumière polarisée rectilignement de la lumière polarisée elliptiquement'". Cet appareil est formé d'une lame de mica ou de
"1 A nu. <!<• rli iii, , e 1 ,1c pln/s. . ( :-i ) , X LI 1 1 , !■.().
sulfate de chaux d'une épaisseur telle (ju'elle produit dans la lumière jaune une différence de marche égale à -j entre le rayon ordinaire et le rayon extraordinaire. Si. au sortir de la lame, on reçoit la lumière sur un analyseur dont la section principale est parallèle au plan primitif de polarisation, les rayons jaunes manquent dans l'image extraordinaire, c[ui présente alors une teinte particulière qu'on désigne sous le nom de imite sensible, parce que le moindre changement dans l'épaisseur de la lame ou dans la polarisation des rayons incidents suffit pour faire varier cette teinte d'une manière très-appréciable. Supposons, pour plus de simplicité, que la lame soit du sulfate de chaux : elle doit alors être taillée parallèlement à l'axe. On la coupe en deux par une section AB (fig. i5) et l'on retourne l'une des moitiés face pour face, (le façon que les sections principales des deux moitiés de la lame soient à angle droit. Si la lame est à deux axes, si c'est par exemple du mica, elle doit être taillée parallèlement à l'une des *^'" 'i- sections principales du cristal, et l'on
peut considérer l'un des axes contenus dans cette section principale comme jouant le même rôle que Taxe unique dans la lame de sulfate de chaux.
Supposons qu'au sortir de la double lame la lumière soit reçue sur un analyseur dont la section principale est parallèle à la bissectrice des axes des deux moitiés de la lame. Si la lumière qui tombe sur la lame est polarisée rectilignement, chacune des images de l'analyseur est en général composée de deux moitiés teintes de couleurs différentes; mais en faisant tourner simultanément l'analyseur et la lame, de façon que la section principale de l'analyseur reste parallèle à la bissectrice des axes des deux moitiés de la lame, il est toujours possible de trouver une position dans laquelle chacune des images de l'analyseur présente une teinte uniforme qui est la teinte sensible pour l'image extraordinaire. Cette position est celle où k section principale de l'analyseur est parallèle au plan primitif de polarisation. Il n'en est plus de même lorsque la lumière est po-
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larisce elliptiquement; car alors les deux composantes fin rayon suivant les deux sections principales de la lame présentent une certaine différence de phase, et par suite les deux moitiés de l'image extraordinaire, quelle que soit l'orientation de l'analyseur et de la lame, présentent toujours deux teintes différentes qui sont l'une audessus, l'autre au-dessous de la teinte sensible. On peut ainsi reconnaître une très-faible polarisation elliptique.
Pour mesurer la différence de marche des deux composantes du rayon elliptique, Bravais dispose en avant de la double lame un système formé de deux compensateurs de Babinet croisés de façon que si, dans le premier compensateur, le grand côté AB (^dg. 16)
de la base du prisme antérieur est parallèle à l'axe, dans le second compensateur le grand côté A'B' du prisme antérieur soit perpendiculaire à l'axe. Si les parties centrales des deux compensateurs, MN et M'N', se correspondent exactement, l'effet produit par le système des deux compensateurs est nul.
Mais si on déplace l'un des compensa- Fij;. ig. teurs par rapport à l'autre, le système
équivaut dans la partie commune à une lame de quartz d'une épaisseur constante et proportionnelle au déplacement.
On peut, d'après ce que nous venons de voir, en déplaçant l'un des compensateurs d'une quantité convenable, détruire la polarisation elliptique et ramener la lumière à la polarisation rcctiligne, ce (ju'on reconnaîtra à ce que , la section principale de l'analyseur étant parallèle à la bissectrice des axes de la double lame, les images de l'analyseur présentent des colorations uniformes et l'image extraordinaire possède la teinte sensible. On peut calculer la différence de marche des composantes du rayon elliptique suivant les deux sections principales de la double lame d'après le déplacement du compensateur; il suffit pour cela d'avoir déterminé préalablement la grandeur du déplacement qui correspond à une différence de marche
égale à - • Les deux composantes du rayon elliptique sont d'ailleurs
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toujours de même intensité, puisque la section principale de l'analyseur fait des angles égaux avec les deux composantes.
Lorsqu'on opère avec la lumière blanche, le procédé de Bravais est au moins aussi précis que celui de M. Jamin. Mais, lorsqu'on veut opérer avec la lumière homogène, la méthode de Bravais est inapplicable et l'appareil de M. Jamin permet seul de déterminer les états de polarisation des diverses couleurs, états qui sont souvent fort différents.
POLARISATION CHROMATIQUE DANS LA LU.\1IÈRE CONVERGENTE OU DIVERGENTE
211. Historique. — La découverte des phénomènes que présentent les lames cristallisées dans la lumière convergente ou divergente a donné lieu à de vives contestations ; ces phénomènes ont été observés de t8i3 à 181G par plusieurs physiciens; mais, comme à cette épocjue les relations entre les savants des différents pays de l'Europe étaient fort irrégulières, il est diiîicile de fixer la part qui appartient à chacun.
Brewster observa dès 1 8 1 3 les anneaux que donnent certains cristaux à un axe taillés perpendiculairement à l'axe, tels que le béryl, i'émeraude, le rubis"'-, Wollaston aperçut ces anneaux en 181/1 en se servant de lames de spath; Biot et Seebeck les virent de leur coté en 1 8 1 5, sans qu'aucun de ces savants paraisse avoir eu connaissance des travaux des autres. La théorie complète des phénomènes f[ue présentent les cristaux à un axe taiHés perpendiculairement à l'axe a été exposée par M. Airy dans un Mémoire publié en i83o*-).
Les colorations que donnent dans la lumière convergente les cristaux à un axe taillés parallèlement à l'axe ont été étudiées expérimentalement ])ar Jean Midler, (pii en a donné l'explication théorique '^l
Enfin la découverte des anneaux de forme compliquée qui apparaissent lorsqu'on fait tomber un faisceau convergent de lumière ])olarisée sur une lame cristallisée à deux axes est due à Brewster et remonte à l'année 181/1 '^l
''' Treatise on !\etv Philosophiral Instruments , p. 336 et suiv.
f-' On the Niiture of llie Light in (lie two lîays produced by Ihe Double l^efraction of Qiiarlz (Canihr. Trans., IV, 79, 198).
'^' Erklàruiig dcr isochronialisclieii Ciirven weiche einaxige parallel mit der Axf îfesclinittene Krvstalle im bomogciion polarisirten Lichte zeigen [Pogg. Ann., XXXlIi. 9.83; XXXV, 95).
'''>()ii the AtTeclions of Lijflil 'IVansmilted tliiougli Crystallizod lîodies (PInl. Trans., 181 '1, p. iS.")).
A. — Appareils d'observation.
212. Pince à tourmalines. — Le procédé le plus simple pour observer les phénomènes de la polarisation chromatique dans la lumière convergente ou divergente consiste à se servir de la pince à tourmalines. Ce petit appareil (fig. 17), imaginé par M. Biot, se compose de deux plaques de tourmaline A et B , taillées parallèlement à l'axe et pouvant tourner dans deux anneaux; ces deux anneaux sont fixés aux deux extrémités d'un ressort en forme de pince. Si l'on place les deux tourmalines de façon que leurs axes soient croisés, comme chacune d'elles ne laisse passer que les rayons extraordinaires, la lumière incidente se trouve presque complètement éteinte, et, en regardant à travers le système des deux tourmalines, on ne distingue rien. Mais, si l'on vient à placer entre les deux tourmalines une lame cristallisée biréfringente, on aperçoit des dessins colorés qui changent de forme sui- ''^' ''■ vaut la direction dans laquelle on regarde et qui paraissent se projeter, soit sur le ciel, soit sur les parois de la chambre où l'on observe. Ces dessins ne peuvent être vus nettement que par les personnes dont les yeux sont susceptibles de s'accommoder pour les objets placés à une distance infinie, ou en d'autres termes pour des rayons parallèles; les myopes, dont les yeux ne jouissent pas de cette faculté, doivent les armer d'un verre divergent convenablement choisi.
Il est facile de se rendre compte de ce qui se passe dans cette expérience. La première tourmaline sert évidemment de polariseur et la seconde d'analyseur. L'œil reçoit d'ailleurs une infinité de faisceaux de directions différentes, composés chacun de rayons parallèles entre eux. Considérons en particulier l'un de ces faisceaux : les rayons qui le composent, polarisés parleur passage à travers la première tourmaline, traversent tous la lame cristallisée dans la même direction et sous la même épaisseur; en sortant de la seconde tourmaline, qui ne laisse passer qu'un seul faisceau réfracté, ils sont tous teints de la même couleur, et le faisceau émergent possède une intensité qu'on peut calculer à l'aidp des formules que nous avons
données pour le cas de l'incidence oblique. Si tous les rayons parallèles qui forment ce faisceau émergent viennent concourir en un point de la rétine, ils arrivent au point de concours sans acquérir aucune différence de marche (25); l'intensité de ce point de concours est donc égale à la somme des intensités des rayons qui composent le faisceau, et sa couleur est celle qui correspond à la direction suivant laquelle le faisceau a traversé la lame cristalline. Si l'on considère un second faisceau ayant une direction différente do celle du premier, on peut répéter le même raisonnement et l'on voit que le point de concours des rayons qui forment ce faisceau sera en général teint d'une autre couleur que le point de concours des rayons du premier faisceau. Si la lame reçoit un grand nombre de faisceaux présentant des directions différentes, les points de concours de ces faisceaux formeront des dessins colorés sur la rétine, et l'œil sera affecté comme si un pareil dessin était placé à une très-grande distance. Les intensités des différents points de concours, en supposant que tous les faisceaux incidents aient des intensités égales, sont proportionnelles à celles qui correspondent aux différentes directions suivant lesquelles les faisceaux traversent la lame cristallisée.
Les phénomènes dont nous venons de parler sont dits produits par la lumière convergente ou par la lumière divergente. Ces deux dénominations proviennent de ce qu'on considère tantôt les faisceaux incidents qui convergent vers la lame cristallisée, tantôt les faisceaux qui, au sortir de cette lame, divergent dans différentes directions.
Au lieu d'observer directement les phénomènes, on peut les projeter sur un tableau ou les regarder à la loupe; mais, dans tous les cas, les choses doivent être disposées de telle façon que les rayons qui traversent parallèlement la lame cristallisée aillent converger en un même point de la rétine ou du tableau. Il est clair d'ailleurs que, si le polariseur n'est pas une tourmaline et laisse passer deux faisceaux réfractés, les rayons de chacun de ces faisceaux devront converger en un même point de la rétine ou du tableau. Ces conditions sont réalisées dans plusieurs appareils que nous allons décrire maintenant.
Appareil de Soleil. Le plus ancien des appareils desti
nés à l'observation des phénomènes de polarisation chromaticpic dans la lumière convergente est celui de Soleil, qui se prête à la mesure de l'angle des axes optiques. Dans cet appareil (fig. 18) les rayons solaires sont reçus sur un miroir en verre noir qui fait avec l'axe de l'appareil un angle de 35°2 5', de façon que les rayons réfléchis dans la direction de cet axe soient entièrement polarisés dans le plan d'incidence. Chaque point du miroir peut être regardé comme l'origine d'un cône de rayons réfléchis dont l'ouverture est égale au demidiamètre apparent du soleil. Ces rayons sont reçus sur une première lentille A, dite lentille collective ou lentille d'illumination, qui donne en C, dans son plan focal principal, une image très-petite du soleil. La lame cristallisée est placée en D, un peu au delà de l'image réelle C. Chaque point de cette image C est le sommet d'un cône de rayons ; mais si on considère parmi tous ces rayons ceux qui sont parallèles à une certaine direction, on voit qu'ils traversent la lame cristallisée sous la même épaisseur et dans la même direction, et qu'ils se trouvent tous, par conséquent, au sortir de cette lame, dans le même état de polarisation. A une certaine distance de la lame D se trouve une seconde lentille B qui fait converger en un même point les rayons qui ont traversé parallèlement la lame t). Il se formera donc dans le plan focal principal de cette lentille B une image dont chaque point correspond à liii faisceau de rayons qui ont traversé parallèlement la lame cristallisée, les directions de ces faisceaux étant difl"érentes pour les difl'érents points de cette image. Dans le plan focal principal de la lentille B se trouve un micromètre k placé à l'orilice d'un luhc W: \r même tube porte une troisièm(> lentille K qui sert de loiq)e et avec laquelle on observe l'image qui se ])i'oduit en l\ ; celle lenlille E peni s'éloigner ou se rapjirorher du micromètre.
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Enfin une tourmaline T, placée entre la loupe E et l'œil de l'observateur, fait fonction d'analyseur. Il est indifférent que l'analyseur soit placé ainsi entre la loupe et l'œil, ou immédiatement après la lame cristallisée; car, le passage des rayons à travers les lentilles ne leur communiquant aucune différence de marche, on observe toujours les mêmes apparences que si le dessin coloré se formait réellement dans le plan du micromètre K,
Etant données les coordonnées x et y d'un point situé dans le plan du micromètre, il est facile de calculer l'angle d'incidence I sous lequel les rayons parallèles qui vont converger en ce point traversent la lame cristallisée, et l'angle eu que le plan d'incidence de ces rayons fait avec la section principale de la lame. Prenons en effet pour origine le point où l'axe de l'appareil rencontre le plan du micromètre, et pour axe des x une droite située dans ce plan et parallèle à la section principale de la lame. Nous aurons, en désignant par d la distance de la lentille B au plan du micromètre,
tang . _ — tanff &j = -
Les angles I et oj étant connus, on peut calculer, à l'aide des formules données précédemment pour le cas de l'incidence oblique, la coloration que doit présenter le point considéré.
'21 à. Appareil de projection de I?I. Diibosq. — L'appareil de M. Dubosq (fig. 19) est destiné à la projection des phénomènes. Une grande lentille A, d'un décimètre de diamètre, reçoit la lumière solaire réfléchie par un héliostat. Les rayons qui traversent cette lentille vont former en a une image très-petite du soleil,* mais, avant d'arriver en a, ils sont polarisés par un prisme de Nicol ou de Foucault placé en N. La lame cristalline est placée en L, à une petite distance du plan focal principal de la lentille A, de façon à recevoir tous les faisceaux divergents de lumière qu'on peut considérer comme émanant des différents points de l'image a. Au delà de la lame , en B , se trouve une seconde lentille qui fait converger en un même point tous les rayons qui ont traversé parallèlement la lame cristallisée;
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il se forme ainsi une seconde image en «', dans le plan focal principal de la lentille B , et chaque point de cette image correspond à un faisceau de rayons qui ont traversé la lame dans une direction dé-
terminée. Un second prisme de iNicol ou de Foucault N', placé soit entre la lentille B et l'image «', soit au delà de cette image, sert d'analyseur. Enfin une troisième lentille C de très-court foyer, placée à une distance de l'image li un peu plus grande que sa distance focale principale, donne sur un tableau une image très-am|)lifiéc du phénomène qui se produit réellement en a si l'analyseur est entre u et la lentille B, ou d'un phénomène virtuel si l'analyseur est au delà de «'. ce qui est complètement indifférent.
Il faut remarquer que ce n'est pas en «', mais au foyer conjugué de l'image a que le faisceau réfracté par la lentille B présente les plus petites dimensions transversales. Pour que les expériences aient un certain éclat, il faut opérer avec une lumière intense, à cause de l'amplification de l'image. La lumière solaire peut être remplacée par la lumière électrique; les charbons doivent alors se trouver au foyer principal d'une première lentille qui donne un faisceau de rayons à peu près parallèles.
215. IWicroscope polarisant d'Aniici. — Le microscope polarisant d'Amici'^' permet d'étudier les phénomènes produits par les lames cristallisées cju'on ne peut obtenir qu'en très-petits fragments, et de constater les changements de structure que présente une même lame en des j)()ints très-rapprociiés. Cet instrument a rendu de grands services à la minéralogie; il a servi aux expériences
(" Aim. (h rhm. rt de phyx.. (3), XIÎ, 1 li.
de M. Grailich, les plus complètes et les plus précises qui aient été faites sur les caractères optiques des minéraux.
Le microscope d'Amici (fig. 20) se compose d'un polariseur, d'un système de lentilles destinées à éclairer fortement la lame cristallisée,
d'un second système de lentilles destinées à faire converger en un même point les rayons qui traversent parallèlement la lame, enfin d'un microscope qui amplifie l'image ainsi formée et d'un analyseur qui la colore.
Le polariseur consiste en une lame de verre M inclinée de Sô'qB' sur l'axe de l'instrument; la lumière solaire est renvoyée sur cette lame à l'aide d'un miroir étanié M'. Deux lentilles A et B, dont la première a quelques centimètres de distance focale tandis que la seconde est à foyer très-court, font converger très-fortement les rayons solaires. Ce système constitue ce qu'on appelle l'éclairoment de Dujardin. La lame cristalline est placée en L un peu au delà du plan focal principal du système formé par les lentilles A et B; cette lame se trouve ainsi fortement éclairée par des faisceaux de rayons parallèles qui forment entre eux des angles considérables. Une troisième lentille C fait converger en un même point chacun des faisceaux de rayons parallèles; il se forme ainsi une image réelle dans le plan focal principal de cette lentille. C'est cette image réelle qu'on observe avec le microscope E muni d'un analyseur N placé entre l'oculaire et l'œil. Le cercle oculaire de la loupe doit être assez éloigné de celte loupe ])our qu'on puisse interposer un spath servant d'analyseur.
Fiij. ao.
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B. — Phénomènes des cristaux à u\ axe.
liignes incolores et lignes isoclironiatiques
Nous allons exposer maintenant la théorie des phénomènes que présentent les lames cristallisées dans la lumière convergente ou divergente. Nous considérerons toujours l'image réelle formée dans le plan focal principal de la lentille qui fait converger en un môme point les rayons qui ont traversé la lame cristalline suivant des directions parallèles. Le centre de cette image correspond au point où convergent les rayons qui traversent normalement la lame; si l'on prend ce point pour origine et deux droites quelconques pour axes des coordonnées, les coordonnées x et y du point où convergent les rayons qui tombent sur la lame sous une incidence égale à I satisfont, comme nous l'avons vu, à la relation
tangl
d étant la distance focale principale de la lentille. Il résulte de là que les points de concours des différents faisceaux qui traversent la lame sous une même incidence I sont situés sur une circonférence ayant pour centre le point de concours des ravons normaux.
L'analyseur donne une ou deux images colorées de l'image réelle dont nous venons de parler, suivant que cet analvseur est une tourmaline ou un spath. Le centre de chacune de ces images colorées correspond encore au point de concours des rayons normaux, et les points qui dans chacune de ces images correspondent aux rayons qui ont traversé la lame sous une incidence égale à I sont situés sur une circonférence avant pour centre le point qui correspond aux rayons normaux et dont le rayon est proportionnel à tangL
L'intensité de la lumière simple dont la longueur d'ondulation est X est donnée en un [)oint quelconque de l'image ordinaire par la formule
(W-==cos^s — sm 2? sin 2 u ^ ,s sui-tt - > — 1
et en un point de l'image extraordinaire parla formule
s^ == sin^.s -r sin 2/ sin 2 (/ - s) sin^Tr
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Dans ces formules (195) t et s représentent les angles que font avec le plan primitif de polarisation la section principale de la lame mince et la section principale de l'analyseur. Quant à la différence de marche 0 — E, elle pourra s'exprimer à l'aide des formules que nous avons données pour le cas de l'incidence oblique en fonction de l'angle d'incidence I et de l'angle que le plan d'incidence forme avec la section principale de la lame : ces deux angles sont euxmêmes des fonctions des coordonnées du point considéré, de sorte qu'en définitive, dans chaque image, l'intensité que présente en un |)oint une lumière simple correspondant à une longueur d'ondulation donnée pourra se calculer en fonction des coordonnées de ce point.
Avant d'examiner les différents cas particuliers qui peuvent se présenter, il est utile de faire quelques remarques générales ap|)]icables à tous les cas.
Si l'on a
(i) sin2/ = o
ou
(2) sina^i — .'?) = o,
les seconds termes des expressions qui représentent les intensités co^ et e^ s'annulent pour les rayons de toutes les couleurs. Pour les points où l'une de ces relations est satisfaite, les intensités des différentes lumières simples sont donc proportionnelles à ce qu'elles sont dans la lumière incidente, et par suite ces points forment des lignes incolorefi.
Si l'on a
( 3 ) sin^ TT —\ — = G ,
les rayons dont la longueur d'ondulation est A présenteront, si le produit sin^i sin9(ï— s) est positif, un maximum d'intensité dans l'image ordinaire et un minimum d'intensité dans l'image extraordinaire, et, si le produit sins/sina (* — •s) est négatif, un minimum d'intensité dans l'image ordinaire et un maximum dans l'image extraordinaire.
L'équation (3) détermine donc une série de lignes dites isochromaliques : chacune de ces lignes présente approximativement la
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teinte correspondant à la longueur d'ondulation X dans l'image ordinaire et la teinte complémentaire dans l'image extraordinaire, si le produit sin ai sin •^ (i — s) est positif; c'est l'inverse si ce produit est négatif. Les parties d'une même ligne isochromatique pour lesquelles le produit sin li sin 9 (î — s) présente des signes différents sont donc teintes de couleurs complémentaires. Ceci posé, il est facile de se rendre compte de ce qui arrive lorsqu'une courbe isochromatique croise une ligne incolore; si cette ligne incolore résulte de ce qu'un seul des facteurs sin 2? et sin a [i — s) s'annule, le produit sin 2^ sin 2 (i — s) présente des signes différents de part et d'autre de cette ligne , et par suite la courbe isochromatique , en traversant la ligne incolore, passe d'une teinte à la teinte complémentaire; si, au contraire, la ligne incolore résulte de ce que les deux facteurs sin 21 et sin 2 (î — s) s'annulent simultanément, le produit sin 21 sin 2(1 — s) a le même signe de pari et d'autre de cette ligne, et la courbe isochromatique conserve la même teinte en croisant la ligne incolore,
217. liame perpeniliciilaire à l'axe. — Si la lame cristallisée est perpendiculaire à l'axe, la différence de marche 0 — E est nulle pour les rayons normaux, et, par suite, le centre de chaque image est toujours incolore. Pour les rayons qui ne sont pas normaux à la lame, la section principale n'est autre que le plan d'incidence, La relation
sin 2/= 0
détermine donc deux lignes incolores passant par le centre, dont l'une est parallèle et l'autre perpendiculaire au plan primitif de polarisation.
La relation
sin 2(1 — s)^ 0
détermine deux autres lignes incolores passant également par le centre, dont l'une est parallèle et l'autre perpendiculaire à la section principale de l'analyseur.
On aura donc en général deux croix grises chacune à quatre branches; ces deux croix déterminent huit segments dans lesquels
sont placées les courbes isochromatiques. La différence de marche 0 — E ne dépendant, dans le cas actuel, que de l'angle d'incidence I, ces courbes isochromatiques sont évidemment des cercles concentriques ayant pour centre le point où se croisent les branches des deux croix. Si parmi les huit segments déterminés par les deux croix on en considère quatre non adjacents, on voit que chaque cercle isochromatique présentera une certaine teinte dans ces quatre segments et la teinte complémentaire dans les quatre autres.
Lorsqu'on a s = o ou5== 90°, c'est-à-dire lorsque la section principale de l'analyseur est parallèle ou perpendiculaire au plan primitif de polarisation, les deux relations (1) et (2) se réduisent à une seule. Il n'y a plus alors qu'une seule croix, et chaque cercle isochromatique conserve la même teinte sur tout son contour. Si 5 = 0, c'est-à-dire si la section principale de l'analyseur est parallèle au plan primitif, la croix est blanche dans l'image ordinaire et noire
Fig. 91.
dans l'image extraordinaire; si au contraire 5 = 90°, c'est-à-dire si la section principale de l'analyseur est perpendiculaire au plan primitif, la croix est noire dans l'image ordinaire et blanche dans l'image extraordinaire. Ces apparences sont représentées dans la
figure 9 1 .
Les lignes isochromatiques correspondant, pour les rayons dont la longueur d'ondulation est A, à un maximum d'intensité dans l'image ordinaire et à un minimum dans l'image extraordinaire sont données, dans le cas où le produit sina* sin9(î - s) est positif, par
l'équation
sin-^ TT — ^ — = 0 ,
et, dans le cas où ce produit est négatif, par l'équation
. ., 0-E sin- 7T - Y~ = 1 .
Les lignes isochromatiques correspondant à un minimum d'intensité dans l'image ordinaire et à un maximum dans l'image extraordinaire sont au contraire représentées par la seconde de ces équations si le produit sin^j sin9(/' — s) est |>ositif, et par la première si ce produit est négatif.
L'équation générale des lignes isochromatiques est donc
k étant un nombre entier; d'ailleurs, la lame étant perpendiculaire à l'axe, on a (200)
E — ^ (\/i-/>'^sïn2l - vT-rt^sin^I
l'équation des courbes isochromatiques peut donc s'écrire
khX
\/ \ — b'^sin^ I — v/ 1 —a^ sin^ 1
Par la raison générale qui fait disparaître les phénomènes d'interférence dans la lumière blanche lorsque la différence de marche est égale à un nombre un peu considérable de demi- longueurs d'ondulation, les seules lignes isochromatiques visibles sont celles qui correspondent à de petites valeurs de k et par suite à de petites valeurs de l'angle I. Pour toutes les lignes isochromatiques visibles, on peut donc développer les deux radicaux qui entrent dans le premier membre de l'équation précédente, en se bornant à prendre les deux premiers termes de chaque développement. L'équation des lignes isochromaliques devient alors
(rt^_/,-2)sinM- ~ ■
L'angle I étant très-petit, son sinus est approximativement égal à sa tangente: on peut par conséquent poser
et l'équation des lignes isochromatiques prend définitivement la
forme
khd^X
Les diamètres des cercles isochromatiques sont donc proportionnels à la distance qui sépare le plan où se forme l'image du centre optique de la lentille; leurs carrés sont en raison inverse de l'épaisseur de la lame, proportionnels à la quantité ai. et à la
longueur d'ondulation X. Mais il faut remarquer que ces lois ne sont applicables qu'aux cercles peu éloignés du centre du phénomène; les deux dernières ne sont du reste jamais rigoureusement
vraies , car la quantité 2 _ 13 dépend elle-même de la longueur d'ondulation.
Dans l'image ordinaire, les diamètres des anneaux brillants sont proportionnels à la suite des nombres pairs, et ceux des anneaux obscurs à la suite des nombres impairs, si le produit sinaisina (^ — s) est positif; c'est l'inverse si ce produit est négatif. Ces résultats sont renversés pour l'image extraordinaire. Il résulte de là que, si .s= 0, le produit sina/ sina (<--s) étant toujours positif, les couleurs de l'image ordinaire se succèdent dans le même ordre que celles des anneaux transmis de Newton, tandis que celles de l'image extraordinaire sont analogues aux couleurs des anneaux réfléchis. Si s = c)o'', le produit sina/ sin2(< — *) est toujours négatif, et, par suite, l'image ordinaire présente les couleurs des anneaux réfléchis et l'image extraordinaire celles des anneaux transmis. Lorsque l'angle s n'est égal ni à zéro ni à 90 degrés, il y a deux croix incolores qui divisent chacune des images en huit segments. Dans les segments de l'image ordinaire oii le produit sinai sina (< — s) est positif, les couleurs se succèdent comme dans les anneaux transmis, et, dans les segments où ce produit est négatif, elles suivent le même
ordre que clans les anneaux réfléchis; c'est l'inverse dans l'image extraordinaire.
218. Superposition de deiix^ lames perpendiculaires à rax.e. — Lorsqu'on superpose deux lames perpendiculaires à l'axe, les sections principales de ces deux lames peuvent toujours être regardées comme se confondant l'une avec l'autre. On a donc, comme nous l'avons vu précédemment (197),
• • • /• \ • " Q-E + O'-E' co'^ = cos^s — sm2ïsin2[t — s) sm-Tr j^ »
2 -2 . . . ,. . . , O-E + O'-E' e^ = sm^s-f-smai sm2(z — sj sm-7r j^
Il résulte de là que les croix incolores seront placées de la même façon que dans le cas d'une lame unique. L'équation générale des courbes isochromatiques sera
d'où l'on tire, en désignant par s l'épaisseur de la seconde lame, par a' et b' les demi-axes de la nappe ellipsoïdale de la surface de l'onde dans cette lame,
kd A
Si les deux lames sont de même signe, les quantités a~ —b- et a''^ — b''^ sont aussi de même signe, et, par suite, les anneaux que donnent les lames superposées sont toujours plus étroits que ceux qui sont donnés par l'une des lames. L'effet produit par la superposition de deux lames de même signe est donc toujours un rétrécissement des anneaux.
Si les deux lames sont de signes contraires, les anneaux fournis
par celle des deux lames pour laquelle la quantité r [a^ — //') a la
plus grande valeur absolue s'élargissent lorsqu'on lui superpose l'autre lame.
On peut déduire de ces remarques un moyen très-simple de dé-
terminer le signe d'un cristal à un axe. Il suffit d'avoir une lame de ce cristal taillée perpendiculairement à l'axe, et de la superposer à une lame également perpendiculaire à l'axe d'un cristal dont le signe est connu. Il faut avoir soin, pour écarter toute chance d'erreur, d'observer en premier lieu les anneaux fournis par celle des
deux lames pour laquelle la quantité ^^ZTf^ ^ ^^ P^"^ grande valeur absolue , c'est-à-dire par celle qui donne les anneaux les plus étroits. On lui superpose la seconde lame, et, si les anneaux se rétrécissent, on en conclut que les deux lames sont de même signe; si, au contraire, les anneaux s'élargissent, les lames sont de signes contraires. Pour plus de sûreté, il convient de ne s'appuyer que sur les expériences qui produisent un élargissement des anneaux.
Comme lame répulsive, on peut employer le spath d'Islande, la tourmaline ou le béryl ; le spath a l'inconvénient de donner des anneaux très-étroits, à moins que la lame ne soit excessivement mince, car c'est un des cristaux où la différence entre l'indice ordinaire et l'indice extraordinaire a la plus grande valeur. Gomme lame attractive on se sert ordinairement du zircon ou du sulfate de potasse.
219. liante parallèle à rax.e. — Lorsque la lame est parallèle à l'axe, les images données par l'analyseur ne présentent plus de lignes incolores; dans ce cas, en effet, les angles * et s ont la même valeur pour tous les rayons quel que soit l'angle I : si donc on a
sin9^=^o
ou
sina (i—s)^o,
c'est-à-dire si la section principale de la lame est parallèle ou perpendiculaire au plan primitif de polarisation, ou encore si la section principale de l'analyseur est parallèle ou perpendiculaire à celle de la lame, le terme qui, dans l'expression des intensités des deux images fournies par l'analyseur, contient la longueur d'ondulation est nul pour tous les rayons, et, par suite, les images ne présentent aucune trace de coloration.
Les conditions les plus favorables pour la production des colora-
tions sont évideDiment remplies lorsqu'on a simultanément ' = 7 et
OU
En tenant compte de la valeur trouvée précédemment pour la différence de marche 0 — E dans le cas d'une lame parallèle à l'axe (201), on voit que l'équation des courbes isochromatiques est
y/i — 6"sin^l y, 1 — (a' sin- ù) + b^ cos' Cl)] sin"I kA
Les phénomènes visibles correspondant toujours à de petites valeurs de l'angle 1 , on peut développer les radicaux en ne conservant que les deux premiers termes, et l'équation précédente devient
I sni'l 1 — a'sm"a) + o"cos"aj sm^l ,,
2 2 ftA
u — b I {a-sin'œ-hb'-cos^Ct) — nb)s'\n'l kX
ao 2(1 2£
a — h h[a [a — h] sin'^ v — b (a — b] cos* w] sin" I kX ab 2ab 2e '
et enfin
/ \ ^ , • c, / 9 > ■ 21 ab kX
1 1 -t-- (asm- 00— bcos-co)siiYl=^ r
Si l'on prend pour axe des x une droite parallèle à la section principale de la lame, on a, comme nous l'avons vu précédemment,
d'oii
ou
tangl =
iangco =
rf tangl'
cosw =
L'angle 1 étant touiour> très-petit, on ppiit remplacer sa tangente
par son sinus, et il vient
sinwsinl = y coswsinl^-T-
En substituant ces valeurs dans l'équation des lignes isochromatiques, elle prend la forme
Les lignes isochromatiques sont donc des hyperboles ayant pour axes deux droites, l'une paralhMe, l'autre perpendiculaire à l'axe du cristal, et pour asymptotes deux droites représentées par l'équation
Si k est négatif, ou si k a une valeur positive peu considérable, le second membre de l'équation (9) est négatif, et, par suite, l'axe réel des hyperboles est parallèle à l'axe du cristal. Si A; a une valeur positive supérieure à celle qui annule le second membre de l'équation (1), ce second membre est j)Ositif et l'axe des hyperboles isochromatiques est perpendiculaire à l'axe du cristal.
D'ailleurs , l'équation
ab /fA
a — b le
n'étant pas en général satisfaite par une valeur entière de k, les asymptotes ne font pas partie du système des courbes isochromatiques, sauf dans des cas très-particuliers.
L'équation (1) montre que, lorsque sin-I est très-petit, comme cela arrive pour la partie visible du phénomène, k doit représenter un nombre assez grand, à moins que e ou a — h ne soit très-petit. Donc, si la lame n'est pas excessivement mince ou très-peu biréfringente, les courbes isochromatiques qui forment la partie visible du phénomène correspondent à une valeur assez grande de k; il est facile de conclure de là que , dans les points où une certaine couleur présente son maximum d'intensité, il y a minimum d'intensité pour une couleur très- voisine, et que, par suite, les colorations ne sont
pas sensibles dans la lumière blanche. Aussi, pour distinguer les hyperboles isochromatiques que donne une lame parallèle à l'axe, est-il nécessaire d'employer une lumière monochromatique comme celle de l'alcool salé, à moins que la lame ne soit extrêmement mince.
Procédé de ]?I. Grailich pour déterminer le signe
d'un cristal à un axe. — M. Grailich s'est servi des franges hyperboliques que donne une lame parallèle à l'axe pour déterminer le signe d'un cristal à un axe au moyen d'une seule lame auxiliaire dont le signe est connu. A cet effet, en avant de la lame à essayer B, qui est taillée parallèlement à l'axe, on dispose une lame A perpendiculaire à l'axe, dont le signe est connu, et dans laquelle la différence entre les indices des deux rayons est très-petite. Si les deux lames sont parallèles, les rayons tombent sur la première lame sous une incidence très-voisine de l'incidence normale; ils n'acquièrent donc dans cette lame qu'une différence de marche très-petite, et l'aspect des hyperboles que donne la seconde lame n'est pas sensiblement changé.
Supposons les deux lames de même signe. Si l'on fait tourner' la lame A autour d'un axe perpendiculaire à la section principale de la seconde lame, les sections principales des deux lames coïncident sensiblement , du moins pour les rayons qui ne s'écartent pas beaucoup de l'axe du faisceau divergent; les rayons qui sont ordinaires dans la première lame restent donc ordinaires dans la seconde, et les rayons qui sont extraordinaires dans la première lame restent extraordinaires dans la seconde. Il résulte de là que la différence de marche augmente à mesure qu'on fait tourner la lame A ; par suite , les hyperboles se rétrécissent ou n'apparaissent pas si elles étaient déjà invisibles.
Si au contraire on fait tourner la lame A autour d'un axe parallèle à la section principale de la lame B , les sections principales des deux lames sont perpendiculaires; les rayons qui sont ordinaires dans la lame A deviennent extraordinaires dans la lame B; la rotation de la lame A produit donc dans ce cas une diminution dans la différence de marche, et par suite un élargissement des hyperboles:
on peut ainsi faire apparaître les hyperboles, si elles étaient primitivement invisibles.
Les résultats sont renversés si les deux lames sont de signes contraires. Il convient de n'ajouter foi qu'aux expériences qui produisent un élargissement des hyperboles, et l'on voit que les deux lames sont de même signe ou de signes contraires suivant que cet élargissement est produit par une rotation autour d'un axe parallèle à la section principale de la lame à essayer ou autour d'un axe perpendiculaire à cette section principale.
221. Procédé de ITI. H. Soleil pour reconnaître si une lame est parallèle à l'axe. — M. Henri Soleil a imaginé un procédé très-ingénieux pour reconnaître si une lame est rigoureusement parallèle à l'axe, ce qu'il importe de vérifier aussi exactement que
possible lorsqu'il s'agit de construire un compensateur de Babinet ou un appareil analogue.
On commence par s'assurer, à l'aide des procédés ordinaires, que les deux faces de la lame à essayer sont rigoureusement parallèles. On place ensuite cette lame dans l'appareil de Norremberg. Cet appareil est représenté dans la figure 22. Le faisceau incident formé de rayons parallèles est reçu sur une glace AB qui fait avec la verticale un angle égal à l'angle de polarisation complète. Le faisceau est réfléchi verticalement, de haut en bas; il rencontre une lentille E qui le fait converger en son foyer principal 0. Ce foyer principal se trouve sur un miroir horizontal ^' "■ CD ; sur ce miroir est posée une lame
de mica d'un quart d'onde cd, et au-dessus de cette lame de mica la lame à essayer ab. Le faisceau, au sortir de la lentille E, traverse les lames ab et cd, se réfléchit sur le miroir CD sans éprouver d'ahé-
ration notable dans sa polarisation, traverse de nouveau les lames cd et ab, puis la lentille E. Au sortir de la lentille E les rayons redeviennent parallèles; ils traversent la glace AB sans que leur polarisation soit sensiblement cbangée; ils sont ensuite reçus sur un analyseur N placé dans un tube cylindrique vertical. La lame de mica doit être placée de façon que sa section principale fasse un angle de 45 degrés avec celle de la lame à essayer.
Le faisceau incident, en traversant la lame ab, se divise en deux ondes^ l'une ordinaire, polarisée dans le plan de la section principale de ab; l'autre extraordinaire, polarisée perpendiculairement à ce plan. CJiacune de ces deux ondes traverse deux fois la lame de mica; comme cette lame est d'un quart d'onde et que sa section ])rincipale fait un angle de 45 degrés avec celle de la lame mince, l'elïet produit est le même que si les rayons traversaient une lame de mica d'épaisseur double : le plan de polarisation de chacune de ces ondes tourne donc de 90 degrés, et, lorsqu'elles traversent de nouveau la \ameab, l'onde qui était d'abord extraordinaire devient ordinaire, et réciproquement. Si la lame est rigoureusement parallèle à l'axe, les deux ondes, au sortir de la lame ab. sont polarisées à angle droit et ne présentent aucune différence de marche, chacune d'elles ayant parcouru des chemins identiques dans la lame ab, à l'état d'onde ordinaire et à l'état d'onde extraordinaire. 11 n'y aura donc aucune trace de coloration dans l'analyseur.
Supposons au contraire que la lame ab soit inclinée sur l'axe : désignons par 0 et E les chemins équivalant à ceux qui sont parcourus dans la lame ab par l'onde ordinaire et par l'onde extraordinaire, lorsque les rayons traversent pour la première fois cette lame; par 0' et E' les chemins équivalant à ceux qui sont parcourus dans la lame ab par l'onde ordinaire et par l'onde extraordinaire, lorsque les rayons traversent pour la seconde fois cette lame après s'être réfléchis sur le miroir CD. Les deux ondes correspondant aux rayons qui ont traversé deux fois la lame ah présentent une différence de marche égale à 0 + E' -- (O'-j-E). Les chemins 0' et 0 sont évidemment égaux; mais il n'en est pas de même des chemins E et E' lorsque la lame n'est pas parallèle à l'axe. Si en effet S représente l'angle que forme la normale à la lame avec l'axe, on a, d'après les
formules données précédemment,
n n/ • T («" — fc^jsiiîfJ'cos^CGswsinl + Y/M
h = e cotn sml = £ ■ .,.,,, — 7^ ^-^ •
a'sin d + 0 cos d
La quantité M placée sous le radical ne contient sin «5* et cos S qu'au carré. Pour calculer E', il faut tenir compte de ce que les rayons traversent la lame en sens contraire , et par conséquent remplacer S par TT — ^, ce qui ne change pas la valeur de M. On a donc
u, — (a^ — 6-) sin (J'eus (5*008 <y sin I + \/M
a sin"d H-o"cos d
La différence de marche des deux ondes que reçoit l'analyseur est égale à E — Ë', c'est-à-dire à
2£(a^ — 6^)sin ^ cos ^ cos w sin I
a' sïn^ S + h'^ cos- S
Les lignes isochromatiques s'obtiendront en égalant cette quantité à une constante, ce qui revient à égaler à une constante cosw sin I
ou -T • Les lignes isochromatiques sont donc des droites perpendiculaires à la section principale de la lame ab. Il résulte de là qu'on est averti, lorsque la lame n'est pas rigoureusement parallèle à l'axe, par l'apparition dans l'analyseur de bandes colorées rectilignes perpendiculaires à la section principale de la lame.
222. Superposition de deux lames parallèles à l'axe, de même nature et de même épaisseur, dont les sections principales ëiont à angle droit. — Supposons que l'on superpose deux lames appartenant au même cristal, parallèles à l'axe et de même épaisseur, de façon que leurs sections principales soient à angle droit. L'onde qui est ordinaire dans la première lame devient extraordinaire dans la seconde, et réciproquement. La différence de marche des deux ondes qui émergent du système des deux lames est donc égale à 0-fE'~(0' + E) ou, comme 0' = 0, à E' - E. La valeur de E' s'obtient en remplaçant dans celle de E l'angle co par
son complément w; on a donc
E' — E = - fi/i —[a^cos^ù)-{-b'^sin'^co)sui^\
— i/i — (a^sin^<y+è^cos^«y)sin^Ij •
Si l'on développe les deux radicaux en négligeant les termes dans lesquels sin I entre à une puissance supérieure à la seconde, ce qui est permis puisque l'angle I est toujours très-petit, il vient
E' - E = ^ (r/^ - />2) (sin2 ro - cos'^ co) sin^ I.
L'équation des courbes isochromatiques est
ou, d'après la valeur que nous venons de trouver pour E' -E,
akA
(a^ — b'^j ( sin^ oj — cos- a>) sin'^ I
En remplaçant sin ojsin I par ^ et cos co sin I par ;/' il vient définitivement
g <, (V ak>.
Les courbes isochromatiques sont donc dans le cas actuel des hyperboles équilatères dont les axes sont dirigés suivant les traces des sections principales sur le plan du tableau , et les asymptotes suivant les bissectrices de ces traces. Ces asymptotes sont elles-mêmes des lignes isochromatiques correspondant à une valeur nulle de k: et comme, sur ces droites, le terme qui dans l'expression des intensités des deux images dépend de la longueur d'ondulation est nul, les deux asymptotes sont toujours incolores. Si la section principale de l'analyseur est parallèle ou perpendiculaire au plan primitif de polarisation , les deux asymptotes sont noires dans l'une des images et blanches dans l'autre. On voit que, dans le cas que nous venons
d'examiner, les phénomènes sont beaucoup plus simples et plus réguliers que dans le cas d'une lame unique.
liante inclinée sur l'axe d'une façon quelconque
— Si la lame est quelconque, en tenant compte des formules établies pour le cas de l'incidence oblique (202) et en posant
(a^ — />2) sin^cos^cosw sin I = M,
l'équation des lignes isochromatiques peut s'écrire
, A _ \/i - fe' sin' I M
\/M'+(a='sin''^+6*cos'^)|i-[a'-ffl'-6')sin'^cos*&)]sin'I!
a sm d + o cos
L'angle I est toujours très-petit; donc, si les quantités a^-~b^, sin S et cos § ne sont pas très-petites, c'est-à-dire en excluant le cas où la lame est très-peu biréfringente et celui où elle est voisine d'être parallèle ou perpendiculaire à l'axe, on peut négliger les termes en sin^ I. L'équation des lignes isochromatiques se réduit par conséquent à
cos o) sin I = const.
ou a
X = const.
Dans le cas où la lame forme avec l'axe un angle qui diffère notablement de zéro et de 90 degrés, les courbes isochromatiques sont donc approximativement des droites perpendiculaires à la section principale de la lame.
Si l'on tient compte des termes en sin^ I. on obtient pour les courbes isochromatiques des coniques; ces coniques passent au cercle lorsque sin S se rapproche de zéro , et à l'hyperbole lorsque cos S se rapproche de zéro; elles se confondent sensiblement avec des droites dans le voisinage de leurs sommets, lorsque aucune des quantités sm S et cos S n'est voisine de zéro et que a^ — b^ n'est pas très-petit.
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22/(. Siiperposîtioii de deux lantes quelconques identiques et dont les sections principales sont à angle droit.
— Supposons que l'on superpose deux lames identiques de même épaisseur et taillées suivant la même direction, de façon que les sections principales de ces deux lames soient perpendiculaires. En raisonnant comme ])lus haut ( *2"2I) on voit que l'équation des courbes isochromatiques est
L'expression de E' se déduit de celle de E en remplaçant œ par
oj\ en négligeant les termes en sin- I, ce qui suppose que
l'angle S n'est voisin ni de zéro ni de 90 degrés, on a
£ [a^ — h'] sin «Jcos^fsin ^ — cosiw sin I
d' ?>in' S -\-h' cos' S
Les courbes isochromatiques sont donc données par l'équation
sini (sin a; — cos!WJ = const.
ou
«/ — ^=const.
Ces courbes sont par suite des droites parallèles à la bissectrice des sections principales des deux lames, en supposant du moins que les lames ne soient pas voisines d'être parallèles ou perpendiculaires à l'axe. La bissectrice est elle-même une ligne isochromatique, et, comme elle correspond à une valeur nulle de la différence de marche, elle est incolore. Si la section principale de l'analyseur est parallèle ou perpendiculaire au plan primitif de ])olarisa(ion , la bissectrice est noire dans l'une des images et blanche dans l'autre.
225. Polariscope de Savart. — Le polariscope de Savart est une application du cas particulier (|ue nous venons d'examiner. Il se compose de deux plaques de quartz de même épaisseur et taillées suivant la même direction ; ces lames sont placées de façon que leurs sections principales soient rectangulaires et sont suivies d'un analyseur dont la section principale est parallèle à la bissectrice des sec-
LUMIÈRE CONVERGENTE OU DIVERGENTE. KKi
lions principales des deux lames. Lorsqu'on fait tomber sur ce système un faisceau divergent de lumière polarisée, on aperçoit une série de franges rectilignes et colorées qui sont parallèles à la bissectrice des sections principales des deux lames.
Il n'est donc pas exact de dire, comme on le fait quelquefois, que les franges sont parallèles au plan primitif de polarisation; ce qui est vrai, c'est que la sensibilité de ce polariscope augmente à mesure que ce plan se rapproche d'être parallèle à la direction des franges.
Le polariscope de Savart est un des plus simples et en même temps un des plus sensibles.
Les lames de quartz doivent faire avec l'axe un angle voisin de /i5 degrés; il faut éviter qu'elles se rapprochent d'être perpendiculaires à l'axe, à cause du pouvoir rotatoire du quartz.
Superposition de deux lames quelconques
M. Langberg a traité par le calcul le cas où l'on superpose deux lames identiques inclinées sur l'axe d'une façon quelconque, et dont les sections principales forment entre elles un angle quelconque '^^ Il n'y a là aucune difficulté théorique; c'est un genre de vérifications tout à fait analogues à celles que Schwerd a exécutées pour les phénomènes de diffraction, et l'expérience a toujours confirmé les prévisions de la théorie. Il est à remarquer que, dans la plupart des cas, le champ visuel se trouve divisé en petits compartiments par deux systèmes de courbes isochromatiques qui se croisent.
G. — Phé.nomèjnes des cristaux à deux axes.
227. Formules générales. — Les formules qui représentent les intensités des deux images dans le cas des cristaux à un axe sont applicables aux cristaux à deux axes, à condition que l'on désigne par i l'angle que fait avec le plan primitif de polarisation le plan de polarisation du rayon qui se ra[)proche le plus de suivre les lois de la réfraction ordinaire. C'est à ce rayon , que l'on appelle par extension rayon ordinaire, que correspond l'image dont l'intensité est représentée dans les formules par co-. On voit que dans les cristaux à deux axes la section principale n'est autre chose que le plan de po-
''' Pog'^. Anit., vol. comijlément., I.
\ùli
larisation du rayon ordinaire, et que par conséquent les sections
principales correspondant aux différents ra} ons ne passent plus toutes
par une même droite, comme cela a lieu pour les cristaux à un axe.
Les lignes incolores sont encore données par les deux conditions
sin22=-o, sin 2(î — s) = o;
elles sont donc déterminées par les rayons dont le plan de polarisation est parallèle ou perpendiculaire au plan primitif ou à la section principale de l'analyseur.
Nous nous occuperons uniquement du cas où la lame est perpendiculaire à l'axe de plus petite élasticité; les résultats que nous obtiendrons pourront s'appliquer aisément, au moyen d'une simple permutation , au cas où la lame est perpendiculaire à l'axe de plus grande élasticité. Nous aurons fréquemment occasion, dans ce qui va suivre , de nous appuyer sur un théorème démontré dans la théorie de la double réfraction (157), et qui consiste en ce que, si l'on mène deux plans passant par la normale à une onde plane et par les deux axes optiques, les plans bissecteurs des dièdres ainsi formés sont les plans de polarisation du rayon ordinaire et du rayon extraordinaire qui correspondent à cette onde.
228. liignes incolores dans le cas où les axes optiques forment un angle très -petit avec la normale à la lame.
— La normale à la lame coïncidant avec l'axe de plus petite élasticité est toujours la bissectrice de l'angle que forment entre eux les axes optiques. Supposons que l'axe de plus petite élasticité se confonde avec la ligne moyenne et que les axes optiques forment entre eux un angle très-petit : chacun de ces axes fera alors un angle très-petit avec la normale à la lame. Pour déterminer la forme des lignes incolores, menons par "'^■'^' un point quelconque 0 (fig. 28) deux
droites OA et OB parallèles aux directions des axes optiques et une
droite OC parallèle à la ligne moyenne. Par le point G menons un plan perpendiculaire à OC et considérons une droite OM qui rencontre ce plan en M; les plans de polarisation des rayons qui correspondent à une onde plane perpendiculaire à OM sont parallèles aux plans bissecteurs des angles dièdres AMOB et AMOM'. Si l'on suppose, comme nous l'avons toujours fait jusqu'à présent, que l'angle d'incidence I ait une valeur très-peu considérable, l'angle MOC sera très-petit ; il en est de même d'ailleurs de l'angle AOB : les traces des plans bissecteurs dont nous venons de parler sur le plan perpendiculaire à OC se confondent par suite sensiblement avec les bissectrices des angles plans AMB et AMM'.
Pour déterminer la direction des ondes (jui donnent lieu aux lignes incolores, il faut donc chercher le lieu des points M tels que
la bissectrice de l'angle AMB soit parallèle ou perpendiculaire à la trace sur le plan AMB du plan jirimitif ou de la section principale de l'analyseur.
Prenons le plan AMB pour plan de figure, le point C pour origine et la trace du plan primitif sur le plan AMB pour axe des x (fig. 2/1). Soient D et E les points où les droites MA et MB rencontrent l'axe des x : si la bissectrice de l'angle AMB ou de son supplément est parallèle à l'axe des X, on voit immédiatement que les angles MD^ et MEa? sont supplémentaires. D'ailleurs, en désignant par x et y les coordonnées du point M, par oc et (3 celles du point A, on a
Fi{^ 2/,.
tangMDj; =
et comme
tangMD:r^
tangMEj; tangMEj;,
il vient
d'où
équation d'une hyperbole ayant pour asymptotes les axes des coordonnées et passant par les points A et B.
On verrait de même que les points M , pour lesquels la bissectrice de l'angle AMB est parallèle ou perpendiculaire à la trace sur le plan de la figure de la section principale de l'analyseur, se trouvent sur une hyperbole passant par les points A et B et ayant pour asymptotes cette trace et une droite perpendiculaire.
On voit en résumé que si, par un point quelconque 0, on mène deux parallèles aux axes optiques OA et OB et une parallèle OC à la ligne moyenne; si, de plus, on mène par ce point des normales à toutes les ondes qui donnent des rayons incolores, les points où ces normales rencontrent un plan perpendiculaire à OC sont situés sur deux hyperboles passant par les points où les axes optiques rencontrent ce plan et ayant pour asymptotes, l'une la trace sur ce plan du plan primitif et une perpendiculaire à cette trace, l'autre la trace de la section principale de l'analyseur et une perpendiculaire à cette trace.
Pour déterminer les lignes incolores réelles, menons, par le centre optique 0' de la lentille qui fait converger en un même point les rayons qui traversent parallèlement la lame, une droite OC parallèle à la ligne moyenne, et soit G' le point où cette droite rencontre le plan du tableau. Par le même point 0' menons deux droites OA' et OB' parallèles aux directions apparentes des axes o])tiques, c'est-àdire parallèles aux directions que doit avoir un rayon dans l'air pour se réfracter dans le cristal suivant les directions des axes optiques, et soient A' et B' les points où ces deux droites rencontrent le plan du tableau. Les rayons qui concourent à la production du phénomène faisant tous des angles très-petits avec la normale, l'indice de réfraction de ces rayons peut être regardé comme sensiblement constant; il existe donc aussi un rapport à peu près constant entre les angles rpie forment avec la normale à la lame les nor-
maies aux ondes réfractées dans le cristal qui donnent les rayons incolores et les angles que forment avec cette même normale les normales aux ondes émergentes correspondantes, normales qui ne sont autres que les rayons incolores eux-mêmes. Les figures incolores réelles sont donc semblables aux figures auxiliaires que nous avons construites à l'aide des normales aux ondes réfractées.
Ainsi les lignes incolores consistent en quatre branches d'hyperbole qui se croisent deux à deux aux points A' et B' extrémités apparentes des axes optiques : deux de ces branches ont pour asymptotes deux droites menées par le point C parallèlement et perpendiculairement au plan primitif; les deux autres ont pour asymptotes deux droites menées par le même point C parallèlement et perpendiculairement à la section principale de l'analyseur. Si le plan primitif est parallèle ou perpendiculaire au plan des axes optiques, deux de ces branches d'hvperbole se réduisent à une croix formée par deux droites, l'une parallèle, l'autre perpendiculaire au plan primitif; si la section principale de l'analyseur est parallèle ou perpendiculaire au plan des deux axes, il en est de même, mais les branches de la croix sont alors l'une parallèle, l'autre perpendiculaire à la section principale de l'analyseur. Si la section princi[)ale de l'analyseur est parallèle ou perpendiculaire au plan primitif sans qu'aucun de ces deux plans soit parallèle ou perpendiculaire au plan des axes, les quatre branches d'hyperbole se réduisent à deux. Enfin si, en même temps que la section principale de l'analyseur est parallèle ou perpendiculaire au plan primitif, elle est parallèle ou perpendiculaire au plan des axes optiques, le système des lignes incolores se réduit à une croix unique, blanche dans l'une des images et noire dans l'autre.
Remarquons enfin que les lignes incolores jouissent dans les cristaux à deux axes des mêmes propriétés que dans les cristaux à un axe. Si une ligne incolore résulte de l'annulation d'un seul des facteurs sin^i ou sin2(î— s), toute courbe isochromatique, en traversant cette ligne incolore, passe d'une teinte à la teinte complémentaire dans la lumière blanche, et du minimum au maximum dans la lumière simple. Si au contraire les lignes incolores résultent de l'annulation simultanée des facteurs sina^et sin2(î s), c'est-à-
dire si la section principale de l'analyseur est parallèle ou perpendiculaire au plan primitif, les lignes isochromatiques conservent dans toute leur étendue la même teinte si l'on opère avec la lumière blanche, et dans la lumière simple chacune d'elles correspond exclusivement à un maximum ou à un minimum.
229. liignes incolores dans le cas où les axes optiques forment avec la normale à la lame des angles voisins de 90 degrés. — Supposons que chacun des axes optiques forme avec la normale à la lame, c'est-à-dire avec l'axe de plus petite élasticité, un angle voisin de go degrés, de sorte que l'axe de plus petite élasticité ne coïncide plus avec la ligne moyenne. Dans ce cas, il n'y a plus de lignes incolores nettement définies pour les rayons dont les directions diffèrent peu de celle de la normale : en effet, l'angle AOB étant voisin de 180 degrés et l'angle .M OC étant très-petit, les plans bissecteurs des dièdres AMOB et AMOM', c'est-à-dire les plans de polarisation du rayon ordinaire et du rayon extraordinaire, se rapprochent beaucoup d'être l'un parallèle, l'autre perpendiculaire au plan des axes, et ont par conséquent des directions sensiblement constantes pour tous les rayons qui forment de petits angles avec la normale. Si donc l'un de ces rayons était polarisé parallèlement ou perpendiculairement au plan primitif ou à la serlion principde de l'analyseur, il en serait de même de tous les autres, et toute trace de coloration disparaîtrait dans les images, du moins dans le voisinage de la normale : c'est ce qui a lieu lorsque le plan des axes optiques est parallèle ou perpendiculaire au plan primitif ou à la section principale de l'analyseur.
Les lignes incolores reparaissent, dans le cas qui nous occupe, au voisinage des axes optiques. Soit en effet (fig. 20) OM une droite
normale à une onde réfractée et faisant avec l'axe optique OB
un angle très-petit. Les plans de polarisation des deux rayons Fig. 25. qui correspondent à cette onde
sont les plans bissecteurs du dièdre AMOB et de son supplément.
L'angle MAB éfnnf très-petit par rapport à l'angle MB.A. ces pians
bissecteurs se confondent sensiblement avec ceux de l'angle dièdre formé par le plan MOB avec le plan des axes optiques et du dièdre supplémentaire. Prenons pour plan de figure (fig. 26) un plan perpendiculaire à l'axe optique OB : soient B et M les points où les droites OB et OM rencontrent ce plan, MS une parallèle à la trace , sur le plan de la figure , du plan des axes optiques.
Les traces , sur le plan de la figure, des plans bissecteurs dont nous venons de parler se confondent sensiblement avec les bissectrices de l'angle SMB et de son supplément. Pour que l'onde normale à OM donne un rayon incolore, il faut donc que ces bissectrices soient parallèles ou perpendiculaires à la trace, sur le plan de la figure , du plan primitif ou de la section principale de l'analyseur. Si la bissectrice de l'angle SxMB est parallèle ou perpendiculaire à la trace du plan primitif, la figure montre que le point M se trouve sur une droite MB faisant avec la trace B.r du plan primitif un angle supplémentaire de celui que fait la trace du plan primitif avec la trace du plan des axes. On voit de même que. si la bissectrice de l'angle SMB est parallèle ou perpendiculaire à la section principale de l'analy^seur, le point M se trouve sur une droite MB faisant avec la trace de cette section principale un angle supplémentaire de celui que fait la trace de la section principale avec la trace du plan des axes. Si l'on passe, comme dans le cas précédent , de la figure auxiliaire à la figure réelle formée par les rayons émergents, on voit que, lorsque les axes optiques forment entre eux un angle voisin de 180 degrés, le système des lignes incolores se réduit, dans le voisinage de l'un des axes optiques, à deux droites passant par le point où la direction apparente de cet axe optique rencontre le plan du tableau et dont l'une est placée par rapport au plan primitif comme l'autre l'est par rapport à la section principale de l'analyseur. Ces deux droites se réduisent à une seule lorsque la section principale de l'analyseur est parallèle ou perpendiculaire au plan primitif.
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'230. Courbes i«çoclironiatique$!!i dans le cas où les axes optiques forment avec la normale à la lame des angles très-petits. — _\ous allons maintenant nous occuper de déterminer la forme des courbes isochromatiques en supposant toujours la lame perpendiculaire à l'axe de plus petite élasticité : nous considérerons d'abord le cas où les axes optiques forment avec la normale à la lame des angles très-petits; l'axe de plus petite élasticité coïncide alors avec la ligne moyenne. Soient A l'angle que forme l'un des axes optiques avec la normale à la lame et B l'angle apparent de cet axe avec la normale , c'est-à-dire l'angle d'incidence du ravon qui se réfracte suivant l'axe optique : on aura
sinA = /) sinB,
sinA = \ I— î-
Si. comme nous l'avons supposé, l'angle A est petit, la valeur de a- — h'- est petite par rapport à celle de a- — c^, et la lame se comporte comme un cristal attractif La différence de marche 0 — E est le produit de l'épaisseur s. du cristal par la différence des deux valeurs de cotR sinl. Or, d'après les formules établies pour le cas de l'incidence oblique (20^), on a
.or» • oi rt'-^fe" — sin'I rè-ffi" + c- 1 cos'"^4-fl-ffe--t-c-isiir 6'':=fcH cot^ n sm^ l = — 7-,- '
en posant
H2 = I é - }f- - Sin2 I [b^ («2 _ f-2) C0S2 Q _|. „2 (^2 _ C') slll^ 6] ^
+ /„,2 (,,-2 _ ^2 1 ,^^2 _ ^2) sin2 9 siu- 1.
Si l'on suppose que sin 1 soit très-petit et du même ordre que sin A, c'est-à-dire si l'on ne considère que les rayons voisins de la normale, on voit que H2 est de l'ordre de sin^I; le radical H et le terme en sin2 1 sont donc très-petits par rapport à a-n-b'^, et l'on peut extraire par approximation la racine carrée de l'expression qui représente cot2 R sin2 1, ce qui donne
cot R sm I = --— . \/n^ ^ ^2 .^..^ ± _^ ,
nn\ 2 \ 2\ fl"-(-ft" ■iya-hh-J
en posant
En prenant la différence des deux valeurs de cot R sin I , on a
cot R' sni 1 - cot R" sin I = , , -^, --»
ahsJiiy + Vy
l'équation des courbes isochromaticpes est donc
ah\'
■2[ce
ou
D'ailleurs, la valeur de H^ peut s'écrire
H2 = jrt2 ._ è2 -^ sin2 1 [^2 («2 _ c2) - C^ («^ _ ^2) giu^^jjs - 6^2 (a2 - ^2) («2 _ ç2^ C0S2 ^ sin2 I ,
et, en remplaçant a^ — b- par (a^ — c^) sin2A,
H2 = («2 _ c2)2 j [sinU + sin- \ {b' - c2 sin2 A sin2 d)f
— kb^ cos^ 0 sin2 1 sin^ A | .
En négligeant les termes d'un ordre supérieur à celui de sin^ I , on a
H2 = («2 _ c2^2 (gin4 4 ^ ^1 gini I ,^2^2 gin2 ^ ^\^2 \
-lih- cos2^sin2lsin2A), ou, en multipliant le terme 26^ sin2A sin2l par cos2^-|- sin^^, H2 = («2 _ c2)2 |-sin4A _^ ^4 gin* 1+ 2^2 (sin2 Ô- cog2 Q-j gin2 A sin^ I].
L'angle 6 est celui que forme le plan d'incidence avec le plan des axes optiques : en prenant pour axe des x la trace du plan des axes sur le plan du tableau, et en désignant par D la distance du plan du tableau au centre optique de la lentille qui fait converger en un même point les rayons qui traversent parallèlement la lame cristal-
lisée, on a
sinIcos6 = W' sinlsinô = k
Si l'on représente par a la distance du point où l'axe optique de cette lentille rencontre le plan du tableau à la trace apparente de l'un des axes optiques sur ce plan, on a
tangB = ^^
ou, comme l'angle B est toujours petit,
sinB = ^; ii vient donc
sin A = /) sin B == Ty •
En substituant les valeurs de sini, de sini cosS, de sini sin^ et de sin A dans l'expression trouvée plus haut pour H^, elle devient
l'équation des courbes isochromatiques peut donc être mise sous la forme
ou sous celle-ci :
k'X'a''{a' + b')ïy , ., ., „x/ . o -,\
"^e'bHa'-c'f =l-^"+ 2ax + ot- + f )(^^- '2ccx -\- a--h f)
Les courbes isochroniatiques sont par suite des lenvnscntes ayant pour foyers les traces apparentes des axes o[)tiques et pour axes de symétrie la trace du plan des axes optiques sur le plan du tableau et une perpendiculaire à cette trace. La figure 97 montre la forme qu'affectent les courbes isochromatiques dans le cas que nous venons
d'examiner; ces courbes sont traversées par des courbes incolores (jiii sont en général, comme nous l'avons vu plus baut, de forme
hyperbolique. Dans la figure on a supposé la section principale de l'analyseur parallèle ou perpendiculaire au plan primitif; le système des lignes incolores se réduit alors à deux branches d'hyperbole passant par les traces apparentes des axes optiques, et chaque lemniscate conserve une teinte sensiblement uniforme.
Fg i7. W. Herschel a reconnu le pre-
mier que les cristaux à deux axes peuvent donner des anneaux en forme de lemniscates '*'; mais la théorie complète de ces phénomènes est due à M. de Senarmont.
231. Courbes isochroniatiques dans le cas où les axes optiques forment avec la normale à la lame des angles voisins de 90 deg:rés. — Supposons maintenant que les axes optiques forment avec la normale à la lame des angles voisins de 90 degrés, et que l'on examine les phénomènes dans le voisinage de la normale, c'est-à-dire que l'angle I soit toujours trèspetit. Dans ce cas cosA a une valeur peu différente de zéro, et comme on a
cos
il en résulte que b~ — ê est très-petit par rapport à iP- — c'-^. Dans l'expression de IP les ternies qui contiennent le facteur \P- — ê multiplié par sin^I sont très-petits par rapport aux autres, d'après ce que nous venons de dire, et peuvent être supprimés sans erreur sensible : on a donc très-approximativement
H = «2 _ ^2 _ è2 (fl2 __ c2) cos2 B sin2 1.
"' V]u\. Trans., 1890, p. ^5.
Dans la valeur de cot^Rsin'^I on peut remplacer
a2(è2+c2)sm2^sin2I par
Qfl^c^sin-ôsin^I, car on a
é {y--\-e-) sin^ô sinn =«2 (^2 ..^a) sin^Ô sin^I + 2»^ c^ sin^^ sinM,
et le terme qui contient \P-—c^ est négligeable à cause de la petitesse de ce facteur. En faisant cette substitution il vient
.or» • 9T a' + i' — sin-I[&- [a' + c"-) cos^S+2a^rsin-^l=tH cot- n sin- 1 = YT, ,
et, en remplaçant H par sa valeur,
.on^ • 01 rt' — aM&'COs-0 + c^sin^^)sin"'I cot-n sm-1
cot2R"sin2I
a- h' ¥ — â ( b- cos'- 0 H- a- sin - 6 1 sin" I
L'angle I étant toujours très-petit, on peut extraire par approximation les racines carrées des seconds membres de ces deux équations, ce qui donne
cot R' sin I = -j-
ab
cot R" sin
a — -{h^ cos^ S + c- sin- 6) sin^ I
et pour 0 — E la valeur suivante,
ah{
^ (/<-^cos2^ + 6-^sin2&)-^ (//2 cos2 (J + «2 sin^ 0)
sin2 1
En prenant pour axe des x la trace sur le plan du tableau du plan des axes optiques, on jieut remplacer cosô sini par ït et sin 6 sin 1
par ^; on obtient ainsi pour l'équation des courbes isochromatinues
e âb
[r-h + ^^[b^-ê-.ah^)^^^ + Ç^(é-ah)Ç\^ = k
ou
Comme on a toujours
cette équation représente une série d'hyperboles dont les axes sont dirigés parallèlement et perpendiculairement au plan des axes optiques. Le second membre de l'équation jiouvant être soit positif, soit négatif, l'axe réel de ces hyperboles est tantôt parallèle, tantôt |)erpendiculaire au plan des axes optiques. Dans le cas actuel il n'y a d'ailleurs pas de lignes incolores, ainsi que nous l'avons fait voir plus haut (^228).
232. Courbes isochromatiquefi^ dans le cas où les ai^es optiques foriuent avec la normale à la lame des angles qui ne sont voisins ni de zéro ni de 90 degrés. —
Il nous reste maintenant à examiner le cas où les angles formés par les axes optiques avec la normale à la lame ont des valeurs quelconques qui ne sont voisines ni de zéro ni de 90 degrés. Les sim.plifications qui résultaient dans les deux cas précédents de ce que l'une des quantités sinA ou cosA était très-petite ne sont alors plus possibles; nous nous bornerons à déterminer la forme des courbes isochromatiques dans le voisinage de la normale et dans le voisinage des axes optiques.
Supposons d'abord qu'on observe les phénomènes qui se produisent dans le voisinage de la normale, c'est-à-dire que l'angle I soit très-petit. On pourra alors, dans l'expression de H'^, négliger le terme qui conlient sin*I, et on aura
+ «'(è--c2)sin2ô] + Iw^é- />2) (/»2__ c2) sin^ô sinM.
Aucune des quantités sin A ou cosA n'étant voisine de zéro, a^ — hel //- — c^ ont des valeurs très-grandes par rapport à celle de sin^I,
et on peut extraire la racine carrée du second membre par approximation : il vient ainsi
H = «2- è2_ sinM [^2 [a'^-ê) (^m''6 + a''(})^-ê) sm'^6]
= ^,2__ i2_ sinq Jè2 (,^2_ c2) cos2^ - o2(è2_ ^2) gin^ô].
En substituant cette valeur dans l'expression de cot^R sin^I, on a
i-sinM(6-^cos'e + c^sin'ô)
cot2R'sin2I =
cot2R"sin2I =
1— sin* I (c* ces- d + à^ sin^ 6)
d'où , en extrayant les racines carrées des seconds membres par approximation,
sinM
colR'sinl
cotR"sinl=-
sinM
{b-cos^e-hcHiiî'e)
La valeur de la différence de marcbe est donc 1 sin^ I
{h-\)cos^e^{^~a)sinH]\:
et l'équation des courbes isocbromatiques, en remplaçant sini cosô
ce • • y
par T^ et sin I sin 6 par i^ i prend la forme
kahX
a^b~^{ab'^-bc^)-(^(ac^-aH)
ou la forme
, „ „ 2D / , kabX\
bx^ — ay^ = — f ;, \ a - h
'' ao — c-\ '2S I
Les courbes isochromatiques sont donc des hyperboles dont les axes sont l'un parallèle, l'autre perpendiculaire au plan des axes optiques, l'axe réel pouvant avoir l'une ou l'autre de ces directions. Ces hyperboles ne sont pas du reste identiques à celles du cas précédent, à moins que cosA ne soit très-petit.
Supposons maintenant que l'on considère le phénomène dans le voisinage de l'axe optique, c'est-à-dire que l'angle I diffère peu de B et qu'en même temps l'angle 0 soit voisin de zéro. La différence de marche est nulle pour les rajons qui traversent le cristal dans la direction de l'un des axes optiques; donc, quand on a I = B et 0=o, H est nul et l'expression de cot^Rsin-I se réduit à
cot^RsinM
"?.(!' Ir
Si l'angle I diffère peu de B et qu'en niémi' temps f) soit voisin de zéro, H sera très-petit et l'on aura
a^ + h- — Ir Ur + r ) si ii"' \\ + h=i= H
cot^Rsin- [ =
la' b'
Il étant aussi une quantité très-petite, (iomnie // et H sont très-petits par rapport aux autres termes, on ])eut extraire la racine carrée par approximation, ce qui donne
II ou
cot Rsin I = -^ \\/a^-[- A^ - //^ (a'+c'') sin^ B ah \ 2 L \ ' /
2\/(r+ h'-— ¥{a'+ c'] sur Bj
ri]
ah \^2 [a'- -h h- — h' (rr + c')siir lij
L'équation des courbes isochromatiques s'obtient donc en égalant H à une constante.
Pour trouver plus simplement la valeur de H, nous mènerons, par le centre optique 0 de la h'ntille qui fait converger en un même point les rayons traversant parallèlement la lame, une droite 01 parallèle aux rayons considérés (fig. â8), 't nous exprimerons les angles I et 0 en fonction de l'angle (p, que fait le rayon 01 avec la direction apparente de l'axe OB, et de l'angle w, que le plan Fig. 38. lOB, passant parla direction des rayons considé-
rés et par celle de l'axe optique, fait avec le plan des axes optiques
V'KtlDRT, VI. ()plif[llP, II. 1 'J
BOC. L'angle lOC, que fait 01 avec la normale OC, étant égal à I , et l'angle du plan lOG avec le plan BOG étant égal h 6, on a
sin (p slnô sin 1 sino)'
CCS I = cos Ç) cos B -j- sin (p sin B cos co.
L'angle (p étant toujours très-petit lorsque les phénomènes sont observés dans le voisinage de l'axe optique, ces relations peuvent s'écrire sans erreur sensible
(p s'mci) = sini sin 6, cos I = cos B -f- <P sin B cos co.
En substituant ces valeurs dans l'expression de H- mise sous la forme
H2= |r/2_ /,-2_ sinM [r- («2- c2) - c2 (^ai__ ir-) s\n'-e] j'^
+ lin'- (é - ^2) 1^2 _ ,.2) giji2 Q gin2 I ,
il vient
_c2(«2_j2)(p2(.os2^j2
+ da'- (fl2__ /,2j (/,2_ ^2) (p2 sin2a,.
iOmmo on a
sin^A-Z/^^in^B
la quantité n'^ — h- -- h'^ (^a^ — c-)s\n^ B est nulle, et, si l'on néglige les termes dans lesquels Ç entre à une ])uissance supérieure à la seconde, l'expression de H- se réduit à
H=^= (p2 [hb' («2_ ^2)2 sin^B cos^B COS^W
+ /U,2 (fl2_ ^2^ (^2_ ^2-) gin2^j^
Supposons qu'on projette les courbes sur un plan perpendiculaire à l'axe optique OB: prenons pour origine la trace apparente de cet axe sur le plan du tableau, et jiour axe des .r la trace du plan des
axes optiques sur ce plan. En désignant par D la distance du centre optique 0 de la lentille au plan du tableau, on aura très-approxiniativeinent, à cause de la petitesse de l'angle Ç>,,
D(pcosw = .r, D^sinw = y.
En portant ces valeurs dans l'expression de H^, elle devient
^ = /;4 (,,2 _ ,2^2 po,2 R sin2 B .^2 _^ ^,0 (^2 _ /,2) (/,2 _ ^) ^2
En remarquant que l'on n
. ^n ia--h- ^o h-{a'~c^)-{a^-b'')
Sin-^ K = ,- -.: : ' COS- B = J-TT'-^ ^7- '
b' a' — (■' 0- [ir — r )
et en égalant la valeur de — ;— à une constante, on obtient pour l'équation des courbes isochromatiques
[^2 (,,2__ p2) _ (^2„^ /,2^-j^2_|_^2(/,2__ p2)^2_ const.
Le coefficient de œ- est positif toutes les fois que l'angle B est réel; les courbes isochromatiques projetées sur un plan perpendiculaire à l'axe optique sont donc des ellipses ayant pour centre la trace apparente de l'axe optique et dont les axes de symétrie sont l'un parallèle, l'autre perpendiculaire au plan des axes optiques. Il en résulte évidemment que, sur un plan perpendiculaire à la normale, les courbes isochromatiques sont encore des ellipses ayant pour centre la trace apparente de l'axe optique.
YII.
APPLICATIO> DE LA POLARISATION CHROAIATIQUE À LÉTUDE DES CRISTAUX À DEUX AXES. - DISPERSION DES AXES.
233. Changements de direction des ax,es optiques avec la couleur. — Les phénomènes auxquels donne naissance la polarisation chromatique dans la lumière convergente ou divergente offrent des ressources précieuses pour l'étude des cristaux à deux axes. Les courbes isochromatiques peuvent servir à mesurer, sinon les valeurs numériques des trois indices principaux de ces cristaux, du moins leurs rapports; mais ces déterminations, fort dilficiles d'ailleurs, offrent peu d'intérêt, et c'est plus particulièrement pour étudier les changements de direction que subissent les axes optiques avec la couleur ([u'on a recours aux phénomènes de la |)olarisation chromatique.
Dans les cristaux à un axe. l'axe unique est nécessairement le même pour les ravons de toutes les couleurs; mais, dans les cristaux à deux axes, les valeurs des trois indices principaux changent quand on passe d'une couleur à l'autre, et, conjme les valeurs ([ue présentent ces indices pour les différentes couleurs ne sont jjas en général proportionnelles les unes aux autres , la position des axes optiques dépend de la couleur. 11 v a deux cas à considérer, suivant que les cristaux ont trois axes cristallographiques rectangulaires ou sont à axes inclinés.
23/4. Phénomènes des cristaux, à axes rectanjsrulaires.
— Les cristaux à deux axes (pii jjréscnleiit trois axes cristallographiques rectangulaires entre eux sont ceux qui appartiennent au système du prisme droit à base rhombe. Dans ces cristaux, les trois axes de symétrie son! parfaitement définis, et, par suite, les trois axes d'élasticité coïncident nécessairement avec les axes cristallographiques. Il en résulte que, quelles que soient les variations des quantités a, h, c, les axes optirpiesqui corresj)ondent aux différentes couleurs ont tous une bisseclrice conmiune: mais, comme l'ordre
de grandeur des quantités a, h, c peut changer avec la couleur, les axes optiques des différentes couleurs peuvent être situés soit dans le même plan, soit dans des plans rectangulaires.
Lorsque la dispersion est faible par rapport à la double réfraction, c'est-à-dire lorsque les variations que subissent les quantités a,b, c, quand on passe d'une couleur à une autre, sont petites par rapport aux diiï/'rences de ces ([uantités (uitrc elles, non-seulement les axes optiques des différentes couleurs ont une bissectrice commune, mais encore ils sont tous situés dans le même plan : c'est ce qui arrive, par exemple, pour l'aragonite.
Si l'on observe, dans ce cas, les courbes isochromatiques en forme de lemniscates que donne une lame taillée perpendiculairement à l'axe de plus grande ou de plus petite élasticité, on remarcjue que les foyers de ces courbes n'occupent pas les mêmes positions pour les différentes couleurs, d'où il résulte que ces courbes se coupent au lieu d'être concentriques. On peut reconnaître comment varie l'angle des axes optiques quand on passe d'une couleur à une autre, en cherchant si la distance entre les foyers des lemniscUes va en augmentant ou en diminuant. On trouve ainsi que, suivai;t la nature du cristal, l'angle des axes o[)tiques va en croissant ou en décroissant du rouge au violet : il existe même des cristaux où l'angle des axes opticjues atteint sa valeur maximum pour une couleur intermédiaire entre le rouge et le violet.
Passons maintenant au cas où la dispersion est du même ordre que la double réfraction , c'est-à-dire où les variations qu'éprouvent les quantités a , h, c, quand la couleur change, sont comparables aux différences de ces quantités entre elles ; les axes optiques des différentes couleurs ont encore dans ce cas une bissectrice commune, mais peuvent être situés dans des plans rectangulaires. Il y a plus : si les axes opti(jues de toutes les couleurs sont situés dans le même plan à une certaine température, ils peuvent se trouver dans des plans rectangulaires à une autre température, par suite des changements que subissent les quantités a, b, c quand la température varie : c'est ce qui a lieu pour les cristaux de sulfate de soude, comme l'a observé Brewster^".
'"' PInl. Mfi;'., (o). I, '117. —Jidiuh. Trrim., XI, 973.
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Dans les cristaux de sulfate de soude, à la lempérature ordinaire, les axes optiques des différentes couleurs sont situés dans le même plan, mais ont des directions très-différentes, d'où il résulte que dans la lumière blanche les phénomènes sont extrêmement confus. En opérant successivement avec de la lumière homogène de diverses couleurs, on reconnaît que l'angle des axes va en décroissant du rouge au violet; les axes rouges font un angle assez considérable, tandis que les axes violets font un angle très-petit. Si on élève la température, l'angle des axes diminue pour toutes les couleurs : il en résulte que les axes violets se rapprochent de plus en plus et finissent par se confondre; à ce moment le cristal se comporte, pour les rayons violets, comme s'il était à un axe, tandis qu'il conserve les propriétés des cristaux à deux axes pour les rayons des autres couleurs. Si l'on continue à élever la température, les axes violets se séparent, mais dans un plan perpendiculaire à celui où ils étaient situés d'abord et qui contient encore les axes rouges : à 60 degrés l'angle des axes violets est déjà considérable. Lorsque les axes rouges et violets sont ainsi situés dans deux plans rectangulaires, les phénomènes sont tellement confus dans la lumière blanche qu'il est impossible de rien distinguer.
235. Phénomènes des cristaux, à axes inclinés. — Dans les cristaux du système clinorhombique, il existe un seul axe cristallographique nettement déterminé et un plan de symétrie perpendiculaire à cet axe qui contient les deux autres axes. Dans ces cristaux, il n'y a donc qu'un seul axe d'élasticité dont la position soit déterminée et qui conserve nécessairement la même direction pour toutes les couleurs; les directions des deux autres axes d'élasticité peuvent varier avec la couleur en même temps que les quantités a, h, c, d'où résulte une complication encore plus grande que dans le cas précédent. Les phénomènes que présentent les cristaux du système clinorhombique peuvent se rapportera deux tvpes différents, celui du borax et celui du gypse.
1° Si les axes optiques d'une certaine couleur ont pour bissectrice l'axe cristallographique qui est perpendiculaire au plan des deux autres, les axes de foutes les rouh'urs auront néces>airem<'iil , par
raison de symétrie , cette même droite pour bissectrice ; mais les plans de ces axes pourront avoir des directions dift'érentes et être situés dans des azimuts quelconques sans être nécessairement perpendiculaires entre eux. Le borax, ainsi que l'ont observé à peu près simultanément Herschel *^' et Nôrremberg*^', présente ce mode de dispersion, oii les axes des différentes couleurs sont situés dans des plans différents et ont une bissectrice commune.
2° Si les axes optiques d'une certaine couleur sont situés dans le plan de symétrie qui contient les deux axes cristallographiques inclinés l'un sur l'autre, les axes de toutes les couleurs sont nécessairement situés dans ce plan ; mais, comme aucune direction n'est déterminée dans ce plan , les axes optiques des différentes couleurs peuvent ne pas avoir la même bissectrice. Neumann a constaté ce genre de dispersion dans les cristaux de gypse '^'; dans ces cristaux, les axes optiques des dift'érentes couleurs sont situés dans le même plan , mais n'ont pas la même bissectrice. De plus , si l'on vient à élever la température, on remarque que des deux axes optiques qui correspondent à une certaine couleur l'un se déplace notablement plus que l'autre, d'où il faut conclure que la ligne moyenne relative à cette couleur change de direction quand la température varie. Ainsi les axes optiques d'une même couleur ne sont pas des lignes physiquement identiques dans les cristaux qui se rapportent au même type que le gypse.
Les cristaux du système triclinoédrique ou à trois axes inclinés ne présentent plus aucun axe cristallographique nettement déterminé : aussi peut-on retrouver simultanément dans ces cristaux les deux modes de dispersion qui existent séparément dans le gypse et dans le borax, c'est-à-dire que les axes optiques des diflerentes couleurs sont situés dans des plans différents et n'ont pas de bissectrice commune.
Ce phénomène a été observé pour la première fois par Neumann sur le scristaux de succinate d'ammoniaque; il a été constaté depuis.
t'' Coirr.ij'. niallini). r( plrys. ,W , -j'^. l-^' %7;. A,n,., XXVII, -jAo.
i') l'oiff,. .Un., XXXIII, ■>.:>-.
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sur un grand nombre d'autres cristaux appartenant au système triclinorhombique, par MM. Graiiich, Lang et Descloiseaux'^'.
236. Pliénomènes B>»*odiiits par le mélange de cristaux isomorphes. — De Senarmont a reproduit artificiellement un certain nombre des phénomènes cpie nous venons de décrire, en faisant cristalliser ensemble des cristaux isomorphes ^^'. Il arrive souvent, en effet, que l'isomorphisme cristallographique n'entraîne pas l'isomorphisme optique, et que dans deux cristaux isomorphes les plans des axes optiques sont rectangulaires. Le sel de Seignettc et le tartrate double de potasse et d'ammoniaque sont dans ce cas; si l'on fait cristalliser ensemble ces deux sels, en augmentant graduellement la proportion du sel ammoniacal, on observe nne série de phénomènes analogues à ceux que présente le sulfate de soude. Lorsque la proportion du sel ammoniacal est très-petite, les axes de toutes les couleurs sont situés dans le même plan et les axes rouges font un angle plus grand que les axés violets. A mesure que la proportion du sel ammoniacal augmente, l'angle des axes diminue, et en même temps les axes rouges se rapprochent des axes violets ; les axes de ces deux couleurs finissent par se confondre, puis les axes rouges passent en dedans des axes violets et se confondent, de sorte que le cristal est à un axe pour les rayons rouges. Les axes rouges se séparent ensuite, mais dans un plan [)erpendiculaire à leur plan primitif, de façon que les axes violets et les axes rouges se trouvent dans des plans rectangulaires et que le cristal est à un axe pour une couleur intermédiaire. Enfin, l'influence du sel ammoniacal devenant prédominante, tous les axes se trouvent réunis dans le plan des axes rouges.
237. Appareil de M. Ciraillch pour la mesure de l'angle des axes optiques. — Il nous reste à décrire les instruments à l'aide desquels on mesure l'angle des axes o[)tiques. L'appareil de Soleil (212) peut servir à cet usage, mais il donne des résultats
"' Graiiich, Kri/sfiillugraiilnsch-optischp I iilersiichuiigeii ,\^\{in, 1808. — Luii|j, IVii-n. Bcr., passini. — Dcscloiscaux, Ann. des mines, \I, a(îi; \IV, 309. *'^' Ann. de c'iini. fil dr phijs., (.S), XXXIII, 3()).
peu précis. M. Grailich a construit un appareil à la fois j)his simple et plus exact que celui de Soleil, et qui permet de mesurer l'angle des axes optiques dans des conditions où cette détermination est impossible par la méthode ordinaire. Il arrive souvent, en effet, lorsque la lame est taillée perpendiculairement à la ligne moyenne, que l'angle formé par les axes avec la normale est supérieur à l'angle limite de réfraction : la direction de l'axe dans le cristal ne correspond alors à aucune incidence réelle, et, tant que la lame se trouve en contact avec l'air, il est impossible d'apercevoir simultanément dans la ligure formée par les courbes isochromatiques les deux foyers des lemniscates. Le procédé de M. Grailich consiste à diminuer l'angle apparent des axes en plaçant la lame cristalline dans un milieu plus réfringent que l'air. Il se sert à cet effet d'une huile transparente ou d'un mélange d'alcool et de sulfure de carbone dont l'indice de réfraction peut varier entre i,38 et 1,75, limites entre lesquelles sont compris les indices de la plupart des cristaux. L'appareil de M. Grailich {lig. -29) se compose d'une cuve de verre ou de métal A , percée sur ses parois verticales de deux orifices B et C placés l'un en regard de l'autre. Ces orifices sont munis
de viroles dans lesquelles sont fixés le polariseur et l'analyseur, qui sont des iAlicol d'une épaisseur très -faible. La cuve est remplie d'un liquide dont l'indice diffère peu de celui du cristal; elle est fermée à sa partie supérieure par un dis(jue circulaire de verre D qui porte sur sa circonférence une division en degrés, (le disque est traversé en son centre par une tige métallique T qui porte à sa partie inférieure une pince dans laquelle on fixe la lame cristalline : cette Fig- 39- pince est réunie à la tige au moyen
d'une charnière et peut tourner autour d'un axe horizontal. La lame cristalline étant taillée perpendiculairement à la ligne moyenne, on la place dans la pince, et on commence par rendre le plan des axes optiques horizontal. A cet effet, on dispose en avant de l'analyseur
un fil horizontal qu'on observe avec une loupe, et on fait tourner la pince autour de la charnière jusqu'à ce que la ligne qui passe par les deux foyers des lemniscates coïncide avec le fil. Si les deux foyers ne sont pas visibles simultanément, on peut se servir de la ligne de symétrie des courbes qui entourent l'un des foyers. Pour mesurer l'angle apparent des axes optiques, on fait tourner la tige T de façon que les deux foyers des lemniscates coïncident successivement avec un fd vertical qui croise le fil horizontal : la tige porte une alidade munie d'un vernier qui se meut sur la division du disque D; on peut donc connaître l'angle dont elle a tourné, angle qui n'est autre que l'angle apparent des axes. Connaissant les indices du liquide et du cristal, on peut déduire de l'angle apparent des axes leur angle réel.
238. Appareil de I?I. H.irchhoff pour mesurer les angles des axes optiques relatifs Mt%. difTérentes couleurs. —
Lorsqu'on emploie l'appareil de Grailich pour déterminer les angles des axes optiques qui correspondent aux différentes couleurs, il faut éclairer la lame avec de la lumière homogène; or il n'est pas facile de se procurer des lumières homogènes présentant les différeiites
Fie 3.,.
teintes du spectre et rigoureusement définies. M. kirchholfa imaginé un appareil à l'aide duquel on peut mesurer l'angle des axes optiques, en se servant de la lumière du spectre solaire, de façon que les raies du sj)eclre fournissent des [)oints de; repère |)arfaitement
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déterminés ^^'. L'appareil est placé dans une chambre noire où les rayons lumineux pénètrent par une fente verticale 0 (fig. 3o). On se sert de la lumière des nuées, réfléchie par une feuille de papier ou par un morceau de porcelaine, afin d'éviter le trop grand éclat de la lumière. Les rayons qui ont traversé la fente tombent sur une lentille achromatique A, dont le foyer principal se trouve sur la fente; ces rayons sont ainsi rendus parallèles et vont tomber sur un prisme P dont les arêtes sont verticales. Ce prisme donne un spectre pur, dans lequel on distingue nettement les raies de Frauenhofer. Après avoir traversé le prisme, les rayons tombent sur l'objectif d'une lunette astronomique B, munie d'un réticule. En sortant de cette lunette, ils rencontrent la lame cristalline; cette lame L est fixée verticalement au centre d'un cercle horizontal gradué : elle est portée par une plate-forme qui peut tourner autour d'un axe perpendiculaire au plan du cercle et qui porte une alidade munie d'un vernier. A la suite de la lame se trouve une seconde lunette astronomique G dont l'axe est sur le prolongement de celui de la lunette B.
On ajuste d'abord les deux lunettes de façon qu'elles donnent une image nette des objets situés à une dislance infiniment grande. Le prisme étant enlevé, on place ensuite la lunette B dans la direction des rayons qui sortent de la lentille A , et on fait varier la distance de la lentille A à la fente jusqu'à ce que l'image de la fente soit vue aussi nelloment que possible dans la lunette B. On est certain alors que la fente se trouve au foyer principal de la lentille A. On dispose ensuite la lunette C sur le prolongement de la lunette B, de façon que le réticule de la lunette B soit vu distinctement dans la lunette C. Les lunettes ainsi réglées, on place le prisme derrière la lentille A, et, sans changer la distance des deux lunettes, on leur donne une direction telle qu'elles puissent recevoir une partie du faisceau qui sort du prisme. Il se forme alors un spectre pur dans le plan focal principal de la lunette B et une image nette de ce spectre dans le plan focal principal de la lunette G. En tournant le prisme, on fait coïncider l'une des raies du spectre avec le point de croisement des fils du réticule de la lunette G. On dispose ensuite
'" ^'"g'/T' "t""-.- CVIII, 5(17. — .1/1/'. (le rhjin. elde phys., (o), LIX, '18^.
la lame cristalline entre les deux lunettes, le polariseur immédiatement après la fente et l'analyseur entre l'œil et l'oculaire de la lunette C. L'interposition de la lame ne change pas la direction des rayons, pourvu qu'elle soit à faces parallèles. En plaçant l'analyseur devant l'œil, on aperçoit quatre branches hvperboliques noires qui vont se couper deux à deux aux points où aboutissent les directions apparentes des axes optiques. On fait tourner la lame de façon que ces deux points coïncident successivement avec le point de croisement des lils du réticule, et l'on a l'angle apparent des axes optiques relatif à la raie du spectre sur laquelle on a opéré : de cet angle apparent il est facile de déduire l'angle réel, pourvu qu'on connaisse l'indice du cristal. En faisant tourner le prisme, on peut faire coïncider les principales raies du spectre avec le point de croisement des lils du réticule, et déterminer les angles des axes optiques qui correspondent à ces raies. Les mesures prises à l'aide de cet appareil comportent une approximation de i o à i 5 secondes.
YIII.
PHFhOlMÈISES DE POLARISATION CHROMATIQUE
CIRCULAIREMEÎST OU ELLIPTIQUEMENT.
Les pliénomènos (jui se produisent lorsqu'on place, soit entre la lame cristalline et le polariseur, soit entre cette lame el l'analyseur, une lame capable de polariser circulairement ou ellipliquement la lumière qui possède la polarisation rectiligne ont été spécialement étudiés par Airy"^ Dans un grand nombre de cas, comme nous allons le voir, cette complication apparente introduit une simplification notable dans les nbénomènes.
A. — Lumière polaiusék ciuculairement ou elliptiquement.
239. Calesal «les intensités «les images lorsque la lumière «lui tombe sur la lame cristalline est polarisée circulairement ou elliptifiuement. — Sup|)Osons que la lumière qui tombe sur la lame cristalline soit polarisée circulairement ou ellipliquement de gauche à droite, ce qu'on réalisera en plaçant entre le polariseur et la lame mince une lame d'un quart d'onde répulsive dont la section principale soit à droite du plan primitif de polarisation. Pour avoir les intensités des rayons d'une certaine couleur dans les deux images fournies par l'analyseur, il faudra se servir des formules ([ue nous avons données précédemment (1 97) pour le cas de la superposition de deux lames cristallines, et faire dans ces formules
La différence de marche 0' — E' se rapporte alors à la lame mince, / désigne l'angle de la section principale de la lame dun quart d'onde avec le plan primitif de polarisation , a l'angle de la section principale de la lame mince avec celle de la lame d'un quart d'onde, a-\-i ~ s l'angle de la section principale de l'analyseur avec
(') Camhr. Tram., IV. — Pogg. Ann., XXVI, i/io.
la section principale de la laine mince, tous ces angles étant supposés comptés vers la droite.
En remarquant que l'on a
sm- — ^> — = sui^-7=-'
O' - E' .^ n'_F.' i-cos27r
f., p, 1— cos27r ^
Sm-* TT
T- SmQTT
sin2,r 0ziE.ri0'dE:) _ :_::ivi
O'-E' 1 — sinâTT ^ — ^ —
on trouve, toutes réductions faites, pour l'intensité de l'image ordi-
naire
0)-= cos-s — - sin o/sinQ (i — s) — ^ cosa/sin Qrt sina [a -{-i — s^
-t--cos2î sm9rt sins rt + '— «) cosott — ; —
1 . . . , . . O'-E' sins? sin 2 (^ -f- i — s sin qtt — ; — •>
et pour l'intensité de l'imafre extraordinairo uno e\|)ression complénientnii'o do la prc-cédontp.
2/iO. Phénomènes produits par la lumière parallèle et polarisée circulairement. — Supposons que la lumière qui tombe sur la lame cristalline snit polarisée circulairement de gauche à droite, cosf-à-dire cpic l'on ait
1 = hh" :
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l'expression que nous venons de trouver deviendra, en posant
0)-^:= cos^s roso.s smaasmaTr
=îO
O'-E'^ sin gasin 97r- — r-
el l'on aura pour l'image extraordinaire
O'-FA
£- = - ( 1 + sin 5a sin qtt — >^ — 1 •
On voit que les intensités et les teintes des deux images fournies par l'analyseur dépendent uniquement de l'angle que fait la section principale de l'analyseur avec celle de la lame mince. Les phénomènes sont donc plus simples qu'avec la lumière polarisée rectilignement, en ce sens qu'ils sont indépendants de la position du polariseur.
On peut arriver directement aux formules que nous venons d'obtenir.
En efl'et, un rayon polarisé circulairemenl ])eut toujours être regardé comme résultant de la superposition de deux rayons polarisés rectilignement à angle droit et présentant une différence de
marche égale à j • Les vibrations de ces deux rayons sont représentées par
et
— =Sin ^TT Ty,
1 t pC0S97r ?pi
va J
et l'on peut supposer que le premier est polarisé parallèlement à la section principale de la lame mince et le second perpendiculairement à ce plan. Les vibrations du rayon ordinaire ont donc pour expression au sortir de la lame
ft
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et celles du rayon extraordinaire
i ft K'\
V/2 VJ aV'
en changeant l'origine du temps, les vibrations peuvent être représentées par
—= sin 97r 77.
et
En projetant ces deux vibrations sur une droite perpendiculaire à la section principale de l'analyseur, on trouve pour la vibration du rayon ordinaire de l'analyseur l'expression
cosa . / sin a // ()'— E'\ — — sin '^71 ,y, — ■ — zr- cos «ît;- ( .y. H , — .
d'où l'on déduit pour l'intensité de ce rayon
co-^ = - [t 4- sin 2a sin -i-n — ^ — • I •
Celte formule ne diffère de celle qui a été trouvée plus haut que par le signe de sin Qa, ce qui tient à ce qu'ici l'angle a est supposé compté à droite de la section principale de la lame, tandis que précédemment cet angle était compté vers la gauche.
Lorsqu'on opère avec la lumière parallèle et qu'on polarise circulairemcnt la lumière avant de la faire arriver sur la lame cristalline, les deux images de l'analyseur sont encore teintes, d'après ce que nous venons de voir, de couleurs complémentaires : lorsqu'on fait tourner l'analyseur, les couleurs changent d'intensité, mais non pas de nature, et s'échangent en passant par le blanc, comme cela a lieu pour la lumière polarisée rectilignement. il n'y a que deux positions où les images soient incolores : ce sont celles où l'on a
sin 2:x= 0,
c'est-à-dire où la section principale de l'analyseur est parallèle ou
perpendiculaire à la section principale de la lame mince. On voit de plus que, lorsque les deux images sont incolores, elles ont toujours
même intensité, et que cette intensité est égale à 7 : il n'y a donc
jamais d'images blanches ou noires. Les teintes changent avec l'épaisseur de la lame cristalline, mais elles ne suivent plus ici les mêmes lois que les anneaux de Newton, comme cela a lieu pour la lumière polarisée rectilignement, car le terme qui dépend de la couleur dans l'expression de l'intensité des images n'est plus proportionnel au carré du sinus de la différence de marche.
Enfin il est évident que, si le sens de la polarisation circulaire change , les teintes des deux images s'échangent en conservant leurs intensités.
^M. Phénomènes produits par la luntière convergente polarisée circulairement. — Lorsque la lumière est convergente et polarisée circulairement, les lignes incolores sont données par la condition
sin'2a= 0,
qui exprime que la section principale de l'analyseur est parallèle ou perpendiculaire à la section principale de la lame mince. Il résulte de là qu'avec la lumière polarisée circulairement on obtiendra seulement les lignes incolores qui, lorsqu'on opère avec la lumière polarisée rectilignement, sont données par la condition
siu'î («* — .s) == o.
Le nombre des lignes incolores sera donc moitié moindre avec la lumière polarisée circulairement qu'avec la lumière polarisée rectilignement.
(îes lignes incolores ont du reste toujours une intensité constante
et égale à-; elles ne sont visibles que parce que les lignes isochromatiques, en les croisant, passent d'une teinte à la teinte complémentaire.
Quant aux lignes isochromatiques correspondant à un maximum ou à un minimum d'intensité pour une certaine couleur, elles
Verdet, VI. — Opiique, 11. i3
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s'obtiennent en posant
sin27r — = — ==± 1,
Avec la lumière polarisée rectilignement l'équation des courbes isofhromatiques est
On voit que dans chaque cas particulier les courbes isocbromatiques ont la même forme et sont également espacées entre elles avec la lumière polarisée rectilignement et avec la lumière polarisée circulairement; mais les positions qu'occupent ces courbes lorsque la lumière est polarisée circulairement sont intermédiaires entre les positions des mêmes courbes dans la lumière polarisée rectilignement.
On voit facilement d'ailleurs que chaque courbe isochromatique passe d'une teinte à la teinte complémentaire lorsque le sens de la polarisation circulaire est renversé ou lorsque la lame cristalline change de signe.
Passons maintenant à l'examen de quelques cas particuliers. Supposons en premier lieu c[ue la lame cristalline sur laquelle tombe la lumière polarisée circulairement soit à un axe et taillée perpendiculairement à l'axe. Il n'y a alors qu'une seule croix incolore, dont les branches sont l'une parallèle et l'autre perpendiculaire à la section principale de l'analyseur. Les courbes isochromatiques sont des annoauv circulaires; les lignes incolores partagent ces anneaux en quatre segments , et les anneaux présentent des teintes complémentaires dans deux segments adjacents.
Si l'angle a est compté vers la droite à j)artir de la section principale de l'analyseur, et si la lumière est polarisée circulairement de gauche à droite, il faudra employer la formule
Ci)-=^- ( 1 + sin oa sin 9.7r — r — 1 •
Supposons 0--E^o, c'est-à-dire la lamo répulsive, et admet-
tons que la section principale de l'analyseur soit placée verticalement; dans le quadrant supérieur de gauche, le premier maximum est alors donné par la condition
car dans ce quadrant sinaa est positif, tandis que dans le quadrant supérieur de droite, où sinaaest négatif, le premier maximum est donné par la condition
Donc, lorsque la lumière est polarisée circulairemenl de gauche à droite, le premier maximum est plus rapproché du centre dans le quadrant supérieur de gauche que dans le quadrant supérieur de droite si la lame est répulsive, et c'est l'inverse si la lame est attractive. Ce phénomène fournit, ainsi que l'a remarqué M. Dove, un moyen de reconnaître le signe d'un cristal*^'. Il est clair que, si la lumière est polarisée circulairenient do droite à gauche, les apparences seront renversées.
Quand la lame est parallèle à l'axe, les lignes incolores font défaut et les courbes isochromatiques sont des hyperboles semblables à celles qu'on observe avec la lumière polarisée rectilignement. Les teintes de ces hyperboles deviennent complémentaires lorsqu'on change le sens de la polarisation circulaire.
Avec une lame d'un cristal à deux axes taillée perpendiculairement à la ligne moyenne, les lignes incolores se réduisent à deux branches d'hyperboles ayant pour asymptotes une parallèle et une perpendiculaire à la section principale de l'analyseur : les courbes isochromntiqnes sont des lemniscates que les lignes incolores divisent en quatre segments teints de couleurs complémentaires.
2 ^i 2 . Pliénomènes produits) par la lumière convergente
polarisée elliptiquement. — Lorsque la lumière convergente est polarisée elliptiquement, il faut se servir de la formule générale établie plus haut (239) : on voit (jue les lignes incolores sont encore
('! Pogg.Aui.,\l, 'ifj;.
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données par la condition
sin2a=o,
c'est-à-dire correspondent aux rayons qui sont polarisés parallèlement ou perpendiculairement à la section principale de l'analyseur. Quant aux courbes isochromatiques , il faut les construire par points dans chaque cas particulier, en menant par le centre du phénomène un certain nombre de droites et en cherchant sur chacune de ces droites les points qui correspondent aux maxima et aux minima. Airv a comparé les résultats de la théorie et ceux de l'expérience dans un certain nombre de cas simples, en particulier lorsque la lame est à un axe et perpendiculaire à l'axe. Les courbes ont alors une forme assez compliquée et sont partagées par la croix incolore en quatre segments teints de couleurs complémentaires; chacune de ces courbes a deux axes de symétrie, et le plus grand de ces axes se trouve d'un côté de la section principale de l'analyseur ou de l'autre, suivant que la lumière est polarisée de gauche à droite ou de droite à gauche.
B. jj MIKRF. AWI.YSÉE CIRCIJI. \IREMK\T 01 KI.IJPTTOrEAIFAT.
'2h^. Pliéiionièness produits par la liiniière analysée circiilairenient ou elliptiquement. — La liiimèreesl dite analysée circulairement ou elliptiquement lorsqu'on interpose Jine lame d'un quart d'onde entre la lame cristalline et l'anal vseur. Pour obtenir les formules relatives à ce cas particulier, il faut faire
dans les formules générales qui représentent les effets produits par la superposition de deux lames cristallines (197): /représente alors l'angle de la lame cristalline avec le plan primitif, a l'angle de la section principale de la lame d'un quart d'onde avec la section principale de la lame cristalline, a-\-i — s l'angle de la section principale de l'analyseur hm'c la section principale de la lame d'un quart d'onde, tous ces angles étant supposés comptés vers la droite. On
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trouve ainsi pour l'intensité de l'image ordinaire
fji = cos^ s + sin -3 / sin ia cos 3 ( a + i — .s) sin- tt — j-—
cos 2 1 sin g/? sm 9 ( « + ' — 5 )
o • / • \ • .. / 0-E , 7r\ - sin 9 * cos-^ ^/ sin 2 ( n -f- v — s ) sin- ( tt — h 7 1
..... - .,..,/ 0-E ttN H- sin 2 < sin'' « sin 2 (// + <— s ) sm- I ti — ,- ~ 7 ) '
d'où, en effectuant les réductions,
(i)2 ^^ cos^5 — - sin 2«sin 2 (t— « ) — - cos 9Ksin 2rtsin 2 (a + ? — s) sin 2isin 2a cos2(a + ï — •sjcos2 7r — y--
X . . . s . . . 0-E - sin 2? sin 2 (^a + 1 — s) sin 27r — ^ —
Les résultats de ce(te formule ont été vérifiés expérimentalement par M. Airv, dans quelrpies cas particuliers. Le plus intéressant est celui où la lumière est analysée circulairement, c'est-à-dire où la section principale de l'analyseur fait un angle de /i5 degrés avec la section principale de la lame d'un (piart d'onde. On a alors
« + ; — s^^iS".
et la formule précédente devient
., , ' ■ /• 1 . . . 0-E (!)'■ = COS- S sm 2 (i-^(t sin 21 siii27r — ^ —
OU . en remplaçant .s- par a-j-i — h 5°.
o)- = - ( 1 — sin 2î sin 27r — >^ — 1 •
On déduit de là pour l'intensité de l'image extraordinaire
r == - ( i + sin 21 sin 27r — ^ — 1 • Ces formules sont semblables à celles rpie nous avons trouvées
dans le cas où la lumière est polarisée circulairement, et il est par conséquent inutile d'en discuter les conséquences. La seule différence est que l'angle a est remplacé ici par l'angle i; les lignes incolores sont donc données par la condition
sin2î=-o
et correspondent aux rayons qui sont polarisés parallèlement ou perpendiculairement au plan primitif. Quant à la position de la section principale de l'analyseur, elle n'a aucune influence sur les phénomènes, pourvu que cette section principale lasse un angle de àh degrés avec celle de la lame d'un quart d'onde
On voit que la lame d'un quart d'onde produit exactement les mêmes effets, qu'elle soit placée en avant ou en arrière de la lame cristalline.
C. — Lumière polakisée et analysée circilairemekt ou elliptiquement.
24â. Superposition de trois lames cristallines. — Il nous reste à étudier un troisième cas qui donne lieu à des calculs beaucoup plus compliqués que le précédent, mais qui conduit à des résultats d'une simplicité remarquable : c'est celui où la lumière est polarisée et analysée circulairement ou elliptiquement, c'est-à-dire où la lame cristalline est placée entre deux lames d'un quart d'onde,
ce système de trois lames se trouvant lui-même disposé entre un analyseur et un polai'iseur.
Pour trouver les formules relatives à ce cas, il faut étudier l(»s effets produits par la siq)erposition de trois lames cristallines. Soient (fig. oi) PP' le j)lan primitif de polarisation. II' la section princi- |)ale de la première lame d\in quart d'onde, A A' celle de la lame cristalline. .1.1' celle de la seconde lame d'un quart d'onde, SS' relie de l'analyseur. Désignons par >'
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l'angle de la section principale de la première lame d'un quart d'onde avec le plan primitif, par a l'angle des sections principales de la lame cristalline et de la première lame d'un quart d'onde, par b l'angle des sections principales de la deuxième lame d'un quart d'onde et de la lame cristalline, enfin |)ar y l'angle des sections principales de l'analyseur et de la deuxième lame d'un quart d'onde, tous ces angles étant comptés vers la droite. Représentons par sin .r le mouvement vibratoire du rayon polarisé qui tombe sur la première lame d'un quart d'onde, et supposons, pour fixer les idées, les trois lames répulsives.
Si l'on représente par v^ et ^j le mouvement vibratoire sur le rayon ordinaire et sur le rayon extraordinaire à l'entrée de la première lame d'un quart d'onde, on aura
)7i=-cos< sina;, ^i=-- - sin/ sin j:.
Pour tenir compte de la différence de marche produite par le passage de la lumière dans cette lame, il suffit de poser
OT^ A ,, , 0 — E
— ll, = T' flou •27r
il faut donc ajouter -à la phase du rayon extraordinaire, et, en représentant par Yi\ et ^[ les mouvements vibratoires du rayon ordinaire et du rayon extraordinaire au sortir de la première lame, on a
Yi\ ---^ cos ( sin X , ^[ = — sin / cos .r .
A l'entrée de la deuxième lame on a pour les mouvements vibratoires du rayon ordinaire et du rayon extraordinaire
>7o=- n\ cosa4-?i sin«, ^i=-'^ ^i f^in^-|- ^\ cosr/.
et , si l'on pose
0' — E' étant la différence de marche produite par la seconde lame, on obtient pour les mouvements vibratoires du rayon ordinaire et du rayon extraordinaire au sortir de cette seconde lame
>7.2^--"COs?cosrtsin.i; sin/sin«coScr,
^2 = — cos ? sin 0 sin (.r -\~ 9 ) — sin ? ros n ros (.r -h ^).
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En continuant de même on trouve, pour les mouvements vibratoires du rayon ordinaire et du rayon extraordinaire au sortir de la troisième lame,
tj^= cosî cosacosisina;— sinisinacosècoso:
— cosi sinrt sine sin [x-\-6) — sin/ cosa sine cos(a; 4- 0), ^3 = — cosî cosasini cosj; - sinisinasinèsinj;
— cosî sina cosé cos(j; + ^)4- sin icos a cos b cos (^x -j- ^),
ef pour le mouvement vibratoire du rayon ordinaire dans l'analyseur,
j;^=^cosicosacos^cosysina; — sintsinacosé cos^ cosa;
— cosi sina sin b cosj sin { j; + 0) — sini cosa sin b cosj cos (^ + d)
— cosi cosa sin6 siny cosx— sin «sina sin6 sin^ sino;
— cosîsina cos6sinycos(a;4- ô) + sin i cosa cos6sinysin(j:-t-6'),
d'où »74=sinj;(costcosflcos6cosy — cos/sina smb cosycosô
4-sin«cos^^sin^cosysinô — sin t sin « sin/> sin^ + cosî sinff cosi si ny sin 6' + sin icosacoab sinj cos 0) — cosj;(sinî sinr/ cosb cosj -^ vos i sin « sin i cos/ sin 0 + sin i cosfl sin b cosj cos 6 + cos i cos a sin b sinj + cos y sin a cos b sinj cos 9 — sin i cos a cos b smj sin 6 ] .
On déduit de là pour l'intensité de l'image ordinaire
(i)2 ^^ (.Qs2 1 (.Qg2 ^^ (,Qg-2 ^ cos'^y -|- sin^ / sin^ a sin^ b sm'^j
+ sin^ i sin''^ a cos'^ b cos^ j + cos- / cos- a sin^ b sin-j
+ cos^ tsin'-^ a sin^ b cos'^j-\- sin^ i cos'-^ a sin^ b cos^j
cos^ i! sin^ / ) cosr/ sina sin'^ A cosy siny sin
-h a (cos^ î - - sin'^ j) cos ^/ sin a cos b sin i sin-y cos 9
— y cos J sin i cos /> sin b s'\n- j s'\nO.
d'où, par des transformations faciles,
0)2 ^ cos'"^ i cos'^ ( rt + 6) cos^y -}- si'i'^ ? cos^ ( a + 6) sin^y
+ sin^îsin^(rt4-^) cos^y+cos^tsin'-^ {(i-{-b) sin^j»
+ 2 sin i cos t smj cosj
H- 6 ( cos'-^ i — sin^ î ) cos a sin a cos b sin è ( cos'^^ — sin'^y) sin^ -
— u sin i cos î sny cos^ sin^' -
sin -21 sin ;îo cos :2/ sm - cos
La valeur de cette expression reste invariable lorsqu'on remplace simultanément i pary et y par i, a par h et b par n, d'où il faut conclure que les phénomènes ne dépendent pas du sens dans lequel la lumière traverse le système des lames cristallines.
2/i5. Expérience de Fresnel. — Un cas particulier a été étudié expérimentalement par Fresnel : c'est celui où l'on a
c'est-à-dire où les sections principales des deux laines d'un quart d'onde font avec la section principale de la lame cristalline des angles égaux à ^5 degrés du même côté ou bien de part et d'autre. Supposons en premier lieu que l'on ait
la formule obtenue pour le ras de la ,Mi|)erpositiou de trois lames
cristallines devient alors
rji = sin^ ( / + î) -r cos 2/ cos ^j sivî^ sin 21 sin ^j sin^ -
-f- cos2isin 2;sin -cos- + sin y? cos 2; sin -cos-i
„ .„,.., ,. .^l— cos^ . /. .\ sin ^
= cos 2 ij-i'i) cosS-\- sin 2 (y-t-î)sin 0
==i[i-cos|20-4-0+^l]-^sin^(; + / + ;)- On trouverait de même
£2==. cos- (./+'"+-] •
Il résulte de là que le rayon qui pénètre dans l'analyseur est polarisé rectilignement, et que son plan de polarisation fait avec la section principale de l'analyseur un angle a égal à
Or la section principale de l'analyseur fait avec le plan primitif un angle égal à
le plan de polarisalion a donc tourné vers la droite d'un angle
ou. ce qui revient au même, d'un angle - vers la gauche.
Il résulte de là que si on place entre deux lames répulsives d'un quart d'onde dont les sections principales sont à angle droit une lame répulsive dont la section principale fait des angles de /i5 degrés avec celles des deux lames d'un quart d'onde, le passage de la lumière à travers le svslème de ces trois lames fait tourner le plan de polarisation vrrs la gauche d'un angle égal à la dfmi-ditférence de phase établie par la lam»' rrislallinf entre le i-a\(>n ordinaire et
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le rayon extraordinaire. Si les lames sont attractives, la rotation a lieu vers la droite.
On voit que le sens et la grandeur de la rotation du plan de polarisation ne dépendent nullement des angles /et y; si donc, laissant constantes les positions du polariseur et de l'analyseur, on fait tourner le système des trois lames supposées liées invariablement les unes aux autres, les phénomènes ne changeront pas d'aspect.
L'expérience de Fresnel est surtout intéressante en ce qu'elle montre qu'on peut reproduire artificiellement les jjropriétés rotatoires du quartz et des substances analogues. Dans un cas comme dans l'autre, la rotation du plan de polarisation est proportionnelle à l'épaisseur de la lame et ne dépend pas de la position du plan primitif j)ar rapport à la section principale de la lame. La loi de la dispersion n'est pas la même cependant dans l'expérience de Fresnel et dans les phénomènes de la polarisation rotatoire; la rotation du plan de polarisation dans rexj)érience de Fresnel est à peu près inversement proportionnelle à la longueur d'ondulation, tandis que, dans les phénomènes de polarisation rotatoire proprement dits, cette rotation est en raison inverse du carré de la longueur d'ondulation. Les teintes ne varient donc pas de la même façon dans les deux cas; mais, dans l'expérience de Fresnel comme avec les substances douées de la polarisation rotatoire, les teintes des deux images dépendent de l'angle que fail le plan primitif avec la section principale de l'analyseur et se reproduisent identiquement lorsque cet angle varie de 180 degrés.
Si l'on a a= -h== 65",
la formule qui donne l'intensité de l'image ordinaire devient
(«''=-= cos'' [j —t) — cos 'iij cos 9î sin- sin 2*sin '2y sin- -
. . .sin B . . .sin 0
+ cos 2 i sni "^j —_ — — SI n 3 / cos «ly — ; —
„ / . .X , . .. ( \ —cosO\ . I . .. sin^ = cos-' \}—'^) — cos 2 (^j — I j ( -^ 1 + sin 2 ( y — / ) — —
== - f 1 + cos 2 (y — X ) cos B 4- sin 2 [j ^ x] sin B j
= ^ , _|- cos f 9 ( / ~ / ) B\\ ^- cos2 ( / ; -
le rayon qui pénètre dans l'analyseur est donc polarisé rectilignement, et son plan de polarisation fait avec la section principale de l'analyseur un angle égal à
celle section principale fait elle-même avec le plan primitif un angle égal à
la rotation du plan de polarisation est donc dans le cas actuel de
•2j à droite du plan primitif; on voit que dans ce cas la rotation
n'est plus indépendante de l'angle y.
2/i6. Expérienee d'Airy. — Un second cas remarquable a été étudié expérimenlalement par M. Airy : c'est celui où la lumière est polarisée et analysée circulairement, c'est-à-dire où le plan primitif et la section principale de l'analyseur font des angles de hh degrés, le premier avec la section principale de la première lame d'un quart d'onde , la seconde avec la section principale de la deuxième lame d'un (|iiart d'onde, de sorte qup l'on ait
Si l'on suppose
la formule qui donne l'intensité de l'image ordinaire dans le cas de la superposition de trois lames cristallines devient
si au contraire on pose
on a
cos
sin2
On voit (pin dans l^'s (|pu\ '\is 1»^ nn on i|ni jti'iiètre dans l'ana-
lyseur est polarisé roclilignenient. Dans le premier cas , le plan de polarisation de ce rayon fait avec la section principale de l'analysenr
lin angle égal à -; comme cette section principale fait elle-même
avec le plan primitif un angle égal à
fl + oH — •>
on voit que le plan de polarisation a tourné vers la droite d'un angle égal à
Dans le second cas, l'angle du plan de polarisation avec la section principale de l'analyseur est égal à
'il'' l'angle de cette section principale avec le plan primitif est égal à
n + h, et la rotation du plan de polarisation V(U's la droite à
Dans rexpi'rience d'Airy, les intensités des images ne dépendent pas des angles a et h, mais seulement de leur somme a-\-h; il résulte de là que si, laissant constantes les positions du polariseur, de l'analyseur et des lames d'un quart d'onde, on fait tourner la lame cristalline dans son plan, ce qui fait varier les anglfs a et h sans altérer leur somme, les phénomènes ne changeront pas d'aspect.
L'expérience d'Airy peut être répétée dans la lumière convergente. Les lignes incolores n'existent pas; quant aux lignes isochromatiques, on les obtient en posant
elles ont donc même forme que dans la lumière polarisée rectiligne-
ment; mais elles sont plus nettement accusées, ce qui tient à ce que les minima correspondant à chaque couleur sont rigoureusement nuls. Chacune de ces lignes conserve du reste la même teinte dans toute son étendue.
On peut rendre compte directeiiient des expériences de Fresnel et d'Airy sans passer par le cas général de la superposition de trois lames cristallines. Ces calculs ne présentant aucune difficulté, nous ne nous y arrêterons pas.
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LOFS EXPÉRIMEINTALES DE LA POLARISATION ROTATOIRE DANS LE QUVRTZ
2 â 7 . Découverte «le la polarii^ation rotatoire par Arago.
— La polarisation rotatoire fut découverte par Arago on 181 1 , en même temps cpie la polarisation chromatique'''. En étudiant l'action de la lumière polarisée sur les lames cristallines, il reconnut qu'une lame de quartz perpendiculaire à l'axe présente des propriétés tout à fait spéciales. Tandis qu'en général une lame d'un cristal à un axe taillée perpendiculairement à l'axe ne modifie en aucune façon l'état de polarisation des rayons ([ui la traversent normalement et ne donne pas de colorations dans l'analyseur, une lame de quartz perpendiculaire à l'axe, lorsqu'elle est traversée normalement par des rayons polarisés parallèles entre eux, fait apj)araître dans l'analyseur deux images teintes de couleurs très-vives et complémentaires entre elles. Ces colorations se distinguent de celles qu'on observe dans la polarisation chromatique par deux caractères spéciaux :
1" Les teintes des deux images ne changent pas quand on fait tourner la lame de quartz autour d'une droite parallèle à l'axe.
9° Si l'on fait varier l'angle formé par la section principale de
'■' Meut, de la pretn. cla.ixp dp rinxl., I. XII, p. 98.
Verdet, VI. — Optique, H. i5
'2\ii l>UL\niSAT10\ liOTATOlHK.
l'analyseur avec le plan ])riinilif de polarisation, charpie image passe par une série de teintes rpii varient d'une manière continue. Ces teintes se reproduisent lorsqu'on fait tourner l'analyseur de 180 degrés, et les couleurs des deux images s'échangent par une rotation de 90 degrés,
Arago remarqua que ces phénomènes s'expliquent en admettant que chaque rayon simple reste polarisé rectilignement après son passage dans la lame de quartz, mais que le plan de polarisation tourne d'un angle variahle avec la couleur; de là la dénomination de polarisation roUitoire, qui fut donnée à l'action exercée par le quartz sur la lumière polarisée.
2 A 8. liOis expérimentales établies par Biot. — C est à
Biot qu'on doit d'avoir étahli, par de longues séries d'expériences poursuivies avec la plus grande persévérance, les lois expérimentales delà polarisation rotatoire '. Il opérait sur les rayons mi'diocrement homogènes que fournit la décomposition prismatique de la lumière solaire; pour mesurer la rotation du plan de polarisation des rayons d'une certaine couleur, il plaçait l'analyseur de façon à éteindre complètement l'image extraordinaire en l'ahsence de la lame de quartz-, cette lame étant ensuite placée sur le trajet de la lumière polarisée, il sullisait de mesurer l'angle dont il fallait faire tourner la section principale de l'analvseur pour éteindre de nouveau Timage extraordinaire. Cet angle n'était autre que celui dont avait tourné le plan de polarisation. Biot arriva ainsi aux lois suivantes :
1" La rotation du plan de polarisation produite par une lame de (piartz ])erpendiculaire à l'axe est proportionnelle à l'épaisseur de cette lame : elle est la même pour des lames de même épaisseur taillées dans des cristaux différents et ne change pas quand on retourne la lame lace ])0ur face.
•î" Parmi les cristaux de (|iiarlz il \ en a cpii l'ont lourner le plan de polarisation vers la droite (pour un observateur qu'on suppose couché dans le rayon, les pieds tournés du côté d'où vient ce rayon), et d'autres qui l'ont tourner ce |)lan vers la gauche. Les premiers
(' Mrw. <!,■ r \,n,l. ,lrs Sr.. I. II. p. 'il.
LOtS EXPERIMENTALES. 'il9
sont (lits de.rirogyres et représentés par le signe ^ ; les seconrls sont appelés h'cogijres et représentés par le signe ^. A épaisseur égale, des lames de ces deux espèces de cristaux produisent des rotations égales mais de sens contraires.
Pour vérifier ces deux lois, il faut se servir de lames assez minces pour (pie la rotation soit inférieure ;\ 180 degrés, sans cpioi on serait exposé à se tromper sur le sens et sur la valeur de la rotation. Pour se faire une idée de l'épaisseur des lames c|u'on doit employer, il suffit de savoir que, pour les rayons rouges transmis par le verre coloré au moyen de l'oxyde de cuivre, la rotation produite par une lame de (piartz d'un millimètre est d'environ 1 8 degrés. En employant des lames dont l'épaisseur croît graduellement, on peut du reste s'assurer cpie la rotation reste proportionnelle à ré|)aisseur, uK^me lors(pi'elle dépasse une demi-circonférence.
Le sens de la rotation est en général le même pour les lames taillées dans le même cristal de quartz. (Cependant il existe des exceptions à cette règle, surtout dans la variété de quartz qu'on désigne sous le nom (XaméOiyste. (îes anomalies s'expliquent par la comi)lexité de la cristallisation. Si un cristal de (piartz est formé do cristaux de signes contraires accolés par les faces parallèles à l'axe, une lame taillée dans le cristal perpendiculairement à l'axe donnera dans l'analyseur deux images dont chacune sera formée de plusieurs parties teintes de couleurs complémentaires; les régions différemment colorées de chaque image seront limitées par des triangles équilatéraux on p;u" des hexagones rép,uliers. Un tel cristal pourra du reste présenter une transparence et une limpidité parfaites, de sorte qu'il serait impossible de reconnaître autrement que par les phénomènes de la polarisation rolafoire qu'il est formé du groupement de plusieurs cristaux.
L<'s phénomènes se compliquent encore lorsque les cristaux de signes contraires s'accolent par des faces inclinées à l'axe. Dans ce cas. en effet, la lame, entre les régions entièrement dextrogyres et les régions entièrement lévogyres, doit être considérée comme formée par la superposition de deux lames de signes contraires variant d'épaisseur d'un point à un autre. Il en n^sulte que dans chacune des images de l'analyseur, entre deux ré.«jions colorées de teintes ])lates et comph'-
mentaires, on trouve une région où la coloration varie d'une manière continue. MM. Gustave Rose et Descloizeaux^^' ont donné de nombreux exemples de pareils groupements par des faces inclinées à l'axe, dans leurs travaux sur les propriétés optiques du quartz.
3° La troisième loi démontrée par Biot consiste en ce que la rotation du plan de polarisation va en croissant du rouge au violet et varie à peu près en raison inverse du carré de la longueur d'ondulation. Cette sorte de dispersion est beaucoup plus marquée que la dispersion prismatique, et il est impossible de tailler des lames assez minces pour ne pas donner des colorations sensibles dans la lumière blanche; il résulte en effet de la loi précédente que la rotation des rayons violets est environ trois fois plus grande que celle des ravons rouges. Biot obtint les nombres suivants pour les rotations produites par une plaque de quartz de i millimètre d'épaisseur.
> ROTATION Di; PLAN
DE POLARISATION
Rouge extrême. . . 645 1 7° 29' lij"
Verre rouge 628 18° 9.5' o"
Limite du rouge et de l'orangé 596 90° 98' 67"
Limite de Torangé et du jaune 571 99" i8'/ji9"
Jaune moyen 55o ah" o' o"
Limite du jaune et du vert 539 95° ^o' 3i"
Limite du vert et du bleu /199 00° 9'Zi5"
Limite du bleu et de lindigo /i59 3/i" 3V 18"
Limite de rin(lip;o et du violet 489 37° 5i' 58"
Violet extrême 4o6 lili° h' 58"
24i9. ]?Iesure de la dispersion rotatoire. — Lors des premières expériences de Biot, les raies de Frauenhofer n'étaient pas encore connues, et il n'existait |)nr consé(pient aucun mo}t'n de définir exactement les différentes régions du spectre. Plus tard Biot, ])Our déterminer la loi de la dispersion rotatoire, se servit de rayons définis par les raies du spectre et fit usage des longueurs d'ondulation trouvées par Frauenhofer: mais, comme il mesurait toujours la rotation du plan de j)olarisation par le miMiie |)roc('d(', ses rt'sullats ne ])r('sentent pas une rigueur suflisante.
C' Méiii. fli's Sur. éh'niiji., t. XV, |i. Ao'i.
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Plus réceniiiient M. Broch^", et après lui M. Wiedemanu, ont appliqué à la mesure de la déviation du plan de polarisation la méthode de MM. Fizeau et Foucault; les résultats ainsi obtenus sont beaucoup plus exacts que lorsqu'on cherche à isoler une portion du spectre. Dans ces expériences, les rayons solaires étaient introduits dans la chambre noire par une fente étroite, et polarisés par un prisme de Nicol placé derrière la fente; ils traversaient ensuite normalement la plaque de quartz et étaient reçus sur un analyseur formé par un second prisme de Nicol. Le faisceau émergent était décomposé par un prisme dont les arêtes étaient parallèles à la fente; on obtenait ainsi un spectre dans lequel on distinguait les raies de Frauenhofer. M. Broch observait ce spectre à l'aide d'une lunette de Galilée; M. Wiedemann, pour plus de précision, se servait d'une lunette astronomique nmnie d'un réticule.
Lorsque la section principale de l'analyseur est parallèle au plan de polarisation des rayons d'une certaine couleur, ces rayons manquent dans l'image extraordinaire, et par suite le spectre présente dans la région qui correspond à ces rayons une bande noire plus ou moins large. Si la plaque de quartz est sulïisamment mince pour ([ue la différence des déviations (pie subissent les plans de polarisation des rayons correspondant aux deux extrémités du spectre (ou, comme on dit pour abréger, Yarc de dispersion) soit inférieure à 180 degrés, il n'y a qu'une seule bande noire dans le spectre, parce qu'il n'y a qu'une seule espèce de rayons dont le plan de polarisation soit parallèle à la section principale de l'analyseur, et cette bande se déplace de façon à parcourir toutes les régions du spectre lorsqu'on fait tourner la section principale de l'analyseur. Si l'arc de dispersion est compris entre n et n-\- i demi-circonférences, il y aura w-f- 1 bandes noires qui se déplaceront dans le spectre par la rotation de l'analyseur.
Pour mesurer la déviation du plan de polarisation des rayons qui correspondent à une raie de Frauenhofer, on choisit une plaque assez mince pour que l'arc de dispersion soit inférieur à 1 80 degrés; on fait coïncider la raie avec le lil vertical du réticule et on fait tourner l'analyseur de façon que le milieu de la bande noire se trouve
'') Atui. de chim. et de pliys., (3), XXXIV, p. 119.
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sur cette raie : l'angle que forme la section |)rinci[)ale de TanaUseur avec le plan primitif de polarisation est alors égal à la déviation cherchée. Pour que ia bande noire ne fasse pas disparaître la raie et pour qu'on puisse observer la coïncidence, il faut que la plaque de quartz ne couvre qu'une moitié de la fente, de sorte qu'une moitié du spectre ne soit pas modifiée par le quartz.
A mesure que l'épaisseur de la lame de (juartz augmente, l'arc de dispersion devient plus grand, et par suite les ravons qui sont presque complètement éteints sont compris entre des limites moins étendues, de sorte que la bande devient plus étroite; mais, d'un autre côté, plus la plaque est épaisse et moins la bande se déplace dans le spectre pour une même rotation de l'analyseur; la sensibilité du procédé augmente donc d'une part parce que la bande se rétrécit, et diminue de l'autre parce qu'elle se déj)iace moins vite: il faudra déterminer par l'expérience l'épaisseur qu'on doit donner à la lame de quartz pour obtenir les résultats les plus précis.
Le tableau suivant contient les valeurs trouvées par M. Broch pour les rotations des principales raies du sj)ectre [)roduites par une lame de ([uarlz d'une épaisseur égale à i millimètre.
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Les nombres contenus dans la dernière colonne du tableau Jiion- Irent (pie la loi de la raison inverse du carré de la longueur d'ondulation n'est (pi'approximative. Le produit de la rotation [)ar le carré de la loiigueui- d'ondulation varie dans le rapport de 1 'î à 10 et va en croissant (ki rouge au \ir)le(. ce ([iii avait déjà él('' indi([ué |iar iJiot.
'l.ii). Pliénoniéne»» prodiiile* par la luniière lilaiiche.
— Il est facile de se rendre cojiqtte des pliénomènes (pie prési'iile
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le (iiiarlz dans la lumière blanche. Les plans de [)olarisaliun des dillérenls rayons simples dont cette lumière est composée éprouvent des rotations inéfjalcs et l'ont par suite des angles inégaux avec la section principale de l'analyseur; or. l'intensité de clia(pie couleur dans l'image ordinaire s'obtient en multipliant l'intensité de celte couleur dans la lumière incidente par le carré du cosinus de l'angle (pie l'ait le plan de polarisation des rayons de cette couleur avec la section principale de l'analyseur. Les intensités des différentes couleurs simj)les dans l'image ordinaire ne sont pas pro[)ortionnelles à ce ([u'elles sont dans la lumière incidente, et par suite l'image ordinaire est colorée et sa teinte dépend de l'angle (pie fait la section princij)ale de l'analyseur avec le plan primitif. Il en est évidemment de même de l'image extraordinaire, et, comme la somme des intensités d'une couleur simple dans l'image ordinaire et dans l'image extraordinaire est égale à l'intensité de cette couleur dans la lumière incidente, on voit que les teintes des deux images doivent toujours être complémentaires.
Lorsque l'épaisseur de la lame de quartz est assez grande pour (pie lare de dispersion comprenne un grand nombre de circonférences, il manque dans chacune des images des rayons correspondant aux difïï'rentes régions du spectre, et par suite l'intensité moyenne de chaque couleur est à j)eu près pro[)ortionnelle à ce (pi'elle est dans la lumière incidente. Dans ce cas les images ne [)résentent plus de colorations sensibles.
On peut calculer a|)|)r()\im;itivement la teinte que doit présenter chacune des images lorsqu'on roniiait l'angle a ([ue forme la section |)rin(ipale de l'analyseur avec le j)Ian primitif et les angles de rotalion nio\ens d(^s plans de [)olarisation des sept couleurs princij)ales du spectre. Soient, en effet. ^« rintensil(' d'une de ces couleurs dans la lumière incidente, .i" l'angle moven de rotation corres[)ondanl à cette couleur, elle aura pour intensité dans l'nnage ordinaire
/i cos-(.i- - a).
el dans l'image extraordinaire
fi si 11- (.f — a).
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Les iiiteiisilcs des sept couleurs clans l'une des images étant ainsi déterminées, la règle de Newton permet d'en calculer la teinte. Biot a fait un grand nombre de vérifications expérimentales de ce genre, et les résultats du calcul ont toujours été confirmés par l'observation.
251. Teinte sensible ou de passage. — Lorsque l'épaisseur de la lame de (juartz ne dépasse pas 5 millimètres, parmi les teintes que présente fiuiage extraordinaire lorsqu'on fait tourner la section principale de l'analyseur, il s'en trouve une particulièrement remarquable qui a été observée pour la première fois par Biot et désignée par lui sous le nom de teinte sensible ou teinte de passage. (îette teinte est d'un gris violacé ou gris de lin qui n'a pas d'analogue dans le spectre; elle se dislingue par deux caractères spéciaux : en premier lieu, l'image extraordinaire en passant par cette teinte présente un minimum d'intensité très-marqué, et ensuite un trèspetit déplacement de l'analyseur dans un sens ou dans un autre suffit pour la faire passer soit au roiifje, soit au bleu, (l'est cette dernière propriété qui lui a fait donner le nom de teinte sensible.
L'expérience montre que, lorsque l'image extraordinaire présente la teinte sensible, la section [)rincipale de l'analyseur est parallèle au plan de polarisation des rayons jaunes moveiis; ces ravons, qui sont de beaucoup les plus intenses parmi (ous ceux du spectre, manquent alors dans l'image extraordinaire, qui par suite doit présenter un minimum d'intensité très-marqué. Pour déterminer la teinte que doit présenter cette image, il faut clicrcber les angles des plans de polarisation des rayons de diflerentes couleurs avec la section principale de l'analyseur, c'est-à-dire avec le plan de polarisation des rayons jaunes moyens. H sutîit pour cela de retrancber la déviation du [)laii de polarisation des rayons jaunes des déviations (pii correspondent aux autres couleurs. En supposant que la lame (le (piarlz ail i millimètre d'épaisseur et en se servant des nombres trouvés |)ar Biot ("JAcS), on obtient pour ces différences les valeurs suivantes :
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Rouge extrême 6°3o'
Rouge du verre de Biot 5° 35'
Limite du rouge et de l'orangé 3°3i'
Limite de l'orange' et du jaune i"Im'
Jaune moyen o" o'
Limite du jaune et du vert — i"lio'
Limite du vert et du bleu — 6° 3'
Limite du bleu et de l'indigo — i o''34'
Limite de l'indigo et du violet — i3°5-2'
Violet extrême. . . . , — -lo" 5'
Les intensités des différentes couleurs dans l'image extraordinaire s'obtiennent en multipliant leurs intensités primitives par les carrés des sinus des angles contenus dans ce tableau. On voit donc que la teinte sensible se composera surtout de violet et de bleu mêlés d'un peu de rouge et d'orangé. Si le quartz est dextrogyre et si l'on fait tourner la section principale de l'analyseur d'une petite (juantité vers la droite, l'intensité de la lumière bleue deviendra très-faible dans l'image extraordinaire, parce que la section principale se rapprocbera du plan de polarisation des rayons de cette couleur, et par suite le rouge deviendra prédominant; si au contraire on tourne l'analyseur vers la gaucbe, la teinte virera au bleu. Avec une lame lévogyre les résultats seront inverses.
La composition de la teinte sensible varie évidennnent avec l'épaisseur delà lame de quartz, mais, tant que cette épaisseur ne dépasse pas 5 millimètres, la déviation de la teinte sensible, ou, pour parler plus exactement, la rotation du plan de polarisation des rayons dont l'extinction dans l'image extraordinaire produit la teinte sensible, est proportionnelle à l'épaisseur. On peut donc, à l'aide de la teinte sensible , sans être obligé de se servir d'une lumière homogène, mesurer la rotation du plan de polariration des rayons d'une certaine couleur, Biot ayant constaté que le rapport entre la rotation des plans de polarisation des rayons transmis par un verre rouge et
des rayons dont l'extinction produit la teinte sensible est égal à v- •
Il est facile, en effet, de calculer, en se servant de la loi de la raison inverse du carré de la longueur d'ondulation et en prenant la teinte
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sensible connue point de repère, la rolation du plan de [)olunsation d'une couleur (juelconque.
II faut remarquer (|ue, si la lumière incidente est colorée ou si le (|uartz lui-même jirésente une coloration. le maximum d'intensité ne correspond plus au jaune nioven, et par suite la teinle sensible dillere de ce ([u'elle est dans la lumière blancbe.
252. Applications polariseopifiiies. — Quartz à deux rotations de ]?I. !!»oleil. — Une plaque de quartz placée en avant d'un analyseur peut servir à faire reconnaître la lumière polarisée par les colorations auxquelles elle donne naissance. Pour déterminer la position du plan de polarisation, on commence par déterminer l'angle (pie doit former la section principale de l'analyseur avec le plan primitif de polarisation , pour que la lame donne la teinte sensible. Cet angle étant connu, il suffit dans un cas donné de faire tourner l'analyseur jusqu'à ce (ju'on obtienne la teinte sensible.
M. Soleil a imaginé un procédé (pii permet de déterminer avec la plus grande exactitude la position du plan de j)olarisalion. La plaque de quartz a la forme d'un disque circulaire et se compose de deux moitiés demi-circulaires réunies suivant un diamètre vertical. Ces deux demi-disques sont l'un dextrog^re, l'autre lévogyre, et ont chacun une épaisseur égale à 3'""', 7 5, de sorte qu'ils font chacun tourner de (jo degrés le plan de polarisation des rayons jaunes moyens, l'un vers la droite et l'autre vers la gauche. Il résulte de là (pie. si la section principale de l'analyseur est perpendiculaire au plan primitif de polarisation, les deux moitiés de l'image extraordinaire présenteront la teinte de j)assage et auront une coloration identi([ue comme s'il n'v avait qu'une seule lame. Mais, si l'on \ientà tourner l'analyseur même d'un angle très-petit, l'une des moitiés de l'image passera au rouge et l'autre moitié au bleu; l'opposition des tons rendra très-sensible ce changement de coloration. Pour déterminer la position du plan de polarisation il suffit donc de faire tourner la section princi|)ale de l'analyseur jus([u'à ce (pie les dcu\ moitiés de l'image extraordinaire j)ré.sent(;nt des teintes identiques. On est alors certain (pie cette section principale est rigoureusement per- |)eiidiculaire au plan de [)()larisation.
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L'a|)pareil de Soleil peul servir à reconnaître les substances (jui [)ossè(lenl la propriété de faire tourner le plan de polarisation. Si en elFet on place une de ces substances en avant de la double lame, son effet s'ajoute à celui de la lame qui fait tourner le [)lan do polarisation dans le même sens, et se retranche de l'elFet produit par l'autre lame. Les choses se passent donc comme si les deux lames n'avaient pas la même épaisseur, et il est im[)ossiblc de trouver une position de la section [)rincipale de l'analyseur pour lacpielle les deux moitiés de l'image extraordinaire présentent des teintes identiques.
EXPLICATIOIN THÉORIQUE DE LA POLARISATIOIV ROTATOIRE.
ÎS
253. Principes de la théorie de Fresnel. — Peu de teinj après la découverte des phénomènes de la polarisation rotatoire, Fresnel en trouva l'interprétation théorique dans l'hypothèse des ondulations '*'. L'explication donnée par Fresnel repose sur ce fait, qu'un rayon polarisé circulairenient traverse sans altération une plaque de quartz dans la direction de l'axe. Un rayon polarisé circulairenient peut en effet toujours être considéré comme résultant de la superposition de deux rayons polarisés rectilignement à angle droit, et présentant une différence de marche égale à un quart de longueur d'ondulation : la lame de quartz fait tourner d'une même quantité le plan de polarisation de chacun de ces deux rayons; ils sont, par suite, encore polarisés à angle droit au sortir de la lame; leur différence de marche n'est pas altérée, puisqu'ils traversent la lame dans la direction de l'axe; ils constituent donc encore, parleur superposition après avoir traversé la lame, un rayon polarisé circulairenient ou, comme nous dirons pour abréger, un rayon circulaire. On voit d'après cela que les rayons circulaires se conqiortent comme les rayons les plus simples par rapport à une lame de quartz perpendiculaire à l'axe. Or, il existe deux espèces de rayons circulaires, les uns polarisés de gauche à droite, que nous appellerons rayons circulaires droits, et les autres polarisés circulairement de droite à gauche, que nous appellerons rayons circulaires gauches.
Pour rendre conq)te des principales particularités que présentent les phénomènes de la polarisation rotatoire, il sullit, ainsi que l'a montré Fresnel, d'admettre que ces deux espèces de rayons circulaires traversent la lame de quartz avec des vitesses différentes dans le sens de l'axe, et (pie la vitesse du rayon circulaire droit est plus grande que celle du rayon circulaire gauche dans une lame dcxtrogyre, tandis que c'est l'inverse dans une lame lévogyre.
C' Aiin. de ckiin. el de jjIiijs. , (-j), XXVIII, ih'j.
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"2^ à. Explication g:éontétrique de la rotation du plan de polarisation. — En admettant l'hypollièse que nous venons d'énoncer, on peut expliquer soit géométriquement, soit analytiquement, la rotation du plan de polarisation. L'explication géométrique est fondée sur ce fait qu'un rayon polarisé rectilignement peut toujours être regardé comme résultant de la superposition de deux rayons circulaires de sens contraires ayant même période. Supposons en effet que deux molécules M et M' (fig. 89) se meuvent sur la même circonférence, en sens contraire, avec la même vitesse, et que ces deux molécules se trouvent simultanément sur l'axe des y ; les |)ositions M et M' occupées par les deux molécules au même instant seront toujours symétriques par rapport à l'axe des y. Si l'on décompose chacun de ces deux mouvements parallèlement aux deux axes, les composantes parallèles à l'axe des ,r se détruisent et les composantes parallèles à l'axe des y s'ajoutent. On voit donc que deux rayons polarisés circulairement en sens contraire, de même pcM^iode
l'ig. 0
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et de même amplitude, ('(piivalent à un rayon polarisé rectilignement ayant même période que les deux rayons circulaires et une amplitude double, et que la direclion des vibrations sur ce rayon recfiligne n'est autre (jue la droite j)ar rap[)ort à laquelle les positions des molécules vibrantes au même instant sont symétriques sur les rayons circulaires. Supposons maintenant que ces deux rayons circulaires qui peuvent remplacer un rayon polarisé rectilignemenl traversent une lame de ([uariz dexlrogvre dans l(^ sens de son axe: d'après
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1 hypothèse admise, le rayon circulaire gauche, se transineltant avec une vitesse moins grande, sera en retard sur le rayon circulaire droit, La molécule M', qui tourne de droite à gauche, sera donc dans une phase moins avancée de son mouvement que la molécule M qui tourne de gauche à droite. Quand la molécule M sera sur l'ave des y (fig. 33), la molécule M' se trouvera en M à droite de l'axe des y : la superposition des deux rayons circulaires donnera encore un rayon polarisé rectilignement: mais les vibrations sur ce ravon seront dirigées suivant la bissectrice OX de l'angle MOM', d'où il résulte que le plan de polarisation aura tourné vers la droite d'un angle égal à la moili('' de l'angle MOM'. Cet angle est évidemment proportionnel au retard du rayon gauche par rapport au rayon droit, et par suite à l'i'paisseur de la lame. On verrait de même que, si le rayon circulaire gauche se propage plus vite que le rayon circulaire droit, le plan de polarisation doit tourner vers la gauche d'un angle j)roportionnel n ré|)aisseur de la lame.
^55. EiLpIication analytique «le la rotation du plan «le polarisation. — Supposons que le rayon polarisé rectilignement qui |)énèlre dans la lame de quartz ait son plan de polarisation per- ])en(liculaire à Taxe des x; le mouvement vibratoire sur ce ra\ on sera parallèle à l'axe des x et pourra être représenté [)ar
/ x^ ff sjn 97r rr.;
ce mouvement j)eut être considéré comme résultant de la superposition i\o deux déplacements égaux ^ et 4', si l'on pose
Ç = -Sin '^TTrr.' 2 1
Sans rien changer au mouvement, on peul ajouter deux déplacements >; et )?', égr.'iuv et de sens contraires. s'eUcctuanl [tarallèlement à l'axe i\os ?/, ces déplacements avant même auq)litud(' tpie les dé-
(ihiccnii'nls ^('1 ^' cl |>ivsentan[ avi'c ^el ^' une difTi-rcnrc de iniinlie
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t'onlc i\ un quarl df lonoiieiir (roiululalioii; on anrn alors
r] =- COS QTT Tiii
Si l'on pron|)o deux à (IfMix ces quatre (lé|»lacenients, le déplacoluenl ^ <'oniI)in('' avec le (lé|)lacemenl )7 donnera un rayon circulaire droil, e{ le déplacement ^' combiné avec le déplacement )?' un rayon circulaire gauche. Supposons maintenant que ^ei y soient les épaisseurs des lames d'air que traverse un rayon lumineux jicndant des temps ('f'aux à ceux que le rayon cwculaire droit et le rayon circulaire gauche emploient respectivement, pour se transmettre à travers la lame de quartz, parallèlement à l'axe : au sortir de la lame les (piatre composantes pourront être repr(''sent(''es, en choisissant convenahlemcnt l'origmc du tcmjis et en appelant À la longueur d'ondulation dans le vide, par \os ex|)ressions suivantes :
| = -sni.7r(^-.j, >,=-cos->7r(^.-^
ç = - sni 27r ( ,T. — ç h >; = COS ott '
VIA/ 2 \ I
Le déplacement rc'el de la moh'cuie vibrante sur le rayon émergent est la résultante de ces quatre déj)lacempnls; en ap|)elant x' et y' les coordonnées de cette molécule, on a
X = ç + ç = r/ SI n '?.% ( 77-, —.— j COS tt —t~^ ^
y' = >7 + >?' --" fi sm •)7r f rp 7^^ — 1 sin tt
d'où Von tire
—, =-- taiiP'Tr — ^ —
On voit rpie le rayon émergent est polarisé rectilignement et que le |)lan de polarisation a tourne- d'un angle égal à tt — >-^ vers la ;;aiicli(' ou vers la droite, suivant que <î est plus grand ou plus jx'tit
que y, c'est-à-dire suivant que le rayon circulaire droit est en retard ou en avance sur le rayon circulaire gauche. L'angle dont tourne le plan de polarisation est proportionnel à S — y, et par suite à l'épaisseur de la lame.
Quant à la relation qui existe entre la rotation du plan de polarisation et la longueur d'ondulation, la théorie de Fresnel ne permet pas de la prévoir a priori. On peut roinarqufr seulement que. la rotation étant éaaie à
la loi établie expérimentalement par Biot exige que les quantités S et y varient en raison inverse de À, et par suite c{ue les vitesses de propagation des deux rayons circulaires qui se propagent dans la lame de quartz parallèlement à l'axe soient ])roportionnelles à A.
256. Double réfraction circulaire du quartz suivant son axe. — Fresnel a confirmé par Texpérience le principe sur lequel s'appuie l'interprétation théorique qu'il donne de la polarisation rotatoire, et a démontré que la décomposition d'un rayon polarisé rectilignonient en deux rayons circulaires de sens inverse n'est pas une simple hypothèse, en sé[)arant, en matérialisant, pour ainsi dire, ces deux rayons. Pour réaliser cette séparation, Fresnel s'appuie sur ce principe que, si dans un milieu deux rayons se propagent suivant la même direction avec des vitesses inégales, ces rayons, en |)assant de ce milieu dans l'air, se réfractent suivant des directions différentes toutes les fois que la face de sortie est inclinée sur le rayon émergent. Si l'on taille un prisme de quartz ayant pour base un triangle rectangle, de façon que l'une des faces soit perpendiculaire à l'axe, et qu'on fasse tomber normalement sur cette face un rayon polarisé, ce rayon devra, en se réfractant à l'émergence sur la face hypoténuse . se décomposer en deux ravons circulaires suivant des directions différentes. Mais Fresnel, en calculant la différence des indices des deux rayons circulaires, reconnut que. pour rendre la séparation des deux ravons sensible, il faut donner à l'angle du |)risme nne valeur telle, qu'il v aurait réflexion totale sur la face hvpoténuse. Pour faire disparaître cette dilFiindté. il
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suflit d'accolei- l'un à rautrc deux prismes triangulaires éfjaiix ABC, AdD (fig. oli), l'un dextrogyrc, l'autre lévogyre, de faron (|ue l'ensemble forme un prisme à base rectangulaire. Si la face Al] est perpendiculaire à l'axe et si l'on fait tomber normalement sur cette face un rayon polarisé SI, ce rayon se décomposera dans le premier
prisme en deux rayons circulaires de sens contraire se propageant avec des vitesses Inégales. Le rayon circulaire, qui va plus vite dans le prei'i,r. 3A. mier prisme, va moins vite
dans le second; ce rayon se réfractera donc en a suivant ab, en se rapprochant de la normale; l'autre rayon circulaire se réfracte au contraire suivant ac, en s'écartant de la normale. La séparation des deux rayons se trouve encore un peu augmentée lorsqu'ils passent du second prisme dans l'air.
Fresnel s'est servi d'abord d'un appareil un peu plus compliqué et composé de trois prismes triangulaires, dont l'un ABC (fig. 35), très-obtus et d'un angle égal à 162 degrés, est compris entre deux
autres prismes ABD et ACE, ui possèdent une rotation inverse de celle du prisme ABC , et qui complètent avec le prisme ABC un prisme à base rectangulaire. Si la face BD est perpendiculaire à l'axe et si l'on fait tomber normalement sur cette face un rayon polarisé, les deux rayons circulaires se séparent en passant du premier prisme dans le second, et cette séparation devient encore plus accusée lorsf[u'ils passent du second dans le troisième.
On peut s'assurer qu'il y a deux rayons émergents en regardant à travers le prisme composé une mire très-éloignée, et en constatant qu'il se forme deux images distinctes. Chacun de ces rayons donne du reste dans un analyseur deux images de même intensité, quelle que soit l'orientation de la section principale de l'analyseur, et, si l'on interpose sur le trajet de ces rayons une lame d'un quart d'onde,
Veudet, YI. — Oplicjue, II. ,(;
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ils se traiisloniient en rayons polarisés rectilifjnenient, dont les plans de polarisation sont perpendiculaires entre eux et font des angles de /i5 degrés avec la section principale de la lame, ce qui prouve que les rayons sont polarisés circulairenient et en sens inverse.
Il importe que les rayons traversent le prisme composé dans la direction de l'axe; car, pour peu qu'ils s'écartent de cette direction, ils éprouvent la double réfraction ordinaire, qui les décompose en deux rayons polarisés rectilignement et qui est beaucoup plus énergique que la double réfraction circulaire.
Les faces d'entrée et de sortie étant parallèles, il semble qu'il ne doive pas y avoir de dispersion, et cependant les rayons émergents sont colorés; ce résultat est dû à ce que la double réfraction circulaire agit inégalement sur les rayons des différentes couleurs simples: la diilerence des indices des deux rayons circulaires est bien plus considérable pour les rayons violets que pour les rayons rouges, comme on devait s'y attendre, puisque la déviation du plan de polarisation augmente avec la réfrangibilité.
257. DifTérence des vitesses des deux rayons circulaires. — Il est utile de se faire une idée de la différence qui existe entre les vitesses des deux rayons circulaires de sens inverse c|ui peuvent se propager dans le quartz parallèlement à l'axe.
Pour calculer cette différence, remarquons qu'une plaque de (pmrtz d'un millimètre fait tourner de -2(1 degrés le plan de polarisation des rayons jaunes moyens, d'où il résulte qu'une plaque de 1 5 millimètres fait tourner ce plan de 3l)o degrés. On a donc alors, en désignant par A la longueur d'ondulation des rayons jaunes moyens ,
D'ailleurs, en appelant V la vitesse des rayons jaunes dans l'air j [) et G les vitesses des rayons circulaires droit et gauche de cette couleur dans le quartz, les valeurs des quantités ^ et y sont
S=^ 1 5 rx ^
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En portant ct's valeurs dans l'équation précédente, il vient
V V / i5Ve
Ve
Si nous supposons que la plaque soit lévogyre, on a G>- L), et on peut poser
e étant une quantité très-petite ; on a donc très-approximativement
et par suite
Le rapport t^ est sensiblement égal à l'indice ordinaire du quartz,
qui est 1,5 08, ou -en chiffres ronds. L'équation précédente devient
par conséquent
La longueur d'ondulation X est égale à — ^ de millimètre environ,
O O uooO
et l'on a par suite
d'où l'on conclut que le différence des vitesses des deux rayons circulaires est moindre que la vingt-millième partie d'une de ces vitesses, et que le rapport des indices de ces deux rayons est inférieur à 1,0 000 5, c'est-à-dire moindre que l'indice de réfraction des gaz les moins réfringents.
258. Expérience de M. Babineté --- M. Babinet^*' a dé- Inontré l'inégalité de vitesse des deux rayons circulaires dans le quartz au moyen d'une expérience qui avait déjà été indiquée par w C. /?., IV, 900.
Frcsnel. Cette expérience consiste à interposer une lame de quartz perpendiculaire à l'axe sur le trajet des rayons incidents qui tombent sur les miroirs de Fresnel. Si la lumière incidente est polarisée et traverse normalement la lame de quartz, le faisceau qui tombe sur chaque miroir se compose de deux espèces de rayons circulaires. Le système ordinaire des franges est formé par la superposition de deux systèmes, dus l'un à l'inlcrfércnce des rayons circulaires droits qui tombent sur les deux miroirs, et l'autre à l'interférence des rayons circulaires gauches. Mais il existe en outre deux autres systèmes de franges dus à l'interférence des rayons droits qui tombent sur l'un des miroirs avec les rayons gauches qui tombent sur l'autre miroir. Ces deux systèmes sont latéraux et leurs franges centrales se trouvent l'une à droite, l'autre à gauche de la frange centrale du premier système. Ces deux groupes de franges latérales ne sont pas visibles à l'œil nu, car la différence de marche qui s'établit entre deux rayons polarisés circulairement en sens inverse ne change pas l'intensité du rayon résultant, mais seulement la position du plan de polarisation de ce rayon cjui est toujours polarisé rectilignement. Si la différence de marche est nulle, ce rayon est polarisé dans le même plan que la lumière incidente; si cette différence est égale à
-■> le plan de polarisation est à yo degrés du plan [)rimitif, et,
lorsque la différence de marche varie de zéro à -i l'angle du plan
de polarisation avec le plan primitif varie de zéro à (jo degrés. L'interférence des rayons droits réfléchis par l'un des nnron's avec les rayons gauches réfléchis par l'autre donne donc naissance à une série de rayons polarisés alternativement à angle droit et séparés par des rayons polarisés dans des plans intermédiaires. En plaçant audevant de l'œil un analyseur biréfringent, on aj)ercevra dans la lunnière homogène deux systèmes latéraux de franges alternativement brillantes et obscures. Ces franges sont conq)lémentaires dans les deux images; elles se déplacent quand on fait tourner l'analyseur et échangent leurs positions quand \i\ rotation est de qo degrés.
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259. Action du quartz sur la lumière polarisée lorsque les rayons sont inclinés sur l'axe. — Fresnel n'a éliidié l'action exercée par une plaque de quarlz sur la lumière polarisée rectilignement que dans le cas où les rayons polarisés qui traversent une lame de quartz sont parallèles à l'axe. Il restait à examiner les phénomènes que produit le quartz dans la lumière convergente et à en rendre compte. C'est ce (pi'a fait pour la première fois M. Airy en i83i "^. Dans les travaux de M. Airy la théorie a presque toujours précédé l'expérience; nous suivrons donc ici le même ordre et nous ferons connaître en premier lieu les hypothèses que M. Airy a admises en se laissant guider par l'analogie, hypothèses qui ont trouvé jusqu'à un certain ])oint leur confirmation dans l'expérience.
Pour analyser les phénomènes produits dans la lumière convergente par une plaque de quartz taillée perpendiculairement à l'axe, il faut évidemment connaître l'action exercée par cette plaque sur un rayon polarisé rectilignementqui la traverse dans une direction inclinée sur l'axe. M. Airy, partant de ce fait que dans une direction perpendiculaire à l'axe il n'y a pas de différence appréciable entre les propriétés du quartz et celles d'un cristal (pielconque à un axe, fut conduit à supposer que le passage des vibrations circulaires aux vibrations rectilignes a lieu par l'intermédiaire des vibrations elliptiques, c'est-à-dire que, de même que dans la direction de l'axe le quartz ne peut transmettre sans altération que des rayons polarisés circulairement, et dans une direction perpendiculaire à l'axe que des rayons polarisés rectilignement, dans une direction inclinée il ne transmet sans altération que des rayons polarisés elliptiquement. En regardant ainsi le phénomène qui se produit dans une direction inclinée comme intermédiaire entre ceux qui ont lieu dans une direction parallèle à l'axe et dans une direction perpendiculaire, il
O (jnnhr. Trnn/t., [V, part, i, p. ■yf), 198.
faut admettre que tout rayon polarisé rectilignement qui pénètre dans le quartz suivant une direction inclinée sur l'axe se décompose en deux rayons polarisés elliptiquement en sens contraire et se propageant avec des vitesses inégales. Le quartz étant un cristal attractif, si la plaque que l'on considère est dextrogyre, le rayon polarisé elliptiquement de gauche à droite correspond au rayon ordinaire, et celui qui est polarisé elliptiquement de droite à gauche correspond au ravon extraordinaire; c'est l'inverse si la plaque est lévogyre.
Dans les cristaux qui ne jouissent pas du pouvoir rotatoire, les vibrations du rayon ordinaire sont perpendiculaires à la fois à l'axe du cristal et à la normale à l'onde; celles du rayon extraordinaire sont parallèles à la projection du rayon sur le plan de l'onde. Tout étant symétrique dans le cristal par rapport à ces deux directions, il est naturel d'admettre que dans le quartz les grands axes des ellipses de vibration des deux rayons polarisés en sens contraire leur sont parallèles, et par suite c|ue les grands axes de ces ellipses sont à angle droit.
Les phénomènes particuliers au quartz cessant d'être sensibles dès que le rayon forme avec l'axe un angle même peu considérable, il faut admettre que les ellipses de Aibration, qui se confondent avec des cercles lorsque le rayon est parallèle à l'axe, s'aplatissent rapidement de manière à se confondre presque avec deux droites perpendiculaires l'une à l'autre dès que le rayon fait avec l'axe un angle tant soit peu considérable. M. Airy, en s'appuyant sur ce que dans le quartz la différence des indices ordinaire et extraordinaire est très-faible, supposa de plus que la transition se fait de la même manière pour les deux rayons polarisés en sens contraire , c'est-àdire que les ellipses de vibration des deux rayons polarisés elliptiquement en sens contraire qui proviennent d'un même rayon incident sont toujours semblables.
Quant à la différence de marche entre les deux rayons, on ne peut plus admettre qu'elle soit la même que dans les cristaux soumis aux lois générales de Huyghens, du moins pour les directions voisines de l'axe, puisque cette différence ne se réduit pas à zéro lorsque le rayon est j)arallèle à l'axe. M. Airy supposa que dans le (piartz la différence de marche entre les deux rayons polarisés ellipliquement
en sens contraire est égale à la différence de marche déduite de la loi de Huygliens pour les cristaux à un ave, augmentée d'une cjuantité indépendante de la direction du rayon incident, mais variant en raison inverse de la longueur d'ondulation, de même f|ue la différence de marche des deux rayons circulaires de sens contraire cpii se propagent parallèlement à l'axe, ce qui revient à admettre que dans le quartz la surface d'onde se compose, comme dans les cristaux ordinaires à un axe, d'une sphère et d'un ellipsoïde de révolution, mais que la sphère et l'ellipsoïde ne sont pas tangents. Il faut remarquer que cette hypothèse doit toujours être très-approximativenient conforme à la vérité dans le voisinage de l'axe, ce qui est suffisant puisque, dans les directions qui font avec l'axe des angles un peu considérahles, le pouvoir rotatoire du quartz est négligeable visà-vis de la double réfraction régulière.
En admettant la similitude des ellipses de vibration et la constance de la différence de marche en excès due au pouvoir rotatoire, on peut rendre compte des j)hénomènes que présente le quartz dans la lumière convergente.
A. — Lumière convergente polarisée rectiligxemext.
260. Foriniiles générales pour les intensités des images dans l'analyseur. — Nous allons nous proposer de déterminer les principales particularités que présentent les images fournies dans un analyseur biréfringent par une plaque de quartz Uiilléc perpendiculairement à l'axe et placée dans la lumière convergente. Nous supposerons en premier lieu que la lumière convergente soit polarisée rectiligncment. Les appareils qui serviront à observer ces phénomènes seront les mêmes que ceux que nous avons décrits à propos de la polarisation chromatique, c'est-à-dire que tous les rayons qui traversent la pla([uc dans une direction déterminée iront converger en un même foyer réel ou virtuel, et c'est l'intensité c[ue présentent en ce foyer les rayons d'une couleur déterminée qu'il s'agira de calculer. Gomme nous n'aurons à considérer (|ue des rayons traversant la plaque dans une direction voisine de l'axe, nous pourrons, au lieu de considérer des rayons tombant obliquement sur une lame perpendiculaire à l'axe, supposer que les rayons tombent normalement
sur iino lame inclinée par rapport à l'axe il n'en résultera auriine erreur sensible et le calcul sera simplifié, parce cju'il suffira de tenir
compte (le la différence de marche |)roduite par le passage à travers la lame.
Soient (fig. 36) PP', SS' et II' les traces, sur un plan perpendiculaire au rayon incident, du pian primitif de polarisation, de la sec; tion principale de l'analyseur et de Fib'- 36 la section principale de la lame de
quartz; désignons par i et, s, comme dans la théorie de la polarisation chromatique, les angles formés par ces sections principales avec le plan primitif de polarisation.
Représentons par sin 271- ??; l'un des mouvement vibratoires dont la superposition constitue la lumière blanche, ce c{ui revient à prendre pour unité, abstraction faite de la réflexion qui s'exerce à la première face de la lame de quartz, l'amplitude de ce mouvement vibratoire qui est dirigé suivant OiAI perpendiculairement à PP', et posons pour abréger
Le rayon, en pénétrant dans le quartz, se décompose en deux rayons elliptiques de sens contraires. Si nous supposons le quartz dextrogyre, le rayon ordinaire est polarisé de gauche à droite et le rayon extraordinaire de droite à gauche.
En représentant par ^ et ^' les composantes du mouvement parallèles à II'. j)ar )7 et rj' les composantes perpendiculaires à IF, et en désignant par /,■ une ([uantité comprise entre zéro et l'unité et dépendant de l'angle que fait le rayon incident avec l'axe, on aura, en tenant compte de ce que les deux ellipses de vibration doivent être semblables et avoir leurs axes perpendiculaires à l'entrée du cristal pour le mouvement vibratoire du rayon ordinaire.
( J7 = msin((p + /M),
et pour le mouvement vibratoire du rayon extraordinaire,
Ces quatre mouvements devant reproduire le mouvement du rayon incident égal à sin (p et dirigé suivant 0\1, la somme de leurs |»rojeclions sur OM doit être égale à sin Ç> et la somme de leurs projections sur OP doit être nulle. Ces deux conditions donnent les équations
( (r7 + >?')cosi — (^H-^')sinî = sin(2', (3) \\ J \ I
( (»7 + >7')snu + (^+C')cosi = o.
Ces deux équations doivent être satisfaites quel que soit le temps, c'est-à-dire quel que soit Ç>. On aura donc quatre équations de condition en remplaçant dans les équations (3) les quantités ^, ^', r}, t) par leurs valeurs tirées des écjuations (i) et (a), et en égalant à zéro dans chacune d'elles les coefficients de sin (p et de cos (p, ce qui donne
(m cos yi-\-n cos f) cos i — ( mk sin /iz — t sin v) sin « = i , (m sin fjt -f- n sin v) cosî'-f- ( mk cos (x — rcosr j sinï = o, (mcosf/-|-?icosr) sin/+ f wA;sin ju — ysinrj cos/=o, (m sin f/ -f- M sin i^) sin /-f- f mkcosiJi — rcosvj cosî = o.
De ces quatre équations on tire d'abord
mcos[x-{-ncosv^=cosi, mk cos [jl — tCOSi'=o,
m sm /:/ -|- w SI n 1» = o , mk sm u — r sin v =^ — sm * ,
et enfin
cos / . k sin /
mcosM== 7^» msu\u = r:,^
k- COS i . k sin /
ncosv = 7T' w sm r = î^ •
En substituant ces valeurs clans les équations (i) et (2) on a, poulies composantes des vibrations elliptiques,
tj = p (cos / sin Ç> — h sin / cos(p).
1= p (cos î cos (p + A- sin/ sin (p),
v' = p [k- cos / sin (p + A" sin i cos(p),
|' = p (Acos/cos(p — sin/sinÇ).
Les deux rayons elliptiques traversent la lame de quartz avec des vitesses inégales, et, si l'on désigne par G et D des épaisseurs d'air telles, que la lumière emploie à les traverser des temps respectivement égaux à ceux que mettent les rayons polarisés de droite à gauche et de gauche à droite pour se transmettre à travers la lame de quartz, il faudra à la sortie du cristal remplacer (p dans l'expression des composantes du rayon ordinaire par 97r f ^^ — >-j 1 et
dans celle des composantes du ravon extraordinaire par 977 f?p — ■>• Si l'on pose pour abréger
il suffira de remplacer (p par p—y pour le rayon extraordinaire et par (p — S pour le rayon ordinaire.
Le mouvement vibratoire du rayon ordinaire dans l'analyseur est représenté par
(v^ri') cos(/-,s) — (|+|')sin(« — s),
en ayant soin de substituer, dans les valeurs de ^ et de )?, (p— <^ à (p, et, dans celles de ^' et de rj', (p —y à (p. On obtient ainsi pour ce mouvement vibratoire l'expression suivante :
,2 [ cos / sin ( (p — (5') — A' si n i cos ( (p — J) + h- cos / sin ( «p — y )
4- /t si n / cos ( (p — y )J cos ( i — s ) -|-[/.-cos/cos((p — (^) + /.--sinî sin(<p — <^) — A'cos/ cos ((p—>'j
+ sin/sin(<p— 7)] sin (/— s) •
La plaque ('tant dcxtropyre , on peut poser
En faisant cette substitution dans l'expression précédente et en prenant la somme des carrés des coefficients de cos (<?— 7) et de sin ((p — 7), on a l'intensité <jfi de l'image ordinaire dans l'analyseur : il vient ainsi
[ 1 + A'-)- or = cos (î — .s) [cos I cos [y —S)-\- h sin ^ sin (7 — ^) + /«-■" f os /]
+ sin (ï— s) [— /.-cos î sin (7 — ^)+ A'" sin ^ cos (7 — ^) + sin/];
+ cos ( / — s ) [ cos / si n ( 7 — (5") — k sin /' cos ( 7 — ^) + /•' sin i ]
+ sin(< — «)[/;• cos/' cos(7 — ^) + /'"'sin /sin (7 — ^) —A" cosî] ;
En ordonnant par rapport à cos(7 — (^) et t\ sin (7 — ^), on a
( 1 4-/.'^)2{y-= [cos/ cos (î — s) + A;- sin /sin (/—«)] cos (7 — ^)
+ /csins sin (7 — ^) 4- A- cos /cos (/— •'?)4- «in/ sin (/-«)" + 1 — Asin.s cos(7 — <^)+ [cos /cos (/—.s)
H-/i-sin/ sin (/— s)] sin (7 — ^) + A- sin 5 1 d'où, en développant,
( 1 +/•"-)- «y-= [cos/ cos(/— s)+/.'^sin/sin(/ — s)1^4- 2 A:^ sin^.s + [A- cos / cos [i — s] H- sin/ sin (/ — s)l^ + 9 [cos/ cos (/—s) H- A- sin /sin (/ — «)] X [A- cos/ cos (/—s) + sin / sin (/— s)] — le sin'^ s X cos(7 — ^)+ 9 A( 1 + A-) sin s cos s sin (7 — ^).
En remplaçant 2cos(7 — <5') par 9 — /i sin-^^ — 1 la somme des termes indépendants de 7 — «5" se réduit à ( 1 +A-)" cos- s, et il vient
(1 +A2)2c^2_ (i+A2)2 c0S^Ç + 9A(l+A2) siu S COS S sin (7- ^)
— 4, [cos/cos(/— s) 4- A- sin /sin (/—«)]
X [A- cos / COS (/—s) + sin / sin ('—■s)]
— A-sin-.sjsin^^-^'
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En développant le troisième terme du second membre et en divisant les deux membres par (i + F)-, il vient, foutes réductions faites,
ICO- = cos- s H ^-; sin 9 s sin (y — S)
i'i) ■ — , m cos 'î -s SI n-
(i - Irf . . . ,. . . ,y-S
— ; rr^ sin -^ / siii ;i ?— .s sin-
La formule se simplifie en remplaçant les deux j)remiers termes du second raend^re par
cos'', s cos^^ h sur ~ + tt <ms cos s sin
cos
ce qui donne après réduction
o / y-S 2k . . 7-S\2 w- =^ COS. s cos p; sins sm
+ ( pj" [cos^s — sin 2^sin 9 ('—•'*)] sin'-^^
Enfin, en remarquant que l'on a
cos- s — sin 2 / sin 2 («' — s) = cos^ s [cos y s — cos ( h /-- s .s)l
= -[i +cos(/j«— lis)]
il vient définitivement
coss cos ^^ p; sins sin
ey^= I cos s cos
On peut soumettre cette formule à deux vérifications en cbercbant ce qu'elle devient dans les deux cas extrêmes où l'on a k=o ou
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k^ 1. Lorsque /t est nul, on doit retrouver la l'orniule qui convient aux cristaux dépourvus de pouvoir rotatoire; il vient en effet dans ce cas
«y- = cos-i' cos- h cos- ( y « — s) sni-
= COS- s + [cos- {'21 — s] — cos-ô' I sin- = cos-à- — sm 2 i sm -j (' — *') sin- — ;p-
= cos-6' — sin 2/sin 2 (? — s)sin-7r — r^ — .
Si l'on fait /i'^ 1, on doit obtenir la formule qui représente la propriété rotatoire du quartz dans la direction de son axe : la formule générale se réduit effectivemenl, dans cette hypothèse, à
o / 7-<^ I • ■ y-^\i .-, f 7-^ a^ = cos s cos \- sin 6' sin =- cos- 1 i —
expression (|ui est maximum lorsqu'on a
ce qui indique (pic le rayon, au sortir delà lame de (juartz, est polarisé recfilignement dans un plan faisant à droite du plan primitif
1 ' 1 ^ 7~^ > G-l) un angle égal a ^ — ou a tt — ^^ —
La formule (.1) montre ([ue généralement il n'] a pas de lignes incolores, car, s étant quelconque, il n'existe aucune relation entre les angles i et s qui rende l'expression de l'intensité indépendante de y— S, c'est-à-dire de la longueur d'ondulation.
Quant aux lignes isochromatiques, elles sont d'une forme plus complexe que dans le cas des cristaux dépourvus de pouvoir rotatoire. Pour en déterminer rigoureusement la forme, il faudrait connaître la manière dont k varie avec l'incidence, c'est-à-dire savoir comment se fait la transition entre la forme circulaire et la forme rectiligne des vibrations quand on passe d'une direction [)arallèle à l'axe à une direction perpendiculaire. On peut cependant, comme
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nous allons le voir, déterminer approximativement la l'orme de ces courbes sans posséder cette donnée.
261. Section principale de Tanalysenr parallèle ou perpendiculaire au plan primitif de polariiîiation. — Absence de croix au centre de l'image. — Anneaux circulaires. — Le cas le plus simple est évidemment celui où la section principale de l'analyseur est parallèle ou perpendiculaire au plan primitif de polarisation. Si l'on suppose s égal à zéro, c'est-à-dire la section principale de l'analyseur parallèle au plan primitif, la formule (/i) se réduit à
et par suite on a pour l'intensité de l'image extraordinaire
Si s est éoal à - 1 les deux imaf^es échanefent leurs intensités.
Nous allons considérer en premier lieu l'image extraordinaire dans le cas où s est égal à zéro. Rien, dans l'expression de l'intensité de cette image, n'indique l'existence de lignes incolores, car pour aucune valeur de i elle ne devient indépendante de la longueur d'ondulation. Mais, si l'on suppose A- très-petit, c'est-à-dire si l'on considère les phénomènes à une certaine distance de l'axe qui n'est pas nécessairement considérable, d'après ce que nous avons dit sur la manière dont se fait le décroissement de /: à partir de l'axe, il pourra apparaître des lignes incolores. Dans ce cas, en eiïet, on a approximativement
t^ = sin^ 2 1 sin
expression qui s'annule, quelle que soit la longueur d'ondulation, lorsque l'angle i est égal à zéro ou à 90 degrés. Il suit de là que dans l'image extraordinaire, lorsque la section principale de l'analyseur est parallèle au plan primitif^ on aura à une certaine dis-
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tîince u centre une croix obscure dont les branches seront l'une parallèle, l'autre perpendiculaire au plan primitif; mais les branches de cette croix ne se prolongeront pas jusqu'au centre, et de plus elle ne sera i)as complètement noire, parce que k ne peut pas être supposé entièrement nul pour une direction inclinée sur l'axe; ces deux caractères distinguent cette croix de celle que donnent les cristaux à un axe dépourvus de pouvoir rotatoire. Quant au centre de l'image, il ne pourra jamais être complètement obscur dans la lumière
blanche, parce que la quantité sin-^^ ne peut pas s'annuler simultanément pour toutes les couleurs. On aura donc, au centre de l'image, une plage colorée dont la teinte dépendra de l'épaisseur de la lame, et la croix ne sera visible qu'en dehors des limites de cette plage.
Il est évident que l'image ordinaire présentera des apparences complémentaires et par suite une croix à peu près blanche. Lorsque la section principale de l'analyseur est perpendiculaire au plan primitif, les phénomènes sont renversés : la croix est blanche dans l'image extraordinaire et obscure dans l'image ordinaire.
Quant aux lignes isochromatiques, les valeurs trouvées ])our les intensités des deux images, lorsque la section principale est parallèle ou perpendiculaire au plan primitif, montrent qu'elles sont dans ce cas de forme circulaire. On aura donc dans la lumière homogène, à partir d'une certaine distance du centre, des anneaux alternativement brillants et obscurs, et dans la lumière blanche des anneaux colorés. Les maxima correspondant à une couleur déterminée sont donnés par la condition
et les minima par la condition
N étant un nombre entier quelconque, si l'on considère l'image extraordinaire dans le cas où s est égal à zéro. Mais , comme on a
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ces conditions se réduisent à
et l\
Si le cristal ne possédait pas le pouvoir rotatoire, la dillérence de marche serait donnée, comme nous l'avons vu dans la théorie de la polarisation chromaticjue (217), par l'expression
x--\-if- étant le carré du rayon de la ligne isochromatique et d la distance focale princij)ale de la lentille (pii fait converger les rayons. L'hypothèse de M. Airy consiste à ajouter à cette différence de marche une (piantité indépendante de la direction du rayon incident, proportionnelle à l'épaisseur de la lame et en raison inverse de la longueur d'ondulation i si l'on désigne par H une constante, on pourra donc écrire
et, suivant (pie cette (juantité sera égale à un nomhre impair ou pair de demi-longueurs d'ondulation, la ligne isochromatique correspondra à un maximum ou à un minimum. 11 résulte de là une loi simple pour les diamètres des anneaux hrillants et obscurs correspondant à une même couleur: les différences entre les carrés de ces diamètres sont constantes.
En résumé on voit <jue. lorsque la section principale de l'analyseur est parallèle ou perpendiculaire au plan primitif, chaque image se conqiose d'une plage centrale colorée et d'une série d'anneaux circulaires colorés ([ui sont couj)és par une croix ohscure ou blanchâtre : les branches de cette croix ne s'étendent pas jusqu'au centre et sont l'une parallèle, l'autre perpendiculaire au plan primitif, et chaque anneau conserve la même teinte sur tout son contour.
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"26^2. Section principale de l'analyaieur dans une position quelconque. — Courbes quadratiques et tacite centrale en croi^. — Si la section principale de l'analyseur fait avec le pian primitif un angle quelconcpie, la fornuile (5) ne se simplilic j)as; il n'y a plus alors de lignes incolores, et les courbes isochromatiques sont beaucoup plus compli(|uées que dans le cas que nous venons d'examiner. On peut néanmoins se faire une idée de la forme de ces courbes, par les considérations suivantes.
Posons
^ + /,^ -tang^/,
cos s
s]ns = — =
(i + /i:'-)tang\{/
\/Mr+ (i + li'f tang'' x{/ \/lï? + [i + k^y- tang- ^z
En substituant ces valeurs dans l'équation (5), il vient
^k''+ [i + k-)- tan
— rr cos h tanfï \l sin
g- xf/ L 2 o ^
"^ItT7?'J cos-(2^-.)sm-^.
d'où
ou
et enfin
ar ^ cos^ s 4 • , — .,,,, sin'^ s -k
i + coii(y—S — 21^)
cos^
1 — cos(7 -«5")
Si l'on suppose que les différents [)oints d'une même courbe isochromatique ne sont pas à des distances très-différentes du centre, on pourra regarder k comme sensiblement constant sur cette courbe , et il suffira, pour avoir l'équation approchée des courbes isochromatiques, de prendre la dérivée par rapport h y — S du seconti
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membre de ré(|nation précédente, en y regardant k comme constant. On obtient ainsi pour les courbes isochromatiques l'écjuation
b tan'Tfv — J— \p) = lanQ[4/- — p^^ ^ ,,, . ., 7 r^, 57-- —
ce qui montre que tang (7 - <^ — 4') est toujours plus grand que tang^'. Si la différence de ces deux tangentes était constante, y~S conserverait la mémo valeur quel que soit l'angle /, et les courbes isocliromafiques seraient circulaires. Mais l'équation (6) montre que cette dilTérence varie avec l'angle i; il faut en conclure que les différents points de la courbe isochromatique sont à des distances inégales du centre; les plus éloignés sont ceux qui correspondent aux valeurs de /pour lesquelles la différence entre lang (y — S — \^) et tangx}' est maximiuu. et les plus rapprochés ceux qui correspondent aux valeurs de i pour lesquelles cette différence est minimum. Or réfpintion (6) montre que la différence est maximum lorsqu'on a
ou
c est -a-ciire
ou
et ujiniinuui lorscju'on a
ou
(1 on
ou
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Fur. 3-
Pour obtenir la forme des courbes isocliromaliqnes, il faudra donc décrire un cercle de rayon OR (fi[[. 07) et ajouter aux rayons de ce
cercle une quantité variable qui sera maximum suivant les droites AB et CD, c'est-à-dire suivant les bissectrices des angles formés par la direction du plan primitif et de la section principale de l'analyseur, et minimum suivant les droites EF et GH, qui font des angles de A 5 degrés avec les précédentes. On obtient ainsi une sorte de carré à angles émoussés, que l'on désigne sous le nom de courbe quadratique.
C'est là, en effet, la forme que présentent les courbes isocbromatiques, du moins à une distance sensible du centre.
Si l'on suppose, comme dans la figure, le j)lan primitif de polarisation horizontal et la section principale de l'analyseur faisant. •= droite de ce plan, un angle s compris entre zéro et go degrés, or» voit que l'angle le plus élevé de la courbe quadratique se trouve ^ droite de la verticale et à une distance angulaire de cette verticale inférieure à àb degrés. Si l'angle s est compris entre 90 degrés et 1 80 degrés, cet angle étant toujours supposé compté vers la droite, l'angle i|/ est aussi compris entre 90 degrés et 180 degrés, et, en désignant par x^' un angle plus petit que 90 degrés, on peut poser
4'=90''-ff:
le second membre de l'équation (G) est alors négatif et représente par consécpient, la tangente d'un angle plus grand que 90 degrés en désignant cet angle par 90°+ \{^", on a
et par suite
tang(7-<^-4/)=taiig(90°4-^"),
y_^=i8o" + f-hf'.
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L'angle \{/' est une constante et l'angle \|/" diminue quand le facteur de tang ip dans le second membre de l'équation (6) augmente; la différence entre y — <5" et \|/ sera donc d'autant j)lus grande que ce facteur sera j)lus petit, d'où il résulte que les maxima seront donnés par les mêmes conditions que dans le cas précédent et que le phénomène n'aura pas changé d'aspect. L'angle le plus éiev é de la courbe quadratique se trouvera encore à droite de l'observateur. On voit que, si l'on place la section principale de l'analyseur perpendiculairement au plan primitif, de manière à obtenir des courbes isochromatiques circulaires, et si l'on fait tourner ensuite cette section principale vers la droite ou vers la gauche d'un angle plus petit que 45 degrés, l'angle le plus élevé de la courbe quadratique se trouvera à la droite de l'observateur. Nous avons supposé, dans ce qui précède, la lame de quartz dextrogyre; si cette lame était lévogyre, l'angle le plus élevé de la courbe quadratique se trouverait, au contraire, à gauche, dans les conditions que nous venons d'indiquer.
Cherchons maintenant à déterminer la forme de la tache centrale. Pour avoir l'intensité de la lumière au centre de l'image ordinaire, il faut, dans la formule (5), faire A;= i , ce qui donne
w-=cos- s —
ou, en désignant par p l'angle , qui est égal à la rotation
qu'éprouve le plan de polarisation des rayons qui traversent la lame parallèlement à l'axe,
0)2= cos- (s — p):
cette expression est nulle pour la couleur considérée, lorsqu'on a
Pour voir la manière dont varie l'intensité sur un cercle ayant pour centre le centre du phénomène, il faut avoir recours à la formule (5). Comme sur ce cercle les quantités k el y — S restent constantes, on voit que l'intensité serannnimum lorsqu'on aura
cos (yi — s) = 0,
c'est-à-dire
ou
Il résulte de là que, lorsque, pour une couleur déterminée, la tache centrale est obscure, l'obscurité se prolonge sur les lignes EF et GH, c'est-à-dire sur les bissectrices des diagonales des courbes quadratiques : la tache centrale forme donc alors une sorte de croix, dont les branches sont dirigées suivant ces bissectrices. Lorsqu'on opère avec la lumière blanche, si le centre de l'image ordinaire correspond à l'intensité minimum de la lumière jaune, la croix centrale présente la teinte sensible. Pour un cristal dextrogyre , cette teinte sensible de la croix centrale dans l'image ordinaire correspond à une valeur de s égale à 90° + p> c'est-à-dire à une rotation vers la gauche de c)0° — p, à partir de la position où la section principale de l'analyseur est parallèle au plan primitif. Donc, si on opère avec une lame suffisamment mince, on verra la tache centrale présenter la teinte de passage en faisant tourner la section principale de l'analyseur vers la gauche d'un angle plus petit que 90 degrés, à partir de la position où elle est parallèle au plan primitif. Si, au contraire, le cristal est lévogyre, il faut faire tourner l'analyseur vers la droite pour trouver la teinte de passage. De là un moyen simple de distinguer les cristaux dextrogyres et lévogyres.
1>. — IjUwière convergente polarisée circulairement.
Calcul des intensités des images dans l'analyseur
— Lorsque la lumière convergente qui tombe sur une plaque de quartz perpendiculaire à l'axe est polarisée circulairement, il faut, pour obtenir les intensités des images dans l'analyseur, effectuer un calcul dont la marche est la même que dans le cas où la lumière est polarisée rectilignement. Nous supposerons que la plaque de quartz est dextrogyre et que la lumière incidente est polarisée circulairement de gauche à droite; enfin, comme dans le cas précédent, au lieu de considérer des rayons tombant obliquement sur une plaque
de quartz perpendiculaire à l'axe, nous supposerons la lame inclinée à l'axe et les rayons incidents normaux à la lame, ce qui nous conduira aux mêmes résultats. Si l'on prend pour unité l'amplitude du rayon circulaire incident, abstraction faite de la réflexion qui s'exerce à la première face de la lame de quartz, on aura pour les composantes du mouvement vibratoire sur ce ravon
V =^sui (Ç.
^= — rcos(p,
V désignant la composante perpendiculaire à la section principale de la lame de quartz et ^ la composante parallèle à cette section principale. En pénétrant dans la lame de quartz, le rayon circulaire incident se décompose en deux ravons elliptiques polarisés en sens contraire. Les composantes du mouvement vibratoire, perpendiculairement et parallèlement à la section principale de la lame de quartz, sont pour le lavon ordinaire
>?' = m sin (^vpH- ,aj, ç ' = — km cos [Ç-^ (jl),
et pour le rayon extraordinaire
ïj" = Il sin [^-\-v], ? =-^cos(^+ J^).
Les constantes m, ii , fz et y sont déterminées par les deux conditions
qui doivent être satisfaites quel que soit ^■. on obtient ainsi les quatre é'quations
m cos ju -f- " cos V = —^ •>
\ii sm jM + » sin 1= 0,
— Inn cos |M 4- y cos v = z
km sin |u — -rsin j'= o,
d'où l'on lire
En conservant à y et à S les mêmes significations que dans le cas où la lumière incidente est polarisée rectilignement, on voit qu'au sortir du cristal le mouvement vibratoire est représenté sur le rayon ordinaire par
Ir]
Ad +A1
et sur le rayon extraordinaire par
cos
.p-dj,
Si l'on désigne par a l'angle que fait la section principale de l'analvseur avec celle de la lanse de quartz, le mouvement vibratoire du rayon ordinaire dans l'analyseur a pour expression
c'est-à-dire
cos a
sin a \/'2(i +A:-;'
;r7' + >7")cosa + (f+l")«'»«.
(i +/.-)sln((p-^)-Â-(i -^') sin (0-7)1 /: ( 1 -f /.■) cos {(p - ^) 4- ( I - k) cos (Ç - y )]
Pour avoir l'intensité de l'image ordinaire il faut remplacer (p— o par (p — y-\-y — S el faire la somine 4es cprré^ (\e^ coe(ficien!s de
sin((p — y) et de cos(Ç — 7); on trouve ainsi
4-A- (1 4-/1) sina sin(y— (^) ' H- ( 1 + ^') cos a sin (7 — S)
-sina[A-(i+Â-)cos(7-<^)-i + /.•]]'!
+sin2a rA-'^(i+A-)2+(i -_/,)2_gA.(i_A-2)cos(7-<î)]
4- 2 sin a cos a [(1 +À-) 005(7 — (^) -/r(i-/^)]A-(i +^)sin(7-^) -[k(i+k)co,{y-S)-i+k](i+k)sm{y-S)]\
' ^,,j(i+^y+^A-(i-Â:^)(cos2a-sin2a)[i-cos(7->^)]
— 9(1 +/.•") (1 —/•'-) sinacosasin (7 — <^) (
- + -r — TTw cos 2a — -, tt:t- cos 2a cos 7 — d
—7 77: sin 2a sin (7 — ^).
2 (1+ ft-) ^'^ ''
Si dans cette valeur de l'intensité on fait A== 1 , l'expression de t^ devient indépendante de 7 — ^ et par suite de la couleur, et se
réduit à -•> d'où il faut conclure que les deux images de l'analyseur
présentent dans la lumière blanche une tache centrale incolore. Ce résultat était du reste facile à prévoir, car nous avons vu (253) qu'un ravon polarisé circulairement traverse une lame de quartz parallèlement à l'axe sans éprouver aucune modification. La formule que nous venons d'obtenir montre de plus qu'avec la lumière polarisée circulairement les images ne présentent plus de lignes incolores.
26 A. Courbes isochromatîques. — Spirales quadratiques. — Pour obtenir approximativement la forme des courbes
isochromatiques, posons
i +k^ -^tang9a:=tang24/;
nous aurons ainsi pour l'intensité de l'image ordinaire
o I , k{i-k') k{i-k')cos{y-S-'ii>)
2 [i + k'f "^ (i + /£-)\/{i + ^-)-cos'24/+ 4/£'sin'2vf/
Si l'on donne à a une valeur déterminée, cela revient à considérer les points situés sur une droite passant par le centre du phénomène et faisant avec la section principale de l'analyseur un angle égal à cette valeur particulière de a. Si l'on considère sur une telle droite des points peu éloignés les uns des autres, on peut regarder k comme conservant une valeur sensihlement invariable, et l'on voit alors sur cette droite l'intensité passer par un maximum lorsqu'on a
y — S— 9if' = (9NH-i)7r,
N étant un nombre entier quelconque, et par un minimum lorsqu'on a
Ces conditions, étant les mêmes quelle que soit la valeur de a, représentent les équations des courbes isochromatiques pourvu qu'on y regarde \{/ comme une fonction de a.
Nous avons vu précédemment (261) que la quantité y — S est égale à la somme de deux termes dont l'un est constant et dont l'autre est proportionnel au carré de la distance du centre de l'image au point où le rayon pour lequel on prend la différence y — ^ rencontre le plan du tableau, c'est-à-dire à la quantité que nous avons désignée par x'^-\-y^\ comme, pour le rayon qui traverse le cristal parallèlement à l'axe, y — Sosi égal au double de la rotation p, le terme constant est égal à 9p et l'on a, en représentant par ^J- la quantité x^ + î/^ et par /i une constante,
y — S= ^p-j-liv-.
L'équation des courbes isocliromatiques corr(^spondant aux minima
prend donc la forme
V désignant le rayon vecteur de la courbe et if' étant une fonction de l'angle a que fait ce rayon vecteur avec la trace de la section principale de l'analyseur sur le plan du tableau.
Pour les points qui ne sont pas trop éloignés du centre du phénomène, k a une valeur peu différente de l'unité, et par suite l'angle \|/ est sensiblement égal à a. En admettant l'égalité des deux angles, l'équation polaire des courbes isochromatiques se réduit à
lin^ =2 (a. — p) + 2 Ntt ; si l'on fait N=o, celte équation devient
liv-= 9 (a— p)
et représente une spirale partant du centre 0 et tangente en 0 h une droite qui fait avec la trace de la section principale de l'analyseur un angle égal à p, c'est-à-dire à la rotation que la lame de quartz fait subir au plan de polarisation d'un rayon qui la traverse parallèlement à l'axe. La figure 38, où SS' désigne la trace de la section principale de l'analyseur, montre que cette spirale OAB s'enroule de droite à gauche.
En faisant N= i, on obtient une seconde spirale OCD qui n'est autre que la première à qui on aurait fait subir une rotation de i8o degrés. Pour les valeurs de N supérieures à l'unité, on retrouve alternativement les deux mêmes spirales.
En réalité les courbes isochromatiques présentent une forme plus complexe, ce qui tient à ce que l'angle 4/ est toujours supérieur à a; la différence entre ces deux angles est maximum ou minimum pour des valeurs de a qui correspondent à la direction de la section principale de l'analyseur, à une direction perpendiculaire et à deux directions faisant des angles de kb degrés avec les précédentes. Il en résulte que les deux spirales présentent des ressauts, c'est-à-dire des angles droits émoussés qui sont situés sur la trace de la section principale de l'analyseur et sur une droite perpendiculaire, ainsi que le montre la figure 3 9. De là le nom de spirales quadratiques, qui leur a été donné. Il est évident d'ailleurs que l'intensité de la tache centrale blanche fait disparaître complètement les parties des dei|\'
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spirales voisines du centre et qu'il est impossible de vérifier expérimentalement la direction de leur premier élément.
Lorsque la lame de quartz est dextrogyre et la lumière incidente polariséo de gauche à droite, les spirales s'enroulent do droite à
•ig. 38.
Fig. 3y.
gauche; elles s'eiirouh^il au contraire de gauche à droite lorsque, la lame restant dextrojjyre, la lunjière incidente est polarisée de droite à gauche. Avec une lame lévogyre ces résultats sont renversés.
!265. Action titi fiiiartx siii* un rayon elliptic|ue incliné à l'axe. — Dans 1 hypothèse d'Airy les formes des ellipses de vibration varient, sur les deux ravons réfractés elliptiques auxquels donne naissance un rayon incident, avec l'inclinaison de ce ravon sur l'axe. Il en résulte que, si la lumière incidente est polarisée elliptiquementj il pourra exister dans le cristal une direction pour laquelle un des rayons réfractés est polarisé elliptiquement de la même manière que les rayons incidents; suivant celte direction l'autre rayon réfracté aura une intensité nulle. II ne pourra donc y avoir interférence, ou en d'autres termes le rayon ellipticpie se propagera sans altération suivant cette direction, de même qu'un rayon circulaire se propage sans altération parallèlement à l'axe. Les images de l'analyseur présenteront alors une zone incolore qui indiquera la direction où dans le quartz la polarisation elliptique est identique à celle des rayons incidents. On conçoit qu'en opérant avec de la lumière elliptique de composition connue on puisse ainsi se faire une
idée de la manière dont varie la polarisation elliptique dans le quartz à mesure qu'on s'écarte de l'axe. Ce procédé, mis en pratique par M. Airy, est médiocrement exact; il a cependant pu servir à reconnaître que la polarisation elliptique est très-sensible tant que l'inclinaison des rayons incidents sur l'axe ne dépasse pas i o degrés.
C. — Lumière convergente, polarisée rectiligxement, qui traverse dedx lames
Calcul des intensités des images dans l'analyseur
— M. Airy a encore traité par le calcul un cas plus compliqué que les précédents : c'est celui où un faisceau convergent de lumière polarisée rectilignement traverse successivement deux plaques de quartz perpendiculaires à l'axe, ayant même épaisseur et de signes contraires.
La marche du calcul est la même que dans le cas d'une seule plaque : le rayon polarisé rectilignement qui tombe sur la première plaque se divise en deux rayons polarisés elliptiquement, et chacun de ces deux rayons elliptiques se divise de nouveau en pénétrant dans la seconde plaque.
On a ainsi quatre rayons elliptiques, dont il faut prendre les composantes parallèlement et perpendiculairement à la section principale de l'analyseur. Si l'on suppose la première plaque de quartz dextrogyre et la seconde lévogyre, et si la section principale de l'analyseur est perpendiculaire au plan primitif, on obtient, en désignant par i l'angle que fait le plan primitif avec la section principale de la première lame de quartz, pour le mouvement vibratoire (lu rayon ordinaire dans l'analyseur,
H- /; ( 1 — A:^) cos aa sin [(^ — 5 (7 — S)]
— (1 — Â;*)sin^cos/cos(p^-A•(l — A-) cos 2/sin(p
— 2/.- (1 —k-) cos atsin [<p—{y — S)] j
-|-2Â'(i —A--) cos fii €09i [y — S) s\n[(p — (y ~ S)\
— ■Jik{i—k'^) cos 2îsin [(p-(y -S}] i
Pour obtenir riiitensitc de l'image ordinaire, il suffit d'élever au carré le coefficient de sin [(p — (y — «J")], ce qui donne
-j" a/t COS 21 COS (y — S) — 2/.: COS -Jl
= (1 + ^1 y. [(1 +/'■') -^i'i ^' '^i'! {y-S)-lih COS -i/sin'-^^ ]'
= ~i rrrr sin-^ 1 +ft^ sui -21 cos ^— 2A;cos 21 sni^^ ^
et enfin
T. SI"' '^ r. COS 2/ sin — 2 sni 2 /cos ^^^
\i + kj 2 L 1 + tt" 2 2 J
Si la première lame était lévogyre et la seconde dextrogyre, il faudrait nnnplacer par le signe + le signe — c|ui précède le second terme entre crochets.
Courbes isocliroiiiatifities. — Spirales d'Airy
La valeur obtenue pour l'intensité de l'image ordinaire dans l'analyseur montre qu'il existe dans le cas actuel deux séries de minima entièrement nuls, et par suite deux espèces de courbes isochromatiques. Les courbes de la première série sont données par l'équation
sin
ou
= nn ,
qui représente des anneaux circulaires.
Conmic on a
l'équation des cercles peut s'écrire
ces cercles sont donc définis par celte condition (jue la difierence de
marche corresponde à un nombre pair de demi-longueurs d'ondulation.
Enfin, si p désigne la rotation produite par l'une des deux lames, on peut poser, comme nous l'avons vu (56â).
Ev\
H étant une constante et v désignant le rayon du cercle auquel correspond une valeur donnée de ^^ L'équation des cercles noirs
peut donc aussi prendre la forme
(i) p + Hy2=N7r,
ce qui montre que la différence entre les carrés des rayons de ces cercles est constante. La seconde série de courbes d'intensité minimum est donnée par l'équation
y — S \ + k- , tanff ^ = — î— tann-9?,
obtenue en égalant à zéro le second des deux facteurs qui entrent dans l'expression de l'intensité. Si nous considérons les phénomènes à une petite distance de l'axe, c'est-à-dire dans les points oii
ils ont le plus de netteté, le facteur— —r— diffère peu de l'unité, et,
par suite, on a approximativement
N étant un nombre entier quelconque.
Si l'on fait N égal à zéro et si l'on remplace ^-;^ par p -h Hr-, on obtient pour équation d'une première courbe
(2) p-f-Ht"2=l2(
ou
Comme le rayon vecteur v croît indéfiniment avec l'angle i, celte équation représente une spirale. Pour w=o, on a
donc la tangente à la courbe menée parle centre fait, avec la trace
du plan primitif, un angle égal à la moitié de la rotation, correspondant à l'épaisseur d'une des lames.
Pour mieux définir la forme de la spirale, menons par le centre deux droites OX «t OY (fig. ko), dont la première représente la trace du plan primitif et la seconde une perpendiculaire à cette trace, et cherchons les points où la spirale coupe ces deux droites. Si l'on fait i= 9 o degrés, c'est-à-dire si l'on cherche le point où la spirale rencontre la droite OY, on voit que la valeur de r^ donnée par l'équation (9) est identique à celle qu'on tire de l'équation (1) en y faisant N^i, d'où il faut conclure que la spirale rencontre la droite OY au point A , où cette droite est coupée par le premier cercle obscur. En faisant i= 1 80 degrés, c'est-à-dire en cherchant le point où la spirale rencontre la droite OX', on obtient une valeur de v^ égale à celle que donne réf|uation (2) quand on y fait N=2; donc la spirale rencontre la droite OX' au point B, où cette droite est coupée par le deuxième cercle obscur. En continuant de même on voit que la spirale rencontre les droites OY' et OX aux points C et D, où ces droites sont respectivement coupées par le troisième et par le quatrième cercle obscur, et ainsi de suite.
Nous n'avons considéré jusqu'à présent que la spirale obtenue en faisant, dans l'équation
^=2«+iX7r,
N égal à zéro : en donnant successivement à N les valeurs 1, 2. 3,
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on obtient trois antres spirales qni sont identiques à ia première qu'on aurait fait tourner respectivement de ()0, de 1 80 et de 270 defrrés. vSi l'on donne à A des valeurs supérieures à 3 , on retombe
sur les spirales déjà obtenues; il n'v a donc en tout que quatre spirales distinctes.
Ces spirales s'enroulent, comme on le voit sur la figure, de gauche à droite quand le premier quartz est dexlrogyre: mais le sens de l'enroulement est renversé quand on intervertit l'ordre des lames.
La figure 4i montre l'aspect général du phénomène : les quatre spirales, en se croisant au centre, forment une sorte de croix dont les bras sont contournés en S: à une certaine distance du centre, on aperçoit la croix noire qui se montre dans les cristaux à un axe dépourvus de pouvoir rotatoire. Dans la lumière homogène les spirales sont complètement noires, mais dans la lumière blanche elles sont colorées ainsi que les cercles, et présentent une teinte d'un rouge orangé du côté concave, et une teinte verte du côté convexe. Les colorations sont ici très-intenses, parce que les minima correspondant aux différentes couleurs sont absolument nuls, ce qui donne un grand éclat au phénomène. Il est à remarquer que la teinte qui colore le bord concave d'une branche de spirale telle que AB (fig. /lo), se continue sur la partie concave du cercle BB", situé dans le quadrant suivant: de même, la teinte qui existe sur le bord convexe d'un arc de cercle tel que AA'" se continue sur la partie convexe de la branche de spirale A" B'" située dans le quadrant suivant. Les parties situées entre les quatre branches de la croix, dans l'intérieur du premier cercle, présentent des colorations peu intenses, parce ([ue la longueur d'ondulation influe peu sur les modifications éj)rouvées par les ravons qui y aboutissent, et qu'ainsi aucune portion du spectre n'est prédominante.
La manière la plus simple d'observer le phénomène (|ue nous venonsde décrire consiste à employer l'appareil de Norremberg (221).
LUMIERE CONVERGENTE. iG5
On pose simplement une lame de quartz perpendiculaire à l'axe sur le miroir horizontal qui se trouve à la partie inférieure de l'appareil. La lumière polarisée réfléchie parla glace inclinée traverse la lame de quartz, se réfléchit sur le miroir inférieur et traverse de nouveau la lame en sens contraire, ce qui produit évidemment le même efl'et que si elle traversait successivement deux lames de même épaisseur et de signes contraires. Par cet artifice on est dispensé de se procurer deux lames de quartz ayant exactement la même épaisseur, condition qui ne laisse pas que d'être difficile à réaliser.
L'expérience fournit de plus le moyen de reconnaître si la lame avec laquelle on opère est rigoureusement perpendiculaire à l'axe : il en est ainsi toutes les fois que la croix centrale formée par les quatre spirales est parfaitement nette et symétrique.
En résumé, on voit que dans un assez grand nombre de cas, dont quelques-uns fort compliqués, l'expérience s'accorde d'une manière remarquable avec les résultats de la théorie basée sur les hypothèses admises par M. Airy. On peut donc regarder comme démontré expérimentalement que, dans une direction inclinée sur l'axe, la polarisation circulaire se change dans le quartz en polarisation elliptique; que sur les deux rayons réfractés les ellipses sont semblables et ont leurs grands axes perpendiculaires enire eux, et enfin que la dilférence de marche s'obtient en ajoutant une quantité constante à celle qui existe dans les cristaux à un axe dépourvus de pouvoir rotatoire. Mais il faut remarcpier que ces conclusions ne s'appliquent qu'aux directions peu inclinées sur l'axe, car, pour les directions qui font avec l'axe un angle considérable, la polarisation rotatoire est entièrement masquée par la double réfraction ordinaire.
VtnDET, VI. — Ojitif|ue. il. l8
268. Découverte lie la polarisation rotatoire dans les liquides. — La propriété que possèdent certains liquides, de faire tourner comme le quarlz le plan de polarisation d'un rayon polarisé recfilignement, a été découverte par Biot en ]8i5 d'une manière tout à fait fortuite'". Biot, se laissant guider par la théorie de la ])oIarisation mobile, se proposait de rechercher s'il ne pourrait pas faire varier les colorations des lames minces cristallisées, en changeant d'une façon notable l'indice du milieu extérieur. En opérant avec l'essence de térébenthine, il remarqua que les teintes des images étaient altérées d'une façon singulière et changeaient avec l'orientation de l'analyseur. Il était naturel, d'après cela, de s'assurer si l'essence de térébenthine n'exerçait pas par elle-même une action sur la lumière polarisée. Ayant retiré la lame cristallisée, Biot reconnut qu'en recevant sur un analyseur un faisceau de lumière polarisée qui a traversé une colonne d'essence de térébenthine on a deux images teintes de couleurs complémentaires variables avec l'orientation de l'analyseur. Il retrouva la teinte sensible, et, en opérant avec la lumière homogène, il put s'assurer que l'essence de térébenthine agit absolument comme une lame de quarlz perpendiculaire à l'axe. Ce li(juide dévie le plan de polarisation vers la gauche d'un angle proportionnel à la longueur de la colonne liquide, et sensiblement en raison inverse du carré de la longueur d'ondulation.
Il lallut donc admettre, si étrange que pût paraître cette conclusion au premier abord, qu'il existe des liquides qui agissent sur la lumière polarisée de la môme façon qu'une laine cristalline. Il est
'•' Les observations de Biot sur ressence do térébenthine ont été communiquées à l'Académie des sciences le 28 et le 3o octobre 1810, et publiées dans le Bulletin dp la Soriclé Pliilomalhi(jit(> de décembre 1 8 1 3. Seebeck paraît avoir découvert les mêmes failS; sinon avant Biot, du moins simultanément;
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évident d'ailleurs que dans les liquides toutes les directions doivent jouir de propriétés identiques.
^26 9. Définition du pouvoir rotatoire. — Corps positifs et négatifs. — Iflélanges «les corps actifs et inactifs. — Biot ne tarda pas à découvrir que l'essence de térébenthine n'est pas le seul liquide qui jouisse de la propriété de faire tourner le plan de polarisation, et qu'un grand nombre de liquides organiques, appartenant surtout à la classe des essences , possèdent également le pouvoir rotatoire. Parmi ces corps, les uns dévient le plan de polarisation vers la droite, les autres vers la gauche : on est convenu de donner aux premiers la qualification de positifs et aux seconds celle de négatijs. En faisant varier la longueur de la colonne liquide traversée par la lumière et en cherchant de quel côté la déviation du plan de polarisation est proportionnelle à cette longueur, il est toujours facile de reconnaître dans quel sens s'exerce le pouvoir rotatoire.
Pour définir le |)ouvoir rotatoire d'un corps par un nombre, il faut indi(pu3r le sens et la valeur de la rotation qu'éprouve le plan de polarisation d'un rayon lumineux qui traverse une colonne de ce corps ayant pour longueur l'unité. Dans ses nombreuses expériences, Biot prenait pour unité de longueur le décimètre et, pour définir la couleur des rayons sur lesquels il opérait, il se servait d'un verre coloré en rouge par l'oxyde de cuivre. On représente ordinairement le pouvoir rotatoire, défini comme nous venons de le faire, par p, et, quand on dit que pour l'essence de térébenthine on a
cela indique qu'une colonne d'essence de térébenthine de i décimètre de longueur dévie le plan de polarisation des rayons rouges vers la gauche d'un angle égal à 29^,6.
Le pouvoir rotatoire est très-variable suivant les liquides, mais il est toujours plus faible que dans le quartz et, pour le mettre en évidence, il faut o])érer sur une colonne de plusieurs centimètres de
longueur.
Les corps sont dits actifs ou inactifs suivant qu'ils agissent ou n'agissent pas pour dévier le pLin de polarisation. Biot, en mélangeant différents liquides organiques, fut amené à reconnaître les lois suivantes :
1° Le mélange d'un liquide actif et d'un liquide inactif est actif pourvu que les éléments de ce mélange n'exercent aucune action chimique l'un sur l'autre, et l'angle de rotation du plan de polarisation est proportionnel à la quantité de liquide actif qui se trouve sur le trajet de la lumière, de sorte que l'on peut calculer cet angle lorsqu'on connaît le pouvoir rotatoire du liquide actif et la densité du mélange. Si a désigne la déviation produite par l'unité de longueur du liquide actif ayant pour densité S, p et p' les poids des deux liquides mélangés. D la densité du mélange et L la longueur de la colonne du mélange traversée par la lumière, on aura, pour la déviation produite x,
LDa/>
àir + p')
2" Si l'on mélange deux liquides actifs qui n'exercent aucune action chimique l'un sur l'autre, l'action rotatoire du mélange sera égale à la sonmie algébrique des actions exercées par chacun des liquides composants, celles-ci étant évaluées en tenant compte de la diminution de densité que le mélange fait éprouver à chacun des liquides. Ainsi , soient a et a les déviations produites par l'unité de longueur des deux liquides ayant les densités S et S'; p,p' les poids de ces liquides et D la densité du mélange; soit enfin L la longueur de la colonne du mélange traversée par la lumière, on aura, pour la déviation x,
LD /a a \
La conservation du pouvoir rotatoire dans le mélange de deux liquides a conduit nécessairement à rechercher l'existence du ])ouvoir rotatoire dans les substances organiques solides, en les faisant dissoudre dans l'eau, dans l'alcool ou dans un liquide inactif quelcoïKpie. (l'est ainsi qu'on a pu recoinuiître les propriétés rotatoires
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d'un grand nombre de substances organiques parmi lesquelles il faut citer les sucres, les gommes, les matières mucilagineuses, la dextrine, le camphre en dissolution alcoolique, un grand nombre d'acides et de sels organiques, en particulier l'acide tartrique et les tartrates, enfin les alcaloïdes végétaux, spécialement étudiés par M. Bouchardat '^^ et qui se montrent tous actifs lorsqu'ils sont en dissolution dans un liquide convenablement choisi. La dextrine a, comme on sait, précisément tiré son nom de la grandeur et du sens de son pouvoir rotatoire. Quant aux substances sucrées, leur pouvoir rotatoire peut, suivant leur nature, changer non-seulement de grandeur, mais encore de sens. Ainsi le sucre de canne, qui fait dévier le plan de polarisation à droite, est interverti par l'action des acides, c'est-à-dire changé en sucre de raisin qui est lévogyre. Lorsqu'un solide actif est dissous dans un liquide inactif, l'action se montre encore proportionnelle à la quantité de substance active qui se trouve sur le passage de la lumière, et l'on peut appliquer la formule donnée plus haut ])Our le cas du mélange de deux liquides, l'un actif, l'autre inactif.
270. Valeurs numériques des pouvoirs rotatoires d'un certain nombre «le substances. — Le tableau suivant donne les valeurs déterminées, pour les pouvoirs rotatoires d'un certain nombre de substances organiques, par plusieurs observateurs et surtout par Biot. Il est à remarquer que pour les essences le pouvoir rotatoire peut varier très-sensiblement d'un échantillon de la substance à l'autre. Cela tient à ce que les essences sont souvent formées par un mélange de plusieurs corps isomères ayant même composition chimique, mais possédant des pouvoirs rotatoires différents : c'est ce qui a été démontré pour l'essence de térébenthine par les travaux de M. H. Sainte-Claire Deville f"^^. Les pouvoirs rotatoires sont supposés rapportés, comme nous l'avons dit plus haut, au décimètre adopté comme unité de longueur, et mesurés, pour les rayons rouge.'» transmis, à l'aide d'un verre coloré par l'oxyde de cuivre.
"^ Ami. (le chini. et (li> pliys., (3), IX, ai 3. (^' C. /?.,LX, 823.
270 POLARISATIOA ROTATOIRE.
Essence de térébenthine — -3 9°, 6
de citron -+- o5°,3
de bergamote + 19°, 08
de bigarade + yS'.g^
d'anis — o°.7o
de fenouil + 1 8°,i6
. de carvi + (Jô°,-9
de lavande -1- •3°,oy
de menthe — 1 6°,i A
de romarin + '^"^^9
de marjolaine +1 1°,84
de sassafras + 3", 53
Eau sucrée (contenant 5o p. 0/0 de
sucre de canne) + 38°, 64
Morphine (5 parties en dissolution dans
100 parties d'une solution faible de
soude) — 1 1°.5
Strychnine (5 parties en dissolution
dans ioo parties d'alcool) — G°,6
Brucine (5 parties en dissolution dans
100 parties d'alcool) - 1 a° à — 16°
Cinchonine (1 partie en dissolution dans
170 parties dalcool) — 5°, 78
Quinine (6 parties en dissolution dans
100 parties d"alcool) — 3o°
Les nombres relatifs aux alcaloïdes végétaux sont tirés des observations de Bouchardat. La narrotine n'a pas donné de résultats constants, ce qui tient probablement à ce qu'elle est altérée par le dissolvant.
27 1 . Pouvoir rofatoire moléculaire. — De l'ensemble des faits que nous Nciions d'expostM' il résultf que, lorsque le pouvoir rotaloire. connue cela a lieu dans les liquides et en général dans les corps amorphes, n'es! dû ([u'à l'aclion individuelle des molécules sur la lumière polarisée et non à \onv mode dn groupement, commo dans le quarlz, la déviation du |)lan de polarisation est proporlionindlc au nondii'c de molt'ciilcs aclivos que le ravon lumineux rencontre sur son cliciinn. on, ce (pu revient an mémr. au |)oids delà substance active contenue dans rnint(' de volume. Aussi, pour com-
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parer l'action moléculaire des difïérents corps, Biot a-t-il été conduit à diviser le pouvoir rotatoire, défini comme nous l'avons fait plus haut, par la densité; le quotient ainsi obtenu a été appelé par lui pouvoir rotatoire moléculaire, et désigné par la notation [p].
S'il s'agit d'un liquide actif, il est facile de calculer son pouvoir rotatoire moléculaire, connaissant la déviation a produite par une colonne de ce liquide ayant pour longueur / et la densité S du liquide : on aura en effet
S'il s'agit d'une substance active en dissolution dans un liquide inactif, en supposant qu'un poids e de la substance active soit en dissolution dans un poids i — £ du liquide inactif et que S soit la densité de la dissolution, il est évident que Se sera la densité du corps actif dans la dissolution, et, si a est la déviation produite par une colonne de cette dissolution ayant pour longueur l, on aura
Biot a fait de nombreuses expériences pour démontrer l'invariabilité du pouvoir rotatoire moléculaire lorsqu'on fait simplement varier la distance des molécules. y\insi il a constaté que le pouvoir rotatoire moléculaire de l'essence de térébenthine reste sensiblement constant pour les températures comprises entre — i o et i oo degrés. En dissolvant dans l'eau distillée des proportions de sucre égales à 0.3, o,/i, 0,5, ... et mesurant la densité du mélange, il a encore oljfenu pour |p] des valeurs sensiblement égales. Pour montrer qu'il en est de même lorsqu'on dissout l'essence de térébenthine dans des liquides inactifs, Biot mesura la rotation produite par une certaine quantité d'essence, puis la versa dans un tube plus long qu'il acheva de remplir avec de l'éther, et constata cjue la rotation n'était pas changée. Enfin il s'assura que les essences de citron et de térébenthine, qui font tourner le plan de polarisation en sens inverse, constituent, lorsqu'on les mélange dans les proportions indiquées par les formules précédentes, un liquide complètement inactif.
272 POLARISATION ROT.ATOIRE.
11 faut remarquer cependant que la loi de la conservation du pouvoir moléculaire spécifique est en quelque sorte une loi limite qui ne se vérifie jamais d'une manière absolue; en général le pouvoir rotatoire moléculaire augmente un peu avec la proportion du dissolvant, excepté pour le camphre, qui donne une diminution.
2 7 '2. Importance des propriétés rotatoires en chimie.
— Le j)arti que peut tirer la chimie des propriétés rotatoires se conçoit facilement. Les variations du pouvoir rotatoire moléculaire indiquent des modifications survenues dans la structure des molécules, modifications qui échapperaient à tout autre moyen d'investigation. C'est ainsi que Biot a pu reconnaître que les modifications produites sur les substances organiques par certains dissolvants demandent quelquefois un temps très-long pour être complètes : lorsqu'on fait dissoudre, par exemple, de l'essence de térébenthine dans l'alcool ou dans les huiles, le pouvoir rotatoire moléculaire augmente encore sensiblement au bout de plusieurs mois. C'est par la même méthode que M. Bouchardat a étudié l'action des acides sur les alcaloïdes végétaux : ainsi, tandis que la morphine mélangée aux acides possède le même pouvoir moléculaire que lorsqu'elle est dissoute dans l'eau, ce qui porte à admettre que ses molécules ne sont pas altérées, la narcotine, lévogyre avec l'eau, l'alcool et l'éther, devient dextrogvre lors([u'on la traite par les acides, ce qui prouve aue ses molécules sont modifiées par le contact des acides; de plus, cette modification est permanente, car. si on chasse l'acide au moven de l'ammoniaque, la dissolution filtrée est bien lévogvre, mais elle possède un pouvoir moléculaire plus faible qu'auparavant.
Enfin, c'est à l'aide des méthodes fondées sur les propriétés rotatoires que Ton peut suivre les changements que subissent les fécules, les gommes, les sucres, sous l'inlluence des acides étendus, et les transformations qu'éprouvent les liquides contenus dans les végétaux pendant les difî'érentes phases de la végétation.
Une des applications les |)lus intéressantes de ces méthodes a été faite par M. Pasteur lorscju'il a démontré que. dans l'aclion des divers acides sur les (arlrales, \o juirla.ije (h\s acides cuire les bases ne se fait pas suivant les lois de Bertliollt't.
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dépendant il ne faut pas nécessairement conclure de l'invariabilité du pouvoir rotatoire que l'action chimique est nulle : on serait ainsi en contradiction avec certains faits observés sur l'essence de térébenthine.
273. Conservation du pouvoir rotatoire quand les corps changent d'état physique. — Pour les corps qui possèdent l'activité rotatoire moléculaire, l'état liquide, s'il est le plus favorable à la manifestation des propriétés rotatoires, n'est cependant pas le seul où ces propriétés puissent se montrer. Ainsi Biot a constaté la conservation du pouvoir rotatoire sur le sucre amené à l'état vitreux et amorphe, et a reconnu que ce pouvoir est le même que celui qu'on peut déduire par le calcul de la déviation produite par des dissolutions contenant des proportions connues de sucre. Il en est de même pour l'acide tartrique anhydre, lorsqu'il est préparé à l'état amorphe et vitreux, en observant les précautions indiquées par M. Laurent. L'essence de térébenthine reste également active lorsqu'on la solidifie en la soumettant à l'action d'un mélange réfrigérant. Il faut éviter dans ces expériences tout ce qui pourrait donner une structure cristalline à la matière solidifiée, sans quoi la double réfraction ordinaire pourrait masquer complètement les effets dus à la propriété rotatoire. C'est probablement pour cette raison que le camphre, si actif lorsqu'il est en dissolution, n'a jamais pu montrer d'une manière certaine, à l'état solide, la propriété rotatoire.
La première expérience tentée en vue de montrer la conservation du pouvoir rotatoire dans les vapeurs a été faite en 1818 par Biot, dans l'orangerie du Luxembourg, sur l'essence de térébenthine. Il fallait opérer sur une colonne d'une grande longueur, à cause de la diminution de densité qu'éprouve le liquide en se réduisant en vapeur. L'appareil de Biot se composait d'une série de cvlindres en ferblanc formant un tube de 1 5 mètres de long, fermé à ses extrémités par des glaces et entouré d'un tube de plomb faisant office de manchon.
A l'une des extrémités se trouvait un miroir vertical de verre noir qui renvoyait dans le tube la lumière d'une lampe en la polarisant, et à l'autre extrémité l'analyseur disposé de façon à éteindre
'21k P 0 L \ P, 1 S AT I ( ) N P. 0 TAT 0 1 11 E.
Piniage extraordinaire. La vapeur d'essence provenant d'une petite chaudière fut introduite d'abord dans le manchon, puis dans le tube intérieur. Dès que ce tube en s'échauffant ont repris sa transparence, Biot vit reparaître l'image extraordinaire et constata, en faisant tourner l'analvseur, que les deux images étaient teintes de couleurs variables et toujours complémentaires. Mais, au moment 011 il se disposait à mesurer la déviation du plan de pohirisation, une fuite se déclara, lessence s'enflamma et détermina un véritable incendie.
Cette expérience, demeurée incomplète, a été reprise dernièrement par M. Gernez^^'. Cet observateur a d'abord étudié les variations du pouvoir rotatoire moléculaire des essences avec la température. Il a reconnu que pour les essences d'orange, de bigarade (^t de térébenthine ce pouvoir diminue d'une manière continue et peut être représenté par une formule de la forme
|p] = rt— ^; — d'^,
t désignant la température, a , h, c trois constantes qui vont en décroissant rapidement : ainsi, pour l'essence d'orange, on a
Pour constater le pouvoir rotatoire dos vapeurs, il oinplovait un tube d'une longueur de k mètres, enveloppé d'un manchon rempli d'huile et chaufle par une série de becs de gaz. Les rotations du plan de polarisation étaient mesurées pour chaque raie par la méthode de M>L Fizeau et Foucault (2/i9). 11 trouva que les pouvoirs moléculaires des vapeurs du camphre, des essences d'orange, de bigarade et de térébenthine étaient identiques à ceux qu'on obtiendrait en calculant, à l'aide de la formule donnée plus haut, le pouvoir rotatoire moléculaire des liquides résultant de leur condensation à la même température.
Lorsque In pouvoir rotatoire est dû à la structure cristalline, comme cela a htm pour lo quartz, le changement détat. en détruisant cette structure, l'ait disparaître en même temps le pouvoir rota-
'" C. /?.. LXII. 1 277. — Ann. ,h VÉc. A"or//i.. I, i.
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loire. Ainsi, le quartz fondu ou dissous dans l'acide fluorliydri(|uc n'ajjit plus sur la lumière polarisée. Il en est de même , comme nous le verrons plus loin, du chlorate de soude, c{ui à l'état cristallisé présente les mêmes propriétés que le cjuartz, mais dont la dissolution est complètement inactive. Entin, un cas intermédiaire entre les cas extrêmes, où le pouvoir rotatoire est dû uniquement à la cristallisation, comme dans le quartz, ou uniquement à l'action individuelle des molécules, comme dans l'essence de térébenthine, nous est offert par le sulfate de strychnine, qui possède, d'après M. Descloiseaux, un pouvoir rotatoire moléculaire vingt-quatre ou vingt-cinq fois plus grand à l'état solide qu'à l'état de dissolution.
îllà. Uispersioii rotatoire des litiiiides. — La loi approximative de la dispersion rofatoire est la même dans les liquides que dans le quartz, c'est-à-dire que la rotation du plan de polarisation est à peu près en raison inverse du carré de la longueur d'ondulation. Biot a prouvé que cette loi n'est pas rigoureusement vraie , en montrant que la dispersion ne se fait pas de la même manière pour les différents liquides. A cet effet, il a employé un procédé analogue à celui dont s'est servi Despretz pour montrer que les différents gaz ne suivent pas exactement la loi de Mariotte.
Si la dispersion suit exactement la même loi pour tous les liquides et qu'on introduise dans un tube deux colonnes de liquides possédant des rotations contraires et équivalentes pour une certaine couleur, l'équivalence aura lieu pour toutes les couleurs, et par suite, le plan de polarisation n'étant dévié pour aucune couleur, les images de l'analyseur devront rester incolores.
Or, l'expérience a montré à Biot que, dans ces conditions, il y a toujours coloration des images, d'où il faut conclure que, pour l'un des liquides au moins, la loi de la raison inverse du carré de la longueur d'ondulation n'est pas satisfaite, ce qui porte à croire que cette loi n'est rigoureusement vraie pour aucun liquide.
D'ailleurs, les écarts qui existent entre les déviations ré(dles et celles calculées d'après la loi de la dispersion sont très-variables; ils sont faibles en général pour les essences et beaucoup plus considérables poui' la dissolution alcoolique du camphre. Dans ce der-
nier liquide, la déviation du plan de polarisation des rayons violets surpasse de plus d'un quart la valeur calculée en partant de la rotation observée pour les rayons rouges.
275. Anomalies de l'acide tartrique. — L'acide tartrique dissous dans l'eau ou dans l'alcool présente des anomalies singulières qui ont été reconnues pour la première fois par Biot et étudiées plus récemment par M. Arndtsen à l'aide de la méthode de MM. Fizeau et Foucault'". Le pouvoir rotatoire de cette dissolution ne varie pas d'une façon continue d'une extrémité du spectre à l'autre. Si l'on fait, par exemple, dissoudre 5o parties d'acide tartrique cristallisé dans 5o parties d'eau, on obtient, d'après M. Arndtsen, les nombres suivants pour les rotations produites à 2 5 degrés [)ar une colonne ayant une longueur de i décimètre :
Raie C ii°,9
Raie D i^"
Raie E ik"
Raie b 1 3°,7
Raie F i3%3
Raie e i o",3
On voit (|ue la rotation va en croissant du rouge au vert moyen, puis décroît de manière à devenir plus faible pour les rayons violets que pour les rayons rouges. Il résulte de là que, dans les images de l'analyseur, les couleurs se succèdent dans un ordre particulier, et qu'on ne retrouve plus la teinte de passage telle que la montre le quartz.
Ce dernier résultat n'a rien de surprenant, car, un même azimut pouvant être simultanément parallèle aux ])lans de polarisation de deux couleurs, la teinte de passage peut fort bien ne plus correspondre à un minimum d'intensité pour les rayons les plus lumineux du spectre.
Si l'on divise la dissolulion à laquelle correspondent les nombres donnés plus haut en deux parties, qu'on étende une de ces parties et qu'on concentre l'autre par une évaporation modérée, on trouve
"' Ann. (le rhi)ii. ft de jihi/x., (3), LIV, /loS.
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que, pour ces dissolutions inégalement concentrées, les lois de la dispersion sont dissemblables et présentent toujours de grandes irrégularités.
Enfin, si l'on compare les déviations du plan de polarisation d'une même couleur simple pour des dissolutions inégalement étendues d'acide tartrifpie , on trouve que ces déviations ne sont plus proportionnelles à la quantité d'acide tartrique contenue dans la dissolution, ou, en d'autres termes, que le pouvoir rotatoire moléculaire varie d'une façon notable avec la concentration.
Biot a reconnu que pour la lumière rouge le pouvoir rotatoire moléculaire peut être représenté, lorsque la dissolution contient e pour 100 d'eau, par une expression linéaire de la forme
[p]=a-]-be,
a et b désignant deux constantes. Ce résultat a été vérifié et étendu aux différentes couleurs par M. Arndtsen, qui a déterminé les valeurs suivantes des constantes a et b pour les différentes raies du spectre :
Raie G [p] =-f a'i^S + 9°, ^5e^
Raie D [p] = 4- i^igô + i3°, o3e.
Raie E [p]= o°,i5 + 17°, ôie^
Raie b [p]= o°,83 + 19", i5 e^
Raie F [p] = — 3°,6o + 23°, 98e,
Raie e [p] =_ 9^,6 1 + 3i°, 6/te.
De ce tableau on peut tirer ])lusieurs conséquences importantes. On voit en premier lieu que la rotation vers la droite augmente avec la proportion d'eau. Le coefficient de e augmentant rapidement du rouge au violet, si la dissolution est très-étendue, le second terme devient prédominant, et le pouvoir rotatoire va aussi en croissant du rouge au violet, de sorte que la dissolution paraît rentrer dans le cas général. Au contraire, plus la dissolution est concentrée, plus les anomalies de dispersion deviennent sensibles. Pour e = o, c'està-dire pour l'acide tartrique anhydre, le pouvoir rotatoire ne s'exerce pas dans le même sens pour les différentes couleurs du spectre. Biot vérifia cette conséquence de la formule générale sur l'acide tartrique anhydre et vitreux préparé par Laurent; il reconnut
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que ce corps solide est dextrogyrc ])our les rayons rouges et lévogyre pour les rayons violets '^'.
Biot, pour expliquer les phénomènes anomaux que présente la dissolution d'acide tartrique, supposait que cet acide peut contracter des combinaisons avec l'eau dans des proportions variant d'une façon continue depuis l'état anhydre. Mais il est bien difficile de concevoir une combinaison à la fois assez énergique pour influencer d'une manière si notable les propriétés optiques et assez faible pour présenter une si grande instabilité. Il est plus présumable qu'il se forme simultanément plusieurs hydrates diflerents doués de pouvoirs rotatoires distincts et contenus dans la dissolution en proportions variables, suivant l'état de concentration de celle-ci. Cependant il faut dire qu'aucun fait d'expérience ne vient confirmer cette manière de voir.
Si l'on ajoute à la dissolution d'acide tartrique une certaine (|uantité d'acide borique, il se forme ce que Biot appelle du tartrate d'acide borique. Cette dissolution ne présente plus les mêmes anomalies de dispersion que la dissolution d'acide tartrique pur, mais la variation du pouvoir rotatoire moléculaire avec l'état de concentration s'y fait sentir d'une manière encore plus caractérisée.
276. Appareil de Biot pour la mesure des pouvoirs rotatoires. — La mesure des pouvoirs rotatoires est de la plus grande importance au point de vue de la chimie, et Ton s'est longtemps préoccupé de la forme à donner aux appareils pour obtenir une précision suffisante. L'appareil imaginé par Biot pour mesurer la rotation produite par les liquides '-^ a été employé presque exclusivement, du moins en France; mais, pour qu'il donne des résultats exacts, il faut s'entourer de précautions minutieuses dans le but d'exclure toute lumière extérieure et de conserver à l'œil toute sa sensibilité. On n'opère jamais qu'à la lueur des nuées, et on choisit un jour oii le ciel est entièrement couvert, afin d'éviter toute lumière polarisée par l'atmosphère.
Dans l'appareil de Biot, la lumière est polarisée par une glace
('^ Ann. de chim. et de phys., (3), XXIX, 35, 3hi.
(*) C. Il, XI, AiS. — Ami. de chim. et de phys., (a), LXXV^ lioi.
noire à peu ])rcs horizontale, que l'on peut déplacer à l'aide d'une vis, de manière à obtenir l'inclinaison qui donne la polarisation complète. Cette glace est extérieure à une chambre obscure dont le volet est percé d'une ouverture qui laisse passer la lumière réfléchie. Cette lumière traverse un long tube, puis tombe sur un analyseur; on fait tourner cet analyseur de façon à obtenir l'extinclion d'une des deux images. Le tube contient le liquide sur lequel on veut opérer : il est fermé à ses deux extrémités par deux glaces de verre et porte généralement à l'intérieur deux diaphragmes en argent, percés chacuu d'un trou central afin d'arrêter la lumière qui pénétrerait accidentellement dans le tube. Pour régler l'appareil on remplace ce tube par un autre tube vide de même longueur et dont les parois sont noircies intérieurement, et on fait tourner l'analyseur de façon à produire l'extinction d'une des deux images si on opère avec de la lumière homogène, ou la teinte sensible si l'on se sert de lumière blanche; on enlève ensuite le tube vide et on le remplace par le tube rempli du liquide sur lequel on veut expérimenter. L'angle dont il faudra faire tourner l'analyseur pour rétablir l'extinction d'une des images ou la teinte sensible indiquera la rotation produite par la colonne de liquide qui remplit le tube.
Biot a toujours, sans aucun motif sérieux, employé comme analyseur, au lieu d'un prisme de Nicol, un prisme biréfringent achromatisé. Il opérait, soit avec la lumière blanche, en se repérant sur la teinte de passage, soit avec la lumière rouge, en interposant un verre coloré par l'oxyde de cuivre entre l'œil et l'analyseur. Dans les expériences de Biot, l'appareil était placé dans un petit cabinet dont les murs étalent noircis: ce cabinet avait trois ouvertures : le volet, dont toutes les jointures étaient bouchées soigneusement avec de la laine noire; la porte, qui était suivie d'un rideau noir pour ne laisser passer aucune lumière extérieure ; et enfin une sorte de lucarne qui était à la disposition de l'observateur, et qu'il pouvait ouvrir pour faire ses lectures.
Si l'on se sert d'un verre rouge et qu'on obtienne l'extinction d'une des images, on reconnaît que la position de l'analyseur ou a lieu cette extinction n'est pas bien définie , et qu'on peut faire tourner
l'analyseur de plusieurs degrés sans que l'image reparaisse sensiblement. Pour arriver à une certaine exactitude, on commence par placer l'analyseur dans une position voisine de celle qui donne i'exlinction, puis on le fait tourner lentement jusqu'au moment où on cesse d'apercevoir l'image; à ce moment on fait une première lecture. On continue à tourner dans le même sens et l'on dépasse la position pour laquelle l'image reparaît-, on revient ensuite lentement en sens inverse et on fait une seconde lecture au moment où l'image disparaît de nouveau; la moyenne de ces deux lectures indiquera la position véritable du plan de polarisation, car l'intensité doit être la même à distance égale de part et d'autre de ce plan, si du moins on admet que, dans l'intervalle d'une des expériences à l'autre, l'intensité de la lumière extérieure n'ait pas varié et que l'œil ait conservé la même sensibilité. (Jomme rien ne garantit la réalisation de ces deux conditions, on fait un grand nombre d'observations et on détermine une série de moyennes. Si ces moyennes diffèrent peu, on peut se contenter de 8 ou lo et prendre la moyenne résultante. Il n'est pas rare de trouver les valeurs des deux lectures consécutives différentes de lo degrés, sans que pour cela les moyennes diffèrent de plus d'un quart de degré.
Avec la teinte de passage on emploie un artifice analogue. On déplace lentement l'analyseur et on fait une lecture au moment où apparaît la teinte sensible: on dépasse ensuite cette teinte, puis on y revient et on fait une seconde lecture lorsqu'elle commence à reparaître. La moyenne de ces deux lectures donne la direction du plan de polarisation. Les angles trouvés dans les deux lectures diffèrent encore notablement, mais beaucoup moins qu'avec la lumière homogène, et l'on peut obtenir avec la teinte sensible une précision beaucoup plus grande.
On peut d'ailleurs simplifier cet appareil en employant la lumière solaire, mais il faut alors polariser la lumière avec un Nicol, parce que les angles de polarisation sont trop différents pour les rayons rouges et pour les rayons violets. Dans ce cas on peut se dispenser de la plupart des précautions recommandées par Biot. et il suffit de ])lacer un limbe de carton noir autour de l'analyseur : c'est l'appareil de M. Mit-clierlicli.
Toutefois les résultats donnés par cet appareil et par celui de Biot ne sont pas rigoureusement comparables, et les angles pour lesquels apparaît la teinte sensible ne sont pas identiques. Comme la plupart des observations, surtout celles des savants français, ont été faites à l'aide de l'appareil de Biot, c'est celui dont il faudra se servir pour vérifier les nombres rapportés dans les ouvrages et pour en déterminer d'autres qui leur soient comparables.
277. Saccharimètpe de Soleil. — L'appareil de Biot a été modifié par M. Soleil dans le but spécial de le faire servir au titrage des dissolutions sucrées^'' : de là le nom de saccharimètre qui a été donné à l'instrument imaginé par M. Soleil. Le principe de cet appareil consiste à chercher à quelle épaisseur de quartz correspond une longueur donnée d'un liquide actif. Il est d'une grande sensibilité et d'un maniement beaucoup plus commode que celui de Biot.
Dans le saccharimètre de Soleil (fig. 612) la lumière est polarisée par un prisme de Nicol N rendu achromatique; elle est ensuite reçue sur une plaque de quartz p, représentée à part fig. /io , et formée de deux moitiés demi-circulaires, présentant des épaisseurs égales et possédant des pouvoirs rotatoires de sens contraire. L'épaisseur de cette plaque est telle que ses deux moitiés impriment fune et l'autre une rotation de 90 degrés au plan de polarisation des rayons jaunes moyens; de celte façon la lumière transmise par les deux moitiés de la pla(|ue, reçue ensuite sur un prisme de JNicol, développe la teinte de passage aussi bien dans l'une des moitiés de fiinage que dans l'autre, lorsque la section principale de ce prisme est perpendiculaire au plan primitif de polaril'g- ^2- sation. Après la plaque p vient le tube T, qui est en cuivre, fermé à ses extrémités par deux [)la(|ues de verre, et dans lequel on place le liquide ou la dissolution que l'on veut étudier
(0 C. iî.,XXI,/i3(i;XX!V, 97.3.
Vkrdet, VI. — O[)li(|iio, 11.
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Après avoir traversé le lubc T et avant d'arriver sur l'analyseur, la lumière traverse une lame de (juarlz q, puis un système L dit compensateur. Ce système est formé (lig. kà) de deux prismes de (juartz, à base de triangle rectangle très-allongé et où le grand côté de l'angle droit est per|jendioulaire à l'axe : ils sont d'une rotation contraire à celle de la plaque rj. Comme ces deux prismes sont mobiles Tun sur l'autre, le compensateur constitue une lame perpendiculaire à l'axe et dont on peut faire varier l'épaisseur à volonté. L'un des deux prismes est muni d'un vcrnier (|ui glisse le long d'une règle divisée portée par l'autre prisme, et le déplacement
ViQ. Ii3. Fiy. litx.
du vernier indicjue le changement d'épaisseur du système. Quand il y a coïncidence entre les zéros du vernier et du la règle, cette épaisseur est rigoureusement égale à celle de la lame q , dont l'effet se trouve ainsi complètement détruit. Ordinairement chaque division de la règle correspond à une variation d'épaisseur d'un dixième de millimètre de quartz; et, comme le vernier donne encore les dixièmes, on peut évaluer ainsi jusqu'aux centièmes de millimètre.
Enfin l'appareil se termine par un analyseur biréfringent A, suivi d'une petite lunette de Galilée G, dont on fait varier le point de manière à voir nettement l'image de la double plaque /j.
Voyons maintenant comment on mesurera à l'aide de cet appareil la rotation produite par une colonne d'un liquide déterminé ayant la longueur du tube T. Pour régler l'appareil on y place le tube T vide, ou mieux plein d'eau, afin (pi'on ne soit pas obligé de changer le point de la lunette lors de la seconde observation; en effet la colonne liquide (jui se trouve dans le tube rapproche, à cause de son pouvoir réfringent, l'image de la plaque y^, et, pour la voir avec nr-'ttcié, la lunette ne doit pas être au même point (pie si le tube
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était plein d'air. On fait ensuite coïncider le zéro du vernier et le zéro de la règle dans le compensateur L. dont l'un des prismes est rendu mobile à l'aide d'une vis, et on tourne l'analyseur jusqu'à ce que les deux moitiés de l'une des images de la plaque p, de l'image ordinaire par exemple, présentent la teinte sensible. Ensuite, sans toucber au reste de l'appareil, on enlève le tube T, on le remplit du liquide sur lequel on veut expérimenter, et on le replace. Si ce li- ([uide est actif et s'il fait tourner le plan de polarisation dans le même sens que la plaque de quartz q, son action s'ajoutera à celle de cette plaque, et les deux moitiés de l'image vue dans la lunette cesseront de présenter la teinte sensible. Pour neutraliser l'action du liquide, il faudra augmenter l'épaisseur du compensateur : on fera donc 'tourner la vis de ce compensateur jusqu'à ce que les deux nioitiés de l'image de l'analyseur reprennent la teinte sensible; le déplacement du zéro du vernier sur la règle graduée indique en centièmes de millimètre l'augmentation d'épaisseur du système L, c'est-à-dire l'épaisseur de la lame de quartz qui fait équilibre à l'action du liquide et qui possède, par conséquent, le même pouvoir rotatoire que la colonne liquide contenue dans le tube T. Il est clair que, si le liquide qui remplit le tube a un pouvoir rotatoire de sens contraire à celui de la plaque q, il faut diminuer l'épaisseur du compensateur en tournant la vis dans le sens opposé. En essayant successivement de tourner la vis dans un sens ou dans l'autre, on trouve facilement dans quel sens il faut la faire tourner pour rétablir la teinte sensible, d'où l'on déduit le sens du pouvoir rotatoire du liquide.
La métbode que nous venons de décrire est irréprochable quand on opère avec la lumière blanche et que le lic[uide soumis à l'expérimentation est incolore; mais, si la lumière ou le liquide sont colorés, la teinte sensible ne correspondra plus aux mêmes rayons du spectre et l'instrument n'aura plus la même sensibilité.
Pour remédier à cet inconvénient, M. Soleil a ajouté à son appareil une pièce qu'il a appelée producteur des teintes sensibles. Cette pièce, qui se place en avant du saccharimètre, se compose d'un prisme de Nicol N' (fig. /i2) et d'une lame de quartz /; le tout est renfermé dans une douille qui peut tourner sur elle-même au moyen
d'une roue dentée, d'un pignon et d'un bouton qui est placé près de la lunette G, à la portée de la main de l'observateur. La lumière incidente est polarisée par le Nicol N'; elle traverse ensuite la lame /, puis le Nicol N, qui sert d'analyseur et lui donne une certaine coloration. En faisant toujMier le Nicol N', on trouve généralement une position pour laquelle la lame / donne une teinte complémentaire de celle du liquide ou de la lumière employée : cette dernière coloration se trouve ainsi neutralisée, et par suite la teinte sensible se rétablit dans les deux moitiés de l'image ordinaire de l'analyseur A. D'ailleurs, si on n'arrive pas à cette compensation exacte, l'appareil peut encore servir; on cherchera alors à rendre aussi identiques que possible les teintes des deux moitiés de l'image de la plaque p.
L'emploi du saccharimètre n'est pas d'une généralité absolue, car il suppose qu'on peut toujours détruire l'efïet d'une colonne de liquide d'une certaine longueur par une certaine épaisseur de quartz, ce qui n'aura lieu qu'autant que la loi de la dispersion rotatoire est la même pour le li(|uide que pour le quartz, c'est-à-dire lorsque, pour le liquide comme pour le quartz, les Bolations des plans de polarisation approcbcnl d'être inversement proportionnelles aux carrés des longueurs d'ondu'ation. Or Biot a reconnu qu'il en est ainsi pour la dispersion rotatoire des dissolutions sucrées, et il en résulte que, pour cet usage spécial, l'emploi du saccharimètre est à l'abri de toute objeclion.
^78. Double réfraction «laiis les lifiiiides actifs. — Les
li([uides (pii dévient le plan de [)olarisation possèdent la double réiraclioii cu'culaire, c'est-à-dire transforment un rayon polarisé rectilignement en deux rayons polarisés circulairement en sens contraire et se propageant avec des vitesses différentes. L'interprétation théorique de la pohirisation rotatoire sera donc la même pour les li(|uides actifs que pour le (piartz. Seulement le quartz ne jouit de celle propriété que suivant la direction de l'axe, et elle est modifiée dans les directions obliques à l'axe par un autre phénomène, celui de la doidde réiractiun recliligne, (|ui finit par la faire disparaître complètement dans les directions qui sont voisines d'être perpendiculaires
à l'axe; dans les liquides actifs, au contraire, toutes les directions jouissent de la même propriété.
On peut démontrer la double réfraction circulaire des liquides actifs par des expériences analogues à celles qui ont été faites sur le quartz (256) :
1° Un ravon polarisé circulairement qui traverse un liquide actif n'éprouve aucune altération.
2° Si on interpose une colonne de liquide actif sur le trajet des rayons lumineux dans l'expérience des miroirs de Fresnel, on produit trois systèmes de franges qu'on peut apercevoir à l'aide d'un analyseur.
279. Observations de JoIibi Herscliell sur les faces plagièdres du «luartz. — C'est une observation de John Herschell ''•^' sur le quartz qui est devenue le point de départ des importants travaux exécutés dans ces derniers temps sur les relations qui existent entre le pouvoir rotatoire des corps et leur forme cristalline. Ce savant remarqua que les cristaux de quartz présentent souvent des facettes irrégulières, inclinées d'un côté dans certains cristaux et du côté opposé dans d'autres, et que la direction de ces facettes a une relation constante avec le sens du pouvoir rotatoire des cristaux.
Pour comprendre l'origine de ces facettes, il faut se rappeler que le qxiarlz appartient au système rhomboédrique et cristallise en prismes à six pans terminés par deux pyramides hexaédriques. Si l'on prend pour forme primitive le rhomboèdre, les sommets de chaque prisme de quartz ne sont identicjues que de deux en deux, et les arêtes verticales (le prisme étant supposé placé debout) ne sont aussi identiques que de deux en deux. Si l'un des sommets du prisme vient à être modifié, il semble que ce doive être soit par une facette unique, également inclinée sur les deux faces latérales qui forment l'arête verticale, soit par deux facettes d'une inclinaison égale à droite et à gauche de l'arête.
Dans les cristaux de quartz, cette loi de symétrie que nous venons d'énoncer n'est pas toujours vérifiée : quelquefois une seule des deux facettes se développe sur l'angle modifié et, aux deux extrémités d'une même arête verticale, il y a deux facettes inclinées de côtés opposés, (^eci se voit sur la figure hb , où l'arête AB du prisme est modifiée à ses deux extrémités par deux facettes j9 etp', inclinées la première vers la droite et la seconde vers la gauche. Comme la modification ne porte que sur trois des arêtes, sur celles
''' Camhr. Trniis.. \ , h3.
qui sont identiques à l'arête AB. il y a en tout sur le cristal six facettes de ce genre. Ce sont ces facettes que Haûy a appelées yj/«^/tV/ms. Cette troncature dissyniélrique |)eut se présenter de deux manières différentes, suivant que, pour l'observateur qui place le prisme de quartz verticalement en face de lui, la facette qui modifie l'extrénn'té supérieure de l'arête tournée vers lui est
BSHH plus inclinée à droite ou plus inclinée à gau- ^^HH che. Deux cristaux de quartz ainsi modifiés, ll^^^lH l'un par des facettes inclinées vers la droite, I^^^HH l'autre par des facettes inclinées vers la gau- I^^^HH che, ne sont pas superposables, et cest là le I^^^HH point imporlniit à remarquer : elles sont seule-
IH^^HH ment symétriques, et Tune d'elles est l'image i^^^BH de l'autre vue dans un miroir. Aussi ce genre de modification constitue-t-il ce qu'on appelle en cristallographie Vliémiédrie non superposnble. Si l'on prolonge les facettes plagièdrcs du i-ig. /:[,, quartz jusqu'à leur rencontre , on obtient , sui-
vant qu'elles sont inclinées vers la droite ou vers la gauche, deux solides formés chacun de six quadrilatères irréguliers et portant le nom de trapézoklrcs trigonaiix. Ces deux solides ne sont pas superposables; ils sont symétriques et constituent des formes hémiédriques non superposables.
Herschell a remarqué que, suivant que les facettes plagièdres du quartz sont inclinées vers la droite ou vers la gauche, le cristal est généralement dextrogyre ou lévogyre. La cristallisation serait donc ainsi une traduction visible des phénomènes optiques qui se passent dans l'intérieur du cristal. Il résulte en effet du pouvoir rotatoire du quartz que, si un rayon polarisé circulairement traverse ce cristal dans la direction de l'axe, les molécules d'éther ne subissent pas la même action suivant qu'elles jjarcourent leur trajectoire dans un sens ou dans l'autre. Les molécules du cristal sont donc elles-mêmes dissymétriques et ne possèdent pas des propriétés identiques dans tous les sens. De même dans les deux trapézoèdres trigonaux (jui peuvent dériver du quartz, si, en partant de deux points correspon»-
dants dans les deux cristaux, on en fait le tour dans le même sens on rencontre les éléments cristallographiques disposés dans un ordre différent.
Ces dernières réflexions n'appartiennent pas à Herschell, qui s'est borné à indiquer la relation qui existe entre le sens de la rotation et celui de l'iiémiédrie. Cependant Biol a montré que la relation empirique annoncée par Herschell entre la forme cristalline et le sens de la rotation n'est pas générale. Il a trouvé en effet des cristaux de quartz pourvus du pouvoir rotatoire qui ne présentaient aucune des faces hémièdres ou les possédaient toutes deux simultanément: d'autres cristaux de quartz avaient un pouvoir rotatoire de sens contraire à celui que semblait indiquer le sens de l'hémiédrie.
280. Généralisation de l'observation «l'Hersekell par in. Delafosse. — M. Delafosse a fait remarquer le premier'" que la relation établie par Herschell entre le sens de la rotation et celui de l'hémiédrie n'est qu'un point secondaire et accessoire, mais que le point le j)lus important dans la découverte d'Herschell c'est d'avoir montré ([u'il existe une dissymétrie moléculaire dans le quartz, et qu'il n'est pas indifférent que la lumière polarisée circulairement y voyage dans un sens ou dans l'autre. Cette dissymétrie physique existant, rien n'implique la nécessité qu'elle soit indiquée extérieurement sur le cristal : elle peut l'être d'ailleurs par des facettes inclinées à droite ou à gauche, et il n'y a aucune relation nécessaire entre la forme géométrique et le sens de la rotation.
M. Delafosse a beaucoup insisté sur le point de vue qu'il a généralisé théoriquement, et d'après lequel l'hémiédrie ne fait qu'accuser la dissymétrie moléculaire; mais, s'il a introduit cette idée dans la science, ses recherches expérimentales n'ont pas été heureuses, parce qu'il n'a pas compris que la véritable dissymétrie moléculaire ne peut exister qu'avec Xhémiédrio non superposahle, et il a été conduit ainsi à cliercher le pouvoir rotatoire dans l'apatite et dans la schéelite , cristaux qui ne donnent (|ue des formes héniiédriques superposables'-'.
''^ Mémoire sur la crislailisation, Mem. des Snv. ptraufj., VIII. (-^ Traité de minprnlofrie , \). J h(^, lôi, 'ii/i.
L'apatite cristallise en prisme hexagonal; dans ce système, chaque arête verticale peut être modifiée par deux troncatures également inclinées sur les deux faces latérales, ce qui donne douze faces modifiantes. Mais il peut se présenter un cas d'hémiédrie : c'est quand chacune des arêtes n'est modifiée que par une seule troncature parallèle à l'axe et inégalement inclinée sur les deux faces latérales. Il semble, au premier abord, que dans ce cas le cristal devra posséder le pouvoir rotatoire. En effet, si, partant d'un point a (fig. 46) sur la face primitive, on fait le tour du cristal dans un sens ou dans l'autre, on ne rencontre pas les angles différents dans le même ordre. Mais, si on remarque qu'en retournant le crislal sommet pour sommet les angles se présentent en sens inverse, il faut admetlre que la rotation aura lieu en sens inverse de celui qu'elle avait dans la première position. Donc, suivant que le cristal sera traversé dans un sens ou dans l'autre, le plan de polarisation sera rlévié à droite ou à gauche. M. Delafosse avait en effet admis
que cette particularité pouvait se présenter. Mais on peut aller plus loin : rien ne distingue une des extrémités du cristal de l'autre extrémité, et rien au premier abord n'indique dans quel sens pourra se faire la rotation. Supposons cependant qu'elle s'effectue du côté où l'on rencontre d'abord le plus grand angle quand on part d'un point situé sur une des faces du cristal primitif. L'indétermination n'en est pas moins grande, car où est la face modifiante? où est la face modifiée? Comme il est impossible de trancher cette question et que le pouvoir rotatoire devra changer de sens suivant que l'une des faces sera considérée comme face modifiante ou comme face primitive, il en résulte que le pouvoir rotatoire n'a pas de raison d'être. Un raisonnement analogue démontrerait que la schéelite ne peut aussi donner lieu qu'à des formes hémiédriques évidemment superposables. Du reste, l'expérience a complètement démontré que dans les deux exemples de cristaux cités par M. Delafosse il n'y a pas trace de pouvoir rotatoire.
Fiir. iG.
281. liiaison entre le pouvoir rotatoire et rhémiédrie non superposable. — Travaiax de M. Pasteur. — (j est
M. Pasteur qui, le premier, a véritablement compris la loi générale qui lie la polarisation rotatoire à la forme cristalline, et dont l'observation d'Herschell ne constitue qu'un cas particulier. L'hémiédrie qui donne naissance au pouvoir rotatoire doit produire deux formes non superposables. L'existence de ces deux formes non superposables est une condition indispensable pour que l'on puisse concevoir dans deux cristaux de même nature une action différente sur la lumière polarisée.
Cette hémiédrie non superposable peut se définir autrement, sans avoir recours à la forme primitive. Il suffit que la forme polyédrique sous laquelle se présente le cristal ne puisse pas avoir de plan de symétrie pour pouvoir affirmer que c'est une forme hémiédrique non superposable à la forme symétrique. En effet, le symétrique d'un polyèdre ne change pas, quel que soit le plan par rapport auquel il est pris; si donc le [)olyèdre a dans son intérieur un plan de symétrie, il en résulte qu'il est à lui-même son propre symétrique, et par suite qu'il est superposable à son symétrique. Ainsi l'absence d'un plan de symétrie dans un polyèdre ou l'impossibilité de le superposer à son symétrique ne forment qu'une seule et même condition.
C'est donc dans l'hémiédrie non superposable que nous devrons chercher l'explication du pouvoir rotatoire des cristaux, et c'est dans ce but que nous allons montrer comment ce genre d'hémiédrie peut se produire dans les différents systèmes cristallins.
282. Hémiédrie non superposable dans le système cubique. — Observations de m, IVIarbacli. — Il semble difficile, au premier abord, de trouver dans le système cubique des formes hémiédriques non superposables. On rencontre en effet, dans ce système, deux sortes d'hémiédrie : l'une à faces parallèles, qui conduit au dodécaèdre de la pyrite; l'autre à faces inclinées, qu'on obtient en prolongeant la moitié des faces de l'octaèdre et qui donne naissance au tétraèdre; mais ces deux hémiédries ne peuvent évidemment produire que des formes superposables, et
nous n'avons pas à nous en occuper pour le but que nous nous proposons. Depuis longtemps le cristallographe Mohs avait signalé, au point de vue purement théorique, l'existence d'une tétartoédric non superposable dans le système cubique. Pour arriver à cette forme il convient de prendre pour point de départ la forme la plus générale du système cubique, c'est-à-dire le solide à quarantehuit faces formées de triangles scalènes.
On peut faire dériver ce solide de l'octaèdre en plaçant sur chaque arête deux facettes inégalement inclinées vers les extrémités de l'arête et vers les faces adjacentes. Si l'on fait seulement cette opération pour quatre des faces de l'octaèdre, on obtient un solide à vingt-quatre faces; c'est la forme la plus générale de l'hémiédrie tétraédrique. Si dans ce solide, enfin, des six faces qui correspondent à chacune des faces de l'octaèdre on en conserve seulement trois de deux en deux, on obtiendra un dodécaèdre à faces pentagonales, tout diiïérent de celui de la pyrite. Ce dodécaèdre n'est pas superposable à son image, car les faces ne sont placées que sur quatre des huit angles du cube primitif, et dissymétriquement sur chacune des arêtes. Toutefois, c'est là une forme c|ui n'a jamais été observée.
Mais, si nous supposons que dans le dodécaèdre pentagonal que nous venons de décrire les faces deviennent symétriques par rapport aux arêtes, c'est-à-dire deviennent parallèles aux arêtes du cube primitif, nous retomberons sur le dodécaèdre de la pyrite ; seulement, comme les huit angles réguliers continueront d'être dissymétriques physiquement, il pourra arriver que la moitié seulement de ces huit angles soit modifiée par les faces du tétraèdre. C'est précisément sous cette forme que l'hémiédrie non superposable a été observée par M. Marbach dans les cristaux de chlorate de soude ^". En résumé, la forme hémiédrique non superposable reconnue par M. Marbach sur les cristaux de chlorate de soude peut être considérée comme un cas particulier d'un dodécaèdre tétartoédrique non superposable modifié par les faces du tétraèdre, et c'est de cette manière cju'elle est envisagée par les cristallographes allemands.
D'autre part, les minéralogistes français, ne voulant pas prendre
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pour point de départ une forme non observée, y voient la combinaison de deux hémiédries, celle du tétraèdre et celle du dodécaèdre de la pyrite.
Il reste à montrer maintenant comment M. Marbach est arrivé à distinguer les cristaux droits des cristaux gauches dans le chlorate de soude. Si l'on examine les faces du dodécaèdre de la pyrite, on voit que ce sont des pentagones irréguliers, formés de quatre côtés égaux et d'un cinquième côté qui n'est pas égal aux autres. Ce dernier côté s'appelle la base, et l'angle qui lui est opposé reçoit le nom de sommet principal; une perpendiculaire abaissée du sommet principal sur la base partage le pentagone en deux parties symétriques. Dans la formation des angles réguliers du dodécaèdre il n'entre aucun sommet principal ni aucun angle adjacent à une base. Nous allons, d'après cela, trouver dans le cristal deux groupes d'angles réguliers non superposables. En effet, supposons que l'on place devant soi une arête d'un sommet régulier; de part et d'autre de cette arête se trouveront deux pentagones, dont l'un aura son sommet principal sur l'arête considérée. Suivant que le pentagone qui a son sommet principal sur cette arête se trouvera à droite ou à gauche, le sommet régulier du cristal pourra être dit droit ou gauche, et il est évident que ces deux sortes de sommets iw sont pas superposables. Si, sur un cristal, les troncatures par les faces du tétraèdre portent sur les sommets droits, et si sur un autre ces mêmes troncatures atteignent les sommets gauches, les deux solides ainsi obtenus ne seront pas superposables et les cristaux hémiédriques seront dits droits ou gauches, suivant que les troncatures tétraédriques auront porté sur les sommets droits ou sur les sommets gauches.
M. Marbach a reconnu directement, par l'expérience, l'existence du pouvoir rotatoire dans un certain nombre de cristaux appartenant au système cubique.
Pour tous ces cristaux le pouvoir rotatoire reste le même, quelle que soit la direction suivant laquelle les rayons lumineux traversent le cristal, ce qu'aurait pu faire prévoir la symétrie du système cubique. De plus, le pouvoir rotatoire ne se conserve pas lorsqu'on met ces cristaux en dissolution; ainsi la dissolution de chlorate de soude est complètement inactive. Pour deux corps, le chlorate de
soude et le sulfoantimoniate de sulfure de sodium hydraté, M. Marbach a pu reconnaître sur les cristaux les lormes hémiédriques droites et gauches, et il a vérifié que la variété droite dévie à droite le plan de polarisation, et que la variété gauche le dévie à gauche. Deux autres corps cristallisant dans le système cubique, le bromate de soude et l'acétate double de soude et d'oxyde d'uranium, possèdent aussi le pouvoir rotatoire; mais on n'a pas observé sur leurs cristaux les formes hémiédriques, et par suite on n'a pu s'assurer si la relation trouvée par M. Marbach entre le sens de l'hémiédrie et celui de la rotation subsiste encore ici.
Le tableau suivant fait connaître , pour les cristaux cubiques jouissant du pouvoir rotatoire, les valeurs des rotations produites par une plaque de i millimètre d'épaisseur :
Ghlorale de soude, NaO,CIO' 3%66
Bromale de soude, NaO,BrO^ •i°,8o
Acétate double de soude et d'oxyde d'uranium ,
NaO, QUrO',3C"H'0' i",7G
Sulfoanlinioniate de sulfure de sodium liydralé,
3NaS,ShS=+i8HO ' -i^hh
283. Hémiédrie non superposable dans le système hexagonal. — Pour ^^^^ étudier le système hexagonal il faut, comme l^S^^H nous l'avons fait pour le système cubique, ^M A^^^H partir de la forme la plus générale et chercher quelles sont les hémiédries qui peu-
_ > ll^l^fl ^^'^*^ donner des solides dissymétriques. La
^l^iv^i forme la plus complète du système hexa- V H^^^HI gonal est l'ensemble de deux pyramides à ft' V^^^^^H bases de dodécagone, accolées par leurs I^iHj^^^H '^''^^^ (^g- ^7)- Le dodécagone qui forme ^l^^jj^^^^^l la base commune des deux pyramides n'est pas régulier, mais ses sommets coïncident avec ceux de deux hexagones réguliers iné- ^^' '' gaux ayant même centre et où l'ensemble
des diagonales formerait au centre une série d'angles égaux. On
^9i POLARISATION ROTATOIRE.
peut considérer le solide à vingt-quatre faces que forme la double pyramide comme composé de douze angles dièdres déterminés par des plans passant par l'axe principal et par les arêtes de la double pyramide; tous ces angles sont de oo degrés. On peut mieux encore diviser le solide en six angles dièdres formés par des plans passant par l'axe principal et par les sommets de la base correspondant à ceux d'un hexagone régulier. Chacun de ces angles sera de 60 degrés et comprendra quatre faces. Le solide à vingt-quatre faces porte le nom de didodécaèdre. On obtiendra une forme entièrement dissymétrique en supprimant dans chacun des six angles dièdres que nous venons de définir deux faces opposées par le sommet, en ayant soin (|ue dans deux angles dièdres adjacents les faces conservées soient aussi opposées par le sommet, ce qui revient en définitive à supprimer, en faisant le tour de la base commune des deux pyramides, alternativement une face au-dessus et une face au-dessous de cette base. Les faces conservées, qui sont ombrées sur la figure, donnent, si on les prolon.u'e, un solide à douze faces quadrilatères, qu'on nomme le dodécaèdre trapézoïde. En effet, chacune de ces faces est coupée par deux faces voisines de la même pyramide et par les deux faces de la seconde pyramide qui lui sont opposées par le sommet. Le dodécaèdre trapézoïde ainsi obtenu n'est pas superposable à celui qu'on obtiendrait en conservant l'autre série de faces. Ces formes hémiédriques non superposables n'ont jamais été rencontrées dans la nature.
Nous avons indiqué plus haut (280) une hémiédrie présentée par l'apatite, mais, comme cette hémiédrie ne conduit qu'à des formes superposables, nous ne nous y arrêterons pas ici.
Enfin, si on combine l'hémiédrie du dodécaèdre trapézoïde avec celle qui caractérise le système rhomboédrique, on trouvera un solide à six faces, dissymétrique, et qui sera une forme tétartoédrique. Pour arriver à ce solide supprimons d'abord , comme nous l'avons fait précédemment, la moitié des faces du solide à vingt-quatre faces, j)uis, dans chacun des six angles dièdres en lesquels nous avons divisé ce solide, supprimons encore alternativement, parmi les faces conservées , celles qui sont situées au-dessus et celles qui sont situées au-dessous de la base commune des deux pyramides. On ne conservera ainsi (|ue six faces; on en voit trois sur la figure : elles sont
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ombrées par deux séries de traits croisés. Cela revient en définitive à prendre, dans chacun des six angles dièdres en lesc|uels se trouve partagé le solide à vingt-quatre faces, une seule des cjuatre faces, et à choisir ces faces de façon que dans deux angles dièdres adjacents elles soient ou le plus éloignées possible l'une de l'autre, ou bien opposées par le sommet. Le polyèdre à six faces ainsi obtenu porte le nom de trapézoèdre télartoédnque ou trigonal. C'est ce solide qui constitue les facettes plagièdres du quartz, et c'est là seulement qu'il a été observé.
iM.Descloiseaux^^' a découvert le pouvoir rotatoire dans les cristaux de cinabre. Ces cristaux se comportent comme ceux de quartz, c'està-dire que le pouvoir rotatoire n'y est sensible que dans les directions voisines de l'axe. La rotation produite par le cinabre est environ trois fois plus grande que celle qui est produite par le quartz. Pour une épaisseur de i millimètre, elle varie entre Sa et 56 degrés. Les observations sont du reste très-difficiles, à cause de l'opacité extrême des cristaux de cinabre. On n'a aperçu d'ailleurs jusqu'ici sur ces cristaux aucune trace de facettes hémiédriques.
28/i. Héniiéclrîe non superposable dans le système tétragonal. — Le système tétragonal, ou du prisme droit à base carrée , donne lieu à des considérations tout à fait analogues à celles que nous venons de développer pour le système hexagonal. La forme la plus générale du système tétragonal se compose de deux pyramides à bases octogones, accolées par leurs bases. L'octogone qui forme la base connnune des deux pyramides n'est pas régulier, mais ses sommets coïncident avec ceux de deux carrés inégaux dont les diagonales forment des angles de âb degrés entre elles.
Dans ce système, la double pyramide ou solide à seize faces peut être considérée comme divisée, par des plans passant par l'axe et par les arêtes prises de deux en deux, en quatre angles dièdres droits ou en quatre quadrants.
Des modifications absolument analogues à celles que nous avons décrites pour le système hexagonal conduiront à une hémiédrie
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superposable, à une liémiédrie non superposable et à une tétartoédrie.
L'hémiédrie non superposable s'obtient en ne prenant dans chacun des qualre quadrants que deux faces opposées par le sommet, ce qui produit un solide limité par huit faces qui ont la forme de trapèzes; c'est le trapézoèdre à huit faces ou trapézoèclre octaédrique, et il est évident qu'en conservant l'une ou l'autre des deux séries de huit faces on arrive à deux trapézoèdres qui ne sont pas superposables. Ces formes bémiédriques n'ont pas été observées sur les cristaux du système létragonal.
On peut supprimer quatre des huit faces du trapézoèdre en ne conservant alternativement dans chaque quadrant que la face qui est au-dessus et la face qui est au-dessous de la base commune. On obtient ainsi un tétraèdre d'un aspect très-irrégulier et complètement dissymétrique. Ces tétraèdres, qui sont, comme on voit, des formes tétartoédriques, n'ont pas encore été observés jusqu'ici sur les cristaux du système tétragonal.
Cependant il existe un cristal appartenant à ce système qui possède le pouvoir rotatoire: c'est le sulfate de strychnine, lorsqu'on l'a fait cristalliser entre lo et 20 degrés avec i3 équivalents d'eau. Le pouvoir rotatoire a été reconnu par M. Descloiseaux '^^ sur des écbantillons de sulfate de strychnine préparés par M. Berthelot; ces cristaux ne présentaient pas du reste de traces d'hémiédrie non superposable. Le sulfate de strychnine fait tourner le plan de polarisation vers la gauclie; la rotation est d'environ 9 à 10 degrés pour une lame de 1 millimètre d'épaisseur. Ce corps présente une particularité remarquable également observée par xAI. Descloiseaux : si on le fait dissoudre dans l'eau, le pouvoir rotatoire moléculaire de la dissolution t-e trouve être de vingt-quatre à vingt-cinq fois plus petit que le pouvoir rotatoire moléculaire du corps à l'état cristallisé. C'est là une anomalie dont il serait très-important de se rendre compte. Connue le pouvoir rotatoire des cristaux, sauf ceux du système cubique, n'est sensible que lorsque les rayons lumineux les traversent dans une direction voisine de celle de l'axe, il semble que l'on pourrait expliquer l'affaiblissement du pouvoir rotatoire
CJ A))n. de clam, et Je pliijs., (3), LI, 366.
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molénilairc du suH'alc de strycliniiK! (I;ins la dissoltilioii par ce fait qu'il n'y aura (ju'un petit nombre de molécules cristallines dont les axes seront peu inclinés sur la direction des rayons lumineux. Toutefois cette explication n'est pas sutlisante; car, si le ])Ouvoir rotatoire ne se manifeste |)as pour les directions notablement uiclinées sur l'axe, il n'en faut pas conclure C{u'il n'(>xiste pas suivant ces directions, mais bien C[u'il y est masc[ué pai' la double réfraction ordinaire.
285. Héniiédrie non iiiiperpoMable dans les systèmes cristallins à deux ax.es optiques. — Dans les systèmes cristallins à deux axes optiques, la question de la polarisation rotatoire a été avancée dans un autre sens que pour les systèmes cubique et à un axe, et les connaissances s'y sont développées dans un ordre inverse. Les particularités que présente la double réfraction dans les cristaux à deux axes n'ont pas |)ermis de reconnaître le pouvoir rotatoire sur ces cristaux, et l'on ne sait en quoi les pro|)riétés des cristaux à deux axes qui possèdent le pouvoir rotatoire diffèrent de celles des cristaux qui ne possèdent pas ce pouvoir. Mais, d'autre part, on connaît un prand nombre de cristaux à deux axes qui présentent des formes bémiédriques non superposables et dont les dissolutions |)ossèdent le pouvoir rotatoire. La question cristallofjrapbique est donc ici |)lus avancée que l'iUnde optique des pbénoinènes, tandis que c'est l'inverse pour les s\stèmes précédemment étudiés.
Il est du reste facile de voir (|ue , dans les trois systèmes cristallins à deux axes qui nous restent à examiner, toute bémiédne est nécessairement dissymétrique et non superposable.
Dans le système rbombique. dont la forme la plus jjénérale est un octaèdre à base rhombe, on obtiendra une bémiédrie en conservant seulement quatre des faces de l'octaèdre, ce qui conduit à deux t('*traèdres non superposables. On peut aussi obtenir dans ce système une tétartoédrie (pii doime naissance à qiuitre formes constituant deux groupes de cristaux symétriques, mais non su|)erposables; ces formes ont été observées.
Dans le svstènie monoclinoé(lri(|ue, la symétri*' du cristal ne présente (ju'un seul a\(? crislallograpbique bien défini, le clioix des deux
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aulres axes restant assez indélciiiiiné. L'iiéiniédrie , dans ce s\stèine, consiste à supprimer deux des faces d'un prisme: si l'on conserve deux faces parallèles, on aura une hémiédrie superposable ; pour rpie l'hémiédrie ne soit pas superposable, il faut donc conserver deux faces (pii se coupent. Si l'on conserve en même temps ces deux faces et deux autres appartenant à un prisme différent, on obtiendra une forme hémiédri(pie tétraèdre.
Dans le système diclinoédrirpie, tout est dissymétrique, et l'on ne peut plus trouver que deux faces identiques entre elles; l'hémiédrie s'obtiendra par la suppression de l'une de ces faces et sera toujours non superposable.
1^S(^ Travaii^iL de 71. Pasteur sur l'acide tartrique et sur les tartrates. — Les beaux travaux de M. Pasteur ont mis entièrement dans son jour la relation qui existe entre le pou\oir rotatoire et les formes cristallines. Ses premières observations ont été faites sur l'acide tartrique et sur les tartrates-''. Les chimistes connaissaient, outre l'acide tartrique ordinaire, dont les dissolutions font tourner le plan de polarisation à droite, nu autre acide tartrique isomère du premier, mais dont la dissolution nagit pas sur la lumière polarisée. Cet acide fut obtenu en i 8 i () |)ar un fabricant de Thann. M. karstner, en traitant les tartres déposi's j)ar des vins des Vosges, et sa formation ne s'est jamais reproduite depuis; on le nomme Vacule paratarlrique ou racémiijue. Il se distingue de l'acide tartrique ordinaire par l'aspect de ses cristaux et forme une série de sels, les racémates. qui se distinguent également des tartrates formés par Taridi' tartri(pie ordinaire. L'acide racémic|ue est moins soluble dans l'eau (jnc l'acide tartrique ordinaire: il cristallise avec a équi- \ali'nts deau, tandis que l'acide tartrique ordinaire cristallisé est anhydre. Le tartrate de chaux est un j)eu soluble dans l'eau et trèssoluhle dans lacide acétitpie: le racémate de cliaiix est au contraire très-soluble dans Tc^au et insoluble dans lacide ac(''ti(jue; ces deux corps on! e\;i(lciiieiil |;i même forme crislalline. mais la grosseur et
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l'aspect des crisfaux pcrnieKoiit de les dislinguer an premier abord. Le racémate et le tartrate de chaux |)en\ent servir à ])réparer tons les autres sels de ces deux acides. Biot avait reconnu (jue les dissolutions, non-seulement de l'acide racémique, mais encore des racémates, sont complètement inactives. En iSA/i, Mitsclierlicli, en mélangeant des dissolutions de racémate de soude et de racémate d'ammoniaipie, obtint des cristaux de racémate double de soude el d'ammoniaque : ces cristaux ont la même forme, les mêmes angles, la même densité, les mêmes propriétés physiques que ceux de tartrate double de soude et d'ammoniaque; mais leur dissolution est inactive, tandis que la dissolution du tartrate double de soude et d'ammoniaque dévie le plan de polarisation à droite, comme le font les dissolutions de tous les tartrates.
M. Pasteur, qui, pour vérifier d'anciens travaux cristallographiques de M. de la Provostaye, avait eu occasion d'examiner les cristaux de l'acide tartrique el des tartrates, et de reconnaître que ton.> ces cristaux sont iiémièdres vers la droite, soumit à un examen attentif les cristaux de racémate double de soude et d'ammoniaque obtenus par M. Mifscherlich. el trouva <[ue ces cristaux étaient de deux espèces; ils appartiennent les uns et les autres au système rhoinbique, mais ils sont modifiés, les uns par des facettes hémiédriques inclinées vers la droite, et les autres par des facettes inclinées vers la gauche : ce sont deux formes symétriques, mais non superposables. C'est un mélange de ces deux espèces de cristaux qui constitue les cristallisations de racémate double, et, si l'on sépare les cristaux des deux espèces, on reconnaît que leurs poids sont égaux, d'où il n^sulte que le racémate s'est dédoublé, pendant la cristallisation, en deux sels ayant même composition chimique, mais des formes cristallographiques différentes. Il était naturel de chercher si cette difTérence se manifesterait aussi dans les propriétés optiques des deux espèces de cristaux. Si en efl'el on les fait dissoudre séparément et en poids égaux, on trouve que les dissolutions ont des pouvoirs rotatoires égaux, mais de sens contraire.
M. Pasteur, ayant traité les deux sels provenant du dédoublement du racémate double de soude et d'ammoniaque par Tazotate do plomb, obtint deux tartrates de piomb et. en faisant agir sur ces
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larlrates iiii léjjer excès rracide sulfiiri(|ue rlciidii, il en relira dein acides tartriques dont les cristaux sont différents : l'un est l'acide tarlricjue naturel avec ses faces hémiédriques inclinées vers la droite; l'autre présente une forme symétrique de celle de l'acide naturel, mais qui ne lui est pas superposable; ses faces hémiédriques sont inclinées vers la gauche. 11 \ a lieu évidemment de se demander si les dissolutions de ces dcuv acides se comportent optiquement de la même manière. M. Pasteur reconnut, comme pour les deux sels, que les deux acides, dissous à pioportions égales, donnent deux dissolutions qui ont des pouvoirs rotatoires égaux et de sens contraire. En conséquence, on a appelé acide lartrique droit celui dont la dissolution dévie le ])lan de polarisation à droite, c'est-à-dire l'acide nalurel, et acide tarlrique gauche celui qui présente des formes cristallines svmétriques de celles de l'acide naturel et dont la dissolution dévie le plan de polarisation vers la gauche.
Si l'on mélange les deux acides tartriques droit et gauche à poids égal dans l'eau, ils se combinent avec un dégagement sensible de chaleur et reconstituent l'acide racémif|ue, qui, par suite de la neutralisation des deux acides tartriques, est complètement inaelil.
Al. Pasteur a cherché ensuite à transformer l'acide tartrique droit en acide gauche, de façon à ])Ouvoir. en mélangeant cet acide gauche avec l'acide nalurel, reproduire l'acide jacémique, qui jusqu'alors n'avait été obtenu qu'accidentellement. Ce problème pré'sente au premier abord une dithculté sérieuse : en effet, les deux acides étant svmétriques l'un de l'autre, si l'on fait agir sur l'acide droit une force capable de le transformer en acide gauche, il semble que cette force sera aussi de nature à transformer l'acide gauche en acide droit et que, par suite, la transformation deviendra impossible. M. Pasleur est parvenu à éluder cette difficulté en emplovant comme agent un corps qui est lui-même dissvmétrique et dont, par conséquent, l'action sur les deux acides tartri(pies est différente. Il se servit à cet effet des alcaloïdes végétaux dont les dissolutions sont douées du pouvou' rolaloirc et (|iii possèdent, |)ai- suite. l;i dissymétrie inolé'culaire.
Kn iraitanl par la chaleur le lartrate de cinchonine. il obtint deux sels doiil il piil extraire deux acides tartriques; l'un de ces acides était
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rHci(l(3 rH((''nii((UO, et l'aiilre un acide (arlriciiic nom eau (m'il appela racule lartriquc Inactil' ' . <îe derniei- acide a tontes les [ji-opriétés physiques de l'acide droit ordinaire, mais ses formes cristallines sonl holoédriques et sa dissolution est complètement inactive.
On voit par ce (jui précède que l'acide tartrique peut se présenter sous quatre formes diiîérentes : i" l'acide tartri([ue droit (acide naturel), •?" l'acide tartrique gauche, 3" l'acide racémique (conihinaison à poids égaux d'acide droit et d'acide gauche), k" l'acide tartrique inactiL Tous les tartrates peuvent offrir ces quatre variétés.
Il est permis de généraliser ce point de vue et d'admettre que tous les cor|)s doués du [)onvoir rotatoire peuvent présenter les quatre variétés que nous venons d'énumérer : la variété droite, la variété gauche, la variété neutre on racémique, résultant du mélange des variétés droite et gauche, et enfin la variété inactive, M. Pasteur va même plus loin : il pense que tout corps peut exister sous ces quatre variétés, et ([ue, si on ne les a j)as constatées encore pour la plupart des cor[)s, c'est (pi'on n'a rencontré que la variété inactive, laquelle peut être modifiée par difîerents agents et fournir les variétés actives. Cette conjecture, du reste, ne s'appuie pas seulemen sur l'étude de l'acide tartrique et des tartrates; on a trouvé un certain nombre d'exemples analogues qui suffisent pour lui faire acquérir une grande importance. Nous allons faire connaître les principaux de ces exemples.
Les variations de pouvoir rotatoire (ju'on observe dans les essences tiennent probablement à ce qu'elles sont formées de différentes substances isomères chimiquement, mais douées de pouvoirs rotatoires difîerents, de sens inverse, et dont certaines peuvent même être complètement inactives. Les seules expériences qu'on ait sur ce sujet sont celles de M. H. Sainte-Claire Deville sur l'essence de térébenthine'"-'. Il a pu en retirer divers carbures d'hydrogène, les uns doués, les autres dépourvus de pouvoir rotatoire; mais il n'a |)as trouvé de variété racémique, ni de variété à pouvoir rotatoire inverse.
\J(isp(i\'a<yine naturelle |)r(3sente riu'miédrie non snper[)Osable a
^" C. R., XXXV, 61;-;. — {im. ilf rinin. n rir i,!njs.. (Hj, \\\VI, 'lof..
;^' c. /?., ix.sj.j.
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gauche, ut sa dissolution dans ICaii dévie le plan de polarisation dans le même sens.
\jaridc aspartique , ([ua l'on obtient en traitant l'asparagine par les acides, possède également le pouvoir rotatoire, lorsqu'il est en dissolution dans l'eau. L'acide malique, qu'on extrait d'un grand nombre de fruits, est aussi doué du pouvoir rotatoire dans sa dissolution.
Or, en j 85o, M. Dessaignes ayant fait agir l'acide cblorhydrique sur le fumarate d'ammoniaque, corps complètement inactif, en tira de l'acide aspartique, et M. Piria, en traitant cet acide aspartique par l'acide azotique, le transforma en acide malique. M. Pasteur a reconnu (pie les acides aspartique et malique ainsi obtenus sont conqilétement inactifs '^'. Chacun de ces deux acides présente donc deux variétés: l'une, qui est active, s'extrait directement de certains végétaux; l'autre, qui est inactive, s'extrait de l'acide fnmarique, qui est lui-même inactif.
\j acide campliorique droit s'obtient par l'action de l'acide azotique sur le camphre des laurinées, tandis que l'action de l'acide azotique sur le camphre de la matricaire produit un acide camphorique gauche, possédant le mémo pouvoir rotatoire que l'acide droit, mais en sens inverse. En mélangeant ces deux acides camphoriques, comme l'a fait M. Chautard, on obtient la variété racémique ''^'.
On a toujours constaté des différences entre les propriétés physi(jues de la variété racémique et celles des variétés actives: mais les variétés actives ne présentent entre elles aucune différence physique : elles se distinguent jjar leur action sur la lumière polarisée et sur les corps actifs, sur les alcaloïdes végétaux, par exemple.
287. lâste tiesi criataiiiL appartenant aux systèmes cristallins à axes obliques et possédant Uiémiédrie non superposable. — \ous terminerons ce chapitre en donnant la liste à peu près (•(»m[)lèl(; des cristaux (|ui, dans les systèmes cristallins à axes obliques, |)résentent des formes hémiédriques non superposablcs. Les dissoliilions de ces cristaux soni généralement actives; il hiiil ceiMMidanl en e\ce|)le]' le sulfate de magnésie cristallisé avec
" Cil.. XWIII, '.i-j. — Altn. derluw.rUir i,l,iis.. \\\\\.:\o. - cil.. WWII, i(i(l; I.VI, 6<j8.
POUVOli; ROTATOIHK KT FORME CRISTALLINE. ?>0:\
-j équivalenis d'eau cl le i'orinialc de slrontiane anliydro, doiU les dissolutions sont inactives bien (jue les cristaux présentent des formes hémiédn(|ues non suj)erposal)les. M. Pasteur a fait remarquer que dans ces cristaux il sutfirait de changer les angles de quchjues nu'nutes, pour que riiémiédrie devint superposahie : il semble donc (pu', si le [)ou\oir rotaloire existe, il doit être trop faible [)()ur cire observable.
Les cristaux doués de l'iiémiédrie non su[)erposable sont :
D\.\S LK SVSÏKMK nilOMBIUUL.
Le sull'iile fie nuigncsie. iM;;- 0, SO' + 7HO.
jjç foiini.ilc de slrontiane anhydre, SrU, C'HO'.
Le bitarli'ale de potasse.
Le bilarlrate de soude.
Le bilarlrate d'ammoniaque.
Les tartrates doubles à base de potasse on d'annnoniafjue.
Les cinétiques de potasse et d annnoniaque.
Le lartrate de cinchonine.
La tartramide.
L'acide tartramique (s\stènie douleux).
Le bimalale d'annnoniaque.
Le bimalale de chaux.
La malamide.
L'as[)aragine.
L aspartate de suudc
Le chlorhydrate diicidc asparlitpie.
Le valéi-ianale de morphine.
Le gilicosate de sel nuicin.
DAXS l,E SVSTÎî.ME MONOCLINOÉDIUOIJE.
Le sucre de canne.
L acide lai'tritpie.
Le tartrate de [)otasse.
Le lartrate d'ammoniaque.
Le lartrate d'aiHnionia([ue mérite une attention particulière en ce qu'il est dimorphe. Si on le dissout dans l'eau et qu'on le fasse cristalliser en ajoutant à la dissolution un peu de malate d'annnonia(pie actif ou uiaclif, ou bien encore de l'.icide tarlri(ju(' gauche ou droit, les cris|;in\ (pu se lormenl appai'hCnncnl au syslèmc
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rli()nibi(|U(^ et |»i-ésentent quatre iorines hémiédriques ditl'éreutos. Los deux genres de cristaux qui forment l'octaèdre dans le système monoclinoédri(juc sont devenus égaux, mais continuent à donner leurs hémiédries séparément. On obtient ainsi quatre formes qui peuvent se réunir en deux proupes symétriques.
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"2S8. C'onsiilérationg sr<^néi*nl<^8* — Ajirrs avoir étudié les principaux phénomènes de la polarisation rotatoire. il nous reste maintenant à j)arler des fenlatives qui ont été laites en vue de les en)brasser lous dans une nn^me tli<''0j'ie matliématique.
On donne souvent le nom de théorie aux calculs d'Airy, que nous avons lait connaître plus haut à |)i0[)0s de l'action d'une lame de (piai'tz sur la lumière convernenle. Mais il n'y a là, à proprement parler, (pi ime analyse cxpi-rimeiilaie [loiissée plus loin à l'aidi^ de (pielques hypothèses sur la nalurc des vil)ralio]is dans un cristal à un axe, doué (\u pouvoir rotatoire. (piand le ra\on se propage dans une direction voisine de l'axe. Il ne se trouve d'ailleiii's dans le travail d'Airv aucune trace d'une explication mécani(pie di's phénomènes.
\ ce dernier jxuiil de \ue les recluM'ches ([iie nous allons exposer dans ce chapitre n'ont [)as (''t('' |)lus heureuses. Klles ont néanmoins un mérite réel, c'est d'avoir ramené les phénomènes de la polarisation rotatoire à des (équations dilférentielles analogues à celles qu'on déduit des |)hénomènes de la double ri'rraction , mais présentant certaines particularitt's (pu permettent de rendre compte des propriétés sp('ciales (pii se manilestent dans les cristaux doués du pouvoir rotatoire. Le [)as (pu reste encore à faire serait de trouver la raison mécanique de ces changements dans les équations dillérentielles. Hac (lullagh a le premier, en iSJîG " , examiné les inodilications à apporter dans les é(piations diUerentielles de la double réfraction pour tenir com|)le du pouvoir rotatoire, et ce sont surtout ses travaux cpie nous allons ex|)Oser. (laiichy a |)ul)li('' très-peu de chose à ce siqel; nous aurons cependant à doniiei' (|U(d(pies idées sommaires sur ses intentions de th(''orie.
Nous allons examiner successivement le cas des cristaux à un
-') h. Tnins.^ Wll. p.irl III, /.(11. — Pnnrnl. o/ ihr !r. \r,„l.. I, ;;x;5.
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a\c, celui des cristaux à deux axes, et enliii nous uuus occu[)erousdes dissolutions actives.
A. — (Ir.isTAuv A vy a\e.
'2S9. Kqiiations tlifTérentielles du mou veinent vibratoire «lans nn eristal à un ax^e «loué du pouvoir rotatoire, lorsque l'onde incidente etst perpendiculaire à l'axe. —
Nous examinerons en premier lieu le cas où un rayon polarisé traverse dans la direction de l'axe un cristal à un axe doué du pouvoir rotaloire.
D'après ce que nous avons vu dans la théorie de la dispersion (171), si le cristal ne jouissait pas du pouvoir rotaloire, en néglineant l'influence de la dispersion, c'est à-dire en ne conservant (pie les coellicieiils dillérentiels <\u second ordre, les éf[ualions dill'érentielles du mouvement vil)ral()ire d'une molécule d'éther sur un rayon polarisé se propageant dans la direction de l'ave seraient les suivantes, en supposant <[u'on prît pour axe des : la normale à l'onde, c'est-à-dire l'axe du cristal, et en désignant par .r, ij , : les coordonnées de la molécule considérée, par ^, ri, ^ les projections du déplacement de cette molécule sur les trois axes, e( par l> la \itesse de propagation de la lumière suivant Taxe du cristal:
Ces é(puitions ont pour solution la |)lus simple
, , \ l=- a sin (/,•:--. s-/ + (p).
{ 77 = ,6sin(/.-:-.s7-Fx)-
les (piantités a, /S, Ç> ai x étant des indéterminées. Quant aux (pianlités /; et .s, leur ra|)])ort est déterminé, et j)our l'obtenir il suHit de suhsiitiu'r dans les (Mpialions (i) les valeurs de ^ et de tj données par les écpiations ('i). On trouve, en substituant la valeur de | dans la j)remière (\i's (''(|ualions.
~.s^l Irirt
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d'où l'on tire
s^^l^l^ et -^ = b.
Ainsi 1(3 rapport j est égal à la vitesse de propagation de la hunière
dans la direction de la normale à l'onde.
Pour représenter toutes les propriétés d'une lame de quartz dans la direction de son axe, il snlïit de modifier les équations ditlerenlielles (i) par l'addition de deux termes de signes contraires. On ajoute à la première équation un terme proportionnel à la dérivée troisième de >? par rapport h : , et à la seconde é(jualion un terme composé avec f comme le précédent l'est avec ti, et aiïecté d'un signe contraire. Les équations (i) deviennent alors
j di' d:- d:'
dt^-^^'d?--'!?'
c désignant une (juantité constante. Il faut bien remarquer que cette modification (|ue l'on fait subir aux équations différentielles est tout à fait arbitraire et ne s'a[)puie sur aucune raison mécanique: elle ne sera justifiée que lorsque nous aurons montré que les conséquences (ju'on en tire s'accordent a\ec l'expérience.
Le seul aspect des équations (3) indique qu'il n'est plus possible, comme cela avait lieu pour les ('quations (i), de déterminer les quantités ^ et »7 indépendamment l'une de l'autre, ce qui in(li([ue (|ue le mouvement vibratoire de la molécule d'éther doit être curviligne et s'effectuer suivant une courbe déterminée. Nous allons faire voir (|ue ce mouvement est nécessairement circulaire et que deux mouvements circulaires de sens contraire se propagent avec des vitesses différentes.
Intégrons en premier heu les équations [oj; les solutions (v\|)onciitielles ne pouvant évidenmient pas convenir à cause de la périodicité du mouvement vibratoire, nous prendrons encore pour intégrales les é(|uations
^=-asin(7.':- -.vH-^),
j7==/3sin(L' — .s<+x)-
les (|iiaiilit(''s a. /S, t^. X *'ty"t (l(»s iii<l(ipi'inm(''(^s. On en déduit
En subsliluanl ces valeur> dans les éfjuations difî'érentielles (3), il vient
. a s- sin ( k: .sl-\-(p) --- //-' /.- :< sin ( /-■: .s/ -t- ^ j
, \ +rP^eos(/.:--*/4-x),
' ' '1 S .v-^ sin ( /.■; si -f X) --- /'' /'■' ,- ^'» ( /-■ - •'•■' + X'^
: el / élanl des variables indépendantes, il faut que ces équations soient satisfaites ponr toute valeur de : et de /, et par suite aussi pour toute valeur de kz — st. Les coellicients de sin (A:— s/) et de cos ( /.T — s/ ) doivent donc êtn^ nuls dans les équations (')), ce qui conduit à (pialre écpuitions de condition :
a .s- cos (p =- a Irir cos v^ cl.-^p sill x < a .s- sin Ç ^ a //-/.•- sin Ç -f- cP,3 cos x > i ,0 *- COS x="= y '''/'" COS X ■ c/.' asin*f , /S.s- sin x=^ ,5 /'""'/.- s uix cl/' avosÇ.
On peut choisir arbitraireineni la phase d'un ra\on, ce qui revient à changer l'origine du teni|)s: faisons donc <p=o, el les écpiations de condition vont nou> permettre de (h'-terminer x- La première devient
a .s- ^ a A "' ir ch^^ •'' • " X. • la (h'ii\ième (le\ leni
0 ^-^ r/r\3 cos X-
(-etie (h'iiiière {ondition peul être satisfaite en posant
^^0 ou
cosx^^o.
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L'liy|)olli(''sc (3^=^o n'est pas admissible, car, si on annule (3 dans la dernière des équations (5), a devrait aussi être égal à zéro, et alors le mouvement sérail nul. Il faut doue prendre la solution
Alors la première des t'(|ualions (^ô) devient
a s- = a Irl,- -- r/i'/S , et la quatrième
d'où l'on tire
V OU
et |)ar suite et
= ^//V/-^-rPa.
ck-
s' h'Ir'
rl^
S^-I}'li^'
Suivant que l'on prendra l'une ou l'autre de ces deux valeurs de a,
on obtiendra une valeur différente pour y^ rapport qui représente,
comme nous l'avons vu plus haut, la vitesse de pro[)ajTation du mouvement vibratoire suivant la normale à l'onde.
Les équations du mouvement satisfaisant aux équations différentielles (i) deviennent, en v faisant, d'après ce que nous venons de trouver.
<?-o. x = 7 '^t /2-ia,
^=asin [hz —si), >7=±a cos( /.■: - st).
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Il faut joindre à cos deux équations la condition
(|ui résulte des conditions (5) en y j)ortant les valeurs de (p, de x ^* de /S.
Le signe — dans l'équation (7) con'espond au signe -f- dans la seconde des équations ((î). et* réciproquement.
Les équations (G) représentent, comme on le voit, deux rayons polarisés circulairement en sens contraire et se propageant avec des vitesses ditïérentes. Toutes les lois expérimentales de la polarisation rotatoire peuvent en être déduites.
Nous allons maintenant chercher comment la valeur de la rotation (!st liée aux constantes.
L'équation (7) peut s'écrire
ou
La différence des vitesses de propagation des deux rayons circu-
laires étant Irès-petite, il faut que l'équation qui donne t ait deux
racines très-peu diflérentes. ce qui exige que la constante c soit trèspetite. On peut donc développer s en série convergente suivant les puissances croissantes de /.-, et réciproquement nous pouvons nous proposer de déterminer A- en fonction de s : c'est le problème du retour des suites. Supposons donc k développé en série suivant les puissances de s, et hornons-nous aux deux premiers termes en posant
le r(''sultat linal justifiera cette restriction. En substituant cette valeur (le /.■ dans l'équation (7J qui doit toujours être satisfaite, ou obtiendra les valeurs de m et de « en égalant à zéro les coefficients de .s- el de •s-'', pourvu ipi'on néglige les termes d'un ordre supérieur à .s''. Lu prenanl le signe .su|»érieur, l'équation (7) devient ainsi
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tous les leriJies qui conlicniienl « à une puissance supérieure ;i la troisième étant supprimés. Cette équation devant être satisfaite ponitoutes les valeurs de s, il faut (|ue les roelFicients de -s-- e( de s' soient nuls, ce qui donne
On tire de là
rn^^l
cm- <• 21)- u»'
En remplaçant /« et // par leurs valeurs dans l'équation (8), il vient
En prenant le sip^ne infi'rieur dans l'c-qualion (-), on obtiendra
., _s es'
[)e re qui précède on peut déduire la valeur de la rotation produite par une plaque perpendictdaire à l'axe d\ii\ cristal dou(' (]u pouvoir rotatoire. Suj)posons, pour plus de simplicité, que le |)lan de polarisation du rayon polarisé rectilignement (jui tomhe sur la plaque soit perpendiculaire à l'axe des :r. Ce rayon, en pénétrani dans le cristal, se décompose en deux rayons qui sont polarisés circulairement en sens contraire. Les mouvements vibratoires sur ces deux ravons circulaires sont représentés, [)our le premier, ])ar les é(|uations
^= — asin.s/, )7^acos.s/,
et |)our le second, par les ('(piations
^'=--asin.s7, )/ ^ - oc cos st.
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On voil que lo iiroiiiicr do ces ravons est polaris('' de droite à gauche et le second de gauche à fh-oite. Après que le rayon a traversé une épaisseur : du cristal, les équations du mouvement vibratoire deviennent, pour le premier rayon circulaire.
^=asin(7.r — .s7|, >7 ==- a cos ( /.: -s-/ ) ,
et pour le second .
^'=asin [k'z — sl), )/ = — a cos ( /.': — .s/ j.
Si Ton suppose la constante r j)ositive. /.' sera plus petit que k., et on voit (pie le ravon pohirisé circulairement de droite à gauche est alors celui qui se propage le plus lentement, c'est-à-dire (|ue le cristal est dextrogyre. Si la constante c est négative, cela indique que le cristal est au contraire h'vogyrc
Les composantes du niouvfMuent \ihratoire suivant les axes des j? et des y seront. Ii»rs(|u<' le ravon aura traversé un cristal d'épais-
seur
d'où
Ç4- ^' = a I sin ( /.•: — ,s-/ ) -\- sin ( //: — sn | . }? + >?'-- a [cos (Â;r— .s7 j - cos (//: — .s7 |] ,
l. + iï \ I, k
^-f ç -- a a sin ( —^^ : - stj cos
);-]-}, -r=t '>asin : — .s7 sm — ^ —
'nfn
^ — F = — lang
Les vibrations du ravon émergent sont donc rectilignes et dirigées à droite (le Tnve des r, avec lequel elles font un angle égal à
:. Par suite, le |)laii de polarisation a t'té dévié à droite d'un
angle ('gai à ■' ^ — :. et le crislal ot dexti'ogvre. ce (pnl s'agissait de vérifier.
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Pour une épaisseur de cristal égale à l'unité, la valeur de la rotation est
OU, d'après les valeurs trouvées plus haut pour /.- et //,
es-
Or. cil (l(''sii|ii;iii( |tar T la (liiif'c de |;i Mliralidii d |i;ir À la loii- ;|ii('iir (roiidiilalKiii dans le cnslal. les rriiinlions [•{] du niouvenienl \il)ra(oirr nionli'eiil iiiiiiicdialciui'iil (inoii a
et [»ar suite
V désignant la vitesse de propagation du rayon dans le cristal. En reinplarant s par sa valeur dans l'expression de la rotation, il vient
2 77-cV-
Si on suppose V constant pour lous les rayons, c'est-à-dire si on néglige la dispersion, on voit que la rotation du plan de |)olarisation est en raison inverse du carré de la longueur d'ondulation. Si cette loi n'est vraie que d'une manière a|)prochée, cela vient précisément de ce que nous avons négligé les termes qui tiennent compte du pouvoir dispersif du ([uartz.
Si l'on n'avait pas voulu retrouver la loi qui lie la rotation avec la longueur d'ondulation, on aurait pu introduire dans les équations ditlerenlielles, au lieu des dérivées troisièmes de v et de | par rapport à z, une dérivée quelconque d'ordre impair telle que
dï) (1^ chl d:'^
Il ■=' J: "" ,7? "' 5?'
on serait arrivé alors aux mêmes résullals généraux [»our la rota-
ViiiiDET, Vi. — Optique, II. -21
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lion du [)lan de polarisation, mais non pas à la relation entre la rotation et la longueur d'ondulation que donne l'expérience, au moins d'une manière approchée.
D'ailleurs, rien ne prouve que ces dérivées d'ordre impair autre que le troisième ne doivent pas réellement figurer dans les équations différentielles. La seule chose que l'analyse précédente montre, c'est que la dérivée troisième a un coelFicient beaucoup plus grand que les autres , en supposant qu'elles existent dans les équations.
290. Equations différent ielles flti ntouvenient vibratoire dans un cristal à un axe doué du pouvoir rotatoire, lorsque l'ontle incidente est oblique à l'ax^e. —
Nous pouvons maintenant généraliser la méthode précédente et considérer le cas où l'onde incidente est inclinée sur l'axe du cristal, c'est-à-dire où le rayon ne se propage plus suivant la direction de l'axe. Remarquons à cet effet que, dans un cristal à un axe dépourvu du pouvoir rotatoire, pour qu'une onde plane incidente ne donne (lu'une seule onde réfractée, il faut qu'elle soit polarisée parallèlement ou perpendiculairement à la projection de l'axe du cristal sur le plan de l'onde. Quelle que soit la direction du plan de polarisation du rayon incident, on peut toujours le supj^oser décomposé à son entrée dans le cristal en deux rayons polarisés, l'un parallèlement, l'autre perpendiculairement à la projection de l'axe sur le plan de l'onde, et on pourra appliquer au mouvement vibratoire de ces rayons, qui sont le rayon ordinaire et le rayon extraordinaire, les équations différentielles que nous avons établies dans la théorie de la dispersion (171). Si l'on prend pour axe des z la normale à l'onde, pour axe des y la projection de l'axe du cristal sur le plan de l'onde, et pour axe des x la perpendiculaire à l'axe des y tracée dans le plan de l'onde, les équations différentielles du mouvement vibratoire seront, pour le rayon ordinaire,
de dz' ' et pour le rayon extraordinaire.
dl' ~ dz'
A et B sont les carrés des vitesses de propagation du rayon ordinaire et du ravon extraordinaire, et par conséquent on a, d'après ce que nous avons vu dans la théorie de la double réfraction (1/12),
6 étant l'angle de la normale à l'onde avec l'axe du cristal, a et b ayant la même signification que dans la théorie de la double réfraction.
L'hypothèse de Mac Cullagli pour rendre compte de la polarisation rotatoire consiste à compléter les deux équations différentielles comme dans le cas précédent, en ajoutant au second membre de chacune d'elles un terme formé de la dérivée troisième par rapport à ^ de la variable qui entre dans l'autre équation, ces deux termes étant d'ailleurs affectés de coefficients égaux en valeur absolue, mais de signe contraire dans les deux équations. On obtient ainsi les deux équations différentielles suivantes :
d'tj n d'ti d'^
Les intégrales de ces équations seront donc encore de la forme
|=asin(/t-z — s/ + (p),
)7 = /Ssin (/.•::— 5<+x)-
En substituant ces valeurs dans les équations (i) nous obtenons, comme dans le cas précédent, quatre équations de condition de la forme
m cos (p = n cos (p +p sin \p,
(2) < wî'sin(p==H'cos(p+ycos^,
On peut disposer arbitrairement de la phase d'un des mouvements et poser (^=0, d'où résultera, comme nous l'avons vu dans le cas précédent ,
cos 4/ = o.
II y a donc entre les deux iiiouvements coniposanls une différence de phase d'un quart de circonférence, et on peut écrire
v = ±(3cos(kz — st).
Au lieu de conserver le double signe, nous allons introduire dans ces équations le rapport- que nous désignerons par h. cette lettre pouvant a\oirles deu\ signes. Elles deviennent ainsi
i ^=0L siii I /.; .s7 ).
La pifinii'ii' l'I la (iiiatrièiii»' des (iiialri' (''r|iialinii,v Ai' (ondilmn prennent alors la l'orine
d'où l'on tire
De ces dernières équations il est facile de déduire séparément les valeurs de // et de l\ Le rapport r donnera la vitesse de propagation et la valeur de h indiquera la forme du mouvement elliptique représenté par les équations (3).
En égalant les valeurs de h tirées des deux équations (4), on obtient une nouvelle équation ne contenant plus que k et qui est
ck' "Bk'-s' ou
(5) (s^-Ak'){s''~\U^) = cV/'.
On a ensuite, pour déterminer h, en retranchant la seconde des t'ipiations (A) de la première,
o = {A-\{)k'-^ck'(^h~l
doit
/( ck
It- ;— // — 1 = 0.
Il faudrait bien se garder de traiter les équations (5) ot (G) par la méthode générale, car on serait conduit à des solutions tout à fait étrangères à la question. En effet, la constante c étant très-petite, l'équation (5) diffère très-peu de celle qu'on obtiendrait en remplaçant le second membre par zéro. Il suit de là que, bien que cette équation soit du troisième degré en k-, nous ne devons y considérer
que les deux racines voisines de -r et de j^ • Chacune de ces valeurs portée dans l'équation (6) déterminera le rapport h. Mais à chaque valeur de k doit correspondre une seule valeur de h, tandis que l'équation en donne deux; il importe donc de savoir choisir entre les deux racines de l'équation (6). Remarquons qu'à cause de la forme du dernier terme du premier membre de l'équation (6), si
l'une des racines donne le rapport -^ l'autre racine sera égale à — ^ •
Revenons maintenant aux éipiations (A) : nous aurons une valeur approchée de A en négligeant d'abord dans une de ces équations le terme en c et en tirant de là une valeur approchée de k qui servira à déterminer h au moyen de l'autre équation. Si l'on fait dans la première équation
la seconde donne (7)
it2 = ^,
\\\ ck
Or, pour le quartz, qui est un cristal attractif, on a B<:;A et par suite 1 — t!>o. Pour que le second membre de l'équation (7) soit
positif, il faut que h soit négatif si c est positif, c'est-à-dire si le cristal est dextrogyre (289).
Donc, pour la valeur de /r voisine de -r il faudra prendre pour h
la racine négative de l'équation (6) si le cristal est dextrogyre, et la racine positive de cette même équation si le cristal est lévogyre. La
valeur de A- voisine de k correspond au contraire à une valeur de h
positive pour les cristaux dextrogyres et négative pour les cristaux lévogyres. Il ne peut donc jamais y avoir d'incertitude.
Revenons maintenant à l'équation (G) et supposons que la valeur
de k soit voisine de — =; il faudra prendre la racine négative, qui est
(8) ^'—^-\/^^jr-^'-
Si nous portons cette valeur de h dans l'une des équations (/i), par exemple dans la première, on aura entre s et la valeur de k voi-
sine de -^= une relation qui sera
d'où l'on tire
(9) /^ = ^A.^ + |y(A-Bf + ï?P.
A ces deux équations (8) et (9) on peut joindre les suivantes, que l'on trouve par des raisonnements analogues et qui donnent // et k'.
( . . ) »— ^ ir- ~ T \/( ^ - ")' + '"' *"•
Ces formules g(;nérales doivent être discutées dans différents cas particuliers. Examinons d'abord le cas le plus simple, celui où la normale à l'onde est très-écartée de l'axe du cristal. Dans ces conditions la différence A — B a une valeur très-grande par rapport au second terme du radical, et ce radical peut alors se développer suivant la méthode ordinaire. Il en résulte que // est très-grand et que
h diffère peu de zéro. Cette petite valeur de h montre qu'à une distance sensible de l'axe les vibrations du rayon ordinaire ont lieu sur une ellipse très-allongée dont le grand axe est perpendiculaire à la section principale du cristal. Quant aux vibrations du rayon extraordinaire, la grande valeur de //fait voir qu'elles ont lieu également sur une ellipse très-allongée, dont le grand axe est dans la section principale.
Développons maintenant la valeu r de -s^ donnée par l'équation ( f) ) . en prenant la valeur approchée du radical; il viendra
0 A + B ,,, , A- / 4 T. . lie- A-' s- =^-
a ou
On trouvera de même, en partant de l'équation (i i),
Il suit de là qu'on peut développer k et k' en fonction des puissances ascendantes de s par la méthode du retour des suites. En se bornant aux deux premiers termes, les expressions de k et de k' seront de la forme
k=-^-{-ms~,
les facteurs m et m' étant de signes contraires, et l'un composé avec A comme l'autre avec B. En retranchant l'une de l'autre ces deux équations on a
m et m' étant d'ailleurs proportionnels à la constante c, il en résulte que la différence k — k' est composée de deux termes dont le premier est indépendant du pouvoir rotatoire et dont la valeur augmente
à mesure qu'on s'écarte de l'axe, et dont l'autre, très-petit par rapport au précédent, est une fonction du pouvoir rotatoire. Il suit encore de ce cpie nous venons de voir qu'à mesure qu'on s'éloigne de l'axe les effets de la double réfraction masquent de plus en plus ceux du pouvoir rotatoire, de sorte que, dans le cas où l'inclinaison de la normale à l'onde sur l'axe du cristal est un peu considérable. il est inutile de développer davantage les calculs, car il ne serait pas possible de comparer les conséquences de la théorie avec les résultats de l'expérience. Le cas le plus intéressant est celui où la normale à l'onde fait avec l'axe un angle très-peu considérable. Dans ce cas (A — B)^ et hc^k'^ ont des valeurs comparables, et on ne peut plus avoir recours aux approximations précédentes. A et B différant trèspeu , il en sera de même de h et de k', et la différence de ces deux dernières quantités sera de l'ordre de la constante c.
Nous pouvons maintenant établir un principe important, vérifié d'ailleurs par des expériences dont nous avons déjà parlé à propos des effets d'une lame de quartz sur la lumière convergente. Dans Kéquation (6), le coefficient du terme en h varie très-peu par rapport à lui-même, quand on y remplace k par //; la racine positive de l'éipiation (6) et la racine négative de l'équation qu'on obtient par la substitution de k' à k ont donc entre elles à peu près les mêmes relations que les deux racines de l'équation (6), c'est-à-dire que leur produit est, sinon égal à — i . du moins très-voisin de — i , Si ce produit était égal à — i, cela signifierait ([ue les axes de l'ellipse relative à A; seraient inversement |)roportionn('ls aux axes do l'ellipse relative à k', ou, en d'autres termes, que les deux ellipses seraient géométriquement semblables et qu'elles seraient parcourues en sens inverse, sur les deux rayons, par les molécules d'éther. Il n'y a donc p;is lieu de s'étoiiiKM' fjue les calculs d'Airy, f()nd('S sur la simililude absolue des deux ellipses, l'aient conduit à des résultats peu difféi-ents de ceux de l'expérience. Quant à la différence de sens des mouvements sur les deux ellipses, elle subsiste toujours à cause de la différence de signe des deux valeurs de h. Le rayon ordinaire est polarisé de gauche à droite, et le rayon extraordinaire de droite à gauche.
Pour trouver la valeur (hi rapport h. nous pouvons, dans une
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première approximation, négliger la variation Je /.• et poser alors
/étant la longueur d'ondulation du rayon ordinaire dans le cristal, comme nous l'avons vu dans la théorie de la dispersion (171). L'équation (6) devient, en remplaçant A, B et k par leurs valeurs respectives,
,, llb- — a-) sin- 9 ,
Ir — — // — 1 = 0 ,
et en prenant, comme il convient, la racine négative de cette équation, on obtient
11 faudra pour chaque valeur de B calculer la valeur numérique de h, et on aura ainsi tous les éléments nécessaires pour vérifier expérimentalement la valeur de ce rapport des axes de l'ellipse.
Cherchons maintenant des valeurs plus approchées pour les quantités k et k' . De l'équation (c)) on tire
^+ÂTB\/C^-Ï^)"^+^^'^^'
\q radical étant très-petit, on peut extraire la racine carrée des deux membres de l'équation et prendre par approximation celle du second membre, ce qui donne
^+MÂTBjV/iA-^)^+^-^^
On trouverait une relation analogue entre k' et s, et l'on a définitivement
^^"'''' + I(ÂTB)V(^^-^^r+^c^/e^
V'ATBj
V''(A- ^f + '\c'li'
Le dénominateur du second facteur du second membre, dans chacune de ces équations, différant très-peu de l'unité, on peut faire d'une façon approchée la division de l'unité par ce dénominateur, et il vient ainsi
\/Â-hB
vÂTb
Dans la cjuantité qui est sous le radical on peut commettre sur l'un des termes une erreur très-petite par rapport à ces termes mêmes;
on peut remplacer A-^ et k'~ par la quantité t qui en est, comme
nous l'avons vu, une valeur approchée. En remplaçant, dans les deux
équations précédentes, k^ et A'"^ par t' on en tire aisément la valeur
de k — k\ c'est-à-dire de la différence de phase des deux ravons elliptiques pour une épaisseur du cristal égale à l'unité. Il vient ainsi
Pour tirer de là une expression vérifiahle par l'expérience, il faut
introduire les données du problème. Remplaçons A par è-, A — B
par (6^— a^) sin-5, ainsi que cela résulte des valeurs de A et de B;
prenons pour A -f- B la valeur approchée ilP- et pour s la valeur
trouvée plus haut -nrn nous aurons
(^•' - l^'f = ^ [{h-^ - a^r sin* 6 + i|^] , d'où, en remarquant que l'on a
formule vérifiablo par l'expérience.
Il faut remarquer que, dans ces valeurs iq)prochées de A et de />•'— A-, l'approximation sera toujours suffisante pour toutes les va-
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leurs de 6 avec lesquelles les expériences peuvent se réaliser, c'està-dire pour toutes les valeurs très-petites de cet angle.
Vérifications expcriaBBentales de ]TI. Jamin. — Les
formules que nous venons de calculer ont été données en i83() par Mac Cullagh. Elles diffèrent très-peu, quant aux résultats expérimentaux, de celles que Cauchy a fournies à M. Jamin sur sa demande. M. Jamin ne connaissait nullement le mémoire de Mac Cullagh, et il voulait vérifier s'il est possible de rendre compte des phénomènes que produisent les cristaux doués du pouvoir rotatoire, en supposant que dans ces cristaux le rayon vecteur de l'ellipsoïde de Huyghens est diminué d'une longueur constante ^^'.
Dans ses expériences de vérification, M. Jamin opérait avec une hune de quartz perpendiculaire à l'axe, qu'il inclinait d'une quantité variable sur la direction des rayons incidents ; l'angle B pouvait ainsi se calculer à chaque observation. La lumière, au sortir de la lame, était reçue sur un compensateur de Babinet (209), qui servait à mesurer la différence de phase entre les composantes polarisées parallèlement et perpendiculairement à la section principale; c'est par l'observation de cette différence de phase que M. Jamin a cherché à vérifier les conséquences de la théorie; les nombres qu'il a obtenus coïncident parfaitement avec ceux qu'il a déduits des formules de Cauchy. On peut donc regarder la théorie précédente comme expliquant d'une manière complète les phénomènes de la polarisation rotatoire dans les cristaux à un axe.
B. — Cristaux à deux axes,
292. inétliode de ITIac Cullagh. — On est loin de connaître aussi bien les lois qui régissent la marche de la lumière dans les cristaux à deux axes dont les dissolutions jouissent du pouvoir rotatoire. Il est évident que dans ces cristaux la polarisation doit être en général elliptique. La question a été abordée successivement par Mac Cullagh et par Cauchy, mais ces géomètres n'ont donné que des indications de théorie sans développer leurs calculs.
") C. /?., XXX, 99. — Ami. de chiin. ri <h phus., {'S), XXX, ûo.
La méthode de iMac Ciillagh*^' est très-reraarquable : c'est un bel exemple de ce qu'on peut faire quand on est réduit à de simples conjectures. Pour faire comprendre en quoi consiste cette méthode, il faut rappeler certains principes de mécanique et, en premier lieu , celui qui porte le nom de d'Alembert. Ce principe nous apprend que, dans le mouvement d'un système de points soumis à des liaisons quelconques et sollicités par des forces quelconques, il y a équilibre à chaque instant, au moyen de ces liaisons, entre ces forces et des forces égales et directement opposées à celles qui produiraient sur chaque point matériel supposé libre le mouvement qu'il suit réellement.
Si on considère un point en état de mouvement dont les coordonnées sonta^, y, z, et dont le déplacement a pour projections sur les axes ^, )?, ^, et si, de plus, ce corps est sollicité par une force totale dont les composantes suivant les axes sont X, Y et Z, il faut que l'on ait, d'après le principe des vitesses virtuelles combiné avec celui de d'Alembert,
quels que soient les déplacements virtuels Sx, Sij , Sz.
S'il y a un système de points liés entre eux, il faut que la somme des moments vu'tueis relatifs à chaque ])oint soit nidle pour tous les déplacements compatibles avec les liaisons. Si les points sont infiniment rapprochés, cette somme se change en intégrale, et l'équation devient
Si, au lieu des forces motrices X, Y, Z, nous introduisons les forces accélératrices, et si nous remplaçons la masse m j)ar fidvdydz, p désignant la densité, nous avons
X/;fp''-'-''rM(x-'ii)^.+(Y-:^)^,+(z-'jf)^.]=o.
Toutes les fois (pie les forces (jui agissent sur le système sont
") Proceed. oflhc h. Aatd.A, .'583,
uniquement des forces moléculaires ne dépendant (|ue de la distance des molécules entre elles, la somme \Sx -j-YSij -i-Zh peut être considérée comme la différentielle totale d'une fonction V des coordonnées œ, y, z, cpie l'on désigne sous le nom de fonction des forces '^', En remplaçant cette fonction par JV, l'équation précédenle peut s'écrire
Jj'fp ,/.,■ ,1,, ,1: ,n j'ijp ,/.,• ,/, ,1: C^l ^.r + ;-;;? S,, +§ S:) ■
(jnaïul l;i Inuchoii (1rs lorccs est ('(Miimo, le jiroMriiic ne prf'seiid' |)liis (iiic (les (lilliciilh's (laii;d\se. cl (Hi \()i( (iiic. poiii' les nioinciiieiils \ ihi'iitoircs iiioh'ciiliiin's. loiil si' m'mIiiiI à l;i rcclicrclic de l;i loucllou des loi'ccs.
Dans les mdieux biréfringents dépourvus du pouvoir rotatoire, l'expérience montre (|ue la lumière est toujours polarisée. Les phénomènes, et par suite la fonction des forces, ne dépendent que des dé[)lacements relatifs des molécules du milieu. Mais de ces déplacements relatifs il est impossible de rien déduire qui ])uissc donner lieu aux phénomènes rotatoires.
Mac Cullagh a reconnu que, si l'on introduit dans la fonction des forces Y aire rehitire d'u)ie molécule par rapport aux autres molécules, l'équation contiendra des termes proportionnels aux dérivées troisièmes et pourra rendre compte du pouvoir rotatoire.
Quand une molécule se meut dans l'espace, l'aire décrite par sa projection sur le plan des xy est
\{xdy-ydx)\
mais si, au lieu de rapporter le mouvement de cette molécule à l'origine des coordonnées, on le rapporte à une autre molécule également mobile, on pourra considérer l'aire relative de la première par rapport à la seconde. Pour obtenir cette aire relative, il suffit de remplacer dans l'expression précédente x et y par les déplacements relatifs. Soient donc ti et ^les projections, sur les axes des y et des x,
du déplacement d'une des molécules; n + ~r dz, ^-\--r d: les pro-
*') Voir, pour la déinonslratiou de ce lliéorèmo, le tome VII du présent ouvraye, p. 7.
jections du déplacement de. la seconde molécule. En considérant le mouvement d'une onde plane perpendiculaire à l'axe des :, la considération des aires relatives introduira dans la fonction des forces des termes de la forme
d^ d'ri dt] d-^ Tzd?~Tzl?'
et l'équation définitive où entre d\ contiendra des dérivées troisièmes. Si l'on fait cette hvpothèse dans la théorie de Mac Cullagh sur les cristaux à un axe . on peut expliquer toutes leurs propriétés rotatoires. On est donc conduit à penser que la même hypothèse dans les fonctions des forces pour les cristaux à deux axes rendra compte aussi des phénomènes de la polarisation rotatoire. L'introduction des aires relatives dans la théorie de la propagation de la lumière dans les cristaux à deux axes montre que la polarisation v est généralement elliptique, mais que, suivant les directions des axes optiques, elle devient circulaire, ce qui tendrait à faire penser que les cristaux à deux axes possèdent le pouvoir rotatoire suivant les directions de leurs axes optiques. Cette conséquence de la théorie de Mac Cullagh serait très-importante, mais elle n'a pu encore être vérifiée expérimentalement. 1) abord, il est rare de rencontrer des cristaux à deux axes assez transparents et assez purs pour se prêter à des expériences de ce genre, et qu'on puisse tailler perpendiculairement à la direction d'un axe optique. Mais, quand même cette difficulté serait surmontée, il en resterait une autre inhérente aux propriétés mêmes des cristaux à deux axes. Dans les cristaux à un axe, le rayon ordinaire a une vitesse constante et le ravon extraordinaire acquiert sa vitesse maximum ou minimum lorsqu'il se meut dans la direction de l'axe. 11 en résulte que les phénomènes varient très-lentement au voisinage de l'axe. Dans les cristaux à deux axes, au contraire, l'axe optique est une direction suivant laquelle les vitesses des deux rayons sont fortuitement égales; aucune d'elles n'y est maximum ni minimum , et elles varient rapidement dès qu'on s'en écarte. On conçoit donc que les propriétés rotatoires suivant les axes optiques seraient très-difficiles à mettre en évidence.
293. Travaux de Cauchy. — Cauchy a fait connaître en 18/17 *^^ des équations hypothétiques qui expliquent les phénomènes de la polarisation rotatoire dans les cristaux à deux axes. Le mouvement vibratoire moléculaire dans les cristaux à deux axes dépourvus de pouvoir rotatoire peut se représenter par des équations de la forme
et deux autres analogues pour -ttt et -j-^- Dans ces équations, m
et [x sont les masses des molécules qui occupent les positions ayant pour coordonnées x, y, z et .r+ A.r, y-\-Ay, 2+ Ae; ^, >7, X, sont les déplacements de la première molécule dans l'état de mouvement, l+A^, )7 + A)7, ^4-A^ les déplacements de la seconde molécule, V leur distance initiale et p + v leur distance pendant le mouvement.
Pour tenir compte du pouvoir rotatoire, Cauchy complète ces équations en leur ajoutant un terme de la forme suivante :
lit
\ = ^(jim{Ax^A^)fiv + p) + ^ixm (A:Av^AyAz)fi (y).
Les termes ainsi ajoutés sont du genre de ceux qui représentent les aires relatives. Mais, au lieu d'introduire dans la fonction des forces des dérivées secondes, et par suite des dérivées troisièmes dans l'équation définitive, les formules de Cauchy introduisent dans l'expression du mouvement vibratoire les dérivées premières du déplacement, d'où il résulte qu'avec l'approximation que nous avons employée précédemment on arrivera à des résultats indépendants de la longueur d'ondulation. Cette théorie paraît donc inférieure en probabilité à celle de Mac Cullagh. Cauchy a vainement essayé de rendre compte de la polarisation rotatoire par une hypothèse sur la constitution mécanique du milieu et sur l'arrangement des molécules. Il avait cru y arriver en supposant aux molécules une forme dissymétrique, mais Mac Cullagh lui fit observer que son hypothèse le conduirait à introduire dans les équations différentielles des (^) C;i?.,XXV, 33i.
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termes à coetricients de même signe, tandis que les signes de ces coefficients doivent être contraires pour qu'il y ait pouvoir rotatoire.
iï^k. Travaux de M. Clebscli. — Un mathématicien allemand, M, Clebsch '' , a développé les formules de Caucliy et cherché à en déduire les propriétés des cristaux pourvus du pouvoir rotatoire. La méthode de M. Clebsch est souvent fort arbitraire; il identifie dans le cours des calrnls des constantes distinries. de sorte (Hi'oii lient (''le\(M' des donlcs sur l e\;ictitn(h' de st'>- ré-sidlals. En l'IiidiMnl li's fiist;iii\ ii deux ;i\e,s. il a Ii()ii\(' (pic leurs pr(»|>i'i(''lés .siii\;inl li'> (lii'i'cl i(tii> (II' leurs ;i\e> (ihlKiiies senl coiimiirables i\ celles des ciishiiix ;i un a\e siii\;iiil lii direclidii de I a\e. Il a clierclié ensuite à donner une e\pliinli(_»n nn-canique des lei'nies jqoutés par Cauchy. Suivant lui, on retrouve les termes introduits par Cauchy en admettant qu'outre les actions ordinaires qui s'exercent entre.' deux molécules il en existe une autre, variable avec la distance et dirigée perpendiculairement au plan qui passe par les deux molécules et par la direction de la vitesse relative de l'une d'elles par rapport à l'autre. Mais ce qui est plus extraordinaire encore, c'est que M. Clebsch admet que cette force persiste indéfinhnent, c'est-àdire qu'à chaque instant elle est représentée par l'intégrale de toutes celles qui ont existé depuis le commencement du mouvement ; toutefois cette intégrale ne peut être indéfiniment croissante. On voit que toutes ces hypothèses sont peu d'accord avec ce qui s'observe généralement (-^.
G. — Pouvoir rotatoire des dissolutions actives.
295. ronsidératioiis générales. — Laissant de côté les considérations théoriques que nous venons d'exposer, il y a intérêt
(•) Journal (le Crelle , LVII, 819.
'-' Postérieuremenl à l\^po(iiie où tes leçons onl été professées, M. Briot, dans son Essai sur la théorie iiialhéitiatiquc de la linnière , a donné nne tliéorie compiète de ia polarisation rotatoire. Il prend pour point de départ les inégalités que, dans les milieux dissym('lri(]ues, l'éllicr éprouve dans sa distribution, et suppose (]ue dans ces milieux les files do iiioléculos d'élher sont tordu s en hélices elliptiques, (les inégalit(!s introduisent dans les c([uations diiréronticlles des mouvements vibratoires des tlérivées d'ordre impair dent la |)réseiice indique le pouvoir rotatoire. Nous reiivovous le lecteur à Touvrajjo do M. IJriol , retendue de sa tliéorie ne nous permettant pas de la reproduire ici.
à ctivisager la (juestion à un autre point de vue et à chercher ce (ju'il y aurait à faire pour passer de l'étude des cristaux doués du pouvoir rotatoire à celle des dissolutions actives. On peut regarder comme établi par la théorie et par l'expérience que, dans les cristaux à un ou à deux axes doués du pouvoir rotatoire, la polarisation rectiligne se change en polarisation elliptique; de plus, à cause de la petitesse des termes à ajouter aux équations différentielles, les ellipses de l'onde ordinaire et de l'onde extraordinaire seront toujours à peu près semblables. Pour se rendre compte des propriétés des dissolutions actives, il faudra résoudre le problème suivant : Quel est l'effet produit sur un rayon polarisé rectilignement par un nombre immense de molécules douées de la propriété de transformer ce rayon en deux rayons elliptiques de sens contraire, et disséminées de toutes les manières [)Ossibles dans un milieu inactif? Il est nécessaire de poser ainsi la (pjestion, à cause des nombreuses expériences qui prouvent que la structure moléculaire se conserve dans les dissolutions, et que par conséquent la dissolution d'un cristal doué du pouvoir rotatoire dans un liquide inactif doit être considérée comme un mélange de molécules actives et de molécules inactives. Nous allons d'abord chercher à rendre compte de cette première loi, c|ui consiste en ce que la rotation du plan de polarisation produite par une dissolution est proportionnelle à l'épaisseur de la colonne liquide traversée. Pour cela nous remarquerons que. l'ordre dans lequel se succèdent les molécules étant indifférent, on peut grouper ensemble toutes celles dans lesquelles le rayon lumineux fait les mêmes angles avec les axes de cristallisation; la section principale des molécules ainsi définies est encore indéternu'née, et elle pourra prendre toutes les directions compatibles avec la première condition. Nous allons nous proposer de démontrer que l'effet d'un pareil système sera de faire tourner le plan de polarisation d'un angle déterminé, et, pour y arriver, nous allons d'abord examiner l'effet d'une lame unique douée du pouvoir rotatoire.
296. Action d'une lame mince unique, douée «lu pouvoir rotatoire, sur la lumière polarisée rectilignement.
— Supposons qu'un rayon ])olarisé rectilignement tombe sur une
ViiimiiT, VI. — Optique, H. 22
lame cristalline mince, clouée du pouvoir rotatoire, et que cette lame soit oblique à l'axe s'il s'af^nt d'un cristal à un axe, et dirigée d'une façon quelconque s'il s'agit d'un cristal à deux axes. Prenons
pour ])lan de figure un plan [Ûq. /i 8 ) parallèle à la surface de l'onde incidente supposée plane. Soient PP' la trace du plan primitif de polarisation sur ce plan de figure et IF celle de la section principale de la lame.
Le mouvement vibratoire de la lumière incidente peut se décomposer en deux mouvements parallèles à IL, que nous prendrons pour axe (les ^, et à la droite OM perpendiculaire à IL, qui sera l'axe des yj. On obtient ainsi deuv ravons j)olarisés dans des plans perpendiculaires, que Ton peut, comme nous Favons vu (260). remplacer par deux rayons polarisés elliptiquement en sens contraire. En désignant ]»ar / 1 angle de la section principale de la lame avec le plan primitif de polarisation, par k une quantité comprise entre zéro et l'unité et variable avec la direction du rayon par rapport aux axes du cristal, en posant; enfin
Fig. iS.
nous avons trouvé que les mouvements vibratoires sur les deux rayons polarisés eUiptiquement sont exprimés (260), pour le ravon polarisé ('lli|)tiquement de gauclie à droite, par les équations
n = ^(cosîsincp — /•sinicos(p),
^ == "-!-, (cos i cos (p -\- /.' sin / si n (p) ,
et pour le rayon polarisi' clliptlipicniciil de droite à gauche, par
les équations
rt = ■ r. ( /.'" cos / sin (p + /.' siii * cos 9) ,
'^' ■=- n ( /.• cos ?"cos (5 — sin /sin (2).
Les deux rayons elliptiques, en traversant la lame, y acquièrent une certaine différence de phase, et, pour obtenir les expressions des mouvements vibratoires au sortir de la lame, il faut, pour le rayon polarisé de gauche à droile, remplacer (^ par 9 — «5", et, pour le rayon polarisé de droite à gauche, remplacer (p par (p — y, ^ et 7 étant définis comme il a été dit j)lus haut (261). Il vient ainsi
)7 = 7-; [cos/sin((p — (^) — /.■sin/cos((p— ^jj .
f = — ' . , [cos/cos((p — ^)4-/>'sni/sin ((p — ^)J,
r\ = 7-, [ A'- cos \ sin ((p — y ) + /i sin i cos ((p — 7)] ,
^' = p [ /i cos / cos ((p — 7) — sin i sin ((p — 7)] .
Pour déterminer l'étaj; du mouvement vibratoire à la sortie du cristal, prenons pour axe des x la trace du plan primitif de polarisation et pour axe des ij une droite perpendiculaire; nous aurons
?/ = (>7 + >?' ) co« ' — ( ^+ ^' ) sin i, ;r = ()? -f- >7' ) sin ï + ( ^+ ^' ) cos /.
En remplaçant dans ces écjuations ^, ^ , n-, n' par leurs valeurs, il vient
( 1 4- A:2 ) «/ = cos2 i [sm{(p-S) + k^ sin ((p - - 7)]
— sin /cos / [ A- cos ((p — «5') — k cos ((p — 7)] + sin i cos / [ k cos ((p — «5^) — k cos ((p — 7)] + sin^ i[k- sin ((p — ^) + sin ((p — 7)] , (I ou
( , 4- A-2 ) y = cos2 / [sin ((p - ^) H- /e- sin (<p - 7)]
+ sin- / [ /r sin ((p — <^) + sin ((p — 7)].
De même on trouve
( 1 + k- ) a; = sin i cos / [sin {(f —S)-\- k- sin ((^ — 7)]
— sin2 / [kcos{(p-S)-kcos(Ç>- y)]
— cos'^ i[k cos {(^ — S) — k cos ((p — 7)]
— sin i cos i [ F sin [Ç>— S)-\- sin {(p — 7)] , d'où l'on tire
(1 +^"^)a; = /tCos((p — 7) — A'cos((p — ^)
+ sinicos/[(i-/;"2)sin((p-^)-(i-^-^)sin(<^-7)],
et enfin
(i+^-2)^ = - 2Â;sin-^sin (cp ^j
— ( 1 — /t- ) sin 2^ sin cosf (p ~- j ■
Reprenons maintenant la valeur de (i+A-ji/ et écrivons-ia de la manière suivante :
(i+A^)^=^^|(i+A^)[sin(^-J) + sin((p-7)]
+ (i-A-2)[sin((p-^)-sin((p-7)j{ + ^|(i+A^)[sin((p^7) + sin(^-^)]
+ (i-Â'-^)[sin(^-7)-sin((p-J)]j.
En simplifiant cette expression et en lui adjoignant celle de (^1 -{-k^^x, on a définitivement pour les deux composantes du mouvement vibratoire au sortir de la lame
— (1 — /£2)cos2îsin -^^cos ((p ^)'
(i+P)^ = -2Lsin^sin((p-^)
-(i-k^)sw 2/sin^'cus((p -^) .
Ces rayons forment un système facile à définir. En effet, chacune (les valeurs de .v et de y est la somme de deux termes dont les deux premiers ont la même phase, ainsi que les deux seconds, et la phase des deux premiers termes diffère de celle des deux seconds termes
de — • L'ensemble du mouvement peut donc être considéré comme
étant celui de deux rayons polarisés rectilignement et dont les phases
diffèrent de — •
Le rayon représenté par les deux derniers termes a pour amplitude
sm ^;
i + Zc'
il est polarisé dans l'azimut 2i.
Si nous supposons que l'on ait S>y, c'est-à-dire que le rayon polarisé elliptiquement de gauche à droite aille moins vite dans la lame cristalline que le rayon polarisé de droite à gauche, les deux composantes du rayon que nous venons de considérer sont négatives et sa phase est représentée par
son intensité est
Les deux premiers termes représentent aussi un rayon polarisé rectilignement, dont la phase est
et l'intensité
Pour trouver son azimut de polarisation, il suflit de remarquer (|ue le rapport du terme en x avec le terme en y représente la tangente de l'angle que forme ce plan de polarisation avec le [)lan primitif. En désignant cet angle par p, on a
2k S -y (anjî p = n tanfr ~ •
En résumé, l'effet produit sur un rayon polarisé par une lame douée du pouvoir rotatoire peut s'énoncer de la façon suivante : le rayon, à la sortie de celte lame, est remplacé par deux autres polarisés rectilignement, l'un polarisé dans l'azimut ^i, ayant pour
phase (ç ^^ — - et pour intensité ( ttJ sin- — -■> l'autre
polarisé dans un plan (pii fait avec le plan primitif de polarisation
un angle ayant pour tangente --^f. '^wg ' ayant pour phase
<p~ ■ — ~ et pour intensité
^ 1- /lA - «in- —
— ^-> [( 1 + A- )■- cos''^ ^— ^ + /i A-^ sin2 ^^'"1
Si nous supposons cpie l'épaisseur de la lame soit très-petite, les angles p et — - seront aussi très-petits, et par suite sensiblement proportionnels à leurs tangentes. On pourra donc écrire
En outre, étant très-petit, on voit que l'intensité du rayon
polarisé dans l'azimut p sera sensiblement égale à l'unité et que celle du rayon polarisé dans l'azimut 2< sera très-près d'être nulle. Donc une lame mince ne produit, sur un rayon rectilignement polarisé, d'autre effet que de faire tourner le plan dé polarisation, et le
2k ])Ouvoir rotatoire de cette lame est représenté par — 75, quantité
dont la plus grande valeur correspond à k=i.
297. Action criin granti nombre «le lames cristallines minces éjEçalement épaisses et diversement orientées. —
Nous allons mainlenant examiner le cas où un rav(»n polarisé l'cclilignement traverse un grand nombre de lames douées du pouvoir rotatoire, toutes de même épaisseur et ayant leurs axes de cristallisation également inclinés sur le rayon incident, mais dont les seclions princi[)ales peuvent avoir des directions quelconques. Supposons qu'il y ait u de ces larnes de même épaisseur et représentoivs
par il l'angle de la section principale de la première lame avec le plan primitif de polarisation, par t., l'angle de la section principale de la seconde lame avec la section principale de la j)remière, par /^ l'angle de la section principale de la troisième lame avec la section principale de la seconde, et ainsi de suite jusqu'à /„, tous ces angles étant comptés vers la droite.
En traversant la première lame, le rayon se divise, comme nous venons de le voir (296], en deux rayons polarisés rectilignement, l'un polarisé dans l'azimut 2îet le second polarisé dans l'azimut p; si l'on désigne par A- l'intensité du premier de ces rayons et par a^ l'intensité du second, on a
, 1 - le . S-y b = }-; sm 1
En traversant la seconde lame, chacun de ces deux rayons se comportera comme le rayon unique incident, ce cjui donnera quatre rayons. De même il y aura huit rayons au sortir de la troisième lame, et en général 2'' rayons à la sortie de la jf'"" lame, ce qui donne 2" rayons quand toutes les lames formant le système cjue nous considérons auront été traversées.
Parmi ces 2" rayons considérons celui qui, en traversant toutes les n lames, a toujours suhi la modification qui correspond à la lettre rt. Le plan de polarisation de ce rayon aura tourné de np, son amplitude sera devenue ^/" et sa phase
Il y a ensuite des rayons qui ont subi la modification a dans n — 1 lames, et la modification b, c'est-à-dire le passage à l'azimut 21, dans une lame seulement : leur amplitude sera a"~^ h, et, comme la modification h a pu s'effectuer dans chacune des n lames, il y aura n rayons de cette nature.
De même la modification /; a pu se produire 2 fois et la modification a a pu se produire ?? — 2 fois : le nombre des rayons de cette
nature sera égal au nombre des combinaisons de n objets pris deux
> 1 ' + > r ^ n[ii-\) a deux, c est-a-dire a
En général, un rayon qui aura subi n — q fois la rotation du plan de polarisation égale à p, ei q l'ois la rotation égale à a/, aura pour amplitude «""'i^ et le nombre des rayons de cette nature sera
n[n — i] ■ • ' {n — cj + \)
En résumé, il v a donc
DE PHASE D'AMPLITUDE
1 rayon o iÇ — n — — ^ ,
- ravons a"-'o S — in—i) ,
(il)"-^ (û — n ^— n — i)— .
1 ravon " (P- " " — •
Les rayons qui ont pour amplitude a''~H ont tous même phase
0 — n -■, mais leur azimut de polarisation varie d'un rayon à
l'autre. Pour un rayon qui a d'abord traversé p lames en subissant la modification a, l'azimut du plan de polarisation est pp, et il rencontre la (/>4-i)""" plaque dont la section principale fait avec le plan primitif de polarisation l'angle
de sorte que l'angle de la section principale de la {p + i)' '" lame avec le plan de ])olarisalion du rayon qui la traverse est
A la sortie de cette lame le rayon a subi la m odifi cation b et son plan de polarisation a tourné de
de sorte cjue son azimut est devenu
en posant
En traversant les n — {p-\- i) iames restantes, le rayon subit de nouveau la modification a et son plan de polarisation tourne de
de sorte que l'azimut de ce plan de polarisation, lorsque le rayon a traversé toutes les lames, est devenu
p pouvant prendre toutes les valeurs depuis i jusqu'à n, il est évident que cette expression pourra prendre n valeurs différentes et (|ue la valeur du second terme sera toujours comprise entre [n — i) p
et — (n — i) p.
Le second groupe des rayons, dont le nombre est- » l'am-
plitude commune rf"~'"/r etla pbase commune (p— n—-^—^^—-, donnera lieu à des considérations analogues. L'azimut sera également variable d'un rayon à l'autre.
Ceci posé, remarquons que le rayon qui a subi la modification n dans toutes les lames et qui a pour intensité a" est polarisé dans l'azimut np. Il s'agit de démontrer que, si n est très-grand, le rayon polarisé dans l'azimut np est le seul qui ait une intensité sensible au sortir des n lames.
Pour cela, projetons les mouvements vibratoires de tous les rayons
sur deux axes, l'un parallèle et l'autre perpendiculaire à l'azimut np. Sur la droite per])endiculaLi'e à cet azimut nous avons d'abord la vibration entière du rayon
a"sin((p-y<-^);
puis il faudra v ajouter un grand nombre d'autres termes qu'on obtiendra en multipliant par un cosinus, c'est-à-dire par un nombre compris entre — i et -f- i , les vibrations de chacun des rayons des
différents groupes. Tous ces ravons ont des phases qui varient de-
quand on passe d'un groupe à l'autre. La somme de leurs projections est évidemment moindre que celle que nous obtiendrons en leur supposant à tous même phase. En outre, comme les cosinus par lesquels il faut multiplier les mouvements vibratoires des rayons d'un même groupe pour les projeter ont des valeurs très-nombreuses comprises indifféremment entre — i et + i , la somme réelle est encore très-petite par rapport à celle qu'on obtiendrait en remplaçant chacun de ces cosinus par l'unité, (iomme il v a n rayons d'amplitude «"~^/>, rayons d'amplitude égale à a"'-b-, la somme
obtenue dans l'hypothèse que nous venons de faire est égale à
c'est-à-dire, d'après la formule du binôme, à
(a + by-n".
En résumé, la composante du mouvement vibratoire suivant une direction perpendiculaire à l'azimut np est donc formée de deux termes , dont l'un est égal à
a" sin ((p — Il -~ ] '
et dont l'autn^ est très-petit par rapport à In (piantitt*
(n + hy -a\ Si donc nous faisons voir d'abord que la quantité [a -\- by — a" a
une limite finie quand n augmente indéfiniment, et ensuite que la limite de a" dans la même condition est l'unité, nous aurons démontré que, pour une valeur très-considérable de n, l'intensité du rayon polarisé dans le plan dont l'azimut est np est très-voisine de l'unité, et que, par suite, ce rayon est très-près d'être seul à subsister.
Cherchons d'abord la limite de «" quand n croît indéfiniment. On a
d'où
t-hii-'Y
cos-
^+/iPsin
et, en remplaçant dans la parenthèse cos- — ^par i — sin
2 1 - A- - . .S-y r = 1 — 7 iTT^ sur
D'ailleurs, k étant compris entre zéro et l'unité, on a
[i + tf
et par suite
Si nous élevons à la puissance n l'expression de a^, il vient
fl^" = 1
.1 - k-y . o«^-7\« : — —nrr.sm- ~ '
Si nous remplaçons le sinus par l'arc, le résultat sera trop petit : donc
b-^i^ïY
Si nous changeons le signe du second terme de la parenthèse, le résultat sera trop grand; donc
3/«0 POLARISATION ROTATOIHE.
Nous supposons n très-grand; mais il faut admettre en même temps que la différence de marche totale est une quantité finie; nous pouvons donc poser
û 6 étant une quantité finie. En substituant à S— y sa valeur -» il vient
L (n-/c-)-4/i\J ou bien , en posant
Développons ces deux expressions par la formule du binôme, nous aurons un nombre de termes très-grand, mais fini; il vient
ainsi
h , nln— i) li-
h , nln— 1) h- ,
^ ' n- 1-2 ir
Si dans la première inégalité on prend tous les termes négativement à partir du second, l'inégalité subsistera a fortiori et l'on aura
h II (" — 1 1 /r
Les deux inégalités subsisteront encore si l'on remplace tous les
p . n n — \ Il — 2 1 <• 1 1
lacteurs -■, ^ ■> — r- 'etc., par le lacteur plus grand n, ce qui
donne
M .^ i — n ~ — n- —, — n^ —. — n- II' n"
' 11- ni Il'l
ou bien
h ie ¥
^ Il n' ;i'
Si n augmente indéfiniment, on voit que la série des termes que dans ces deux inégalités on ajoute à l'unité ou que l'on retranche de l'unité a pour valeur
n V 11 n' J 11 II
quantité qui a pour limite zéro lorsque n augmente indéfiniment.
Les deux limites de a^" ont donc pour valeurs l'unité, et par conséquent il en est de même de la limite de a"'", et par suite aussi de la limite de a".
Il nous reste à démontrer que la quantité [a + />)" — a" a une limite finie quand n augmente indéfiniment. Cette quantité est plus petite que
(i-i-bY — a", dont la limite est
(i^by-i;
h= \ -\ r; sin
la limite cherchée est donc plus petite que
ou, en posant que
IrB
i-hk- 2 o
Or l'expression f i +-^ j"a pour limite e^ quand n augmente indéfiniment. Donc e'-'—i est une limite supérieure de la quantité (« 4- />)" — r(", qui par suite reste toujours finie.
3/i2 POLARISATION ROTATOIRE.
11 résulte de ce que nous venons de voir que , si un rayon polarisé rectilignement traverse un système de n plaques minces douées du pouvoir rotatoire, ces plaques étant toutes de même épaisseur, en nombre très-grand, toutes ayant leurs axes de cristallisation inclinés de la même façon par rapport au rayon incident, mais leurs sections principales étant orientées d'une manière quelconcpe, l'action de ce système sur le rayon se réduit à une rotation du plan de polarisation égale à np. Or, d'après la valeur trouvée précédemment pour p,
on a
la rotation produite par le système dos n lames est donc égale au
produit de la quantité p par la rotation que donnerait une lame
unique douée de la polarisation circulaire et établissant entre les deux rayons la même différence de marche que le système des n lames minces.
Il ne serait probablement pas difficile de vérifier Cc résultat par l'expérience, en faisant passer un rayon polarisé à travers un paquet de lames minces de quartz, dont les sections principales seraient orientées dans des plans différents et disposées au hasard.
M. Jamin, comme nous l'avons vu plus haut (291), a calculé les valeurs de ^ — 7 et de k, pour le cas où un rayon polarisé traverse une lame de quartz perpendiculaire à l'axe, inclinée d'un angle variable sur la direction du rayon incident. A l'aide des nombres qu'il a trouvés et de la formule que nous venons d'établir pour le cas où le ravon traverse un grand nombre de lames minces de même épaisseur et également inclinées sur la direction du rayon, nous pouvons calculer la rotation que subit, dans ce cas, le plan de polarisation. Cette rotation est en effet égale à np, c'est-à-dire à
Les résultats qu'on obtient ainsi par le calcul de np montrent que la rotation du plan de polarisation produite par le système des lames est à peu près égale à celle que donnerait une lame de quartz
ESSAIS DE THEORIE. 3/i3
perpendiculaire à Taxe, ayant la même épaisseur que le système des lames minces. Cette conclusion était tout à fait inattendue, car on était habitué à regarder le pouvoir rotatoire comme disparaissant rapidement à une petite distance de l'axe. Or, l'affaiblissement que subit le pouvoir rotatoire du sulfate de strychnine lorsqu'on le met en dissolution pouvait s'expliquer à l'aide de celte hypothèse de la disparition rapide du pouvoir rotatoire lorsqu'on s'éloigne de l'axe. (;omme celte hypothèse est reconnue inexacte pour le quartz, il en résulte que l'observation de M. Dcscloiseaux présente une dilliculté dont on n'a pas encore de solution.
La ]nélhode de la superposition des lames permettrait de suivre le pouvoir rotatoire jusqu'à une distance de l'axe à laquelle le procédé de M. Jamin n'est plus applicable, et de déterminer sa valeur pour chacune des valeurs de l'angle B que fait l'axe de cristallisation des lames avec le rayon incident, ou, ce qui revient au même, avec la normale à la surface de ces lames. Connaissant ensuite le pouvoir rotatoire en fonction de l'angle B, on pourrait en déduire le pouvoir rotatoire des dissolutions.
En effet, quand un cristal se dissout, on peut admettre qu'il se divise en un nombre très-grand de lamelles orientées à peu près indifféremment dans toutes les directions, et il est facile de calculer le nombre relatif de lames dont la normale fait un angle B avec l'axe de cristallisation. Pour cela, menons par un point cpelconque 0 une parallèle OA à l'axe de cristallisation, et, de ce point 0 comme centre, décrivons une sphère avec un rayon égal à l'unité. Comme nous avons supposé les chances égales dans toutes les directions, chacun des rayons de cette sphère sera perpendiculaire à un même nombre de lames, ou, en d'autres termes, deux éléments égaux de la surface sphérique seront parallèles à un même nombre de lames cristallines. Le nombre de ces lames dont les normales font avec l'axe des angles compris entre B et B -\- d9 est donc proportionnel à la surface d'une zone sphérique qui a pour expression 977 sin B dB. Soit maintenant (p (0) la valeur de la rotation pour l'angle B :
l'intégrale 1 '(p(^B)smBdB donnera la rotation produite par l'ensemble des lameSj c'est-à-dire la rotation produite par la dissolution;
ZUh POLARISATION ROTATOIRE.
On voit que, si le pouvoir rotatoire est le même dans toutes les directions, (p [6) est une constante c et l'intégrale se réduit à
c ( " sin 6 ils = c.
Dans ce cas particulier, la dissolution aura donc le même pouvoir rotatoire que le cristal lui-même dans la direction de l'axe.
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SEPTIEME PARTIE
LEÇONS
298. Considérations générales. — Lorsque, par l'action de diverses forces , la constitution homogène des corps uniréfringents se trouve altérée, il peut se produire dans ces corps une double réfraction artificielle, cpie nous désignerons d'une manière générale sous le nom de double réfraction accidentelle.
Il y a, dans la production de la double réfraction accidentelle, deux classes de phénomènes à distinguer :
i" Les phénomènes provenant des changements permanents ou temporaires produisant des inégalités d'élasticité et des modifications de l'arrangement moléculaire dans la matière pondérable. Tels sont ceux qui naissent de l'application de forces mécanicjues aux corps , c'est-à-dire de la pression ; tels sont encore ceux qui ont pour origine la trempe ou la cristallisation s'opérant d'une façon irrégulière. La double réfraction due aux forces mécaniques est passagère; la trempe ou la cristallisation irrégulière donne lieu à une double réfraction permanente. Nous réunirons néanmoins ces deux espèces de phénomènes dans une même classe, parce qu'ils sont accompagnés les uns et les autres d'une modification de la matière pondérable au point de vue de son arrangement moléculaire et de
''' Ces leçons, de même que les leçons sur la polarisation chromatique et les leçons sur la polarisation rotatoire, ont été professées en 18G1 dans le cours de troisième année, à l'Ecole Normale, et rédigées par M. Mascart.
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son élasticité. Les phénomènes de la polarisation chromatique sont évidemment propres à révéler l'existence d'une double réfraction même très-faible, qui se développe dans les corps uniréfringents sous l'action des forces que nous venons d'indiquer. C'est ainsi que Biot, en excitant des vibrations longitudinales dans une lame de verre de 2 mètres de longueur, placée entre un polariseur et un analyseur, s'assura que cette lame, à chaque friction, présentait des propriétés biréfringentes dans le voisinage des lignes nodales : il voyait reparaître celle des images de l'analyseur qui était éteinte lorsque la lame était en repos.
2° Les phénomènes provenant de l'inlluence de l'électricité ou du magnétisme. Ces phénomènes, découverts par Faraday, diffèrent des précédents en ce que la matière pondérable paraît ne subir aucune modification sensible; car les expériences réussissent également avec les liquides et avec les solides. Il en résulte que l'électricité et le magnétisme doivent, soit agir directement et uniquement sur les molécules d'éther, soit agir sur la matière pondérable sans qu'il y ait dans celle-ci aucun dérangement de symétrie, et cette hypothèse est presque impossible à concevoir.
Nous ne nous occuperons, dans ce chapitre, que de la première classe des phénomènes de la double réfraction accidentelle '^^
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A. — Double rkfraction produite par la pression.
299. Expériences de Brewster. — Les premières observations sur la double réfraction produite par la pression sont dues à
(') Les iois cxpc'rimentales et la théorie de la polarisation rotaloire magnétique sont f'xposées tout au lonjj dans les mémoires originaux de A erdet contenus dans le tome I" du présent ouvrage.
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Brevvster: il les communiqua à la Société Royale de Londre;» le ] () janvier 181 5'". Le procédé qu'il employa d'abord est assez ffrossier : il consiste à exercer des pressions faibles sur des matières gélatineuses, comme la gelée de pied de veau ou la colle de poisson. Ces matières, pâteuses et transparentes, solidifiées dans des conditions régulières, ne présentent aucune propriété biréfringente. Mais, si on les taille en fragments réguliers que l'on comprime ensuite entre les doigts, cette légère compression suffit pour y développer une double réfraction très-énergique. Si on place ces fragments entre un polariseur et un analyseur, et si on les fait traverser par un rayon lumineux, il se manifeste dans l'analyseur des images vivement colorées et dont les teintes s'élèvent rapidement dans l'échelle des couleurs de Newton à mesure que la compression augmente.
La compression produite par les doigts rapproche les molécules dans le sens où elle s'exerce, et tout porte à croire que les molécules s'éloignent dans le sens perpendiculaire à celui de la com- ])ression. On doit donc présumer que le corps devient analogue à un cristal à un axe, dont l'axe serait situé dans la direction de la compression.
Il était utile de rechercher si les phénomènes dont nous nous occupons ne seraient pas sensibles dans des corps plus résistants. Brewster a abordé cette question, et les résultats de ses expériences sur la conq^ression et la dilatation du verre furent publiés le 2 9 février i8i()'-l Toutefois, la méthode dont il se servait comportait peu de précision. Il employait une simple pince, dans laquelle il pouvait saisir et comprimer les morceaux de verre. En portant ces fragments ainsi comprimés sur le trajet d'un faisceau de rayons polarisés, et en faisant tomber la lumière émergente sur un analyseur, il voyait se produire des colorations variant d'une façon tout à fait irrégulière et correspondant aux différents points du fragment de verre. Cette irrégularité^ qui ne permet d'arriver à aucune loi précise, provient de la manière dont Brewster effectuait la compression.
'') Phil. Traits., i(Siô, p. 29, 60.
(" Phil. Trans., 1816, p. Zi 6.
Verdet, VI. — Optique, If. ai
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Supposons maintenant qu'on opère d'une manière plus régulière, que l'on exerce sur un parallélipipède rectangle en verre P(fig. ^lu). à l'aide d'une vis V, une pression normale aux deux bases et que l'on peut faire varier à volonté. Si l'on interpose le parallélipipède ainsi comprniié sur le trajet d'un faisceau lumineux polarisé, et si l'on reçoit la lumière émergente sur un ÎXicol dont la section principale est parallèle au plan primitif de polarisation, on voit dans l'image fournie jtar le Nicol une série de lignes colorées parmi lesquelles se trouvent des lignes noires qui correspondent aux points où la structure moléculaire n'a pas été altérée. Ces points séparent des régions qui ont subi des altérations différentes; d'un côté des points qui correspondent dans le verre à une ligne noire il v a eu contraction; de l'autre côté, dilatation. Or, si l'on compare les lignes colorées avec celles que produiraient des plaques cristallines, on reconnaît que la double réfraction change de signe quand on passe d'un côté à l'autre d'une ligne noire. D'où il faut conclure cette
première loi, que la compression et la dilatation produisent des effets opposés de double réfraction. Les lignes qui séparent les régions comprimées et les régions dilatées et qui correspondent aux lignes noires doivent d'ailleurs évidemment être parallèles ou perpendiculaires à la direction suivant laquelle s'exerce la compres- ''"• ^9- sion. Brewster a fait une seconde ex-
périence, qui est demeurée célèbre, et dans lacpielle l'inllexion d'une lame de verre permet d'établir une relation entre la compression ou la dilatation exercée et l'espèce de double réfraction produite. Dans cette expérience, une lame de verre AB ( fig. 5o) est maintenue dans une mâchoire métallique M; au milieu de la partie inférieure de cette mâchoire passe une vis V qui vient s'appuyer sur la lame AB et peut l'infléchir plus ou moins. Suivant les lois générales de l'inflexion, si la courliure de la lame est peu considérable, il y a dans l'intérieur de la lame une ligne, une file de molécules qui n'éprouve ni allongement ni raccourcissement; cette ligne s'ap-
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pelle ligne moyenne, et elle passe sensiblement par les centres de gravité des sections de la lame. Les files de molécules situées au-des-
l'i:'. âo.
sous de la ligne moyenne se contractent, celles qui sont placées au-dessus s'allongent : c'est ce que montre la figure 3i.
En faisant traverser cette lame infléchie par un faisceau de rayons parallèles polarisés qu'on reçoit ensuite sur un Nicol dont la section principale est parallèle au plan primitif de polarisation, on remarque dans l'image fournie par le Nicol une ligne noire parallèle aux côtés infléchis et présentant la même courbure. Cette ligne correspond à la file des molécules qui n'ont subi ni allongement ni raccourcissement. De part et d'autre de cette ligne noire on voit dans l'image des lignes colorées de formes diff'érentes et courbées de part et d'autre.
Considérons une file de molécules correspondant à une ligne isochromatique de l'image : ces molécules éprouvent un rapprochement ou un écartement analogues à ceux, qui seraient occasionnés par une compression ou une traction. Chacune de ces files peut donc être assimilée à un cristal à un axe, dont l'axe serait parallèle à la direction suivant laquelle s'exerce la compression ou la traction, c'est-à-dire à la tangente à la courbe, et l'on peut, par l'interposition d'une lame cristalline à un axe dont le signe est connu, reconnaître le signe de la double réfraction produite dans le verre suivant la file de molécules considérée.
C'est en opérant de cette manière que Brewster a pu démontrer que la compression développe dans le verre, et en général dans les corps uniréfringents, une double réfraction analogue à celle de. cristaux répulsifs dont l'axe serait parallèle à la direction de la compression. Une dilatation produit des effets opposés aux précédents ^ c'est-à-dire une double réfraction attractive.
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Dans la théorie des ondulations, cette loi peut s'énoncer d'une autre manière. Dans un cristal à un axe la surface de l'onde extraordinaire est représentée par un ellipsoïde de révolution dont i'axo de révolution a pour longueur 26 et l'axe équatorial perpendiculaire à l'axe de cristallisation 9«. De plus, b et a sont proportionnels aux forces élastiques qui se développent dans le cristal, Ir à la force élastique développée par les vibrations perpendiculaires à l'axe du cristal, et a- à la force élastique produite par les vibrations parallèles à cet axe.
Pour les cristaux répulsifs on a b-<:.a', c'est-à-dire que l'élasticité optique est plus petite dans le sens perpendiculaire à l'axe que dans la direction qui est parallèle à cet axe. Il résulte de là, d'après ce que nous avons dit plus haut, que l'élasticité optique est augmentée dans la direction d'une compression et diminuée dans la direction d'une dilatation. C'est là la seconde loi démontrée par Brew^ster.
Brevvster est d'ailleurs allé plus loin. En mesurant la courbure de la lame et sa longueur, il a pu estimer la dilatation ou la compression d'une fde de molécules correspondant à une ligne isochromatique donnée. Comparant ensuite les teintes de ces lignes isochromatiques avec les compressions ou les dilatations, il a reconnu que ces teintes correspondent, dans la série des anneaux de Aewton, à des épaisseurs proportionnelles aux compressions ou aux dilatations, ce qui veut dire que la diflférence de marche établie entre les deux rayons réfractés dans le verre, ou généralement dans le corps comprimé ou dilaté, est proportionnelle à la compression ou à la dilatation. Toutefois il ne faut admettre cette loi que comme approximative, parce qu'il est impossible de l'établir avec une rigueur bien grande.
Brewster a signalé cette loi comme pouvant donner lieu à des applications dynamométriques dans lesquelles on j)ourrait mesurer l'intensité de la compression ou de la dilatation appliquée à un corps par la nature des teintes produites par ce corps dans la lumière polarisée ; mais il n'a donné aucune suite à cette idée.
EaLpériences de Fresnel. — Avant d'arriver à l'examen
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(les travaux les plus récents, il n'y a plus à citer, après les expériences (le Brewster, cjue deux expériences dues à Fresnel. L'une de ces expériences a été réalisée par lui à l'aide de procédés que l'on ignore entièrement. 11 l'a fait connaître aux membres de l'Académie des sciences en i8i(), mais son mémoire a été oublié dans les papiers du secrétaire perpétuel Fourier, et n'a été publié qu'en i8/i6^^'. Fresnel y annonce qu'il a pu exercer sur des corps uniréfringents des compressions régulières et obtenir des teintes plates dans la lumière polarisée.
La seconde expérience, qui est demeurée célèbre, a été publiée par lui en 189 a '-'; c'est celle par la(pielle il a démontré directement l'existence de la double réfraction dans le verre comprimé. Fresnel place sur un plan, par leur face hypoténuse et à côté les uns des autres, quatre j)rismes rectangulaires de verre, «, b, c, d (fig. 62); on applique sur leurs bases antérieures et postérieures des feuilles de carton, puis des barres d'acier sur lesquelles on exerce, à l'aide de vis, une forte compression qui a pour effet de raccourcir les prismes. On place alors entre eux trois autres prismes m, w,o, et deux demi-prismes z et t, un peu plus courts que les premiers, auxquels on les soude avec du mastic en larmes pour éviter les pertes de lumière par réflexion. Si l'on regarde à travers les faces
t et z un trait placé à un mètre de distance, on \k voit double et 'écart angulaire des deux images peut aller jusqu'à G ou 7 minutes.
Les deux faisceaux de rayons qui ^k-^^- donnent lieu à ces images ont les
mêmes propriétés que s'ils étaient fournis ])ar un prisme de spath d'Islande dont les arêtes seraient parallèles à l'axe du cristal. Les prismes z et t non comprimés sont destinés à détruire la déviation du rayon ordinaire et à corriger la dispersion du rayon extraordinaire.
■'' Mém. de VAcnd. den se. , XX , i gS. — OEuvres complètes , 1,691. ('-) Ann. de chiin. et de phijs., (3), XX, 876. — Œuvres complètes, t. I, p. 718. — Bulletin de la Société Vhihymatlinjtte , 1892, p. i.3i).
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301. Expériences de IVertlteim. — En i 8 5 ^4 , Wertheim ^^' a cherclif^ à reproduire la première expérience de Fresnel, c'est-àdire à obtenir une compression ou une dilatation des corps uniréfringents assez régulière pour donner naissance à des teintes plates dans la lumière polarisée. L'appareil employé par M. Wertlieim pour étudier la double réfraction produite par la compression est représenté fig. 53. Le corps uniréfringent qui doit être soumis à
l'expérience est taillé en forme de parallélipipède rectangle P et placé sur une plaque de fonte A très-solidement fixée au mur. Ce support de fonte est percé de deux trous cylindriques verticaux B et B', dans lesquels passent deux tiges métalliques C, D, réunies à leur partie supérieure par une traverse E qui repose sur le parallélipipède P, et à leur partie inférieure par une autre traverse F qui supporte en son milieu un poids G que Ton peut faire varier à volonté. Ce poids G fait connaître la pression qui s'exerce sur la face supérieure du parallébpipède P, et, pour que cette pression se distribue régulièrement sur toute cette face, le parallélipipède est séparé par des feuilles de caoutchouc des plaques métalliques entre lesquelles il est comprimé.
Avant de comprimer le corps qui doit servir à l'expérience, il faut s'assurer qu'il est bien homogène et uniréfringent. A cet effet on le fait traverser par un faisceau de rayons polarisés qu'on reçoit ensuite sur un JXicol, et on constate qu'en donnante cet analyseur une position convenable l'image peut être entièrement éteinte. Si le parallélipipède n'est pas tout à fait homogène, s'il est légèrement trempé, il peut encore servir aux expériences, car il y a généralement au centre une région considérable complètement exempte de trempe.
Lorsqu'on opère avec la lumière monochromalique, on fait traverser le corps soumis à l'expérience par un faisceau de rayons
^'^ Ami. de chim. et de phys., (8), XII, i36. — Tlipse de Pririx, i^.").').
Fig. 53.
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parallèles polarisés a àb degrés d'un plan vertical perpendiculaire au plan de la figure, et on reçoit la lumière émergente sur un analyseur biréfringent dont la section principale fait aussi un angle de /lo degrés avec ce plan vertical, mais de l'autre côté. Lorsqu'on n'exerce aucune pression sur leparallélipipède, l'image extraordinaire existe seule, et, si l'on emploie un Nicol, cette image est a son maximum d'intensité. Si l'on commence à exercer une pression en suspendant des poids à la partie inférieure de l'appareil, l'image ordinaire reparaît, et, plus la pression augmente, plus son intensité devient considérable, tandis cjue celle de l'image extraordinaire diminue. On ajoute ainsi des poids jusqu'à ce que l'image extraordinaire ait disparu et que par conséquent l'image ordinaire ait acquis son maximum d'intensité. Le plan de polarisation a tourné alors de 90 degrés et la lumière émergente est polarisée dans un plan perpendiculaire au plan primitif. La placpie comprimée par le poids
qui aofit actuellement établit donc une différence de marche de -
entre les deux rayons réfractés : A est la longueur d'ondulation dans l'air de l'espèce de lumière dont on se sert. On augmente de nouveau la charge jusqu'à faire disparaître l'image ordinaire, ce qui corres-
pond à une différence de marche de ^^^ puis jusqu'à faire disparaître l'image extraordinaire, ce qui correspond à une différence de marche de — > et ainsi de suite. On a ainsi les éléments d'une com-
paraison entre les pressions et les différences de marche, et on trouve que les différences de marche sont non pas rigoureusement, mais approximativement proportionnelles aux pressions.
On ne peut du rcsle pousser bien loin ce genre d'expériences, car le parallélipipède finirait par s'écraser sous la pression.
On peut aussi opérer avec la lumière blanche en se repérant sur \;\ teinte de passage (jui, apparaissant dans l'image ordinaire ou dans l'image extraordinaire, indique l'extinction dans cette image des rayons les plus intenses du spectre. On trouvera ainsi la relation qui existe entre la pression et la différence de marche introduite par le corps comprimé pour les rayons les plus intenses, c'est-à-dire pour les rayons jaunes moyens.
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Dans tous les cas, le signe de la double réfraction est facile à déterminer en interposant une lame cristalline de signe connu entre ie corps comprimé et l'analyseur.
M. Wertheim a également étudié les effets de la dilatation. Il se servait d'un appareil analogue au précédent. Le parallélipipède était mastiqué par sa base supérieure sur une plaque fixe, et par sa base inférieure sur une plaque mobile qu'on pouvait charger d'un poids variable. Les limites de ce genre d'expériences sont encore bien plus restreintes que pour la compression, à cause du peu de résistance que présente la cohésion du mastic. Cependant M. Wertheim a ])u constater que les effets produits par une dilatation sont égaux et de signe contraire à ceux que donne une compression de même valeur. Cette compensation entre les effets de la compression et de la dilatation est à peu près rigoureuse.
En examinant attentivement les résultats fournis par les expériences de M. Wertheim, on reconnaît que la proportionnalité existe bien plus entre les accroissements de pression et les accroissements de différence de marche à partir d'une certaine valeur de la pression qu'entre les pressions et les différences de marche elles-mêmes, ce qui s'explique soit par une faible double réfraction existant dans la plaque avant la compression, soit par l'inexactitude avec laquelle est évalué le premier poids.
D'ailleurs, cette proportionnalité elle-même est loin d'être absolue, et il y a lieu de penser cjue les différences de marche sont proportionnelles non pas aux forces comprimantes, mais aux compressions, c'est-à-dire au rapprochement des molécules comprimées. Ces compressions ne sont elles-mêmes proportionnelles aux forces comprimantes que dans des limites assez restreintes et qui ont [)u être dépassées dans les expériences.
Toutes choses égales d'ailleurs, la différence de marche introduite par le corps comprimé est proportionnelle à l'épaisseur de ce corps traversée par la lumière. Mais si, la charge restant constante, l'épaisseur varie, il résulte de la loi (jue nous venons de poser que la différence de marche doit rester constante. En effet, supposons (jue l'épaisseur devienne double, la charge restant la même; cette charge se réparlissani sur une épaisseur double, la compression de-
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vient en chaque point moitié moindre, et, d'après la loi précédente, la différence de marche devrait aussi être réduite à moitié; mais, comme d'un autre côté l'augmentation d'épaisseur tend à doubler la différence de marche, cette différence reste invariable. La constante de la différence de marche, quelle que soit l'épaisseur lorsque la charge demeure constante, prouve donc la proportionnalité de la différence de marche à l'épaisseur, lorsque la charge varie en même temps que l'épaisseur, de façon à maintenir une compression constante.
Dans ses premiers travaux, M. Wertheim avait cru trouver un rapport constant entre la double réfraction des corps comprimés ou dilatés et leur coefficient d'allongement ou de contraction; mais en poursuivant ses recherches sur le verre pesant, le spath lluor, l'alun, le sel gemme, il reconnut que cette loi n'est pas générale.
Enfin, un dernier résultat déduit des expériences de M. Wertheim consiste en ce que, dans les limites des expériences, les valeurs absolues des différences de marche entre les rayons réfractés par le corps comprimé ou dilaté sont indépendantes de la longueur d'ondulation. Il résulte de là que les différences de phase sont en raison inverse des lon^'ueurs d'ondulation, et que les effets delà dispersion sont rendus à peu près iusensibles.
dO'2. Effets de la compression sur les cristaii^i;. biréfrin-
geiats. — Après avoir étudié les (^Ifets produits |)ar la compression ou la dilatation sur les corps uniréfringenls, on a dû nécessairement se demander quels sont ceux qu'éprouvent les cristaux biréfringents; les premières expériences faites à ce sujet sont encore dues à Brewster et datent de t8iC'. En comprimant une lame de quartz, il obtint des résultats identiques à ceux (pii résulteraient de l'addition d'une lame cristalline de même nature ou d'une augmentation d'épaisseur, d'où il résulte que, comme pour les corps uniréfringents, l'élasticité optique augmente dans le sens de la compression (299).
Les résultats obtenus par Brewster ont été vérifiés par un minéralogiste allemand, Pfaff''^', à l'aide de j)rocédés assez grossiers, mais
(') Edinb. Tram., VITI,98i.
<^) Poi.ir.Ann.,C\n, 333, CVIII, 596. — i/i». de chim. pI de phjs., {l^), LVII, 500.
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qui l'ont conduit à quelques observations remarquables. En effet, en comprimant convenablement un cristal de quartz, il a pu changer la forme des courbes isocbromatiques données par ce cristal et transformer les cercles en lemniscates; il avait donc réussi à donner au quartz, par la compression, toutes les propriétés des cristaux à deu.x axes.
B. — Double ri:fr\ctio\ prodlite par la trempf. oc par la strlt.tlre molécllaire
Expériences de Seetoeck. et de Brevvster. — La
trempe donne lieu à des phénomènes tout à fait analogues à ceux que produisent la compression et la dilatation, avec cette seule différence qu'ils sont permanents. Dans un corps trempé, en effet, les différentes directions ne jouissent plus des mêmes propriétés : il y n des tensions moléculaires irrégulières, et la double réfraction doit s'y manifester comme cela a lieu toutes les fois qu'il v a quelque trouble apporté à l'arrangement moléculaire dans un corps.
Les phénomènes produits par la trompe ont été observés pour la première fois par Seebeck, en 1812, et publiés dans le Journal de Schweigger en 1 8 1 3 , 181/1 et 1 8 1 .5 •''. Dans ces trois mémoires il n'y a que la description de faits dont Seebeck n'a pu saisir la cause.
Il faisait chauffer au rouge des plaques de verre de diverses formes, et les faisait ensuite refroidir assez rapidement en les agitant dans l'air : lorsqu'il plaçait les plaques ainsi trempées dans la lumière polarisée, il obtenait dans l'analvseur des figures vivement colorées, dont la forme et les couleurs dépendent de l'orientation de l'analyseur, du contour de la plaque et de la manière dont cette plaque est tournée dans son propre plan. Seebeck a obtenu également des figures colorées avec des ])laques de borax fondues et refroidies rapidement, de sel gemme rapidement desséchées et de gomme arabique obtenues par une prompte évaporation. Seebeck se contenta d'abord de donner un nom aux phénomènes qu'il avait observés : il les appela y^^in-f-s eutoptiques, croyant qu'ils étaient dus à une modification épror.vée par la lumière dans l'intérieur du corps soumis à l'épreuve. Toutefois, quelque temps après, il fut
" Joirrnal (le Schwrigger, VII, 3.J9, 3 8 3: \\^ '\-\: \\\ . \.
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conduit à les rapporter à leur véritable cause, qui est la trempe du verre. lAIais en ceci il avait été précédé par Brewster, qui, le premier, signala l'influence de la trempe, dans un mémoire sur les larmes bataviques communiqué en i 8i/i à la Société Royale de Londres ^^'. Plus tard Brewster a généralisé ces faits à la suite d'une série d'expériences publiée en 1816'-', et les a rapportés à une double réfraction produite dans le verre par la trempe. 11 a fait voir qu'un morceau de verre chauffé jusfju'au rouge, puis refroidi lentement, ne possède pas la double réfraction.
Brewster a encore fait une remarque importante, c'est que, lorsqu'un morceau de verre s'échauffe ou se refroidit, il jouit temporairement delà propriété biréfringente, quand la température devient stalionnaire, ce qui provient évidemment de ce que l'équilibre moléculaire ne s'étabh't qu'au bout d'une certaine période pendant laquelle l'arrangement des molécules et la distribution des forces élastiques restent irrégulières.
La cristallisation peut souvent produire des effets analogues à ceux de la trempe, et, si on examine des lames de cristaux cubiques au moyen d'un polariscope très-sensible , comme celui do Bravais (21 Oj, il est très-rare d'en rencontrer qui soient complètement dépourvues de toule double réfraction : c'est ce qu'a constaté Bravais lui-même'^'. Il faut attribuer cette double réfraction à des irrégularités de cristallisation et de structure qu'il est rare de voir disparaître tout à fait.
30 à. Polarisation lamellaire. — C'est encore à une cause de même nature qu'il faut attribuer un ordre de phénomènes découverts par Biot, et désignés par lui sous le nom de polnrisation lamellaire '''^K En examinant des cristaux d'alun qui appartiennent, comme on sait, au système cubique, il reconnut des indices de double réfraction. Il n'y a là rien de surprenant, car on trouve souvent des cristaux d'alun dont la cristallisation n'a pas été régulière
'■' Phil, Trans., 181 5, p. 1.
'*' Phil. Trans., 1816, p. h6.
'■'' Ann. de chiin. et de phys. , ( 3 ) , XLIII , 1 -19.
'"^ Ç. Il . XII , 1 1 2 1 . — Mé,n. do VAcad. des .st. , Wllf , .■)'! 1 .
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et qui présentent dans leur intérieur une série de lames dirigées dans différents sens. Si les surfaces de séparation de ces lames sont visibles, cela indique évidemment que, dans une direction perpendiculaire aux faces des lames, la distance moyenne des molécules est plus grande que dans une direction parallèle à ces surfaces : il y a donc là une cause suffisante pour produire la double réfraction.
Il est d'ailleurs permis de croire que la structure lamellaire et le défaut d'bomogénéité qui en résult(^ peuvent exister sans être visibles et donner au cristal des propriétés biréfringentes.
C'est ainsi que Brewster a pu constater l'existence de la double réfraction dans plusieurs cristaux appartenant au système cubique, tels que le spath fluor, le sel gemme, l'analcime, le sel ammoniac"^.
Les tissus organiques, tels que les cristallins de l'homme et des animaux, les tuyaux de plumes, etc., présentent aussi des propriétés biréfringentes qu'on doit attribuer à leur structure lamellaire. Brewster s'en est assuré en plaçant ces corps dans un liquide contenu dans un vase présentant deux faces parallèles, et en les faisant traverser par un faisceau de lumière polarisée '-'.
Les gelées organiques, les résines, et autres corps amorphes qui sont naturellement uniréfringents, peuvent aussi acquérir des propriétés biréfringentes, s'ils se sont solidifiés dans des conditions irrégulières qui leur donnent une sorte de trempe ou une structure' lamellaire.
(" Phll. TratiH., 181 5, p. 39. — Edinh. Traits., t. X.
'''^ Phil. Tnins., i 81 (i, p. 3i 1 . — Auii. do chitii. cl de phi/s., (3), IV, /i3i. — Vhil. Trai)s., iS3.'{, p. 'A-i'i; icSofi, p. .'!."); 183". p. •>.").'!.
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305. Principes de la théorie de l'élasticité «les corps solides. — Ellipsoïde des dilatations. — Dilatations principales.— Ncumann *'' a voulu soumettre au calcul les phénomènes (le la double réfraction due à des actions mécaniques exercées sur les corps solides. Mais il est inutile de le suivre ici dans les résultats auxquels il a été conduit, car il est parti d'un principe inexact, au moins dans la plupart des cas. Il a cherché à exprimer analytiquement les contractions et les dilatations qui se produisent dans l'intérieur des corps sous l'influence des forces mécaniques extérieures qui agissent sur eux. Pour mettre en évidence le défaut de rigueur de ses raisonnements, nous commencerons par rappeler ici les principes de l'élasticité des corps solides, tels qu'ils ont été établis par Cauchy. Nous supposerons qu'il s'agisse uniquement de corps solides dans lesquels toutes les directions jouissent de propriétés idenli(pies, c'est-à-dire de ceux que Cauchy a nommés corps isotropes. Quant aux corps udu isotropes, ce sont les cristaux, sauf ceux du système cubique, et les corps qui ont subi des modifications moléculaires accidentelles.
Considérons donc un corps solide isotrope : si, par une cause quelconque, les molécules de ce corps viennent à se déplacer de quantités inégales, il y aura dilatation ou compression. Pour simplilier le langage, nous comprendrons les deux phc'nomènes sous la même dénomination de dilatation , en admettant que cette dilatation peut être positive ou négative. Il y aura à considérer deux espèces de dilatations : la dilatation cid^ique et la dilatation linéaire; nous chercherons d'abord l'expression de cette dernière.
Soient, lorsque le corps est dans son état naturel, x, ij, z les
'" ^*%'l}- -t""-, Ll\ , i<)<). — Abli(iii(ll.inijii'ii lier Akuilcmii: run Uertinjnr iS-'li, pari. III, p. 3. ■ ^
coordonnées d'une molécule, x-[-Ax, y-ràij, : -{- Az les coordonnées d'une molécule voisine. Désignons par f, >?. ^ les projections, sur les trois a\es, du déplacement que subit la première molécule quand le corps passe à son nouvel état: par f+ Af, jj + A»?. ^ -t- A^ les projections du déplacement de la seconde molécule. Si nous représentons par V la distance des deuv molécules dans l'étal naturel . on aura
En dési;]nani par s la dilatation linéaire rapportée à l'unité de longueur, on voit que la distance des deux molécules devient après le changement d'état V(i H-e), et que l'on a
(i) V^ ( 1 -f sf = [\x -T- A^f + (A;/ - A>7)^ + (Aj -^ M)\
Si l'on considère les deux molécules comme infiniment voisines, ainsi que cela arrive pour les molécules qui peuvent agir les unes sur les autres, on peut écrire
I A dv . , dri . , dn .
AV f'^ A I '^^^ A , f'^ A
ce qui revient à négliger les puissances des quantités infiniment petites ùix, Ay, Az supérieures à la première. Si maintenant on désigne par a, 13, -) les angles que fait avec les axes la droite qui joint les molécules dans leur position primitive, on aura
1 Aj'-=^ V cos a,
(3) A^ = Vcos/S,
( Ar = V cos y.
Si l'on remplace, dans l'équation (2), Aj;, Ay, A: par leurs valeurs tirées des équations (3), puis, dans l'équation (1), Aar, Ay, A:: Aç, Aï7, A^ par leurs valeurs tirées des équations (2) et (0), il
vient, en supprimant le facteur commun V-,
I ( 1 4- e )- = (^t-os a + j^^, cos a + -^j- cos /S + ^ cas 7 j
(a) ', + ( cosp + y-, cos a+ -7-, cospH--pcos7 1
1 + {'''' y ^ Tv '''' « + cTy '''' ^-^Tz. ^^^ y) •
Considérons maintenant les angles a, /S, y comme définissant la direction du rayon vecteur d'une surface ayant pour centre le point dont les coordonnées sont x, y, z, la longueur de ce rayon vecteur
étant égale à • Si nous représentons par X, Y, Z les coordonnées
de l'extrémité du rayon vecteur rapportées au point (x, y, 3) pris pour origine, on aura
(1 ou
^_^^cosa,
,^,cos/S,
cos y,
cos a -
cos /S
En |)ortant ces valeurs de cos a, cos (6 et cos y dans ré(_|uation (/i), (i+e)- disparait comme facteur commun, et il reste
-(x + ix + ^YH-fzy
dri dy
d'C Y I f^^ V I dX, r.
Y-i-^^X-ff^Y + fzV
dx dy dz )
Le second membre, ne contenant que les carrés des quantités X, Y, z et les produits de deux de ces quantités entre elles , représente un ellipsoïde ayant pour centre le point (^x, ij, z).
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Donc, si autour d'un point du corps on prend, sur une direction quelconque, une longueur en raison inverse de i +£, e représentant la dilatation de l'unité de longueur dans la dii^ection considérée, le lieu des points ainsi obtenus dans les différentes directions formera la surface d'un ellipsoïde qu'on peut appeler VelUpsoïde de dilatation. Si l'on considère, en particulier, les trois axes de symétrie de cet ellipsoïde, on voit que la connaissance de leurs longueurs respectives permet de calculer la longueur d'un ravon vecteur avant une direction déterminée, d'où il résulte que, lorsqu'on connaît les dilatations qui s'exercent suivant trois directions rectangulaires particulières, on peut calculer la dilatation [)our toute autre direction donnée. Les trois directions qui jouissent de cette propriété se nomment directions principales , et on appelle dilatations principales celles qui se manifestent suivant les directions principales.
306. Théorèmes du parallélipipède et du tétraèdre. — Pressions principales. — Représentation géométrique des pressions. — Nous avons maintenant à nous occuper des forces qui s'exercent dans l'intérieur du corps. On leur donne souvent la dénomination de pressions moléculaires, mais il est préférable de les a[)peler tensions, parce que ces forces peuvent être des tractions aussi bien que des pressions. Considérons un élément de surface passant par un point du corps : si nous supposons que toute la partie du corps qui est située d'un côté de cet élément soit supprimée, il faudra, pour rétablir l'équilibre, appliquer à cet élément une force qui remplace l'action de la partie supprimée; cette force peut être du reste normale ou oblique à l'élément de surface, et, suivant qu'elle tend à l'enfoncer dans la partie restante ou à l'en détacher, elle constitue une pression ou une traction. Ces forces varient avec la position du point considéré et avec la direction de l'élément de surface sur lequel elles agissent. Mais, comme pour les dilatations, on peut démontrer que la connaissance des pressions qui, à un point donné, s'exercent sur des éléments de surface avant des directions quelconfpies. dépend uniquement de la connaissance de trois pressions principales, qui sont perpendiculaires aux éléments sur lesquels elles agissent.
Pour l'aire voir qu'il en est ainsi, menons par le point considéré m (fig. 5/i) trois axes rectangulaires mx, my, mz; prenons sur l'axe nix une longueur a, sur l'axe my une longueur b et sur l'axe mz une
longueur c, et avec ces trois arêtes construisons un parallélipipède recm^^^^^=^^^^^^^ tangle. Pour que l'équilibre existe I^H^^^I^H^^^^B dans le corps solide tout entier, il est IBi^^^B^S^SI^H 'i^c^^^^it'*^ ^^ sulïisanl qu'il v ait équil^^^^^^^^ÊU^M libre entre les forces qui agissent sur
chacun des éléments parallélipipédi- Fig. 5'4. ques dans lesquels on peut le supposer
décomposé. Cette remarque va nous permettre d'établir une relation remarquable entre les composantes des pressions qui existent sur les éléments de surface passant par un point du corps.
Considérons les pressions qui agissent sur les différentes faces du parallélipipède, c'est-à-dire les forces par lesquelles il faudrait remplacer l'action de la partie du corps située du côté extérieur de ces faces, si cette partie du corps venait à être supprimée. Désignons par A, A', A" les composantes parallèles aux axes de la pression qui agit sur la face du parallélipipède perpendiculaire à l'axe des x, et passant par le point m, origine des coordonnées; par B', B, B" les composantes de la pression sur la face perpendiculaire à l'axe des y, et passant par l'origine; et enfin par C", C, C les composantes de la pression sur la face perpendiculaire à l'axe des z et passant par l'origine, A, B' et C" étant d'ailleurs les composantes parallèles à l'axe des X, A', B, C les composantes parallèles à l'axe des y, A", B", C les composantes parallèles à l'axe des z.
En passant d'une face du parallélipipède à la face parallèle, les forces varient de quantités infiniment petites par rapport à ellesmêmes, et ces variations seront contre-balancées par les forces extérieures qui agissent sur le parallélipipède ; ces forces extérieures sont des infiniment petits du troisième ordre, puisqu'elles agissent sur un élément solide infiniment petit, qui est lui-même un infiniment petit du troisième ordre. Les pressions sur les faces du parallélipipède étant du second ordre, leurs variations seront du troisième ordre et feront équilibre aux forces extérieures.
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11 sullira donc de faire entrer dans les six équations qui oxprinienl les conditions d'équilibre les forces agissant sur les faces du parallélipipède. Dans la première série de ces équations d'équilibre, série qui exprime que sur chaque axe la somme des composantes des forces est nulle, nous pourrons négliger les termes du troisième ordre. Mais il n'en est pas de même pour les trois dernières conditions, qui expriment que la somme des moments des forces, par rapport à chacun des trois axes, est nulle, et que, par conséquent, le corps ne peut tourner autour d'aucun de ces axes : ces moments, en effet, sont les produits des forces par leurs bras de leviers; ils sont donc du troisième ordre et on ne peut négliger que les termes du (|uatrième ordre.
Nous allons chercher à exprhner que la somme des moments des forces par rapport à l'axe des x est nulle, et pour cela nous pouvons supposer que la force qui agit sur chacpie face est appliquée au centre de gravité de cette face. Des trois composantes qui agissent sur la face située dans le plan des xz, une seule, B, a, par rapport à l'axe des x,
Bc un moment dont la valeur est — ; ce moment doit être pris avec le
signe—, |)arce que cette force B tendrait à faire tourner le corps
Bc autour de l'axe des x de droite à J^auche: donc — — est le moment
de la composante B par rapport à l'axe des x. Sur la face opposée à celle que nous venons de considérer, les deux composantes B et B"
Br ont pour moments, par rapport à l'axe des x. — et — B"/;, le premier de ces moments étant pris avec le signe -j-, parce que sur cette face la composante B tend à faire tourner le corps de gauche à droite. La somme des moments des forces qui agissent sur les deux faces du j)arallélipi])ède parallèles au plan des xz par rapport à l'axe des x se réduit donc à — Wb. Par raison de symétrie, on voit immédiatement que la somme des moments des forces appliquées aux deux faces du parallélipipède parallèles au plan des xy par rapport a l'axe des x est égale à V/c. Quant aux moments des forces qui agissent sur les faces perpendiculaires à Taxe des x, ils sont de signes contraires et se détruisent réciproquement. La condition pour que la somme des moments des forces appliquées sur les faces du parai-
Iéli|)i|)ècle par rapport ii l'axe des x soit nulle est donc
Au lieu des composantes réelles des forces, nous allons introduire dans cette équalion les rapports de ces composantes aux surfaces sur lesquelles elles s'exercent, c'est-à-dire les composantes des pressions rapportées à l'unité de surface. Nous désignerons le rapport d'une composante à la surface sur laquelle elle s'exerce par la même lettre (jue cette composante, mais en l'affectant de l'indice i. Nous avons ainsi
et, en substituant ces valeurs dans l'équation des moments, elle devient
On trouverait de même , en prenant les moments par rapport à l'axe des y et à l'axe des z,
On voit que, si l'on considère trois éléments rectangulaires passant par un même point, ces éléments ayant des surfaces égales, les neuf composantes parallèles aux axes des pressions qui agissent sur ces trois éléments se réduisent à six composantes distinctes. Désignons ces composantes distinctes par les six lettres A , B , C , 1) , E , F, et nous arriverons aux résultats qui sont contenus dans le tableau suivant :
COMl'OSAM'l'; l'Ali ALLÈMÎ ;'i l'axe des x. à l'axe des y. à l'axe des z.
Face perpendiculaire à faxe des ,r. . . Face perpendiculaire à Taxe des // . . . Face perpendiculaire à Taxe des : . . .
Les pressions qui s'exercent sur trois éléments reclangulaires pas-
saut par un même point ne sont donc pas indépendantes les unes des autres.
Le théorème que nous venons de démontrer est dû à Cauchy. En considérant un tétraèdre au lieu d'un parallélipipède, il est arrivé à une seconde proposition qui porte le nom de théorème du tétraèdre et qui permet d'obtenir la représentation géométrique des pressions. Menons encore parle point considéré m (fig. 55) trois axes rectangulaires : prenons sur l'axe des x une longueur a , sur l'axe des y une longueur b et sur l'axe des z une longueur c. Les trois points ainsi obtenus forment avec le point m les sommets d'un tétraèdre. En employant le même raisonnement que pour le parallélipipède,
on fera voir que, pour que le corps soit en équilibre, il faut que les conditions générales de l'équilibre soient satisfaites pour les forces qui agissent sur les faces du tétraèdre. Désignons par w la surface de la base du tétraèdre , c'est-à-dire de la face opposée au sommet m; supposons qu'on fasse passer par le point m un élément de surface parallèle à cette base et ayant même superficie cj, et appelons Pw la pression qui s'exerce sur cet élément. P sera la pression rapportée à l'unité de surface, et la pression sur la base co, qui s'exerce en sens contraire, sera sensiblement égale, si on la rapporte à l'unité de surface , à — P.
Soient (j)\ co", œ" les surfaces des trois faces du tétraèdre respectivement perpendiculaires à l'axe des x, à l'axe des y et à l'axe des z, et appelons X, (x, j; les angles que fait avec les axes la direction de la pression —P. La première condition d'équilibre, celle qui exprime que la somme des projections des forces sur l'axe des x est nulle, sera, en tenant compte des résultats obtenus pour le cas du parallélipipède,
- Vco cos A4- Aw'4-^V+ Ew"'= 0.
Si nous désignons par a, j3, y les angles que fait avec les axes la
normale à la base du tétra(klre, nous aurons
w'=CiJCOsa, 5t)"=ci)Cos/S, (>}"=uQ,osy,
et par conséquent l'équation précédente devient (i) Pcos X = Acosa+ FcosjS+E COS7.
On trouvera de même, en projetant les forces sur l'axe des y et sur l'axe des z, les deux équations
(2) PcoS|a = Fcosa + B cos/S + Dcosy,
(3) P cos ii^E cosa + Dcos/S4- Ccosy.
Les trois autres équations d'équilibre, celles qui expriment que la somme des moments des forces par rapport aux trois axes est nulle, sont satisfaites identiquement; il n'y a donc pas à s'en occuper.
En élevant au carré les trois équations (1), (2), (3), et en les ajoutant, il vient
( P-=(Acosa+Fcos/3+Ecos7)2 + (Fcosa+Bcos/S + Dcos>)2 ^ '^j -f (Ecosa + Dcos/S + Ccos7)2.
Considérons a, /S, 7 comme les angles que fait avec les axes le rayon vecteur d'une surface ayant pour centre l'origine, et donnons
à ce rayon vecteur une longueur proportionnelle àp^ c'est-à-dire à
l'inverse de la pression qui agit sur l'élément perpendiculaire à ce rayon vecteur, et il résultera de l'équation précédente, comme nous l'avons vu à propos des dilatations (305), que la surface, lieu des extrémités des rayons vecteurs, sera colle d'un ellipsoïde qui est en général à trois axes inégaux.
Cet ellipsoïde est entièrement déterminé lorsqu'on connaît les longueurs de ses trois axes de symétrie, longueurs inversement proportionnelles aux pressions qui s'exercent sur les trois élémenls de surface qu'on peut mener par l'origine perpendiculairement à ces axes. Il en résulte que, quelle que soit la distribution des dilatations et dos compressions, les pressions (jui s'ox'^rofMit autour d'un point
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flu corps sur les dilTérents (déments de surface qu'on peut faire passer par ce point sont dis(rii)uées symétriquement par rapport à trois axes rectangulaires passant par le point considéré; de plus, on voit que l'on peut calculer la pression qui s'exerce sur un élément de surface passant par le point considéré et avant une direction cjuelconque, pourvu qu'on connaisse les trois pressions exercées sur les trois éléments menés par ce point perpendiculairement aux axes de l'ellipsoïde: ces trois pressions, rapportées bien entendu à l'unité de surface, reçoivent la dénomination de pressions principales. Il est facile de montrer que ces pressions principales sont normales aux éléments de surface sur lesquels elles s'exercent, ou, ce qui revient au même, parallèles aux axes de l'ellipsoïde.
(cherchons en effet quelles sont les directions pour lesquelles les angles a, (j., v sont égaux aux angles a, (3, y, c'est-à-dire pour lesquelles la pression est normale à l'élément sur lequel elle s'exerce. 11 suffit, pour cela, de remplacer, dans les équations (i), (2). (3). A. (j., V par a. /S, 7, ce qui donne les trois équations
P cos a = A cos a + F cos jS + E cos 7, Pcos/S= Fcosa + Bcos/S + Dcosy, P cos y = E cos a 4- D cos ,5 -j- C cos y.
Or, ces équations sont précisément celles qui déterminent la direction des axes de l'ellipsoïde représenté par l'équation [h).
Si nous rapprochons ces résultats de ceux que nous avons obtenus pour les dilatations, nous serons conduits à admettre que les axes de l'ellipsoïde des pressions coïncident en un point donné du corps avec les axes de l'ellipsoïde des dilatations, et que, par suite, les pressions principales sont parallèles aux dilatations principales. Si les dilatations sont petites, on peut admettre que les pressions principales et les dilatations principales sont liées par des relations linéaires, e( on voit enfin (jue la pression en chaque point sur un élément de surface donné peut se calculer si l'on connaît les trois ])ressions j)rincipales, (|ui sont elles-mêmes des fonctions linéaires des dilatations |)rinçipales. Nous su|)j)osons qu'il s'ajjisse d'un corps homogène e( isotrope: |)our un tel corjjs, les directions des axes de
Tf^lipsoïde qui représente à la fois les dilatations et les pressions sont parallèles en tous les points du corps, et de plus les coefticienls par lesquels s'exprime la dépendance mutuelle des pressions principales et des dilatations principales sont indépendants de In direction de ces axes.
Ceci posé, en désignant par j^^, p', p" les pressions principales, par £, e'. s' les dilatations principales, par /:, 1/, k" des coefticients conslants pour lout le coi'ps, on peut écrire
j) = h£-\-l,'s' -\-li"e".
On peut simplifier cette formule, car, s étant la dilatation principale parallèle à la pression principale j) , il est évident que le coeflicient de s doit être différent de ceux de s et de s", et cpie les coefticients de s et de s" doivent être égaux, puisque rien ne dislingue l'une de l'autre les directions perpendiculaires à la pression ji. L'équation précédente devient donc
On trouverait de même
Introduisons dans ces équations la dilatation cubique au point considéré : en désignant cette dilatation cubic[ue par v, on a
et les équations précédentes deviennent
(lauchy, dans ses calculs, désigne par h la quantité que nous avons appelée A — A, et par A- celle que nous avons appelée h. Si nous flous conformons à ses notations, qui sont généralement employées,
les équations précédentes deviennent
(i) p ^=Jis -\-kv,
(a) p'=hs'-\-kv,
(3) f=y'+hv.
La connaissance des coelîicients h et h, ainsi définis, permet de résoudre les questions relatives à la compression ou à la dilatation d'un corps soumis à l'action de forces extérieures. Prenons pour exemple un cylindre comprimé ou dilaté dans le sens de sa longueur par une force égale à P agissant sur ses bases. Une des pressions principales sera évidemment parallèle au sens dans lequel s'exerce la compression ou la dilatation et égale à la force P, qui est supposée rapportée à l'unité de surface; les deux autres pressions principales, qui sont perpendiculaires à l'axe du cylindre, sont nécessairement nulles. On a donc (/i) ^ = hs + kv.
De plus, par raison de symétrie, e' et s" sont égaux : on peut donc poser
OU
En remplaçant, dans l'équation (a), f' par zéro et s par sa valeur, il vient
(5) o = A- — -\-kv.
Si h et h sont connus, les équations (/i) et (5) permettent de déterminer complètement £ et v. On en déduit en elïet
il) P=/i£4-, ,=-1 7-^-
V est de même signe que s si // et k sont de même signe, c'est-à-
dire qu'à une compression correspond une diminution de volume et à une traction une augmentation de volume. Quant à la dilatation
transversale — —■> elle peut être positive ou négative. La théorie
laisse donc indéterminée la question de savoir si à un allongement du cylindre correspond une dilatation ou une contraction du diamètre transversal du cylindre. Pour résoudre cette question il faut déterminer par l'expérience y et e, ce qui fera connaître, au moyen des équations précédentes, les coefficients h ei k.
Cagniard-Latour a fait des expériences dont il crut pouvoir conclure que, dans le cas d'un cylindre comprimé sur ses bases, on a toujours
d'où, d'après l'équation (6),
et
h=Qk.
Wertheim, au contraire, en expérimentant également sur des cylindres comprimés ou dilatés, trouva la relation
d'où l'on déduit, au moyen de l'équation (6),
Les expériences de Cagniard-Latour n'ont aucune valeur démonstrative à cause du peu de précision que comporte la méthode suivant laquelle elles ont été faites. Quant à celles de Wertheim, elles ont porté sur un petit nombre de corps jouissant de propriétés spéciales, et leurs résultats ne peuvent pas être généralisés. D'ailleurs, il est complètement impossible qu'il y ait entre les deux coefficients h et k une relation indépendante de la nature du corps. En effet, supposons que h soit très-petit; les équations (i), (a), (3) montrent que
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les trois pressions principales sont alors très-près d'être égales entre elles; par suite, l'ellipsoïde se rapprochera beaucoup d'être une sphère, et les pressions seront prescjue normales à tous les éléments, quelles cnie soient leurs directions. On voit que dans ce cas les pro- ])riétés du corps seront analogues à celles des liquides : ce sera un liquide visqueux. Dans les corps réellement solides, au contraire, les coefficients li et k ont des valeurs comparables entre elles, et, puisque la nature offre toutes les transitions entre les liquides parfaits et les solides proprement dits, il est impossible qu'il ne puisse pas y avoir entre les coefficients li et /■ un très-grand nombre de relations différentes suivant la nature du corps. C'est donc en vain que Wertheini a cherché une relation constante entre ces deux coefficients. Quant au résultat de Cagniard-Latour, il est positivement erroné ; c'est ce qu'ont montré des expériences plus précises exécutées après lui sur les mêmes corps.
307. Travaux de IVeuniann. — A l'époque où Neumann a exécuté son travail analytique sur la théorie de la double réfraction accidentelle (i8/n), la théorie de l'élasticité était très-peu connue, bien que Poisson et Cauchy eussent déjà publié, en 1828 et en 1829, des mémoires où se trouvaient exposés les principes de cette théorie. Leurs mémoires n'étaient pas répandus à l'étranger, et Green est le seul qui semble en avoir eu connaissance. Avant cette époque, Poisson et Lamé avaient considéré la question de l'élasticité sous un autre point de vue, en admettant qu'il s'exerce entre les molécules des forces attractives ou répulsives proportionnelles à leurs variations de distance. Cette théorie conduit à des formules qui ne contiennent qu'une seule constante et qui, par suite, sont certainement inexactes.
Or Neumann a pris pour point de départ de ses calculs les formules établies par Lamé, Navier et Clapeyron. De là une première cause d'erreur qu'il est impossible de corriger aujourd'hui. Il serait donc complètement inutile de déterminer par l'expérience les constantes qui entrent dans les formules de Neumann.
Nous pouvons, à l'aide des considérations qui précèdent, donner une idée simple de la théorie de Neumann. Nous avons vu, dans la
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tliéorie de la double réfraction [\''2^), que, dans un milieu homogène quelconque, il existe toujours un ellipsoïde tel, qu'en faisant une section par le centre on obtient une ellipse dont les axes ont des longneurs inversement proportionnelles aux vitesses des ondes planes qui ont leurs vibrations parallèles à ces axes. L'hypothèse de Neumann consiste à supposer que, dans un corps homogène et primitivement isotrope, mais déformé par la compression ou la dilatation, les trois forces élastiques principales sont des fonctions linéaires des trois dilatations principales. On peut par conséquent écrire, en désignant par A, B, G les forces élastiques principales et par G le rapport de la vitesse de ])ropagation du mouvement dans le milieu considéré à sa vitesse de propagation dans le vide, les équations suivantes :
A, B et G, étant les forces élastiques principales, ont des valeurs proportionnelles aux carrés des vitesses suivant les axes de l'ellipsoïde, et par suite inversement proportionnelles aux carrés des longueurs des axes de cet ellipsoïde.
G'est de ces trois équations que Neumann prétend déduire les ])hénomènes qui se passent dans un corps uniformément comprimé ou dilaté. Mais ici se présente une grande difficulté : c'est qu'on ne peut pas faire d'expériences sur un parallélipipède dont toutes les faces sont soumises à l'action de forces normales. On ne peut opérer qu'avec des corps comprimés dans une seule direction, ou tout au plus dans deux directions rectangulaires. Il est donc imjnissible de détermmer expérimentalement les constantes p et <j.
Quoi qu'il en soit, il n'est pas sans intérêt d'indiquer ici les deux méthodes expérimentales employées par Neumann. Dans la première il observa les lignes isochromatiques d'une lame de verre courbée. La ligne noire correspond au fdet des molécules qui n'ont été ni éloignées ni rapprochées, et on peut calculer les différences de marche qui correspondent aux autres lignes isochromatiques. Neumann, en assimilant ces fdets de molécules à un fil allongé ou
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comprimé, et en admettant la loi posée par Cagniard-Latour (306), a pu établir une relation entre la différence de marche et les coefficients p et q. D'après lui , on a pour le verre
la valeur de G étant o,6bh.
Dans une seconde série d'expériences, Xeumann plaça la lame de verre courbée au devant de deux ouvertures très-rapprochées et éclairées de manière à pouvoir produire des phénomènes d'interférence. Il s'arrangeait de façon qu'un des faisceaux interférents traversât la lame dans une région où il y a dilatation, et l'autre dans une région où il y a compression. Les apparences sont assez confuses; mais, en les étudiant avec un analyseur, Neumann a pu prendre des mesures et arriver ainsi aux relations suivantes :
qui déterminent des valeurs négatives pour p et pour q.
xMalgré l'incertitude qui règne dans toute la théorie de Neumann, on peut regarder les signes des coefficients p et q comme parfaitement établis. En effet, si on introduit dans les calculs de Neumann la relation donnée par Wertheim et qui est très-approchée de la vérité, du moins pour le verre, on trouve le même signe négatif pour les coefficients p et q.
Il résulte de là une conséquence remarquable, c'est que, si l'on comprime un morceau de verre d'une manière uniforme, la vitesse de propagation doit augmenter dans l'intérieur de la substance, et par suite l'indice de réfraction doit diminuer. Une dilatation, au contraire, produit une diminution de la vitesse de propagation, et par conséquent un accroissement de l'indice de réfraction. Ce résultat ne peut pas être vérifié directement par l'expérience, mais on en déduit une conjecture très-plausible sur ce qui se passe quand les corps éprouvent une faible variation de température. Si cette variation est très-petite, on peut admettre qu'elle n'a d'autre effet que
de dilater le corps et par suite d'augmenter son indice de réfraction. Cet accroissement de l'indice par un léger échauflVnient a été vérifié expérimentalement par Neumann '-^K
Polarisation rotatoire produite par la torsion
— La théorie de Neumann fait voir que, si un rayon polarisé traverse dans la direction de l'axe une tige de verre soumise à une certaine torsion, le plan de polarisation de ce rayon éprouve une rotation proportionnelle à la longueur de la tige et à l'angle de torsion. 11 est extrêmement probable que les choses se passent réellement ainsi, mais il est très-difficile de le vérifier par l'expérience. En ellet, la rotation étant très-faible, il faudrait ou employer des liges très-longues, ou soumettre les tiges à une torsion très-forte. Le premier moyen ne peut être employé , car les tiges de verre un peu longues présentent toujours une trempe sensible, et alors les phénomènes de la double réfraction viennent complètement masquer ceux de la polarisation rotatoire. Le second moyen n'est pas non plus praticable, parce qu'on arrive rapidement à la rupture du verre. Aussi Neumann n'a-t-il pas obtenu de résultats et Drion n'a-t-il pas mieux réussi lorsqu'il a voulu reprendre ces expériences il y a quelques années.
309. Explication théorique de la double réfraction produite par les variations de température et par la trempe. — Neumann a essayé d'étendre sa théorie au cas où les corps acquièrent les propriétés biréfringentes par réchauffement ou par la trempe. Quand un corps s'échaufTe, il s'établit dans son intérieur des dilatations inégales d'où résultent des tensions variables d'un point à un autre. Neumann, en examinant successivement les différents points du corps, arrive, par une suite de raisonnements irréprochables, à déterminer pour ces points les directions et les grandeurs des dilatations principales en ces points. La seule erreur possible proviendrait de ce que la constante employée dans ces cal-
('' Voir, sur ce sujet, les recherches de M. Fizeau sur les modifications que subit la vitesse de la lumière dans le verre et plusieurs autres corps solides sons l'influence de la chaleur, C. R., LV, 1337. — Ann. de cliim. et fie phijs., (3), LXVl, /129 (18G2).
culs varie d'un point à un aulre; mais, quand les différences de température sont peu considérables, cette variation peut être négligée sans inconvénient.
La trempe résulte en générai d'un relVoidissement brusque d'un corps fortement échauffé; le refroidissement se fait alors inégalement vite dans les différentes parties du corps, et les molécules de certaines régions sont maintenues dans un état d'équilibre forcé, d'où résultent des tensions intérieures très-variables. Pour analyser la double réfraction produite par la trempe, Neumann considère un cvlindre en train de subir le refroidissement : à un instant donné, la couche superficielle de ce cylindre est solide et entoure une autre couche concentrique qui est en train de se solidifier. Neumann admet que la couche extérieure exerce sur celle qui se solidifie une pression analogue à celle que produirait un fluide entourant le cylindre; mais c'est là une hypothèse peu probable, et il est à penser que les phénomènes se passent autrement.
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HUITIEME PARTIE
LEÇONS
SUR LES LOIS DE LA RÉFLEXION ET DE LA RÉFRAGTIOIN DE LA LUMIÈRE POLARISÉE '".
Les lois géométriques de la réflexion et de la réfraction ne l'ont connaître que la direction des rayons réfléchis ou réfractés. Il reste à déterminer les proportions de lumière réfléchie et réfractée, et les modifications que subissent la constitution et la polarisation des rayons incidents par la réflexion et par la réfraction. Tel sera l'objet de ce qui va suivre.
310. Ppemières tentatives d'IToung. — Young a le premier abordé la détermination des quantités de lumière réfractée et réfléchie, mais il s'est borné à un cas tout à fait particulier, celui de l'incidence normale ^^\ Il admet que l'éther est un fluide parfaitement élastique, dont les molécules ébranlées reviennent à leur position primitive sans conserver de traces du mouvement vibratoire.
'') Ces leçons ont été professées dans le cours de troisième année, à l'Ecole Normale en 1860, et rédigées par M. Raulin.
(^' Article Chromalics dans le Supplément à l'Encyclopédie britanniciiic.
Il assimile la réflexion et la réfraction au choc de deux billes élastiques : le rayon incident est la bille choquante avant le choc, le rayon réfléchi cette même bille après le choc, et le rayon réfracté est la bille qui était primitivement en repos. Il suffira donc d'appliquer les principes d'après lesquels on résout les questions relatives au choc des corps élastiques. Parmi ces principes se trouve celui des forces vives, qui donne une équation où entre la masse, c'est-à-dire le produit de la densité par le volume. La vitesse de propagation d'un mouvement vibratoire dans un milieu homogène est toujours, comme on sait, égale à * /-, e représentant l'élasticité du milieu et d sa densité. Or Young admet que, pour la lumière , la différence des vitesses de propagation dans les différents milieux provient uniquement de ce que la densité de l'éther n'est pas la même dans ces milieux, son élasticité restant constante. Il résulte de cette hypothèse que les densités de l'étlier dans les différents milieux sont en raison inverse des carrés des vitesses de propanation de la lumière dans ces milieux, et [)ar suite proportionnelles aux carrés des indices de réfraction. Quant aux volumes qu'il faut prendre, ce sont, d'une part, un volume arbitraire pour le mouvement incident; d'autre pari, pour les deux mouvements réfléchi et réfracté, les deux volumes du premier et du second milieu, auxquels s'est transmis au bout d'un même temps le mouvement du volume pris dans le mouvement incident; ces volumes sont évidemment proportionnels aux vitesses de propagation dans les milieux , et par suite inversement proportionnels aux indices de réfraction , d'où l'on conclut que les masses, qui sont les produits des densités par les volumes, sont proportionnelles aux indices de réfraction.
Si l'on prend pour unité la masse du volume d'étlier dans le milieu incident; si l'on prend également pour unité de vitesse la vitesse de vibration du rayon incident; si l'on désigne enfin par u et vies vitesses de vibration du rayon réfracté et du rayon réfléchi, et par n l'indice de réfraction du second milieu par rapj)ort au premier, la théorie du choc des corps élastiques donne d'abord l'équation
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et le principe des forces vives fournit, d'après ce que nous venons de dire sur la proportionnalité des masses aux indices, l'équation
1 = v-j-mr.
De ces équations on tire facilement
l'intensité de la lumière réfléchie est donc
{n-if (H+i)-^'
et celle de la lumière réfractée
{n-if
Il n'y a dans cette théorie qu'un point important, c'est l'emploi du principe des forces vives; quant au résultat, il se retrouve comme cas particulier dans la théorie de Fresnel. C'est cette théorie que nous allons exposer maintenant, en la faisant suivre des vérifications expérimentales qu'elle a reaies, des compléments qui y ont été ajoutés et enfin de ses principales applications.
Principes foiidanientaiiiL admis par Fresnel
Les lois de la réflexion et de la réfraction de la lumière polarisée ont été exposées par Fresnel pour la première fois en 182 1 ^'\ puis plus complètement en 1828 '-'. Cette théorie n'est applicable qu'aux milieux isotropes ou uniréfringents. Elle s'appuie sur quatre principes que nous allons faire connaître successivement; les deux premiers sont incontestables, les deux derniers ont un caractère un peu hypothétique.
1° Principe des forces vives. — Fresnel admet le principe des forces vives sous la forme que lui a donnée Young. Il suppose un
'') Ann. de chim. et (le phys., {'2),\\ll, 190, 3if>. — OEuvres complètes , t.[,p.G/io. '^' Mém. de l'Acad. des se, XI, SpS. — Aini. de chim. et de phys., (•>), XLVF, 225. — Œuvres complètes , t. I, p. 767.
éther parfaitement élastique, dont les molécules après les vibrations sont ramenées au repos en cédant aux molécules suivantes tout le mouvement qu'elles ont reçu, d'où il résulte que toute la force vive du rayon incident doit se retrouver dans le rayon réfléchi et dans le rayon réfracté. En réalité ce principe n'est pas absolument vrai, car en l'établissant on néglige la présence de la matière pondérable qui retient une partie de la force vive. Cette absorption de la lumière produit dans la matière pondérable des changements permanents, tels cpie ceux qui se révèlent à nous sous la forme de la chaleur. Nous en ferons abstraction dans la théorie que nous allons exposer, c'est-à-dire que nous imaginerons un éther fictif, parfaitement élasticjue , dégagé de toute matière pondérable. Aussi verronsnous que les résultats de cette théorie s'accordent parfaitement avec l'expérience quand les milieux sont transparents; approximativement seulement quand la transparence n'est pas complète, et qu'enfin, pour les milieux qui absorbent fortement la lumière, l'expérience s'écarte complètement de la théorie.
9° Principe de contiymité. — Le second principe est celui de continuité, aussi évident que le premier. Voici en quoi il consiste : si on fait deux sections infiniment rapprochées de la surface de séparation des deux milieux, l'une dans le premier, l'autre dans le second milieu, les vitesses et les déplacements des molécules prises sur les deux sections et dont les distances sont infiniment petites ne diffèrent elles-mêmes que de quantités infiniment petites. Ces différences ne peuvent pas être nulles; car si, à un instant quelconque, les molécules infiniment voisines avaient même mouvement, le mouvement communiqué à l'une d'elles pendant cet instant ne se transmettrait pas aux autres, et la propagation du mouvement s'arrêterait. Les diflférences de vitesses et de déplacements ne peuvent pas non plus être du même ordre de grandeur que les déplacements et les vitesses, car alors il se développerait des forces élastiques infiniment grandes par rapport à celles qui mettent réellement les molécules en mouvement , et ces forces résistantes ramèneraient dans un temps infiniment court les différences à n'être plus qu'infiniment pelites. Enfin, si los différences sont infiniment ])otitcs, les forces élastiques sont de même ordre que celles qui font mouvoir les mo-
lécules et ramènent ces molécules dans leur position d'équilibre. C'est ce qui a lieu non-seulement pour les molécules infiniment voisines d'un même milieu, mais encore pour les molécules de deuxmilieux différents et contigus, lorsqu'elles sont à des distances infiniment petites. Ce principe est soumis aux mêmes restrictions que le premier.
3° Hypothèse des changements brusques à la surface de séparation. — Le troisième principe ne se trouve qu'implicitement dans Fresnel; il admet que le changement de vitesse et de déplacement s'opère brusquement à la surface de séparation des deux milieux. L'expérience paraît au premier abord vérifier cette hypothèse, car, si près qu'on les prenne de la surface de séparation, le rayon réfléchi et h» rayon réfracté possèdent les mêmes propriétés qu'à une grande distance de cette surface. Mais il faut dire que les distances de la surface de séparation auxquelles on peut expérimenter sur les rayons, même lorsqu'elles sont autant réduites que possible, sont toujours encore très-grandes par rapport à la longueur d'ondulation ; or celle-ci est du même ordre de grandeur que la distance dans les limites de laquelle peuvent s'opérer les changements, s'ils se font graduellement. On ne commettra donc qu'une très-faible erreur en admettant que ces changements ont lieu brusquement à la surface de séparation.
h° Hypothèse sur ht constitution de l'éther. — Fresnel admet comme quatrième principe que la différence des vitesses de propagation de la lumière dans les différents milieux isotropes tient uniquement à la différence des densités de l'éther dans ces milieux , tandis que l'élasticité de cet étlier est la même dans tous les milieux isotropes, (îe principe est une simple hypothèse tant qu'on ne fait pas intervenir des considérations étrangères à l'ordre de questions dont nous nous occupons actuellement.
Il en résulte, comme nous l'avons vu plus haut, que les vitesses de propagation dans les différents milieux sont en raison inverse des racines carrées des densités de l'éther dans ces milieux, et cette relation nous permettra d'établir l'équation des forces vives en déterminant les masses qui entrent dans celte équation.
Les phénomènes do la polarisation rectiligne montrent simplement
que les vibrations sont symétriques par rapport à ce qu'on est convenu d'appeler le plan de polarisation ; mais ils n'indiquent nullement si les vibrations d'un rayon polarisé rectilignement ont lieu parallèlement ou perpendiculairement à ce plan de polarisation. Fresnel, pour trouver des lois de la réflexion et de la réfraction conformes à l'expérience, a été obligé de supposer les vibrations perpendiculaires au plan de polarisation. Ainsi l'hypothèse de la constance de l'élasticité de l'éther entraîne celle de la perpenclicularité des vibrations au plan de polarisation , et ces deux hypothèses n'en font en réalité qu'une.
Nous commencerons par étudier la réflexion et la réfraction de la lumière polarisée rectilignement, et nous traiterons en premier lieu les deux cas les plus simples, celui où la lumière incidente est polarisée dans le plan d'incidence et celui où elle est polarisée perpendiculairement au plan d'incidence.
312. Réflexion de la lumière polarisée dans le plan d'incidence. — Lorsque la lumière incidente est polarisée dans le plan d'incidence, les vibrations des rayons incidents sont perpendiculaires à ce plan ; tout est alors symétrique par rapport à ce plan , et par conséquent les vibrations des rayons réfléchis et réfractés doivent lui être perpencUculaires. Donc, lorsque les rayons incidents sont polarisés dans le plan d'incidence, les rayons réfléchis et les rayons réfractés sont polarisés dans le même plan.
11 reste à déterminer l'intensité de la lumière réfléchie. Le principe de la continuité du mouvement va nous fournir une première équation. Prenons pour unité l'amplitude du rayon incident; le mouvement vibratoire sur le rayon incident sera représenté par
sin 97r 77; au temps l, T étant la durée d'une vibration; il s'agit, bien
entendu, d'un mouvement simple, c'est-à-dire d'un rayon d'une couleur déterminée. Prenons dans le second milieu une molécule infiniment voisine de la surface de séparation : le mouvement de cette molécule, d'après le principe de continuité, aura même phase et même période que celui d'une molécule prise dans le premier milieu . mais l'amnlitude sera différente. Si nous représentons cette
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amplitude par u et si nous remarquons que, d'après le troisième principe posé par Fresnel , l'amplitude u doit conserver une valeur constante dans le second milieu, nous verrons que sur le rayon réfracté le mouvement vibratoire est représenté par wsinQTrrp;- De
même, en désignant par v l'amplitude du mouvement réfléchi dans le premier milieu , le mouvement vibratoire sur le rayon réfléchi est
représenté par vsin 271-^ • La résultante du mouvement incident et
du mouvement réfléchi est (i -\-vj sin 27r;7;i puisque ces mouvements
sont rectilignes et parallèles; et, d'après le principe de continuité,
cette résultante doit être égale au mouvement vibratoire du rayon
réfracté : on a donc
(^1 -{-vj sm 27r r-p = Msm qtt pp^
d'où
1 + r = îi.
Le principe des forces vives va nous fournir une seconde équation qui, avec la première, servira à déterminer les amplitudes v et u. A cet efTet, cherchons à quelle portion de l'élher se transmet dans le mouvement réfléchi et dans le mouvement réfracté la force vive d'une portion déterminée del'éther animée du mouvement incident. Fresnel considère à cet eff'et un prisme rectangulaire d'éther ayant pour dimensions dans la direction du rayon incident une longueur MN (fig. 56) égale à X, dans le plan d'incidence une largeur quel- Fig. 50. conque MK que nous désignerons par d, et
dans le sens perpendiculaire à ce plan une hauteur quelconque que nous nommerons k. Le volume du prisme est donc Idh. Si nous représentons par sin qtt rp le mouvement vibratoire du point M au
temps t, le mouvement vibratoire d'une section faite dans le prisme perpendiculairement au rayon incident et à une distance x du point M sera représenté à la même époque par sin stt L-p — "^j » et la force
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vive de la tranche infiniment petite d'épaisseur dx correspondant à cette section aura pour expression , si l'on prend pour unité la densité de l'éther dans le milieu incident,
hddx sin^ ^^"^ [t ~ y) '
Pour avoir la force vive de tout le prisme il suffit d'intégrer, par rapport à œ, depuis zéro jusqu'à A, ce cjui donne
hd
£sin2 27r({,-f)j.x
Cherchons maintenant la force vive du mouvement réfléchi. Pendant que le mouvement de la molécule N vient en N', celui de la molécule M se transmet en un point M' tel que l'on ait
MN = M'iN'^A.
Le volume auquel est transmis le mouvement du prisme d'éther considéré dans le mouvement incident est donc encore X hd; l'amplitude seule a changé dans le rapport de i à v, de sorte c|ue la force vive du mouvement réfléchi est égale à
hdi
2j^sin^.7r(^.-f)^^.
Passons maintenant à la lumière réfractée. Lorscpe le point N aura transmis son mouvement en N", le point M aura transmis le sien en M", et, comme dans ces deux trajets la partie NM" est commune, M"N" doit avoir été parcouru dans le même temps que MIN; or MN = X, donc M"N" = X', X' étant la longueur d'ondulation dans
le second milieu. La dimension K"M" a pour valeur d-~^-> i et r
1 ces i
désignant les angles d'incidence et de réfraction; la diuîension h n'a pas changé. Quant à la densité de l'éther dans le second milieu ,
d'après le quatrième principe, elle est égale à kit/, enfin l'amplitude
du mouvement réfracté est représentée par ii. On a ainsi pour valeur
fie la force vive du mouvement réfracté
tt:; lia : M- sin- 271 ,T — -^0 (IX'
A- cos ? jo VI A y
L'équation des forces vives peut donc s'écrire
lui 1 sin- 271 f fp — V j dx = hdv' i sin^ 277 (tt. — v) dx
d'où
/ o\ r^ • c, ft a-\ 1 X-ii'cosr f^' • „ ft x\ ,
(i-.-)J^sm-27r(^-^j r/.r = -^--.j^ sin^ ^tt (^,--,j ./.r.
Si l'on pose ^=2/' '^'^ ^
[ sin^- 2 T ({. ~ f ) = l£ sin^ 27r ({, - y) ./y
et
en sorte rpie l'éq nation des forces vives se réduit ù
„ X CCS 7^ o
X' cos i
p > 1 X ^ sin /
dou, en remplaçant v pai' -"—.■
( 1 — 11-) sin r cos / = n^ sin î cos r.
Cette équation, avec la première, détermine r pAu; on en tire successivement
(1 — v) (i + î') sin r cos i^=u- sin ?* cos r, ( 1 — r) sin r cos < == u sin / cos r,
on tenant compte de la relation i-\~v=u, et enfin
(1 — r) sin r cos ? = ( 1 -|- v) sin / cos r.
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d'où
sin rcos ; — sin j cosr sin'/ — r)
sinrcos ( + sin icosr sin ; + rj
Telle est l'amplitude du rayon réfléchi. Quanta son intensité, si
on la désigne par R, celle du rayon incident étant prise pour unité,
on a
sin- {i—iA
On voit que le signe de la vitesse ed vibration v du rayon réfléchi est semblable ou contraire au signe de la vitesse de vibration du rayon incident, suivant que le second milieu est moins ou plus réfringent que le premier.
Supposons d'abord le second milieu plus réfringent que le premier, c'est-à-dire 2>>r, et cherchons comment varie v. Pour î = o, c'est-à-dire pour l'incidence normale, la valeur de v se présente
sous la forme -• On lève cette indétermination, soit en prenant le
rapport des dérivées et en passant à la limite, soit en remarquant que, lorsque i tend vers zéro, les sinus des angles i — r et i-i-r tendent vers les arcs i—r et i-{-r, de sorte que l'on a, dans le cas de l'incidence normale,
r= — lim -■ — == — Imi
Mais, comme
n étant l'indice de réfraction du second milieu par rapport au premier, il vient
A mesure que l'angle d'incidence i croît, le numérateur augmente et le dénominateur croît pour décroître ensuite, en sorte que, pour voir comment varie v, il faut chercher le signe do la dérivée,
qui est
cos [i — '•) ( 1 — r- ) sin (/ + r) — cos [i + r) ( i + -r-. j sin (/ — ?•) sin- [i -+■ r)
OU, en remplaçant -r- par ^ ce qui résulte de la relation
. ' . i •> rfi J II cos /• 1
sin i = n sin r,
. f cost \ . .. . ,. , /' cos/ N . ,. ,
— cosu — r 1 sin < + /■ +cos [i + ri i h sni [i —r)
^ ' \ n cos rj ^ ' ^ ' \ Il cos rj
sin- [i + r) ou, plus simplement,
, COSi .
— sin 2r-\ sin 21
n cos r
sin^(i-+-r)
et, en remplaçant/* par sa valeur,
— sin arsin / cos7" + cos/sinrsin 2?" sinfcosrsin-(i-i-/)
ou
2 sin i cos- 1 — cos- 7'
sin i • , , •
cos 7' sin- 7 + 7'
sin /•
et enfin
2 sin 7 (cos- 7 — cos- 7') 71 cos 7' sin- (t -h 7-)
Cette expression est toujours négative; v décroît donc quand i augmente, et, comme v est négatif, sa valeur absolue augmente avec l'incidence. Donc, quand la lumière incidente est polarisée dans le plan d'incidence, l'intensité du rayon réfléchi augmente avec l'incidence. Sous l'incidence rasante, ^ = 90 degrés et l'on a y = 1 ; dans ce cas, le rayon réfléchi a même intensité que le rayon incident.
Tous les résultats précédents s'appliquent au cas où le second milieu est moins réfringent que le premier, seulement le signe de v est positif. De plus, n étant alors plus petit que l'unité, il arrive un moment où sin i devient égal à n. Si l'on dépasse cette limite, on a sin r > 1 , et l'angle r devient imaginaire. L'expression de v, qui contient cet angle, est donc aussi imaginaire et a besoin d'être in-
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terprétée, comme nous le ferons plus loin. Ainsi le cas de la réflexion totale se trouve écarté de la discussion précédente.
313. Réflexion de la lumière polarisée perpendiculairenient au plan d'incidence. — Lorsque la lumière incidente est polarisée perpendiculairement au plan d'incidence, ses vibrations sont dans ce plan d'incidence, et, comme il n'y a pas de raison pour qu'elles en sortent, il doit en être de même des vibrations des rayons réfléchis et réfractés. Donc, quand les rayons incidents sont polarisés perpendiculairement au plan d'incidence, les rayons réfléchis et réfractés sont aussi polarisés perpendiculairement à ce plan.
Pour déterminer l'intensité de la lumière réfléchie, il faut suivre la même marche que dans le cas précédent. Le principe des forces vives, en désignant par u' et v' les amplitudes du rayon réfracté et du rayon réfléchi, conduit encore à l'équation
( 1 — v~) sinrcos i = u"^ sinicos r.
Mais les vibrations des trois rayons, incident, réfléchi et réfracté, bien qu'étant contenues toutes trois dans le plan d'incidence, ne sont plus parallèles comme dans le cas précédent. Il faut donc deux équations pour appliquer le principe de continuité. On peut, par exemple, prendre dans le plan d'incidence deux axes, l'un parallèle à la surface de séparation, l'autre perpendiculaire, décomposer les vibrations suivant ces axes et écrire les équations qui résultent pour chaque axe du principe de continuité. On a ainsi deux équations incompatibles, et l'une d'elles doit être écartée. Fresnel a supposé qu'il suffisait d'appliquer le principe de continuité aux composantes des mouvements vibratoires parallèles à la surface de séparation. Cette hypothèse s'appuie sur la transversalité des vibrations lumineuses, d'où il résulte qu'il peut se produire, dans le sens longitudinal, une discontinuité quelconque, sans que les ondes cessent de se transmettre. C'est l'inverse de ce qui se produit pour le son. Pour la transmission d'un son d'un milieu dans un autre, de l'air dans l'eau par exemple, il importe peu que les molécules d'air glissent ou non sur la surface de l'eau; il suffit, pour que le son passe dans l'eau,
qu'il se [)rodiiise sur la surface de l'eau une pression normale régulière et continue; le principe de continuité n'est nécessaire que pour la composante verticale de la vitesse. Dans l'éther, c'est l'inverse, et il doit suffire, pour la transmission de la lumière, que les vibrations aient lieu d'une manière continue parallèlement à la surface de séparation.
En appliquant le principe de continuité aux composantes parallèles à la surface de séparation des trois rayons, incident, réfléchi et réfracté, on a immédiatement l'équation
( 1 — y') cos i = v! cos r.
v' devra être pris positivement ou négativement, suivant que sa composante parallèle à la surface de séparation tombera du côté opposé à la composante de la vitesse du rayon incident, ou du même côté, ce qui aura lieu suivant que la vitesse du rayon réfléchi et celle du rayon incident coïncideront ou seront dans le prolongement l'une de l'autre lors([u'on fera tourner le rayon réfléchi de manière à l'amener sur le prolongement du rayon incident.
^ous avons donc, pour déterminer î)' et u', les deux équations,
( 1 — v''^) sin r cos i =^ u''~ sin i cos r, (i — y') cos i = u' cos r.
En remplaçant u' dans la première équation par sa valeur, tirée de la seconde , il vient
(i +i'') cos r sinr = (i — v') cos i sin ^,
, sin i cos i ■- sm r cos r sin 21 — sin 2/'
sin i cos i + sin r cos r sin 21 + sin 2r
^,^tang{i-r)
tane: {1 + r
L'intensité R' du rayon réfléchi a donc pour expression, quand la lumière est polarisée perpendiculairement au plan d'incidence >
j^,_tangMi-^), iang' [i + r)
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Supposons le second milieu plus réfringent que le premier et considérons d'abord le cas de l'incidence normale, c'est-à-dire faisons ^ = G. On aura encore lim y' = lira-: = Dans ce cas
particulier v' a la même valeur que la vitesse v qui correspond à la lumière polarisée dans le plan d'incidence. Cela se conçoit facilement, car, lorsque l'incidence est normale, le plan d'incidence n'a plus de direction déterminée, et tout plan normal à la surface peut être regardé comme plan d'incidence. Si les signes des valeurs de v et de V sont différents, cela tient purement à une convention différente, et il est facile de vérifier que, dans un cas comme dans l'autre, la vitesse du rayon réfléchi est de signe contraire à celle du rayon incident.
A mesure que l'angle d'incidence i augmente, la vitesse v' diminue, comme on peut le prouver en prenant la dérivée de y', qui est toujours négative. C'est du moins ce qui a lieu, jusqu'à ce que l'on ait i-{-r=^o degrés; la direction du rayon incident est alors donnée par la formule tang i=-7i, et le rayon réfléchi est perpendiculaire au rayon réfracté. Mais, si l'on fait ^-}-r=90 degrés, la vitesse v' du rayon réfléchi devient nulle, et ce rayon est complètement éteint. Si l'angle d'incidence augmente au delà de la valeur qui correspond à /+ r= 90 degrés, la vitesse v' change de signe et augmente en valeur absolue. Enfin, sous l'incidence rasante, on a î = 90 degrés, et la vitesse v' est égale et de signe contraire à la vitesse du rayon incident. L'angle d'incidence, donné par la formule tang î = n, et pour lequel le rayon réfléchi s'éteint complètement, est ce c|u'on appelle l'angle de polarisation cotnplète.
Si le second milieu est moins réfringent que le premier, la vitesse v' change de signe. Dans ce cas, l'angle r atteint la valeur 90 degrés avant l'incidence rasante, lorsque l'on a s'm i=^n. Si l'angle i dépasse cette valeur, r devient imaginaire; c'est l'angle de la réflexion totale. Nous laisserons de côté, pour le moment, tout ce qui est relatif à la réflexion totale.
Dans le cas où le second milieu est plus réfringent que le premier, nous avons trouvé que l'angle de polarisation complète était donné par la relation tang ?"-=;/. Supposons ni.'iintenant que la lu-
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inière repasse du second milieu dans le [)renner : ou aura de même jDOur l'angle de polarisation complète tangî'=»«', et, comme
?«' = -> on a tangy' = T — ^^ d'où i-\-i'=^()0 degrés; mais comme
i-\~r=()0 degrés, on a i'=r. Si donc on fait tomber sur la surface de séparation de deux milieux un rayon sous l'angle de polarisation complète, le rayon réfracté dans le second milieu fera aussi avec cette surface l'angle de polarisation complète relatif au second milieu.
31^. Réflexion «le la liimière polarisée dans un plan quelconque. — Le cas où la lumière incidente est polarisée dans un plan rpielconque se déduit immédiatement des deux cas cjuo nous venons d'étudier. Les vibrations du rayon incident peuvent, en effet, se décomposer en deux composantes, l'une située dans le plan d'incidence, l'autre perpendiculaire à ce plan, ou, en d'autres termes, le rayon peut se décomposer en deux autres rayons polarisés, l'un perpendiculairement au plan d'incidence, l'autre dans ce plan d'incidence. Si l'on désigne par a l'angle du plan de polarisation avec le plan d'incidence, et qu'on prenne pour unité l'amplitude du rayon incident, celle du rayon polarisé dans le plan d'incidence a pour valeur cos a, et celle du rayon polarisé perpendiculairement à ce plan est représentée par sin a. Après la réllexion, les amplitudes de ces deux rayons sont représentées respectivement,
,, , , . sin(«-r)
d après ce que nous venons de voir, par — cos a -■ — -- — - et par
i sin (<4-r
sin a 7 — ^-^ : • Le rapport de ces deux amplitudes étant indépen-
tang (j-hr) 1 t l •
dant du temps, on voit qu'il n'y a qu'un seul rayon réfléchi polarisé reclilignement. L'amplitude de ce rayon est la résultante des amplitudes de ses deux composantes; on a donc
'sl'
sin- ((—/■), . , lang- («-/• cos^ a - • ., , ■ : + sin- a
sin'^ (/ + /•) tang-- (/ + /■)
et, par conséquent, l'intensité R" du rayon réfléchi a pour expression
Tj„ g sin- (<-'■] , • o tang2(f-r) R" = cos^a • ., ■ ■ -h sur a , — Vr \ "
Le rayon réfléchi n'est plus polarisé dans le même plan (|ue le
Verdrt, VI. — ()|)liijiii', II. ■•]''
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ravoii iiK'ideiil. Si l'on (l<'sij;no par & l";in;;lr (!<• pohirisiitioii du ravon R-fléchi avec le plan (riiicideiice. on a
laiij]|S =
sin a
laiii: / — /■;
laiigi /-!-/•
cos
sin ! / -- /■
d'oii
cos / -^ r
ianp[6= — lainra ■■
o I o cos I — r
C'csl cette dernière forniide ([ue iioii> avon.s à discuter. Le rapport
1 r 111 1 11 ■•. ' cos {i-\- r)
de taiijj 5 a tau^^ a dépend de la valeur de la quantité — • _ , •
(aUte quantité est toujours moindre que l'unité: cela est évident
tant (|ue Z + r est plus ])etit que 90 degrés; mais, si i -^ r dé-passe
, , ... ,.,.,, . cos 1/4- r ,
90 degrés, cos (» + /•) devient negatd. et 1 expression — ^^^ , • _ ^ ■,
reste encore plus petite (pie Tiinité. hii ell'et, l'inégalité
cos / H- /•. _,
cos / — /•
é(pii\anl à
— cos ( / H- r ) <<i cos ( i — r)
ou à
— cosMMjsj'+^in/sinr <Ccosj cos rH- si 11? sin r
ou enfin à
— :i cos i cos ;• <:^ 0 .
ce qui est évident.
On voi! par là (pu' la n'Ilexion a pour ellet de rapprocher le plan de polarisation du plan d'incidence. Mais, dans la manière dont se lail ce rapprochement, il v a deux cas à consid(''rer, suivant que l'angle d'incidence est plus petit ou plus grand rpie Fangle de la polarisation conq»lète. Dans le premier cas. on a *-|-/'<d90 degrés. et lan<f,6 est de signe contraire à langa: le plan de polarisation (\n ravon iN-né-chi passe donc de l'autre côté du plan dincitlence. Si. au contraire, on a '-f-''I><)0 degrés, Ii's deux plans de polarisalinn du ra\(in r(''n<'Mhi e| du ra\()ii incidenf soûl du UKune côté du plan (I inruleui-e. I);ins le (fis inleiiui'diau'e eu i aii;;|i' ' est relui de
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la polarisation complète, c'est-à-dire où l'on a i-\-r=ijO degrés, il vient /3= o, c'est-à-dire que le plan de polarisation du rayon réfléchi se confond avec le plan d'incidence.
Lorsque, le second milieu étant moins réfringent que le premier, l'angle d'incidence est celui de la réflexion totale, et que, par conséquent, on a r==90 degrés, ou lorsque, le second milieu étant plus réfringent que le premier, on a ^ = 90 degrés, il vient
tang /3 = tang a;
dans ces deux cas, le plan de polarisation du rayon n'est donc pas dévié par la réflexion.
Ce qui précède montre la marche du plan de polarisation du rayon réfléchi depuis l'incidence normale jusqu'à l'incidence de la réflexion totale, ou jusqu'à l'incidence rasante. Pour l'incidence normale, on a tang /S = — tang a; le plan de polarisation du rayon réfléchi fait donc avec le plan d'incidence et de l'autre côté de ce plan un angle égal à celui que fait le plan de polarisation du rayon incident avec ce même plan d'incidence. A mesure que l'incidence augmente, le plan de polarisation se rapproche du plan d'incidence; il se confond avec lui lorsque l'angle d'incidence est celui de la polarisation complète, et vient se confondre avec le plan de polarisation du rayon Incident lorsque l'angle d'incidence est celui de la réflexion totale, dans le cas où le second milieu est moins réfringent que le premier, ou lorsque l'incidence est rasante , dans le cas contraire.
Après une première réflexion, on a, en désignant par «j l'angle du plan de polarisation du rayon réfléchi avec le plan d'incidence ,
cos(i-f-r) tang ai = — tang a
ces [i — r]
Si l'on fait réfléchir une seconde fois la lumière, en conservant le même plan d'incidence et la même valeur de l'angle d'incidence i, on aura
cos ii + r) , cos^ (« + '')
tanP[ a., == — tang a, —--r ^^ = i^^^R "^ ^^,0 , ■ ; '
o - o icos(i — rl o cos- [i — r)
et, en général, après n réflexions successives, s'opérant toujours
îlii lŒFLKMON 1:T REFIIACTIU.N DE LA LLMIKIIE l'OLAUlSEE.
dans les mêmes condifioiis. on ci
, cos"i't + /-)
Il laiil prendre le signe + si n est pair, le signe — si » est impair.
. ... /cos(/ + r)V' , , , , . • 1 T •
La nnantite ^^ tend vers zéro ciuana Jt auinnenle indelmi-
ment. Le plan de polarisation du rayon rélléchi tend donc, lorsque le nombre des réflexions augmente, à se confondre avec le plan d'incidence.
315. Réfle^ikion de la lumière polarisée cireulairement ou elliptiquement. — l n ravon polarisé cireulairement ou elliptiquement peut toujours être considéré comme résultant de la superposition de deux ravons polari.^é> rcctilignenient . l'un dans le plan d'incidence, l'aude dan> le plan perpendiculaire, et avant des phases différentes. Si on applique à chacun de ces rayons polarisés rectilignement les formules que nous avons trouvées pour les deux cas dont il s'agit, nous aurons les comjiosantes du rayon réfléchi suivant le plan d'incidence et suivant un plan perpendiculaire, et on en déduira facilement la nature et l'intensité du ravon réfléchi. La discussion des formules auxquelles on arrive ainsi sans aucune difliculté ne présente guère dintérèt, et nous nous bornerons à examiner un seul cas , c'est celui où un rayon polarisé cireulairement se réfléchit sous l'incidence normale. Dans ce cas, le rayon réfléchi est encore polarisé cireulairement, mais le sens de la polarisation est renversé : le ravon réfléchi est polarisé de gauche à droite si le rayon incident est polarisé de droite à gauche, et réciproquement. En efl'et, la vibration circulaire du ravon incident peut être considérée comme la résultante de deux vibrations rectilignes s'eftectuant , l'une dans le plan dincidence, l'autre dans le plan perpendiculaire. Après la réflexion, les vitesses de chacun de ces mouvements ont avec les vitesses du mouvenieni incidenl ini rapport qui ne dépend pas du temps. Les vibrations du ravon réfléchi seront donc encore circulaires: seulement, comme, parmi les deux vitesses des mouvements rectilignes, l'une aura changé de signe dans la réflexion, le sens dans le(pi('l le cercle est parcouru sur le rayon
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réfléclii résultant sora rpaloinent clianjjé. Cette conséquence de la théorie, déduite par Earnsliaw, a été vérifiée expérimentalement par Povvelld).
316. Réflexion de la lumière naturelle. — IVous avons vu précédemment (^189) (juelle est la constitution de la lumière naturelle. Nous allons ici donner aux conditions que doit rem])lir un système de vibrations elliptiques ponr constituer de la lumière naturelle uni* forme qui nous sera |)lus coiiHUodc pour étudier la réflexion et la réfraction de la lumière naturelle. Ce qui caractérise cette lumière, c'est qu'elle donne, dans un analyseur biréfringent, deux images de même intensité, quelle que soit la position de cet analyseur. Soient n et h les axes d'une vibration elli|)ti(pie à un instant donné, et w l'angle de l'axe b avec la section principale de l'analyseur. Les équations du mouvement vibratoire rapportées à ces axes seront
|=r/sin97rr-pi ïi = h cos -271 tt. ■
Pour avoir le mouvement vibratoire sur les deux rayons dans lesquels se décompose le rayon incident en pénétrant dans le prisme , il faut décomposer le mouvement qui se fait suivant chacun des axes de l'ellipse en deux autres, l'un ])arallèle et l'autre perpendiculaire à la section principale de l'analyseur, ce qui donne, pour le rayon ordinaire,
a cos (i) sin â tt ft, — b sin oj cos •) tt ?p 1 et pour le rayon extraordinaire,
a sin o) sui '> TT ,p + /> cos w cos v. tt rp ■
D'après les règles connues des interférencps les inten'^ilés de cos doux rayons seront, pour le ravon ordinaire,
d'^ C0S'-W-|- A" SMI^O», t') IM. %■;.. (:5j, Wll. y,.,.j(i.j.
lil'-i REFLEXION ET RÉFRACTION DE LA LUMIÈRE POLARISÉE, et pour le rayon extraordinaire,
rt- sin- GO + Ir ros- w.
Telles sont les valeurs de ces intensités pendant une première période où les quantités a, h et co restent constantes, c'est-à-dire oii les vibrations elliptiques ne changent pas. Pendant une seconde période, a, h, co changent de valeur et deviennent a\ h', co', et ainsi de suite.
Nous avons vu que chacune de ces périodes, quoique trèscourte, peut comprendre un grand nombre de durées de vibrations. Dans un temps très-court par rapport à nous, il y a un grand nombre de ces périodes, et la sensation produite pendant ce temps, que nous supposerons toujours le même sans le préciser davantage, sera la moyenne des intensités qui correspondent à chaque période.
Pour que les images données par l'analvseur soient de même intensité, il faut donc qu'on ait pour le temps considéré
(i) ^ (r/-cos'^Ct)+/rsin-w) ='y [n^s'm-(U)->rh^cos~Ci)j.
Cette équation doit être satisfaite, non-seulement pour une valeur particulière de w, mais encore pour toute position de l'analyseur, c'est-à-dire pour toute valeur de oo.
En désignant par 6 un angle quelconque, on doit donc avoir
= y[aHm^œ-6)-\-h\of^''(ru>-6)].
En développant le premier membre il vient
^ [fi- (cosoj cos^+ sinwsin^)- -!-/>- (sincijcos^ — coswsin6')^]
ou
+ 2sin6cos6V (a^ — h-^sinro coso).
On (ruine de même, pour le second membre,
— -2 siii^cos^^ i^a- — //-)sina) coso). En tenant compte de i'éipiation ( j ) il reste
2, {"''~^ //-)sina^ cosii)=^- -^ (^tr - /rjsincy cos^), (t on
^ (^r - /;-)snia' c()sci>= 0.
Donc, pour (pinn système de vibrations elliptiques donne de la lumière naturelle, les deux conditions suivantes doivent être satisfaites :
7^ ( a~ cos- CitJ -"h A- SI ) 1' ^' ) = ^ ( d' sin'"' oo + />" cos- co j , ^ (""- - //-jsino) cos&; = o.
Ceci posé, revenons à la réllexion de la lumière naturelle et cbercbons d'abord à calculer l'intensité de la lumière réfléchie. Représentons par I l'intensité de la lumière incidente, par a et b les axes de la vibraticm ellij)licjue et par co l'angle du petit axe avec le plan d'incidence. Le ravon elliptique incident peut se décomposer en (\i'u\ rayons polarisés rectilif;nemenf , l'un dans le plan d'incidence, l'autre dans un plan perpendiculaire. Le calcul que nous venons de faire donne pour les intensités de ces rayons pendant un temps très-court, pris pour unité,
7 («-cos'-a)+ //-sin'-w) <'t ^ ( a' sin- co -f Ir cos'- co ).
Si la lumière est naturelle, d'après ce (pu a (^(('' dit plus liant, ces deux quantités doivent être égales, et par consé(|uent rinlensit('' de
chacun des rayons polarisés rectilignement est égale à - • i^es intensités des rayons réfléchis correspondants seront, d'après les ior-
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mules trouvées précédemment,
1 sin- (/ — /■) o, sin- (/ 4-/'j
et
1 taiif;- ii — r] 1 tang- ('-+-/')
On a donc pour l'intensité du rayon résultant, c'est-à-dire du ravon n'fléclii,
1 sin- i — r] , i lang^ (?' — n
2 sin- ( / -H /■ i 2 tang- ( ( + r,
On arriverait au m«^me résultat en remplaçant le ravon de lumière naturelle par deux rayons égaux en intensité et polarisés à angle droit, l'un dans le plan d'incidence, l'autre dans un j)lan perpendiculaire. Ce peut être là un moven de se rappeler la formule, mais en réalité ces rayons polarisés à angle droit n'existent pas, car il faudrait les supposer indépendants l'un de l'autre, incapables de se combiner pour ne donner qu'un seul mouvement , et de tels rayons n'existent pas.
Polarisation totale ou partielle «le la lumière
naturelle par la réfleiLion. — Etudions mauitenant les propriétés qu'acquiert la lumière naturelle lorsqu'elle a été réfléchie.
Lorsquon i\i-\-r= oo deeres, la quantité i — —-■ : s annule,
et il ne reste plus que la composante polarisée parallèlement au plan d'incidence; la lumière réfléchie est donc dans ce cas particulier complètement polarisée dans le plan d'incidence.
Dans tous les autres cas, les vibrations sont encore elliptiques après la réilexion, et ces ellipses ont été modifiées d'une manière qui n'est plus la même pour toutes, mais qui agit toujours dans
I A T^ (T . 1 ,1 tang (i — r) v sini/ — r)
le même sens, hn etlet, le rapport de -, — ^—. [ a -■ — -. ; est
1 i lang \i + r) sm(i-i-/')
' • ; , quantité' plus petite que l'unité. La composante de l'amplitude parallèle au |)lan d'incidence a donc été diminuée par la ri'llexion |)lus ([uo la composante perpendiculaire à ce |dan; ces
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doux composantes n'étant plus égales, la lumière réfléchie ne peut être de la lumière naturelle: elle ne peut éfre que partiellement polarisée.
Pour vérifier qu'il en est bien ainsi, cherchons l'efFel produit sur cette lumière réfléchie par un analyseur biréfringent. Pour plus de simplicité, supposons la section principale de cet analyseur dans le plan d'incidence. Alors le rayon polarisé dans le plan d'incidence donnera seul le rayon ordinaire, et le rayon polarisé perpendiculairement à ce plan donnera seul le rayon extraordinaire, de sorte qu'en désignant par 0 l'intensité du ravon ordinaire, par E celle du ravon extraordinaire, on a
^ isinM' — '■) u I tanq^-(' — '■)
yJ = — • ., ■ . 1 Jli --= - 7 — ^T7~- ; •
2 sm- (<+/•) 2tang^(? + /)
L'image ordinaire étant plus intense que l'image extraordinaire, ce résultat s'accorde bien avec l'expérience. On peut écrire l'identité
^ _ 1 sin- (' — '■) i tang- (/ — /■)_, i 1 sin- (/ — r) tang- (/ — /)']
2sin-(/ + /) 2 tang- (/ + ?') 2LsiiV'(« + r) tang- {/ + /•) 1'
(I on
2 j_sin- (? + /■) laiig- {/ -H/) J
En ne prenant que le premier terme de l'expression de 0 et en le combinant avec le rayon extraordinaire, on a de la lumière naturelle, et il reste en plus le second terme de 0 ([ui représente de la lumière complètement polarisée dans le plan d'incidence. On peut donc regarder la lumière réfléchie provenant de la lumière naturelle connue composée d'une certaine proportion de lumière naturelle et d'une autre proportion de lumière complètement ])olarisée dans le plan d'incidence. Mais ce n'est l.-'i qu'une convention utile pour abréger les raisonnements, car ces deux mouvements, s'ils existaient, se composeraient aussitôt en un seul.
Lorsqu'on fait arriver sur un analyseur biréfringent un rayon de lumière partiellement polarisée, on trouve deux positions de la section principale de l'analyseur pour les(|uelles les intensités des
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deux iinnjjfs sonl é^jales et (Iftix autres pour lesquelles la dift'érencc d'intensité est un tnaxIiiHim. On dit (|ue \e plan de polarisation partielle est parallèle à la section principale de l'analyseur lorsque cette section occupe la position pour la([ueile Limage ordinaire est maximum. Entre CCS (piatre positions, les intensités des deux images varient d'une manière conlmue.
Sur un ra\ou de lumière partiellement polarisée, les conditions nécessaires pour (pie la lumière soit naturelle ne sont ])as réalisées. On peut donc poser, en appelant a et h les axes de la vii)ration elliplifpn: el v l'angle ([ne iait I a\e /> avec la section principale de l'anahseur pour une certaine position de cette section, celle où elle est !>ai'all(''lc an plan d nicidencc,
^ ( a- cos- V -f- /'- sin- w ) == A-. ^ ( ir sin"- V + //- cos- ùj ] = H"-. ^ ( ^/- - //- )sina'cos'i> = (l.
Considérons maintenant une autre position de la section principale Taisant avec la preniière un angle 0: si on désigne par A'- et par B"- les intensités du ravoii ordinaire et du rayon extraordinaire, on aura
A'- = A-cos"-^— B-sin-^^-'Csin^cos^.
B"-^ = Asin^^ + B'^cos2^- oCsin^cos^.
(diacune de ces expressions est essentiellement positive et n'es! jamais ni nulle m infinie : elles ont tloiic cliacuin^ un maximum et un minimum. .\p[)elons j)lan de polarisation partielle la position de la section principale de l'analvseur pour laquelle A- est un maximum. On a, en éfjalant à zéro la dérivée de A-,
(I ou
•i(B-— A-jsin^cos^---)(:cos->^- ().
On a ainsi pour ^y deux \aleiir> (liiréi'en'es de 180 degrés, ce ipn
donne deux plans rectangulaires dont l'un est le plan de polarisalion partielle et l'autre le plan correspondant au minimum de l'image ordinaire. 9 est l'angle dont il faut faire tourner la section principale de l'analyseur pour la faire coïncider avec le plan de polarisation partielle. Si donc C = o, on a aussi ^= o, et la section principale de l'analyseur coïncide avec le plan de polarisation partielle. Revenons maintenant à la lumière réfléchie provenant de la lumière naturelle. Il est facile de voir cjue C est nul. En effet, l'intensité du rayon réfléchi polarisé dans le plan d'incidence, au lieu
d'être ^ {^a- cos^ co -ir b^ sin- oo) comme dans la lumière incidente, est
• , , ■ ; y('i'^cos~CA)-i'b~Hin~CA)). Si l'on chansfe co en w—O, le
multiplicateur de sin 6 cos 9, au lieu d'être, comme dans la lumière
partiellement polarisée , ^ (rr— é'^) sin wcosw, facteur qui a été
1 , • , r, sin(i — r) -^ / ,, j.,^. . f,
désigne par t, sera -■ — r- \ ^, «•'—«" smwcosw. Le terme sera
encore nul puisque la lumière incidente est naturelle, et, par suite, le terme qui dans la lumière réfléchie est représenté par G est nul, d'où il résulte que le plan de polarisation partielle de la lumière réfléchie provenant de la lumière naturelle est le plan d'incidence.
En résumé, lorsque des rayons de lumière naturelle se réfléchissent, la lumière réfléchie est toujours partiellement polarisée dans le plan d'incidence, sauf le cas où l'angle d'incidence est celui de la polarisation complète, et, dans ce cas, la lumière réfléchie est entièrement polarisée dans le plan d'incidence.
L'intensité de la lumière réfléchie est égale à
1 sin^ (« — '■)_, 1 tang-- [i — r) 1 sin' [i+r] 2 tang- [i + r]^
et cette lumière réfléchie peut être considérée comme composée d'une certaine proportion de lumière polarisée complètement dans le plan d'incidence, dont l'intensité est égale à
1 / sin^ (« — '') tang- ( / — r )
2 V sin^ ( « + r ) tang- (« + /■) ou à
cos* [i + r
\ sin- [i — r] r 2 sin- (/ + /') L
ros^ i
et d'une certaine proportion de lumière naturelle dont l'intensité est égale à
tang'^ [i + r]
En désignant par m- la proportion de lumière naturelle contenue dans la lumière réfléchie et par ?/'- la proportion de lumière polarisée dans le plan d'incidence, on a
Supposons maintenant que ces premiers rayons réfléchis se réfléchissent une seconde fois sous la même incidence et dans le même plan, on aura, après la seconde réflexion,
^2 / 0 , m-\s'm-[i — r] „2 mMang- ('-'")
2/sin-{j4-r -^ 2 tany;' ( f -4- /■
C'est donc encore de la lumière partiellement polarisée dans le plan d'incidence.
L'intensité totale delà lumière réfléchie est, après deux réflexions,
,-, ni^ \ sin- ( / — r ) m- tang- [i — r]
2 ysin-(î + r) 2 tang-(t + r)
La proportion de lumière naturelle a pour intensité
„ tang- [i — r]
lang- ( / ■
et la proportion de lumière complètement polarisée dans le plan d'incidence
.. sin- (/- r] . 771- fsin- [i — i-] tang- li
sin- ( / -I- 7- ) 2 sin"-' (i + r) tang- ( i +
On voit que par la seconde réflexion la quantité de lumière naturelle diminue, tandis que celle de lumière complètement polarisée augmente; il en sera de même si on fait réfléchir la lumière une troisième, une (piatrième lois. Donc, par une série de réflexions successives, la lumière naturelle tendra à être complètement polarisée dans le plan d'incidence.
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318. Réfraction de la lumière polarisée dans le plan d'incidence. — L'étude de ia réfraction de la lumière polarisée est tout à fait analogue à celle de la réflexion. Considérons d'abord le cas le plus simple, celui où la lumière incidente est polarisée dans le plan d'incidence. Le rayon réfracté sera alors également polarisé dans le plan d'incidence. Pour déterminer son amplitude u, nous pouvons nous servir des deux équations que, dans le cas delà réflexion, nous avons déduites du principe de continuité et du principe des forces vives et qui sont
1 + V = M , (i — r-)sinrcos/^= K-sinîCOsr.
En éliminant v entre ces deux équations, il vient successivement
(i — v) sinr cosï = usini cosr, (2 — u ) sin rcosi^u sin i cos r,
et enfin
2 sin r cos i
sin(j + r)
Sous l'incidence normale, c'est-à-dire pour i = o, l'amplitude u
se présente sous la forme -: mais en remplaçant les sinus par les
arcs, comme nous l'avons fait j)lus haut, on voit que la vraie valeur de u pour l'incidence normale est
Si le second milieu est plus réfringent que le premier, pour l'incidence rasante, ^ = 90 degrés et u devient nul; par conséquent il n'y a plus de rayon réfracté. Si le second milieu est moins réfringent que le premier, lors([ue l'angle d'incidence a la valeur limite qui correspond à la réflexion totale, on a r= 90 degrés, et par suite
Pour une incidence supérieure à cette limite, il n'y a plus de rayon réfracté.
Pour avoir l'intensité du rayon réfracté, il ne suffit plus d'élever u au carré; m- ne mesurerait l'intensité du rayon réfracté qu'autant que i'étlier aurait la mérae densité dans les deux milieux, ce qui n'a pas lieu. Si nous nous reportons aux prismes d'étlier qui nous ont servi à établir les formules dans le cas de la réflexion , si nous prenons pour unité la masse du prisme qui se trouve dans le premier milieu, et si nous désignons par m ia masse du prisme situé dans le second milieu auquel se sera transmis le mouvement au bout d'un temps donné, l'intensité du rayon réfracté sera évidemment mii^. Or l'équation
( 1 — î'- ) si n r cos i = u~ sin « cos r,
qui contient les carrés des vitesses multipliés par les masses, montre que les niasses des deux prismes dont nous venons de parler sont entre elles comme sinrcosi est à sinîcosr, c'est-à-dire que l'on a
sin i cos r
sm rcosi
Il vient par conséquent pour l'intensité R^ du rayon réfracté
n ., sin i cos /' 4 sin- r cos- i
ti, = tnu~ = -■ . ■ ,, . r '
^ smrcosi sm- (i + r)
d'où
sin 2i sin 2r
Ri
sin- ' +'■
On aurait pu du reste arriver à cette expression en mettant l'équation des forces vives sous la forme
1 — v^ = inu-,
et en remplaçant f' par sa valeur-^ — r- .•> ce (lui donne
i ^ I sin(j-i-r) 1
sin^{i — r) sin"^ (/ + /■) — sin-(« — r)
mu^ =^ 1
sin-(î + 7') sin-(/-f-/-)
[sin (j + 7') + sin {i— r)] [sin (< + /•) — sin {i — r)] sin-(i + 7')
4 sin 7 cos/' cos/ sin /■ sin 2/ sin 27-
sin^(7 + r) sin^(/ + r)
expression identique à la précédente.
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\oiis pouvons ainsi (lis<'n(('r plus facilcnienl la \alf'ur de l\^\ car, connaissant los vanalions de /•, nous en déduirons niiniédiatcmcnl celles de i--/r, ou de iiiit'\ c'est-à-dire de l'intensité Rj. Ainsi, pour / 0 , on a
donc
Telle est la valeur de Iinlensilé du ra\oM réfracté situs l'incidence normale.
Lorscpie le second niilieu est plus réfringent que le premier, pour l'incidence rasante, l'intensité devient nulle et il n'y a plus de rayon réfracté. H en est de iM('me, si le second milieu est moins lé- Iringent que le premier, lorsque l'angle d'incidence atteint la valeur limite de la réflexion totale, car alors on a r= ()0 degrés. Il semble au |)remie!' abord contradictoire que le ra\on réfracl*' soit nul dans ce dernier ca>. puis(pir nous avons trouvé» pour sou amidilude une valeur égale à •> ; mais si Fintensité est nulle, cela tient à ce que la inass(» m du prisme d'('(ber du second milieu est nulle dans ce cas.
319. Kéfraetion (le la lumière polariiiiée iierpentliciilairenient au plan (rineidenve. — Lorscpie le ravon incident csl polarisé perpendiculairement au plan d'incidence, il est évident, par raison de s\niétrie, que le ravon n'Iract»' sera également polaris('' per[)endiculairemenl à ce plan. Pour déterminer ramplitiidc de ce rayon réfracté, reprenons les deux équations qui nous ont servi pour le cas analogue de la réflexion : ces deux équations sont
( 1 + v' ) cos( --= u'cosr, ( 1 - r- )sin/'Cos^ =-= (f'-sin*cosr.
On en déduit, en divisant la seconde (Vjualion |)ar la |)remière,
(i c')sinr=--«'sin/,
et. en remplaçant r' par sa valeur tirée de la (iremière ('ipialion.
,cosr\ . , . .
— u — — sui r -= u sin > ,
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d'où
2 sin /• cosi /i sin /■ cos/
sin I cos; + sin r cosr sin 2? + sin 2r
et en lin
asinrcosi
sin f' + r) COSI/ — r)
Dans le cas où la lumière incidente est polarisée dans le plan d'incidence, nous avons trouvé pour l'amplitude du rayon réfracté
2 sin /■ COS 7
sin f /-(-/■ 1
On voil f|ue le rapport - est très-simple et a pour valeur j- — ; •
1 il H i 1 cos(< — r)
Ici encore l'intensité du ravon réfracté est égale à mu'- : elle a donc pour expression
Q , sin / cos r 4 sin- r cos- / ri, = -^
sin/" cos ; sm- [i + r) cos- (i — r
jy, sm2jsin2/'
s'm- { i -h r) cos- [i — r)
On peut encore obtenir cette expression au moyen de l'équation
1 — r"- =-■ mil',
(pii donne
,. tanff-'/ — r
mu-= 1 — ; — ,-/ ■ — ' fang- [1 -^i\
d'où, par des transformations faciles,
,., sin 2? sin 2r
mu - = -^— r, • ■ rp \ *
sin- '/ + /■) cos-{; — /■)
La discussion de la valeur de Rj' se réduit donc à celle de la
. . tang^ [i-r]
nuantite - — ^^^-rr-- : •
' tang- [I -f- /•;
Pour l'incidence normale, c'est-à-dire lorsque «==o, on a, en
Il I i • ' tang- / - /■ remi) acant les tanj^entes |)ar les arcs pour la quantité -, ■:r~- :'
la valeui' .' et par suite, pour »/*/- ou n,. la valeur , (iue
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nous avons déjà trouvée dans le cas où la lumière incidente est polarisée dans le plan d'incidence.
Lorsque l'angle d'incidence i croît depuis zéro jusqu'à la valeur
1 11 • I ' 1 .■, r taii"- (i — r)
pour lanuelie on a / + r= no cienres, la quantité ; — ^^-r—- — -r va en 11 j n i tang- (?-!-/■)
décroissant, et par suite l'intensité du rayon réfracté va en croissant.
Lorsc|ue l'angle i varie depuis cette valeur juscju'à 90 degrés, si le
second milieu est plus réfringent que le premier, ou jusqu'à la valeur
pour lacfuelle r= 00 degrés si c est l inverse, la quantité : — ^.
Il j o '1 taiig- (; + /•)
va en croissant, et par suite l'intensité du rayon réfracté va en diminuant, et elle s'annule pour «=90 degrés ou pourr=qo de.o-rés, suivant la nature des deux milieux. On voit donc que, lorscpie la lumière incidente est polarisée perpendiculairement au plan d'incidence, le rayon réfracté a son intensité maximum quand l'incidence est celle de la polarisation complète. Cette intensité est égale à l'unité et le rayon réfléchi est complètement éteint.
320. Réfraction de la lumière polarisée clans un plan quelconque. — Le cas de la lumière polarisée dans un plan (pielcon([ue se ramène aux deux ]n;écédents. On décompose le rayon incident en deux rayons polarisés l'un dans le plan d'incidence, l'autre perpendiculairement à ce plan, et dont les amplitudes sont, en prenant pour unité l'amplitude du rayon incident et désignant par a l'angle du plan de polarisation avec le plan d'incidence, cos a et sin a. Les composantes de l'amjjlitude du rayon réfracté sont donc respectivement m cos a et m' sin a : comme le rapport de ces composantes est indépendant du temps, le rayon réfracté est polarisé rectilignement et l'angle de son plan de polarisation avec le plan d'incidence, angle que nous a])pellerons y, est donné par l'équation
n' , laima
tang7 = ^ langa
cos [i — r
tangy est de même signe que tanga, car i~r est toujours compris entre — 90 et -h 90 degrés, et par suite cos (i- r) est toujours positif; donc le plan de polarisation du rayon réfracté est toujours du même côté du plan d'incidence que le plan de polarisatioii du raxon iiici-
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dc'iil. el. coiiiiiic laiijj } csl jilus gr;uicl (jup l;in|f a, on voit (juc par l'effet de la rélVactioii le plan (\o jKiIarisation s'éloigne du ])lan d'incidence el se i'apj)ro('lie du plan perpendiculaire. (Tesl l'inverse de ce qui a lieu pour la réilexion.
Sous l'incidence noi'inale. on a ? = o et r=o el par siM'tey==a-. le plan de polarisation n est j)as dévié.
Quand l'incidence i augmente depuis zéro jusqu'à ()0 degrés, si le s(»cond milieu est plus réfringent que le premier; jusqu'à la valeur correspondanlc à la réflexion tolale, dans le cas inverse, cos (/- y) diminue el tang y augmente. La déviatmn du plan de polarisai ion du ra\on ré'fracté va doiu* en augmenlani avec l'incidence el alteini sa \aleur maximum pour l'incidence rasante ou pour celle (pu cfU'respond à la Innite de la réllexu)n lolale, suivani la nature des mdi<Hix.
L'angle ■) ne peut jamais, par une seule réfraction, devenir droit . car, |)our aucune valeur de i. on n"a / — r==f)0 degrés; la lumière, après une seule i'(''lra<tion . ne peut donc jamais être polarisée dans un plan p(M'pendicidaire au plan d'incidence. Mais, si on fait passeila linmère à travers une série de milieux à faces parallèles, par exemple à Iravei's une pile de glaces, l'angle y„ (|ue l'ait le plan de polairsalion du ravon rcMracl*' (|ui a lravers(' ii glaces avec le plan (1 incidence est donné' par la relation
lang a ^ lanj' T„ =- — —7? ;
(l<iiic I angle y,, tend vers ()o degré's (piaiid le nombre des glaces angnieiih'. (ielte r('mar(jiie est utile pour explujiier 1 action <les j)iles de glaces sur la lumière |)olarisée dans un plan (pielcon(|ue.
(iherclioiis maintenanl l'amplitude l cl rintensit(' H'|(lii ra\oii ré'l raclé'. On aura évidemment
l =- \ //"- cos- a-]- ti - s\\\- a, d où . d après les valeurs Iroiivé'cs pins liant pour 11 e| u' .
I] ■ ■ cos- a , sm- a
U == '-> sin /• cos / i / -, -. h -■ : ;
Y sin- 14- r sin' '(-^r)cos- /
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Qiuuil à l'intensité, elle csl r('|)rés('iil(''(> pjir m\]'\ ce (|iii dotiiie
n» sin/cos/- , . ., ., . I (OS- a , sin- a |
11, = -■ . 'i siii- /' cos- 1 . ,,. --f ' ■ , , . ^ —■ '
e(. en rédiiisanl .
• 1 nos- a , sin- a 1
I siiv- [i + r] sin- (/ + /') cos- (/ — /;)J
lii :^sin •?/' sin •>/
3*21. Kéfractiuii de la luiuière naturelle. — Ijes cas de la lumière naturelle et de la lumière partiellement polarisée peuvent se traiter comme les cas correspondants pour la réllexion. Toutefois, d'après les résultats déjà obtenus, on peut simplifier la marche du calcul. Nous avons vu, en effet, c|ue la constitution de la lumière naliirelle et de la lumière partiellement polarisée dépend unic[uemenl de trois constantes A, B. C; de sorte que, si ces c|uantités restent invariables, les propriétés du système demeurent les mêmes.
Pour la lumière naturelle on a A= B et C = o. c'esl-à-dire (ju'il ) a égalité entre les sommes des composantes des amplitudes suivant deux axes, l'un parallèle et l'autre perpendiculaire au plan d'incidence. On peut donc concevoir le rayon naliirel comme remplacé par deux autres polarisés, l'un dans le plan (rincidence et l'autre dans un plan [)erpendiculaire, égaux en intensité et se succédant à des intervalles très-rapprochés. Les intensiti's des i'a}ons polarisés rectiligncmenl par les(piels on remplace le i'a\on naturel sont ('gales
à -; les intensités de ces mêmes ra\()iis après la rélVaction deviennent, d'après les rormiiles («tablies ])lus haut,
I sin '21 sin nr
■y. s\n-(i + r) et
1 sMi 11 sin 'ir
•>. sin-(/-i-/')cos"-(/ — /■!
Dune, tjuand la luiiiici»' natiiiclle se ri'fraclc. l'intensité de la lumière rélra(l(M' a pour expression
j, I sm2/sin"!/- , I SIM i/ siii u/' '*i
2 sin-(/ + /') 2 si n^/'-f/-) cos- (/ — /•,)
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1 sin 2<sin 2/-
2 sin- (/+/■)
cos- (/ — 1\
Les valeurs des intensités des deux composantes de la lumière réfractée montrent qu'elle peut être considérée comme composée d'une proportion de lumière naturelle ayant pour intensité
sm 21 sin 21'
sin- (/+/•)
et d'une proportion de lumière polarisée perpendiculairement au plan d'incidence ayant pour intensité
sin 21 sin 2r
1 sin 21 81112/'
2 sin- (/ + /■) cos- (; — rj 2 sin- (/+/■)
H résulte de là (|ue la lumière réfractée est partiellement polarisée et qu'elle a pour ])lan de polarisation partielle un plan perpendiculaire au plan d'incidence. L'expression qui représente la proportion de lumière naturelle ne pouvant jamais devenir nulle, il faut en conclure que la lumière naturelle ne peut jamais être polarisée complètement par une seule réfraction.
11 n'en est plus de même si la lumière naturelle se réfracte à travers une série de milieux à faces parallèles, par exemple à travers nne pile de glaces. Après n réfractions, en effet, on a pour l'intensité de la lumière polarisée dans le plan d'incidence
sin 2 < sin 2/'
sin-(/-
et |)our l'intensité de plan d'incidence,
la lumière polarisée perpendiculairement au
sin 2? sin 2/'
_sin-(/ + /-) cos- (? — /')
Le rapport de la première intensité à la seconde est cos^"{j—r) et ((}nd vers zéro quand ?i augmente indéfiniment, d'où l'on conclut que la lumière naturelle transmise à travers une pile de glaces se rap|»roclie d'autant plus d'être complètement polarisée perpendiculairement au plan d'incidence (jue le nombre des glaces est plus r(»nsi(l(''r;il)l('.
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L'intensité de la portion de la lumière réfractée qu'on peut considérer, après une seule réfraction, comme polarisée perpendiculairement au plan d'incidence, est
1 sin 21 sin ir i sin 2/sin ar
2 sni- (/ -+- r) cos- (/ — /■) 2 sni- (i + r)
ce qui peut s'écrire
1 sin 2/sin 2/- 1 1 1
2 si n- (< 4- /■) Lcos- (/—/') J ' ou enfin
1 sin 2/ sin 2 r sin- (' — '■)
2 sin- (< 4- /■) cos'- (/ — /■)
Dans le cas de la réflexion de la lumière naturelle, nous avons trouvé, pour l'expression de l'intensité de la lumière qu'on |)eut considérer comme polarisée dans le plan d'incidence,
1 rsin-(i — r) tang- (/-r)"|
2 Lsin-(' + '') lang- (/+/') J'
ce qui peut s'écrire
cos- (/ -H /•) "1
cos'(/— /•) J
ou
ou encore
1 sin- (/—/•) r
2 sin- (/+/■) L
- (i - /■) ["cos- (/ - /') — cos- {i ■+-'') 1
-('-H/') L cos- (< — '") j'
1 sin- (/ - /■) fcos- (/ — /
2 sin
1 sin- (f - /■) [cos {i-r] + cos (/ + /')] [cos (/ - /-) — cos (i + r)]
2 sin- («H-/') cos- (/—/■)
ou enfin
1 sin2« sin2/'sin-(/— /■)
2 sin-(/-+-/-)cos"^(« — r)
expression identique à celle que nous venons de trouver pour l'intensité de la partie polarisée de la lumière réfractée. Ainsi, quand la lumière naturelle tombe sur la surface de séparation de deux milieux, les quantités absolues de lumière polarisée qui se trouvent dans la lumière réfléchie et dans la lumière réfractée sont é(j;ales, mais il y en a relativement moins dans l'une (pie dans l'autre, car
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les quantités totales de liiiiiière rétléchie et de iuinière réfractée ne sont [»as égaies. Cette remarque nous sera souvent utile par la suite.
3'2'2, Réflexion totale. — Dans le. cas où le second milieu esl moins réfrinjfcnt que le premier, nous avons laissé de côté le cas de la réilexion lotale. Lors(jn"en efTet l'angle d'incidence devient supérieur à la valeur j)our Lupielle on a r= 90 degrés, on trouve pour >in r uni' valeur su|)érieure à l'unité; cet angle devient donc mia- "inairc. <'l les lorniules (|ui donnent les anqjlitinli's et les intensités de la lumière ri-lVactée el rélléchie ><)nl inapplicables.
Kvaminons daliord le cas oii la limiière incidente est polarisée daii> If plan (riiicidence. L'expérience nous montre alors que. toutes les loi> (Hie I angle / di'passe la valeur pour laquelle r esl égal à f)0 degrés, il n \ a [)lus de ra\on iM-IVacté. et le rayon rétléchi esl éfai en intensité au ra\on incideni el [tolarisé comme lui dans le plan dincideiice. La théorie confirme ce résultat : le principe de Hu\glieiis montre ([ue dans le second mdieu les mouvements vibratoires se dé'truisent tous à partir d une très-petite distance de la surface de séjtaration. Le |)rincipe des foi'ces vives exige que le rayon réfléchi soit égal en intensité au ravon incident, du moment qu'il n'v a |ilus de ra\(»n r<''l'racté: et enfin, par raison de svmétrie, le ra\oii ré'll('Mlii doit être polarisé dans le plan d'incidence.
<ie|)endan[ la l'urniiile (pie nous avons établie pour déterminer 1 amplitude du i;non réfléchi dans h^ cas où la Immèi'e incidente est polarist'c (Ihiin le |daii d incidence, formule (pu est
sin(/ -/•) sin d-^n'
donne une valeur iiiuijiininre pour r (piaiid, le second milieu é'tant iiioins réfringenl (pie le |)i'emier, / dépasse la vah'iir pour laquelle r=go degiM's, ces(;i-dire lors(pi il \ a i^'llevioii totale, car alors on a, en reniplacaiil siii /• par sa valeur n s\n 1 .
siu / V I — /t-sin-« — 'tsiu/cos/ c =r ^ ^ * .
siiw'\'i ;/"sin"-/ -f-//siiw' rns/ Poni' les \;iic|ir-' (je / siq )e|iei||('v ;i cclh" iiin ditnnr /• -i|() degré-- .
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011 a iiswii \; donc les (|iianlil(''s |)lac('<'s sous les radicaiiv sont négatives et l'expi-ession de; /" dexienl inia|;inaHe. On peut même donner à cette expression la forme orvlinan'e des e\|)r<\'<sions alei'l)ri<|iies nnajjinaires : \\ sullit (r(''crire
/isint cos/ sin t\ n-sin-/ — i y— i //sini cos/-i-siiw \ //-sin"-/— i \ - i
Puis(|u'il \ a là une contradiclion entre Texpérience et les conséfjuences déduites delà théorie, il faut t|ue les principes sur lesquels s'a|)j)nie celle lln-orie aient (|uel(pie chose d inexact . du moins dans le cas qui nous occupe. Le, pi'emier d le second principe ne sont pas attaquahles et ne peuvent être en défaut. On ne peut non plus toucher au quatrième principe, (|ui regarde la constitution de l'éther, sans renverser toute la théorie de Fresnel. car si ce principe «Hait inexact dans le cas de la réllexion lotalc, il devrait lêtrc; dans tous les autres cas.
Heste donc h^ Iritisièine principe, (|ui suppose (|ue les changements de vitesse ont lieu hnisipiement à la surface de séparation . de sorte (pie les trois ia\ons incident. iM-lh'chi et réfracté ont pour vitesses, au point d'incidence et au temps /.
II
Vax particulier, pour le cas (|ue nous traitons, l'amplitude ii devient nulle à une petite distance de la surface de séparation dans le second milieu, et, si nous admettons que cette amplitude soit aussi • nulle à la surface même, nous aurons r=— i, c'est-à-dire (pie la vitesse de vihration du ravon n'dléchi au point d'incidence est à chaipie instant ('gale et de signe contraire à celle du rayon incident. Mais cette supposition, que l'amplitude ii est nulle jus(|ue sur la surface de séparation, dépasse les doniK'es de la théorie; le principe de Huygheiis nous apprend senlenient (pie le inoinemenl i(''lracle
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cesse à une petite distance de la surface, mais rien ne prouve qu'il soit ntil à la surface même. Admettons donc que le mouvement réfracté ne soit pas nul à la surface de séparation, et alors les équations que nous avons posées seront inexactes.
La vitesse du rayon réfléchi n'est plus égaie à la vitesse du rayon incident, mais bien à la différence entre la vitesse du rayon incident et celle du ravon réfracté au point d'incidence. D'ailleurs, la force vive du ravon incident, qui, dans le cas général, se partage entre le; ravon réfléchi et le ravon réfracté, devra, dans le cas j^articulier que nous examinons, revenir tout entière au rayon réfléchi, puisque le mouvement réfracté s'arrête à très-])eu de distance de la surface, d'où l'on conclut que l'intensité du rayon réfléchi doit être égale à celle du ravon incident. Mais, si le rayon réfléchi et le rayon incident ont même intensité et par suite même amplitude, pour qu'au point d'incidence leurs vitesses de vibration ne soient pas égales au même moment, comme cela a lieu dans la supposition que nous avons faite, il faut que leurs phases soient difl'érentes, que le mouvement vibratoire, étant représenté au point d'incidence sur le rayon
incident par sin 27i-r-p-> soit représente en ce même pomt sur le
rayon réfléchi par sinsTr ('T~^
Dans le cas ordinaire de la réflexion, c'est le contraire qui a ]i(>u: les amplitudes sur le rayon réfléchi et sur le ravon incident ne sont ])iis égales, mais la phase est la même sur les deux ravons au point d'incidence , et les deux mouvements vibratoires sont représentés au
point d'incidence par sinQTiFp et ])ar vûn y7r?p- C'est de ces nouvelles données qu'il faudrait partir pour rendre compte des phénomènes de la réflexion totale.
323. Interprétation vonjerturale des expressions iniaj^inaires. — Au lieu d'aborder ainsi à nouveau l'étude de la réflexion dans le cas particulier de la réflexion totale et de chercher à déterminer la diflérence de phase entre les ravons incident et réflécin au ])oinl d'incidence, Fresnel a cherché à tirer parti des formules obtenues pour le cas ordinaire de la rétlexion '•l
"' Ami. (le chiin. ri ilc iiliiis., ( ■; ), \\i\, <-■'■— (^lùivres n,„q)i;-lrs , \ ,'^W.\.
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Dans le cas de la réflexion totale, ranj|)litude v du rayon réfléchi prend la forme (i-{-b\/— i . Or, dans un grand nombre de problèmes géométriques, quand on trouve sous une pareille forme la solution d'un problème dont l'énoncé a été trop restreint, on arrive à un résultat exact en interprétant cette solution de la manière suivante : les quantités a et h ne doivent pas être ])ortées à la suite l'une de l'autre comme si on avait à construire une ligne égale à n-\-h, mais on doit [)rendre un point 0, mener par ce point une droite quelconque sur laquelle on prend, à partii- du point 0, une longueur a, puis, par le même point, une seconde droite perpendiculaire à la première, sur laquelle on prend à partir du même point 0 une longueur égale à b, et a -\- h \/ — i représente la longueur de la ligne (pii joint les deux points ainsi obtenus, c'est-à-dire l'hypoténuse d'un triangle rectangle dont a et b sont les côtés. D'après cela le résultat a-\-b\^— i indique que, si on avait rectifié convenablement les données du problème, on aurait trouvé pour solution \Jd^-\-b'^.
Fresnel a a|)pliqué ce mode d'interprétation à la question qui nous occu[)e. 11 a remar([ué que, le mouvement vibratoire sur le
rayon incident étant représenté par sin -m vv,-: le mouvement vibratoire sur le rayon réfléchi |)eut toujours être représenté par
A sin -.iiï ,r, -h B cos "l'iT rp 1
A et B étant deux constantes. L'amplitude du rayon réfléchi est alors égale à vA"+B-. D'autre part les formules générales nous conduisent, pour l'expression de cette amplitude, à une solution de la ïovnw a -\- h \/ ~ \ ; nous interpréterons cette solution en faisant a='k et /; = B, c'est-à-dire en supposant que a-^b\'— i soit équivalent à vV- +//-.
11 n'y a là en réalité qu'une analogie avec un résultat géométrique, résultat ([ui lui-même n'est pas nécessaire et qui souvent ne donne aucune sobition répondant à la (piestion. En un mot ce n'est (pi'une conjecture; mais nous ne devons pas moins nous assurer si elle conduit à des conséquences vériliables par l'expérience, et si ces
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ronsi'miciices soni <'n ofl'et vérifiées, uu(|uel cas la conjeclnrc sorail justifiée.
Commençons par mettre l"e\|>ressioM de v sous la forme ^/ + /'\ — i : nous aurons
nsin/cost — sin/y/t-sin-/— i \ — i
/isin/ eos?-rsin ?\ /îsin-;— i \ — i ou, en faisant disparuitre le radical du dénominateur
u-sin-/cos"-'/ — /i-sin^/'+sin'/ — 2« sin-/cos/\ n-s\n-i— i \ — i /r-sin'/cos'/+sin-'/ (n-'sin-/— i)
fl'dii
n'-h i —•2n-s\u-i — iii iObi\ /«-sin-f — 1\ — i
et enfin
/(-+ I — 2/t'sni-/ sncosjvn'sin"^/— j
h'autre part. 1 <'\|n'essioii peut s écru'e
\>ni -îTî- ... r B cos •>?: ,,.
\ \-'-^ B- sin M>7r rp + are lang ^ j •
\/A"--rB- représente ramj)litu(l<' r du ia\<)ii rénéehi et ai'c laufj y est la difîeret)cr de [thase entre le ra\on rétlt'chi d le i-a\on incident au point d'incidence.
Si l'on aduiet (|ue, pour avoir Tintensilé du ra\on réfléchi, il faille prendre la sonnjn> des carrés de la partie réelle et du coefiicient de \ — 1 dans la partie imaginaire de l'expression de r, ce qui revient à i"eui|ilacf'r 11-^1) \/-- 1 par \ (r-\-lr, on aura |)our cette nifeti-
sité B
I, (//- 1- I — «//-sin-/)--»- 'i//-cos-/(/(-sin-/— i)
(I on
I, '//-'+ I r+ V'sin"'/— '\}i-[jr+ tjsin'/ 'ih-cos'/
{II- -if
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et enfin
Aoiis trouvons donc îiinsi (jnc Finlensitô du rayon rélL'dii est égale à celle du ra\()n iucidcnl. conimc le prouveni l'expiM-iencc cl la théorie.
Quant à la différence de [)liase du rayon incident et du ra\on réfléchi au point d'incidence, si on rej)résente le mouvement vibratoire sur le ra\(»ii réf1('clii par sin 'i-n ( ^, - -^ ) •> e||(^ est é'jjale à itt -v • Un a donc
•>.7ï ~ -^ are tanj; . > lany •\ :t . -— ~r ■
doii
tai)!'' -'TT
->.in:<)si \ /(sm-/— 1 I +/(■' — :i/i-sin-/
Telle est la lorniule {|ue rexpénence doit vérifier (juand le ravon incident est polarisi' dans le |»lan d'incidence.
Tout ce (|ui vient d'être dit peut s'appliipier au cas où le ra\on réfléchi est polaris(' perpeiuliculaireuient au plan d incidence; seulement il faiil prendre r' au lieu de r. Par un calcul analofjue à celui ipie nous a\ons lail pour r. nous pouvons mettre r sous la forme
/ siii/cos / — /(siiu'v /r'sin-/— 1 \ — 1
sin; cos;4 /(sin i \ iisuvi ' \ — '
ou
I -I- //■-' - (/( '' + 1 ) sin- / ■>. Il ces /. \/ n- sin'?-- i
(/(■' - I ) I (/(■-+ I )sin-/-
(/(■'— I )[(/(■'+ I )sin-/— I
fiCs (piantili's repr(^sentées par \ et B oui donc ici [)onr \aleur
I + II- — {11.''+ 1 )sm'-/'
(II-— I )(/(■-+ I )sm-/ — I
•iu ces /y' M- sin"-/ i
(/(-— I )[("-+ I )siir-'/— I
L'intensil('' de la lumière r(''lléchie sera encore (Mjale à A- -|- IVci' (pu donnera, tous calculs faits, une \aleur (Mjale à I unil('.
Ù3G RÉFLEXION ET RÉFRACTION DE LA LUMIÈRE POLARISÉE Si l'on désigne par 27i-y la différence de phase entre le raye cident et le rayon réfléchi au point d'incidence, on aura
(p' B 2ncosi\'n-siï\-i- i
tang 2 77 y = ^ = — i + ,c2,_(„.+ i)sin-/ '
Ainsi, les différences de phase sont données, lorsque la lumière incidente est polarisée dans le j)lan d'incidence, par la relation
(p 211 cos i V n- sin- i— i tang 27r
A i+u- — 2n-sin-i
et, lors(jue cette lumière est polarisée perpendiculairement au plan d'incidence, j»ar la relation
0' 211 cos i \/n- sin- / — i
t«"S^'^t="'i+n^-(n^+i)sin^r
'6^2 li. Polarisation ellipticiue ou circulaire produite par
la réflex.ion totale. — La diiii culte qu'il y a à mesurer les différences de phase empêche de vérifier directement par l'expérience les fonnules que nous venons de trouver; mais elles peuvent trouver une vérification indirecte si l'on fait réfléchir totalement de la lumière polarisée dans un plan faisant avec le plan d'incidence un angle quelconque a. Un rayon de cette lumière peut se décomposer en deux ravons, l'un polarisé dans le plan d'incidence et l'autre dans un plan perpendiculaire. Les -rayons réfléchis correspondant à ces deux rayons auront pour amplitude cos a et sin a , et présenteront avec les rayons incidents dont ils proviennent des différences de
phase égales respectivement à ^^Tr^et à 27r y • Le rayon réfléchi
résultant de la combinaison de ces deux rayons sera donc polarisé elliptiquement, puisque les deux composantes rectangulaires de ce rayon sont inégales en amplitude et ont une différence de phase.
La différence de phase entre les deux composantes du rayon réfléchi est égale à iti ' -,--i et nous allons chercher à la déterminer.
Posons
(pu (p' a
tanfî-i7r-^ = y^ li\n</'27: <-=/?'
nous aurons
rn<'
SUT^TT
et
d-+bl)'
d'où, en remplarant a, h, h' par leurs valeurs,
(p—(p' 4'i"C0s-f (/r'sin-^— i) + (i +/t' — 2Jt-sin-/')[i +n- — {i\!'-^ i)sin-/J
/[4u'-cos-/(n-sin"^/- i)-t-(i + n-- 2U"-sin-/)-] j4'i'C0.s'-/(/(-siiV-/— i)
Y +[i +;;■-—(/*''+ i)siii-/]-|
Toutes nkluctions faites, on trouve
(L — (L' 1 — (i +/i-)sin^/+2/i"-sin''/ A (i -t-»-)sui-/ — I
On a donc dans le plan d'incidence et dans le plan perpendiculaire deux rayons polarisés à angle droit, ayant des intensités proportionnelles à sin-a et à cos'^ a et ayant pour différence de phase la
quantité 2~ v ^ dont nous venons de déterminer le cosinus. Le
rayon réfléchi qui résulte de la composition de ces deux rayons sera polarisé elliptiquement, c\ moins que la différence de phase ne soit nulle, auquel cas la lumière serait polarisée rectilignement dans le plan primitif.
On a dans ce cas
cos 277 -^-T — = 1 ,
d'où
1 — ( 1 + ti-) sin- / + •> n- sin'' i= (ir + i ) sin- / — i ,
d'où encore
/(- sin'' / — ( ! -h "■) sin- / + i = o .
On lire de cette équation
'i:58 hi':flexi(i\ ht refractio.x de la li]\iii:ri-: polarisée.
d où
II
fiPs deux \aieurs (\e siir / soiil i (i( -,' et par suiu^ les deux valeurs (l(^ siii/soiil I el -;doiic la lumière r('n('('liie lotalemoiit est
polarisée rectilignement sous rinciderice i-asante et sous l'incidence limite de la réflexion tolale. Il n'\ a pas lieu de chercher ce qui
arrive (|uaii(l cos o.rr ^ . -= - i, cesl-a-dn-c rpiand •> tt . est
éoal à une denu-cu'conlerence. car chacun des arcs -«tt - el '>7r-7-
est moindre qu'une demi-circonférence.
La Inuiière réfléchie totalement n'est donc polarisée rectilignemenl (|u"aux deux limites de hi rétlexion lotale; dans ces deux cas la différence de phase -'Tr^—r-^ est mdie; dans l'intervalle elle croit poui' décroître ensuite : elle pass<' donc par un maximum. Ce maximum correspond à uu minimum de (•os-)7r— ^ — • Kn annulant la dérivée de celle dernière expression , on ohlieni la relation
( 1 +»-] sin- / - - •> = 0, d'où
sin"^/=--- — ^^:, • 1+//-
Sou> cetle incidence on a
Œi — (p 'i-^n'-] i+ii-
cos 27r -^r^ = ^ ^ "
Ç:-(p' — .1 -¥ it-f-h^ir cos 'iTT — > — ----^' -^ — , — w^^r-
Pour le \('rre. // = -; c'esl s(mis InicKlence reptésenh'e pai" sin"- 1 ---- — ipie la dillérence de phase est un maximum; elle a alors poui' c<»
simis t" •> (pu esi un peu plus petit (pie -^^ ^ cosinus de ao negre?<
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La ditrért'iice de phase inaximiini (l('|)assc un peu , el la cliflérence (le mairhe <p -^(p' est un peu plus grande que •
^1 I on a -ITT - V- ="= ^ 01' ""o^ ■^'T ^ = 0. les axes de I ellipse sont dans le plan d'incidence el dans le plan perpendiculaire. On a alors, pour déterminer l'incidence /, ré(jualion
•>//■- sin' / - ( I -f ii-j sin- ( -f- i -= o. d ou
sui- > == ^-^
Si, sous cette incidence, l'angle a du plan de polarisation de la lumière incidente avec le |)lan d'incidence est de àï) degrés, la lumière réfléchie totalemcuil sera polarisée circulairement. (î'est là un moyen de vérifier e\|)érimentalement les formules.
Pour le verre, il est évident que la polarisation circulaire ne peut avoir lieu, puisque la différence de phase, lors^qu'elle est à sa valeur
maximum, dépasse a penne y-
D'ailleurs, la lorinule qui donne / montre (jue, pour (pie la polarisation circulaire puisse avoir lieu, il faut que l'on ait
ou
e (pu ;i lieu si I on a
( 1 + ii-y ^- S//'-^ ^. o
//' -- Ou- H- i > o.
car on ne peut avoir ir - o \ (S, (|ui est la |)lus petite des racines. Pour toutes les substances inonoréfringentes. comme le verre, n est
moindre que yB + N i^- L<' |dus grand indice esl celui du diaiiianl.
qui surpasse de très-|>eu y 3 +V8, mais ce corps ne peut èlre employé pour d'autres niolifs. Potii- trouver un indice notablement
supérieur à Y ,') ^- \ 8 , il laiil aller jusepiau r(''algar. (pii .i pour indice ^2,8, mais (jui est fortemenl colore'^ el aucpiel la théorie de Fresnel ne s'appli(pie [)as.
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La vérification qui coiisislerait à constater ia production de la lumière polarisée circulairemenl par une seule réflexion totale n'est donc pas possible; mais elle peut conduire à d'autres vérifications possibles. La diflerence de phase des rayons réfléchis ne dépendant que de l'angle d'incidence, on peut choisir cet angle de façon qui?
la différence de phase des deux rayons réfléchis soit égale à yi et si
alors on fait réfléchir une seconde fois la lumière sous la même incidence et dans le même milieu, on aura après la seconde réflexion,
entre les deux rayons réfléchis, une différence de phase égale à -i
et, si l'angle a est égal à /i5 degrés, la lumière deux fois réfléchie sera polarisée circulairemenl. On peut aussi produire une différence
de phase égale à - et faire réfléchir trois fois la lumière, ou une
différence de phase de ^ et faire réfléchir quatre fois la lumière, et ainsi de suite.
Pour que la diflerence de phase soit égale à — ^ il faut (pie l'on
ail
u ou
COS 277 -"— ^^ = - — 1
9 — 9 ( 1 +})-) sin- / + fin- sin'' / = V 9 ( i + /;-) sin^ / - s/' -2 , et en simplifiant,
hn- an'' / — (9 + v'9 ) ( t + »-) sin- / + a + \/ 9 --= 0.
On tii'o de là
• o • (2+V''2) fl +/r-)±V(2-)-V 2)'{l + 'i')"— lfi'*M2 + V^2)
sin- 1 = — 5 — -, —
ou
sm- î
(,+VZi)(i+n^)=.Y/(,+V_^y^(,^,,.,„^S,r-(i-4-\^)
(i<'l(e cxjjression est réelle pour le verre et pour les milieux aiiah)!'ues. doni Fiudice varie de i.'i m i.fi.
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Pour une fliftV'rence de |)hase égale à tti on a
ce nui donne
sui"?
Si la (lilTérence de phase est ;;-' on a
COS QTT ■ > ■ = ^'—
et ainsi de suite.
On a donc là une série de vérilications expérimentales très-simples. On trouve deux valeurs pour l'incidence /, ce qui tient à ce que, de j)art et d'autre de la valeur de l'incidence qui correspond à la diftérence de phase maximum, ii y a deux valeurs de l'incidence (jui corresjjondent à des différences de phase égales entre elles.
VERDtT, VI. <)j>tii]lir' . Il
VÉRIFICVTIOXS EXPÔfMFNTVI.ES DE \A TIlÉORIK DE FRESNEL.
I^tîo. Clag^ifleation des vérifications expérimentales.
— Jusqu'ici nous avons exposé la théorie de la réflexion et de la réfraction de la lumière polarisée et de la lumière naturelle sans indiquer les vérifications expérimentales. Nous allons maintenant faire connaître les principaux procédés qui peuvent servir à reconnaître l'exactitude des lois dérivées de la théorie de Fresnel. On remarque dans ces vérifications, les unes antérieures, les autres postérieures à Fresnel, deux périodes bien distinctes: dans la première, on trouva un accord satisfaisant entre la théorie et l'expérience: dans la seconde, on montra que cet accord n'est pas absolu, mais seulement approché. 11 y a là quelque chose d'analogue à ce (pie des observations très-rigoureuses ont appris sur l'inexactitude des lois de Kepler et de la loi de Mariotte.
\ous diviserons ces vérifications en trois catégories. La première comprend tout ce qui est relatif aux modifications qu'éprouve la polarisation de la lumière dans la réflexion et la réfraction, c'està-dire les changements de plan de polarisation, la polarisation complète ou partielle de la lumière naturelle, la transformation de la lumière polarisée rectilignement en lumière polarisée circulairement ou elliptiquement, et réciproquement. La seconde catégorie se compose des mesures photométriques c[ui peuvent servir à déterminer les intensités de la lumière réfléchie ou réfractée dans diverses conditions. L'imperfection des procédés photométriques rend ce genre de mesures peu précises, et il est utile d'\ joindre des mesures calorimétriques. Les phénomènes calorifiques et lumineux doivent en elTet, on le sait, être considérés comme des effets d'un même agent , et toutes les lois établies pour la lumière sont applicables aux rayons calorifiques. Enfin , la troisième catégorie comprend les expériences polarimétriques destinées à reconnaître la proportion de lumière polarisée qui existe dans la lumière réfléchie pro\eii:nil di' la liitinèrc iiiilurfijc.
VERIFICATIONS DE LA THEORIE DE FRESiNEL. ftlil)
A. — Modifications de la polarisatioin de la lumière.
326. lioi de Iflaliig. — La loi expérimentale posée par Malus '*' doit être énoncée en premier lieu. Elle consiste en ce que l'angle A (le polarisation complète par réflexion, lorsque le rayon passe d'un milieu dans un autre, et l'angle B de polarisation complète, ([uand le rayon j)asse du second milieu dans le premier, sont entre eux dans le même rapport que l'angle d'incidence et l'angle de réfraction du premier milieu dans le second, c'est-à-dii'e que l'oji a
sin A SI 11 h
(-elle loi, bien qu'ayant été découverte avant la ihéorie de Fresnel, peut lui servir de vérification. En effet, dans celte lliéoric on voit qu'il V a |)olarisation com[)lète lorsrpie la condition
cot(A + R)=o
est satisfaite, A étant l'aiijjle d'incidence et R l'angle de réfraction, et l'on a de [)liis
sin A
sin II
Inversement, lorsque la lumière repasse du second milieu dans le premier, sons l'angle de polarisation complète dans le second milieu, on a
cot(B + R)=.o, TiTTH^»; d'où il résulte ipie l'on n
et
sin A
iT ■" "•
327. liOi et expériences de Bpewstep. — La seconde loi expérimentale, par ordre chronologique, est celle qui a été décou-
(') Méiit. dp la Soc. (VArcucil. Il, ^h'^. — Mhii. tic lu j,rfiii. vhtxsv de L'Iiisl. . \l, 1 1 a.
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verte par Brewster, en 1810" , et (|ui porte son nom. Elle consiste en ce qne la tangente de l'angle d'incidence qui correspond à la polarisation complète est égale à l'indice de réfraction. On déduit immédiatement cette loi des deux équations
et
d'où l'on tir<'
et
cot ( A + IV) = f sin A =ri sin R,
tanjT A - II.
La condition A + R---^ indique que. pour l'incidence de la polarisation complète, le rayon réfracté est |)erpendicnlaire au rayon ré- Hérhi.
L'importance de cette loi renti nécessaire une vérification expérimentale très-exacte; tel n'a pas été le caractère du premier travail de Brewster, qui est imparfait et qui ne pourrait être considéré comme une vérification si d'autres expériences ])lus rigoureuses ne lui avaient succédé. Brewster a opéré sur dix-huit substances, et les erreurs de ses résultats s'élèvent jusqu'à 3-2 minutes en plus et •jô minutes en moins, dépendant, avec des appareils même ordinaires, on peut mesurer l'angle d'incidence à bien moins d'un demidegré.
Alais en parcourant la liste des substances soumises aux expériences on reconnaît facilement qu'il est inijjossible de tirer de ces divergences une conclusion contre l'exactitude de la loi. dette liste est la suivante :
Air.
Verre opalin.
Spinelle.
Eau.
Gypse.
Zircon.
Spalii lluor.
Topaze.
Verre d'antimoine.
Obsidienne.
Nacre de perle.
Soufre.
Glace.
Spath d'Islande.
Diamant.
Quartz.
Verre orangé.
(>hiomate de plond).
Phil. Triinn. ,
1 iS 1 5 . |)
A la tête de ces substances figure l'air, sur lequel il est impossible de faire une observation directe; Brewster en fixe l'angle de |)olarisalion h lib degrés. C'est l'angle qu'il trouvait en recevant un faisceau lumineux de rayons solaires réfléchis sur les dernières couches de l'atmosphère; de la direction de ce faisceau et de l'épaisseur de l'atmosphère il déduisait l'angle sous lequel le faisceau s'était réiléchi et cherchait à quel angle de réflexion correspondait le maximum de polarisation : il trouva ainsi la valeur de /i5 degrés. Mais il faut remarquer que la polarisation n'est jamais complète dans ces conditions; de plus, certains rayons peuvent avoir été réfléchis plusieurs fois; enfin la réfraction intervient d'une façon complexe, et les résultats sont influencés par la réflexion et la réfraction sur les vésicides de vapeur d'eau. Ce premier résultat n'a donc aucune importance.
Parmi les substances (pii viennent ensuite, l'obsidienne, qui est opaque, le verre opalin, la glace, la nacre de perle, qui ne sont pas transparents, n'ont pas pu fournir des mesures exactes de leurs indices de réfraction. Le gyj^se, le quartz, la topaze, le spath d'Islande, le zircon, le soufre, le chromate de plomb sont des cristaux biréfringents pour lesquels l'indice de réfraction et la loi de Brewster n'ont pas de sens. Le diamant, (Uudié aussi par Brewster, n'a pas d'angle de polarisation coinplèt(^, comme il résulte des expériences de Biot. Enfin sur les cin(j autres substances, l'eau, le spath fluor, le spinelle, le verre orangé, le verre d'antimoine, Brewster considère les résultats comme inexacts pour les deux premières. Il ne reste donc, en somme, que trois substances pour lesquelles on peut compter sur les résultats.
Incidemment. Brewster a constaté qu'on ne peut pas toujours polariser complètement la lumière à la surface de séparation de deux milieux, par exemple sur le verre recouvert d'une couche d'eau. En effet, le plus grand angle que puisse faire avec la normale un i-ayon réfracté dans l'eau est donné par la relation
sinr ^ •
Soit II' l'indice de réfraction du verre par rapport à l'eau, nii
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Hura pour ranjjle A de polarisalion sur le \L'ri-o rccoiiveii (rcaii
tangA == 71 .
Si donc on a r<cA. la polarisation complète ne pourra avoir lieu. On a ainsi la condition
d'où
ol il est facile de s'assuier «[ue celte condition est rein[)li(' pour li' verre et pour Teau.
L'appareil dont s'est servi Brewster se composait d'un cercle mélallicjue gradué, disposé horizontalement, au centre duquel était placée verticalement la lame réilécliissanle. Un tube amenait sur celte lame un faisceau lun)ineu\, cju'on recevait, après sa réflexion , sur un prisme biréfringent porté par une alidade mobile autour du centre du cercle. On plaçait la section principale de ce |)risme dans le plan d'incidence et on cherchait, en faisant mouvoir le tube et l'alidade, la [)osition pour laquelle l'image extraordinaire avait son intensité minimum. Le principal défaut de cet appareil, c'est qu'on |)erd de vue l'image à chaque instant, et tpi'il faut s'en rapporter a la mémoire [)our trouver la j)osition exacte du mimnnim, car l'image ne disparaît jamais complètement.
Pour les liquides, le cercle était disposé verlicalemenl.
StlS. Expériences d'Auguste Seebeck. — En icSoo, Auguste Seebeck '^', reprenant les expériences faites pour vérifier la loi de Brewster, est arrivé à des résultats très-satisfaisants par un meilleur choix des substances et ])ar l'emploi d'iui appareil plus précis. 11 s'est attaché à éviter l'inconvénient (pie nous venons de signaler dans l'appareil de Brewster.
L'aj)pareil de Seebeck s(; com[)Ose d'un cercle vertical (1 (fig. 07), portant sur un de ses diamètres un tube hori/ontal T, cpn' traverse un diaphrajjnie D, derrière h^(|uel se trouve une lampe P. Au
''' Tltrifc iiKiiijinriili' , |](!rliii, liS-Sn. — '*"/i'7;'- '""•> ^-^^ "l-
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centre est un cadre E, perpendiculaire au plan du cercle; ce cadre est destiné à recevoir la lame réfléchissante L. Du côté^du cercle opposé à celui par lequel arrive la lumière. <'st un Nicol|N, destiné à recevoir le ravon réth'clii. Le mouvement du prisme et celui de la lame réfléchissante dépendent l'un de l'autre. A cet effet, le prisme N est porté par un arc denté A, concentrique au cercle, qui lui-même est denté par la partie située en face de cet arc. Entre l'arc et le cercle se trouve une vis hélicoïdale V, (|ui engrène avec l'un et l'autre. Les dents du cercle et celles de l'arc correspondent à des angles au centre égauv, de sorte que, lorsqu'on fait tourner la vis V, le prisme N et l'arc A (pii le porte se déplacent d'un certain angle |)ar rappoi't à cette vis, et la vis elle-même se déplace du même
angle par rapport au cercle C, qui est fixe, entraînant dans son mouvement le cadre E, sur lequel est fixée la lame réfléchissante, et qui est relié à la vis par une alidade B. Si donc on a primitivement disposé rap])areil de manière que le prisme, la lame réfléchissante et le tuhe T soient en ligne droite, et si l'on fait ensuite tourner la vis, la lame réfléchissante tournera d'un certain angle a par rapj)ort à la direction du tube T, et le prisme N tournera d'un angle sa par rapport à cette même direction. Le Nicoi se trouvera donc toujours sur le passage du rayon réfléchi, et on ne cessera pas d'apercevoir l'image. Seebeck opérait du reste de la même manière que Brewster; le soir, lorsque les yeu.v sont très-sensibles à la lumière, en se servant d'une lanqie dans un li(Hi bien clos, il obtenait des résultats ne différant que de 3 à l\ minutes des nombres donnés par la théorie.
Quant au\ indices de réfraction, ils étaient mesurés avec les lames mêmes (|ui avaient servi à déterminer l'angle de polarisation, et avec la lumière de la même lampe, afin d'opérer sur les mêmes rayons, qui étaient les rayons jaunes. Pour corriger les erreurs dues au défaut d'homogénéité de la substance l'éflécbissante, à ce (pie la lame n'é'tait |)as rigoureusement |)ei'pen(liculaire au plan du cercle, e| ;i ce (pie la graduation de ce cercle n'c-tail pas parlail<>. Seebeck
l'-ig-
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retournait la plaque de iSo déférés dans son plan et faisait ainsi deux observations sur chaque face de la plaque: il prenait ensuite la moyenne des quatre observations.
Seebeck a opéré de cette faron sur des substances monoréfringentes susceptibles de donner des mesures exactes et diverseiuenl colorées. Le spath fluor incolore et coloré, l'opale commune, cinq verres différant de composition et de couleur, la pyrope, la blende, soumis à ces expériences, donnèrent des écarts qui allaient jusqu'à un demi-defré. Ces substances ayant été polies par un opticien, Seebeck pensa qu'un séjour prolongé dans le laboratoire pouvait avoir altéré la surface des lames*''. C'est à cela qu'il attribua les erreurs de ses résultats, erreurs qui étaient considérables eu égard au soin avec lequel étaient faites les expériences et à la concordance des quatre observations qu'il faisait sur chaque lame. H polit alors lui-même les lames et les employa quelques minutes après; les erreurs devinrent ainsi inférieures à la limite qu'on pouvait assigner à celles que conq)ortait l'appareil.
Voici le tableau des principaux résultats obtenus par Seebeck :
îNinis Di:s ï-i li.siA.NCKS.
Spatli lluoi' incolore.
Spalli lliior l)leu. . . .
0|)(iie commune. . .
Verre A
l'yroj)e
HIende
") CeUc ailéralion est mise en évidence par le pliénoinène des iwagm de Mospr. Un corps placé en face d'nnc surface polie finit par \ imprimer son image, ce qui lient à i'i'vaj)oralion de matières grasses et autres qui émanent de ce corps. (le phénomène a sa pins ■;r;md(! inlensilé pour le veirc, dont on couiiail li' jjrand pou\oir de condensation ]t(inr li's li(pii(ies cl poiu' li's gaz.
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329. ]?Iesures de la rotation du plan de polarisation. — Expériences de Fresnel et de Bre^vster. — IjOisciuc ia lumière incidente n'est ])lus naturelle , comme nous l'avons supposé dans les véritications dont nous avons parlé jusqu'ici, mais bien polarisée rectilignement. la lumière réfléchie et réfractée est aussi polarisée rectilignement, mais le plan de polarisation subit, en général, une déviation. L<^s lois théoriques de cette déviation du plan de polarisation peuvent facilement être soumises au contrôle de l'expérience. On emploie à cet effet un cercle gradiui vertical, au centre duquel est placée horizontalement une plaque de la substance sur laquelle on veut op('rer. Deux alidades portant chacune un prisme de Nicol se meuvent autour du centre. L'un de ces prismes sert de polarisateur, et l'on place sa section principale dans une position déterminée par rapport au plan (rincidence. La seconde alidade est placée de manière à recevoir le rayon réfléchi; on tourne le Nicol qui y est adapté de manière à obtenir l'extinction, puis, amenant ce prisme sur le |)rolongement du rayon incident après avoir enlevé la phique, on le tourne ius(|u'à ce que l'extinction se produise de nouveau. L'angle dont on a tourné la section principale de ce second prisme, angle (pii doit pouvoir être mesuré par une graduation, indique la déviation du plan de [)olarisation. Si la lumière est intense, on peu! obtenir une approximation de !\ ou 5 minutes. Fresnel et Brewster, qui opéraient avec la lumière des nuées, avaient des erreurs variant d'un degré à un degré et demi.
La mesure de la déviation du plan de polarisation par réfraction est encore plus facile; on place au centre du cercle une lame à faces parallèles et on reçoit sur le second Nicol le rayon réfracté au sortir de la lame. Comme il y a deux réfractions, le rapport des tangentes des angles que font avec le plan d'incidence les plans de polarisation du rayon deux lois réfracté et le plan de polarisation
primitif doit, d'après la théorie de Fresnel, être égal à . . ■_ . •
Fresnel a exécuté sur le verre et sur l'eau deux séries de mesures"'; il faisait varier la position du plan primitif de jiolarisation par rapport au plan diiicideiice. Les ("carls allaient )us(prà un degré
'•" Anii. ili' c'iiiit. l'idr iiliijs. , (•>). Wll, ;!i'i. -- OKtint's i-oinplèlo^ . I, (l/io.
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et demi avec la Ininière difriisc: ils u'élaicnt pas supérieurs aux erreurs que comporte l'appareil.
Brevvster a fait des e\])ériences analogues'^'. Il a opéré sur plusieurs espèces de verre en laissant le plan primitif de polarisation à /i5 degrés du plan d'incidence et en faisant varier l'angle d'incidence. Il a aussi essavé d'expérimenter sur le diamant et a trouvé des résultats assez concordants, mais qui ont peu d'importance, car la théorie de Fresnel. comme nous le verrons plus loin, ne s'applique pas à ce corps. 11 a étudié le quartz sous l'incidence de 70 degrés, l'azimut du plan de polarisation variani de zéro à -jo degrés. Cette substance était nnil choisie parce (pi'elle est biréfringente; mais comme les deux indices sont peu ditférents l'un de l'autre dans le (juartz, les lois de Fresnel y sont vérifiées approximativement.
Dans les deux cas, Brewster a reconnu que l'hétérogénéité de la lumière blanche nuit à l'exactitude des observations. Il est probable (|ue l'altération de la surface agit ici connue dans les expériences de Seebeck.
830. Vérification clegi formules relati^eg à la réfleiLioii totale. — Parallélipipède de Fresnel. — Brewster a fait (pielques expériences sur le cas de la réflexion totale; il a vu que la lumière polarisée peut se dépolariser en tout ou en partie [)ar la réflexion totale, mais il n'a donné aucun résultat précis. Fresnel'-', pour vérifier les résultats de sa théorie (32^), a cherché à transformer la luniière polarisée rectilignement en lumière polarisée circulairement au moyen de réflexions multiples sous un angle déterminé, l'azimut du plan de polarisation par ''S-^**- rapport au ])lan d'incidence étant de /i.") de-
grés. Pour rendre plus facile la construction des appareils, il a toujours fait subir à la lumière un immbre pair de réflexions.
Sup|)osons un parallélipipède droit, en verre, à base de parallélo-
C' Phll. Tram., i83o, p. (it), i3;5, i/iT). '■2) (iulli'l. (h; la Sor. Philnmalh. , iSaiJ, p. :!(). \\l\. 17."). — (tl'liirrcb riinijiUica , I, nW.\.
— .\nii. ilr ckiiii. ri de jiInjS. , (tî),
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fjrainmc lrès-allon{]é. Un rayon SA (lifj. 58) toin])p nornialonicnt sur le petit côté de la base; il [lénètre clans le verre sans modification et se réfléchit totalement en A, si l'angle M est assez voisin de yo degrés; il se réfléchit de nouveau en B. si le parallélogramme de hase est suffisamment allongé, et émerge normalement du verre suivant BC. Kn augmentant convenahlement la longueiu* des grands côtés du parallélogranmie, on peut faire en sorte que le rayon n'émerge ([u'après -2 . /i . 6 , 8 , . . . réflexions totales, qui se t'ont toutes sous le mêi]ie angle. Or. si l'angle d'incidence est celui qui ]>roduil
une diflerencc de phase égale ii y ■> w ■< — i ,. -j , 'i . (i , 8 , , . .
TV
réflexions donneront une différence totale de phase égale à -■. et, si le ra\on incident est polarisé à /iô degrés du plan d'incidence, la lunu'ère émergente sera circulaire.
Tel est le principe du parallélipipède de Fresncl. Une fois qu'on a constaté que le rayon émergent est polarisé circulairement, on peut vérifler que le sens de cette polarisation circulaire change si le plan de polarisation passe de l'autre côté du plan d'incidence.
Béciproquement, si on fait arriver sur cet appareil un rayon polarisé circulairement, c'est-à-dire un ravon dont la composante j)arallèle et la composante perpendiculaire au plan d'incidence ont
même intensité et une ddîerence de phase égale à -i les deux composantes, au sortir du parallélipipède, auront une différence de phase égale à 7r: la lumière émergente sera donc polarisée rectilignement dans un plan faisant avec le plan d'incidence un angle de hh degrés à droite ou à gauche, suivant le sens de la polarisation de la lumière incidente.
Le paralh'lipipède peut aussi transformer en lumière |)olarisce elli|)fifpiement, avant ses axes dans le plan d'incidence et dans le plan per[)endiculaire, la lumière polarisée rectilignement, dont le plan de polarisation est à /i5 degrés du plan d'incidence, et récipro- (juement.
Le paralh'lipipède de Fresnel a. comme on voit, toutes les proj)riétés d'une lame d'un (piarl d'onde, et il doit lui être préfV'rc' pour les expériences sur la lumière hlanciie, |)arce (|ue la diDV'rence de marche est peu considérahle dans le verre pour les ravonsdes diflé-
rentes couleurs. Au contraire, on doit employer j)lutc)t la lame d'un quart d'onde quand la lumière sur laquelle on opère est monochroraatique. Mais le |)rincij)al inconvénient du parallélipipède de Fresnel est que le faisceau ne conserve plus sa direction et se meut quand le paraHëli])ipède tourne, de sorte qu'il faut que les autres parties de l'appareil suivent ce mouvement.
Vérificatioiiii portant sur les rayons calorifiques
— Comme nous l'avons déjà dit, les rayons de chaleur, même obscure, suivent exactement les mêmes lois que les rayons lumineux. Ils peuvent interférer entre eux, subir la double réfraction et se polariser dans les mêmes conditions que les rayons lumineux. On peut donc vérifier sur les rayons calorifiques, tout aussi bien que sur les rayons lumineux, les conséquences de la théorie de Fresnel.
Bérard a, le premier, en i8gi'*', démontré que les rayons calorifiques peuvent se |)olariser par réflexion, comme les rayons lumineux. Il recevait la chaleur sur un miroir de verre; une seconde réflexion servait à reconnaître l'état de polarisation de la chaleur réfléchie; un petit miroir métallique concave recevait les rayons après leur seconde réflexion et les concentrait sur la boule d'un thermomètre très-sensible. Bérard trouva que l'angle de polarisation complète est le même j)Our la chaleur (|ue pour la lumière. Plus tard, knoblauch. en se servant du thermo-multiplicateur de Melloni, a fait des expériences plus précises'^' et reconnu que l'égalité des angles de polarisation de la kunière et de la chaleur n'est pas rigoureuse, ce qui n'a rien d'étonnant ])uisque les rayons de chaleur obscure sont moins réfrangibles (pie les rayons lumineux de l'extrémité rouge (\u spectre.
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332. Remarc|ues de IVeuniann sur le degré d'importance de ces mesures. — Nous allons maintenani aborder les V(''ri(icatioiis des lois de Fresnel au moyen de la mesure des intensités de la lumière réfléchie el réfractée. Nous remainpierons d'abord
(I) Mèn.d'Arnivil, lit, .").
'') Poijg. i(m.,LX\IV, i()i, 170, 177. - /h../.,\V11, i-2'A.
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avec Neumann que ces vérilicalions ne sont pas absolument nécessaires, parce que, de la vérification des lois sur la déviation du plan de polarisation, peut se conclure celle des lois sur les intensités qu'on peut déduire des |)reniières.
Le principe des forces vives est en effet un principe incontestable, et que l'on peut poser a priori En désignant par R^ et R'^ les forces vives ou les intensités du ravon réfléchi et du rayon réfracté, on a, en prenant pour unité l'intensité du rayon incident, dans le cas où la lumière incidente est polarisée parallèlement au plan d'incidence,
i = R-^ + ir^
et, dans le cas où la lumière incidente est polarisée perpendiculairement au |)lan d'incidence,
t=R'i-fR'r.
Rj et Ri" étant les intensités des rayons réfléchi et réfracté.
D'ailleurs, si on regarde les lois de la déviation du plan de polarisation comme vérifiées par les expériences de BrewstiM'. on a
ros (/ — /•)
et
I\' cos (/+/■)'
d'après les valeurs que ces lois donnent pour les tangentes des angles des plans de polarisation des rayons réfléchi et réfracté avec le plan d'incidence. De ces fjuatre écpiations il est facile de déduire R2, R'2, R'J et Rf , et on retrouve les valeurs déterminées pai- la thé'orie de Fresnel.
333. E!Kpérienees de Bou|çuer. — Il n'est pas inutile de remonter jusqu'aux expériences de Bouguer sur l'intensité de la lumière réfléchie, parce qu'elles sont plus exactes que ne pourrait le faire supposer l'état de la science à l'époque où elles ont ét(' faites, et que, même comme vérification des lois sur les intensités, elles
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l'emportent sur des expériences postérieures en ce qu'elles sont plus simples et plus directes.
Bouguer choisissait un jour où la lumière du ciel était bien homogène : il Lt faisait arriver dans la chambre obscure par deux ouvertures rectangulaires. Ces luujières tombaient chacune sur une moitié d'une feuille de papier: les deux moitiés de cette feuille étaient séparées par un écran, et chacune d'elles ne recevait de lumière que par une ouverture. La hmiière de l'une des ouvertures n'arrivait à la feuille de papier qu'après s'être réiléchie sur la substance qu'on voulait soumettre à l'expérience. On diminuait la largeur de l'ouverture par laquelle arrivait la lumière directe jusqu'à ce que les deux moitiés de la feuille de papier parussent également éclairées. L'intensité de la lumière envoyée par la plus petite ouverture est alors égale à celle de la lumière réiléchie qui provient de la grande ouverture, et le rapport de l'intensité de cette lumière réfléchie à l'intensité de la lumière directe fournie par la grande ouverture est égal au rapport des largeurs de ces deux ouvertures. En elfet, deux points placés seinblablement sur chaque moitié de la feuille reçoivent (les cônes de lumière avant pour bases les ouvertures. Ces quantités de lumière sont donc proportionnelles aux bases et par suite au\ largeurs des ouvertures, si ces ouvertures ont même hauteur, et si de plus les chemins parcourus par la lumière sont égaux de part et d'autre.
Bouguer a étudié par ce moyen la réflexion sur le verre et sur l'eau sous des incidences variables, il a pu ainsi construire des tables qui donnent les intensités correspondant aux difl'érents angles d'incidence. A l'aide de ces résultats il a ('labli une formule empirique à trois termes, de la forme
z étant le sinus verse de l'angle d'incidence, i l'intensité, <i^h. c trois coefficients constants déterminés par les expériences. On peut, d'à- a près cette formule, construire une table pour les diverses incidences et comparer les nombres de cette table avec ceux dune autre table dressi'c d'après les formules de Fi'esnel.
O.-îl 1
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nrcnd l'indice ép;al à -r, • I '> ,)
KXI'Kr.lENCKS JilKdlili;
IXOIDKNCK.S. flf <!''
Bougiier. Kfi-sucl.
•iO" 0,0 18
ho" 0,09 'i
L'œil n'appréciant l'intensité de la lumière qu'à ^près, on peut,
jusqu'à l'incidence de 80 degrés, considérer la concordance entre les nondjres observés et les nombres calculés comme siiflisante. Au delà. les écarts augmentent, mais aussi l'intensité varie très-vite, de sorte (|ue les différences ne correspondent qu'à des angles inférieurs à un demi-degré; la vérification peut donc élre regardée comme suffisante.
Le tableau précédent montre que jus(|u'à 00 degrés l'intensité de la lumière réffécbie sur l'eau est à peu près constante, puis qu'elle croît lentement jusqu'à 80 degrés, et (pi'au delà de cette incidence l'accroissement devient beaucoup plus rapide.
Pour le verre, Bouguer avoue avoir été obligé d'exécuter plusieurs séries de mesures qui ne sont pas très-concordantes; la cause d'erreur signalée par Seebeck avait sans doute une grande influence. On ne doit pas s'attendre par suite à uno concordance très-grande : d'ailleurs on ne sait pas (|uel verre Bouguer a employé et quel était son indice. Néanmoins, l'indice des anciens verres s'écartant peu de 1,5, on a calculé les résultats de la tbéorie d'après cette valeur.
Voici les deux tables comparatives des rf'sultats (pii ont ('(('• ob-
/i56 HÉFLFAION ET RÉFRACTION DE LA LUMIÈRE POLARISÉE, tenus par Bouguer et j)ar Fre>nel dans leurs expériences sur le verre :
F.\PÉR1E>CF.S THÉORIE
INCIDENCES. de (Jg
Bouguer. Fresnel.
lO". . . . . 0,025
20° o.oa5
3o" 0,029 o,oii
Uo" o,o3Zi
Les expériences anciennes ne contredisent flonc pas la théorie do Fresnel, et il v a un accord suffisant dans les cas où elles ont été faites avec le plus df^ |)récision,
33/i. Expériences d'Arago. — Nous avons maintenant à parler des expériences qu'exécuta ou que fit exécuter Arago avec un instrument imaginé par lui, ingénieux sans doute, mais très-compliqué et (pii n'a pas toute la certitude que l'auteur avait cru pouvoir lui attribuer"-.
Son procédé repose sur ce fait, que la lumière naturelle fournit, après avoir traversé un cristal biréfringent sous l'incidence normale, deux rayons égaux en intensité. L'expérience semble rendre ce fail évident tant qu'il ne s'agit (pie de l'approximation (jue la vue peut atteindre, mais il était nécessaire, pour le but que se proposait Arago, de démontrer rigoureusement ce |)rinci|)e. (l'est ch qu'il fil de la manière suivante 11 recevait noiuialcment la lumière naturelle sur une lame de cristal de roche parallèle à l'ave: cette lumière se divisait en deux faisccanv (pii. à la sortie du cristal, avaient une grande diflV'rence de marcbe. mais (jui. t'tant j)eu écartés, se recouvraient en |»ai'lie. (lette jjortion commune des deiiv faisceaux devait
('- ^£((//v.s- ramph'li's . \ , i :)0 , 1>^."), m;, 'lOS. — C. H.. \\\ , .'50.'), 'l •>.!.— Insl.. I. loC: Wlll. 1..."). iS--.
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fjvoir loules les propriélés de la lamièrc naturelh^ si les intensités des deux faisceaux étaient égales, car on sait que le rayon résultant (le deux rayons polarisés à angle droit, de même intensité et avant une grande difl'érence de marche, présente toutes les i)ropriétés de la lumière naturelle. Cette partie commune des faisceaux ne devait donc donner au polariscope aucune trace de coloration : c'est ce que vérifia Arago. La moindre différence entre les intensités des deux faisceaux aurait donné lieu à des colorations sensibles. Les deux rayons émergents sont donc bien égaux en intensité, au moins sous l'mcidence normale, car, sous une autre incidence, il pourrait ne pas en être de même. Ils sont encore égaux dans l'intérieur du cristal, car la portion qui se réilé'cbit à la surface d'émergence est la même pour l'un et pour l'autre. Chacun des faisceaux réfractés dans le cristal est donc la moitié' de la (juantité de lumière incidente qui pénètre dans le cristal.
C'est en se fondant sur ce prmcipe ([u Arago a pu construire un petit appareil capable de donner des faisceaux lumineux dont les intensités sont dans le rapport de i à 2. Cet appareil n'est autre cpi'un prisme de Rocbon, formé de deux prismes trapézoïdaux de quartz dont les axes sont perpendiculaires l'un à Faufre. AB (fîg. 59)
est la face de jonction. Un faisceau lumineux MN, qui tombe sur la face AB, se bifurque assez forte-
ment et donne à l'émergence deux
Fijj. 69.
faisceaux complètement séparés, si l'épaisseur de la lame est assez grande et si le faisceau est assez mince. Les deux faisceaux ainsi sé- |)ar(''s sont ('gaux en intensité, d'après ce que nous venons de voir, Lhi autre faisceau M'N', qui ne rencontre que l'un des |)rismes, donnera deux faisceaux émergents beaucoup moins divergents, et la partie commune d<' ces deux faisceaux aura une intensit('' double de celle de chacun des faisceaux émergents provenant du faisceau MIV, si les deux faisceaux incidents MN et M'X ont des intensités égales; car, le baume de Canada «pii joint les dcnix prismes ayant même
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iiidico (|ue le quartz, il n'y a pas do reflexion sur la face de jonclion AB. Cet a|)])areil sert, comme nous allons le voir, dans la mesure de l'intensité de la lumière réfléchie.
La lame de verre L sur laquelle opérait Arago était fixée perpendiculairement sur le plan d'un cercle horizontal gradué (1 (fig. ()o), de manière qu(^ la surface réfléchissante passât par le centre et fui verticale. Autour du centre pouvait se mouvoir une alidade terminée par un tuhe T muni d'un diaphragme. C'est par ce tube que l'œil
recevait la lumière. Cette lumière était envoyée sur la lame réfléchissante par une feuille de papier AB, bien homogène afin qu'elle diffusât également la lumière. Cette feuille , partagée en deux moitiés par un ('■cran opaque D, avait en avant d'elle deux tiges noires kl et le'!', horizontales etsymétricjues par rapport à la lame , de sorte que l'reil placé à l'extrémité du tube T voyait kl par réflexion et A'/' par réfraction comme deux lignes noires se détachant sur un fond blanc. Ces lignes paraissaient d'autant plus noires que la moitié du papier sur laquelle elles se projetaient était plus fortement éclairée. Les liges kl, k'I' doivent être assez longues pour être rencontrées par les rayons qui, émis par la feuille de papier, suivent la direction du tube T après s'être réfléchis ou réfractés, quelle que soit la position qu'on donne à ce tube.
Les deux moitiés de la feuille de papier émettaient évidemment des quantités égales de lumière, et, par suite, le faisceau réfléchi provenant de la portion AP de la feuille de papier et le faisceau réfracté provenant de la partie PB de cette feuille avaient des intensités égales à celles d'un faisceau réfléchi et d'un faisceau réfracté |)rovenant d'un même faisceau incident.
Dans une première expérience, on faisait mouvoir l'alidade jus- (ju'tj ce que l'image réfléchie de /./ parut identique à celle de k'I' vue par réfraction. Les deux liges devaient être placées à des hauteurs
Fiff. Go.
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un peu inégales, fie façon que toutes deux fussent vues du côté de k'I', parallèles entre elles, distinctes, mais peu éloignées l'une de l'autre.
Les yeux en général apprécient l'intensité à ^ près, et les yeux sensibles à ^ près; la disposition de l'appareil permettait de bien comparer les deux images : l'approximation pouvait donc être assez grande. Pour diminuer encore les erreurs, on répétait les expériences de l'autre côté de la lame de verre. On corrigeait ainsi les erreurs dues au défaut de coïncidence de la lame avec le zéro de la graduation du cercle, au défaut de l'égalité des pouvoirs diffusants des deux moitiés de la feuille de papier, et enfin à l'inégalité du pouvoir réflecteur des deux faces de la lame de verre.
Arago a Irouvé que les deux images sont également intenses lorsque l'alidade fait avec la normale à la surface un angle égal à -78° 62'. Il faut en conclure que c'est sous une incidence de 78° 62' que doit se réfléchir la lumière sur le verre pour que les intensités de la lumière réfléchie et de la lumière réfractée soient égales entre elles.
On cherchait ensuite l'incidence sous laquelle l'intensité de la lumière réfléchie était double de celle de la lumière transmise. C'est à quoi servait le prisme que nous avons décrit plus haut. On plaçait ce prisme perpendiculairement à l'alidade, de façon à faire tomber le faisceau réfléchi sur la surface de séparation qui se trouve dans l'intérieur du prisme et le faisceau réfracté sur une partie latérale pour qu'il ne traversât qu'un seul des deux prismes. On avait ainsi deux images réfléchies et une transmise, et on cherchait la position où elles étaient égales en intensité. Mais il faut remarquer que, pour qu'il y ait égalité entre les deux images données parle prisme de quartz et correspondant à un même faisceau incident, il faut que la lumière qui tombe sur la première surface soit naturelle et non polarisée. C'est ce qui n'a lieu ici ni pour le faisceau réfléchi, ni pour le faisceau réfracté, qui sont l'un et l'autre polarisés partiellement. H faut donc, avant de faire tomber les deux faisceaux sur le prisme, les dépolariser en altérant leurs intensités dans le même rapport. On emploie à cet elfct une lame de cristal de l'oclu' que
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l'on place entre le prisme et la lame réQéchissante et dont l'axe est à /i5 degrés du plan d'incidence; cette lame transforme les deux faisceaux en lumière naturelle. On peut donc ainsi mesurer exactement l'angle d'incidence pour le(|uel l'intensité de la lumière réfléchie est double de celle de la lumière réfractée.
De même on peut, après le passage des faisceaux à travers le prisme de quartz, les dépolariser de nouveau et les faire tomber sur un second prisme de quartz où chacun des deux faisceaux correspondant à la lumière réfléchie se trouve encore dédoublé : il } aura alors, en définitive, cinq images dont quatre provenant de la lumière réfléchie et une seule de la lumière transmise. Si l'on fait tourner l'alidade de façon a rendre toutes ces images égales en intensité, on aura l'incidence pour laquelle l'intensité de la lumière réfléchie est quadruple de celle de la lumière transmise.
Voici les principaux résultats de celte première série d'expériences : on prend pour unité la somme des intensités de la lumière réfléchie et de la lumière réfractée, c'est-à-dire celle de la lumière incidente.
PROPORTION A^CLES
d'incidence. , -, -n - i ■
liinuere rdlecliif.
(S-^'aS' 0.8000 = 7
Les (Icrnièies expériences, dans lescpielles la pro|)()rti()n de hnmère
réfléchie est inférieure à - ■> ont été faites par un procédé inverse de
celui que nous avons décrit, c'est-à-dire en faisant tomber le faisceau réfracté, au lieu du faisceau réfléchi, sur la partie du prisme de quartz qui donne deux faisceaux distincts. Telle est la première
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série des expériences d'Arago, ce qu'on peut appeler ses expériences directes. Mais ce procédé ne peut servir à déterminer l'intensité de la lumière réfléchie dans le voisinage de l'incidence normale. C'est pour avoir des résultats dans le voisinage de cette incidence qu'Arago entreprit, par un procédé un peu indirect, une seconde série d'expériences.
Il s'agit de mesurer l'intensité de la lumière réfléchie pour des incidences comprises entre Go degrés et zéro. Pour cela, on interpose sur le chemin du faisceau lumineux émané de la partie PB de la feuille de papier et destiné à être transmis par la lame de verre une seconde lame identique à la première et à faces parallèles, et l'on place cette seconde lame de façon que l'angle d'incidence sous lequel les rayons émis par la surface PB tombent sur sa surface soit celui sous lequel on veut mesurer l'intensité. Puis, en faisant tourner la seconde lame de manière que l'incidence des rayons qui tombent sur cette lame demeure constante, on fera également tourner l'alidade jusqu'à ce que, sans l'emploi d'aucun prisme, les deux images correspondant au faisceau réfléchi et au faisceau réfracté aient même intensité. A ce moment, l'intensité de la lumière réfractée est égale à celle de la lumière réfléchie. Les nombres obtenus dans la première série d'expériences donneront facilement par interpolation le rapport qui aurait existé entre les intensités de la lumière réfractée et de la lumière réfléchie si la seconde lame n'existait pas. En divisant l'unité par ce rapport, on aura le rapport des quantités de lumière transmise quand il y a une lame secondaire et quand il n'y en a pas, c'est-à-dire le rapport de la ([uantité de lumière transmise par la seconde lame à la quantité de lumière incidente, d'où l'on déduit immédiatement le rapport de la quantité de lumière réfléchie par cette seconde lame sous l'incidence qu'on a choisie à la quantité de lumière incidente.
On peut également, dans cette seconde série d'expériences, se servir d'un ou de plusieurs prismes, tout en conservant la seconde lame de verre. Lors(pi'on aura obtenu l'égalité des images, l'intensité de la lumière réfléchie sera alors deux, quatre,... fois phis grande (pie celle de la bimièie ti'ansinise, sni\anl le nomhic (h's prismes,
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qu'aurait l'intensité de la lumière réfractée avec celle de la lumière réfléchie si la seconde lame n'existait pas, pour avoir le rapport de l'intensité de la lumière transmise par la seconde lame à l'intensité de la lumière incidente.
Voici les résultats obtenus dans cette seconde série d'expériences :
ANGLES PROPORTION
d'incidence. de Juraière réfléchie.
335. Discussion des ei^périences d'Arago. — La comparaison des nombres obtenus dans les expériences d'Arago avec ceux qu'on déduit de la théorie est moins simple que pour les expériences de Bouguer. Dans celles-ci, si l'on prenait la précaution de noircir la seconde face de la lame réfléchissante, il n'y avait qu'une seule réflexion , de sorte que l'intensité calculée s'obtenait au moyen
de la formule
j 1 sin- (?'—/■) 1 tang-(i! — r)
2 sin- (/ + /•) 2 tang- [i-^r)
Dans les expériences d'Arago, au contraire, il faut tenir compte, dans la lumière réfléchie, non-seulement des rayons réfléchis à la première surface, mais aussi de ceux qui, réfléchis à la seconde surface, viennent émerger à la première après avoir subi une, trois, cinq, . . . réflexions intérieures.
Comme les intensités de ces ravons décroissent très-vite, elles forment une série rapidement convergente, et, puisqu'il y a une grande difl"érence de marche entre ces difl'érents ravons réfléchis, il suflit, pour avoir l'intensité totale d'un rayon réfléchi, de faire la somme des intensités de tous les rayons réfléchis qui, à l'émergence, suivent h même direction, sans tenir compte du phénomène de l'interférence qui ne peut avoir lieu.
Supposons la lumière polarisée dans le plan d'incidence, et, prenant pour unité l'intensit/' du ravon incident, mprésentons par u-
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l'inlensité du rayon rélléchi à la preinièrc surface. L'intensité du rayon réfracté sera i -ir, celle du rayon rélléchi à la seconde surface «e^(i — w"), et enfin celle du rayon émergent ii-^ (i — u~y. Ce rayon a été réfléchi une fois et réfracté deux fois. Le suivant sera réfléchi trois fois et réfracté deux fois ; son intensité sera donc
L'intensité du rayon qui a été réfléchi cin([ lois sera
et ainsi de suite.
On a donc à faire la somme des termes n'^, m- ( i — u^f, m'' (i - u-)-,
m'*' (i — M-)', Ceux qui suivent u~ forment une progression
géométrique dont la raison est u'-^; leur somme a donc pour Innite
u-ii — u- -
et l'intensité totale du rayon réfléchi est
I = ^2 + ii!lLz^^
Si le rayon incident était polarisé perpendiculairement au plan d'incidence , on trouverait de même pour l'intensité totale du rayon réfléchi
w''^ étant l'intensité du rayon réfléchi à la première surface.
La lumière naturelle pouvant être considérée comme composée de deux faisceaux polarisés à angle droit et égaux en intensité, on a pour l'intensité totale du rayon réfléchi, quand le rayon incident est naturel ,
Quant à l'intensité de la lumière transmise, elle s'ohtient en retranchant de l'unité celle de la linnièrc n'Ilécliic : (A\v a donc
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j)our expression
rp i 1 — «- , 1 1 — u -
Les amplitudes u et u' étant des fonctions connues des angles t et r, on peut calculer les intensités R et T pour une valeur donnée de /.
Arago n'a pas vérifié par lui-même si ses résultats concordaient avec les nombres déduits de la théorie. Il n'a même pas donné l'indice de réfraction de la lame dont il s'est servi, ce qui serait nécessaire pour faire cette vérilication.
Cependant on peut calculer cet indice en se servant du résultat de l'une des expériences d'Arago et des deux équations
sin i=^nsmr et
Dans la dernière équation, R est l'intensité déterminée expérimentalement de la lumière réfléchie sous l'incidence i; u' et u"^ ont
. , siii-(«- r) tang-( i-r)
respectivement pour valeurs -=—5-7 ; et 7 — ^tp ; •
1 i sin^(«4-r) tang-(?-+-r]
Le résultat qui semble le plus propre à calculer cet indice, comme devant être le plus exact, est celui qui a été trouvé en cherchant pour quelle incidence la lumière réfléchie et la lumière transmise sont égales, car l'appareil est plus simple dans ce cas que dans tous les autres, et les quantités que l'on compare sont du même ordre de grandeur. On a trouvé '7 8° 5 9' pour la valeur de l'angle d'incidence sous lequel, pour le verre, la lumière réfléchie a pour intensité o,5. L'équation à résoudre en substituant ces valeurs dans les deux équations posées plus haut serait du douzième degré; le calcul serait donc long et pénible. Mais on peut beaucoup l'abréger en remarquant que l'indice moven des verres employés est i,5, ce qui donne une valeur approchée de la racine. On peut alors faire dans la seconde é(piation /='y8''52', calculer r en donnant à n des valeurs peu différentes de i,5 en dessus et en dessous et chercher j)Our laquelle de ces valeurs R se rapproche le plus de 0,5. On trouve ainsi pour l'iiKlicc {\o r('lia(iioii le nombre i.^iqG.
En se servant de cet indice pour calculer les nombres déduits de la théorie on obtient le tableau comparatif suivant :
ANGLES VALEURS VALEURS VALEURS
d'incidence. observées observées calculées DIFFÉKE^CEs.
de R. de T. de R.
85''28' 0,7600 o,'i5oo 0,77^7 +0,02/17
78°59' o.5ooo o,5ooo " //
63"2/i' 0,1690 o,8/io6 0,11/16 — o,o/i5o
L'accord n'est pas très-satisfaisant, mais il n'y a pas là d'objection bien sérieuse, parce que les écarts les plus forts se manifestent pour les expériences indirectes c[ui sont le moins susceptibles de précision, car, dans ces expériences, la lumière était transmise par deux lames de verre et l'angle d'incidence sur la lame oblique ne pouvait se mesurer directement. De plus, ces expériences difficiles n'ont été faites qu'une seule fois par deux observateurs, et il est probable qu'elles n'ont pas été bien faites.
Dans la première série des expériences, l'accord est suffisant pour les expériences les plus simples; ce n'est que pour les cas plus compliqués que les erreurs augmentent. Il serait utile de reprendre ces expériences en polissant soi-même les lames de verre pour éviter les altérations de la surface.
Il est utile de remarquer que. pour les angles de ^S^By', 72°/i3' et 6 8° 61', l'accord est satisfaisant, car ce sont ces trois résultats qui ont servi à Arago pour vérifier une loi pbotométrique importante.
Arago a encore vérifié une loi simple découlant de la théorie de Fresnel : c'est que l'intensité de la lumière rélléchie sous l'incidence correspondant à la limite de la réflexion totale est égale à celle de la lumière incidente. Arago se servait, pour faire cette vérification, de l'appareil décrit plus haul. La lumière réfléchie traversait norma-
lement avant la réflexion un cube de verre, et la lumière destinée à être transmise par la lame traversait un prisme de verre disposé de telle façon que les rayons arrivant sur l'une des faces MN du prisme (fig. 6i), sous l'angle limite de la réflexion totale, étaient normaux aux deux autres faces MP et NP. Si la réflexion sur MN est réellement totale, la modification éprouvée par les deux faisceaux, réfléchi et transmis, en traversant le prisme et le cube, sera la même, et l'égalité Fig. 61. des deux images devra encore avoir lieu
sous une incidence de 'y 8" 5 9'. L'expérience donne le nombre 7 8° 5 1'.
IVIesures calorimétriques de Ifl]yi. de la Provostaye
et V. Desains. — Le véritable moyen de vérifier les lois des intensités est d'avoir recours aux expériences calorimétriques. L'emploi du noir de fumée permet de donnera ces mesures une précision très-grande, car on sait qu'une surface recouverte de cette substance absorbe intégralement la chaleur rayonnante qui tombe sur elle et la transforuie en chaleur à l'état statique. MM. de la Provostaye et P. Desains ont fait ces expériences ^'', et la conformité des résultats qu'ils ont obtenus avec la théorie est tellement satisfaisante qu'on doit en conclure l'inexactitude des observations d'Arago.
Ces deux physiciens faisaient réfléchir sur une surface la chaleur polarisée successivement dans le plan d'incidence et dans le plan perpendiculaire, au moyen d'un prisme biréfringent. Ils avaient choisi pour surface réfléchissante une lame de verre noircie à sa seconde face pour éviter les réflexions secondaires. L'indice de cette lame avait été mesuré au moyen de l'angle de polarisation complète et trouvé égal à i,52. Les intensités des faisceaux calorifiques étaient mesurées au moyen d'un thermo-multiplicateur.
Voici les principaux résultats obtenus pour le cas oii la chaleur est polarisée dans le plan d'incidence :
'" Ann. de ,1,1»,. H <lrjà,is: . [Z], \XX , p.^O. _ C.H, \\\|, r,i:..— Jnsl.. Wlll. /| :! 2 .
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ANGLES INTENSITÉS INTENSITES
,,. . , , , , ,, DlFFEnE.NCES.
u incidenee. observées. calculées.
So" 0,061 0,061 0,000
tlO" 0,081 0,081 0,000
60° o,i83 0,180 -H o,oo3
75° 0,407 o,io8 — 0,001
80° o,55i o,5/i6 + o,oo5
Ces nombres sont les moyennes d'un grand nombre d'observations. De plus , les expériences pour les incidences voisines de l'incidence normale n'ont pas été faites directement, à cause du peu de précision que comporte toujours la mesure d'une quantité quand on la compare à une autre très-grande par rapport à elle , et parce qu'il y a des inconvénients à se servir du galvanomètre dans des régions très-différentes. C'est pourquoi on comparait le rayon réfléchi sous de petites incidences, non pas au rayon incident, mais à des rayons réfléchis sous des incidences plus grandes et déjà étudiés.
Pour la chaleur polarisée perpendiculairement au plan d'incidence, MM. de la Provostaye et P. Desains ont obtenu les résultats suivants :
DIFFERENCES
d incidence. observées. calculées.
'y.S° 0,o3o 0,027 + OiOO»^
70° o,oû3 o,oh'2 +0,001
80° o,-24o 0,236 +o,oo4
Une seconde série d'expériences de MM. de la Provostaye et Desains a pour objet la transmission de la chaleur par une pile de glaces ^^K
Les formules de Fresnel suflisent pour calculer l'intensité du faisceau transmis par un certain nombre de glaces à faces parallèles, l'intensité du faisceau incident étant prise pour unité. Toutefois le nombre indéfini des réflexions qui ont lieu dans chaque lame semble
0) A,m. d,' rhun. al ,lr plajs. , {^), XX\, iTxj. — C. Il, XXXI, 19. — A//.s-/., Wlli,
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rendre la solution de ce problème inextricable. Maison a remédié à celte confusion par un artifice qui consiste à supposer connue l'intensité de la chaleur transmise par m — i lames et à chercher ce qu'elle devient quand on ajoute une lame de plus.
Prenons pour unité l'intensité de la chaleur incidente, et désignons par T„i_i et R„ _i les intensités de la chaleur transmise et de la
chaleur réfléchie par lames et par conséquent par (m — i) surfaces. Au lieu d'ajouter une lame, ajoutons seulement une surface, de façon à avoir m surfaces.
Le faisceau T,„_i est complexe, mais il se comporte comme un faisceau simple en arrivant sur la surface ajoutée, de sorte qu'en désignant par II- l'intensité de la chaleur réfléchie, celle de la chaleur incidente étant prise pour unité, on a pour l'intensité du faisceau transmis T,„_, (i —m-). Celle du faisceau réfléchi par la surface ajoutée est T,„_iît'^; ce faisceau retombe sur les m— i premières surfaces, et une partie revient sur la surface ajoutée. Cette partie aurait |)our intensité R^—i si le faisceau avait pour intensité l'unité; mais l'intensité du faisceau étant T,„_i, la partie de ce faisceau qui revient sur la surface ajoutée a pour intensité
Une partie encore de ce dernier faisceau émerge ; elle a pour intensité
T„_,R,„_iM-(i — ^^-).
L'autre partie du faisceau, celle qui se réfléchit sur la surface ajoutée, a pour intensité
elle donne, en se réfléchissant sur les m— i premières surfaces, un nouveau faisceau qui revient sur la surface ajoutée, et qui a pour intensité
La poi'lion (Ir rc (lornuT faisceau iiiii (Mni'r;jn dr la surface a|(iutéc
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a pour intensité
et ainsi de suite.
L'intensité de la lumière émergente de la surface ajoutée est donc la limite de la somme des termes de la série convergente
Cette série est une progression géométrique dont la raison est R,„_iM'et la limite de la somme des ternies est
rp T„ Ai—u~]
Telle est l'expression de la chaleur transmise par un nombre m de surfaces en fonction de celle qui est transmise par m — t surfaces. Pour in= t . on a T,., = i — v^.
'our m = 2, on a 1 „, = t = ;
Pour m= 3,
on a T,„ =
et
en général par suite
II- + U
1 + [m — 1 ) ir '
l + {ni — II] II-
Telles sont les foiinules (jue vérifièrent MM. do la Provostaye et W Desains, et qui s'appliquent aussi bien à la chaleur polarisée dans le plan d'incidence qu'à celle qui est polarisée dans un plan perpendiculaire. Pour éviter l'absorption, ils faisaient passer les rayons, avant de les faire tomber sur les glaces, au travers d'une glace plus épaisse que la pile; la pile était alors aussi diathermane (pie possible pour les rayons (pi'elle recevait. L'indice de réfraction du verre était i,/i/j.
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Voici le tableau comparatif des résultats de ces exjiériences et de ceux qu'on déduit de la théorie.
l" CHALEUR POLARISÉE DANS LE PLAN D'INCIDENCE.
DIFFERENCES
d incidence. observée. calculée.
Une lame, 60" 0,706 0,706 +0,001
Une lame, 70° o,5/ii o,546 — o,oo3
Deux lames, 60° 0,662 o,544 —0,002
Deux lames, 70° 0,270 0,276 —0,006
Trois lames, 5o° o,586 o,583 + o,oo3
Trois lames. 60" 0,689 0,666 — o,oo5
Trois lames, 70" 0,282 0,286 — o,oo3
Quatre lames, 60° 0,896 0,876 + 0.022
9" CHALELR POLARISÉE PERPENDICULAIREMENT AU PLAN D'INCIDENCE.
Une lame, 76° 0,802 0,806 —0,006
Deux lames, 76° 0,676 0,676 +0,001
Trois lames. 70° 0,770 0,778 — o,oo3
Trois lames. 76° 0.688 o,583 0,000
CHALEUR NATURELLE SOUS L'INCIDENCE NORMALE
Une lame 0,92 0.92 0,00
Deux lames 0,86 0,86 0,00
Trois lames 0,80 0,80 0,00
Quatre lames 0,78 0,76 — 0,02
G. — Mesures polarimétriqces,
337. Expériences d'Arago sur l'égalité des quantités de lumière polarisée par réfle^Kion et par réfraction. —
Arago découvrit expérimentalement, dès 181 5 *^*, cette loi qui se retrouve dans la théorie de Fresnel. et qui consiste dans l'égalité des quantités absolues de lumière polarisée qui existent dans la lumière réfléchie et dans la lumière réfractée provenant de la lumière naturelle (321).
Cette loi peut facilement être vérifiée par le procédé suivant : audessus d'un écran de papier blanc AED (fig. 62) est une lame L de verre perpendiculaire a la surface du papier. Sur un prisme biré-
'■' OEnvrps cnmpli'les . X , '168.
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Iriiijjcnl P on reçoit deux faisceaux de lumière, l'un e( l'aulre dif-
lusés par la feuille de papier, mais qui ont été l'un réfléchi, l'autre transmis par la lame L. Les deux images de la feuille (le papier qu'on voit à 'travers le prisme sont égales en intensité, cjuclle que soit la position de la section principale du [)risme. Cela prouve que les quantités de lumière polarisée qui se trouvent dans le faisceau réfl('clii et dans le faisceau réfracté sont égales en intensité, car, ces ^'^' ^^' quantités de lumière étant polarisées dans
des plans rectangulaires, si elles sont égales, leur ensemble produit
les mêmes effets que la lumière naturelle.
Il est vrai que la théorie suppose ([u'il n'y ait qu'une seule surface, une seule réfraction et une seule réflexion, tandis que, dans l'expérience d'Arago , il y a un nombre indéterminé de rayons réfléchis et réfractés qui concourent au phénomène. Toutefois l'intensité de ces rayons décroît très-rapidement, de sorte que, si la lame de verre n'est pas trop épaisse, au lieu d'en prendre un certain nombre, on peut prendre la limite de leur somme. Dès lors, si l'on
désigne par - n~ et par - n'^ les intensités de la lumière réfléchie polarisée dans le plan d'incidence et dans le plan perpendiculaire , la somme des intensités de tous les rayons réfléchis polarisés dans le [)lan d'incidence a, comme nous l'avons vu plus haut (335), pour
expression ;■> et la somme des intensités des rayons réfléchis po-
larisés perpendiculairement à ce plan zr On trouve de même
|)Our la lumière réfractée que la somme des intensités des rayons
polarisés dans le plan d'incidence est :,-> et la somme des inten-
sites des rayons polarisés perpendiculairement à ce j)lan ;; •
Nous avons donc dans la lumière réfléchie une certaine (pianlité de lumière naturelle et une quandié de lumière polarisc'e dans le
hli HEFLEXlOiN ET REFRACTION DE LA LUMIERE POLARISEE. [)lan (I incidence avant pour intcnsil»'
\ +u- i+ii- [i-^-ir] ii + u"^}
De même, dans la lumière réfractée, il y a une certaine quantité de lumière naturelle, et une cjuantité de lumière polarisée dans le |)lan perpendiculaire au plan d'incidence qui a pour intensité
2 \l -hU 1 + ll-J I 1 + U''J ( 1 + u -]
Les deux quantités de lumière polarisée qui se trouvent dans la lumière réfléchie et dans la lumière réfractée sont donc encore égales, malgré les réflexions multiples, et l'objection faite plus haut, et qui est de Brewster. est sans force.
Brewster substitua à l'expérience d'Arago une autre expérience qui parait fort simple, mais qui est inexacte. Le rayon transmis était reçu normalement sur la face AB (fig. 63) d'un prisme et venait émerger en DE, suivant bi même direction que le rayon réfléchi sur
ri);. 6.3. l'"ig. Ci.
la face A(i. Il n'y avait ])as à tenir compte des réflexions et des réfractions secondaires qui donnaient des rayons très-écartés de DE. Le phénomène était donc beaucoup plus simple que dans l'expérience d'Arago. Mais l'afl'aiblissement de la luniière transmise [)ar suite de la réfraction normale. <'t la dispersion du prisme, ôtent à celte expérience toute précision.
La loi posée par Arago est applicable à une pile de glaces; la démonstration expérimentale s'en fait de la même manière que pour une lame unicjue.
338. Application photométriqiie de la loi «l'égalité entre les quantité!» «le liiniière polarisée dans la lumière réfléchie et dans la lumière réfractée. — La loi de l'égalité entre les quantités de lumière polarisée dans la lumière réfléchie et dans la lumière réfractée a été ap])liquée à la construction d'un photomètre, attribué à tort à M. Babinet, et fabriqué par M. Duboscq. Ce photomètre (fig. G/i) sert à comparer les intensités de deux lumières naturelles ou ramenées à être telles par des lames de quartz d'un quart d'onde dont les axes font avec les plans de polarisation des angles de /i5 degrés. Les deux faisceaux lumineux sont reçus dans deux tubes AB et CB; à la bifurcation en B se trouve une glace à faces parallèles, dirigée suivant la bissectrice de l'angle ABC qui est de Go degrés. Le faisceau AB traverse la glace et le faisceau CB se réfléchit dans la même direction ; l'ensemble de ces deux faisceaux est reçu en N sur un prisme biréfringent qui donne deux images. Derrière le prisme est une double lame de quartz de Soleil Q , dont l'une des moitiés est dextrogyre et l'autre lévogyre. Si le faisceau BN est partiellement polarisé, chacune des deux images que donne cette lame est divisée en deux moitiés teintes de couleurs complémentaires. Si au contraire la lumière est naturelle, chaque image a une teinte uniforme lorsque les faisceaux AB et CB sont égaux en intensité. S'il n'en est pas ainsi, on peut faire varier les distances des lumières ou les dimensions des ouvertures des diaphragmes qui laissent pénétrer les rayons dans les tubes jusqu'à ce que l'égalité des faisceaux AB et CB soit obtenue, ce qu'on reconnaît à la teinte uniforme de chaque image, et alors les distances ou les dimensions des ouvertures servent à calculer le rapport des intensités des deux lumières.
339. Application de la loi précédente à la vérification de la loi delflalus. — La même loi de l'égalité entre les quantités de lumière polarisée dans la réflexion et dans la réfraction a servi
VenDET, VI. — Opliciue, II. ^^i
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en 1882 à Arago^^' pour vérifier la loi de Malus, qui consiste en ce que, si un rayon de lumière polarisée tombe sur un prisme biréfringent dont la section principale fait avec le plan de polarisation un angle œ, les intensités du rayon ordinaire et du rayon extraordinaire sont respectivement représentées par cos-iw et par sin^w, l'intensité du rayon incident étant prise pour unité.
Arago faisait tomber sur une lame cristalline biréfringente un rayon polarisé au moyen d'un Nicol. Après l'émergence, les deux faisceaux se confondaient si la lame était assez mince et donnaient un faisceau total. Supposons que l'on ait co<C^lxï> degrés, et par suite cos^co'^s'm-cij : le faisceau émergent de la lame peut être alors considéré comme formé d'une certaine quantité de lumière naturelle et d'une quantité de lumière polarisée dont l'intensité est égale à cos-<y — sin^<y, ou à cos2&). Pour vérifier celte conséquence de la loi de Malus, Arago recevait ce faisceau sur une pile de glaces, de façon que le plan d'incidence coïncidât avec le plan de polarisation partiel du faisceau. Il est facile de voir que, pour une incidence convenable, la lumière émergente redeviendra naturelle; car la lumière qui tombe sur la pile de glaces peut cire considérée comme formée de deux faisceaux polarisés à angle droit et dont les intensités sent respectivement cos-co et sin'-w. A mesure que l'angle d'incidence augmente et se rapproche de l'angle de polarisation complète, la quantité de lumière du faisceau qui a pour intensité cos^w s'affaiblit et lend à devenir nulle, et il n'en est pas de même pour l'intensité de la lumière transmise provenant du faisceau qui a pour intensité sin^w. Il arrivera donc un moment où les deux faisceaux transrais par la pile de glaces auront des intensités égales, et alors la lumière résultante sera naturelle. On reconnaît que la lumière transmise est naturelle au moyen du prisme et de la plaque de quartz décrils plus haut à propos du photomètre. On connaît ainsi par l'expérience l'incidence sous laquelle les intensités des deux faisceaux transmis par la pile de glaces sont égales. On peut déduire aussi cette incidence de la loi de Malus, connaissant l'angle &j. On a donc ainsi des vérifications de cette loi aussi nombreuses que l'on veut en faisant varier Tangle w. Le prisme et la lame de quartz qui
f) Œuvres complètes, X, 1G8. -^ C. Il, XXX, 3o5.
constituent l'analyseur sont placés à l'extrémité d'un tube qui porte la pile de glaces à l'autre extrémité.
340. Poiariniétre d'Arago. — Par la disposition que nous venons d'indiquer, le faisceau transmis par la pile de glaces a la direction de l'axe du tube. En fixant la pile de glaces sur une alidade qui se meut sur un cercle gradué, on aura l'angle d'incidence sous lequel la lumière tombe sur la pile. On pourra donc déterminer pour quel angle d'incidence la lumière qui émerge de la pile de glaces et qui tombe sur l'analyseur est naturelle.
Si, en faisant tomber sur la pile de glaces de la lumière partiellement polarisée de composition connue, on a gradué l'appareil, c'est-à-dire noté les différents angles d'incidence qui correspondent aux dilTérentes proportions de lumière polarisée contenues dans la lumière qui tombe sur \;\ pile de glaces, on aura un véritable pola-
Fig. G5.
rimètre, c'est-à-dire un appareil qui permet de mesurer la proportion de lumière polarisée contenue dans la lumière partiellement polarisée reçue sur la pile de glaces.
L'appared ainsi constitué se nomme polarimètre d'Ara^ro^^^; il est représenté fig. 65. Il se compose, d'après ce que nous venons de
^'^ Œuvres complètes, X, 370.
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voir, d'un tube ao mobile sur un pied qui forme ce qu'on nomme la lunette polariscopique. A l'extrémité a de cette lunette est ii.xée une tige parallèle à l'axe du tube et qui porte un demi-cercle gradué mn dont le centre se trouve sur l'axe du tube et dont le diamètre passant par le point zéro de la graduation a la direction de ce même axe. Autour du centre de ce cercle peut se mouvoir une alidade portant un vernier v qui s'applique contre le cercle gradué. C'est cette alidade qui porte la pile de glaces pq. La graduation du cercle fait donc connaître à chaque instant l'angle que forme la surface de la pile de glaces avec l'axe du tube, c'est-à-dire avec le rayon lumineux qui pénètre dans la lunette polariscopique en a : on a ainsi l'angle d'incidence. On empêche les rayons réfléchis par la pile de pénétrer dans le tube au moyen d'une bande de drap tendue en sr. Enfin à l'extrémité o du tube se trouve l'analyseur, composé d'un Nicol et d'une double lame de quartz. La lunette, mobile en c sur son pied, prendra, par rapporta l'horizon, diverses positions angulaires qu'on pourra mesurer à l'aide du cercle gradué de entraîné dans les mouvements de la lunette, le niveau à bulle d'air fg marquant la ligne horizontale.
La graduation du polarimètre peut se faire de différentes manières. Un premier procédé consiste à faire tomber sur la pile de glaces de la lumière transmise par deux tourmalines à axes croisés de surfaces égales. Ce système laisse passer deux faisceaux polarisés à angle droit qu'on reçoit sur une lentille et qu'on dirige sur la pile de glaces. Si l'on couvre une fraction connue de la surface de l'une des tourmalines, les intensités des deux faisceaux polarisés à angle droit ne seront plus égales, mais bien dans le rapport de la surface de Tune des tourmalines à la surface conservée de l'autre. On aura donc ainsi de la lumière partiellement polarisée de composition connue et variable à volonté. Il sullit alors, pour chaque composition de la lumière partiellement polarisée, de noter l'angle d'incidence que donne le cercle gradué lorsque la lumière qui tombe sur l'analyseur est naturelle, c'est-à-dire lorsque les moitiés de chacune des images données par le biquartz sont de même couleur.
Arago s'est encore servi d'un autre procédé pour graduer son polarimètre. Il faisait tomber sur la pile de glaces un faisceau lumi-
VÉRIFICATIONS DE LA THÉORIE DE FRESNEL. hll
neux réfléchi auparavant sur une lame de verre à faces parallèles, de façon que les plans d'incidence sur cette lame et sur la pile de glaces fussent parallèles. Le faisceau réfléchi contenait alors une quantité q de lumière polarisée dans le plan d'incidence, i étant l'intensité totale de la lumière réfléchie. On cherchait l'angle d'incidence sous lequel il fallait faire tomber le faisceau réfléchi sur la pilo de glaces pour avoir de la lumière naturelle. On répétait la même opération en faisant transmetttre le faisceau par la lame , sous le même angle, mais de manière que les plans d'incidence sur la lame et sur la pile de glaces fussent perpendiculaires. La quantité de lumière polarisée dans le plan d'incidence de la pile , et par suite perpendiculairement au plan d'incidence de la lame, était encore q d'après la loi d'Arago, mais la quantité de lumière transmise avait une valeur l' différente de /. On avait donc dans le premier cas une
proportion de lumière polarisée dans le plan d'incidence égale à -4
et neutralisée sous une certaine incidence du rayon réfléchi sur la pile, incidence que nous désignerons par a, et dans le second cas une proportion de lumière polarisée perpendiculairement au plan
d'incidence, égale à 4 et neutralisée sous un autre angle d'incidence
que nous appellerons a!. Arago choisissait pour angles d'incidence sur la lame de verre quelques-uns de ceux pour lesquels il avait déterminé, comme nous ^avon^s vu plus haut, le rapport de la lumière réfléchie à la lumière transmise (335). Le rapport i : i était
donc connu. On enlevait ensuite la lame de verre réfléchissante et on la remplaçait par un Nicol; le rayon polarisé donné par le Nicol était reçu sur une lame cristallisée dont la section principale coïncidait avec le plan d'incidence de la pile de glaces et, après avoir traversé la lame , tombait sur la pile de glaces sous l'incidence a. On faisait tourner le Nicol jusqu'à neutralisation complète de la lumière polarisée dans l'analyseur. Soit co l'angle que forme alors la section principale du Nicol avec celle de la lame cristallisée; le rayon polarisé en traversant cette lame se divise en deux rayons polarisés à angle droit parallèlement et perpendiculairement à la section principale de cette lame, et dont les intensités, d'après la loi de Malus,
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sont cos-o) et sin-w. On aura donc, au sortir de la lame, un faisceau , partiellement polarisé dans le plan d'incidence, qui peut être regardé comme composé d'une certaine proportion de lumière naturelle et d'une proportion de lumière polarisée dans le plan d'incîdence, et ayant pour intensité
cos^w — sin-<y= cos 2&).
On recommence l'expérience en faisant tomber le rayon sur la pile de glaces sous l'incidence a, et on trouve alors pour l'angle des sections principales du Nicol et de la lame une autre valeurs', de sorte que, si la loi de Malus est exacte, la proportion de la lumière polarisée perpendiculairement au plan d'incidence sera représentée, en prenant pour unité la quantité totale de lumière transmise au
travers de la pile, par cos 20»'. Le rapport ^^^^ représente donc le
rapport des proportions de lumière polarisée dans le plan d'incidence et dans le plan perpendiculaire, prises par rapport à la quantité totale de lumière; on doit avoir par conséquent
cos 2 Cl) ( /'
cos 20) 7 /
Ce rapport - étant donné par les expériences sur les intensités, il est facile de vérifier si le rapport -t^—;-' lui est bien égal dans chaque cas particulier. Arago avait choisi celles de ces expériences dans lesquelles il avait eu ^ = -1 ^=o- Les nombres obtenus pour
C0S2fiiJ .1 . I
, sont —77= et L'ap|)roximaUon est sufîisante, d'autant
plus que les nombres - et « ne sont probablement pas très-exacts
eux-mêmes. Toutefois ce sont ceux qui ont le ])lus de chances d'être exacts parmi les nombres trouvés par Arago. parco ({uc, dans les expériences qui ont servi à les déterminer, rap|)arcil était plussinqjle. La série d'opérations que nous venons de décrire n'est autre chose qu'une vérification directe de la loi de Malus qui, à la rigueur, n'était pas nécessaire, car tous les phénomènes de la ])olarisation
chromatique peuvent être déduits de cette loi et en sont une confirmation a posteriori
En s'appuyant sur la loi de Malus, il sera facile de graduer trèssimplement le polarimètre. On fera arriver sur la pile de glaces un faisceau lumineux ayant traversé un Nicol et une lame cristallisée. Ce faisceau sera partiellement polarisé dans le plan d'incidence qu'on fera coïncider avec la section principale de la lame cristallisée, et la proportion de la lumière polarisée par rapport à la lumière totale transmise par la lame sera égale à cosao», w étant l'angle des sections principales du Nicol et de la lame cristallisée. On cherchera l'inclinaison à donner à la pile de glaces pour que le faisceau émergent soit naturel, et on aura l'angle d'incidence correspondant à la proportion cos2<y de lumière polarisée. En faisant varier l'angle w, on pourra ainsi graduer l'appareil.
3âl. Expériences «l'Etl. Desains. — Edouard Desains ^'^ a gradué un polarimètre d'Arago parle procédé que nous venons d'indiquer en dernier lieu. Il a fait servir ensuite cet appareil à des expériences sur la lumière réfléchie par une glace noire dont l'indice obtenu par l'angle de polarisation était i./iaS.
Voici les résultats auxquels il est parvenu :
PROPORTIONS DE LUMIÈRE POLARISÉE ANGLES DM^CIDENCR. ' , — "^ ^ DIFFÉRENCES.
observées. calculées.
3o" 0,490 o,/ii3 4-0,007
ho".. 0,707 0,719 — 0,012
76" 0,539 0,536 -H o,oo3
La concordance est très-satisfaisante.
Il est inutile de faire des expériences sur la lumière transmise puisque, d'après la loi d'Arago, démontrée par la théorie et par l'expérience, la quantité absolue de lumière polarisée par transmission est égale à celle de la lumière polarisée par réflexion.
Le polarimètre d'Arago une fois gradué peut du reste servir à
1" C. fi., XXXI, 67(5. — Ann.de chim. ptdephys., (.3), XXXI, 98(J,
vérifier les formules de Fresnel sur les intensités du rayon réfléchi et du rayon réfracté. On fait, à cet effet, arriver sur la pile de glaces un rayon réfléchi par une lame de la substance sur laquelle on veut opérer. L'incidence qu'il faut donner à la pile de glaces pour obtenir la neutralisation de la lumière polarisée, c'est-à-dire pour que les deux moitiés de chaque image dans l'analyseur aient une teinte uniforme, fera connaître par la graduation du polarimètre le
rapport ? de l'intensité q de la lumière polarisée à l'intensité totale i
de la lumière réfléchie. De même, si on fait tomber sur la pile de glaces la lumière transmise par la lame, fangle d'incidence sous lequel on obtient la neutralisation de la lumière polarisée fait connaître par la graduation le rapport ï, de l'intensité de la lumière polarisée à l'intensité totale de la lumière transmise. La quantité q ayant la même valeur dans les deux cas, en vertu de la loi d'Arago,
le rapport des quantités ^ et ^ ainsi déterminées sera égal au rapport --> c'est-à-dire à celui des intensités de la lumière transmise et
de la lumière réfléchie. Arago a indiqué ce procédé, mais il ne s'en est pas servi.
A. — Propriétés des piles de glaces.
Les propriét(5s des piles de glaces peuvent se déduire des lois de Fresnel sur la réflexion et la réfraction de la lumière, et elles vont nous en fournir de nouvelles vérifications. .
Il y a deux cas à considérer : celui où le faisceau a des dimensions transversales très-petites, et celui où il a une largeur appréciable.
Sa 2. Cas d'un faisceau à dimensions transversales
très-petites. — Si le faisceau lumineux qui traverse la pile de glaces est très-mince, les phénomènes sont simples. On peut alors, sans commettre d'erreur sensible, ne considérer à chaque surface qu'un seul rayon réfléchi et un seul rayon réfracté. Cherchons quelle est la polarisation du rayon transmis par la pile. Soit a l'angle que fait le plan de polarisation de la lumière incidente avec le plan d'incidence. Le rayon qui tombe sur la première glace peut se décomposer en deux rayons polarisés, l'un dans le plan d'incidence et l'autre dans le plan perpendiculaire, ayant respectivement pour amplitudes cos a et sin a. Après une réfraction ces amplitudes deviennent m cos a et — 7^ :■> d'après les formules établies pour la
cos {i —r)l 1
réfraction de la lumière (318). Lorsque le rayon a traversé un nombre de glaces égal h p, le nombre des réfractions est égal à ^p et on a pour les amplitudes des deux composantes m^^cosa et m"'' sin a
COS"' [i — r]
La lumière qui émerge de la pile est donc polarisée rectilignement, et, si l'on désigne par j3 l'angle que son plan de polarisation fait avec le plan d'incidence, on a
tang/S=tanga^ Cette formule est facile à vérifier.
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Si la lumière qui tombe sur la pile de glaces est naturelle, les intensités relatives des deux composantes sont, au sortir de la pile,
1 6t — ^^-p — -T' c'est-à-dire que, l'intensité de la composante suivant
le plan perpendiculaire au plan d'incidence étant prise pour unité, l'intensité de la composante parallèle au plan d'incidence seia cos'^P (i — r). Le rapport de la quantité de lumière polarisée à la
quantité totale de lumière transmise sera donc ^-^^-^^^;;^-7^3^ •
On peut, au moyen du polarimètre, vérifier cette expression, qui a pour limite l'unité.
3/l3. Cas d'un faisceau large. — Ce cas est un peu plus compliqué que le précédent, mais n'offre aucune difficulté. On décompose le rayon incident en deux rayons polarisés à angle droit dans le plan d'incidence et dans le plan perpendiculaire. On tient compte des rayons qui, réfléchis un nombre pair de fois, émergent après avoir traversé la pile. L'intensité de chacune des composantes du rayon émergent est donc la somme des intensités d'une série de rayons dont le premier traverse directement la pile, dont le second subit deux réflexions dans l'intérieur de la pile, le troisième quatre réflexions, le quatrième six réflexions, et ainsi de suite. La somme des intensités de ces deux composantes est égale à l'intensité du rayon émergent.
Lorsque les rayons incidents sont naturels, la lumière émergente est partiellement polarisée perpendiculairement au plan d'incidence. Mais lorsque la lumière incidente est polarisée rectilignement, il n'est pas exact de conclure, comme l'ont fait MM. de la Provostaye et P. Desains, que la lumière émergente est polarisée dans un plan faisant avec le plan d'incidence un angle dont la tangente est donnée par le rapport des amplitudes des deux composantes rectangulaires. Cela n'est pas exact à cause des réflexions multiples.
Le faisceau formé par les rayons réfléchis donne lieu à des considérations analogues, à moins que l'angle d'incidence ne soit l'angle de polarisation conq)lète, car dans ce cas particulier tous les rayons réfléchis sont entièrement polarisés dans le plan d'incidence, et par conséquent il en est de même du faisceau réfléchi total.
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Fiff. 66.
B. — Houppes de Haidinger.
34l4. Deseription des laouppes de Haiding^er. — On peut rattacher aux niodificalions de la lumière polarisée par réfraction le phénomène découvert par le physicien allemand Haidinger^" et qui
porte le nom de houppes de Haidinger.
Ce phénomène consiste en ce que, si l'on reçoit dans l'œil de la lumière hlanche polarisée, on aperçoit une double aigrette jaune JJ' (fig. 6G) dont l'axe est dans le plan de polarisation, et qui est limitée par deux courbes ayant la forme d'arcs d'hyperbole. Cette aigrette s'élargit à mesure qu'on s'éloigne du plan de la vision. Des deux côtés de la partie médiane de l'aigrette se montrent deux taches violettes, V et V, plus larges que les aijjrettes jaunes, mais plus courtes.
Lorsqu'on a constaté une fois l'existence de ces houppes, il est facile de les reconnaître par la suite, et l'œil peut alors remplacer un polariscope et même servir à déterminer la direction du plan de polarisation.
Pour découvrir les houppes de Haidinger, on regarde un point du ciel à travers un prisme de Nicol un jour où le temps est couvert, et, si on ne les distingue pas à cause de leur peu de netteté, elles apparaissent lorsqu'on fait tourner le prisme de ()0 degrés sans changer la direction de son axe : on les voit alors tourner avec le prisme. On peut aussi les distinguer à l'œil nu lorsque le ciel serein envoie lui-même de la lumière polarisée. Quand le soleil est près de l'horizon, on regarde successivement, dans un plan perpendiculaire au plan vertical qui passe par l'œil et le soleil, un point situé au zénith et im autre à l'horizon : on reçoit ainsi deux rayons polarisés à angle droit et on peut distinguer les houppes.
t" Pogg. Ann.,L\Ul, 29; LXVII. 'iSS; LVIII, 78, Sof); LXXV, 35o; XCI, 3i/j,
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3/i5. Explication des houppes de Haidinger. — Ce phénomène a beaucoup attiré l'attention des physiciens. Plusieurs d'entre eux, et entre autres Haidinger lui-même, peu versés dans la connaissance des lois de l'optique, voulaient y voir les vibrations rectilignes de la lumière polarisée. Ces idées ont contribué à faire regarder le phénomène comme singulier, et beaucoup d'explications peu satisfaisantes en ont été données.
M. Jamin '^^ a expliqué les houppes de Haidinger d'une manière simple, en se basant sur les effets des piles de glaces, et les a reproduites artificiellement. Lorsqu'un rayon polarisé dans un certain plan tombe sur une pile de glaces, on peut le décomposer en deux rayons polarisés, l'un dans le plan d'incidence, l'autre dans le plan perpendiculaire. Par l'effet de la pile, la composante parallèle au plan d'incidence perd plus de son intensité que l'autre, d'où il résulte que l'intensité du rayon transmis sera d'autant moindre qu'il est polarisé dans un plan plus voisin du plan d'incidence. Ceci posé, supposons qu'on fasse tomber sur une série de surfaces sphériques, concentriques et superposées un faisceau de rayons polarisés dans un certain plan. Si l'on mène par le centre commun des surfaces sphériques un plan parallèle au plan de polarisation du faisceau, les rayons compris dans ce plan , et pour qui par conséquent le plan d'incidence coïncidera avec le plan de polarisation, auront après l'émergence une intensité minimum. Ceux au contraire qui sont situés dans une section faite par le centre perpendiculairement au premier plan auront après l'émergence une intensité maximum.
Dans les azimuts intermédiaires, l'intensité croîtra de la première section à la seconde. Mais les rayons des différentes couleurs ont leurs intensités altérées d'une manière différente, puisque cette altération dépend des angles i et r, et par suite de l'indice de réfraction. Si donc la lumière est blanche, les maxima et les minima des différentes couleurs ne seront pas proportionnels aux intensités respectives de ces couleurs dans la lumière blanche ; il y aura une couleur prédominante, et c'est celle-là qui apparaîtra. Si l'on fait pour les différentes couleurs le calcul de l'affaiblissement qu'éprouvent les intensités des rayons polarisés dans le plan d'incidence et
") C. /?.,XXVI, 197. — Inst., XVI, 53.
dans le plan perpendiculaire, on reconnaît que ce sont les rayons jaunes qui prédominent dans le premier cas, et les rayons violets, complémentaires des rayons jaunes, dans le second.
On peut reproduire artificiellement ce phénomène en faisant arriver de la lumière polarisée au moyen d'un Nicol sur une pile de 100 à 2 00 verres de montre placés dans un tube en cuivre.
La même série de phénomènes se passe dans l'œil, (|ui peut être assimilé à une pile de ce genre, car la cornée et le cristallin sont formés de couches sphériques inégalement réfringentes'^'.
G. — Polarisation de la lumière par émission et par diffusion.
Le mode de polarisation de la lumière émise ou diffusée par les corps s'explique encore par les lois de Fresnel.
3 4 6. Polarisation par émission. — Il n'existe sur la polarisation par émission qu'un petit nombre d'expériences dues en partie à Arago '-'. La lumière rayonnée par un liquide ou par un solide incandescent dans une direction autre que la direction normale à la surface rayonnante est polarisée comme par réfraction, c'est-à-dire qu'elle est partiellement polarisée dans un plan perpendiculaire au plan d'émergence. Gela tient à ce que les molécules de la surface ne rayonnent pas seules; celles des couches intérieures rayonnent également, du moins jusqu'à une certaine profondeur, et les rayons émis par ces molécules intérieures viennent se réfracter à la surface.
Si la lumière émise par les gaz incandescents n'est jamais polarisée, cela s'explique par la faiblesse de la réfraction quand un rayon passe d'un gaz dans un autre ou même d'un gaz dans le vide.
La polarisalion de la lumière émise par un corps peut donc nous renseigner sur la manière dont la lumière est émise par ce corps et
*'' M. Helmlioltz (voir la Iradiictioii française par Javal et Klein, p. 553), dans son Optique phi/siolofrique , n'admet pas l'explication des iioiippes donnée par M. Jamin, et lui objecle, entre autres clioses, que, si l'on opère avec de la lumière homogène, le bleu est la seule couleur pour laquelle les houppes sont visibles, et que l'étendue des houppes coïncide avec celle de la tache jaune de l'œil. Il en conclut qu'on peut expliquer la production des houppes en admettant que les éléments jaunes de la tache jaune sont faiblement biréfringents et qu'ils absorbent plus fortement le rayon exiraordinaire que le rayon ordinaire pour la lumière bleue. (L.)
^-' Astronomie populaire, W, y5. — OEitvres coinplèles,\ Il , ho'S.
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sur l'état du corps. C'est ainsi que l'on reconnaît que la lumière émise par la lune est polarisée, comme par réflexion, dans un plan qui passe par la lune et le soleil. La lune n'est donc pas un corps lumineux par lui-même, et la lumière qu'elle nous envoie doit être celle qui, émise par le soleil, se réfléchit sur sa surface. Cette expérience se fait en dirigeant un polariscope vers la lune.
On peut, par le même procédé, reconnaître si la lumière solaire est due à un solide ou à un liquide incandescent, ou bien à un gaz. Si la surface incandescente est solide ou liquide, la lumière du centre, émise normalement, ne doit pas être polarisée, mais un polariscope dirigé vers les bords du disque solaire doit donner des signes sensibles de polarisation. Or, jamais on n'a obtenu de traces de polarisation en dirigeant le polariscope sur un point quelconque du disque solaire. La lumière solaire est donc due à l'incandescence d'un gaz. Nous n'avons pas à parler ici des recherches ultérieures sur la constitution physique du soleil, qui ont confirmé le résultat obtenu par Arago.
"èhl . Polarisation par difTusion. — La diff'usion, comme la réflexion et la réfraction, modifie la polarisation de la lumière. Arago n'a fait que peu d'expériences à ce sujet. MM. de la Provoslaye et P. Desains ont repris ces expériences sans être guidés par aucune vue théorique *'\ de même qu'Arago. De là résulte un peu de confusion dans les résultats. Toutefois, on peut rendre un compte suffisant des eîl'ets de la diffusion observés par MM. de la Provostaye et P. Desains dans trois cas qu'ils étudièrent.
Le premier cas est celui des corps parfaitement polis ; le second cas est celui des surfaces mates sans granules ou à granules opaques; le troisième, celui des surfaces à granules transparents.
Arago avait observé sur la porcelaine bien polie un phénomène singulier : des poussières et des substances étrangères adhérentes à la surface font qu'elle n'est pas entièrement dépourvue de pouvoir diffusif. Arago, en recevant sur un polariscope les rayons ainsi diffusés, trouva des traces de polarisation perpendiculairement au plan
^'^ A)ii). de chim. et de pInjSi, (3), XXXIV, 2 i5.
de diffusion, c'est-à-dire au plan passant par le rayon diffusé et par la normale à la surface diffusante.
D'après cela la diffusion irrégulière polariserait comme la réfraction, phénomène dont on ne voit pas la raison.
MM. de la Provostaye et Desains ont reconnu que, si la lumière tombe normalement sur la plaque de porcelaine, la lumière diffusée est polarisée dans le plan de diffusion. Il en est de même quand l'incidence augmente, jusqu'à une certaine incidence pour laquelle il n'y a plus de polarisation; mais au delà la polarisation reparaît perpendiculairement au plan de diffusion et va en augmentant avec l'incidence. Cependant l'or, sur lequel les deux physiciens expérimentèrent également, donna j)our toutes les incidences de la lumière polarisée dans le plan de diffusion. Il en fut de même pour les surfaces complètement dépolies, c'est-à-dire pour les surfaces qui diffusent la lumière au plus haut degré.
L'anomalie observée sur la porcelaine s'explique d'une manière satisfaisante par le phénomène de \a Jliiorcscence. La fluorescence est une sorte de phosphorescence de très-courte durée qui se manifeste lorsque certains corps ont été éclairés. Après que ces corps ont cessé de recevoir la lumière ils en émettent encore pendant quelques instants. Cette kunièrc ainsi émise doit être polarisée comme par réfraction, ainsi que nous l'avons vu plus haut (3/i6), et par suite perpendiculairement au plan de réfraction. D'ailleurs, si on ne constate cette lumière émise par le corps qu'après qu'il a cessé d'être éclairé, elle n'en existe pas moins pendant l'éclairement, et alors elle se trouve associée à la lumière diffusée. Suivant que la lumière diffusée ou la lumière émise prédomine, la lumière renvoyée par le corps sera polarisée parallèlement ou perpendiculairement au plan de diffusion. Or, à mesure qu'on s'écarte de la normale, la quantité de lumière diffusée diminue, tandis que la quantité de lumière fluorisée ne change pas beaucoup. Il se peut donc que la lumière diffusée, d'abord prédominante, devienne, lorsque l'incidence augmente, égale à la lumière fluorisée, puis, au delà, moins intense que celte lumière. Ainsi se trouvent expliqués les phénomènes produits par la porcelaine.
Les substances dépolies diflusant fortement la lumière, il n'est
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pas étonnant qu'elles ne présentent jamais d'anomalies semblables à celles de la porcelaine, et, si l'or ne polarise pas la lumière perpendiculairement au plan de diffusion , cela tient à ce que l'or, comme tous les métaux, ne possède pas le pouvoir fluorescent.
MM. de la Provostaye et P. Desains expérimentèrent aussi sur les corps à surface non compacte, tels que le noir de fumée, le platine platiné, etc. Pour de telles substances il n'y a pas de fluorescence, et, puisqu'ils ne transmettent pas la lumière, le seul effet produit sera celui de la diffusion. La lumière sera donc polarisée partiellement dans le plan de diffusion. Cette diffusion pourra être considérée comme une réflexion à la surface de granules convexes, et par suite la proj)ortion de lumière polarisée doit augmenter avec l'incidence, car, l'angle du rayon incident avec le ravon réllécbi ne pouvant surpasser 5o degrés, sous l'incidence normale l'angle d'incidence ne peut surpasser hb degrés, angle moindre que celui de la polarisation comj)lète. Or. jusqu'à cette incidence la quantité de lumière polarisée augmente en effet, et l'expérience vient vérifier ces conjectures.
Le dernier cas est celui des substances non compactes à granules transparents : tels sont le cinabre en grains, le papier, le soufre, le blanc de céruse , qui diffusent le plus de lumière. Dans ces substances la lumière pénètre à une profondeur plus ou moins grande , de sorte qu'on ne reçoit pas seulement les rayons qui se sont réfléchis une fois à la surface de ces granules, mais encore ceux qui se sont réfléchis un 'certain nombre de fois dans des plans différents, et surtout les rayons qui se sont réfléchis totalement dans l'intérieur du corps. Si donc la lumière incidente est naturelle, la lumière diffusée se composera de rayons polarisés dans tous les plans sans aucune régularité et sera de la lumière naturelle. Si la lumière incidente est polarisée, toutes ces réflexions tendent à changer le plan de polarisation d'un très-grand nombre de manières différentes, et la lumière diffusée sera encore plus ou moins dépolarisée. Ces résultats de la théorie ont été vérifiés par les expériences de MM. de la Provostaye et P. Desains.
Ces observations ont d'ailleurs constaté pour la chaleur les mêmes phénomènes de polarisation ])ar diffusion que pour la lumière.
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D. — Théorie complète des anneaux colorés.
3/18. Insuffisance «le la tliéorie élémentaire «les anneaux colorés. — La coniiuissance des lois ch; la réilexion et de la réfraction de la lumière va nous permettre de compléter la théorie des anneaux colorés par réilexion et [)ar transmission. Dans cette lliéorie élémentaire on admet que les anneaux par réilexion |)roviennent uniquement de l'intcrlerence des rayons rélléchis à la première surface de la lame mince avec ceux qui se réfléchissent sur la seconde surface de cette lame. Mais l'expérience montre que les anneaux obscurs produits |)ar réflexion sont absolument non\s dans la lumière homogène, tandis que, d'après la diéorie élémentau'e, leur intensité devrait être seulement très-faible, car les deux rayons <pi'on considère comme interférents ont des mtensités niégales, celui (pii se réfléchit à la seconde surface ayant son intensité afl'aiblie par deux réfractions. Ce désaccord entre la théorie et l'expt'rience provient de ce que, dans cette théorie simplifiée, on ne tient pas compte des rayons qui émergent après avoir subi o, 5, 7, . . . et en général un nombre impair de réflexions dans l'intérieur de la lame, et qui cependant doivent m'-cessairement intervenir dans le phénomène.
La théorie de Fresnel va nous permettre de calculer toutes le.'i apparences que doivent présenter les anneaux réfléchis et les anneaux transmis, puisqu'elle donne les formules nécessaires ])our déterniiner ce que devient un rayon après un nombre quelconque de réflexions ou de réfractions. Ces calculs ont été effectués j)our la première fois par Airy*". 11 est inutile d'introduire dans les calculs l'hypothès(^ de Young sur le changement de phase produit par la réflexion Ç^^). |)uisqu6 ce changement résulte des formules de Fresnel et qu'il y est compris.
3/1 9. Intensités des anneaiax^ réfléchis et transmis lors(|ue la lumière inci«lente est polarisée «lans le plan «rinci«lence. — Nous allons traiter en ])reinier lieu le cas (\o<, anneaux par réflexion, lorsque la lumière incidente est polarise'"»' dans
(') r.amhr. 7Wuw., IV, -i<,, 'lor,. — Plul. .U«/;., (•(), X, i 'n ; (;5), H. lao. \ i;r,i)KT, VI. - 0|)li([iii', II. -îa
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le plan d'incidence. Nous sup[)Oserons. comme cela a lieu ordinairement , que la lame mince est le milieu le moins réfringent. Si le faisceau est un peu large, il interviendra dans le faisceau réfléchi suivant chaque direction une série de rayons qui ont suhi i, 3. 5, . . . réflexions, et, comme les intensités de ces rayons décroissent très-rajMdement avec le nomhre des réflexions, on pourra faire la somme de leurs intensités en considérant leur série comme indéfinie.
Si l'on re|)résente par sin -27Vry\e mouvement vibratoire du ravon
incident au point d'incidence et au temps t, ie mouvement vibratoire du rayon réflécbi sur la première surface aura pour expression.
au même point et à la même époque, asin 277^., • Quant au ravon
(pii s'est réfléchi sur la seconde surface de la lame, en désignant par c l'épaisseur de la lame et par 1 l'angle d'incidence, on voit que sa différence de marcbe avec le premier ravon réfléchi est ^pcosi. et que sur ce ravon le mouvement vibratou'e est représenté ])ar
A sin 27r irr.
L'amplitude A peut être remplacée par le produit hcd, si, l'amplitude du rayon incident étant prise pour unité, h désigne l'amplitude du ravon réfracté à la première surface, c le rapport de l'amplitude de la lumière qui est réfléchie par la seconde surface à l'amplitude du ravon (\m tombe sur cette surface, et enfin d le raj)- ])ort de l'amplitude du ravon réfracté par la première surface à laiiiplilude du ravon qui tombe sur cette surface. Le mouvement vibratoire du second ravon réfléchi aura donc pour expression
hra sui *>7r
Le tioisième rayon réfléchi a été réfracté une fois du prenncr au second milieu, puis réfléchi trois fois à l'intérieur de la lame el réfracté une fois du second milieu au ])remier. Son amplitude sera donc devenue hc'^d. Quant à sa diflérence de marche avec le premier ravfui iv'fléclii. elle est de deux fois la rniantilé -'ccos/. Il vient donc.
A l'I'lJ CATIONS DE LA THÉORIE DE FRESNEL /»91 |)our h; inouvement vibratoire de ce troisième rayon, l'expression
, , , . f t ieco?,i\
brasm 27r ( rp— a — y^ — I •
On a de même, pour le quatrième rayon,
1 r. 1 • f t o 2ecosi\
ord sm 27r ( pp — •) — >r — j »
et généralement, pour le (»+ i )""""■ rayon réfléchi,
k^""" Vsin !?7r L-p — n '^^ . ' j •
On a d'ailleurs, d'après les formules de Fresnel, i étant l'angle d'incidence dans la lame mince,
sin(r— j) sin(j — /■)
SHl(/'4-<) Sin(Z-|-/j
2 sin i cos r , 2 sin /■ cos /
SHi [i-^r) sin [i + r]
Par suite, il vient
/) si n / cos /'sin r cos r fsin (j -+- r) + sin (i — /■)] [sin {i+r) — sin (/ — /■)
sin' (/ + /•) sin-(«-i-r)
sin- ('+'■) — sin- (/— r) sin- (i—r)
sin- (/+/■) siu- (« + /•)
Kn posant
CC0S
27r,p = .r, !?7r — > — '~lh
les expressions des mouvements vibratoires prennent les formes suivantes : pour le premier rayon réfléchi, — csina:; pour le second. c(i — c^)sin(x — y); pour le troisième, c^ (i — c-) sin (.r — 2»/), et en général, pour le («-f- i)'"'" rayon, r"^^ (i — c-)sin {x—mj).
En remplaçant les sinus par des exponentielles imaginaires, ces expressions deviennent, en laissant de côté pour le moment le premier ravon réfléchi,
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r [x — ny) yj— i -{^— n y)\/~ i] ,
Si l'on partage cette série d'expressions en deux groupes comprenant, l'un les termes dont l'expression générale est
et l'autre les termes dont l'expression générale est
on aura deux progressions géométriques où l'on peut faire la somme des n premiers termes. Les raisons de ces progressions étant respectivement
c-e et c-e ,
on a, pour la sonmie des n premiers termes de la première progression ,
et pour la somme des n premiers termes de la seconde,
La somme des deux progressions est donc
2 v'~ \ _,.2» [,J^'-("+').vlv- '_^, -[•»■-(" + ' )v1v'-']
I — 2r'-cos v-l- r'' / —
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Le terme du dénominateur c*- \e -\-e J a été rem-
placé par sa valeur 2c^ cosy.
En remplaçant de même an numérateur les exponentielles imajjinaires par les lignes trigonométriques, il vient, pour la somme des mouvements vibratoires des rayons réfléchis, sauf le premier, l'expression
/ >)\c"* * " '-^sinf.i'— /iv) — (•■^"siiil.f— (/t-i- i) )'|— t;-sin.r+sin(.r— y) r 1 — c^ ^ -^ 1 !^ _^J ^ ^ .
^ 1 — 2C''C0SJ+C*'
Cette expression est réelle et on [)eut y faire croître n indéfiniment. Si l'on passe à la limite vers laquelle elle tend quand n croît indéfiniment, on trouve
.^N siii (.T— y) — c- sin ,x
cj\ 3111 (.*
2f'-cos y+f''
Il faut, pour avoir le mouvement vibratoire total du rayon réfléchi, ajouter à celte limite le terme — csin:c, qui représente le mouvement du premier rayon réfléchi et que nous avons négligé dans le calcul précédent, et on a alors pour expression définitive du mouvement vibratoire total du rayon réfléchi
/ „> siii (.r— y)— c-sin.r
i — C-) ^ 1 c sin jc
\ I 1 — 2('cosy+c^
Pour avoir l'intensité totale du rayon réfléchi, il faut mettre cette expression sous la forme
A sin î37r , ,.,
et alors A- représentera l'intensité; mais on sait aussi que l'on peut la mettre sous la forme
a Sni 'J TT ,j, + « COS W TT q^ ^
et qu'alors l'intensité est égale à a~^ir. C'est cette dernière lorme (pie nous choisirons. On trouve ainsi successivement, pour l'exprès-
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sion du mouvement vibratoire,
(•(1 — c-isin (r— V) — r^sin.r+sc'sin.ïcos V— rsin.i- 1 — 2c-cosy-i-c*
(i — c-)sin(r— )') — (i +c-)sina;4-2c"-sina7COsr
1 — 2C-C0SJ + C'
Cl -i-r-'Kros y— i)sin.r — (i — r'-)sin vcoe.7- 1 — 2f-cos v + c'
On a donc pour l'intensité cherchée
T c-(n-c')-(cos V— i)-+c- (i —<•'-)- sin->'
— 2c-cosr-^-^^)■-
/i (■■' cos'^ y — 2 ( 1 4- r-y cos _>'
— 2c-cosy-+-c')-
— cos_y)— 2r"-(i—
cos y
cosy
= ^iC
et enfin
1 — 2 c- cos j+c^)-
., ( ! — 2C-C0S y-^-c'')(i —cosy) (i— 2c-cosy+c*)-
, 2C-1 1 —cosy)
1 — 2c''cosy-t-r^
2C cos 7
En remphiçant ij j>ar sa valeur -itt'- — ^^ — - on ari'i\e à 1 exnression définitive
, . , 2CC0Si
4c-snv-7r — , —
( 1 — c- )- -I- 4c- sni- TT — ^ — À
Telle est 1 intensité des anneaux réfléchis lorsijue la lumière est polarisée dans le plan d'incidence. Quant à celle des anneaux transmis, elle s'en déduit immédiatement en retranchant de l'unité l'intensilc» des anneaux réfléchis, ce qui donne
(i-cj
,v, , , • , aecos/ (1 — c-)-+4c-sm-7r — ;; —
î '1 I / I < siiiu — ')
La (iiiantitr r dans ces ( rii\ cNnn'sMoiis est effalc a ^—r-- :•
' I f' SI II (/-+-/•)
APPLICATIONS DE LA THLOUIE DE F I\ ESN EL. /il)5
350. Intensités «les anneaux réfléchis et transmis lors«|ue la lumière incidente est polarisée perpentliculairemeait ati plan «l'incidence. — Les formules précédentes donnent encore les uilensités des anneaux rélléchis et transmis cjuand la lumière est polarisée perpendiculairement au plan d'incidence; seulement la valeur de c est alors différente de ce qu'elle est dans II! cas où la lumière est polarisée dans le plan d'incidence.
En effet, les sinus qui entrent dans re.\j)ression du mouvement vibratoire de chaque rayon réfléchi sont les mêmes (pie dans le cas précédent; les coefficients de ces sinus contiennent toujours les facteurs a, b, c, tJ , mais la valeur de chacun de ces facteurs a chauffé. On a, dans h' cas acitiel,
lan<^(/-/) taiif^f/-/)
(I ou
do II
taiig(/--h/) 1ang(; + r)
2siiw"cos/' 1 2sin/-cos/
hd
sm {i -\- r) ces (r — i) sni (i + /•) ces (< — /)
sina/sinar sin ({ + /•+/— /■)siii(/+/- -4- /• — <")
si u- (<"+/■) ces- (« — /•} siu-(/ + /')cos- ({'—/•)
Le numérateur de cette dernière expression étant ép,al au |)roduit de
sin(/4-»') cos (/ — r)+ sin(/'— r) cos ('-h'*)
par
on a
et enliii
sin (/-!-/') cos (/— r) — sin(/ — r) cos(/ +>'), sin '(/ -f- /•) cos- (/ — '•) — sin- (/ — /•) cos- (/-H/-)
hil^'
siM-(/-t-/-) cos- (/ — /•)
. , tangMi-') _ ,
bd = 1 — -. rr- ^> i — ^
d'est la même relation que dans le cas |)récédent.
Les exj)ressions trouvées pour les intensités des anneaux réfléchis r't Iransims son! donc applicables au cas oii la lumière est polarisi'-e
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|)er])endiciihiircni(>nt an plan d'Incidence, à condition de laiie dans ces expressions
tang (< + /•)
TIa3ikinia et niiniiiia des anneaux réfléeliis et
transmis. — (Considérons d'abord les anneaux réflécliis. Dans les
deux cas où la lunnère est |)olarisée dans le ])lan d'incidence on
perpendiculairement à ce jdan. on voit (jiie l'intensité I est nulle
lorscju'on a
. ., 2cros/
Sin-TT ; = G ,
d'oii
(î'est là la condition donnée j)ar la théorie des interlérences, et Ton voit (jue les ininiina des anneaux réllédiis dans les deux cas (|ue nous avons traités sont com])léteinent nuls, et (|ue |)ar suite les anneaux qui correspondent aux ininiina sont absolument noirs, ce (|ui s'accorde avec l'expérience.
La valeur de 1 |)eut s'écrire
2 C ces l
sni-TT
hc
ic cas i
donc 1 intensité est maximum en même temps (pie sih-tt ainsi les anneaux réfléchis, dans les deux cas (|ue nous avons examinés, (Mil leurs intensités maxinia lorscpi'on a
9A' cos « = ('•>//+ ') .
et i'inlensitc' niaxima a pour valeur
Piiis(jii(' les intensités des anneaux transmis, ap3iilées à celles des anneaux r('>l1(''cliis, doivent donner une sonime (onslanle é'.oale à
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ruiiité, il en résulte ((ue les anneaux transmis ont leur intensité maximum quand les anneaux réfléchis ont leur intensité minimum, et leur intensité minimum quand les anneaux réfléchis ont leur intensité maximum. Les anneaux transmis ont donc pour intensité
maximum l'unité et i)Our intensité minimum ; -r;-
On voit que, pour les anneaux transmis, les minima ne sont jamais nuls, et que par conséquent ces anneaux ne peuvent jamais être complètement ohscurs. Lorsque c^ est très-petit, c'est-à-dire au voisinage de l'incidence normale, les minima des anneaux transmis dilTèrent peu des maxima.
Quand la lumière est polarisée per|)en(liculairement au plan d'in-
. , tang (/ — /■) ,T , n 1 IV • I
cidence, on a c = ', — ^—- — :• bi, dans ce cas, lansie d mcidence est
' tangi<-f-/-) ' ' o
celui de la polarisation complète, on aura < + ''^ 90 degrés, et c=o, d'où 1 = 0 et T== 1, c'est-à-dire que, lorsque la lumière est polarisée perpendiculairement au plan d'incidence, si l'angle d'incidence est celui de la polarisation complète, les anneaux réfléchis disparaissent complètement quelle que soit ré[)aisseur de la lame, et les anneaux transmis ont pour intensité l'unité, ou plutôt, l'intensité étant indépendante de la couleur, on aura, à la [)lace des anneaux transmis, une lumière blanche et uniforme.
352. Intensité!^ des aiineaii!^ réflérliis et trans^nii» lorsque la iiiiiiière incidente est polarisée dans un plan «luelconque. — Le cas où la lumière incidente est polarisée dans un plan quelconque ne présente aucune difficulté, et lés formules (|ui s'y rapportent se déduisent iminé(liaf(Mnent des précédentes. Soit en ellèt a l'angle du plan de polarisation du rayon incident avec le plan d'incidence, et prenons pour unité l'intensité du rayon incident; on peut décomposer ce rayon en deux autres, l'un polarisé dans le plan d'incidence, l'autre |)olarisé perpendiculaiicnicnt à ce plan, et les amplitudes de ces deux composantes seront respectivement cosa et sin a. Si l'on appli(pie à chacune de ces composantes les formules que nous avons trouvées plus haut, on aura les intensit(''s des deux com|)()saiil('S du rayon rélh'clii cl des (l<'u\ composantes du rayon Iraiismis. (iouinic ces deux «(tmposanfcs sont po-
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larisues h anfjle droit et sans diUérencc de pliase, il siiiïit, pour avoir riiitensité du rayon rélléclii ou du rayon transmis, d'ajouter les intensités des deux composantes, ce qui donne pour les anneaux réfléchis et transmis
, . ., 2fC0s/ ,., . „ 2<'C0S/
46'-snr TT — . — 4c sui-tt — ^; —
I = cos-a • H- sin- a
CC0S/ , ,, ^ , ■, • , 2CC0S
(i —c')-+ 4c-sm-7r — ^ — (i — c-)- + 4c -sui-tt — . —
1 = cos- a ■ -\- sin- a
/ ,^, , ., , 2eC0Sf , ,,^, ,, . , 2CC0S/
(i — (-)--i-4c-sni-7r — . — • (i —c-)-+4c' -sui-tt — , —
Dans ces exnressions il laul nrendre
sni (/—/•) , tau<^(t — /•)
sni((-i-/-) lauo(; + /-
On voit donc <pie, dans le cas où la lumière est polarisée dans un plan (pielconque, les maxima et les minima se produisent. [)our les anneaux réfléchis et transmis, dans les mêmes conditions que lorsque la lumière est polarisée dans le plan d'incidence ou perpendiculairement à ce plan. Les minima des anneaux réfléchis sont encore nuls et les maxima ('['aux à
4c-cos^a 4c'- sin- a
Pour les anneaux transmis, les maxima sont égaux à l'unité et les minima à
( 1 — C-) cos- a ( 1 — (■'-) si 11- a il +C-Y (\+c'') '
On voit (le plus (pie, dans le cas actuel, il n'existe aucune incidence pour hupielle les anneaux disparaissent, quelle que soit l'épaisseur de la lame.
353. Polariiîiaiion fie» anneaux réfléchis et tranigniiii lors(|ue la lumière incidente est naturelle. — Si l'on considère la hiniièrc nalurelh^ comme rorniéc de deux faisceaux po-
APPLICATIONS DE LA THEORIE DE FUESNEL. /i!)!) larisés à angle droit et ayant chacun pour intensité -•. on aura, pour
la composante du rayon réfléchi pohirisée parallèlement au j)lan d'incidence, l'intensité
, . , nr'COs/
(i —c-)-+ 4r-sui-7r — ^
et pour la com'posantc polarisée perpendiculairenieni au plan d'incidence .
VOS
■ic -sni-TZ"
,, . -M' cas I (i —c -)'-+ 4'' -SIU''7r — r
11 est facile de voir ([ue le rayon réfléchi est partiellement polarisé dans le plan d'incidence, ce qui n'a pas lieu de nous surprendre puisque l'efifet ordinaire de la réflexion est de polariseï- la lumière naturelle dans le plan d'incidence. Eu efî'et, la diflerence
•jccos/ ;, • , 2ecos<
2('-Sm^ TT s 2C 'sm-TT — c —
2('COs/ , ,, • > 2CCOS/
(i -(•-)■-+ 4c'^sm- 77 — ; — (i — (• 7-4-4f^sm-7î- — - —
peut s'écrire sous la forme d'une fraction ayant pour numérateur •jc- sm- TT — ^ — ( 1 — c ^)- -f lie- sm^ tt — ^ —
„, . ., 2CC0SH, ovo , /.>•■) 2('C0S/ I
— !Tc-sm^7i- — . — I —c-f+ lic-sm-TT — ^ —
A |_ ' AI
= 2 sin-Tz- — ^ — |c-(i ^r-)-— c-(i — t )"J:
c' étant plus grand que c'- et chacune de ces quantités étant moindre ([ue l'unité, cette dernière quantité est positive, et par conséquent l'intensité de la lumière réfléchie est plus grande pour la (•()m|)osante polarisée parallèlement au plan d'incidence que j)our la com|)osante polarisée perpendiculairement à ce [)lan.
Pour la lumière transmise, ce sera l'inverse : ce sera la composante polarisée per|)eiidicMlairement an plan d'incidence ipii aura la
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plus grande intensité, et par suite la lumière transmise sera polarisée partiellement et perpendiculairement au plan d'incidence.
Ce dernier résultat semble en contradiction avec une expérience d'Arago. Il recevait la lumière réfléchie ou transmise par la lame mince sur un prisme biréfringent dont la section principale était parallèle au plan d'incidence. Il obtenait ainsi deux systèmes d'anneaux, l'un dû aux rayons ordinaires, et l'autre aux ravons extraordinaires. Or il remarqua c|ue, lorsque l'angle d'incidence était celui de la polarisation complète, les anneaux disparaissaient dans l'image extraordinaire, et on avait à la place absence de lumière pour le ravon réfléchi, lumière blanche plus intense pour le ravon transmis. Cela tient uniquement à ce fait que nous avons signalé plus haut (351), que si, la lumière étant polarisée perpendiculairement au plan d'incidence, l'angle d'incidence devient égal à celui de la polarisation complète. c'~ est nul, et par conséquent l'inlensilé du rayon transnns ou réfléchi devient indépendante de l'épaisseur et de la couleur, nulle pour le rayon réfléchi, et égale à l'unité pour le rayon transmis.
35/i. £s.plication de« expériences de Yoiin^ sur les anneaun^ à centre blanc et à centre noir. — L'amplitude des dilTérents rayons réfléchis dont la superposition constitue le rayon réfléchi total décroit rapidement; donc le signe de la somme des amplitudes de tous les rayons réfléchis, sauf le |)remier, est le même que le signe de l'amplitude du second rayon réfléchi. Or les amplitudes du premier et du second rayon réfléchi sont — cet c(i — f"-). Si le milieu intermédiaire est placé entre deux milieux semblables, conmie nous l'avons supposé jus(|u'ici, ces deux amplitudes sont toujours de signe contraire, et, par conséquent, il y aura toujours changement de signe dans la vitesse d'un des deux premiers rayons réfléchis, mais d'un rayon seulement, à la première ou à la seconde surface.
Supposons d'abord le milieu intermédiaire moins réfringent que
If's deux autres; si alors la lumière incidente est polarisée dans le
I IV • 1 1 sin (i — r) , , . -n , ,
nhiii (I incidence, ca pour valeur -■ — : et est nositit; le clian-
gemeiit de siffiie a donc heu ù \;\ seconde Mirface: m la lumière est
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lans' i — '',11 , 1 • ]• ^ 1 -v \ i
r — ^-p — r et le changement de signe a lieu a la première ou a la
seconde surface, suivant que i-{-r est plus petit ou plus grand que qo degrés, c'est-à-dire suivant que l'angle d'incidence est plus petit ou plus grand .cjue l'angle de polarisation complète.
Si le milieu intermédiaire est plus réfringent que les deux autres et si la lumière incidente est polarisée dans le plan d'incidence, c est négatif, et le changement de signe a lieu à la première surface; si, dans le même cas, la lumière est polarisée perpendiculairement au plan d'incidence, le changement de signe aura lieu à la première ou à la seconde surface, suivant que l'angle d'incidence est plus grand ou plus petit que l'angle de polarisation complète.
En somme, lorsque le milieu intermédiaire est compris entre deux milieux semblables, il y a toujours changement de signe pour un seul des deux premiers rayons réfléchis. D'où il résulte que, dans ce cas, les anneaux réfléchis sont toujours à centre noir et les anneaux transmis à centre blanc.
Il n'en est ])lus de même quand les deux milieux entre lesquels se trouve la lame sont diflerents. Supposons d'abord que l'indice du milieu qui forme la lame soit intermédiaire entre les indices des deux milieux qui la com[)rennent. Les deux réflexions se font alors dans les mêmes conditions, et les deux premiers rayons doivent, ou ne pas changer de signe, ou changer de signe tous deux, l'un à la première et l'autre à la seconde surface. Dans l'un comme dans l'autre cas, la réflexion n'introduit pas de changement de phase et, par conséquent, les anneaux réfléchis doivent être à centre blanc, et les anneaux transmis à centre noir; c'est ce qu'a vérifié Young (38).
Enfin considérons le cas où les deux milieux qui comprennent la lame mince sont tous deux plus réfringents ou tous deux moins réfringents que le milieu de la lame, tout en ayant des indices trèsdifTérenls.
Supposons, pour fixer les idées, que les deux milieux aient des indices supérieurs à celui de la lame mince, et que la lumière incidente soit polarisée per])endiculairement au plan d'incidence. Le rayon
ai ' 1 • V I •' c 1 T 1 , tan"'(r — «) rt'llcclii a la nrenncre suriacc a alors pour amplitude + i — ^ ^t
r)()2 REFLEXION ET REFRACTION DE LA Ll MIERE POLARISEE, l'amplitude du ravon incident ('tant prise pour unité. De même le
ravon réfléchi à la seconde surface a pour amplitude - — ^— ^ r,->
i A tang(j-rr;
l'amplitude du ravon qui tombe sur la seconde surface étant prise pour unité. On a, dans la supposition que nous avons faite, /;>?' et />r': si. de jdus, on suppose r> r', c'est-à-dire le second milieu plus réfringent que le ])remier, le changement de signe aura lieu à la première surface et non à la seconde tant qu'on aura /-|-r<c; (^o°, c'est-à-dire tant que l'angle d'incidence est inférieur à l'angle de polarisation complète pour le premier milieu : dans ce cas, les anneaux réfléchis sont à centre noir. Si l'on a ^-f-J'^go" et i-hr'<^90", c'est-à-dire si l'angle d'incidence a une valeur intermédiaire entre celles des deux angles de polarisation complète relatifs aux deux milieux, il n'v a de changement de signe ni à la première ni à la seconde surface , et alors les anneaux n'fléchis sont à centre blanc. Enfin, si l'on a /-|-'' >90°, c'est-à-dire si l'angle d'incidence surpasse l'angle de polarisation complète relatif au second milieu, le changement de signe a lieu seulement à la seconde surface, et les anneaux réfléchis sont de nouveau à centre noir.
Au lieu de faire tomber sur la lame de la lumière polarisée perpendiculairement au plan d'incidence, on peut y faire tomber de la lumière naturelle, et recevoir ensuite les ravons réflf'chis sur un prisme biréfringent dont la section est parallèle au plan dincidence : l'image extraordinaire donn(''e par le prisme ne se composera alors (jue de lumière polarisée perpendiculairement au plan d'incidence, et présentera, suivant la valeur de l'angle d'incidence, les différentes apparences que nous venons d'mdiquer.
Ces apparences sont assez difficiles à vérifier, parce qu'il faut employer deux substances bien transparentes dont les indices soient Irès-difTérents, Airv les a viM'ifiées le premier en se servant do sulfure de zinc et de verre.
E. l'()l.\RIS\TION PAU DIII'IÎXCTIIIN.
855. Ka|>|)ortw entre le» pliéiioiiièneiii île la polariiîiation par «lifTraef ion et la «lireef ion tlv» vibralion!« «le la lumière polarisée. — (! est à M. ShiLo (lu fin doit l(^s premières reclierclies
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sur los niodificalions ([uc la dillVaclion ])eiil imprimor à la limiirre polarisée*''. Il avait spécialement pour but de déterminer quelle est, sur un rayon polarisé reclilignement, la véritable direction des vibrations, si ces vibrations sont parallèles ou perpendiculaires au |)lau de polarisation. Les phénomènes de l'interférence des rayons polarisés laissaient, comme on sait, le choix entre ces deux hypothèses, sans rien décid(M' en faveur de l'une d'elles. Fresnel, d'après la théorie mécanique de la double réfraction qu'il donna, fut conduit d regarder les vibrations de la lumière polarisée comme perpendiculaires au plan de polarisation; mais cette théorie reposait, comme nous l'avons vu (118), sur un grand nombre d'hypothèses, dont plusieurs sont peu exactes. Les travaux de Poisson et de Cauchy sur la théorie de la double réfraction juontrèrent qu'en faisant sur des coefficients constants des hypothèses également admissibles on arrive à trouver les vibrations, soit parallèles, soit perpendiculaires au ])lan de polaiisalion. Enfin Fresnel a donné de la réflexion et de la réfraction de la lumière une théorie ([ui s'accorde avec l'expérience, et ])0ur l'établissement de laquelle il s'appuie, d'une ])art, sur ce que les vibrations sont ])erj)endiculaires au plan de polarisation, et, d'autre part, sur trois principes (''MI), dont deux sont évidents, savoir : la continuité du mouvement de l'éther et la conservation de la force vive. Mais le troisième de ces principes n'était, à cette époque, qu'une hypothèse consistant i^i admettre que l'élasticité de l'éther est constante dans tous les corps et que la densité de l'éther dans un corps est d'autant |)liis grande que ce cor|)s est plus réfringent et proportionnelle au carré de l'indice de réfraction du corps par rapport au vide, ('e qui n'était (pi'une hypothèse a été vérifié depuis par les expériences de M. Fizeau, qui consistent à observer le déplacement que subissent les franges d'interférence lorsqu'un des faisceaux qui produisent ces franges a à traverser un milieu pondérable animé d'un mouvement dans la direction du rayon. Dans ces ex|)ériences, il a reconnu que la vitesse de l'éther dans le milieu en mouvement est bien celle qu'on peut (h'duire du
'•^' Cnmbv. Traiis., I\ , i. — Aiin. dr rhlin. cl ilr ijIij/h. , (?i), \j\\ 'iÇ)i. — Iiisl . \\, .")(,. — r>lnl. Mni>-.,{'\). Mil, .:)9; ('i), WIll, 'lad.
principe do Fresnel"'. Donc, en s'appuyant, clans la théorie de la réflexion et de la réfraction, sur des principes tous certains et sur cette hypothèse que les vihrations sont perpendiculaires au plan de polarisation, on arrive à des conclusions conformes à l'expérience. Si, au contraire, on admet que les vihrations sont parallèles au plan de polarisation, on arrive à des résultats diamétralement opposés à ceux que donne l'expérience.
Mais, en i85o, époque à laquelle M. Stokes lit ses observations, le principe sur lequel s'appuie Fresnel n'avait pas encore été vérifié par M. Fizeau, de sorte que sa théorie contenait encore quelque chose d'hvpothétique.
Supposons qu'on produise les phénomènes de diffraction non plus avec de la lumière naturelle, mais avec de la lumière polarisée rectilignement. Prenons sur la surface de l'onde un élément trèspetit : cet élément peut être considéré comme envoyant des rayons dans toutes les directions. Sur les rayons normaux à la surface de l'onde les vihrations sont parallèles aux vihrations primitives, mais, sur les rayons ohliques, les vihrations ne peuvent rester parallèles aux vihrations primitives, car elles doivent être perpendiculaires au rayon, et ce ravon est ohlique par rapport aux vibrations primitives. Le plan de polarisation des rayons diffractés doit donc avoir tourné d'un certain angle par rapport au plan de polarisation de la lumière incidente. On peut calculer cet angle en sup|)osant successivement les vibrations parallèles ou perpendiculau'es au plan de polarisation, et voir quels sont les résultats qui s'accordent le mieux avec l'expérience.
356. Tliéorènie de ]?I. ^toke!« isiir la direction des vibrations de la lumière tlifTractée. — M. Stokes a traité mathéîiiatiquement cette question en considérant l'éther comme un milieu solide, en tant du moins que la résultante des pressions sur un élément n'est pas toujours normale sur cet élément, comme cela a
('' Pour cos expériences (le M. Fizeau, et en génénil pour loul ce qui est relalif nu mouvement communiqué à Tétlier par le mouvement des corps pondéraliles cl à l'influence (lu mouvement de la terre sur les pliénomènes optiques, voir dans le présent ouvra^re, t. IV ( Ciniffh'riKm (h p/n/xic/;/»'), les I.econs sur la vitesse do la Iiunière.
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lieu dans les iluides; de plus, il a supposé que les vibrations transversales, c'est-à-dire perpendiculaires à la direction du rayon, se transmettent seules, et (|ue les vibrations longitudinales, c'est-iVdire jiarallèles à la direction du rayon, ne sont pas transmises. 11 a trouvé ainsi que l'angle de la direction des vibrations sur le rayon diffracté avec la direction des vibrations sur le rayon incident est toujours le plus petit possible, ou, en d'autres termes, que si, par un point du rayon difl'racté, on mène une parallèle à la direction des vibrations sur le rayon incident, la direction des vibrations sur le rayon réfracté est dans le plan passant par la droite ainsi menée et par le rayon difl'racté : de plus, cette direction est perpendiculaire au rayon diftVacté; elle est donc complètement déterminée.
Soient (fig. 67) ON la direction du rayon incident, OM la direction des vibrations sur ce rayon, OP la direction du rayon difl'racté, OQ la direction des vibrations sur ce rayon, /S et a les angles que OQ et OM font avec la perpendiculaire OZ au plan de diffraction , 9 l'angle du rayon diffracté avec le rayon incident.
D'après ce que nous venons de voir, OQ est compris dans le plan POM.
(vonsidérons l'angle trièdre formé par es trois droites OM, OQ, OZ; ce trièdre est rectangle suivant OQ, car OQ et OZ sont perpendiculaires à OP; donc OP est perpendicukiire au plan QOZ, et, par suite, le plan POM, ou. ce qui revient au même, le plan QOM est perpendiculaire au plan QOZ. On a donc, d'après une formule connue,
iang/3= tanga cos^.
357. Démonstration élémentaire «lu théorème de M, Stokes par 1?I. Holtzmann. — M. Iloltzniann^'^ a trouvé cette même formule d'un<î manière plus simple. Supposons d'abord que les vibrations soient perpendiculaires au plan de diflraclion; d'après ce que nous avons dit plus haut, les vibrations sur le ravon diffracté
(•) Pof>ir. inn., XdIX, 'i/iG. — Aiiii df chiin. pI <h' phys., (3), h\ , 5oi. VKr.DKT, VI. — ()|.lir|iic. 11. ;j;j
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.jOC. )iKFLi:\l()\ I:T liKFIUCTlOX ])!•: LA LIJMII-UE POLAIUSEE.
scroiil ])arallèles au\ vibrations sur lo rayon incidejil. Sup))OSons maintenant les vibrations du rayon incident parallèles an j)lan de diffraction. Soient (li<;. TxSj 0\I l'amplitude de celte vibration, 01^ le rayon incident, OQ le rayon difl'racté, 6 l'angle de ces deux r.ivons. On peut décomposer la vibration OM en deux autres vibrations, l'une perj)endicu]aire au rayon difi'racté et l'autre ))arallèle à ce ravoii: la première se transmettra seule dans le ra\on dilîVacté. et elle est égale à OM cos6'.
Prenons maintenant le cas général. Supposons cjue. dans le ravon incident, les vibrations fassent avec la perpendiculaire au plan de
diffraction un angle égal à a. On peut alors décomposer la vibration incidente en deux autres vibrations, l'une |)erpendiculaire au plan de diffraction et égale à OM cosa, qui donne dans le rayon diffractf' nne vibration j)er])endiculaire au plan de diffraction, essaie à OAfcosa: l'autre, OM sina, dans le ])lan de diffraction, (pii donne dans le ravon dilTracté une vibration dans le plan de diffraction égale à OM sinacos^. Si l'on appelle /S l'angle que fait la direction des xibrations sur le rayon dilfracté avec une j)er|)endiculaire au plan de dillraclum , (Ui ;iura
^ C)Msinacos6' , ,
laii;;/3 = - — nn =" tanjj'acos^.
l'unnuli' idcnlicjue à celle cpii a ('ti' Irouvi'i' par M. Stokes.
dette formule montre que /S est moindre (pie a. c'est-îVdirc que par la diilraction les vibrations se rapprocbent de la perpendiculaire au plan de diilraction. Donc si. comme le su])pose Fresnel , le plan de [)()larisation est perpendiculaire aux vibrations, par la diffraction le plan de polarisation doit s'éloigner de la perpendiculaire au plan de dilfraclion, c'esl-à-dire se rapproclier du plan de diilraction.
Si, au contraire, le plan de polarisation est parallèle aux vibrations, il doit, par la diilraction, se rapprocber de la perpendiculaire au plan de diilraction, c'est-à-dire s'éloigner du plan de difli'ai'hoji.
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INjiir (|iie la rotati(tn du plan de polarisation soit sensible, il faut (juc 0 ait une valeur considérable; il faut donc observer les rayons dilfractés sous de grands angles, et, pour cela, produire la diffraction au moyen d'ouvertures très-petites et très-nombreuses. M. Stokes se servait d'un réseau construit en traçant avec un diamant, sur une lame de verre, des traits si rapprochés cpi'il y en avait 5o par millimètre.
358. Difficultés «les expériences. — Il faut remartpier que la ddl'raction n'est [)as la seule cause qui tende à changer le plan de polarisation des rayons incidents. Il faut tenir compte aussi du changement de milieu et de la réfraction qui tend à rapprocher le plan de polarisation de la ])erpendiculaire au plan de réfraction, ou, ce qui revient au même, au plan de diffraction. La réfraction tend donc à éloigner le plan de polarisation du plan de dilfraction , comme le ferait la diffraction dans l'hypothèse contraire à celle de Fresnel. Si on trouve (pie le plan de polarisation s'éloigne du plan de diffraction, on n'aura rien à en conclure; mais s'il arrive (pie le [)lan de polarisation se rapproche du plan de diffraction, on sera autorisé à en tirer une conclusion favorable à l'hypothèse de Fresnel.
Supposons d'abord le réseau à la seconde surface, c'est-à-dire supposons que le rayon traverse la lame de verre avant d'arriver au réseau. Si le rayon est normal à la lame de verre , il la traverse sans (jiie son plan de polarisation change, et, à la seconde surface, il subit une dilfraction et une réfraction. On peut faire deux hypothèses :
Ou bien la réfraction a lieu avant la dilfraction, et alors, comme le rayon est normal, la déviation du plan de |)olarisation n'est due qu'à la dilfraction, o[ on a |)ar cousé(pi('nl
tang /3= tang' a cos 0,
/S et a étant les angles des vibrations av(;c une perpendiculaire au plan de (lilIVaclion, ou, dans l'hypothèse de Fresnel, les angles des plans de polarisalion du ravon dilfraclé et du rayon incident avec le plan de (hifraction.
Si, au contraire, la dilfraction a lieu avant la réfraction, on a un rayon (pii se rt'lracli^ sous l'incidence 9. Le plan de polarisation de
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ce rayon fait avec le plan de clitTr,icilon un angle qui est donné par
la relation
(i) tang/S' = tanga cos^.
Or on sait que, lorsqu'un ravon se réfracte sous l'incidence 6, si l'on
appelle 0' l'angle de réfraction correspondant à l'angle d'incidence^,
,S' l'angle du plan de j)olarisation du rayon incident avec le plan de
réfraction, /S l'angle du plan de polarisation du ravon réfracté avec
ce même plan, ou a (320)
tangjS' tang/3 = — TZ—F'
d'où, d'après l'équation (i), /S conservant la même signification,
tangacosÔ
(q) tangue ^
cas [6' -6:
Considérons niainlcnant le cas où le réseau est à la ])ri'niière surface. Ou |)eut, comme dans le cas précédent, faire deux hvpothèses:
Si l'on su|)pose (pie la réfraction a lieu avant la dillVaction , le rayon qui tombe normalement sur le réseau y j)énétrera sans que son plan de polarisation change de direction, puis il se difïractera. et, si on désigne par (5' l'anole du plan de j)olarisation avec le plan de diftVaclion. on aura
tang/S'= tangacos 6.
A la seconde surface, le rayon se réfractera sous l'incidence normale (ît, si l'on désigne par /S l'angle du plan de polarisation du rayon émergent avec le plan de dillVaction, on aura
Iaii"ac()s6'
formule identique à la formule (•>) du cas j)r(''C(''den(.
Eidin. si nous su[)posons (pie la dillVaction ail lieu avant la réfraction, nous aurons, en appelant /S" l'angle du plan de j)olarisation du ravon diiïracté avec le |)lan de dillVaction, /5' l'angle du i)Iau de |)olarisation du ra\on apn'-s la premiiM'e n'fraclion à la prennèrc siiri'acc avec le plan de dillVacliou. jS l'anMlc du plan de
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(l'oii
taiigacos^
Les lonniiles (1), (2), (3), (/i) supposent le plan de vibration perpendiculaire au plan de polarisation, car elles ont été établies en [)ar(ant de la théorie de Fresnel.
359. Expériences de M, moU.es. — Les expériences de M. Stokes ont été faites, comme nous l'avons dit, avec un réseau très-fin. Le rayon incideni était ])olarisé par un prisme de INicol, et le rayon émergent analysé par un second iNicol. Les angles de dif- IVaclioji étaient très-considérables, et ils variaient entre 5 0 et 65 degrés. On observait les spectres de [)remière classe dans lesrpiels les couleurs ne sont pas nettement séparées,
M. Stokes trouva (pie la lumière diliVactée n'était pas com[)létemenl polarisée, c'est-à-dire (pi'il n'y avait pas de position de l'anahseur dans laquelle une image disparût complètement. Mais charpie image passe par un minimum, et alors elle est colorée. La coloration change dans le voisinage de ce minimum: cela conduit à penser ([ue, par l'ellet de la dillraction, les plans de polarisation des rayons des dill'érentes couleurs tournent d'angles inégaux. Les expériences de M. Stokes n'ont pas donné des résultats très-réguliers, mais, |)rises dans leur ensemble, elles paraissent favorables à l'hvpothèse de Fresnel.
Voici comment M. Stokes a ellectué cette vérification. Il a remarrpié d'abord que les formules (1), (-2), (3), (/;) sont de la forme tang/3 = m tanga, m étant une fonction de 0. Il a |)ris pour abscisses les valeurs de 9, et pour ordonnées les valeurs de tang/S données par les expériences, et il a pu ainsi représenter les observalions par des points. Il a ensuite construit trois courbes correspon-
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(luiil aux Irois valeurs de m flounées par les foruuiles (i), («j)^ (3), ('i), qui, en admettant liiNpothèse de Fresncl, sont
(•ns6' cos^
m = cos 6 . III '= TH — TT, ■> m
cosHO'-O,
11 a vu ainsi (|ue la prennère courbe donnée par la lorinulc m = cos6' ne passe an voisina^je d'aucun des points donnés par les expériences.
La seconde courbe, donnée iiiir la formule m = — —, nasse près
' cos,^-^,i ' ^
des points donnés par des ex[)ériences où le réseau était à la seconde surface. Enfin la troisième courbe, donnée par la formule
''* = ■; — TTn: — û"' prisse près des points cloiines par des expériences
où les réseaux étaient à la première surface.
Si, au contraire, on adopte l'iivpotbèse opposé(^ à celle de Fresnel, c'est-à-dire si on admel (|ue les vibrations soient parallèles au pian de polarisation, on a, pour les ([uatrc cas c|ue nous avons considérés, les formules
tauga tangacos(^— 6') tang/S=- — ^^ tan()/S=-- ^~ '
tangacos'i^'— 6)
tan;'- /3 = 7, .
•^ cos U
a et /S étant toujonrs les angles des plans de polarisation du ravo'n incident et du rayon dillracté avec le plan de dilfraction. Si on trace les courbes qui corres|)ond<'nt à ces formules, on trouve ([u'elles passent loin des points donnés par l'expérience.
Les expériences de M. Stokes paraissent donc favorables à rb\potbèse de la perpendicularité des vibrations au plan de polarisation. Elles semblent, de plus, démontrer que la dilfraction a lieu avant l; réfraction. Néanmoins les résultats de M. Stokes sont peu réguliers et il est probable que, dans ses expériences, les phénomènes étaien. compliqués par des circonstances accessoires, comme par e\eni[)le la réflexion de la lumière sur les traits qui forment le n'-seau.
06O. Expériences «le Ifl. Ilollxitiaiin. — Les e\|)(''nences de M. ll(ill/tu;Miii nnl f'Ié l'allés en recouM'jinl ww' l;une de \erre de
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noir (le liiiii('e el en enl(3van( cet endull |»;ii- handcs (lès-niinccs. Il u obtenu des résultats |)lus réouliers (|ue M. Stokes, mais il a été conduit à une conclusion dianiélralenient opposée. Il a en recours à des mesures de rotation du plan de [)olarisation et à des mesures d'intensité.
Suj)posons la lumière incidente pohu'isée à /i5 degr('s (\{i plan de diffraction, et recevons la hmnère émergente sur un analyseur dont la section principale est parallèle au plan de diilraction. Si l'hypothèse de Fresnel est exacte, le plan de polarisation doit, |)ar la diffraction, se rapprocher du plan de diilraction, et, par suite l'image ordinaire doit dépasser en intensité l'image extraordinaire. Dans rh\potlièsc contraire à celle de Fresnel, le plan de })olarisation s'éloigne du plan de diilraction, et, par consétpient, c'est l'image extraordinaire qui est la plus intense. L'ex])érience montre que c'est l'image extraordinaire qui a la plus grande intensité. Elle [)araît donc favorable à l'hypothèse où l'on suppose les vibrations parallèles au plan de polarisation.
M. Holtzmann a effectué aussi des mesures de la rotation du ])lan de polarisation. Il n'a pas, comme M. Stokes. obtenu d'images colorées et, par suite, il a pu déterminer avec beaucoup de précision la position du j)lan de polarisation du rayon diffracté. Si l'on su[)- " . le réseau à la seconde surface, en admetlanl l'Inpollièse contraire à celle de Fresnel. en su|)[)Osanl de plus (pic la dillractidu a lieu avant la réfraction, on a
tang (o =- y. '
a et /S étant les angles des j)lans de polarisation du rayon incident et du ravon diffracté avec le j)lan de diffraction, (l'est par cette , fornnile (pi'ont (''t('' calculés les nombres inscrits dans la cincpiième colonne du tableau suivant, tandis cpu' les nombres conteiuis dans la dernière colonne ont ('lé calculés, en admeKanI l'Inpoliièse de l^^resnel, |)ar la formule
laiigacos6'
laiig/i= -w. — n"
'-* cos 10 —'i,
TALEURS
TILELES CALCLLÉES
TALECRS
TiLElES
observées
par
M. Holtzniann.
par la formule
lano'acos(6' — 6)
tantr i = -,
cos \j
calculées par la formule
de M. Eisenlohr.
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d'après
rhypotliise
de Frcsnel.
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'ii"3V
hÔ" 2'
âo'lY'
hh" 5'
'io'*39'
io°32'
li 5° '1 9 '
io'oa'
>iT-2Ç)'
'jj"
38" fi'
lio" 2'
i.ysfj'
On voit ([lie ces expériences paraissent contraires à I hypothèse (le Fresnei: mais il faut examiner si ie principe de ces expériences est ahsolument incontestable, et nous allons faire voir qu'il n'en est pas ainsi. En effet, pour trouver les formules cjui nous ont servi à comparer les résultats de l'expérience avec ceux qui sont donnés par l'une ou l'autre des hypothèses sur la direction des vibrations, nous avons admis que les vibrations longitudinales de l'éther sont de nul effet. Or. en a(hnet(aiit cette nullité d'action des vibrations longitudinales, il est impossible d'expliquer les phénomènes que présente la réflexion à la surface des métaux et aussi à la surface des corps transparents dans le voisinage de l'angle de polarisation complète. Cauchy admit que les vibrations longitudinales se transmettent en effet, mais s'affaiblissent très-rapidement.
361. Keclierclies de i?I. Eisenlohr. — M. Fr. Kisenlohr a a[)pliqué l'hypothèse de Cauchy aux phénomènes dont nous nous occupons'^'. Il est arrivé à la formule suivante, en représentant [)ar a et ,5 les angles des plans de polarisation du ravon incident et du rayon diffracté avec la uoDiutle au plan de diffraction , par k- une conslante proportionnelle au ra|q)ort des coefficients d'absorption des vi- ^B hrations longitudinales dans les deux milieux, c'est-à-dire dans le \errc et dans lair, divisé par la longueur d ondulation, et en admet-
C' l''ilfl[. Aitli.. (Jl\ , 3">7. — .1/"'. (le rliim. et 'le iililfu.. ( •> ) . L\ , 5(j/l
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tant l'hypothèse de Frcsnel,
,,, • .0 i + A:'sin--
cos
Oïl peut comparer celte formule avec l'expérience. A cet effet, on déduit la valeur de U- de l'une des expériences. Dans le tal)leau précédent cette valeur a été calculée à l'aide de k seconde expérience. Puis on calcule à l'aide de cette valeur de A- la valeur de jS dans les autres expériences. On voit dans le tableau que l'accord entre les nombres trouvés par la formule de M. Elsenlohr et ceux (pie donne l'expérience est satisfaisant. Le phénomène est donc en réalité plus complexe que nous ne l'avions supposé, et. il est surtout remarquable en ce qu'il met en évidence mieux que tout autre l'existence des vibrations longitudinales.
Si la diffraction était produite dans un seul milieu, on pourrait calculer le coefficient d'absorption des vibrations longitudinales dans ce milieu. Ici on ne peut calculer qu'une moyenne entre les coefficients d'absorption dans l'air et dans le verre. On ti'ouve ainsi qu'en
traversant une épaisseur de — de millimètre ranq)litude des vibrations longitudinales est réduite dans le rapport de lo^^' à i.
F. — Influence uu mouvement de la teure sui-. la isotation du plan
DE polarisation.
362. Déviation du plan tie polarisation isous l'influence du mouvement de la terre. — Nous avons vu que , si l'on fait traverser à un rayon lumineux polarisé une série de lames à faces parallèles , en désignant ])ar a et /S les angles des plans de polarisalion du rayon incident et du ravon transmis avec le plan d'incidence, et par y; le nombre des lames, on a (3 /il)
L'angle /S, (pii dépend de / et de r, dépend par suite de l'indice de réfraction, de sorte ([ue tout ce qui fait varier l'indice doit aussi changer la rotation du plan de |)olarisation.
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Supposons qu'on fasse arriver sur une lame à faces parallèles un ravon parallèle à la direction du mouvement de la ferre, la vitesse de la lumière sera altérée, et par suite aussi l'indice de réfraction. (|ui est éfjal au rapport des vitesses de la lumière dans les deux milieux. 11 semble au premier abord c|u'il faille ajouter la vitesse de la terre aux vitesses de la lumière dans les deux milieux ou l'en retrancher. Mais, en réalité, les choses se passent comme si on ajoutait à la vitesse de la lumière dans l'air la vitesse de la terre, et à la vitesse de la lumière dans la lame le produit de la vitesse de la terre par la puissance réfractive de la lame '".
On est porté à croire, d'après cela, que l'on doit trouver une différence dans la direction du rayon réfracté, suivant que le rayon parallèle à la vitesse de la terre se propage dans le même sens que cette vitesse ou en sens opposé. Cependant il n'en est rien, car, à cause du phénomène de l'aberration, la direction que nous attribuons à un rayon lumineux n'est pas sa direction réelle, mais bien cette direction légèrement modifiée par le mouvement de la terre. Or, cette nouvelle altération de la direction du ravon réfracté compense hi première, et la direction du ravon réfracté est la même que si la terre était immobile ^- . Mais il n'y a aucune compensation semblable pour la déviation du plan de polarisation, de sorte que, suivant le sens dans lequel marche le rayon parallèle au mouvement de la terre, il doit v avoir une différence entre les déviations du plan de polarisation.
363. Expériences de .^I. Fizeaii. — M. Fizeau a \érilié [)ar l'expérience cette conclusion de la théorie ^ . Il faisait arriver sur un polariseur et ensuite sur une pile de glaces un ravon parallèle au mouvement de la terre; ce rayon était reçu sur un analyseur. II retournait l'appareil de façon à recevoir sur l'analyseur un ravon parallèle au premier, mais de sens contraire, et reconnaissait que la position du plan de polarisation avait changé.
^'' Voir', dans ie tome 1\ du jirésciit omruge (Co/i/éVe/ifes r/^ ^//ii/sv/ce ), les Lirons sur la vitesse de lit ininièic.
(^) Voir il'iil.
-^) c. IL. \i\\ .717. — -I"". '/'■ '/'"". '■' '/' ///"/.s-., i ;; .. L\ III . I ■•<!.
(Jelle expérience présente des difJicuilés, car Pintlicc de réfraclion est altéré d'une quantité ([ui provient de l'addition, au numérafeur et au dénoniinafeur du rapport qui repn'sente cet indice, de quantités moindres que j^^ de la valeur de chacun de ces termes. Il faut donc, pour rendre le phénomène visible, enq)loyer des pdes de glaces, mais alors la direction du plan de polarisation du rayon transmis tend à devenir perpendiculaire au plan d'incidence, et l'appareil devient de moins en moins sensible lorsqu'on augmente le nombre des glaces.
Pour lever cette difficulté, M. Fizeau disposait plusieurs piles de glaces à la suite les unes des autres, de façon que le plan d'incidence sur chaque pile fût successivement à CjO degrés du plan d'incidence sur la pile précédente; on obtient ainsi une rotation du plan de polarisation de plusieurs circonférences sur laquelle l'inlluence du mouvement de la terre est assez sensible. Par suite de cette disposition, il y a nécessairemont une dispersion considéral)le delà lumière; aussi les piles de glaces étaient-elles acluomatisées.
En constatant la dilïérence entre les déviations du plan de polarisation du rayon réfracté suivant le sens dans lequel se propage le ravon, M. Fizeau a donné une nouvelle preuve physique du mouvement de translation de la terre; mais il est évident que le phénomène dépend du mouvement absolu de la terre, de son mouvement par rapport à l'éther, et non de son mouvement par rapport au soleil. Le mouvement réel de la terre nous est inconnu; il n'v a donc [)as à chercher dans les expériences de M. Fizeau des vérilications numériques de la théorie.
L'importance de ces expériences, c'est de prouver, comme celles dont nous avons parlé plus haut, que les corps pondérables en se déplaçant n'entraînent avec eux (ju'un(> partie de l'éther qu'ils contiennent, d'où Ton conclut nécessairement que la densité de Péther n'est pas la même dans tous les corps, et ce dernier principe se relie intimement, par les lois de la réflexion et de la réfraction, à celui (le la perpendicidarit(* des vibrations au plan de polarisation.
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(î. — 'loMi>Ar.Aiso\ DE LA théouie i)E Fresnel avec les théories de .\euma>.\ ET DE Mac Clllagh.
36^ . H ypotlièssesi de ]%euniann et de Iflac Cullai^h sur la constitution «le l'éther. — Il sein])lf' <jue les vérificalioiis qui ])ré('èdent soient nnr jiistidcatioii complète de la tliéorie de Fresnel. (Cependant on n'a vérifié en réalité que des forniuies, et si des [)rincipes autres que ceux de Fresnel peuvent conduire au\ mêmes formules, il y aura au moins incertitude sur l'exactitude de la théorie.
C'est là précisément ce qui est arrivé, ^eumann '" et Mac Cullagh'-^ ont presque simultanément obtenu des formules identiques à celles de Fresnel, en partant de principes différents. Ce qui les a engagés à s'écarter de la théorie de Fresnel. c'est surtout la singularité de ce principe, qu'il y a identité entre les composantes du mouvement vibratoire parallèles à la surface de séparation, mais non entre les composantes ])erpendiculaires à cette surface. Ils ont préféré admettre l'identité du mouvement sans aucune restriction, ce qui conduit à trois équations incom|)atibles. Parmi les autres principes posés par Fresnel, il en est encore un auquel ils crurent pouvoir toucher : c'est celui (jui admet ([uc dans les différents milieux la densité de l'éfher est différente et son élasticité constante. Aeumann et Mac Cullagh partirent d'une hvpothèse sur la constitution de l'éther opposée à celle de Fresnel: ils admirent que la densité de l'éther était constante dans tous les milieux et son élasticité variable.
En partant de ces bases, ils ont trouvé (|ue les trois équations incompatibles dans le cas où la lumière est polarisée perpendiculairement au plan d'incidence se réduisent à deux : ce sont celles qu'a trouvées Fresnel pour le cas où la lumière est polarisée dans le plan d'incidence: et réciproquement les formules (ju'ils obtinrent pour le cas de la lumière polarisée dans le plan d'incidence furent identiques à celles qu'avait trouvées Fresnel pour le cas de la lumière polarisée perpendiculairement à ce plan. Pour rétablir l'accord entre les résultats de l'expérience et ceu.x de leur théorie, ils furent donc obligés d'admettre, contrairement à l'Inpothèse de Fresnel,
^'' Abliaiidl. Iterl. ALaiL, i8o.'> , pari. 1 , |). i .
<-> Phil. Mair., (3), VII, :295; \, 'i-. - Ir. Tnm... \.\l . i 7.
que les vibrations sont parallèles au plan de polarisation. On retrouve alors pour chaque cas des formules identiques à celles de Fresnel. Ainsi, lorsque la lumière est polarisée dans le plan d'incidence, le principe de la continuité du mouvement de part et d'autre de la surffice donne les deux équations
[i — v^ cos i = u cos r, (i -h '') sin i^ u sin r,
et le principe des forces vives fournit l'éipiation (i — V-) X cos 1= u-y cos r,
1, , X sin /
(ton, en remarquant (11^'^="-^ — ■>
r~ sm I cos i = u- sin rcos r.
Cette troisième éipialion est conq)atible avec les deux autres, car, en la divisant par l'une des deux premières, on retrouve l'autre.
365. Comparaison entre la théorie de Fresnel et celle de ]?Iac Ciillagh et «le IVeiiniann. — On voit que, tant qu'on ne considère que les |)liénomènes de la réflexion et de la réfraction, il est impossible de se prononcer d'une manière décisive entre la théorie de Fresnel et celle de ses adversaires. 11 est vrai que, lorsqu'on essaye d'établir la théorie de la double réfraction sur la propagation du mouvement vibratoire dans les milieux cristallisés, on est conduit à supprimer certains termes dans les équations dilTércntielles de façon à les simplifier, et que cette suppression entraîne comme conséquence que les vibrations sont parallèles au plan de polarisation. Mais on peni obtenir le même résultat en établissant entre les coefficients certaines rdalions qui supposent les vibrations jierpendiculaires au plan de j)olarisation. Il n'y a donc là aucun argument décisif en faveur de l'une ou l'autre des deux théories.
Remarquons ([ue dans la théorie de Neumann et Mac (lullagh on n'arrive à des formules conformes à l'expérience qu'en admettant simultanément le parallélisme des vibrations au |)lan de polarisation et la constance de la densité de l'éther dans les dill'f'rents milieux.
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tandis (|ue, tiaiis la théorie de Fresnel, on admet sininltaniMnent la perpendicularité des vibrations au plan de j)olarisalion et la variation de la densité de l'éther d'un milieu à l'autre. 11 va donc corrélation entre ces liy])othL'ses prises deux à deux, el, si on ])eut démontrer ex[)érimentalement que la deusité de l'éther est variable d'un milieu à l'aiiire, on aura par là inéme prouvé que les vibrations sont perpendiculaires au [dan de polarisation. Or, en admettant avec Neuinann et Mac (îullagh la constance de la densité de l'éther dans les difTérents milieux, on rencontre des dillicultés insurmontables j)our ex[)liquer l'aberration, et en général l'influence du mouvement des milieux pondérables sur les phénomènes optiques. Il faut admettre, en etl'et, si la densité de l'éther est constante, que l'éther reste eu repos pendant le mouvement des milieux que traverse la lumière, ou qu'il se meut en entier avec ces milieux; or. l'une et l'autre de ces hypothèses sont en désaccord avec les expériences de M. Fizeau.
Toutes ces dillicultés disparaissent si l'on admet que l'éther esl inégalement dense dans les différents milieux, et que l'excès de la quantité d'éther qui existe dans un corj)S sur la quantit('* d'éther (|iii remj)lirait un es|)ace vide de même volume se meut seul avec le corps. Nous sommes ainsi obligés de revenir à la théorie de Fresnel , et de continuer à admettre, comme nous l'avons fait jusqu'ici, que les vibrations de la lumière ])olarisée se fout perpendiculairement au plan de polarisation.
RÉFLFAIO^ DE LA LUMIÈRK \ LA SURFACE DES CORPS CRISTALLISÉS
RIRÉFRL\GE\TS.
Nous ne nous sommes occupés jusqu'à présent, dans l'élude des lois de la réflexion et de la réfraction, que du cas où le mili'eu sui' lequel se réfléchit la lumière est isotrope, c'esl-àdire où ce milieu est amorphe ou cristallisé dans le système cuhique. Les ])hénomènes de la réflexion et de la réfraction pour un corps isotrope ne déj)endent que de l'angle d'incidence et de la position du plan de polarisation des rayons incidents par rapport au plan d'incidence. Nous allons maintenant traiter le cas où l'un des milieux n'est plus isofro[)e, mais bien biréfringent et par conséquent cristallisé dans un système autre que le système cubique. Les phénomènes de la réflexion et de la réfraction à la surface du corps biréfringent dépendent alors de C[uatre éléments : l'angle d'incidence, la position du plan de polarisation des rayons incidents par rapport au plan d'incidence, la position du plan d'incidence par rapport à la face réfléchissante, el enfin la position de cette face réfléchissante |)ar rapport aux a\es du cristal.
366. Premièpes expériences de Breivster. — C'est en 18 iq que Brewsler''* j)ul)lia les premières lois expérimentales de la réflexion de la lumière sur la surface des corps cristallisés. Il opéra sur le spath et sur le bichromate de plomb : ce sont là deux cristaux très-fortement biréfringents, et les substances de cette nature sont rares. Des cristaux connni' le quartz, le sulfate de chaux, qui soni peu biréfringents, ne donnei'aient que des effets peu marqués. De plus, les deux corps cristallisés qu'enq)loyait Brewster sont l'un el l'autre à un axe et répulsifs : on évite ainsi la complication qui a lieu ])our les cristaux à deux axes, et les résultats sont plus conqjarables, les crislijux étant de même espèce.
Brewster est arrivé aux lois expérimentales suivanf<'s.
'■' PIn'I. Traus.. iS|,,. |,. 1 'i.-,.
5^0 RHFf.EXION ET REFRACTION DE LA LliMIHRE l>OEARISEE.
i" L'aiifjle (le polarisation complète dépend de la position du |)lan d'incidence et de la face cristalline sur laquelle la réflexion s'etïeclue. Sur une même l'ace, Brewster, en faisant varier la position du plan d'incidence, a reconnu (|ue l'on a. en désignant par (p l'angle de polarisation complète, par co l'angle du plan d'incidence avec la section principale du cristal, par a et jS deux constantes,
(2 étant plus grand (pie a.
TV
l^our<i>=o, on a (p = a., et. pour w =-, on a (p = (3. Donc l'angle de polarisation complète est maximum ou minimum suivant cpie le plan d'incidence est perpendiculaire ou parallèle à la section principale. On peut présumer (|ue le contraire a lieu pour les cristaux attractifs.
2° Tandis (pie dans les milieux isotropes la lumière réfléchie sous l'angle de polarisation complète est entièrement polarisée dans le plan d'incidence, pour les milieux cristallisés cette coïncidence n'a lieu (jue si le j)lan d'incidence est parallèle ou perpendiculaire à la section principale. Dans ce cas, en effet, fout est symétrique dans le cristal par rapport au plan d'incidence, et il n'y a aucune raison pour (fue le plan de |)olarisation de la lumière réfléchie soit plutôt d'un côté que de l'autre de ce plan. Mais, pour toute autre position du plan d'incidence, le plan de polarisation de la lumière réfléchie fait un certain angle avec le plan d'incidence : cet angle est généralement très-petit et ne dépasse pas -2 ou 3 degrés.
Pour rendre le procédé plus sensil)le, Brewster employait un artifice qui consistait à plonger la surface réfléchissante dans un liquide; la déviation du plan de polarisation de la lumière réfléchie augmente alors d'autant plus (pie l'indice du liquide se rapproche plus de celui du cristal. Avec l'essence de cannelle, dont l'indice est presque égal à l'indice ordinaire du spath, la déviation du plan de polarisation est pres(pie de qo degrés.
367. Expériences d'Auguste Seebeck. — En i83i, Auguste Seebeck*^* reprit le travail de Brewster. Il n'a pas examiné la
(') Po<ri':Ann.,\\]. -oo : XXII , i --(i.
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tolalit(.^ des phénomènes; il s'est borné à déterminer l'angle de polarisation complète sur un grand nondîre de faces cristallines et j)our beaucoup de positions différentes du plan d'incidence.
L'a[)[)areil dont il se servit était celui qui a été décrit plus haut (328); seulement il était disposé de telle sorte qu'on put fairc^ tourner la face réfléchissante autour d'un axe perpendiculaire à cette face, de façon à avoir un grand nondjre de positions différentes du plan d'incidence.
Il y a encore une autre cause de complication dans le mécanisme de l'appareil, c'est (pn'. le plan de polarisation du rayon réfléchi changeant de direction, on est obligé de faire tourner un peu le Nicol pour l'ajnener à la ])osition oii il y a extinction de l'image extraordinaire. Malgré ces diflicultés. Seebeck est arrivé à de bons résultats, et la concordance des observations avec les formules th(''oriques doit les fîure regarder comme propres à représenter les |)liénomènes.
Il y avait encore dans ces expériences une difîiculté (Puu autre ordre. Nous avons vu que ])our les corps isotropes il est nécessaire, en vue de l'exactitude des résultats, d'opérer sur des surfaces récemment polies. Seebeck crut donc devoir employer des faces cristallines réc(Mmnent clivées ou récemment polies. Or, dans le spath dont se servait Seebeck, tous les phénomènes de la réfraction ont lieu d'une manière symétrique tout autour de l'axe du cristal; il doit donc en ('tre de même pour la réflexion, dépendant des faces clivées et des laces j)olies, é'galement inclim'es sur l'axe, ne donnèrent pas le même angle de polarisation, dette divergence se remarquait surtout sur les faces polies avec du colcothar; la déviation du plan de polarisation y était moindre (pie sur les faces naturelles. Seebeck pensa qu'il pouvait rester dans lo (^olcothar un peu du sulfate de fer qui sert à le préparer et (pie sa réaction sur le carbonate de chaux i\u spath donnait du sulfate de chaux, de sorte que les propriétés du rristal devaient se rapprocher de celles du sulfate de chaux, moins biréfringent (jue le carhonate de chaux.
La substitution de l'oxyde d'étain au colcothar ne donna pas de meilleurs résultats : il se formait du siannate de chaux. 11 fallut se servir d'une substance (pii fut sans action chimique sur le spath, et Verdet, Vi. — 'Oplii|iii', II. .'i'i
en même temps très-fine; c'est pourquoi Seebeck employa pour polir les faces cristallines de la craie pulvérulente. Alors les résultats devinrent identiques pour les faces naturelles et pour les faces artificielles également placées par rapport à l'axe du cristal. Seebeck exécuta six séries d'expériences sur le spath :
I ° Sur des faces artificielles parallèles à l'axe et aux faces naturelles du prisme hexagonal;
2"* Sur des faces artificielles inclinées sur l'axe de 27 degrés et parallèles aux faces du premier rhomboèdre aigu;
3° Sur des faces naturelles inclinées sur l'axe de A5°9 3'5" (faces du rhomboèdre fondamental);
/i° Sur des faces artificielles de même inclinaison, mais de situation différente ;
5° Sur des faces artificielles inclinées de ()/i degrés sur l'axe et parallèles à celles du premier rhomboèdre obtus;
G" Sur des faces perpendiculaires à l'axe.
II n'est pas possible d'opérer sur des faces naturelles parallèles à celles du premier rhomboèdre aigu et du premier rhomboèdre obtus, parce que ces faces ne s'obtiennent pas par le clivage.
Voici les principaux résultats expérimentaux obtenus par Seebeck.
1" Sur une même face la formule de Brewster,
(p = a+(/3— a)sin-<D,
ne représente pas les phénomènes avec une approximation suffisante. Il est probable que la vraie loi s'exprmie par une formule de la forme
/((p)=/(a) + [/(^)-/(a)]si„'-<.;
a et /S sont les angles de polarisation complète dans la section principale du cristal et dans la seclion perpendiculaire, et varient euxmêmes avec la position de la face réfiéchissanle par rapj)ort à l'axe du cristal. Quant à la fonction /", c'est probablement une fonction trigonométrique simple et (pii s'écarte peu de la proportionnalité c\ la variable entre cerlaines limites.
9." (î'esl pour d(''terminer a o{ ^ que Seebeck fil une série d'expé-
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l'ionces dans la seclioii jirincipalo sur des faces inclinées d'un annle variable 6 sur une face j^erpendiculaire à l'axe, et il conslata qu'en désignant par a et c les angles de ])olarisafion complète pour une face parallèle à l'axe et pour une face perpendiculaire l\ l'axe, la formule, lorsque le plan d'incidence est la section principale, est
a = « sin- B -\~c cos- B ,
dans laquelle les quantités rt et c sont des constantes qui ne dépendent c[ue du cristal, puisque ce sont les angles de polarisation complète, lorsque, le plan d'incidence coïncidant avec la section principale, la face réfléchissante est parallèle ou perpendiculaire à l'axe. Do même, h et c étant les angles de polarisation complète , lorsque le plan d'incidence est perpendiculaire à la section principale, sur une face réfléchissante parallèle ;\ l'axe et sur une face perpendiculaire à l'axe, on a
^ = h<Àn~e^c cas^-B.
La quantité c a ici la même valeur que dans l'expression de a, toute section étant principale pour une face perpendiculaire à l'axe.
Ces formules ne représentent les j)hénomènes qu'avec une approximation égale à celle des fonnules de Brewster. 11 est donc probable que les vraies formules sont
J,(cc)^f,(a)s[n^-B^f,{c)cosH, f,{^)=Mh)^-nf-B-hJ\{c)cos'^6,
la fond ion /i élant probablement de la même espèce que la fonction/.
On a employé une méthode expérimentale pour découvrir la forme des fonctions /'et /j. Ces fonctions doivent être exactement proportionnelles aux variables pour certaines valeurs de ces variables et approximativement proportionnelles pour les autres valeurs. Les fonctions doivent croître avec leurs variables et s'annuler avec elles; (I , b,c sont des constantes qui ne peuvent dépendre que des indices de réfraction du cristal, et même b a probablement avec ces indices ime relation assez simple. La (pianlité b, en elTet, n'est autre que l'angle de polarisation complète ])oiu' une face parallèle à l'axe,
([iiand le plan dincidenre est perpendiculaire à l'axe. Dans ce plan, les deux rayons réfractés se comj)orfent comme des rav ons ordinaires avant des indices différents (1/il); il y a donc de l'analogie avec ce qui se passe pour les corps isotropes. Or, sur les milieux isotropes, lorsqu'un ravon polarisé jierpendiculairement au plan d'incidence rencontre la surface sous l'angle de la polarisation complète, il ne se réfléchit pas. et la tangente de l'angle de polarisation complète est égale à l'indice de réfraction du second milieu par rapport au ])remier. Ici c'est le ravon polarisé perj)endiculairement au plan d'incidence qui donne le rayon ordinaire, puisquil est polarisé dans la section principale: son indice est donc l'indice ordinaire du cristal >^ Tout étant syuK^trique par rapport au plan d'incidence et à celui de la section principale, et les molécules du cristal étant placées svmétriquement par rapport au rayon incident, ce ravon se comportera probablement comme un ravon tombant sur un milieu isotrope, el on peut admettre que l'on a
tang l) = )i.
Quant aux deux autres angles a cl c, ils ne se déterminent plus aussi simplement, car il n'v a plus de symétrie par rapport au plan de polarisation du ravon polarisé perpendiculairement à la section principale : aussi le rayon extraordinaire ne suit-il plus la loi de Descarfes, comme dans le cas précédent. On a donc cherché empiriquement les expressions de a et de r. On a trouvé ainsi les deux for-
mules
X /m- — 1 , / n- — 1 tangrr = »t/ , an{îr=î«i/--
où II représente l'indice ordinaire du crislal et /// 1 indice extraordinaire.
Ces trois formules paraissent s'accorder assez bien avec l'expérience. On arrive en effet aux résultats suivants :
vAi.Ki ns obseuvkks
VALEinS CALCII.KES
p.'ir les formules.
a fi/i" n'Ji 5^1" r.'.G
(• Go"/i7'.i (io".'î3'.^
COUPS CUISTALLISES lUREFRl^GENTS. 525
Seebeck a encore observé un certain nombre de phénomènes évidents par eux-mêmes, mais non ramenés à des lois par les expé-i riences précédentes.
1° Sur une face perpendiculaire à l'axe tout se passe comme sur un corps isotrope. Tous les plans d'incidence étant alors identiques, la rotation du plan de polarisation du rayon incident ne dépend pas de la position du plan d'incidence.
'j" Si le rayon incident est polarisé parallèlement ou perpendiculairement au plan d'incidence, le plan de polarisation de la lumière réfléchie ne coïncide plus avec celui de la lumière incidente, à moins que le plan d'incidence ne soit une section principale ou que, la face réfléchissante étant parallèle à l'axe, le plan d'incidence ne soit perpendiculaire à la section principale. En efï'et, sauf les deux exceptions signalées, les vibrations sont symétriques par rapport au plan d'incidence, mais non par rapport aux axes du cristal.
3" La rotation du plan de polarisation de la lumière incidente dépend de la position de la face réfléchissante par rapport aux axes du cristal, et aussi de la position du plan d'incidence.
h" Dans une section principale, les phénomènes sont symétriques de part et d'autre de la normale à la surface réfléchissante. Cela résulte des expériences et ne pouvait être prévu, car ici il n'y a plus nécessairement symétrie par rapport à l'axe du cristal.
368. Tentatives de Seebeck pour établir la théorie de la réflexion sur les corps cristallisés. — Seebeck, |)Our établir les lois de la réflexion sur les corps cristallisés biréfringents, a cherché à les déduire par extension des principes posés par Fresnel, au moyen de raisonnements analogues à ceux que l'on fait pour les corps isotropes, à cela près que dans les cristaux biréfringents l'indice de réfraction n'est pas constant. Cette analogie ne peut se justifier rigoureusement, mais elle lui a donné des formules s'accordant d'une manière suffisante avec les résultats des expériences.
Seebeck s'est borné au cas où le plan d'incidence coïncide avec la section principale du cristal. Il admet le principe de la continuité du mouvement restreint aux composantes parallèles à la surface do séparation des deux milieux, ri le princi|»e des forces vives.
Fig. Gy.
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Si la lumière incidente est polarisée j)er])cndiculairement au plan d'incidenre, c'est-à-dire perpendiculairement à la section principale,
il n'y a tpi'un ravon réfracté, le rayon extraordinaire. Le principe de continuité, appliqué comme dans le cas des milieux isotropes (313), donne l'équation
(i —1)) cosi=u ces r.
Mais il faut remarquer que pour les cristaux biréfringents cette équation n'est ])as rigoureusement exacte, mais seulement ap])rocliée, car, les ondes n'étant pas sphériques dans le cristal, les vibrations des rayons réfractés sont obliques sur ces rayons.
Il faut maintenant ajipliquer aussi au cas actuel le principe des forces vives. Soit (fig. Oq) Cl un rayon incident; il n'y a dans le cas actuel qu'un rayon réfracté, le ravon extraordinaire, et, pour trouver la direction de ce rayon . nous n'avons (pi'à ap])liquer la construction de Huyghens, Prenons sur l'intersection du |)lan d'incidence avec la face du cristal et à partir du point I une longueur 11'
égale à —■ — .; menons par le point 1 une droite Ik. ])arallèle à l'axe
du cristal et une droite perpendiculaire; sur ces deux droites pre-
jions des lonP[ueurs lA et IB telles, (lue l'on ait 1A==-, ]B=^ — •.
H et m étant les indices ordinaire et extraordinaire du cristal; construisons un<> ellipse avant j)Our demi-axes lA et IB; mer)ons j)ar le point r une tangente l'P à cette ellipse et joignons le point P au point 1; IP sera le rayon extraordinaire.
Soient IHRS et 1'M^L !os bases des prismes d'étlier pris dans les deux milieux et (els que le mouvement du premier prisuK! se comnnuiiqiie au bout d'un cei'Iain temps au second. Si nous désignons |t;ir V (>t li ces volumes, par r et ii les amplitudes du rayon incident f'I (In ra\ (in r('rraclé . par A la (l('iisil('' de li-lbcr dans le second milieu.
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la tieiisité de l'éther dans le premier milieu étant prise pour unité, le principe des forces vives donnera l'équation
, , . , , . . . . , , , siii /•
La uensite A n est |)as ici en raison inverse du carre (\e —. — r, 1 sui/
car l'indice est variable et A est constant; mais, pour avoir une équation de mêiiK! l'orme (pie dans les milieux lioniogènes, Seeheck n'en pose pas moins, en néglijieant la variation de l'indice,
/-» , , , , sin /•
12 étant ej^al a —■ — : •
Si l'on a ])ris RI==rH ^=11' sin *= 1 , comme la largeur IH du
prisme est éffale à li' cos / = ^^-^1 le volume V sera représenté, en ' o sin / 1
prenant j)Our unité la hauteur du prisme, [)ar
y VOS i sin /
(Juaiit au volume U. il a j)our expression
sm i sin i sin /
O n'est pas une constante, mais bien une fonction de l'angle i et de la position de la face du cristal par rapport à l'axe. L'équation des forces vives prend donc la forme
cos I
et l'on a, entre les (piantités v, a, ?, r, 6. Ç>, a, ,6, a, h, r. co. ii et m, les équations suivantes :
/((p)=/(a) cos-^w-f-/(/S) sin-^ a,.
J\{a)=J\(a)sm'e-hJ\{c)vosH, /\{f3)==J\{h)smH+J[{c)cos^e.
( 1 r) eos i =- u cos r, a" cos /■
cos I
Comme la quantité O a été supposée égale à -. — ■< les deux dernières équations sont celles qui ont lieu pour les milieux isotropes dans le cas où la lumière est polarisée perpendiculairement au plan
d'incidence. On a donc
tangU-r) tang {i -+- r)
et, pour i + r= go degrés, il vient i'=o ; i est alors l'angle de polarisation complète et égal à l'angle que nous avons désigné par Ç). Cet angle (p peut être déterminé en fonction de 6, m, n. A cet effet, il suffit de remarquer que, en désignant par x„ et y^ les coordonnées du point P où la tangente menée par le point T touche l'ellipse, on a
^o==!/otangr,
et puisqu'ici l'angle i est égal à l'angle (p de la polarisation complète et que l'on a par conséquent (p + r= 90 degrés,
y,= xjang(p.
Or les coordonnées x^, y^ peuvent facilement se calculer en fonctions de B,(p^ m et n. En remplaçant dans l'équation precedente.ro et y„ par leurs valeurs, on aura entre (p, 6, m et n une relation qui peut se mettre sous la forme
. 7i-(/7i--i) . q. m-(n--i) „. sm^(2» = — 7-1 sin-^H 7—, cos^t^.
On a d'ailleurs, du moins approximativement, d'après ce (pie nous avons vu plus haut,
tang« = «y^^ tangc = myj|^,
d ou
. „ n^(m-— 1) . „ 7»^(n-— 1) sin''n = — r-:; 1 sm-cr = — — ;
\ons pouvons donc ('crire
sin-(p=- sin-//sin-^-hsni-ccos-^.
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En comparant cette équation avec celle qui a été posée précédemment, et qui est
/(a)=/i(«)sin^0+/i(c)cos20,
on voit que la fonction yj [)araît devoir être un sinus au carré. On doit se demander alors si , dans l'équation
y((p)=/(a) cos^a)+/(/S) sin^fi^,
la fonctiony* n'est pas de même forme queyj, ce qui donnerait
sin^ (p^siii^a cos^ oj -f sin^ jS sin^ m.
En donnant aux fonctions / et y] la forme sin^, on satisfait du reste aux conditions que nous avons indiquées plus haut comme devant être remplies par ces fonctions. De plus, il se trouve (|ue ces fonctions donnent les formules qui sont le mieux d'accord avec les ex[)ériences. On j)eut donc admettre que les formules où les fonctions y et yi ont reçu la forme sin''^ ont la valeur de formules em|)iriques que toute théorie devra expliquer. Cela est vrai, du moins pour les cristaux peu biréfringents, comme le sont presque tous les cristaux connus; mais il est probable que, si les indices m et n différaient notablement l'un de l'autre, les formules cesseraient d'être applicables.
369. Théorie de IVeuniann. — Après Seebeck, Neumann a fait de son côté un travail qui est une véritable théorie de la réflexion sur les milieux cristallisés '''. Mais cette théorie est fondée sur l'uniformité de densité de l'éther, sur la continuité absolue du mouvement, et par conséquent aussi sur le parallélisme des vibrations au plan de polarisation. Ces principes, comme nous l'avons vu précédemment (365), sont en contradiction complète avec les expériences de M. Fizeau. Quoi qu'il en soit des bases de la théorie de Neumann, nous allons néanmoins, sans entrer dans les détails des calculs, faire connaître les équations fondamentales auxquelles cette théorie l'a conduit et les vérifications expérimentales qu'il a faites de ces ré-
*" Ucher flen Einjlms ilrr hri/slalflnrhcn lin drr Uejlexion des Lichtps, B(M'!in, ih!35. — P'igg- An II. . XL, '\f)-].
sultats. Dans l'hypothèse de Neumann, les vibrations du rayon extraordinaire sont perpendiculaires à la section principale, et, par suite, leur direction est déterminée; quant aux vibrations du rayon ordinaire, elles sont dans le plan de la section principale et perpendiculaires au rayon : leur direction est donc aussi connue.
Comme les vibrations perpendiculaires ou parallèles au plan d'incidence n'y restent pas en général, il n'y aurait aucune simplification à supposer la lumière incidente polarisée ])arallèlement ou perpendiculairement au plan d'incidence. Nous prendrons donc immédiatement le cas général, et nous désignerons par B l'angle du plan de polarisation avec le plan d'incidence. Le mouvement vibratoire du ravon incident peut se décomposer en deux, dont l'un est perpendiculaire au plan d'incidence et a pour amplitude sin0, et l'autre est dans le plan d'incidence et a pour amplitude cosô. Cette dernière composante peut elle-même se décomposer en deux autres : l'une parallèle à la surface réfléchissante et ayant pour amplitude cos^cosi, l'autre perpendiculaire à cette surface et ayant pour amplitude cosôsin/. Désignons par a et a les angles des vibrations du rayon ordinaire et du rayon extraordinaire avec la normale au plan d'incidence, par /S et /S' les angles de ces mêmes vibrations avec la trace du plan d'incidence sur la surface réfléchissante, enfin par y et y les angles des vibrations avec la normale l\ la surface réfléchissante. En appelant v et v' les amplitudes des composantes des vibrations du ravon réfléchi suivant le plan d'incidence et suivant une perpendiculaire à ce plan, u et v! les amplitudes des vibrations du rayon ordinaire et du ravon extraordinaire, le principe de la continuité du mouvement appliqué aux composantes suivant les trois axes, qui sont la normale au plan d'incidence, la trace du plan d'incidencesur la surlace réfléchissante et la normale à cette surface, donne les équations suivantes :
(i) sin^H-i''== «cosa-t-w'cosa'.
(•i) (COSÔ — î')cOs/= MC0S/3-|-?(' cos/3'.
(3) ( cos^ — r) sin /= u cosy + u' cosy'.
Les angles a, ô.y , a, /S', y' cnnlcnns dans ces lormnles peuvciil
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être déterminés en fonctions de certaines quantités, on s'appuyanl sur la construction de Huyghens. En désignant par 4^ l'angle de l'onde plane ordinaire avec la face réfringente, par 4^' l'angle de l'onde plane extraordinaire avec la face réfringente, par ^ l'angle de la normale à la face réfringente avec Taxe du cristal, par w l'angle du plan d'incidence avec la section principale, par -^^^ l'angle de la normale aux ondes ordinaires avec l'axe du cristal, par -/^ l'angle de la normale aux ondes extraordinaires avec l'axe du cristal, on trouve
sinNsiiiw , cosNsinxf/ — sinNcosxl/' cosw
cosa= : •> cosa = -. -, ■ -
sni;^ sin;^
i,A -, cos\I/(cosNsia\I/ — sinN cos\t'COS(D) ^, sinNcosiI/'siiiw (a)< cos/3= -. ■> cos/3== -. — : •'
sin\I/(cosNsin4' — sinNcos\I/cos<w) , sinN sinvl'sinw
cosy = ' —. •. cosy=- r— S '
En appelant V et V les volumes des prismes d'éther pour les rayons ordinaires et les rayons extraordinaires dans lescpiels se transporte au bout d'un certain temps le mouvement vibratoire d'un prisme d'étlier d'un volume égal à l'unité pris dans le milieu incident, le principe des forces vives donne l'équation
L'expression de V est, d'après ce que nous avons vu plus baut,
—■ — : — — r, i et r étant les anjdes d'incidence et de réfraction du
rayon ordinaire, lesquels sont liés par la relation sin^=«sin/■; on
a de même V' = ^-^ — .-—. — r- Mais il s'aînt ici du rayon extraordisin i siii i "' •*
naire, et il faudra calculer r en s'appuyant sur la construction de Huygbens. En substituant à V et V leurs valeurs, l'équation des forces vives devient
1 _ (,,2 , ,/2\ _ »-sin\(/cos4^ \ / siin cos/
H-siii\{/'cos4'
, , 7, , /cosiN ,V
lû — (a- — Ir) cos- ^(^
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les lettres a et b ayant la signification qu'on leur donne ordinairement dans la théorie de la double réfraction.
Si l'on réunit cette équation (5) aux trois équations (i), (2), (3) dans lesquelles on remplace cosa, cosa, cos/3, cos,6', C0S7, cosy' par leurs valeurs données par les équations (/i), on aura quatre équations qui permettront de déterminer les composantes v et v de l'amplitude du rayon réfléchi, et les amplitudes u et 11 du rayon ordinaire et du rayon extraordinaire en fonctions des angles/, ô etN qui doivent être donnés dans chaque cas particulier, et des angles ;(^, ;i^', \{/, v{/' qui se déduisent des angles donnés par la construction de Huyghens.
370. Expériences tle Meiimann. — Neumann a vérifié par l'expérience les formules auxquelles il était parvenu. L'appareil dont il se servait (fig. 70) se compose d'un cercle horizontal gradué G qui |)orte un limbe vertical gradué L, mobile autour de son diamètre vertical. Le cercle G est concentrique à un cercle G' au centre duquel on place le cristal A; ce cercle G' peut tourner dans le cercle G, qui est gradué sur tout son contour. Un tube horizontal T, à l'extrémité B duquel on phice une lampe, contient une tourmaline et amène ainsi un rayon polarisé rcctilignement sur le cristal. Le rayon réfléchi ou réfracté est reçu dans un second lube T' (pii peut tourner autour du centre el qui porte un analyseur N à son extrémité. Avant de se servir de l'appareil, il faut le régler. Il faut d'abord amener le limbe vertical à être parallèle à son axe de rotation. A cet effet, on place en son centre une lame réfléchissante et on reçoit sur une lunette horizonlale l'image, réfléchie par cette lame, d'une mire verticale. Si le miroir, et par suite le limbe, est parallèle à l'axe, en faisant tourner le limbe l'image de la mire restera parallèle à elle-même; s'il en est autrement, on établit le |)arallélisme par une série de tâtonnements. On cheichc ensuite pour quelle position la section |)riuci|)ab' de la lame ( rislnlliiic plact'e ;iu centre du liudx' l'st ho-
Fi{j. 70.
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rizontale. Pour cela on laisse à celte lame cristalline une arête naturelle que l'on place horizontalement : pour s'assurer que cette arête est bien horizontale, on se sert d'une mire horizontale comme dans le goniomètre de Wollaston; puis, sans déranger l'horizontalité de cette arête, on place la face du cristal qui doit réfléchir la lumière verticalement et parallèlement au plan du limbe vertical ; enfin on fait tourner la face du cristal autour d'un axe horizontal d'un angle égal à celui de la section principale avec l'arête naturelle, angle déterminé par la nature du cristal, et alors la section principale est horizontale.
Il faut voir aussi quelles sont les divisions auxquelles correspondent les positions verticales des sections principales de la tourmaline et de l'analyseur. Pour cela, on place horizontalement la section principale de la lame cristalline comme nous venons de l'expliquer, et on fait arriver un rayon incident horizontal; puis on dispose l'analyseur de façon à faire disparaître l'une des deux images. Comme le rayon incident est dans la section principale du cristal, la section principale de l'analyseur est alors parallèle ou perpendiculaire à celle du cristal, et, par suite, horizontale ou verticale. Enfin on éteint à l'aide de l'analyseur le rayon (jui traverse la tourmaline, en plaçant celle-ci convenablement, et on note la position de la tourmaline à ce moment.
Il faut encore connaître la position pour laquelle la face verticale du cristal est perpendiculaire au rayon incident. Pour cela , on reçoit ce rayon d'abord directement dans une lunette, puis on le reçoit dans la même lunette après réflexion sur la lame cristalline, et la moitié de Tangle dont la lunette a tourné est égale à l'angle que fait le nnroir avec la direction du rayon incident. On peut donc amener la lame dans une position où cet angle devient droit.
On voit que, par cette disposition, on pourra faire varier l'angle du plan de polarisation du ravon incident avec le plan d'incidence au moven de la tourmaline; l'angle d'incidence en faisant toui-ner le lindje vertical autour de son axe vertical, et l'angle du plan de polarisation de la lumière incidente avec la seclion principale du cristal, en faisan! tourner la face réfléchissante» autour d'un axe horizontal.
(î'est ainsi que Neumanii exécuta sept séries d'expériences :
i" En touchant seulement à la tourmaline il a cherché pour diverses incidences cjuel était l'azimut du plan de polarisation du rayon incident lorsrpie l'iîuage extraordinaire disparaissait dans l'analyseur. Il a trouvé ainsi que le plan de polarisation ne coïncide pas dans ce cas avec la section principale, mais fait avec elle un certain angle. La différence entre les angles observés et les angles calculés par les formules varie de — 8' à -h V,5.
9° En cherchant de même quel est l'azimut du plan de polarisation du rayon incident quand l'analyseur éteint l'image ordinaire, on trouve des nombres dont les différences avec ceux qui sont déterminés par le calcul varient entre — g' et+ 5- H est h. remarquer que ces deux azimuts ne font pas entre eux un angle droit; la différence de l'angle des deux azimuts avec qo degrés peut s'élever jusqu'à 9°5'. Mais cette absence de perpendicularité des deux azimuts n'a jamais lieu que dans des conditions où le plan d'incidence fait avec la section principale un angle consulérable, et où le rayon s'éloigne de la direction normale. Si le rayon incident tombe normalement sur la face réfringente, ou si le plan d'incidence coïncide avec la section principale, la perpendicularité est rigoureuse. Ainsi cette remarque n'enlève rien à la précision du prisme de Nicol, où le plan d'incidence coïncide avec la section principale, ni à celle du prisme biréfringent sur lequel on doit recevoir le rayon normalement.
IV-1\° La troisième et la quatrième série d'expériences sont corrélatives et consistent à mesurer la rotation du plan de polarisation du rayon réfléchi, lorsque le rayon incident est polarisé dans le plan d'incidence ou dans le plan perpendiculaire, en excluant le cas où le plan d'incidence coïncide avec la section principale ou avec un plan perpendiculaire à cette section.
La rotation du |)lan de polarisation du rayon réfléchi est plus grande lorscpie la lumière incidente est polarisée parallèlement au ])lan d'incidence, et la théorie montre que, dans ce cas, la rotation peut aller jusqu'à i i''/i5'; les écarts entre les nombres observés et les nombres calculés varient entre — .V et -j- 19'. Lorsque la lumière incidente est polarisée perpendiculairement au plan d'incidence, la rntalioii (]u plan de polarisation du ra\on réfléchi ne
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peut dépasser 4° 8', et les diiïérences entre les nombres observés et calculés varient de — 6' à + 8'.
B^-ô" Réciproquement, si l'on veut que le rayon réfléchi soit polarisé dans le plan d'incidence ou dans le plan perpendiculaire, il faut que le rayon incident soit polarisé dans un plan différent de celui où doit être polarisé le rayon réfléchi. La rotation du plan de polarisation va, comme dans le cas précédent, jusqu à i i°h,V quand le rayon réfléchi est polarisé dans le plan d'incidence, et alors les différences entre les nombres observés et les nombres calculés varient entre — ad' et + 35', et jusqu'à 4''8' seulement si le rayon réfléchi est polarisé perpendiculairement au plan d'incidence, et alors les différences varient de -— 5' à + 8'.
■y" Enfin la dernière série d'e\|»ériences consistait à détermine!l'azimut du plan de polarisation du rayon incident qui donne un rayon réfléchi polarisé dans un azimut donné. Les difl'érences entre les nombres observés et les nombres calculés variaient alors de — i G' à+3/i'.
371. Expériences «le De Senamiont sous l'încidenee normale. — Lorsque l'incidence est normale, pour les corps isotropes, le rayon réfléchi reste polarisé dans le même plan que le rayon incident. Pour les cristaux biréfringents, il n'en est plus de même. Sauf le cas où la face réfléchissante est perpendiculaire à l'axe du cristal et où par suite tout plan dincidence est une section principale, le rayon incident polarisé dans un plan qui n'est ni parallèle, ni perpendiculaire à la section principale, a son ])lan de polarisation dévié par la réflexion, même sous l'incidence normale, (lar le mouvement vibratoire d<^ ce rayon peut se déconq)oser en deux autres mouvements s'effectuant l'un dans la section principale, l'autre dans un plan perpendiculaire à cette section, et, l'intensité de ces deux composantes étant modifiée d'une manière différente par la réflexion, le plan de polarisation du rayon réfléchi fera un certain angle avec celui du rayon incident.
De Senarmont a constaté cette déviation du plan de |)olarisation sous l'incidence normale, sans la mesurer. Il se servait à cet effet diin artifice dû à Al. Fizean, et (pii permet de recevoir le rayon ré-
fléchi normalement sans recevoir le rayon incident. On reçoit surnne lame de verre ST (fig. -yi) un rayon polarisé AB, puis on fait réfléchir normalement le rayon réiléchi par cette lame ST sur une autre lame de verre KL. Le rayon réfléchi traverse la lame de verre ST et émerge suivant BM. On reçoit ce rayon émergent sur un Nicol et on cherche quelle position il faut donner au prisme pour éteindre le ravon BM. On place alors sur la lame KL une lame cristallisée, et on constate cjue l'image reparaît dans le Nicol et qu'on peut la faire disparaître de nouveau en tournant le Nicol de quelques degrés. Mais cette rotation du prisme ne mesure pas la rotation du plan de polarisation due à la réflexion, car |p ravon BM a été modifié par sa réfraction à travers la lame ST.
Fi(j. 71 .
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A. — Lois expérimentales de f.a réflexion métaeliqiîe.
Malus avait déjà reconnu que la lumière naturelle, en se réfléchissant sur la surface d'un métal, ne peut se polariser complètement sous aucune incidence. Les lois déduites de la théorie de Fresnel j)our les corps isotropes ne sont donc pas applicables aux métaux; elles ne le sont pas non plus aux corps fortement réfringents. Nous allons étudier les phénomènes particuliers produits par ce genre de réflexion cpii a liou h la surface des métaux et des corps fortement réfringents.
Preniières expériences de Breivsfer et de Biot
Brewster, dès 181 3, rectifia l'assertion inexacte de Malus, qui croyait que les métaux ne polarisaient pas du tout la lumière naturelle par la réflexion. Il montra qu'il y avait polarisation de la lumière réfléchie en plaçant sur 1<> trajet de cette lumière un polariscope composé d'une lame cristallisée et d'un prisme biréfringent. Il résulte de ses expériences qu'il n'existe aucun angle d'incidence sous lequel la lumière naturelle réfléchie sur les métaux soit entièrement polarisée, que cette lumière réfléchie se comporte connue de la lumière partiellement polarisée dans le plan d'incidence, et qu'il existe un angle d'incidence pour lequel la proportion de lumière polarisée par réflexion atteint une valeur maximum. Si, pour cette incidence, la section principale de l'analyseur est parallèle au plan d'incidence, l'image ordinaire passe par un maximum; si cette section principale fait un angle de 45 degrés avec le plan d'incidence, les deux images sont incolores et d'égale intensité.
Biot vérifia les observations de Brewster et y ajouta la remarque suivante : ^Si la polarisation est incomplète par suite d'une seule réflexion sur une surface métallique, elle peut devenir complète par
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un nombro suHisant de ivllexions successives ayiinl toutes lieu sous le même angle.'? Biot, dëtoiu'iié de la véritable voie par des idées préconçues, ne trouva aucun autre fait important.
Jusqu'en i83o aucun fait nouveau ne vint s'ajouter à ces observations incomplètes, lorsque parut un nouveau travail de Brewster^' . Il V faisait connaître un grand nombre de ])articularités intéressantes, ce qui est d'autant plus remarquable (jue les principes de la théorie lui étaient incoimus, et qu'il n'avait pour se guider dans ses recherches que l'instinct des j)hénomènes physiques. Ses nouvelles observations eurent pour objet l'action qu'exercent les surfaces métalliques sur la lumière incidente polarisée. Il étudia successivement les cas où la lumière est polarisée dans le plan d'incidence ou dans un |)lan perpendiculaire au plan d'incidence, ou dans un plan quelconque, et il trouva ([ue, sauf les cas où la lumière incidente est polarisée parallèlement ou perpendiculairement au plan d'incidence, le rayon réfléchi est toujours partiellement dépolarisé, même sous l'angle de polarisation complète, mais que, quand l'incidence est égale à cet angle, la dépolarisation est mmnnum. Les métaux, en coMclut-d, dépolarisent la lumière, excepté dans le cas oii la lu^ mière incidente est polarisi'e paralIricMuenl ou perpendiculairement au plan d'incidence.
A ce travail vmrent s'ajouter, en 18/11. celui de De Senarmoni. et en 1 8/1 y celui de .lamin. Ces travaux furent aid('s |)ar certaines vues théoricpjes dont nous allons parler maintenant et qui , sans donner une explication rigoureuse des laits, montrent cependant dans quelle voie il faut diriger les recherches.
o7o. ^ues théoriques de IVeiiniann. — Neumann ''^' admit, d'après l(^s expériences de Brewster. (pie la lumière j)olarisée dans le j)laii dincidence ou perpendiculairement à ce plan reste polarisée dans le même plan après réflexion sur une surface métallifpie. Le rayon qui se rcMh^chit dans l'un et l'autre de ces d(Miv cas ne peut <lonc être modilii' (pie dans l'amplitiKle et dans la jdiase de ses vi-
l'Ifil. 'l'ntiis.. i.S;i(, . p. :.,S-
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brations, et non flans leur direction. Un rayon incident polarisé dans un plan quelconque peut loujours se déconq)oser en deux autres polarisés l'un parallèlement, l'autre perpendiculairement au plan d'incidence, et il suffit de chercher comment chacune de ces composantes est mochfiée par la réflexion métallique. Si les amplitudes seules de ces deux composantes étaient modifiées par réflexion, et cela d'une manière inégale pour les deux composantes, l'effet résultant de la réflexion seiviit simplement une rotation du plan de polarisation, et le rayon réfléchi serait encore polarisé rectilignement, ce c|ui est contraire à l'expérience. Il faut donc admettre que la réflexion métallique introduit entre les deux composantes du rayon réfléchi, polarisées parallèlement et perpendiculairement au plan d'incidence, une certaine ditTérence de phase; d'où il résulte que, sur le rayon réfléchi, les vibrations seront elliptiques en général et circulaires dans des cas particuliers. Il suflira donc, pour connaître tous les effets de la réflexion uK'tallique, de déterminer cpiefles senties modifications d'amplitude et de phase que cette réflexion produit sur chacune des composantes du rayon incident. Si cette manière de voir est exacte, la dépolarisation observée |)ar Brewster n'est autre chose qu'une polarisation elliptique. Nous allons faire connaître plusieurs expériences qui conhrment cette opinion.
3 7 /( . EsLpériences de De Senarmont et de ITIac Ciillagh.
— De Senarmont'" a cherché à reconnaître la polarisation elliptique de la lumière réfléchie par les surfaces métalliques au moyen d'une lame de micaj^l'un quart d'onde dont il dirigeait la section principale dans la direction présumée d'un des axes de l'ellipse qui est celle du plan de l'apparente polarisation partielle. En sortant de cette lame, la lumière doit être polarisée rectilignement (186) et doit pouvoir s'éteindre complètement à l'aide d'un iNicol. Ces expériences ont donné une vérification générale mais incomplète à cause de la dispersion très-sensible que produit la lame de mica; de là l'impossibilité de vérifications numériques. Mac Cullagh a fait des observations bien suj)érieures en précision en substituant le |)arallélipipède de
' Ami. (If cliliii. cl dt' jjliy.H., (2), LXXIII, '.\'A^.
Fresnel (330) à la lame de mica" ; car ce parallélipipède agit à peu près de la même manière sur les rayons des différentes couleurs.
Une autre vérification de la nature elliptique de la polarisation de la lumière rétléchie parles métaux se trouve dans le fait suivant, observé par Brewster en 181 /i et interprété par De Senarmont : un ravon de lumière polarisé rectilignement et réfléchi deux fois sous le même angle sur deux surfaces métalliques identiques, mais dans deux plans rectafigulaires , est polarisé rectilignement après ces deux réllexions.
Soit, en effet, a l'angle du plan de polarisation du rayon incident avec le plan d'incidence, et prenons pour unité l'amplitude du ravon incident. Ce rayon peut être décomposé en deux autres, l'un polarisé dans le plan d'incidence et avant pour amplitude cos a. et l'autre olarisé dans le plan perpendiculaire, ayant pour amplitude sina. La réflexion modifie la première composante dans le rapport de m H 1 et la seconde dans le rapport de n à 1 ; et, si l'on désigne par
27r^ et 277^ les clianjîements de phase nue fait subir la réflexion
à ces deux comj)osanles, le mouvement vibratoire sur les deux composantes du ravon réfléchi est représenté par
ni cos asm 9 7r (?p — T
et par
/) sin a sin QTT l 'p-r -
En tombant sur la seconde surface réfléchissante, comme ici le plan d'incidence est perpendiculaire au premier, la première composante a son amplitude réduite dans le rapport de « à 1, et la seconde composante dans le rapport de m à 1 . De même le changement
de phase est 27ry pour la première composante et 27r^ pour la
seconde. Le mouvement vibratoire sur les deux composantes du
(') Prrireed (>nhp h: Acul. . L •?. i .19 : 11 . il;.'). — //•. Tnixs.. VXVTII . [larl. I. — h>st. V, 2 9;5, 3()Ci
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rayon deux fois rélléchi est donc représenté j)ar
fl , (p + ^l^
)im cos a sjn -jtî tt. '
et par
mn sin a. sm !2 7r ( rr, + -^ —
La phase étant la même pour les deux composantes, le rayon réfléchi deux fois est polarisé rectilignement, et de plus, comme le rapport des amplitudes des deux composantes est tanga, on voit que l'angle du plan de polarisation du rayon deux fois réfléchi avec le plan de la seconde réflexion est c)0° — a, et par conséquent qu'il est polarisé dans le plan primitif.
Nous allons maintenant indiquer les principales méthodes qui peuvent servir à mesurer les changements d'amplitude ou d'intensité et les changements de phase produits par la réflexion métallique.
H. — Mesure des changements o'âMi'LrruoE ou d'lmensité.
375. Expériences de Boiiguer et de Potter. — Nous dirons d'abord quelques mots d'expériences déjà anciennes faites sur la réflexion de la lumière naturelle à la surface des métaux. Bouguer donne comme résultat de ses observations ce fait, que les métaux réfléchissent la lumière en proportion beaucoup plus grande que les corps transparents, et que leur pouvoir réflecteur varie peu avec l'incidence, ce qu'il est facile de vérifier en faisant réfléchir successivement la lumière sur une lame de verre et sur une glace étamée.
Des observations plus précises furent faites en i83i par Potter ^^'. 11 employa pour mesurer l'intensité de la lumière réfléchie le procédé ordinaire fondé sur la loi des carrés des distances. Il éclairait deux parties différentes d'un écran par de la lumière directe et par de la lumière réfléchie, et faisait varier la dislance du corps lumineux de façon à obtenir des éclairements égaux ; le rapport inverse des carrés des distances de la source lumineuse et de son image à l'écran donnait alors le rapport des intensités. L'angle d'incidence
(') Eflwb. Joum. of science, (■!), 111, ■J7«; IV, 53. — PInl. .1%., (3), 1, 56; IV, 6.
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iTesl p;ts lrès-l)ien déterminé clans ces expériences, mais on neiil prendre l'angle moven, c'est-à-dire relui c[ue forme l'axe du cône lumineux qui tombe sur la surface réfléchissante avec la normale à cette surface. Potier étudia la réflexion sur le métal des miroirs, le cuivre poli, l'argent et l'acier. 11 trouva que le pouvoir réflecteur des métaux diminue depuis l'incidence normale jus([u'à une incidence (le Go degrés environ, et qu'à partir de cette incidence il v a augmentation du pouvoir réflecteur jusqu'à l'incidence rasante, où il devient égal à l'unité. Il y a donc pour les métaux une incidence où le pouvoir réflecteur passe par un minimum.
376. Remarques de ITIae Culla^li sur l'ciListence d'un ■nininiuni du pouvoir réflecteur pour les corps transparents très-réfringents. — Mac Cullagh (il remar([uer l'analogie des résultats obtenus pour les métaux avec ceux que donne la théorie de Fresnel pour les corps transparents très -réfringents '^'. Cherchons d'abord si, dans le cas des corps transparents, on peut trouver pour l'indice de réfraction une valeur assez grande pour qu'il V ait un minimum du jiouvoir réflecteiii'.
L'intensité d'un ravon provenant de la lunnère naturelle réfléchie sur un corps transparent a pour expression, en prenant j)our unité lintensité du ravon hicident (316),
1 rsni-(/ -/•) I laiig-(/ — /•)!
:>. \_s\n- {i-\-r) ^ tang-(/-i-/-)J
Cherchons la valeur de i f[ui annule la dérivée de cette expression, r ('tant considéré comme une fonction de i. Nous aurons, pour déterminer la valeur de / (|ui correspond à un maximum ou à un minimum, l'écpiation
iin(/-n r -. . .. / (lr\ ,.,... . / (lr\']
^j^^,^^, [cos(.-r)sm(.+ r) ( < - ;^J-cos(,+r)s,n(,- r) [x ^ j^) |
_^tai)g(/ — /■) riaiig(/ + /) / (lr\ langU — r) / ilr ' lang'(/-i-/v l cos^(/- / I V diJ cos-(/-rr) V di
;■; ir. Truufi., wviii. |,.,,i. I,
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On a crailleurs
SI 11 1 = Il sin /",
(Il II cos r
dr
En snljstiluanl cette valeur de y. dans réquatioii précédente et en siinplitiant, il vient
cos {i—t-} sin (î + r) (h cos /' — cos /)— cos (<'-f»') sin (i—r) (« cosr+cos ?)
, cos'H'-t-'") 1 sin(i-t-r) , n
H r \\ — /■ ^ rr ; «cosr — cosO
cos ( i — r) Lcos [i + /•) cos- (/, — r)\ >
sin ('-'•) / , -nI
T- — ^ TT- — ; (" cosr+cos 0 = <'•>
cos (î — /•) cos- (< + r) ^ '\
d ou
n cos rsni ar— cos< sin 2/
cos (/ + /■)/ . ... ,
H -—. — : n cos /-sin arcos li/ -- cos « sni 2* cos ar = u.
cos" (' — r) \
ou plus simplement, en remplaçant sin a* et sin 2?' par leurs valeurs, et remarquant (|ue sin / = // sin r,
• r ., ■ o • , cos ( / + /•) , ., - ... '
sm i cos- r — cos'' i H —■ — r (cos-r cos ai — cos- 1 cos ar
En remplaçant cos- / et cos- r par leurs valeurs en fonction des sinus, cos a/ et cos ar par leurs valeurs en fonction des arcs simples, il vient définitivement
sni Hsin-/ ~ sm-/- i rr ; = <J.
V / [ cos'(/ — /'jj
Les deux premiers facteurs ne .s'annulent que pour / = o, d'où l'on conclut que l'incidence normale correspond à un maximum ou à un minnnum.
Pour qu'il v ail un minimum pour une certaine valeur de l'incidence, il faul que l'inlensité de la lumière réfléchie décroisse quand l'incidence augmente à partir de Tincidence normale; il faut donc <(ue pour des valeurs de / très-petites la dérivée soit négative, et «omnie les facteurs sin? et sin-/- sin-/- sont toujours positils, il
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cos^(< — r) OU
cos^ (î — r) < cos (i + r).
Or, l'angle / étant très-petit, un a apj)ro\imativenient
/= nt% cos (* + /')--- 1 — ~ (' + '')""î t'os^ (i — r) = 1 ■ {i — r) -'.
La cuiuliliun précédente devient donc
I' ' (1 ou
ir — hn-\- i > o .
Les racines de ré(juation
/r — li)i -\- i -^ o
étant2±v'3 et toutes deux positives, le trinôme sera positil si n
est plus grand que 2H-\/3 ou plus petit que a — \/3. Celte dernière condition doit être rejetée, car ii est toujours plus grand que l'unité. Donc un corps transparent présentera sous une certaine incidence un minimum du pouvoir réflecteur si son indice de réfraction est plus grand (|ue :2+v3. L'incidence correspondant au minimum est alors donnée par l'équation
cos^ (/ — /') =^ cos [^1 + '■)•
0 / / . Expériences de Breivstei* calculées par ^"eiiniann.
— Neumaiin a indi([ué'^ une méthode qui consiste à mesurer les intensités des deux composantes du rayon réfléchi polarisées parallèlement et perpendiculairement au plan d'incidence en cherchant l'intensité de la lumièri' nalurelie réfléchie et le rapport des intensités des deux rayons polarisés à angle droit qui composent cette lumière réfléchie.
(■' rngir. An,:., \\\l, 8<).
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Brewster a inoiilré que, sous certaines incidences, qui peuvent être fort nombreuses, un rayon polarisé, réfléchi plusieurs fois par des surfaces métalliques identiques et sous le même angle, se trouve après ces réflexions polarisé rectilignement (37â), ce qui revient à dire que la différence de phase des deux composantes du rayon réfléchi est alors nulle ou égale î'i un nombre pair de demi-longueurs d'ondulation.
Soient donc a l'angle du plan de polarisation du rayon incident avec le plan d'incidence, /S l'angle du plan de polarisation du rayon réfléchi p fqis qui a repris sa polarisation rectiligne, et supposons qu'à chaque réflexion l'amplitude de la composante polarisée parallèlement au plan d'incidence soit réduite dans le rapport de m à i, et celle de la composante polarisée perpendiculairement à ce plan dans le rapport de n à i. Après la première réflexion les amplitudes des deux composantes du rayon réfléchi seront mcosa et /«sina, et, après ^} réflexions . mf cos a et //'' sin a.
On aura donc
tang/S=-(^)' tanga.
d'où
Si l'on mesure [)ar les moyens photométriques ordinaires le pouvoir réflecteur R de la surface métallique sous l'incidence qu'avaient les rayons pendant l'expérience que nous venons de décrire, on aura
Les deux équations ainsi trouvées déterminent les quantités m et n.
Neumann a fait plusieurs déterminations de ce genre.
378. Expériences de IW. Jainin. — M. Jamin'" a em|)loyé, pour mesurer les intensités de la lumière réfléchie par les métaux ,
(" C. R., \\l, 'i3o; XXII, '177; XXIU, I IU.3. — Aiin. ilo cliim. ,-l île iihjs., (3).
XIX
5^6 RÉFLEXIO\ ET KÉFKACTION DE LA LUMIÈRE POLARISÉE.
un procédé indirect (|iii n'est pas susceptible dune fjivinde perfection. Ce procédé consiste à comparer Fintensifé de la lumière réfléchie sur un métal à celle de la lumière réfléchie à la surface d'une lanio de verre. On détermine l'incidence sous larpielle ces intensités
sont égales; puis, au moyen des formules de Fresnel, on calcule l'intensité de la lumièi'e réfléchie par le verre et on obtient ainsi l'intensité de la lumière réfléchie par le niétal.
L'a|)j)areil employé par M. Jamin (tig. 73) se compose d'un cercle gradué horizontal C, au centre duquel '• '' est fixée verticalement une
lame L ri'|)résenlée à pari, (lelte lame est moitié en verre, moitié en métal, et la li^jue (pii sé|)ai'e ces deux moitiés est verticale. Au moyen d'un tube T noirci int(''rieui'ement et muni d'un ^icol on fait toml)er siu' la lame un ra\on polai'is»' de direction constante. Sur le cercle horizontal se meut une alidade A portant un ])risme biréfringent et une petite limette de (îalilée.
Il faut d abord placer la lame perpendiculairement au [)lan du cercle gradin'', c'est-à-dire verticalement. Pour cela on dispose le premier iNicol, (pii est muni iVnn cercle gradué, de façon que le plan de [lolarisation du rayon incident soit horizontal; puis, avant de placer la lame réfléchissante, on amène l'analyseur sur le jirfdongement du ra\on incident et on le fait tourner de manière à éteindre l'une des deux images. C'est alors que l'on place la lame et qu'on reçoit sur l'analyseur (qu'on déplace sur le cercle, mais sans le faire tourner sur lui-même) le rayon réfléchi. Si la lame est verticale, i image (|ui était éteinte lors de la première observation doit l'être encore, car, le plan de polarisation et le plan d'incidence étant alors horizontaux, la réflexion ne doit pas modifier la direction du plan de polarisation. On réj)ète ensuite cette \(''iilicalioii en donnant au plan de pohn'isalif)!) du ra\oii incident une direction \erticale. La
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double liiiiie doit, être placée de l'aroii que le faisceau incident lornbc sur la ligne de séparation du verre et du métal : on a alors dans l'analyseur deux images, dont chacune est formée de deu\ moitiés réllédiies l'une par le verre, l'autre par le métal. On reconnaît en gént'ral la moitié qui provient du métal à la coloration de l'image réfléchie par le métal. Pour l'argenl la coloration est faible; mais si on fait tomber la lumière sous une incidence voisine de l'incidence normale, l'image réfléchie par l'argenl l'emportera de beaucoup en éclat sur l'image réiléchie par le verre, et on pourra facilemenl la reconnaître.
Prenons pour unité l'intensité de la lumière incidente et supposons cette lumière incidente polarisée dans le plan d'incidence. L'intensité de la lumière réfléchie par le verre sera alors
si M- (/ — /■) sin^ (l'+r)
et l'intensité de la lumière réfléchie par le métal pourra être représentée par w-.
Soit maintenant a l'angle de la section principale de l'analyseur avec le plan d'incidence; l'image ordinaire aura pour intensité dans la moitié fournie par le verre
., si n- (/ — /•)
cos- a . „,. '
sm*(<-t-/')
et dans la moitié fournie par le métal,
nr cos"- a;
l'image extraordinaire aura j)0iH' uitensité, d;)ns la moitié lournie
par le verre,
. ., sin- (/ — /•) sin^'a
sni- (( + /■)
et dans la moitié lournie par le métal,
m~ sin- a.
On peut cbercher l'incidence pour laquelle les deux moilu's de cbaquc image ont des intensités égales; pour cette incidence on a
., sin'-' (/—/') m- = -^
s\iv[M-rj
Mais, comme cette incidence peut ne pas exister, et cjue d'ailleurs on n'aurait ainsi la valeur de m c|ue sous une seule incidence, il est préférable de choisir l'incidence sous laquelle on veut opérer et de faire tourner l'analyseur jusqu'à ce qu'il y ait égalité entre l'intensité de rimage ordinaire fournie par le verre et celle de l'image extraordinaire fournie par le métal. Ces deux intensités variant depuis zéro jusqu'à certaines valeurs maxima et en sens inverse, il y aura toujours une position du prisme dans laquelle cette égalité aura lieu. On a alors
., • .^ ., si n'^ (< — /')
m- sm^ a = cos- a . .-,,■ — : •> sin-(/-i-r)
d'où
., ^ siu- ('-'■)
m- =^ col' a -^
sni- (; + /■)
Connue vérification, on peut chercher l'angle a que doit faire la section principale de l'analyseur avec le plan d'incidence pour qu'il y ait égalité d'intensité entre l'image ordinaire du métal et l'image extraordinaire du verre. On a alors
m-^-tang-^a . .,. — r-
Ainsi les deux angles a et a! devraient être complémentaires. En général on ne trouve pas pour ces angles des valeurs exactement complémentaires, et l'on prend la moyenne des deux valeurs de m^.
Le même procédé -s'applique au cas où la lunùère est polarisée perpendiculairement au plan d'incidence. Une cause d'inexactitude se rencontre dans ces expériences : c'est la coloration des images fournies par le métal et la différence d'aspect des deux images qui empêchent d'apprécier exactement le moment où elles ont la même intensité. De plus, les deux images dont on com])are les intensités ne sont pas adjacentes.
Pour calculer l'intensité m^ par le procédé de M. Jamin, il faut connaître l'angle r et par consécpient l'indice de réfraction du verre. Il l'a mesuré par des expériences faites avec son appareil en utilisant la rotation du plan de polarisation. Un rayon j)olarisé à /i5 degrés
du plan d'incidence arrivait sur la lame de verre, et on mesurait l'azimut du plan de polarisation du rayon réfléchi.
Les intensités des deux composantes polarisées parallèlement et perpendiculairement au plan d'incidence du rayon réfléchi sont alors
sin^(/'-
sin-(f + /-)
et
tang^(«+r)
et par suite on a, en désignant par /S l'angle du plan de polarisation du rayon réfléchi avec le plan d'incidence,
tang (3
cos (i + r) 1 — tang / tang r
d'où
et
cos{i — r) 1 +tang/tang7-
1— tang/5 ,
tang i tang r = — ; ^ =- tang ( /j 5° - /S)
f> " 1 +langp . " ^ ' /
tang (45"- jS)
tang r
tang: /
Cette équation détermine l'angle /■ et par suite l'indice n sous des incidences variahles.
M. Jamin a pris la moyenne des résultats.
Le tableau suivant contient les résultats obtenus par M. Jamin.
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ijes nombres prouvent que la précision des expériences n'est pas très-grande, car l'intensité de la lumière réfléchie, au lieu de croître ou de décroître régulièrement, présente de ])etites oscillations. Ainsi pour l'acier, la lumière étant polarisée dans le plan d'incidence, on a, pour rinleiisité de la lumière réfléchie à '20 degrés. 0,608: à 3o degrés, o,()9/i: ;\ ho degrés, 0,608. Cependant la niarche générale des phénomènes est évidente. Le pouvoir réflecteur total décroît jusqu'à .")() ou 60 degrés, puis croît de nouveau jusqu'à l'incidence rasante : il passe donc par un minimum. Le rapport des intensités d(>s com[)Osantes du ravon réfléchi polarisées parallèlement et perpendiculairement au j)lan d'incidence décroît de])uis l'incidence normale et atteint son minimum lorsque l'incidence (\st d'environ 80 degrés, puis il croit jusqu'à l'incidence rasante.
Expériences calorimétriques de Forbes et de
]fllfl. de la Provostaye et P. Desains. — Les observations calorimétriques sont susceptibles de plus de précision cpie les observations photométriques et ont c(uifirmé les résultats généraux de ces dernières.
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Forbes'^'' a reconnu ([iie lo ponvon' réllocteui' dos métaux pour la chaleur décroît à pai'tu- de l'incidence normale et présente un certain minimum pour croître ensuite jusqu'à l'incidence rasante.
MM. de la Provostaye et P. Desains'-' ont trouvé des nombres qui se rapprochent de ceux de M. Jamin. Leurs expériences ne sont pas nombreuses, et voici leurs résultats pour lacier. (les résuhats indiquent les intensités de la chaleur réfléchie.
ANGLES
iriiK'iilpiiri
CHALElJi POLARISEE l'OUVOIH
réilecteiir flans le plan pci-penfliculairemenl
il'iiii-idencf. ;iti plan d'incidence. lolal.
.■)0° o.O'jo o,5fi() o.()o;^>
yC)" 0.870 0.-Î7 1 0,570
f/incidence de 76 degrés a été choisie parce qu'elle correspond an maximum de polarisation. La chaleur employée était la chaleui' solaire,
M. Jamin avait trouvé, pour le |»ouvoir réflecteur de l'acier :
Sous rincideiicc 3(»" ■ o,()0()
Il V a donc une concordance assez satisfaisante. Les nombres qui dan.^ le tableau représentent le [louvoir réllecteur total |)Oijr la chaleur ont été obtenus en prenant la demi-somme des intensitf's des com|)Osantes du rayon ré'ni'chi j^olarisées parallèlement et perpendiculairement au |)lan d'incidence. En mesurant directement le [)Ouvoir réflecteur total de l'acier pour la chaleur sous l'incidence de ,'io degrés. MM. de la Provostaye et P. Desains ont trouvé le nombre 0.Ô90.
L'important dans ces expériences est d'opérer sur des faisceaux de même composition calorifique. Or, les rayons de chaleur peuvent se modifier diversement en traversant le Nicol; le baume de Canada siirtoul peut avoir de rinfliieiice. Aussi. (|uand on veut se servir de
0 Edinb. Trans., Mil. — /»/<,/. 1/*//;.. (.{). \ III, a'ili.
W C. !{.. \\\1. .")l-. — \in,. <!,■ rl,im. ri <lr phfia., (.S). \\\, •!7r).
chaleur polarisée, il faut prendre un prisme biréfringent assez épais pour séparer les deux faisceaux polarisés, et, quand on veut opérer avec la chaleur naturelle, il faut prendre un faisceau assez large pour qu'après avoir traversé le prisme les deux faisceaux se recouvrent en partie, et c'est alors la partie commune aux deux faisceaux qu'on emploie.
On pourrait aussi, pour recomposer de la chaleur naturelle, faire traverser aux rayons de chaleur naturelle un prisme de JNicol et une lame de spath d'un quart d'onde dont la section serait à /i5 degrés de la section principale du Nicol. Mais, pour qu'il y ait identité dans toutes les circonstances des phénomènes lors(|u'on opère soit avec la chaleur naturelle, soit avec la chaleur polarisée, il faudrait, dans les expériences sur la chaleur polarisée, laisser la lame de spath, mais en rendant sa section principale parallèle à celle du Nicol.
Pour le métal des miroirs, MM. de la Provostaye et P. Desains ont trouvé les nombres suivants :
CHALEUR POLARISÉE POUVOIR
ANGLES ^ — — ^ -~^— — .„
rellecleur il'incidence. <lans le plan perpcnaiculaireinent
irincidence. au plan (rinciflencp. lolal.
72° 3o' 0,895 o,Ai5 0,655
80° 0,938 vi.hhi) 0,689
La loi de Polter est moins évidente ici : cependant on voit qu'à partir de l'incidence normale les variations du pouvoir réflecteur sont très-faibles jusqu'à une certaine valeur de l'incidence assez considérable. Le pouvoir réflecteur total du métal des miroirs, mesuré directement sous l'incidence de 3o degrés, s'est trouvé égal à o,656.
Quant au rapport des intensités des deux composantes, on tire des expériences de MM. de la Provostaye et P. Desains sur le métal des miroirs les résultats suivants :
Angles d'incidence 3o" 60° 75",5 80"
Rapport (les inlcnsile's. . . 0.991 0,78-2 0./16A 0,^169
Ces nombres ne sont ;;uère d'accord avec ceux de M. Jamin: mais
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il iT'y M |)as Jicu (le s'en rtoiiner. car les alliages employés dans les deux séries d'expériences pouvaient être de composition différente.
Les résultats obtenus par MM. de la Provostaye et 1*. Desains pour le platine et pour l'arf^ent sont moins exacts. La lame de platine avait été mal polie, et les nombres trouvés pour ce métal ne méritent aucune confiance. Pour l'argent, les variations du pouvoir réflecteur total avec l'incidence sont très-faibles. Lorsque la cbaleur incidente est polarisée dans le plan d'incidence, le pouvoir réflecteur total de l'argent est 0,8 sous une incidence de 3o degrés et 0,9 5 sous une incidence de 80 degrés. Si la lumière est polarisée perpendiculairement au plan d'incidence, les variations du pouvoir réflecteur sont à ])eine sensibles.
Un autre point mis en évidence par MM. de la Provostaye et Desains, c'est l'influence de la nature de la cbaleur, c'est-à-dire de son indice de réfraction, sur les pbénomènes. Ils ont trouvé que l'or, le cuivre ont des |)ouvoirs réflecteurs différents suivant la région du spectre îi laquelle correspondent les rayons calorifiques. 11 en est de même pour fargent, l'acier, le métal des miroirs, le platine et tous les métaux blancs; pour tous ces métaux la variation du pouvoir réflecteur avec l'indice de réfraction du rayon a lieu dans le même sens.
MM.de la Provostaye et Desains ont trouvé les nombres suivants pour fincidence de 3o degrés :
POUVOm REFLRCTFAIR TOTAI-.
anipe iMlrlIi.
l.nui|>o
(levai) l laquelli-
l'Iiiil une lanip de vern-
fle fi""" iré|iaisseiii'.
Vléliil dos inii'oirs (),(Sor) 0.7^0
Argent oa^Î) 0,910
Platine <'-7'.K> o.!).^;")
En résumé, si la lumière incidente est naturelle, le pouvoii- réflecteur des métaux décroît depuis l'incidence normale jusqu'à une incidence comprise entre 5o et Go degrés, pour croître ensuite jusqu'à l'unité pour l'incidence rasante.
Si la lumière incidente est polarisée dans le plan d'incidence, le
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pouvoir réflectPiir croît depuis l'incidence normale jusqu'à J'incidonco rasante.
Si la lumière incidente est polarisée perpendiculairement au plan d'incidence, le pouvoir réflecteur décroit depuis lincidence normale jusc|u'à une certaine incidence qui donne un minimum très-dift'érent de zéro, pour croître ensuite jusqu'à l'incidence rasanlo.
C — Mesure des cha.\geme\ts de phase.
La mesure directe des changements de phase produits par la réflexion métallique sur chacune des composantes du ravon incident est très-difFicile et n'a pas encore été réalisée.
380. Expériences de De Senarmont. — De Senarmont^'' a proposé et essayé, pour mesurer les changements de phase, un procédé qui en réalité est inapplicable. Il se servait dun double miroir composé de deux lames juxtaposées, l'une métallique et l'autre de verre noir, dont la ligne de jonction était horizontale. On place ce miroir à une certaine distance de l'appareil d(^ Fresnel |)our la production des franges d'interférence. Les deux faisceaux réfléchis par les miroirs de Fresnel tombent d'abord sur la lame de verre, s'y réfléchissent et donnent des franges d'interférence ; on note la position de la frange centrale. Puis on fait arriver les faisceaux réfléchis par les miroirs de Fresnel à la fois sur la lame de métal et sur la lame de verre, en laissant l'angle d'incidence constant. Le métal produit dans la réflexion des changements de phase sur les deux composantes du rayon rc'fléchi, et il en résulte un déplacement de la frange centrale. Le changement de phase que produit le verre est coimu et le déplacement de la frange centrale fait connaître la variation que subit ce changement de phase par l'addition du métal, c'est-à-dire la diff"érence entre le changement de phase produit par le verre et le changement de phase produit [)ar le métal. On |)eut donc connaître l'effet dû au métal.
Ce procédé n'est que théorique; dans la réalité il est impraticable, car il suppose (jue les deux lames sont rigoureusement dans le même |ilan. Oi*. supposons (prou ail réalisé cette condition : elle
(') C. II.. \\I\. :>,--. — \mi. ,lr chnn. W ,lr ,,lnis.. (.■{), X\, 397.
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r(>ssora flV'xislcr dès que los rayons viendront Irappcr lo miroir. Il faudrait que la distance des |)Ians des deux lames fût très-petit*» par
rapport à -;^^- de millimètre, et on ne peut répondre d'inégalités
moindres que ^ de millimètre. Ce procédé ne peut donc servir
(pi'à constater le déplacement de la frange, mais non à mesurer le changement de phase.
De Senarmont a employé une autre méthode, ([iii n'a |)as non j)lus donné des résultats très-précis. Il recevait sur un anahseur hiréfringent la lumière polarisée elliptiquement par réflexion sur un uuroir métallique, et faisait tourner cet analyseur jusqu'à c(» que les deux inuiges fussent de même intensité. La section princi])ale de l'analyseur se trouvait alors à A 5 degrés des axes de l'ellijjse. Le rap|)orl des axes de l'ellipse se déterminait en faisant tondîer la lumière ])olarisée elliptiquement sur une lame de mica d'un (juarl d'onde. Cette lumière sort de la lame ])olarisée rectilignemenl. et la tangente de l'angle que fait le plan de polarisation de la lumière transjuise avec la section |)rincipale de la lame est égale au rapport des axes de l'ellipse de vibration. Coimaissant la direction des axes de l'ellipse et l(M(i' rapj)ort, il en déduisait par le calcul la différence de phase, et le rapport des intensités des deux composantes du ravon réfléchi polarisées parallèlement et perpcudiculaii'emcul au plan d nicidence.
ilo procédé ne donna que des rr'^sultals |)eu j)récis. |)arce que la lame d'un quart d'onde agit d'une manière différente sui' les rayons (les différentes couleurs.
881. Tléthode de Neiiniann. — iNCumann a indiqué un procédé indépendant du rappori des nileiisilt's des deux comj)Osantes du rayon réfh'chi. C'est une forme nouvelle donnée aux expériences de Brewster sur le rétablissement de la polarisation rectiligne après un nombie m de réflexiojis dans le même plan et sous la même incidence. De là on peut déduire la différence de jjhase produite par une réflexion unique entre les deux composantes.
En effet, pour que, après m réflexions opérées sous la même incidence et dans le même plan, la polarisation rectiligne soit rétablie,
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il faut que cette différence de phase soit égaie à un nombre entier // de demi-longueurs d'ondulation, et, comme chaque réflexion produit le même changement de phase, le changement de phase introduit par une réflexion unique sera égal à - - •
Pour les corps transparents, la com])osante j)ofarisée dans le plan d'incidence change de signe par la rt^flexion: la com[)osante polarisée perpendiculairement au jilan d'incidence ne change pas de signe tant que l'angle d'incidence est inférieur à celui de la |)olarisation complète: mais si l'angle d'incidence est supérieur à cet angle de j)olarisation. elle change de signe. Lorsque l'incidence varie de zéro jusqu'à l'angle de polarisation complète, la différence de phase introduite par la réflexion entre les deux composantes est
donc -; lors(pie l'incidence dépasse l'angle de polarisation comjdète,
cette différence change brusquement et devient égale à zéro on li
3 -1 valeur qu'elle conserve jusqu'à l'incidence de f)0 degrés.
On sait que les métaux n'ont pas d'angle de polarisation complète, que la composante polaris('>e ])erpendiculairement au plan d'incidence est toujours en retard sur la c()ni|»osante polarisée dans ce plan : qu'enfin la différence de phase entre les deux composantes est égale
à - sous l'incidence normale et nulle sous l'incidence rasante. A ces
deux limites la difT(*rence de phase est la même cpie pour les corj)s transparents; mais dans l'intervalle la variation de la différence de phase est continue |)Our les métaux, tandis qu'elle se fait brusquement pour les corps transparents.
(îeci |)0sé, prenons une incidence qui ri'tablisse la polarisation rectiligne après m réflexions sous le même angle, et ([ui par suite
produise à chaque réflexion une diflerence de phase égale à
Cette incidence n'est pas la seule qui produise cet effet, car, puisque pour une réflexion la différence de phase varie, comme nous venons
de le voir, de - à zéro quand l'incidence varie de zéro à ()0 degrés,
Ml-, I I m— i X m — '2 A 9. A 1 A
elle doit passer par les valeurs , — — -, • • • , ■>
t'ii parlant de l'incidenco normale, et alors les différences de phase
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[tour m réflexions deviennent (m i) -' (m— aj - ^^ -•
Il y a donc, en laissant de côté l'incidence normale, lu i angles d'incidence ponr lesquels la [)olarisation recliligne sera rétal)lie après m réflexions. Récijjroquenient, si l'on détermine à partir de la nor- )nale les m~ i angles d'incidence pour lesquels la polarisation rectiligne est rétablie, les ditlerences de phase produites sous ces m - i
. , , ,. III— i \ m^-i A \ A
incidences seront respectivement -^ -^ • ■ • -, — -•
l^n choisissant convenablement m on aura donc l'angle d'incidence
qui donne une difl'érence de phase égale à une fraction donnée de -•
Si l'on veut, par exemple, avoir une diflFérence de phase égale à
^ de --, il faut faire réfléchir cinq fois le rayon et déterminer la
valeur du |)remier angle d'incidence à partir de l'incidence normale pour lequel la polarisation rectiligne se rétablit.
Pour 7)1= '2, c'est-à-dire s'il y a deux réflexions, il n'y a ([uune seule incidence qui rétablisse la polarisation rectiligne. Cette incidence correspond à une difl'érence de phase égale à - ;^- ou à - •
L'expérience montre qu'elle est égale à l'angle de polarisation maximum, c'est-à-dire à l'incidence pour la([uelle la composante du rayon réfléchi polarisée perpendiculairement au plan d'incidence a son intensité minimum.
On peut donc définir l'angle de polarisation maximum un angle tel, (pi'il introduit entre les deux composantes du ravon réfléchi une différence de phase d'un quart de longueur d'ondulation.
382. Expériences de ïfl. «famin. — M. Janiiii a lait des expériences sur la mesure des différences de phase introduites entre les deux composantes du rayon réfléchi par la réflexion métallique "^
Au centre du cercle horizontal de l'appareil de M. Jamin (378) est un support pouvant tourner autour du centre dans le plan du cercle. Sur ce support deux lames du métal sur lequel on veut expérimenter sont placées vis-à-vis l'une de l'autre. Elles sont appliquées
") Alll}. ilr rlinil. cl tir plijlx.. (.'!), \|\ , ■>()().
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avec de la cire siii- deux lanios de laiton parallèles d fixées verticalement sur le support.
Lune (le ces lames de laiton esl li\r. I autre est mise r'ii inouvcmenl par une vis micrométrique qui la déplace parallMement à elle-même, de façon (pie la distance des deux lames puisse varier à volonté. On s'assure d'abord du parallélisme des deux lames rélléchissantes en amenant ces lames au contact par le mouvement de la vis et en constatant qu'elles se touchent sur toute leur étendue. Pour mesurer If^s incidences correspondant à des valeui's données de la différence de |)liase, on opère de la manière suivante : on jdace un polariseur sur le trajet du ra\on incident et un analvscur sur le trajet du rayon réfléchi. On met d'abord les deux lames à une distance assez grande pour ([ue le ravon incident ne se réfléchisse que deux fois sur ces lames (fijj. 70), et on fait tourner le su|)poit sur lequel sont fixées les lames jusqu'à ce (pion trouve un angle (rimidoncc j)Our lerpiel la |)olarisafion rectiligne est rétablie; cet angle
corresj)()ii(l, comme nuiis I avons \(i. à une dillV-i'ence de plue-e ('gale à 7 entre les deux composantes du ra\on rétb'chi.
Pour avoir (piatre réflexions (lig. -j t\ j il faut, à l'aide de la \is, rapprocher les d(Hix lames jus(pi'à ce que le rayon rélléchi, ayant disparu, reparaisse de nouveau. On détermine alors, en faisant tourner graduellement le support des deux lames et en partant de l'incidence normale, les trois angles pour lesquels la polarisation rectiligne est rétablie. On a ainsi les incidences correspondant à des
..«Y-, , I ,, ,3À2À,iÀ ,JAÀÀ
aifi('rences de phase craies a - -•> , et - . ou a —' , •> r. '
fài laisani encoi'e aviuicer la lame mobile on pouiia obtenir six ii'llexions et déterminer les ciii(| aiiffles d'incidence (pii rétablissent
la polansalloll rerllllgne. (ics r\\]i^ aii;||es. à parlir lie I incidence
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normale, correspondent à des différences de phase égales à jr -^ - -^ .'} X 2 X 1 X 5X X X X X
Toutes les fois que le iioinbi'c des réflexions est pan\ le rayon réfléchi est parallèle au ra\on incident sous toutes les incidences, et |)ar conséquent on n'a [)as à déplacer l'analyseur. 11 n'en est plus de même lorsque le nombre des réilexions est impair : dans ce cas la direction du rayon réfléchi varie avec l'incidence, et il faut dépfacer l'analyseur en même temps que l'on fait tourner le support des deux lames. Remarquons d'ailleurs que la direction du rayon réfléchi varie d'un angle double de la variation de l'angle d'incidence; il sufïira donc, pour maintenir l'analyseur sur le trajet du rayon réfléchi, de lier le mouvement de cet analyseur à celui du support des deux lames, de façon qu'il tourne d'un angle double de celui dont tourne le siq)porl.
\ oici (|uelques-uns (tes résultais obtenus [)ar M. Jamin :
DII'FKr.l'XCKS
P^ p,,^^,,. AXULES DINCIDKiNCK.
PII Iraclioiis de - • . , , r,.
■l AcicJ'. Argonl plaqua. Zinc.
0,9 hb"'-!']' 37° lO' /|3°47'
0,8 58" 37' 5o"37' Co-^.,'
oJ\. 7()" "ji}" ll'2' ■ 82°90'
SA" 8o°oo
Pour fes différences de pfiase o,c), 0,7, 0,0, on n'a fait (pi'une détermination: pour les difl'érences de phase 0.8, 0.6, o,li, on a pris la moyenne de deux di'terminations, et pour fa diflerence de phase 0,5 on a fait cinq séries d'expériences avec r» , h, 8 et i 0 réflexions.
Ces résultats montrent que la différence de phase introduite entre les deux composantes du rayon réfléchi par la réflexion métallique
est sensiblement constante et diflère peu de - jusqu'à ime assez
grande distance de l'incidence noiinale. Au voisinage de Fanirle de
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|)olarlsfilion maximum, les variations ileviennenl |)lus rapides, et à mesure (ju'on se rapproclie (l(^ rincidence rasante la difl'érence de phase tend vers zéro.
080. Influence de la couleur «le la lumière iiur les différences de phase «les composantes du rayon réfléchi par les métauiL. — L'iniluence de la couleur sur la diflérence de phase introduite par la réflexion métallique entre les deux composantes du rayon rélléchi est beaucoup plus sensible que l'influence qu'elle exerce sur les changements d'intensité de ces deux composantes.
M. Jamin a déterminé, pour un assez grand nond^re de métaux, les angles de polarisation maximum des différents rayons du spectre en cherchant l'incidence sous hiqneHe deux réflexions rétablissent la polarisation rectiligne'". Il est arrivé à ce résultat que les angles de polarisation maximum, comptés à partir de la normale, vont en décroissant du rouge au violet. La relation tang i = n montre (jue c'est précisément l'inNeise pour les milieux transparents. La loi de Breuster ( 3!27) ne peut donc servir à mesurer l'angle de polarisation maximum à la surlace des métaux.
Les variations trouvées par M. Jamiii s(mt assez considérables. Pour les raies B et H du spectre, l'eau et le sulfure de carbone donnent les anjfles (h; polarisation maximum suivants :
EAU. SULFLKE DE CAUBONE.
Haie B 53°5' 58°i7'
Haie H 5.')"yi' 5t)°3/i'
Pour h's nK'taiix les ditlerences sont beaucoup plus grandes, comme le montre le tableau suivant, qui donne les angles de polarisation maximum pour les dillerenlcs couleurs :
MiiTAi. M lira
coii,i;i!iis. Mi(;ii\r. îles 4(ii;i:. znc. (les i:uivi;t. mioi.
cloilii's. iniroiis.
Honjfc cxlivMii'. . . . ■y.")"'i.V ~')" \(')' 77"">"! 7")"A5' 'ji)"!!^) « n
l5oii<;o 7.")" 7/i''i.V 77°'r 7r>" 7(i"i'i' 71";!!' 'ji'"it'
Jiiuno 7-." i.V 73"-î-i' 7()°-j(;' 73"'i;) -j^'M)' (UfS' Gif.lH'
IJIeii (18" I 1 ■ 7<>"'i7' ■]y'-2-V -ji°'\7j' 72° ()7"'iV ()()°ir
\'u>\t'\ ,, 7(1" il' -j'Ci' 7""''!) 7i°2;' (){')"')(')' Ci'i'iO'
\ idiri ('\ln''iii<'. . . . ().")" (>(|";)i' 7-î"i(| -jii'/i' 7u"'i-! /' //
") Am,. drrhiw. ri ,!<■ plnjs.. ul). \\[\ . .'I I i .
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38/l. Explication de diverses expériences «le Brewster.
— On peut, en j)ai'(;iiil de le que nous venons de voir, donner l'explication de plusieurs phénomènes se rapportant à la réllexion niétallirpie et découverts par Brewster, cpii n'était guidé par aucune théorie.
Soit a l'angle du plan de polaiisalion du ra\on incident avec le plan d'incidence; les amplitudes des composantes du rayon incident [)olarisées parallèlement et perpendiculairement au plan d'incidence seront cos a et sina. et les amplitudes des composantes du rayon réiléchi m cos a et « sin a. D'autre part, la dit^érence de phase introduite entre les deux composantes j)ar la réllexion métallicpie varie
de - à zéro depuis l'incidence normale juscpi'à l'incidence rasante,
et l'incidence (jui est égale à l'angle de [)olarisation maxinnun donne
une différence de phase égale à -'■< il est donc toujours possihle de
trouver deux incidences, l'une plus grande, l'autre plus petite que l'angle de polarisation maximum, qui produisent des différences de
phase dont la somme est égale à -■, c'est-à-dire des différences de
phase égales à / - et à fi - /-) ' /étant plus petit que l'unité.
Si l'on fait réfléchir le rayon polarisé dans l'azinnil a une première fois sous l'incidence (pii donne la différence de phase /-^ et une seconde lois dans le même i)lan sous l'incidence (pii donne la différence de phase i - f-, la différence totale déphasé sera - et
le rayon réfléchi sera polarisé rectilignement. Si l'on appelle /S fangle
(lu |)lan de polarisation du rayon réfléchi deux fois avec le plan
d'incidence, on a
^ niïsiwa un' tauff 0=- ; =^ . tang a.
/// et //' s(! rapporfani à la seconde r(''l1e\ion. Si l'on a
111 m' a li ' il viendra
f'j) lang/2--('^' )"tanga.
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Cette dernière relation a été vérifiée par l'expérience, d'où l'on peut conclure que, sous les deux incidences telles qu'en se réfléchissant successivement sous l'une et sous l'autre le rayon réfléchi reprenne la polarisation rectiiigne. le rapport des intensités des deux composantes du rayon réfléchi est le même.
M. Jamin a vérifié par l'expérience que les deux incidences qui donnent la polarisation rectili^jne correspondent à des dift'érences
de phase dont la somnje est -•
Brevvster a cherché une relation empirique entre la différence de phase et l'anfjle d'incidence; dans cette relation il a été conduit à introduire le rayon vecteur d'une ellipse, et ce cjui est assez singulier, c'est que de là est venue l'expression de polarisation elliptique appliquée ;i la polarisation produite par la réflexion mélalli(pie, expression vérifiée plus tard sous l'influence d'idées plus exactes.
Une vérification assez ingénieuse est due à M. Jamin : il a cherché quelle position du plan de polarisation du rayon incident donne j)0ur les vihralions du ra\on réfléchi une ellipse avant ses axes à kù degrés du plan d'incidence. A cet effet le rayon réfléchi est reçu sur un prisme hiréfringent et on fait varier l'azimut dn plan de polarisation du rayon incident jusqu'à ce que les deux images soient égales: on a alors
III cos a II sm a
et
- -=- lanj; a.
Il <•
C'est le moven le plus précis de déterminer le rapport des intensités des deux composantes fin ravon réfléchi sous une incidence donnée et de vérifier la relation ( i) trouvée par Brewster.
11 est encore facile d'expliquer ce fait ohservé par Brewster, que si p réflexions rétablissent la polarisation rectiiigne et si l'on fait réfléchir la lumière un nombre de fois égal à un multiple entier de^. le rayon réfléchi sera ])olarisé dans un plan qui se rapprochera de |)lus en ])lus du |)laii d'incidence à mesure que ce multiple augmen- Iciii. Va\ eflcl, iipiès y n'Ilexioiis on ;iiiia. pour l'angh' du plan de
Il 1^: F L K \ 1 0 A \l K TA M. l (} U K. oGo
polarisalioii du rayon réiléclil a>cc le |)ian triiicidcuie ,
après -ip réllcxions cet angle devienl /S' et l'on a
tanj;/S'^±rj lau[;- a
el ainsi de; suite. On voit (|ue, - étant plus petit (|ue l'unité, le plan de polarisation se ra|)pro(lie du |>lan d'incidence. Ce rapprochement est d'autant plus sensible que le ra|)port — est plus petit, c'est-àdire (jue l'anjjle d'incidence est plus voisin de l'angle de la [tolarisation maximum.
I). — 'lnKoniK m: i,\ uéki.kmon métvlli'hîk.
Nous allons maintenant faire connaître les tentatives laites en vue d'établir la ibéorie mathématique de la réflexion métallique. Ces tentatives sont dues surtout à Mac Cullagh et à Cauchy, qui n'ont ni l'un ni l'autre fait connaître leurs méthodes dans tous leurs détails. iMac Cullagh a donné les résultats qu'il a obtenus comme fournis par l'induction et par l'analogie; il a établi deux groupes de formules, réductibles l'un à l'autre, en se fondant |)rincipalement sur l'analogie de la réflexion à la surface des métaux avec la rt^flexion totale.
))85. Analojçie «le la réflexion iiiétallique et de la réflexion totale. — Dans la r('l1exion UK-Iallique comme dans la rc'flexion totale, il ny a pas de ra\on réfracté, ou plutôt les rayons rédVacfés, quoique existant dans le second milieu, se détruisent à partir d'une distance si petite de la surface de séparation ([u'ils restent inap|)réciables pour nos yeux.
Fresnel a prouvé expérimentalement que, |)Our les corps trans- |)arents, lorsqu'il y a réflexion totale, le mouvement vibratoire existe dans le second milieu jusqu'à une très-petite dislance de la siu-face de séparation "l 11 l'ait réi1('chir totalement la luiuière sur
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la lacf' AB (l'un prisme {fij]-. 70) et approche peu à |)eu de cette face, à l'aide d une vis. une lame de verre CD parallèle ;\ AB. Il voit alors la surface AB. (|ui en l'absence de la lame CD était brillante, se parsemer de taches obscures. On peut croire cjue ces taches sont dues au contact des deux surfaces AB et CD cpii ne seraient pas bien
planes: mais il n'en est rien, car, si on incline moins le rayon incident, on voit bientôt, à la place de ces taches obscures , a[)paraître des taches colorées qui permettent de calculer l'épaisseur de la lame d'air interposée entre les deux lames en ces points. Il faut donc ([u il y ait un mouvement vibratoire entre les deux lames aux points oii l'on voit les taches colorées; il y a en ces points un rayon réfracté, du moins jusqu'à une très-petite distance de la surface, et par suite rinlcnsifé du ravon réHéchi se trouve diminuée, ce cjui explique pourquoi la surface AB parait moins brillante en ces points.
La même chose a lieu pour les métaux, car sous de très-petites ('paisseurs ils laissent passer sensi])lement la lumière, et l'on est autorisé à assimiler la réllexion métallique à la réflexion totale sur les corps transparents.
0(S6. Preiiiières formules de Iflac dillagli. — Fresnel a (h'duil le cas de la réflexion totale à la surface des corps transparents du cas où le rayon réfracté existe, en interprétant la forme imaginaire que prend alors l'amplitude du rayon réfléchi.
Si cette forme est a ^ h \ — 1 . Fresnel admet que l'amplitude du
rayon réfléchi est \ /i~-[~l)- et que, si on désigne par •)7r-v la dift'é-
rence de phase entre le ravon réfléchi et le rayon incident au point d'incidence , cette dillérence est donnée j)ar la relation
lanj; -îTr - — -
A II
De là Mac Giillaf|li"' concliil ((ue si, dans les l'oniuiles de Fresnel sur la réfraction de la lumière, on met l'expression de l'amplitude du rayon réfracté sous une forme imaginaire semblable, dans laquelle entreront certaines quantités ind(''terminées , et si on peut ensuite fixer la valeur de ces quantités par une interprétation analogue à celle dont Fresnel s'est servi pour la réflexion totale, on trouvera probablement des résultais concordant avec l'expérience.
11 prit, pour représenter le sinus de l'angle de réfraction dans le cas de la réflexion métallique, une expression imaginaire de In forme
( 1 ) si n '• = ^ ( cos X + V^ - 1 S' •> x) .
en n'attribuant aucun sens aux quantités m et -^^ qui sont alors des indéterminées. H cboisit cette forme de préférence à toute autre pour avoir une forme analogue à celle de la fonction qui représente l'angle de réfraction dans les milieux transparents, fonction qui est
sin /
sin r = 1
et qui peut s'écrire
siïi / / o • ., \
sin r= -^ (cos-;^ + sin- x).
Comme on a toujours, même lorsque l'angle r est imaginaire, cos'^ >'+ sin-r = i , on en conclut (pie, dans la réllexion métallique, cos r est aussi imaginaire, et l'on pose
(â) eos r =- -^ (cos X +\ - i sm^ )•
Dans le cas où la lumière incidente est polarisée dans le plan d'incidence, la théorie de Fresnel donne, pour l'amplitude r du ravoii réfléchi, l'expression
qu'on peut écrire
sin [i — r]
sin (/ + /•
smicosr— sin/'cos?
sin/cos/ -i-siii/cos/
^') Proccpd. ofir. Arml., I, ■> , i :)f) ; II, .37.'). — Ir. Traits., XXVlli, [.;ii'l. 1.
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on ])ipii
cos /• sin r
COS / SU
COS r sin/' cos / sin /
En remplaçant, dans le cas de la réflexion métallicrue,^^ — et -^—. i " ' 1 SI 11 / COS i
par leurs valeurs iniapinaiVes (i ) el ('2), il vient
~, (cosx'+V- isi"X'^ ;;, ^œsx+\ - i sin^)
A (<-osx'^\ ~sinx 1+^ (cosx+\/- 1 sinx) 1' ^
(»/'cos;(^— '"i'Os;i(,')+V — ' '^"' siii;;^^ — ??/ ^i^x^
(/u'cosx-<-'"COsx, )+\'— i (m'sinx,-t-wsiiix,')
lui multipliant les deux fermes de la fraction qui forme le second membre j)ar la dillV-rence des fermes du df'nominatcur. on a
?/i -^ //r-t-2//i//; sin X^X '\ '
(ietle expression est de la forme a-r-h\ — i. En rinterjtrétant comme dans le cas de la rétlcMon totale et en désijpiant par R l'in-
tensité du ravon r(''fléclii, par qtt r la dilTérence de phase du rayon réfléchi avec fera\on mcidenf , on a
p (///- — /)/"-)-+4'"''"''sin^(X—X *
[ni- -h m'- -h v.ni m' nis{^— ■)(^' )]-
et
S -2111)11' ii'\i\ y - y') tan;; -777.=- ,., ^., ^ •
t' A /// -- tir
Eu siinj)lifiant I expression de II, ou li'ouvc
y. vi'-i-ni'-i-'?.i}i'-iii-- 4//('-»;'-cos-(x—X')
[(/(-H-///'-i-2;»/n cos(x— X )!" (1)1--+- ni'^y- — 4 1)1- ))i'- cns- (X — X )
[ni--h )))'-+ 1))))))' cosix—X)] ["*■-•- '"'°— 2 /»/J''cos(x—x']] [///*+ 7» "^ -H 57/(///cos(x— x')]"
p.i: FLEXION \ii:t\mjo(^k. :)(i7
et onfin
jj m-+m-— 'î/»/>('cos(';^ — ;^' )
nr-hin'''+->.iiini' cos[')(^ — )(l ]
Il reste à déterminer les valeurs des quantités m, ni'. ^^ X • '^'ilJi't's la relation
sjn- r + cos-r= i ,
m et )(^ sont des fonctions de m et de ^-^ cherchons d'abord quelles sont ces fonctions. En élevant au carré les valeurs de sin *• et de cosr et en les ajoutant, on obtient l'équation
sin-i cos- / , /sin-/ . cos^ j . ,\ ,
— r- COS 9 y H — COS ri Y + — — siu 9 y H 7T- SI n ?! y ]\'-- t = i,
d'où l'on lire les deux équations
COS"
-ir COS 9y H 77" COS !iy' ==^ i ,
OU
sin- 1 . , ros" / .
— — sni'iyH — sni •:>> = o.
m- ^ ni - A<
m'- sin^ / COS -i;^ -h m~ cos- / cos '2^ r= m- in'-, m'~ sin- / sin îi% + m'^ cos- / sin '?x -^ o .
On déduit de là
sin o/ ^ -'^lan^"'^'" -^X
et
, /?)'*(/)/'" sin-ZoosTy)
cos 9 y =- s --. ^^1
■^ //rcos''/
et par suite
, sin-/sinrîy
tanff 9 y = ; — i-^^ —
" '^ ?«- — sni-/cos2;^
On a également, en remarquant que
sin^ 9;;^' + cos- 9;^' = i ,,
1 = —î^ T- (»i'^ + sin^ i — 9m- sin- / cos 9 y)
ni' cos^ i V ^/
et
m^ cos- /
ni
\/ni'' + sin' 7 — 2 m^ si n^ / cos 2;^
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En posant
D* = /» ' + sin' i — 3 m- sin- 1 cos -2^,
il vient
//*- cos^ /
d'autro part. Lexprossion de lang -itij- contient le fadeur sm(x—x)-
il faut donc calcnler sin(;^ ^ ' ^'^ fonction de x- On a
sin^/sin 9.y
lanogvH ^-—. — ^ —
,, lany 27 — taM»2Y ° ?/r — sm/cosav
tanîTO (y — y' = p-^ — ^_Z^== _^ ^,
» A- A-,' 1 -i-tanij-'iy tanu^Y sin-/snî2Y
" '^ 7?r- — sin-M'os2;(_
d'où
/ ,, sin2Y(/«^ — sin-/cos2Y)-i-sin^/sin2y cossY
tano- O (y -^ y = ^ 5-^ — ^ -. r-T^ ^,
A. A' ros2;i(;^(r/i^— sni ?cos2X,) — sin-/sin
»(-sin2Y
tano- .3(^ — 5/) = ^; — . ^^^7—r
i) 'A. A// m-ros2;(^— snv/
/«'■sin 2 Y 7//*sin2Y
Y //(' + sin^î — 2/»''sni-K'os2;(^ "
En remplaçant, dans l'expression de l'intensil*' R. m' pai' sa valeur,
on a
ou enfin
et
, cos^ i , cos / cos (y — Y ;
„COS-i , , cos/ cos (Y — Y j
p l)- + cos"-/ — 2Dcos/cos(;i(^ — % )
I )'" -+- cos^ / '+ 2 1 ) cos / cf )s (x — X >
^ 2Dcos/sm(x-x''
f' A COS-/— I)-
D cl X — X ''LanI des fondions connues de w et de x-
Pour le cas où la lumière incidente est polarisée perpendiculairement au plan d'incidence, les calculs se font comme dans le cas précédent. ¥.n désijjnant |)ar v' ram|)litude du rayon réiléclii. la théorie de Fresnel donne
, _tang(/-r) tan2'(/4-/")'
liKI-'IJ'XION \IKTALIJ(H K. 5(;*»
d'où Ton (l<''(liiil
Slll /('OS/' 1 ; : ;
, Slll -i* — Slll :>.f sin / (OS/
' sin ?./+sin ;?/■ siii/cos/-
sin I (OS I
ol . on reiii|ila('nM( sin/- et cos y par Icm-s valeurs imaijinaii'cs,
Kn iiiiilli|)liaiil les (leii\ lerines du second meinhre par
mm' ^cos(x— )c\-~\ — i ^iulx + x',)'
il vient
nr m'-— i ^ j.niin' siii (X'^X '\ ~ ' nrni'-+ I +'î/u//i'cos(x-t-x")
On d<'(liiil de là. en désifjnant j^ar W rinfensi((ï fin ra\on r(Ml(''clii,
p, (/>."'/;/"- i )-'+4'"'^/" "'siir-(x,+X^
ni'-m"'-^ 1 - 'inini cos(x+X) ni'-iii '-+ 1 -H ■<»////' cosi^i^-i-X')
et ])oiir la dilf'éi'eiK^o de phase?.
S' _ ■>jiiiii'm\{x+x)
lang -iTr
A i)rw--\
En remplai'anf m' par sa valeur et en (hinnanl à D la mc'nie signification (|ue dans le cas pn'cédenl . on a
ni' VOS' i 2111' cosi
»(''(•() s-/ -î/j/'cos/
^__ + J + j-y 'OS (x+ X >
d'où
p, //('cos-Z-hD-— '>.|)//r^cos/cos (X+X ) ///'(•os-/ + 1)^-4- 'in/Jj-ros (Cos (^X+X^ * \ tKDET, VI. — U[jli(ind, 11. ;{-
Quant à la difTérenco de jdiase, ellp est donnée par la relation
S' 2l)/?('cos/sin(YH-y')
" A ni'cns'i -D^
En résumé on a , pour le cas de la lumière polarisée parallèlement au plan d'incidence.
T, n- + cns-/ — 2DcosiCOs(;^;_— ;(^')
I )- + cos- / -h 2 1) cos ? cos (;(^ — ;^ V
o 2Dros/sin{Y — Y ) tanff-i7r^ = t^-^^~-^ ^
A COS-/ — I
et ])our le cas où la lumière est ])olarisée ])er])endiculairement au plan d'incidence.
m'' cos- /+ D"- — 2 Dm"- ros icos{)(^-\--/^) m ' cos- /-+-!)■ -t- 2 Dur cos i cos (X+'/J '
«^' 2D//t^cos<sin(Y + Y')
^ A /H'COS-i — I)-
Dans ces expressions. D et )(^ sont donnés en fonction de m et do ;^ par les relations
D^ = m' -j- si n^ / — 9. m- sin'- / cos ^ ^ , nr sin 2'/^
^"i2(X"Xj
Telles sont les premières formules de Mac Cullagli. Celles qui donnent les intensités des ravons réfléchis coïncident avec les formules de Cauch\ ; mais il n'en est pas de même des formules relatives aux différences de phase,
387. Simplification des formules précédentes pour le cas de la réflexion métallique. — Les formules trouvées par Mac Cullagh peuvent se sunplifier notablement dans le cas où la réflexion a lieu sur une surface métallique. 11 est facile do prouver que pour les métaux la quantité m doit avoir une valeur très- (jrande. En effet, sous l'incidence normale on a /=- o, <'l par suite
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sino(;)^_/)=-sin':ix, (I ou
et
En portant rcs valeurs dans R et R', on voit que ces deux intensités ont une valeur commune, qui est
J1V+ 1 - 2mcosx,
D'ailleurs, l'expérienre montre que sous l'incidence normale le pouvoir réilecteur des métaux est très-voisin de l'unité ; le terme 'imcosx f^oit donc être petit par rapport à m- + i, ou m petit par rapport à m^, c'est-à-dire que m. doit être grand en valeur absolue.
De là résulte que x,' doit être très-petit, car, en remplaçant sin-r et cos-r par leurs valeurs dans l'équation
sin-r + cos'-^r ^= i ,
nous avons trouvé (386) les deux équations
s in- / , cos- i ,
— — cos '}■/ -\ jTT cos 'iy = i .
cas I . , , — sui ':^.y -^i — sm 3y =- o.
Les deux premiers termes de ces deux équations sont très-petits puisque m est très-grand; donc — ^cosa;^' doit être peu différent de l'unité et ' ,, siu'?;;^' doit être très-petit. La deuxième condition
exige que m"- soit très-grand ou ^m-^x très-petit, mais la première n'est pas satisfaite si m'^ est grand; donc sin ii)(^' est très-petit, et il en est de même de ^.
Si l'on néffliffe y', on a
cos / cos r = — — m
.J72 REH.EMO.N KT REFRACTION l)K \A lAMIÈRE POLARISÉE, d'où l'on (ire
COS I
En reinplaraiil m' par ( elle valt'iir dans les expressions des intensités et des changements de phase on a. pour le cas on la lumière est polarisée dans le plan d'incidence,
, , cos- / cos /
///--i rtm cos y
[j cos' /■ cos /• ^
Il = — ; :
COS- / cos /
nr ;)./// cos y
COS- /• cos /• ^
r '>.ni sni y
à cos /• '^
tanji; ott? = —■
•> A cos^ /
cos- /■
et. poui' h' cas où la Iniuiérf esl polarisf'c per|)endicidaii'enient à ce plan .
^ cos- / , cos /
m- — - — h 1 — 2//* cos y
xj , cos- /• cos /'
cos- / cos /
//('- s — 'r 1 -r :>.//( cos y
COS'/- cos/'
cos / .
p. -Mil siii y
à cos/- ^"
lan.<|->7r— = ;— •
'• A cos- /
cos- r
(les dcnucrcs loiniulcs ont été données en second lieu par Mac (adlagli. cl ce sont celles (pii lui parurent les plus pi'ohahles.
On peut du reste i-etrouver ces formules par un aulre genre d'induction, moins mathématique, mais de même valeur que le |)récé-- (lent, et qui est dii également à Mac Cullagh. Cette induction consiste à chercher comment il serait le j)lus simple de modifier les formules relatives aux corps transparents, de manière à donner une signitication plus étendue aux coeflicients qui } entrent et à les rendre propres à expliquer les phénomènes de la réllexion métallique.
Dans le cas des corps Iransparenis. si la lumière est polarisée
i\EFLi:\iu\ \ih:TALiJQL i:. 37:;
dans le plan d'incidence, on a ponr l'intensil(' K dn ravoii rélléclii
,, (sin ( cos /• " cos / sin //- (sni i cos /-H cos/ sin rf
d'on , en déveluppanl et en divisant par sin- /• cos- r,
On a
et en [)osanl
SMi- / COS- / ,sni I cos i
sin-/- cos'/- ^ sin /• cos r
si 11- / cos- / sin / cos /
siii-/ cos'-' /• ' si 11 /• (•(),, r
sm I
Il Mcnl
cos /
j, ^ n'-^(p'- -iiiip
On trouve de même, [)our le cas on la Inmière est polarisée perpendiculairement an plan (rincidcnce.
L'induction de Mac (lullapli consiste à supposer (|ue pour les métaux les coeflicienls de (D- et de (p ont des valeurs dilVérentcs de n- et de n. Soient M"- et i\ ces coefficients ; Mac (lullagli suppose ((ue leur rapport est encore égal à », c'est-à-dire (jue l'on a
Le cas des corps transparents no sera ])lus alors (pTun cas [)articulirr, celui où M =N. Les intensités R et IV |)rennent la lorme
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en multipliant les Jeux termes de la fraction par le dénominateur. En ajoutant et retranchant au numérateur le terme /iM-^p'^, on arrive à l'expression
Si l'on su[)pose i\l"->N-, R est la somme de deux carrés, et par
suite peut être considéré comme provenant d'une expression de la
forme a-{-b\/—i interprétée à la manière de Fresnel, c'est-à-dire •
que R serait égal à a- -\- b- et que la différence de phase serait
donnée par la relation
S h tang.TT^^-^.
D'ailleurs, puisque M- est plus grand que N-, on peut écrire
N=.Mcosx.
et R devient alors
M-+(^2+2M(^cosx
Pour la différence de phase on a
S -jAKZisiny tang^7r-^ = -^ï3^-
On trouve de même, ])our le cas où la lumière est polarisée perpendiculairement au [)lan d'incidence,
S' 3M0 sin Y
(les formules sont tout à fait identiques à celles (pii ont été trouvées plus haut.
On peut en déduire facilement re\[)r('ssion de la différence de
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phase des deux composanles du rayon rétléclii polarisées jiarallèlement et perpendiculairement au plan d'incidence. On a en effet
■2M(pmix aJVKpsinx
S -S' M' -CD' M^^^ Icintî -JTr —
f>-'* À /|M^(p-sin-x
d'où
S~S' _ •■jM(psinx(M-+i)(tp--i) lang -JTT -y- — çM2_(p2yç^^.2^ ^^ +4M^(p^sin-x'
Ces formules avaient d'abord été déduites par Mac CuHagh d'une théorie qu'il n'a pas fait connaître. On peut cependant reconstruire ce travail d'après quelques indications que fauteur a conservées. Mac Cullagh admettait qu'à la surface des métaux k lumière réfractée est absorbée à une très-petite profondeur, et pour exprimer ce fait mathématiquement il donnait pour expression au mouvement
vibratoire du rayon réfracté le produit de sin aw^par une exponentielle à exposant négatif très-grand, proportionnel à la distance à la surface. Il admettait aussi le principe des forces vives; quant au principe de la continuité, il le restreignait, sans expliquer pourquoi, aux composantes du mouvement vibratoire ])arallèles à la surface de séparation, ce qui était contraire à sa théorie des corps transparents. Mais ce qui l'a surtout e.mpéché de publier sa théorie de la réflexion métallique, ce sont les dilhcultés qu'il a rencontrées pour expliquer les proj)riétés du diamant; il aurait fallu lui attribuer un pouvoir absorbant considérable pour rendre compte de l'analogie qu'il présente avec les métaux.
388. Théorie de C'aucliy. — l^x.tension du principe de continuité. — Cauchy ■" a, de son côté, donné des formules qui pour la plupart s'accordent avec celles de Mac Cullagh. Il n'a pas publié sa théorie, mais il en a fait connaître les principes, et cela suffit pour retrouver ses résultats dans tous les cas où ces principes s'aj)])liquent directement.
(" C. /?., II, 6-27; Vlil, 553, 058; IX, 727; \\\l, M. — Jnum. dr Lin:ivil[e, Vil,
.33H. _ /„.s7., VII, 125, 1/12, 225.
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Le |)riii(i|)e sur lequel repose la théorie de (lau('h\ esl celui de la continuité du niouveniput, auqu(d il a donné plus d'extension que Fresncl. Frcsni'l et Mac Cidlagh définissaient la rontinrrité en admettant (juc deux moh'cnles j)lacé('s de pai't d d'autre de la surface de s('|)aration à une distance inlininient petite ont dos vitesses de vibration qui ne difFèrcnt (juc fie quantités infiniment |)etites. Cauchv a d('\('lop|)é ce printq):' de la manière suivante : considérons, tout le loup' (Yunc normale à la surface de s<'^j)aration SS' (lig. y G ), et à un
instant donné, les molécules les plus voisines de cette normale, et menons des ordonnées perpendiculaires à cette normale et proportionnelles aux composantes des vitesses suivant la normale; la courbe ainsi déterminée sera une courbe sinusoïde. Deux molécules qui sont à une distance infiniment petite l'une de l'autre ne peuvent avoir des vitesses dont les composantes parallèles à la normale diffèrent de quantités de même ordre (pie ces Mtesses. car il en résulterait des forces infinies par rap|)ort à celles qui font mouvou' les molécules, et ces forces df'truiraient cet excès de Mtesse; mais ces vitesses composantes ne ])euvent p;is non plus être rigoureusement égales, car alors le mouvement vibratoire ne pourrait plus se propager. Les composantes des vitesses de deux molécules infiniment voisines diffèrent donc, mais de (piantités infiniment petites |»ar rap|)ort à ces vitesses. Il doit en être de même pour deux molécules m et m infiniment voisines situées de |)ail et d autre de la surface de séparation dans les deux milieux, c'est-à-dire ((ue la courbe ne doit j)résenter aucune discontinuité au |)oint où elle traversi; la surface.
Cauchv va plus loin : pour lui il v a différence infiniment petite non -seulement (Mitre les c(jmposantes des vitesses d(^ deux molécules infiniment voisines, mais encore entre les (l(''riv(''es (l(> ces composantes, ou, ce rpii revient au im-me, entre les composantes des forces parall(''les à une direction doiiii('-e. (!ar. s il en ('(ait autrement, ces forces \arieraieiil de (piaiilih's finies en pa>saiil dHiie niob'-cule à une aiilre uioIi'mjiiIc inliiiinienl voisine, ce ipn es! impossible.
lll:KLI":\l(n MKTAI.I-lQUi:.
On ;i donc deux (''(inalions pour (»\|irim(M' la continniti' du niouveniont vihratoif*' sunani la normale, ci. youv oxprinicr (|ue le |»rinci|)(' csl couiph'h'iucnt vrai. \\ faudra (Micore poser des ('(|uahons senil)lai)les |)oiir (\i'[\\ autres axes perpendiculaires au premier, c'esl-à-dire parallèles à la surface de si'paralion et perpendiculaires entre eux.
o89. Application de la tlicorie de Catichy aii:iL corps transparents. — Aons allons d abord aj)pli(pier le principe de
Ciauchy aux corps transparenis. Nous étudierons en premier lieu le cas où la lumière incidente est polarisée dans le plan d'incidence. Comme nous supposons les vibrations perpendiculaires au rayon et au pian de polarisation, il iTv aura à considérer rpi'un seul s\stème d'é(piations se rapportant à l'axe mené dans le ])lan de la surface de sé|)aration ])erj)endiciilairemenl au plan de p(darisation, c'est-à-dire au plan d'incidence.
Consid(''rons ( lij;. yy) driw points /// el in\ situés sur une même normale et à une même distance : de la sui'face. Supposons (pi'au temps / la vitesse de \ibratioii de la mob'cule (pu se trouve au point I. où la normale rencontre la surface de séparation, vitesse
due au mouvement du ravon incident, ait pour expression sin •:27rq-, •
La vitesse de vibration de la moléctde cpii se trouve en m, duc au mouvement incident, sera la même cpie celle du point p obtenu en abaissant du point /;/ une perpendiculaire sur le ravon incident (|ui passe par le point I. Or, on a
: cos I :
donc la vitesse de vibration du point M au temps / dans le mouvement incident sera
, / , : cos / sin -îTT 1 ,,. -h -> —
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La vitesse de vibration du point m dans le mouvement réfléchi aura, à la même époque t, pour expression
/ / r ces / \
vsm,^[^. —)■
Quant à la vitesse de vdjratioii du j)oint ni', elle est égale à celle du point p' situé sur le rayon réfracté passant par le point I et pied de la perpendiculaire abaissée du point m' sur ce ravon. On a
\p' = - : cos r:
par conséquent, la vitesse du point ni dans le mouvement réfracté
est égale, à l'époque t, à
/ l - cos r\ U Sin '2 7T I 7p -i — j •
Si z tend vers zéro, la somme des deux [)remières vitesses approche de plus en plus d'être égale à la troisième vitesse, et à la limite, c'est-à-dire pour :^ o, il y a égalité, ce qui donne l'équation
C'est celle que Fresnel déduit du principe de continuité.
Pour avoir la seconde équation, il faut écrire que la sonnne des dérivées par rapport à z des deux premières vitesses est égale à la dérivée de la vitesse du rayon réfracté (piand z= o, ce qui donne
277 cos / l 27rCOs/ / •.iTTCOS/' t
■ K cos 'Jl 71 fp — V -, cos y TT ,t; = u y, COS 'î ~ r.. ■
d'où
et, en remplaçant -, i)ar -^ — i
( 1 — vj sin r cos i = u sin / cos r.
C'est l'équation que, dans la théorie de Fresnel, on déduit du princi|)e des forces vives.
Ces fonuules ont reçu la sanction de rexj)ériencc et conlirnHMit les
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idées théoriques de Caucliy sur la continuité du niouveuient vibratoire. D'ailleurs, celte théorie est empreinte d'une rigueur à laquelle on ne peut guère échapper, et, comme les formules auxquelles elle conduit supposent les vibrations perpendiculaires au plan de polarisation, on a ainsi une nouvelle preuve en faveur de cette hy[)othèse. C'est là un point sur lequel Cauchy a beaucoup insisté.
Le deuxième cas, celui où la lumière est polarisée perpendiculairement au plan d'incidence, présente de grandes difficultés, dont on a bien indiqué la solution, mais d'une manière peu rigoureuse. Il faut dans ce cas décomposer les vibrations suivant deux axes, ce qui donne quatre équations incompatibles. Si l'on admet le principe dans toute sa riguein", il ne reste qu'à conclure qu'on n'a j)as tenu compte de quelque particularité. On regarde les vibrations conime perpendiculaires au rayon incident, au rayon réfléchi et au rayon réfracté, si près de la surlace que soient les points de ces rayons (|ue l'on considère. Il v aurait donc à la surface un changement brusque dans la direction des vibrations, ce qui est contraire à ce qui se passe ordinaii'ement dans les phénomènes physiques. Aussi Cauchy, au lieu d'un changement brusque, admit un changement gratluel, mais ra])ide, de sorte (|ue le changement devient com])let à une très-petite distance de la surface de séparation. Il exprima cette condition j)ar l'introduction dans les calculs de deux nouvelles constantes indéterminées dont la valeur est fournie par deux des équations. Du reste, cette théorie n'a pas été développée par Cauchy, et nous n'y insisterons pas davantage.
Application de la théorie de €aiicliy aux métaux
— L'aj)plication de la théorie de Cauchy aux métaux ne présente pas de difficultés nouvelles. Considérons d'abord le cas où la lumière incidente est polarisée dans le plan d'incidence. Les équations s'établissent comme pour les milieux trans|)arents. La vitesse du point m (hg. 77) dans le mouvement vibratoire de la lunn'ère incidente a
pour expression sin 27r (T+~~r~)' Dans le rayon réfléchi nous admettons une dift'érence de phase due au fait de la réflexion; ce changement de phase est prouvé par l'expérience, et d'ailleurs, s'il était nul, il disparaîtrait dans la suite des calculs qui doivent en
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donner la xalciir. J^a xiles.sc du nioincnient vihratoii'e iM'lléclii est donc, an ponil /// ol au temps t,
I 2» — : ces I '
rsm -ITT i ,.,
Quant au ravou rélract('', l'exjx'rience inonti'e que son inleusih' diminue très-iapideuient dans le second milieu à |)artir de la surface de séparation <'t devient uisensihJe à une très-petite dislance de cette surface. Il est probable que le mouvement de l'c-thcr se coniuiunitpn' aux moh'cules pondérables et se chancre en chaleur. On sait (Mie, lorsqu'un rayon pénètre dans un milieu absorbant, son intensil('' décroît en pi'ogression j]éoméfrn|iii' lorscjue l'épaisseur du milieu ci'oit en progression arithmétique. Si /.' est le ])oint où \r ravon réfracté (uii passe en ni rencontre la surface de S('>paration, la vitesse
du ravon réfracté devra donc contenir dans son e\])ression un fac-
-h.ni'l,leur de la forme e , (Ui, i;onune
cos r
(, cosr (jj, ;,(|||i(M de plus (pie la réfraction introduit une dillérence de pliase égale à ■<^: la vitesse de vibration du ra\on réfracté, au point /// et au temps /. sera donc représentée par
ue ^"^' sin -iTT 7^,4
/ \|^ -t- : cos /•
Pour : = o, la somme (\e^ deu\ pn-uiières vitesses doit être égale à la troisième vitesse, ce (pii donne
Sin 977 ;y-, + /' SIU '}7T ( -r + > ) ^ " ^"1 ^TT 1 -T + ^-.
Il faut de plus (iiie. pour :--(), la somme des d(''rivées des deux premières vitesses prises parraj)portà r soit égale à la dérivée de la troisième vitesse, ('galemenl prise par rapport à ,■ , ce (pu donne la seconde équation
277 ces/ / •>77('C()Sf /' , ^
^ COS 9 77 7,, ■ c- COS 977 ,y, + c
A 1 A VI A
tlll ■ f I , 4^\ . ''-TT" C(»S/- / / , >!' Sin 977 .,. -h >-. H V. cos 977 r., + ^,
COS /• V I A y A VIA
r.KKI.EMON MKTALLIUI K.
Ces ('qualioiis doivcnl a\(>ii' lieu à une (''|)0(|iir' (jiif'lcoiicnu' ot par 'onséquenl être iiicl/'perulanles du leiiips.
En (lévelo|)|)aiil la pcomièrc é(|iiali()ii, (m Iroiivp
siFi 377 F], ( 1 + r <'os i>7r . — u ros -y-n y,
If. (ù . 4/
+ ros v.Tv 7y ( V sin mtt -^ - n siii •>?;■ ^ , ) - o.
Los deux coeHicieiils de siiio7r,pel de ros 'iTT-j, doiveiil êlre ideii-
li(Hienienl nuls. ])iiis(|tie lYniualioii a lieu (|ii(d (|ue soil /: on a donc den\ équations (|ui reniplarent la |»reniièi'e. et qui sont
I H- V cos OTT --.- — Il eos -^r ^ , ^ o. /, A
r s\\\ -^TT \ il sni -m: >, =^^ o.
On déduit de niéine de la seconde l'qualion deux autres équations, qui sont
1 — V cos '?7r-;- —
ip ((//
\|/ M cos /■
. — — ■ sni 9.-n V, . ^ cos ott n= o.
A cos /■ 27r cos / A cos/ A A
r sin o.Tt
X v.Tr cos /'cos / ou plus simplement, en posant
7 = et en reniaiïpiant ([ue l'on a
\1/ , u cos /' À . il/
cos •ATT V, 4 ^-, sni >)7r -, -= 0,
27r cos/'
A sni / À' sin/'
(2 //v . \!/ sii)/cos/'
r cos '^ TT -^ "^. SMl -î 77 v, — U
A COS/ A sui/'cos/
cos 0 77 y, = O.
;,v . <2> uy vl , sin /cos/- . \I/
(^/jj '/' sin 977 -^ — ; „ -, cos 977 ^, -r " „:.. SIU 9 77 r7 ~ 0 ,
X cos I
sni /'cos t
Les équations (i), ('O. (3), (/i) permettent de déterminer les (piantilés r, u, (p et ^z; nous ne nous occuperons pas de u et de ij/,
qui ne sont pas accessibles ;i l'expérience, et nous chercherons seulement les valeurs do r et de (p.
Des équations (i) et (•>) tirons les valeurs df ?/cos27r^ et de
u sin.QTr -, •> et portons-les dans les é(|uations (3) et (hj. Il vient ainsi
(D yv . (p , sin / cos/- / (2\
1 — V cos OTT -c -= - — sm -ITT -V H- -: : 1 + /' COS aTT V '
X COS
sin /COS/
, sin/' COS /'N . •? 0 '' •? y
1 H T-^ — V sin 27r îr — -^^ — ■ cos 271- - = -^— ■
cos/sin/-/ A COS/ A cos/
En résolvant ces deux dernières équations par rapport à rsin ^tt^
et a r cos 277 -<■ » on trouve
V sin 2 7r -^
-/ , sin /cos /-y 7L1 = _
_\. ' cosisin/7 cos"-iJ c
os /
(Dr/ , sin /'cos /A 2 , y- "1 sin- / cos"-/' y-
r cos 97r -^ i H ~ — -h -^. =1 —, r- ■ . •
a|A cos/sm/v C0S-/J sin-/- cos-/ cos-/
En divisant la première de ces équations par la seconde, on trouve
ces /'
tanff 97r ^ = —
" A sin- / cos- /■ y-
u ou
et
sin /cos"-/ cos-/
(P 2 y sin- /'COS /
o A sin-/-cos-/ — sin-/cos-/'— y-sin-/-
t2 2 y cos / sin-/-
tanjT 071-^ = :—-. — /. — ^ , ■ ., •
'> A sin(/ — /■) sin (/-!-/-) + 7- sm-/-
Kn liiisant la somme des carrés de /'sin -^tj-? et de ccos-jTrt-^
on trouve
En posant
\y- / sin- /cos-r y-
., c'os'-/ V sin- r ces-/ cos-/
sin / cosry-^ y- Tsin /-cos/y cos'-/ J
SU1-/C0S"-/- „ r-
sin-/cns'' / ' ' cos-/ cetlp expression devient
Elle peut s'écrire et enfin
{i+x-+f-)-—liX- [{i+xf+y']'
{i-xf+f
En remj)laçant x el y par leurs valeurs, l'expression de v- devient
sin / cosrV^ y-
sin /■ cos // cos'- / sm / coi>r\' y-
sui /' cos/ / cos- /
ou
o sin-(/ — /•)-!- y- sin- /■ sin'-(/ + 7-)H-ysin'-r'
et nous avons trouvé, pour déterminer la différence de phase, l'équation
S 2>cos/sin-r taneffiTTY^^
A sin(/+/')sin(/ — /■)^-y-sin'-^
3 9 1 . Comparaison des formules de Caucliy avec celles
de Mae Cullagh. — Il est naturel de supposer que le ravon réfracté dans le métal se comporte comme dans les milieux transparents, c'est-à-dire que le rapport-^ — ^, est constant. Si l'on suppose que — ^— . soit aussi une quantité constante, on pourra poser
5!lii = Mcos4.. -^==Msin^^, sin/' ^ cos /• ^
5s'i Ki-:i"Li:\i()\ KT I!i:fi;\(;ti()i\ dk \a li \iiKiiK i'ui.aiuskk.
.M cl \|/ t'Iaiil (l(ni\ coiislaiilcs (|iii sont (Ic'IcriiiiJK'fs |)iir les ériualions
SI II/' ros- /•
, rsin/la 11»; y = -^^-^ •
Si, dans re\|)i'Pssif)n déduite de ja tliéorie de Caurin |iour l'inlensilé de la li]ini«'3re réMéehie lorsque la luniièi'e incidente est pola-
ris('e dans le plan dincidence. on inidtiplie les deux termes pai-
cos / . I siu / , T , I
• (lU on remplace ~. — el par leurs \alcuis. et (iii on pose
cos / 1 ' siiw cos/- ' 1 I
cos / = u.
cos/- '
cette e\j)ressioii devient
., (|!>t~Mc()s\^)-'H-M-sin-\!/ M--i-|U-— îîju Mcosvf/
On reti'ouve amsi la dernière formule d(_' Mac (ailla<T|i, (|ui est
M^ + (p'4--?AI(pcosx'
les lettres seules sont cliaup,ées : u au heu de (p et \t an heu de x.- On |)eul aussi retrouver les |)reirnèi'es formules de Mac (vullajjli
en donnant a -. — et a y d autres valeurs. I^a prennere lormule de
Mac (jullagli pour l'intensité de la lumière réiléchie, lors(|ue la lumière esl polai'is(''e dans le plan (rniculence. est
p D--+- cos^ / — -2 D cos i cos {)(^ — ^
I)-' -H cos- / H- '.î I) cos / ( -os ( y - y '
Kll<' s'applique aux corj»s trans|)arents connue au\ métaiiv.
I^a formule déduite de la théorie de Cauchv pour la même intensité peut s'écrire en nmltiphant les deux termes du second membre par cos- /,
cos-
, sm- /
cos- ,
snucosM-os/r — ?. ; h y-
sni - /■
cos'
. , sin"' i sin-/'
cos- ,
sin /cos «cos/-
sni /■ '
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Pour faii'p ("oïncidcr res deux fonniiles, il faut poser
D- — --7-ros-r+>'-.
sin/' '
I) COS Y - Y P= ^ < OS r.
On a «railleurs (386) et
n\-s\v\ ly^
SI 11 "î 'X X '
/»-sin 't.'/^ ?/j-cosv,;^ — sin-/
On peut (li'ferniiner^:: — et y en fonriion de ;)^ et de ?« . car x ' X
est une fonrtion de ;;^. On trouve ainsi pour ces quantités des valeur* réelles. Il est donc |)ossihle de faire coïnrider la lormule de Caunhv avec celle de Mac Ciullagli, mais ce n'est (|u'au moyen d'une hypothèse dont on ne voit pas la signification ph\sique. Il est prohahle que (;auch\ a l'ait une hypothèse de ce genre, car la formule qu'il a donnée comme résultant de la théorie est de même forme que la première formule de Mac CuUagh.
On peut également faire coïncider les formules qui donnent la din'érence de |)hase.
La formule de (îauchy est, dans le cas où la lumière est polarisée dans le plan d'incidence,
S riTCOs/sin-r
tanp; -^tt ^ = ^~~7- — v'^^r- — ^ ^r^-^r ■<
<> À sm (/ -t- /■) SI n (/ — /■)+ 7- sui-r
et celle de Mac Cullagh,
S ^Dcos/sinix-x') tang -ITT Y = — I v~ •
Or on a
,^., sin- i ., „
D- = -T-r cos- /' + 7-.
En suhslituaut ces valeurs dans la formule de Vlac (lullagh, elle
Vehdkt, VI. — Optique, II. ;{M
devient
S aycosi
tangfî7rT- =
1 • siii- 1 cos- 1 — ^-7^ cos'-/'— 7-
sin-/- 27cns«sin-/'
ros-/ sin-/-— siiY' I co^- r — y-suV- r
■iycnsislu'r
sin (/ + /•) sin (/ — /') + y- si n- /•
sin / sinr
La (lifllfulté (le (]('terminer pour les métaux les quantités
et y tient à ee (|ue l'énorme proportion de lumière absorbée ne permet pas d'aijplirpier aux métaux le raisonnement qui conduit à la loi des sinus. De plus, les métaux étant polis à la surface, leur densité n'est plus la même parallèlement et perpendiculairement à la surface, et il doit en être de même ])Our la densité de l'étber ([u'ils contiennent. La même chose a lieu dans les cor])s transparents; mais pour ces corps l'épaisseur ou l'homogénéité n'existe pas ou est insignifiante par rapjjort au chemin que parcourt la lumière dans le milieu, tandis que pour les métaux ces deux quantités sont comparables.
Dans le cas de Tincidence normale, on a
hl .
cos r = 1 , y = — 1
désignons celte valeur de ; ])ar g, de façon ([u'on ait
cl substituons dans les deux écpiations qui font coïncider les formules (le Mac (lullagh avec celles dedauchv. nous aurons
(1) ])^=,^+ir.
(•>) Dcos^ — »':
car pour rincidcncc normale ^ esl nul <'l X"' X ^ X {'^^'^ ^-^^^ '*' l'elation
^o^ ?/<^sin:>x «'"■'■(X-X'
on tire ])niir l'incidence normale
et par suite, en tenant compte des écpialions (j) e( (':>),
/MC0s;^=^)*, )>is[nx = l'on voit donc (pie cela revient à |)oser cpie le coefficient d'absorption est égal à vi s\n)c^ ^'* l'indice de l'éfraction à wcos;;^, sous l'incidence normale.
Dans le cas où la lumière incidente est polarisée perpendiculairement au plan d'mcidence, la (piestion se complique davaiitajje ù cause de la difficulté d'appliquer le principe de continuité. D'ailleurs la formule donnée par (jauchy, pour l'intensité de la lumière réfléchie dans ce cas, est identique m la j)remière formule de Mac (lullagh, (pji est
p , m' cos ' / + I )- — 2 D/»,- cos i cos ( X + X ) nï' cos- / + 1)- + ?. I )»»- cos i cos ( X + X )
Cauchy n'a donné, ni pour la lumière polarisée dans le plan d'incidence, ni j)our la lumière polarisée perpendiculairement à ce plan, les valeurs de la dilïérence de phase introduites parla réflexion: mais il a publié une formule qui représente la différence de [)hase entre les deux composantes du rayon réfléchi, polarisées l'une parallèlement, l'autre perpendiculairement au plan d'incidence.
Cette formule est
tang 97r ^ — tang -^w sin f x - X )■ où l'angle (o est déterminé ])ai' l'écjuation
tang Cl) '-
On conclut de là
2Dcosisin-« tanR9&) =
" sm / — |)-cos-/
et
A 2l)cos/sin-/sin (y — y')
tango7r-= ^-ir- — Fv^ — 7. ^
o A sur* — D- cos-/
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dette formule m* coïncide pas avec celle (|im)ii déduit des jjremières formules de Mac (lullagh ([ui sont
S 2Dcos/.sin(x-X '
A D- — COS
et
S' 20/»"-cos/siii (y-+- vM
o /, m (OS- / — I)-
Lorsque le coefficient ni est très-grand, comme cela arrive pour les métaux (387). la formule de Caucliv coïncide à j)eu près avec celle fiu'on déduit des formules de Mac Cullairli. Kn etîet on a
D- = \ m* + sin' i — 9.m^ sin i cos p^,
et, si m est très-grand, on peut, sans commettre une grande erreur, pi'endre D- égal à m-.
De luf'me on voit pai' la formule
/ «/'sin 2 y
''ing'^(X-X )= — — —
77rC0S2X — SIU'/
'{'"^ X X ^'^'^ ^^^'^ approximativement é'gal à -^ (piand in est trèsgrand, et x' approximativenient nul.
Avec ce degré (raj)proximation la formule de Caucln devient
A 2siir-/sinv lîsin / tanff/sin y tang -177^= ^ = ^ ^ •
Les formules de Mac Cullagli deviennent
S 'icos/sinv S' 2 sin y
tanff •:>7rv = tanî:{-^7r- = -■■>
f» A nt ^ A mcosi
(I ou
2sin X 2eos / sin ^
S - S' mcosi III 2//(sin'/siii V
taUK -ITT —- — = r—^ -- , — : — r^—:, ^^^— ■
" A /isin y I //r+ 4 sm- y ) cos i
OU approximativement
J — (^ 2sin /lanff/sin y
tanîi: 9.n — ^ — = --.
formule idenliipii' à celle de (laucln
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E. — Vérificatifs l•;\p|■:IUMK^TALES des formules TiiÉoniniiEs.
39*2. Expériences de Mac Ciillash, de ]fl. Janiin, de mn, de la Provoataye et P. Desains. — Les premières e\[)ériciucs i'iiiles en vue de vérifier les résultats de la théorie sont dues à Mac Cullagli et remar(|uables par leur précision. Lin rayon polarisé par un Nicol se réfléchit sur une surface métalli([ue et se polarise ellipti(pieuient; ce rayon rélléclii tombe sur un parallélipipède de Fresiiel, et, si le plan de polarisation primitif est à /|5 degrés du plan d'incidence , on pourra déterminer la direction des axes de l'ellipse de vibration de la lumière réfléchie et le rapport de ces axes.
Voici les résultats obtenus j)ar Mac CuUagh en opérant sur le métal des miroirs, le rayon incident étant polarisé à ^i5 degrés du plan d'incidence :
d'incidence.
<Su"
Deux observations servaient à calculer au moyen des fornmles de Mac Cullagh les constantes ni et ^: on en déduisait ensuite par le calcul les nondjres correspondant aux observations faites sous d'autres incidenc s, et on comparait ces nombres à ceux qu'avait donnés l'expérience. Mac Cullagh a (nuivé ainsi : m-=>2,(|/j, ;;(^ = () V*j5'.
D'après les définitions de (kuichy, l'indice de réfraction déduit de ces nombres aurait une valeur plus grande que l'unité, mais assez faible; d'après les définitions de Mac Cullagh, au contraire, l'indice aurait une valeur très-grande.
M. Jamin, dans ses expériences sur la réflexion métallique (378 , 382 ), a donné en regard des résultats expérinjentaux les nombres (jui se déduisent des formules de Cauchy; la coïncidence est satisfaisante j)our 1rs changements de phase, mais non pour les intensités.
A\GLt> UK
IIEîS \Xh>
AMiLES DONT
LEb
TANGE.VTES
DES AXES
bsei'vés.
('.aïeules.
Observés.
Ciilciilés,
.-Ui-io'
— -u/aô'
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Les expériences caloriinélrifiues de MM. de la Provostave et Desains (379) ont aussi donné des résultats qui s'accordent avec ceux qu'on déduit des formules de Cauch\ .
3 9 o . Recherches de ]?I. Janiin sur la couleur des métaux. — M. Jainin ' a cherché d'autres vériiicafions dans l'influence de la couleur de la lumière incidente sur la réflexion métallique. 11 détermina, pour divers métaux el pour les difl'érents rayons du spectre, les angles de polarisation maximum, ou, ce (pii revient au même, les angles d'incidence qui donnent une difl'érence de phase
égale à y entre les deux composantes du rayon réfléchi. Ces angles,
nous l'avons vu, sont ceux pour lesquels, après deux réflexions, la j)olarisation rectiligne est rétablie. M. Jamin mesura, en outre, l'angle formé par le plan de polarisation du rayon réfléchi avec le plan d'incidence. Pour conq)arer ses résultats à ceux de la théorie, M. Jamin s'est servi des formules de Cauchv. (îes formules lui fournissaient deux équations contenant m et ;^, et ])ar consécjuent il pouvait déterminer ces constantes au mo\en d'une seule observation. Il pouvait ensuite emplover les formules, en \ remplaçant rn ci y^ par leurs valeurs, à calculer d'autres résultats, el vérifier si ces résultats concordaient avec ceux de l'expérience.
C'est ainsi (|uc M. Jamin a calculé les pouvoirs réflecteurs de dilfénMits métaux sous l'incidence normale, pour les différents rayons du sj)ectre; la comparaison de ces intensités donne une ex-^^ plication complète de la couleur des métaux. Il a pu également vérifier d'anciennes expériences de Bénédict Prévost, qui ont montré (pie la couleur des métaux change lors(pi'on lait réfléchir plusieurs lois la lumière à leur surface. Il a calculé les intensités des rayons de différentes couleurs pour dix réflexions, et a trouvé des résultats concordant avec l'expérience.
M. Jamin a étudié la réflexion sur sept métaux qu'il a rangés en trois catégories. L'argent, le bronze des cloches, le laiton, le cuivre et le métal des miroirs ont donné un pouvoir réflecteur décroissant (lu rouge au violet. Faible pour l'argent, cette variation est assez
\m. (Irckuii. ri du jihijs.. (;î), \\1I. oI 1. — (]. /.'. , \\\, 71'!; \\\1, 83.
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forte pour ]c bronze, le cuivre et le laiton. L;i seconde catégorie comprend l'acier, (pii est blanc et où la variation es! très-laible, et la troisième catéjjjorie le zinc, pour le(|uel le pouvoir rétlecteur va en croissant du rouge au violet. Voici le tableau des pouvoirs réflecteurs sous l'incidence normale après une seule r(''lle\ion.
l'OUVOIKH RÉFI.ECTKUKS SOUS I/INCIUENCE NORMALE APRES UiN'E REFLEXION.
r.IiONZK MÉTAL
COULEDI'iS. Ali(;ENï. , , , LAITON. CllVIlK. , . . ACIKI;. ZINC.
(les cloches. des miroirs.
Rouge. . . . o,()39 0,767 0,7-20 0,689. o,(k)2 o,6ot) o,57()
Orangé... 0,909 o,7'-i6 0,680 0,620 o,65/i 0.600 0,59/1
Jaune 0,905 0,705 0,66-i o,5/io o,6o!2 0,099 o,6oj
Vert 0,90'j o,63o 0,619 0,^170 o,6!25 0,590 0,616
Bleu 0,878 0,591 0,59,8 0,60/1 0,606 0,608 o,6-j8
Indigo. . . . 0,875 0,678 o,A56 0,69."] 0,599 0,606 o,6o5
Violet 0,867 0,566 0,698 o,6o5 0.599 "'^99 o,63()
On voit ([ue pour l'argent la variation est faible, et que la couleur de ce métal, vu par réflexion, sera le blanc tirant légèrement sur le jaune. Pour le bronze, le laiton et surtout le cuivre, l'intensité des rayons de l'extrémité rouge du spectre est |)ré(lominante et leur couleur sera d'un jaune tirant sur le rouge. Pour l'acier, la variation est très-faible; ce métal doit donc être blanc. Enfin, pour le zinc, c'est l'intensité des rayons de l'extrémité violette du spectre qui domine; aussi ce métal a-t-il une coloration bleuâtre.
Les résultats relatifs à l'effet de dix réflexions successives sont plus marqués, et on peut en déduire des conséquences importantes.
POUVOIRS RÉFLECTEURS SOUS L'INCIDENCE NORMALE APRES Dl.V REFLEXIONS.
BRONZE MÉTAL COULELIIS. AliGEMT. , , , LAITON. CUIVRE VCIKIl. ZINC.
des cloches. des miroirs.
Rouge. . . . 0,678 o,o56 0,007 0,099 o,o35 0,007 0,006
Orangé . , . o,388 0,039 ^-fO-a o;'oo9 0,016 0,006 o,oo5
Jaune 0,869 o,o3o 0,016 0,009 0,010 0,006 0,006
Vert (»,o57 0,010 0,008 0,000 0,009 0,007 0,008
lileu 0,970 o,oo5 0,001 0,000 0,006 0,007 0.009
Indigo.... 0,966 0,006 0,000 0,000 o,oo5 0,006 0,010
Violet 0,969 o,oo3 0,000 0,000 0,006 0,006 0,01 1
On voil (pie pour l'argent le rouge prt'domine : il y a un sauf brusque
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tlu vert au bleu; le bleu et le violet n'entreront donc (|ue pour une faible part dans la lumière réfléeliie, et les couleurs complénientaires, le jaune et l'orangé, seront celles du métal.
Pour U' bronze, le résultat est le même: le saut brusqin^ a lieu du jaune au vert et du vert au bleu. Les couleurs prédominantes seront le rouge et l'orangé, et le métal paraîtra j)lus rouge rpie l'argent.
Pour le laiton, les rayons bleus et violets mancpienl; la teinte sera donc jaune orangé.
Le cuivre, pour lequel les rayons verts, bleus et violets font défaut, sera d'un rouge prestpie pur. Pour le métal des miroirs, il v a un saut brusque du rouge à l'orangé; les autres couleurs décroissent d'une façon continue; le métal doit donc être d'un rouge lavé de blanc. L'acier doit être blanc et le zinc doit présentai* une teinte bleu violacé.
Pour calculer ces j)ouvoirs réflecteurs, M. Janiin s'est servi de formules simplitiées par Caucliv.
39^1. Tableau des indices de réfraction et des coefficients d'ei^tinction des niétan^ sons l'incidence normale.
— M. Béer'' s'est servi des rc'sultals obtenus [)ar M. Jainin pour calcider les constantes ni et )(^, et d en a déduit les indices de ré- Iraction el les coelîicienls d'extinction de différents mélaux sous l'incidence normale. On sait qu'en ffiMiéral le coellicient d'exlinclion y
est ét'al à ,* sous l'incidence normale il devient
" -iTTCOSC
'> in
II doit donc être tel (pie 6~ "' représente l'amplitude des \ibralion.v à une dislance : de la surface; 11 doit par suite être très-grand, ce (]ui n'implicpic pas «pie ^' le soit aussi, car À est très-petit. Voici le tableau des nombres obieiius par \l. Heer.
"' /Vr.v. Aiui.. XCII.
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INDICES DE RÉFRACTION DES METAUN SOLS l/INC;iDE>(;E NORM\l,E.
BIIONZK MÉTAL
COLI.KtllS. AHGKNT. , , . LAITON. ClIVRK. , . . ACIKIl. ZINC.
(les cloches. (les miroirs.
Roit};"p. . 0,-j'Jâo i,o3o-j 0,8:! 1 G o,8865 i,>2o()() -i.lJfiyçj i .()()85
Orangp. o,-j6i5 i.o^oo o,8(>()-2 0,9^478 i.iOoi :(.:>,78;» i,8(J83
Jauiie. . o,':258i i,oi8() o.8()()() i,ii/i() i,i!U)o t>.-u(j4 1,7700
Vert... o.ai5-< 1,0800 o. 819^4 1,0057 i^i^gj •2,o;{(ji i,'i-j()-j
Bleu... o,-j'32(| i,i3oi) o,«j->,35 i.3o5-j o,987() 1.8574 1,1901
Iiuligo. o.ru54 i.o94-> i,o36o i,3i5i 0,9117 i.7o'î() 1,0938
Violet.. o,-io59 i,i5o7 1,0797 1,3090 0,9117 i.Gooi 1,0006
COEFFICIENTS D'EXTINCTION DES METAUX SOUS l/INCIDENCE NOR.MAUE.
Houge. . 3,/i668 3,i34(j -^,0760 •^,5-265 3.6753 3,A68/i •^A)*Jf^l^
Orangé. -^,9385 3,09!î5 •i,38-i8 •j,!i63i 3,1901 3.3390 -2,9780
Jaune.. •j,8i33 ■2,9197 -2. •2^137 !2,o'i56 !2.9'ii5 3,3()3o •2,7830
Vert... -2,6667 -j,5o34 -2,0356 1,9675 -2,89/18 0,1070 ^2,7600
Bleu... -i, 1-369 -3,3373 1.7097 i,73-i3 -3.6-397 3,i36-2 -3,5067
Indigo.. -3,03-31 -2.-3i5o 1,6906 1,71-33 -3,6-3-36 3,o-2-'io -2,4707
Violel. . i,866t -3, •2-3-33 i/ii36 i,6336 ;2, 6-3-36 -2,8700 -2,391'!
On voit ijiie l'iiidice do l'argent, beaucoup plus petit ([iic riiiiiti", décroît du rouge au violet. Pour le bronze, les résultats sont contraires; mais il y a d'abord une décroissance. Pour le laiton, il y a une légère décroissance du rouge au jaune, puis l'indice croît jusqu'au violet; il est plus petit cpio l'unité pour le rouge et plus grand que l'unité pour le violet. Ce dernier résultat est vrai pour le cuivre, dont l'indice croît du rouge au violet. Pour l'acier et le zinc l'indice est plus grand que l'unité et décroît du rouge au violet.
Les coelïicients d'extinction sont plus grands que l'unité pour tous les métaux, et vont en décroissant du rouge au violel pour tous
les métaux. En multipliant ces coelïicients pardon aura H (pii
sera très-grand. Ce résultat s'accorde avec la diminution rapide de ram[)litude du mouvement vibratoire dans les métaux.
Les valeurs des indices sont de nature à surprendre et à jeter du doute sur la tbéorie; car il semble étrange que dans des métaux l'indice de rél'ractioii soil inlerieur à l'unité, c'est-à-dire (jue la vitesse de propagation soit plus grande cpie dans le vide.
Cependant il ne faut pas attacher à cette remanpie une Irop
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grande iiiiportance. Ce qui est la réalité, c'est (|ue la force vive de l'éther se coniiiuinique à la matière [jondérable du métal, dans un très-petit espace, d'une manière qu'on ne connaît pas; car, dans cet espace, la malière n'a pas la même densité dans tous les sens, et c'est cet état (pi'oii se représente, d'une manière tout à fait fictive, par une propagation de la lumière suivant une certaine loi. Rien ne prouve donc (pie la (pianlité ([u'on choisit pour représenter la vitesse de propagation de ce mouvement corresponde à une vitesse réelle.
395. Polarisation elliptique de la lumière réfractée par les métaux. — Mac Cullagh a fait reniar(|uer que la réfraction par les métaux doit produire, comme la réflexion, une différence de phase varial)l(' suivant la j)osition du [)lan de polarisation de la lumière incidente, d'où il résulte que, si la lumière incidente est polarisée rectilignement, le rayon réfracté sera polarisé elliptiquement.
Faraday, en appli(piant sur une lame de verre de l'or, du platine, réduits en feuilles très-minces, a pu constater sur la lumière transniise des signes de dépolarisation partielle, ce qui arnionce la polarisation ellipticpie '•'. Il est permis de croire que l'étude de cette lumière réfractée éclaircirait la théorie de la réflexion à la surface des métaux.
F. I{ÉKLE\10\ À I.A SURFACE DKS METAUX CUISTAI.I.ISÉS DANS UN SYSTÎlME
\UTHE OUE LE SVSTi':ME CURIQUE.
396. Expériences de De Senarniont. — De Senarinont a étudié la réflexion de la lumière à la surface des corps métalli(|ues cristallisés dans un système autre (pie le système cubique '-■. On doit s'attendre à la même dissvmétrie ([ue pour les corps transparents biréfringents. Les phénomènes doivent varier avec la position de la face réfléchissante par ra[)port aux axes du cristal et avec celle du plan d'incidence; comme dans le cas des métaux non cristallisf's, la lumière polarisée rectilignement doit se transformer en lumière elliptique par la réflfjxion, mais il n'y aura identité avec ce qui se
(') PliiL Traits., 1857, |). l'u).
i'2) C. H., XXIV, 027. - iiin. (Ir clniit. ri il,' jihija., ( H ) , XX, -'iiiy.
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passe dans la réllevion sur les métaux non cristallisés (jue si le plan d'incidence est un plan de symétrie. I)e là une grande complicalion dans les phénomènes , que De Senarmont est loin d'avoir étudiés dans tous leurs détails.
De Senarmont, dans le long mémoire qu'il lit à ce sujet, n'a guère constaté qu'un fait : la diiïérence des phénomènes dans le plan de symétrie et dans le plan perpendiculaire. Cette stérilité de résultats est due en ])artie à ce qu'il a opéré avec la lumière blanche, et à ce (ju'il a étudié les effets produits au moyen âc la polarisation chromatique. Nous nous bornerons à faire connaître le procédé (jui lui a paru le plus satisfaisant. (îe procédf' consiste à faire [)asser le rayon incident j)olarisé à travers une lame de quartz formée de deux moitiés produisant des rotations égales et de sens contraire, à le faire ensuite rélléchir sur un cristal métallique et à recevoir le ravon réfléchi sur un analvseur. On a dans cet analyseur deux images dont chacune présente deux moitiés de teintes différentes, du moins dans le cas général. C'est de ces colorations (jue De S<'narmont a fait dépendre l'étude de la [)olarisation j>roduite par la réflexion à la surface des métaux cristallisés.
Tout s'est borné à examiner l'incidence sous laquelle la diflérence de phase entre les deux composantes du rayon réfléclii est égale à un quart de longueur d'ondulation, et celle sous laipuille les intensités du ravon polarisé dans le plan d'incidence et du rayon polarisé dans le plan perpendiculaire sont modifiées par la réflexion dans le même rapport, le [)lan d'incidence étant toujours un ])lan de symétrie pour le cristal. Les observations n'ont porté (jue siu' le sulfure d'antimoine, le seul corps métallique cristallisé qui donne des cristaux nefs et qui puisse fournir des lames d'une certaine étendue. Le sulfure d'antimoine cristallise dans le système monoclinoédrique; le premier axe est perpendiculaire au plan des autres, (jui sont obliques entre eux; tout plan perpendiculaire à l'axe principal est donc un plan de sMiKHrie par rap|)ort au cristal.
Les ex])(''riences ont été faites sur des faces d<> clivage parallèles à l'axe principal, et on a trouvé pour l'angle de polarisation maximum -78° oo', ([uand le plan d'iïicidence est parallèle à l'axe du cristal, et y() degrés «piand il est perpendiculaire à cet axe. On a
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ensuite déterminé l'incidence sous laquelle les deux composantes du rayon réfléchi sont modifiées dans le même rapport, le plan d'incidence étant parallèle à l'axe et la lame étant mise en contact avec des milioux ditlerents. On a trouvé ainsi iH^oo' pour l'air, ^2Û"/iu' pour l'eau, a-y^G' pour l'huile de faine décolorée par le charbon.
La méthode de De Senarmont donne le moven de reconnaître si. lors(|ue le j)lan d incidence est iiii [lian de svmétrie par rapport au cristal, les choses se passent comme pour les métaux non cristallisés.
On commence par rendre le plan d'incidence parallèle au plan de polarisation des rayons incidents: après avoir traversé la double lame de cjuarlz, le faisceau sera composé de deux parties polarisées dans des plans faisant le même angle a de part et d'autre du plan de ])olarisation primitif, et par consécpient aussi du plan d'mcidence. Elles auront donc même teinte et, si le plan d'incidence est un ])lan de symétrie, les modifications apportées |)ar la réflexion à la constitution des deux faisceaux seront identirjues. et les deux moitiés de chacune des images de l'anahseur présenteront les mêmes teintes. Si. au contraire, le plan d'incidence n'est pas un [)lan de symétrie par rajiport au cristal, deux lavons, dont les plans de polarisation font des angles égaux avec le plan dincidence de part et d'autre, ne seront pas modiliés de la même manière |)ar la réflexion, et chacune des images de l'analvseur aura ses deux moitiés teintes de couleurs différentes. C'est là un procédé d'observation commode, et c'est du reste le seul avantage de ce mode d'expérimeiitali(ni coniplnpié.
\ous Mi[)j)oserons. dans les calculs rpii vont suivre, que le plan d'incidence est un [)lan de svmétrie par rapport au cristal, c'est-àdire, si le cristal est à un axe. (pie ce jilan est une section principale ou (jnil est perpendiculaire à Taxe. Alors la liimièie polarisée dans ce plan ou dans le plan [)er[)fMidiculan'e devra, [)ar la n'-flexion, subir les mêmes modifications que sur les métaux non cristallisés. Seulement ces modifications varieront avec la position du plan de symétrie et a\ec la direction de la face iM'fléchissante pai' rapport aux axes du cristal.
Soient a et a les angles (h's plans de polarisation des deux laisceaux transmis ])ar la lame de rpiartz a\ec le plan dincidence. Les vibrations perpendiciilaii<''> ;iii plan (rincideiice aniniit pour ampli-
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fiKl«% on prenant poiii' iinil(' l'innplilndo de !a liiniirrc inridonle, cos a ol rosa'; les vibrations parallèles an plan (Tinridence auront pour amplitn(l(^s sin a et sin a'. Après la réflexion, ces composantes ont pour amplitudes m cos a et m cos a. n sin a et n sin a'. D'ailleurs il s'est établi entre les deux com[)Osantes m cos a et n sin a une différence de ])base 6, ([ni est la même pour les composantes w cos a' et n sin a . Le rayon rélb'cbi se composera donc de deux rayons polarisés ellipfic[uement d'une manière différente. Recevons-le sur un j)risme biréfringent dont la section principale fasse avec le plan d'incidence un angle co.
Le premier rayon elliptique, celui (pii j)rovienl des composantes m cos a et nsina, donnera un rayon ordinaire dont le mouveiuent vibratoire sera représenté par
(i ) m cos a cos o) sin '^tt rp + ti sin a sin rjj sin 9.7t i ,j, + v
et un rayon extraordinaire doni le mouvement vibratoire sera représenté par
(9) m cos a sin w sin •>?: q, — n sin a cos oj sin 9.7^ i.j,-\- ^ ] •
Les signes -\- et -- peuvent varier suivant la valeur de d), mais ils sont toujours contraires. On aura d(^ même pour le rayon ordinaire provenant du second rayon ellij)ti(jue, de celui qui corres|)ond aux composantes m cos a' et n sin a', un mouvement vibratoire repré'senté par
(8) m cos a' cos w sin ott ft, -f- ;' sin a' sin o) sin -^tt ( ,j, -H ^ ) '
t'tpourle rayon extraordinaire provenant du même rayon elliplitpie lui mouvement vibratoire représenté |)ar
(A) m cos a sin w sin -^tt ,r, — 11 sin a' cos oj sin -'.tt ( t- + y ) ■
Les intensités des (pialre ima|;<'s de l'anal vseur soni donc ( 1 ) ///- cos- a cos- o) + »' ^iii" a ^in- a»
4" ■^'"'' "^"1 « <^f>'^ a sin -y cos a» cos '?7r >-i
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•iinu sui acos asm o) oosîij cos 077 v»
(3) m^ ros-a' ros- a> + »- sin- a' sin- a>
H- •'/»// sin a' rosa sin ^i cos^d ros -îTr ^^ (^) - nr^ ros- a' si n- w -J- w- sin"- a' ros- '^>
— '>?/?«sma rosot sin i) ros ^ cns qtt y •
Supposons ipje l'incidencp soit celle de la polarisation maximum: on aura
et les valeurs des intensités deviennent alors
(1 ) m- ros- a ros- w -f n- sin- a sin'^ w,
('>) w- ros- a sin- ro + *(- sin- a ros^ -w,
(3) m- cos^a cos- oj + «"- sin'^a sin- &>,
(/i) m- ros- a sin- o) + /;- sin- a! cos- o).
Si sous cette incidence nous cherchons la position de l'analyseur ou l'angle <y qui donne aux deux moitiés de l'image ordinaire la même intensité, nous trouverons, en égalant (1) et (3),
m^ (cos- a. — cos2 a' ) cos- c^ = >r (^sin- a — sin'-^ a.) sin- a»,
fl ou
o //*"- cos- a — cos- a m-
tanjT^ «y
/t- sin- a —sin- a
On trouve de mi'me pour la valeur de w qui rend égales les intensités des deux moitiés de l'image extraordinaire
tanp-(i) =— j
Les deux valeurs do l'angle w (|ui rendent égales les intensités des deux moitiés de limage ordinaire et celles des deux moitiés de I image extraordinaire sont donc complémentaires. Si l'on su|)pose
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a = a', c'esl-à-dire si les angles des plans de polarisation des rayons transmis par le quartz avec le plan d'incidence sont é^aux, ce qui arrive lorsque le [)lan de polarisation primitif de la lumière incidente coïncide avec le plan d'incidence, les expressions qui donnent tang iw et lang '^.rJ sont indéterminées, et les deux moitiés de chaque image de l'analvseur auront même intensité dans la lumière homogène, même coloration dans la lumière blanche, quelle que soit la position de l'analyseur, comme cela était facile à prévoir.
Cherchons maintenant|la position de l'analyseur cpii rend uniforme la teinte des deux moitiés de l'image ordinaire sous une incidence quelconque, c'est-à-dire pour une valeur (pielconque de 9. La valeur de w est alors donnée par l'équation
m- cos- a cos- w + n- sin- a sin- œ
-f- •>/«// sin a cos a sui ^j cos w cos qtt >- = nî^ cù?r a! cos-ûj -|- n- sin- a! sin- u
sin 9&' cos 97r t (sin a cos a — sin a cos a j
d'oii
cos- a' — cos- a
laiip; 9 0)^
(sni acosa — sni a cosajcosaTr^
Si nous eiïectuons le même calcul pour l'imajjf^ extraordinaire.
lions Iroiivorons pour a»' los doux rnrnies (Hjiiations. On voit donr que, lorsque la rétlexion modifie dans le même rapport les deux composantes du ravon transmis par le quartz polarisées parallèlement et perpendiculairement au plan d'incidence, l'iniage ordinaire ne peut être de teinte unilorine sans cpiil en soit de même pour l'image extraordinaire: d adienrs ces deux imaj^es ont toujours des teintes complémentaires.
(i. \n\KAL\ r.OI.OP.KS À LA SI RFACK DES AIÉTALX.
3 ^> 7 . Forme des anneaux colorés produits par réflexion
sur les métaux. — On peut, par ce ipii précède, se rendre compte de la forme des anneaux que l'on ohlieni en plaçant une lentille de verre sur une plaque de métal.
Si la lumière est polarisée dans le plan d'incidence ou si elle est naturelle, les anneaux diflèrent peu de ce qu'ils sont ordinairement. Ils sont plutôt à centre gris qu'à centre noir. Cependant, comme |)ar la réflexion sur le métal il s'établit entre les deux composantes du rayon réfléchi une différence de phase, il doit y avoir une déformation des anneaux. Pour des incidences inférieures à 3o degrés ou Ao degrés, cette déformation est trop faible pour être appréciée |)ar des mesures précises.
iM. Jamin et De Senarmont ont essayé de déterminer d'une manière absolue, à l'aide des anneaux, les changements de phase des deux composantes, mais ils ne sont arrivés à rien de précis à cause de l'imperfection du poli des métaux et de l'imparfaite conservation de ce poli.
Si la lumière incidente est polarisée jierpendiculairement au plan d'incidence, les phénomènes s'écartent d'une manière très-sensible de ceux que présentent les corps transparents. Près de l'incidence normale, l'é'cart est peu considérable, mais, à mesure quon s'en éloigne, la tache centrale noire disparait: elle s'ouvre bientôt et se colore en son centre, de sorte qu'on n'a jilus à la place de la tache noire qu'un anneau obscur entourant une tache colorée. L'épaisseur de cet anneau obsnir diminue jusqu'à nn certain maximum, après quoi elle augmente et. sous l'incidence rasante, la tache centrale noire reparaît, (l'est sous l'angle de polarisation maximum, c'est-à-
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dire sons un angle d'incidence qui produit entre les den\ composantes du rayon réfléchi une ditl'érence de phase égale à -^ que la
tache centrale colorée devra avoir sa plus grande largeur et l'anneau obscur sa plus petite épaisseur, car sous cet angle il faudra que la
lame mince donne une différence de phase égale à ^ pour que celte
différence, doublée et ajout('e à celle qui est produite par la rétlexion ,
donne une différence de phase égale à -■> et c'est le maximum d'épais-
seui' qu'on puisse avoir j)0ur arriver à une l)ande noire.
Expérienees d'Airy sur le diamant et la blende
Airy a le premier'" observé les phénomènes que nous venons de décrire, et c'est ainsi qu'il a été conduit à la découverte de la polarisation elliptique par réllexion à la surface de lames transparentes et très-réfringentes. 11 a essayé de produire ces phénomènes nonseulement avec le crown et le flint, dont les indices sont assez petits, mais encore avec le diamant et la blende, dont les indices de réfraction sont très-grands. Il a trouvé que les phénomènes ])0ur ces deux cor])s ressendjleuL à ceux qui ont lieu à la surface des mi'faux. On peut employer un diamant de petite dimension, sur une des faces duquel on place une lentille de verre convexe. On observe les anneaux avec un microscope à faible grossissement : on voit alors la tache centrale noire s'ouvrir pour une mcidence inférieure de 3 ou h degrés à l'angle de polarisation maximum: la tache colorée qui la remplace atteint son maximum d'étendue quand l'incidence est égale à l'angle de polarisation maximum. Si l'incidence dé|)asse cet angle, la tache colorée se resserre, et, lorsque l'angle d'incidence est supérieur de 5 ou 6 degrés à l'angle de polarisation, elle disparaît pour faire place à la tache noire, (l'est donc dans un espace de 8 à 10 degrés (jue se trouve reslreinl pour le diamant un phcMioinène qui, pour les métaux, apparaît dans un intervalle de ^lo à 5o degrés. La blende présente le même phénomène.
On voit (|ue pour ces corps la composante du rayon réfléchi, polarisée perpendiculairement au plan d'incidence, n'éprouve pas
^" Cnmhr. Traits., IV, •119.
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un changeineiil de phase brusque lorsque l'incidence est égale à l'angle de polarisation, mais bien un changement de phase graduel, qui donne de la lumière réfléchie polarisée elliptiquement. La lumière réfractée doit aussi être polarisée elliptiquement, et ces corps se prêteraient mieux que les métaux à l'étude de la polarisation elliptique par réfraction.
P0L\RTSATI0ÎS ELLIPTIQUE PAR RÉFLEXION À LA SURFACE DE CORPS NON MÉTALLIQUES ET PEU RÉFRINGENTS.
399. Expériences de ]fl. Jaitiin. — Los fai(s fiiio nous venons (le faire coiinaîtro relativement à la polarisation elliptique produite par la réflexion de la lumière sur des corps non métalliques, transparents et doués d'un fort |)ouvoir réfringent, ont conduit M. Jamin à penser que tous les corps transparents, même ceux qui sont peu réfringents, peuvent présenter des phénomènes du même genre dans le voisinage de l'angle de polarisation, c'està-dire polariser elliptiquement la hniiière par réflexion lorsque l'angle d'incidence diflere jjeu de l'angle de polarisation.
La difliculté de constater la polarisation elliptique produite par la réflexion est beaucoup plus grande pour les corps transparents que pour les métaux, et cela tient à deux causes. En premier lieu Tintensilé de la lumière réfléchie j)ar les corps transparents est beaucoup plus faible que l'intensité de la lumière réfléchie par les métaux, et ensuite, les métaux ne polarisant jamais la lumière que partiellement, les intensités des deux composantes du rayon réfléchi, polarisées parallèlement et per|)endiculairement au plan d'incidence, ont des intensités comparables, tandis que les corps transparents, surtout au voisinage de l'angle de polarisation, polarisent presque complètement la lumière, et qu'alors la composante polarisée perpendiculairement au plan d'incidence n'a plus qu'une intensité très-faihle, et c'est précisément sur cette conqjosante qu'on doit rechercher le phénomène de la polarisation elliptique par réflexion.
M. Jamin , dans ses expériences''', est parvenu à tourner ce dernier obstacle. 11 fait arriver sur la surface réfléchissante un rayon polarisé dans un plan presque perpendiculaire au plan d'incidence : la composante du rayon réfléchi, polarisée perpendiculairement au plan d'incidence, aura une intensité très-grande, et la composante pola-
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risée dans le plan d'incidence une intensité frès-petile. En faisant varier l'incidence, l'intensité de la première composante peut, en s'affaiblissant beaucoup plus que la seconde, lui devenir comparable dans le voisinage de langle de polarisation, et, si alors la réflexion introduit une dill'érence de phase entre les deux comjjosantes. il y aura polarisalion elliptique, (lomme cette polarisation elliptique sera toujours très-faible, il faudra, pour la rendre sensible, se servir de la lunuèi-e solaire.
Pour reconnaître la polarisation elliptique de la lumière réfléchie, M. Jamin s'est servi du compensateiu'de M. Babinet, que nous avons décrit précédemment (208) et qui est représenté fig. i/i. (îe compensateur se conq)ose de deux prismes droits, égaux, taillés dans un cristal de quartz : ces prismes ont pour bases deux triangles rectangles très-allongés et sont accolés par leurs faces hypoténuses, de manière à constituer un prisme droit à base rectangulaire AB(1D (lig. i/i). Les faces latérales du prisme cpii passent par AB et par Cl) contiennent l'axe, mais dans la première AB est parallèle à l'axe, tandis que dans la seconde CD est perpendiculaire à l'axe; d'oii il résulte que, par raj)port aux rayons qui tond)ent sur la face AB, les sections principales (h^s deux prismes triangulaires dont se compose le compensateur sont rectangulaires. Si donc on fait arriver sur la face AB un rayon polarisé, ce rayon se décompose en deux autres rayons dont chacun traverse l'un des prismes triangulaires à l'état de rayon ordinaire, et l'autn^ à l'élat de rayon extraordinaire.
Un rayon tel que MN, c[ui tombe au milieu du compensateur, traverse les deux prismes sous des épaisseurs égales et, par suite, chacun des rayons en lesquels il se décompose parcourt des chemins égaux à l'état de rayon ordinaire et à l'état de rayon extraordinaire, doù il résulte ipie la polarisation du rayon MA n'est j)as altérée ])ar son passage à travers le compensateur. Mais il n'en est pas de n)ême [)our les rayons (pii tombent de part et d'autre de MA. Considi-rons, par exem])le, le rayon PO, qui traverse le premier j)risme sous une (M-aisseur égale à e oÀ le second prisme sous une épaisseur égale à c' ; les deux composantes de ce rayon, suivant les deux sections principales du compensateur, j)résenteronl au sortir (\i\ compensateur une diU/'rence de marche (''g;de à celle (pie produirait une hiiiie de
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(|n;irfz avant une ('|)aisseiir rnale à c — c et Hont la section [)rinci- |taJe serait [)arallèle à celle du prisme que le rayon traverse sous la plus jjrande é|)aisseur.
Supposons (pi'on fasse loniber nornialenienl sur la face AB du compensateur un faisceau de rayons parallèles, dont le plan de polarisation fasse un anele de /i5 degrés avec chacune des sections principales du compensateur. Chaque rayon émergent sera alors compose' de deux rayons polarisés à angh^ droit, égaux en intensité et présentant une certaine différence de phase. Celte différence de phase est nulle pour le ravon MiN et sa valeur absolue croit pour les rayons situés de part et d'autre de iAIN, |)roportionnellemenl à la distance qui sépare ces rayons de MN.
Tous les rayons pour les([uels la différence d'épaisseur des deux prismes introduit une différence de phase égale à un multiple im-
j)air de - sont polarisés perpendiculairement au plan primitif; tous
les rayons pour lestpiels cet le différence de phase est égale à un
midliple pair de 7 sont polarisés parallèlement au plan [)rimitif. Si
donc on reçoit le faisceau émergent sur un analyseur dont la section ])rincipale est parallèle au plan primitif, on verra dans l'image e\traordiiuiire une bande noire correspondant au rayon MN; de part et d'autre de cette bande noire seront deux franges blanches, puis viendront de chaque côté des franges colorées si la lumière est blanche, alternativement brillantes et obscures si l'on opère avec la lumière homogène. L'image ordinaire présente, au contraire, une frange centrale blanche bordée de deux franges noires.
M. Janiin a appliqué le compensateur de M. Babinet à l'étude de la polarisation elliptique et à la mesure des constantes (pii caractérisent un rayon polarisé elliptiquement. \}>x\ tel rayon peut toujours être regardé connue formé de deux rayons polarisés à angle droit et présentant une certaine différence de phase. Si donc on fait tomber sur le compensateur un rayon polarisé elliptiquement, les deux composantes de ce rayon, suivant les deux sections principales du conqjensateur, j)résenteront déjà une certaine différence de [)hase avant l'entrée du rayon dans le compensateur, d'où il résulte que, dans les images doiniées par l'analyseur, les franges seront déplacées
latéralement et ne seront plus sym('trl(|ii('s |iar r;ij)|)orl à celle (jiii correspond au rayon central AIN.
On peut disposer l'appareil de façon à pouvoir mesurer la différence de phase entre les deux composantes. A cet effet le compensateur est monté dans une bonnette sur laquelle un des prismes de (juartz est lixé, tandis que l'autre peut recevoir un mouvement trèslent à l'aide d'une vis micrométrique. Ln fil très-fin permet de déterminer la position des franjjes. On fait d'abord tond)er sur le compensateur un faisceau de lumière polarisée rectilifjnement à /j5 degrés des sections principales du compensateur, et on reçoit le faisceau émergent sur un analyseur dont la section principale est j)arallèle au plan primitif de polarisation : la frange noire centrale dans l'image extraordinaire correspond alors au ravon central MN; on fait coïncider le fd avec cette frange, puis on tourne la vis de façon à amener sous le fil la frange qui correspond à une différence
de phase égale à -• Soit L la longueur dont il a fallu déplacer le
prisme mobile; un déplacement L correspondant à une différence
de phase égale à -■> un déplacement quelconcpie / correspondra à
une difTérence de phase égale à r- - •
(k'ci |)osé, il est facile de comprendre comment on peut ajq)li([uer le compensateur à l'étude de la lumière elliptique. On commence |jar faire tourner l'analyseur jusqu'à ce (jue la frange centrale de l'image extraordinaire soit aussi noire que possible. Soit alors OC la direction de la section principale de l'analyseur : le rayon cpii correspond à la frange noire centrale a été décomposé en deux rayons polarisés suivant les sections principales du compensateur et présentant une certaine différence de phase S: cette diflérence de phase a été détruite par le compensateur, et la polarisation recliiigne a été rétablie de façon que la vibration soit parallèle à OC. Pour connaître la différence de phase des deux composantes du rayon elli|)fique. il sullit de mesurer la différence de phase que produit le compensateur au point correspondant à la frange noire centrale, puisqu'elle est égale et contraire à la précédente. A cet effet on ramène, à l'aide de la \is micrométri<pie, la frange noire sous
l'OLARlSATlOiN ELLIPT. PAR LES CORPS NON MÉTALLIQUES. 607 1(3 lil : si le déplaceineiit est égal à /, la clift'érence de pliase clieicliéc sera, d'après ce ([ue nous venons de dire. ?
Quant au rapport des amplitudes des deux composantes du rayon elliptique, il est égal à la tangente de l'angle que fait la section principale de l'analyseur avec une des sections principales du compensateur. On peut donc, à l'aide du compensateur, déterminer la différence de phase des deux composantes d'un rayon elliptique suivant deux directions rectangulaires c|uelconques et le rapport des amplitudes de ces composantes.
Si les sections principales du compensateur sont parallèles aux axes de la vibration elliptique, la différence de phase des deux composantes parallèles à ces sections est égale à y II résulte de là que, si à l'aide de la vis micrométrique on déplace l'un des prismes du compensateur d'une quantité égale à -, de façon que le compensateur, dans la partie qui est en regard du fil, produise une différence de marche égale à -•> il suffira, pour déterminer les directions des
axes de la vibration elliptique, de faire tourner le compensateur jusqu'à ce que la frange obscure, qui occupe le milieu de l'image extraordinaire, coïncide avec le fil. Les sections principales du compensateur sont alors parallèles aux axes de la vibration elliptique.
Pour déterminer le rapport de ces axes, on lait tourner l'analyseur ians toucher au com|)ensateur, jusqu'à ce que la frange jdacée sous le fil soit aussi noire que possible. La tangente de l'angle que forme la section principale de l'analyseur avec l'une des sections principales du compensateur est égale alors au ra|)]jort des axes de la vibration elliptique.
Dans les expériences oii il a appliqué le procédé que nous venons de décrire à la mesiue de la polarisation elliptique produite par la réflexion sur les corps transparents, M. Jamin s'est servi du même appareil que pour ses expériences sur la réflexion métallique (378, 382).
La lame réfléchissante est fixée verticalement sur le support qui se trouve au centre du cercle. Une lunette fixe amène sur la lame réfléchissante un rayon (|ui est polarisé par un Nicol fixé dans cette
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lunette. Une seconde lunette mobile sur le cercle gradué et munie également d'un Nicol reçoit le rayon réfléchi. C'est en avant de cette lunette qu'on place le compensateur, de sorte cpje les rayons réfléchis traversent le compensateur avant d'arriver sur l'analyseur. Pour faire une observation, on se place sous une incidence voisine de l'angle de polarisation complète, et on dispose le polariseur de fa< on (jue la lumière soit polarisée dans un plan qui ajiproche d'être perpendiculaire au plan d'incidence; les deux composantes du rayon réfléchi auront alors des intensités comparables, et on pourra, à l'aide du compensateur, déterminer, en o|)érant comme nous venons de l'expliquer, les directions des axes de la vibration elliptique sur le ravon réfléchi et le rapport de ces axes.
Tout sera donc connu, sauf l'intensité absolue de la lumière réfléchie; mais on sait qu'elle ne dillère que très-peu de la valeur donnée par la théorie de Fresnel.
h DO. Distinction des substances positives et des substances négatives. — Il nous reste à voir comment on détermine sans ambiguïté le signe de la difterence de phase des deux composantes du ravon réfléchi.
Si nous partons de l'incidence rasante où le plan de j)olarisation du ravon n'fléchi est du même côté du plan d'incidence ([ue celui du ravon incident, on peut représenter le inoiiv(!nuMil vibratoire de la com|)osante du ravon ri'fléchi qui est polarisée dans le plan d'incidence par
msm.7r(,j.-|),
et le mouvement vibratoire de la composante polai'isée per[)endiculaireinent au plan d'incidence par
n sm -ITT iry —
Recevons mainlenant le ra\on r(''flé(lu sur le compensateur, et siq)posons (pie la seclion ])nn(ij)ale du pi-emier prisme de ce compensateur coïncide avec le plan d'incidence, de sorte (pie la composante du viwnn n'fléclii. polaris('e (l;ins le j)laii d'incidence, pénètre
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dans ce prisme à l'état de rayon ordinaire. Supposons que l'épaisseur du premier prisme traversée par les rayons réfléchis soit plus grande que l'épaisseur du second prisme que traversent ces mêmes rayons, et soit c cet excès d'épaisseur (jui ramène la lumière à être j)olarisée rectilignement du même côté du plan d'incidence que le plan primitif de polarisation de la lumière incidente. Désignons par a et l> les vitesses du rayon ordinaire et du rayon extraordinaire dans les deux prismes.
Les rayons j)arcourent l'espace e en des temps respectivement
égaux a - et a r; donc, si ion pose
(' ù) ce
les mouvements vlbrafoii'es des deu\ composantes auront pour expressions au sortir du compensateur
m sm !2 7r ,T
et
Il sin -lit \ 7T, —
Or, pour que le rayon soit polarisé rectilignement, il faut que la ditlerence de phase entre les deu\ composantes soit nulle à la sortie du compensateur, c'est-à-dire qu'on ait
(l ou
Comme dans le quartz la vitesse du rayon extraordinaire est plus petite que celle du rayon ordinaire, œ est plus petit que e, et par suite la dillerence (p — xf^est positive.
Comme d'ailleurs le déplacement que l'on donne à l'un des [)risines du compensateur est toujours moindre que celui qui serait nécessaire pour faire |)rendre à un maximum la place d'un minimum,
£ — o) est moindre (pie - : i? \|/ est iloiic positif et moindre (jue -•
La composante du rayon réfléchi qui est polarisée dans le pian d'incidence est [)ar conséquent en retard, sur la composante polarisée perpendiculairement au plan d'incidence, d'un temps moindre qu'une demi-durée de vibration. C'est là ce que M. Jamin appelle réflexion positive.
Les substances à réflexion positive sont donc celles qui exigent, jtour (pie la polarisation redevienne rectiligne et que le ])lan de ])olarisalion du rayon transmis par le compensateur soit du même côté du plan d'incidence que le plan primitif, une épaisseur plus grande de quartz traversée par le rayon dans le premier prisme que dans le second, lorscjue l'incidence est comprise entre l'incidence rasante et celle de la polarisation complète.
Mais on trouve aussi des substances pour lesquelles , dans les mêmes conditions, c'est l'épaisseur du second prisme qui doit être plus grande que celle du premier pour le rétablissement de la polarisation rectiligne du même côté du plan d'incidence que le plan primitif: dans ce cas. c'est au contraire la composante du rayon réfléchi polarisée ])erpendiculairement au plan d'incidence qui est en relard sur la composante polarisée dans le plan d'incidence, et la réflexion est dite iiégntire.
En partant de l'incidence normale on trouvera des conditions inverses, ce (pii tient à ce (jue la ditlérence de phase se rapproche
alors de - el à ce que le ])lan de polarisation rétabli du ravon réfléchi est (\n côtt' du plan d'incidence opposé à celui oii se trouve le plan de polarisation du rayon incident.
11 nous reste à voir maintenant quel est le sens phvsicpie des résultats obtenus j)ar M. Jamin. A cet effet, considérons une substance à réflexion positive, et cherchons ce qui arrive lorsque l'incidence est égale à celle de la polarisation complète, c'est-à-dire lorsqu'on a
Soient (fig. 78). en prenant pour plan de figure un plan perpendiculaire au rayon incident . 0// la trace du plan d'incidence sur ce plan, Ox nue p('r|)endiculairr menée à 0//. et OP la trace du plan de po-
laris
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iilion (lu rayon incident sur le plan de la ligure : on voit ([ue
ce [)Ian de polarisation se trouve à gauche du plan d'incidence; soit a l'angle du plan de polarisation du rayon incident avec le plan d'incidence. Les deux composantes du rayon incident auront pour amplitudes cos a et sin a, et les den\ composantes du rayon réfléchi auront des mouvements vibratoires rej)résentés [)ar
^^^^Bl
SUIV
LUil O.f , el par ant Oij, ou |iar
ni cos asin -^tv [ rr.
n sm asm -jtt
m cos a cos-JTT
+ // sui a sm 'JTT I -|- — ^
Ces (ieu\ composantes donneni une elli])se ayant pour axes Ox cl Oij. Si l'on fait
la composante parallèle à l'axe des x devient égale à + m cos a, et la composante parallèle à l'axe des y est nulle. Si donc on considère en ce moment la molécule vibrante, elle se trouve en M sur la partie positive de l'axe des x. Si t augmente, la molécule passe dans l'angle .rO//, et l'on voit que la rotation se fait de droit(^ à gauche. Ce serait l'inverse si la substance était à réflexion négative.
On voit donc que les substances à réflexion positive polariseni ellipti(|uement de droite à gauche la lumière polarisée à gauche du plan d'incidence, et de gauche à droite la lumière polarisée à droite du plan d'incidence; les substances à réilexion négative agissent d'une façon inverse.
(Jli lŒFLtiXlON ET REFRACTION DE LA LUMIERE POLARISEE.
Les expériences ont donné les résultats suivants. Les substances à réflexion positive sont les plus nombreuses. Presque tous les corps solides dont l'indice de réfraction dépasse \Ji, les métaux, plusieurs lic[uides. parmi lesquels il y en a quelques-uns qui sont peu réfringents, comme l'acétate de méthyle dont l'indice est égal à 1.359, sont compris dans cette catégorie. Les substances à réflexion négative sont moins nombreuses; ce sont en général des corps dont l'indice de réfraction est inférieur à i,/i, tels que le spath fluor, le silex, le quartz hyalin, ainsi qu'un certain nombre de liquides parmi lesquels il faut compter l'eau. Enfin, un très-petit nombre de substances n'ont ni la réflexion positive ni la réflexion négative; elles ne polarisent pas elliptiquement la lunnère polarisée, même lorsque l'incidence est voisine de l'angle de polarisation complète. M. Jamin a donné à ces substances la dénomination de neutres. Deux solides seulement ont été reconnus neutres : l'alun, pourvu que la polarisation lamellaire n'y soit pas sensible, ce qui exige que la face réfléchissante soit per[)endiculaire à l'axe de l'octaèdre, et la ménilite: la glycérine et plusieurs dissolutions salines sont également neutres. En général, l'indice des corps neutres est à peu près égal à i,/i. Ces corps peuvent polariser complètement la lumière naturelle sous l'angle de polarisation complète.
Pour les substances à réflexion positif' on négative, si l'on exc('|)te h^s métaux, le diamant et quelques autres corps très-réfringents, la polarisation elliptique par réflexion de la lumière incidente polarisée rectilignement n'est sensible que pour des incidences vaiiant de 2 à 0 degrés de part et d'autre de l'angle de polarisation con)])lè|<': en dehors de cet intervalle le ravon réfléchi est polarisé l'i'clilignement lorsque la lumière incidente est elle-même polarisée rectilignement.
On voit, en di'linitive, (jue tous les cor[)s, à l'exception de quelf|ues substances (pie nous avons déflnies comme neutres, ne polarisent pas complètement la lumière naturelle, même sous l'angle dit de polarisation complète, et changent la polarisation rectiligne en polarisation elli])li(|ue, lorsque la réflexion a lieu sous un angle peu dillérent de l'angle de polarisation.
Mais il fani ajouter (pie. sous l'angle de la polarisation comj)lète,
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dans la lumièro ivllrcliic olliptique, l'amplitude des vibrations polarisées per|)endiculairement au [)lan d'incidence est beaucoup plus petite que l'amplitude des vibrations polarisées parallèlement à ce plan; la première am])litude est la ^)o^ souvent même la loo'' partie de la seconde, d'où il résulte que l'intensité de la (•om])osante polarisée perpendiculairement au |)lan d'incidence n'est que la 95oo^ ou même la i oooo' |)artie de l'intensité de la composante polarisée parallèlement au plan d'incidence, et qu'on peut, sans erreur sensible, admettre que, |)Our les corps transparents qui n"on( pas un trop grand pouvoir réfringent, la tbéorie de Fresnel donne des résultats exacts.
àO] . Théorie de Cauchy. — (laucliy "^ a cherché à rattacher les |)hénomènes que nous venons de décrire à une théorie dont le point de départ lût le même rpie celui de la théorie (pi'il a donnée de la réflexion métalliipie. 11 admet que, lorsque la réflexion s'opère sur la surface d'(ui corps transparent, il y a dans ce second milieu, outre les rayons réfractés proprement dits qui se propagent dans le second milieu, d'autres rayons qui s'éteignent à nue très-pelite distance de la surface: ce sont h^s rayons (ju'on appelle évanescciits. On est bien obligé d'admettre une hv|)Othèse de ce genre; sans quoi le ])rincipe de continuité, appliqué dans toute sa rigueur au cas où la lumière incidente est polai'is('e perpendiculairemenl au [)lan d'incidence, conduit à des écpialions nicompatd)les, à moins (ju'on ne le. restreigne, comme l'a fait Fresnel, d'une façon arbitraire.
Cette hypothèse des rayons évanescents introduit dans les équations de nouvelles constantes qui sont les coefficients d'extinction de ces rayons dans les deux milieux, coellicients dont nous avons défini plus haut la signification à l'occasion de la réflexion métallique. En réalité ce ne sont pas les coefficients eux-mêmes qui entrent dans les équations, mais la difïércnce de ces coefficients dans les deux milieux. On dé'montre que les |)hénomènes de polarisation ellipti([ue sont d'autant plus sensibles que cotte différence est plus grande : c'est d'elle ([ue dépend le rapport des ax(^s de l'ellipse de vibration;
"■ C. H , XXX, 'h;."); XXXI, Go, -yÂi:) , -Wi.— Mrm. ,I<' i \cml. ,lrs se. . XNII,^;,.
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(le là la dénomination de cop//ic'te)U d'elUpticité , que M. Janiin a donn('' à cette différence.
On comprend que la différence des coefficients d'extinction dans les deux milieux puisse être nulle pour les rayons évanescents; alors, si l'un des milieux est l'air, l'autre sera une substance neutre, pour laquelle les lois de Fresnel seront exactement vraies. Les substances à réflexion positive sont celles où le coefîicient d'extinction des rayons évanescents est plus grand que dans le milieu avec lequel elles sont en contact: c'est l'inverse pour les substances à réflexion négative, delà tient à ce que le signe de la différence de jdiase (^ - ■>!/ dépend de celui <lu coefficient d'ellipticité.
Si l'on désigne le coefficient d'ellipticité par s et ([u'on représente ])ar R l'intensité de la composante du rayon réfléchi polarisée dans le plan d'incidence, par R' l'intensité de la composante polarisée perpendiculairement à ce plan, en supj)osant la lumière incidente polarisée;') ^i.") degrés du j.lan d'incidence, on aura, suivant la théorie de Caucli>. la iormub^
ï\ cos- ( / H- /■ ) -I- £ siiî'- [i -t-r) sin- / l\ cos- (/ — /■) H- £ si n- ( / " /• ) sin- i
(lelle i'orinule diffère peu de celle de Fresnel.
La dillérence de |)hase entre les deux composantes est donnée dans la théorie de (lauchy par Texpression
A £siu /[taiiff ( / + /-) + lansr(/--r)l '> A I —£-sin-/ tang- f (-*-/•) taiig-(/ —/•)
On voit que la difl'érence de ])hase A changera de signe loi'squ'on aura i-\-i^^ qo degrés, c'est-à-dire sous l'angle de polarisation complète. On remarque aussi que le signe de A change avec celui de s.
Les nombres trouvés par M. .lamin jjaraissent assez bien vérifier les formules de (lauchv. Mais la vérification de la première formule, de celle cpii est relative aux intensités, n'a que ])eu d'importance à cause (le la petitesse du terme correctiL La vérification de la formule qui donne la dinérence de phase a, if est vrai , plus de valeur, mais les limiles f'-lrniles l'iilre les(pielles esl resserré le plK'nomène de la
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polarisation ellipique par réflexion sur les corps Iransparoiits ne permettent qu'un petit nombre de vérifications distinctes.
Les formules de Caucliy doivent s'a|)pliquer au cas de la réflexion sur le verre en contact avec l'eau; cependant, dans ce cas. elles n'ont pas été d'accord avec les expériences de M. Jamin,
11 est ])ermis de se demander si les rayons évanescents ne s'ajoutent pas aux rayons proprement dits aussi bien dans la réflexion (|ue dans la réfraction : il s'introduiia alors de nouvelles constantes qui compliqueront les formules. Otte bvpotbése devient ])robable si, comme plusieurs fjéomètres l'ont fait, ou regarde les ravons évanescents comme des rayons à vibrations lon>5iludinales. On aurait, en ado]>tant cette bvpotlièse, deux constantes dans les foruniles relatives aux métaux, et ce n'est qu'en donnant à la seconde constante une valeur très-petite qu'on rdrouverail le^ formules de Mac-Cullagli.
On voit |)ar là cpie b^s corps (ransparents ne doiveni pas être considérés conmie analogues à des uK-taiix peu opaques, mais que les uns et les autres ne sont (pie des cas particuliers d'un cas plus géiK'ral où les cocfïicionls auraient des valeurs (piclconques.
M\^2. Propriétés «les corpi^ iiui possèdent à la fois la réfle^iLion métallique et la réflei^ion non métallique. — E!Kpériences de Brewster, de Haidinger et de Stokes. —
Il y a des substances (pii paraissent tenir le milieu entre les coriis transparents et les métaux, et (jui parlicijjent à la fois des j)ropriété6 des uns et des autres, (le sont des substances qui ont un éclat métallique imparfait, mais qui n'ont pas l'opacité des métaux. Le chrysammate de potasse est de ce nombre: les cristaux de ce sel, lorsqu'on les écrase, donnent une poudre qui a un reflet particulier. Brewster^ reçut sur un prisme biréfringent les rayons réfb'cbis par cette poudre, et constata rpie la lumière polarisée dans le jdan d'incidence était incolore, tandis (pie la lumière polarisée perpendiculairement au plan d'incidence était colorée fort(Mnent. (le fait resta isob'' jusqu'à ce que Haidinger''^' eût montré qu'il se produit |»our un grand nombre de corps dont la poudre possède un reflet particulier : la
'■' /'////. Trinm.. iiS:!(),|i. iS-.
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lumière réfléchie polarisée perpendiculairement au j)lan d'incidence est colorée et ne disparaît complètement pour aucune incidence; la lumière polarisée dans le plan d'incidence reste incolore sous toutes les incidences après la réflexion.
Si on opère avec la lumière homogène, comme l'a fait M. Stokes''', toute complication disparaît. On reconnaît (pic les corps qui possèdent les pi'opri(*tés que nous venons de décrire se comportent, visà-vis de rayons de certaines couleurs, comme s'ils étaient métalliques, c'esl-à-dire communiquent à ces rayons la polarisation ellijUi(|ue, et vis-à-vis des rayons d'autres couleurs comme des cor])s transparents, c'est-à-dire |)olarisent com|)lé(ement la lumière naturelle sous l'angle de polarisation, lorsque les rayons ont ces couleurs. Ainsi la carlhamine se comj)orte comme suhslance transparente vis-à-vis des rayons rouges, pour lesquels elle est réellement transparente, et comme un métal vis-à-vis des rayons verts ou hieus, |)our lesquels elle est opaque.
M. Stokcs a reconiui quun grand nomhre de substances sont ainsi trans])arentes pour les ravons de certaines couleurs et réfléchissent les rayons des autres couleurs à la manière des métaux, ce qui produit une coloration par réflexion. Le fer oligiste paraît former la transition entre les métaux et les substances analogues à la carthamine: il donne à |)eine la polarisation elliptique aux rayons rouges, pour lesquels il est j)eu transparent, et l'imprime aux autres d'une manière d'autant plus prononcée qu'ils sont plus réfrangibles. On s'explique ainsi pourquoi le fer oligiste |)araît bleu lorsqu'il réfléchit sous l'angle de polarisation des rayons polarisés perpendiculairement au plan d'incidence, les ravons rou/jes inampianl alors ])resque conqilétement.
Le permangranate de ])olasse possède les mêmes propriétés que la carthamine.
h 0 ^ . E^i^périences «le ITI. Janiin sur la réflexion totale.
— La réflexion totale déjx'ud des mêmes circonslances (pic la réflexion oi'dinairc; les ravons évancscents doivent donc exercer de l'influence sur la réflexion lotale, et les fonnules exactes doivent dif-
(i: PhU. May;. , ( 'i ), M , '.Uy?,. — \i,u. ,lr rhim. ri ilr plnjs. . ( ;i ). M.yi . Bo'i.
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lerer (le ('('Iles de FrosncI par rintrodiiolion du coeflicieiil d'elliplicilV'. Caucliy a iiiontn'' ([irelles n'en dift'èrent que par un terme très-petit (jui peut échapper aux expériences, de sorte cpie les formules de Fresn(d sont très-ap|)rochées.
Ije compensateur de M. lîahinel est très-propre à ['(''tude expch'imentale de la |)olarisation ellij)ti(pie produite par la n'Ilexion totale: mais, en opc'rant avec un prisme de vej-re ordinaire, on arrive à des résultais inadmissd)les. ce (pu tient à la modification (pie le verre subit par le poli. La (l(Misité des couches superlicielles est alt(''rée, ce qui rapproche le verre des corps biréfringents et introduit des diflférences de |)hase (|ui ne concordent avec aucune théorie
.\l. Jamin'^' a écart('' cette cause d'erreur par l'artifice suivant. []n prisme de verre ABCB', dont la base est un carré, est coupé en deux par un plan passant par Kd. On accole les deux prismes triangulaires isocèles qui en résultent j)ar leurs faces hypoténuses, en retournant l'un d'eux de façon que la face B'A (fig. -yç)) soit celle qui avant la section était parallèle à BC. On se sert, pour réunir les deux prismes, de baume du Canada, afin d'enqiécher la r(''fle\ion totale
Fig. 80.
(le se [troduire sur AC. On ('tudie alors les différences de phase des composantes du rayon transmis par le double prisme sous différentes incidences, puis l'on détache les deux prismes et on étudie la réflexion totale sur le premier prisme (fig. 80). Il est évident que les dlfTérences de pbase introduites par le défaut d'homogénéité du verre seront les mêmes que dans les premières expériences, de sorte (pi'oii n'aura qu'à retrancher les dill'érences de pbase trouvées dans
^') C. R., WXI, 1. — ^irii. de ih'nn. vl >l,' itbli^. , {'A), \XX, 'î:)'].
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les proDîières expérionces do f-ellos qui auraient ('lé trouv(ies dniis la seconde série, [jour avoir les différences de phase uniquement dues à la réflexion totale. En prenant ces précautions, on trouve que les résultats expérimentaux s'accordent d'une manière très-satislaisante avec les formules de Fresnel,
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Plusieurs chapitres de l'Optique physique n'ont pas été compris dans le cadre de ces Leçons, parce qu'ils ont été traités dans d'autres parties des OEuvres de Verdet avec tous les développements qu'ils comportent, et qu'ainsi il y aurait eu double emploi. On ci'oit être utile au lecteur en indi(juant quels sont ces chapitres et où il pourra les trouver.
1° Les lois expérimentales de la double réfraction et de lu polarisation de la lumière sont exposées dans le tome 111 (tome II
POSTFACE
du Cours de physique de l'Kcole Polytechnique), pages 070- ^o3.
2" Les Leçons mir la vitesse de la lumière et sur les relations entre le mouvement de l'éther et celui de la matière pondérahle, professées en 1869 à rÈcole Normale dans le cours de troisième, année, et l'édigées par AI. Levistal, sont reproduites dans le tome IV (Conférences de physique publiées par M. Geinez), pages 653-7 13.
3° Les Leçons sur la polarisation atmosphérique, professées en i858 à l'Ecole Normale, dans le cours de troisième année, et rédigées par M. Gernez, font partie du chapitre de la météorologie optique contenu dans h- tome I\ (Conférences de physique), pages 755-758.
h° La polarisation rotatoire magnétique se trouve traitée tout au long, théorie et expériences, dans les Mémoires originaux de \erdet contenus dans le tome ^'' (Notes et Mémoires), pages 107-979. On en trouvera un résumé sommaire dans le tome III (tome II du Cours de physique de TEcole Polytechnique), pages /i35-/i37, et un exposé plus développé dans le tome IV (Conférences de physique).
5° \j absorption et les questions qui s'y rattachent, comme \e pléochroïsme, etc., n'ont pas été traitées par Verdet d'une façon détaillée dans ses cours. On trouvera sur ce sujet quelques indications sommaires dans le tome III (tome II du Cours de physique de l'Ecole Polytechnique) , pages 368-369.
6" Les analogies de la lumière et de la chaleur rayonnante sont exposées dans le tome III (tome II du Cours de physique de l'Ecole Polytechnique), pages Uh'-j-hhi.
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