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AVERTISSEMENT
Comme il a été dit dans l'Avertissement, en tèlo du Tome I de celle éilition, page sxxiv, la Commission de publication des Œuvres de Fermât a décidé qu'un Volume spécial serait consacré à des traductions des Écrits ei Fragments latins de Fermât, de VInventum novu/n du P. de Billy, enfin du Commercium epistolicum de Wallis.
Si j'ai accepté la tâche ainsi déterminée, il ne m'en sera pas moins permis, je l'espère, de réclamer d'autant plus l'indulgence pour mon travail, que j'aurais désiré personnellement, pour une traduction des Écrits de Fermai, la publication en regard du texte. J'estimais, en effet, que, dans ces conditions, il eût été plus aisé de faire une œuvre plus utile et moins sujette à critique.
Une traduction d'un auteur mathématique peut être faite de deux façons, très différentes l'une de l'autre : ou bien elle sera rigoureusement conforme à la lettre et au\ notations du texte, en sorte qu'elle puisse, au point de vue historique, le remplacer absolument pour ceux qui ignorent la langue originaire; ou bien elle reproduira seulement, avec toute la fidélité possible, l'ordre des idées de l'auteur, mais en transcrivant ses notations et ses expressions techniques d'après le système courant; elle servira alors plus ulilemeni je mathématicien qui ne s'attache qu'au fond du raisonnement, sans se préoccuper de la forme des symboles.
Le premier mqde est naturellement le seul auquel on puisse penser quand il s'agit d'un auteur contemporain; il n'exige d'ailleurs, de la part du traducleur, qu'une connaissance suffisante de la langue de cet auteur : il est donc de beaucoup le plus facile à suivre. Au contraire, si l'auteur à traduire est ancien ou déjà assez éloigné de nous pour que son système de notations soit essentiellement différent du nôtre, le second mode doit, en principe, être préféri^.
S'il s'agit, en effet, du point de vue historique, aucune traduction ne penl, quoi qu'on fasse, équivaloir au texte, quand il est l'œuvre d'un génie véritablement créateur, tel que ceux qui méritent d'être traduits. Car il n'y a pas à
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coiisidéror que los notations, il faut tenir compte des concepts; or cenx-ci sont intimement liés à la langue dans laquelle ils sont formulés. Et ce n'est pas parce qu'un mathématicien, comme Fermât, se sera servi de deux langues, qu'on aurait raison de penser que la maternelle a dû, pour lui, être naturellement l'instrument de ses conceptions; à une époque oti l'instruction se faisait en latin, où la presque totalité des Ouvrages malhémaliques étaient composés dans cette langue, c'était celle-là qui servait principalement à penser en Mathématiques, et il ne me paraît pas douteux que Fermât n'ait conservé jusqu'à la fin de sa vie une habitude qui est évidenie pendant la féconde époque de sa jeunesse ('),
D'autre part, si l'on vise à avoir un texte réellemenl intelligible, si l'on veut l'aire œuvre véritable de traducteur, il faut bien remplacer par les termes techniques en usage ceux qui sont tombés en désuétude, il faut bien iraduîre aussi sous la forme moderne les notations obsolètes; sans quoi la traduction ne présenle, pour ainsi dire, aucun avantage sur le texte, surtout lorsqu'il est en latin, puisque la connaissance de celte langue est encore assez répandue, même parmi les mathématiciens, auxquels il suffit d'en savoir les premiers éléments et de posséder un vocabulaire très restreint.
Mais, dans ce mode d'interprétation, la tâche du traducteur, s'il veut resloifidèle, présente de sérieuses difficultés; l'emploi de nouveaux termes techniques, surtout leur substitution, souvent indiquée, à des périphrases qui alourdissent le style, tendent à faire attribuer à l'auteur des concepts qui lui sont réellement étrangers et dont il peut être nécessaire de bien marquer le défaut pour rendre compte de la véritable marche des idées; d'un autre côté, il arrive souvent que l'emploi des notations modernes fait apparaître immédiatement une conclusion qui, avec les anciennes, exige encore des développements plus ou moins longs. On se trouve ainsi amené h des suppressions plus ou moins graves.
Il y a donc, et cela pour ainsi dire à chaque instant, à choisir entre deux tendances, dont ni l'une ni l'autre ne peut être sacrifiée en principe : Cherchera être le plus clair possible en tenant compte des habitudes modernes; suivre assez fidèlement le texte pour ne pas en donner une simple paraphrase. J'estime que, dans une traduction en regard du texte, ces difficultés disparaissent en grande partie; il est possible alors de prendre plus de libertés et de viser
(') Doscarlos, tout au cDiitrairo, comme mathématicien, travailla en français, sinon dûs le début, au moins do très bomie heure, tandis qu'en Métaphysique, il trouve certainement plus commode d'écrire ses Méditations, par exemple, on latin, de se servir d'une langue toute faite, plutôt que d'en créer une.
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avyat toul il la clacté; le lecleur est iniincdiatemenl averti, iiar lo voisiiiygeiki texte, de l'imporlance des modifications apportées, et il est, pour ainsi dire, invité, toutes les fois que la question peut l'intéresser, à comparer l'iiiterprC-tation avec les expressions de l'auteur.
Dans une traduction publiée séparément, et surtout dans un Volume susceptible d'être vendu isolément, j'ai cru devoir tenir un plus grand comple du texte de Fermât, et refondre par suite une traduction déjà complètement faite pour mon usage personnel. Je ne me dissimule pas que, du compromis que j'ai essayé entre les deux tendances indiquées plus haut, il ne pouvail résulter une œuvre complètement satisfaisante au point de vue de l'un et de l'autre des deux buts cherchés. Suivant ce que chacun désirera trouver dans cette traduction, il me reprochera nécessairement, soit d'avoir trop conservé des formes anciennes, soit, au contraire, de ne pas les avoir assez respectées. Je ne pourrai répondre qu'une chose, c'est que j'ai fait de mon mieux el que je suis le premier à reconnaître les imperfections inhérentes au sj'stème suivi ou plutôt à l'absence d'un système précis et rigoureusement observé.
Les remarques que je viens de présenter ne s'appliquent pas entièremenl aux autres traductions qui suivent dans ce Volume celles des Écrits de Fermat. En particulier, pour Vliwentum novtim du P. de Billy, je ne crois guère que personne attache un intérêt spécial à l'étude des notations (') et de^^ formes de langage de cet auteur. Je n'ai donc conservé que les expressions typiques, comme celles de nombres vrais o\ifau.v (au lieu de positifs ou négatifs). Je n'ai eu, au contraire, aucun scrupule, par exemple, à traduire terminus au moyeu de l'expression toute moderne de forme (algébrique), qui lui correspond assez exactement.
L'Ini'entuni nofum a, en tout cas, une importance réelle; il fait connaître. d'une façon hien détaillée, toute cette partie des recherches arithmétiques de Fermât, qui intéressait le plus ses contemporains, tandis qu'aujourd'hui elle est à peu près complètement négligée. Vliwentum est donc un complément d'autant plus essentiel des Œuvres de Fermât qu'il donne la clef de nombre des Observations sur Diophante, et présente la solution de plusieurs problèmes numériques réellement difficiles. Pour un Ouvrage secondaire de ce genre, que sa forme rend assez malaisément abordable dans le texte original, une réédition de ce texte eût été sans objet, une traduction peut rendre de véritables services.
(') Ce sont celles do Formai dans sus Obsemitions sur Thophante, c'esl-à-diro celloi:^ que Bachot avait ado]ilées tlaiis sa Iradaolioii latine do l'autour grec.
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En ce qui coiicorrie le Commercium de Wallis, il ne s'agissait quo ilc faire mieux connaître en France une série de lettres très importantes au point de vue historique, mais qui est suffisamment répandue soit dans l'édition princeps, soit dans celle des Œuvres de Wallis, pour qu'une réimpression fût sans intérêt; d'un autre côté, ces lettres sont assez faciles à lire, les notations n'y jouent qu'un rôle tont h fait secondaire, et d'ailleurs se rapproclient déjà Iieaucoup des nôtres. Il me suffira de remarquer que qui voudra réellemenl connaître toutes celles qu'employait Wallis devra recourir aux sources; c'est ainsi, pour ne citer qu'un exemple, qu'au symbolisme : a<^ b ponr désigner la différence, prise en valeur absolue, des deux nombres a et b, j'ai substitué le suivant: \a~-b\.
.l'ai à remercier les malSiémadciens qui oui bien voulu m'iiidiquei' quelques fautes d'impression dans les deux premiers Tomes; elles sont signalées dans l'Errata à la fin de ce Volume. J'ai l'espoir que le même concours bénévole ne me fera pas défaut pour le Toiije III, qui sera suivi d'un Supplément d'une vingtaine de feuilles d'impression, renfermant, avec divers extraits concernant Fermât ei tirés des écrits de Mersenne et des Lettres de Descartes et de Huygens, les index annoncés dans l'Avertissement du Tome 1, index qu'il sera plus commode de manier dans un fascicule séparé.
Comme pièces nouvelles et inédites, je ne puis, jusqu'à présent, en annoncer que deux pour ce Supplément : i° la lettre à Mersenne de Cavalieri, contenant les questions auxquelles Fermât a répondu par la Pièce insérée Tome I, pages igS à 198; celle lettre de Cavalieri est datée du aS novembre 1641; a" une lettre sans date, mais postérieure à i65i, adressée à Fermai par un M. de Magnas et décrivant une aurore boréale. îe voudrais espérer qu'avant la fin de l'année 1896 quelque découverte plus importante permettra de combler une des nombreuses lacunes qui subsistent malheureusement dans la correspondance du géomètre de Toulouse.
Avant de terminer, j'ai à signaler deux rectifications concernant les deux premiers Volumes, et qui sont assez importantes pour être mentionnées en dehors de l'Errata.
Tout d'abord dans le second Volume, nous avons omis, pour la lelire de Fermât à Digby, du i5 août 16.Ï7 (n" Si. de la Correspondynce), un long poslscriptum que Wallis n'a inséré que dans la réédition de son Comnierciii/n. On le trouvera ci-après pages 421-422.
En second lieu, dans l'Avertissement, en tète du premier Volume (p. \i\-
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\x), jioiir l'ciJi'odiiLi'e le Lillûl autographe de Eermal coiisei'vé dniis lo Volume -=- de la lîibliollièque de !a Ville de Toulouse, je m'élnrs sersl du texte déjà publié par Lihri, en prenant soin de le faire collationner sur l'orifçinal; cette précaution, on le verra, était insutïîsante. D'autre part, sur la loi de M. Cliarles Henry (|ui affirmait (') l'identité des écritures d'après un faesimile que lui avait adressé le biiiliothécaire de Toulouse et non, il est vrai, d'après l'original, j'ai indiqué Carcavi comme ayant écrit la noie au bas du billet, comme étant par conséquent le destinataire. J'ai même, dans celle hypothèse, essayé d'expliquer l'éloge hyperbolique dont Eermal a gralilié i.c destinataire, en lui offrant les Mas.nmi Sistemi de Galilée.
Des doutes m'étant survenus à ce sujet en raison de la nature des relations entre Galilée et Carcavi ('), j'ai demandé et ohlenu la communication du Volume de Toulouse, et j'ai tout d'abord reconnu que le texte de Fermai n'avait pas élé exactement reproduit. En dehors des différences orthographiques, il y en a une autre assez importante (parce qu'elle prouve une singulière intimité entre Fermai et celui auquel il s'adresse); la véritable lecture est indiquée en ilalique dans le texte nouveau que je donne ci-après :
<i Peust estre croirés uous que pour me mettre en réputation et per purgar,
I comme on dit, la mala fama, ie pretens m'eriger en donneur de liures.Vons >i en croirés ce qu'il uous plairra, mais si c'estoit par hasard uostre pensée, i> asseurés uous, mon cher, que UOUS n'aués pas touché au but. le ne songe
II en uous offrant les dialogues Italiens du système de Galilée qu'a faire une )i action de iustice, et a uous rendre maistre de l'ouurage d'un aulheur qui H ne passeroit, s'il uiuoit, que pour uostre disciple. Heceués, donc, ce pre- B seul, comme uous estant deu, et ne me considérés point en ce rencontre » comme un adroit negotiateur mais comme un bon iuge, qui rejette comme » une tentation lidée de uosire grande et fameuse bibliothèque cl ne ^^i^ « souuient que de la passion qu'il a d'estre tout il uous. ><
Suil, d'une écriture inconnue, la note :
« Ce billet est de Monsieur de format coer au |i;yluiiiunl qui m^i fait |)rcs;uii » de ce liure. »
( ') Recherches nir les iiiamucrilx di: l'ivrm di: Fermât, |iago lu.
(2) Avant mSmo de quitter Toulouse, Carcavi avait formé le projet de dounor uiiu édition des CEuvres de Galilée, et il a entretenu, dans co but, avec ce dernier, une Correspondance qu'il a poursuivie étant à Paris. Il est dès lors presque certain qu'il a possédé de bonne heure le Dialogue des Mn-f-tlmi Sitiemi et que Fermas ne f ignorait pas; d'autre part, fcloge hyperbolique, adressé à un éditeur ou traducteur, aurait été une maladresse.
t'EKllAT.— ll[. c
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i.o \ oIllliio qui coiilieiiL ce billet ne préseiile aui'ini indice ([ui iiiiissu l'uiro recoiiiiailre pai' (iiii il a élô possédé après 16^3, dale de la mort de Galilée; il poi-le au contraire la marque de la bibliol.liè{]ue du célèbre érudil Peiresc, mort en 1637. Celle circonstance, et tout aussi bien la rareté de cette édition de l'Ouvrage condaQiné par l'autorité ecclésiastique, peuvent expliquer \'c.\pi'ession b adroit négociateur n dans le texte du billet de fermai.
Quant à l'écrilure de la note au bas du billet, elle oft're avec celle de Carcavi dos dift'éreuces assen marquées, ainsi que j'ai pu le constater en comparaiil une Icllre autographe écrite par lui à Mersenne le 17 mars i6.'|8 et acluellemeiil conservée à la Biblolbèque nationale ( français nouy. acq. C20.V, p. 596), Mais, pour identifier avec certitude celte écriture inconnue avec celle d'un ami intime de Format, possédant une bibliolbèque d'une certaine imporlance, j'ai l'ait de nombreuses tentatives qui sont restées infruclueuses; je ne puis donc soumetire au lecteur que dos probabilités.
Je dois en tout cas témoigner ma profonde reconnaissance à deux amis qui Èu'ont secondé avec ardeur dans cette rechercbe el m'onl procuré des pholograpbies de spécimens d'écritures difficiles ii trouver, M. liaillaud, directeur de l'Observatoire de Toulouse, et M. Hochart, de Bordeaux.
La circonstance que d'une part, après la mention 0 couseiliof au parlement )), le siège de la cour ne se trouve pas indiqué; que d'un autre côté le Volume offert par Fermai se retrouve actuellement dans la bibliothèque de Toulouse, font présumer a priori (\w& l'ami du grand géomètre habitait celte ville. Mais dans ce cas, il faut admettre que l'éloge hyperbolique est en fait une plaisanterie adressée à un intime pour un motif dont nous n'avons pas le secret, et d'autre pari, à moins de supposer que l'écriture ne soit celle d'un secrétaire (ce qui rendrait le problème à peu près insoluble), on ne peut la rapprocher que de celle d'un seul personnage, Gaspard de Eieubcl, qui fut nommé en i653 premier président du parlement de Toulouse, où il était auparavant procureur général.
L'écrilure de Fieubet est bien, au premier aspect, du même genre ijuc celle des deux lignes au bas du billet de Fermai; toutel'ois, dans le détail, pour la forme de certaines lettres, il y a des différences sensibles; Fieubel a possédé, de fait, une bibliothèque importante; mais il est plus que douteux i|n'il ait jamais été assez intime avec Fermai pour que celui-ci, s'adressani à ym procureur général, ail pu lui écrire « mon cher ». El même un rapport secrel de l'inlendant de Toulouse, adressé à Colberl en i663 {Correspondance admiiiistratk-e sous le règne de Loua JÏIV, Tome II, page 853) signale Formai comme n'étant pas des amis du premier président.
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Si l'on écailf les uioiils qui l'oiil croii'u ((lie le doiiatairo ilov;ul Î-Wr Toiiloiisaii), il esL un ami certaineiiieiil li'ès inliiue de Fermai auquel on [luiii |)eiiser. C'est liticiiiie d'Espagnet, conseiller au parlement de Bordeaux, cl \\\s du iiréaulcnt Jean d'Espagnel, iivec lequel on l'a |>iirfois conl'ondn, el qui avait commencé à former une bibliollièque considérable. Erudil eu toute science, Eiiemie d'Espagnct no s'est pas seulement occupé, entre autres choses, comme son père, de philosophie iiorméliquc, i! réussit asscn bien dans la l'ubricalion des verres de luncites astroniMiuqiii'-;, pimr que, diuis une lettre inédile à Boulliau du ^ décembre 1667 (liihl. n:ii. fr. i:!OV'f, f" i'ii verso) Tito-Livio Buraltiiii monlioniie Auzout et lui comme éiiinl n-iw i|iii ont parlicuiièremenl réussi eu Erajice à obtenir des verres « esquisiiissiiiii ». Ne serait-ce pas là précisément la ciel' de l'éloge hyperbolitpie?
[.es spécimens de sou écriture dont M. Kocliart a pu lue procurer une pliotographie remontent à i635, c'esl-à-dire à une époque seusililemoni antérieure à celle du cadeau de Fermai. Il n'y a i>as de diMÏ'rcnccs scnsil)los dan-* le détail, mais l'écrilure est iioiiililenicnt imùns i:fu~^i\ re qui pcul s'CN-pliquer par la différence de l'âge.
En résumé, je considère la queslion connue n'étant pas résolue, mais .j'eslime que la probabilité penche pour l'iileiitilîcation avec Fllienne d'Espagnel, cl je serais lenlé de rapprocher la dnie du billel des dernières années ih' Fermai {').
(.1 t l'.-S. —,1e dois à roblii-'oaiice de .M. l'y vain !r '■ 1 - 'j .il >.iiv:uU: l)a|ivi!s mm
IcUrc de Iloinsius il Léopold de M6dicis, on dali' liu . 1. - r ■ iMbliée par ïargioni ToKzelti dans ses Notizie degli aggramilineiiti <lcllr ■ cii/iditti in 'l'oscaiia,
l-'loroiicc, i;So, page âoi), Guliiis, Interrogé sur les ilj.l!il.,m k.\>, j,;l Jiis do Vièie, dont lii communiealion avait été promise ans Elzevirs par Eapagiiot, aurait rêponda quo ce dernior, lûmb<5 on disgffice, avait été e>;ilé de Bordeaux, et qu'il ne savait plus où le Iroiiver. — Cet exil dut Être la conséquence du rûle assex important joué par Espagnol |icndarit lu l'Yoncle. Se serait-il, pendant plus ou moins longtemps, retiré à Toulouse? En iGG\(, ce|iL'udanl, il était rentre à Bordeaux, ot, en 1666, son .fils aiué, Jean, le remplafait dans sa c!iar!,'o ( indications quo jo dois à un jeune érudit bordelais, M. IJast de Hoisvillp, et qu'il a tirées des Archives déparlemcnlalos de la fiiionde ).
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TRADUCTION
LIVRE I
Ce que sont les lieux plans est chose bien connue; ce sujet fut traité en deux livres par Apollonius, au témoignage de Pappus qui, au début de son Livre VII, en donne les diverses propositions, mais dans un langage passablement obscur ou du moins mal compris du traducteur (il ne m'a pas été possible d'examiner le manuscrit grec). C'est cette théorie, la plus belle, semble-t-il, de toute la Géométrie, que nous arrachons à l'oubli, pour opposer fièrement Apollonius traitant des Lieux plans, aux Apollonius français, bataves et illyriens; car nous avons la cootiance assurée qu'il n'y a pas d'ouvrage où resplendissent plus vivement les merveilles de la Géométrie; pour le faire avoui'r aussitôt, je commence immédiatement.
Les propositions du Livre I sont les suivantes :
<( Si on mène deux lignes, soit d'un point donné, soit de deux, et soit en ligne droite, soit parallèles, soit sous un angle donné, enfin ayant
entre elles un rapport donné, ou comprenant un rectangle, donné; si l'extrémité de l'une est sur un lieu plan donné de position, l'extrémité de l'autre sera également sur un lieu plan donné de position , tantôt du même genre, tantôt d'un genre différent, tantôt situé de même par rapport à la ligne droite, tantôt de façon contraire. »
On peut facilement diviser cette proposition en huit autres et chacune de celles-ci en cas nombreux. Le défaut de ponctuation semble au reste avoir embarrassé le traducteur, et Pappus lui-même paraît être tombé dans l'obscurité par trop de concision. Voici comment nous éclaircissons le tout, par notre division en huit parties.
I . Pdoi'osiTios. — Si d'un point donné on mène en ligne droite deux lignes dans un rapport donné, et que l'extrémité de l'une se trouve sur un lieu plan donné de position (^c'est-à-dire une droite ou une circonférence de cercle donnée de position'), l'extrémité de l'autre sera sur une droite ou une circonférence de cercle donnée de position.
Soit A le point donné {/ig- i). par lequel on mène en ligne droite AB et AF dans un rapport donné. Soit par exemple le point B sur la
ligne droite ÏICUD donnée de position, je dis que le point F est aussi sur une droite donnée de position.
Du point A, j'abaisse sur la droite HD la perpendiculaire AC, le point C sera donné; je prolonge CA jusqu'en E, en prenant -r-p dans le rapport donné; AE sera donné, donc le point E. Par le point E je mène GEF parallèle à la droite HD; elle sera donnée de position et passera par le point F, car toutes les droites, passant par un point donné et coupant deux parallèles, sont divisées dans le mémo rapport.
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Il est donc claii" que toute droite passant par le point A et tcrminé(.' aux parallèles données de position sera partagée dans le rapport donné. Soient maintenant donnés le point B i^fig. 2) et le cercle ICN dont
leccntre est A. Menez liA qui coupe la circonférence en I, etprolonge/. IB suivant BE, en sorte que le rapport ^ soit égal au donné. Continuez le prolongement jusqu'en F en sorte que pp = ng' et de F comme centre, avec FE comme rayon, décrivez la circonférence A.\i cercle EDZ qui, d'après la construction, sera évidemment donnée de position. Je dis que toutes les droites passant par le point B et terminées de part et d'autre aux circonférences des cercles donnés de position seront partagées dans le rapport donné.
Soit menée par exemple CBD; joignez CA, DF, On a
Ilî Al , ]î\ AI(=AC)
jjg .- -^~, donc, par .omme. -^ .- gj^^,^^-
D'ailleurs les angles ABC, FBD opposés parle sommet sont égaux. Les triangles sont donc semblables et par conséquent
CI) «A
ï-j- = ïTr; ' c est-a-dn-e le nipiiort dondo.
Si donc du point donné B on mène deux droites, par exemple BC, BD, en ligne droite et dans le rapport donné, et que BC se termine à une circonférence donnée de position, BD se terminera aussi à une autre circonférence donnée de position.
Si les droites sont prolongées jusqu'aux arcs concaves des cercles. la proposition reste vraie.
Nous avertissons que dans nos démonstrations nous n'insistons pas
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sur les détails évidents d'eux-mêmes, et que nous n'examinons pas les différents eas qui peuvent se déduire sans difFiculté de ce que nous avons dit.
2. Proposition. — Si d'un point donné on mène dans le prolongement l'une de l'autre deux droites dont le rectangle soit donné, et que l'extrémité de l'une se trouve sur un lieu plan donné de position, il en sera de même pour l'extrémité de l'autre.
Soit A le point donné {fig. 3), et en premier lieu une droite BC donnée de position; abaissez surelle la perpendiculaire AC; le pointC
sera donné. Prolongez cette perpendiculaire et soit CA x AE égal au rectangle donné. Sur AE comme diamètre, décrivez le cercle ADE. Jo dis que toutes les droites menées par le point A et terminées d'un coté à la droite, de l'autre à la circonférence du cercle (qui est évidemment donné de position), seront partagées au point A en sorte que le rectangle de leurs segments soit égal à i'aire donnée.
Soit en effet, par exemple, la droite DAB; joignez DE. L'angle ADE inscrit dans un demi-eercle est droit et les angles BAC, DAE, opposés par le sommet, sont égaux. Les triangles DAE, ACB seront donc semblables et par conséquent BA x AD = CA x AE qui est donne.
Si donc par le point A on mène, dans le prolongement l'une de l'autre. les deux droites AB, AD, et que l'extrémité de l'une, à savoii'
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AB, su trouva sur la droite BC donnée de position, l'exlrémité de l'autre se trouvera sur un lieu plan, c'est-à-dire le cercle ADE, donné de position.
Soit maintenant donné le point V (,fië' '4)' ^^^*^ '^ cercle BIGH de centre E; joignez EV; prolongez jusqu'en B, VB sera donné; prolon-
Fijf. 4-
gez de l'autre côté jusqu'en F en sorte que BV x VF soit égal au rectangle donné. Soit encore GV x:YX égal à ce rectangle. Sur XF conimf^ diamètre, décrivez le cercle XKF qui est cvidommont donné de position. Je dis que les droites, passant par le point V et terminées aux deux cercles, sont partagées au point V en sorte que le rectangle de leurs segments soit égal au rectangle donné.
Soit par exemple menée AVKI, je dis que AV x VK est égal au rectangle donné.
Soit pris le centre 0 du petit cercle, que nous supposerons coupé en R par la droite AVKI; joignez RO, AE. Nous avons supposé
GV FV GV X VX =; BY X VF, Par conséquent ™ =- rr^- Componendo, prenant la moitié des antécédents, et conveHendo,
EB(r=EA) „_OX(=OR)
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Les doux triangles OVR. VEA ont de plus l'angle EVA commun, ils seront donc semblables.
. AV AE / EB\ VE .. - ER VE , Par conséquent : jjy = j(( j ( <'u -^^^j = yj-,-- Mais ^■^^ =--= ^^; donc,
,.„,, ER VR r, AV RV
par dillerence, ^-^ = y^ ' Uonc ^ ■-- ^,-
, . GV iV - . . GV FV
Nous prouverons de même que ^ = j^ ou vicissim Y\ "^ \^'
Mais ^ = vl (les rectangles KV x VR, FV x VX, dans le cercle,
étant égaux), et nous avons prouvé que ^^v --- ':■ Donc, d'un côté, ^ = ^- Donc KV X VA = FV x VB, rectangle donné.
D'autre part, y^ = t^^) et par suite IVxVR = GVxVX, rectangle donné.
Par conséquent, si par le point V on mène dans le prolongement l'une de d'autre deux droites A\^ VK, dont le rectangle soit donné, et que l'extrémité de l'une, soit VA, se trouve sur un cercle donné de position, l'extrémité de l'autre se trouvera sur un lieu plan (le cercle XKF) donné de position.
3. pROt'OSiTiON. — Si d'un point donné on mène sous un angle donné deux lignes dans un rapport donné, et que l'extrémité de l'une se trouve sur un lieu plan donné de position, il en sera de même pour l'extrémité de l'autre.
Soit H le point donné {Jig- '>') et, t'U premier lieu, une droite AF
donnée de position. La perpendiculaire Hiî abaissée sur elle sera donnéi'.
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Soit l'angle BHE égal à l'angle donné, et -^ dans le rapport donné.
La droite HE sera donnée de position, ainsi que le point E. De eu point E j'élève sur la droite HE la perpendiculaire indéfinie DEG; elle sera donnée de position. Prenant sur AF un point G quelconque, et joignant HC, je fais l'angle CHI égal au tlonné : je dis que -r^^ est dans le rapport donné.
En effet, les angles BHE, CHI étant égaux, si je retranche la partie commune GHE, les angles BHC, EHI seront égaux. Ceux en B et E sont droits; donc les triangles HBG, HEI sont semblables. Donc ..-:- = ttt ' et vicissim îït? — -ûï ■ c'est le rapport donné.
Si donc du point donné H on mène deux droites HC, Hl sous un angle donné GHI et dans un rapport donné, et si le point C de l'une HC se trouve sur une droite donnée de position, rextrcmitc de l'autre s(; trouve sur un Heu plan, ta droite DG, dont la position est donnée, comme il a été prouvé.
Si la première extrémité se trouve sur un cercle, soit A le point
donné {Jif^- G), \\i le cercle donné de position, V son centre. Joignez FA qui coupe le cercle en I; soit un angle lAD égal au donné, et ~ dans le rapport donné. AD sera donnée de position ainsi que le point D. Prolongez et soit tïi = ït^ ^^ ^ comme centre, décrivez le cercle DB.
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qui (ïst évidemracnl donné de position. Soit pris sur le premier cercle
un point E quelconque; joignez EA; soit l'angle EAB égal au donné,
et le poinl B sur le second cercle, je dis que kj est le rapport donné.
Joignant FE, BC, on prouvera, comme ci-dessus, que les angles
KAE, CAB sont égaux et, en raisonnant comme, dans la proposition i
(2* figure), que les triangles FAIil, CAB sont semblables. Donc =7-n = v-tt'
, . . . AF , , , .. Al AE „ I , AE . 1 ,
et mcissim -r-=;> c est-a-dirc ttï = ttï" Uonc le rapport -r^ est le donn(ï
et le sens de la proposition est évident, aussi bien que la conséquence,
4. PROPOSmON. — Que d'un point, donné on mène deux lignes sous un angle donné et telles que leur rectangle soit donné; si l'extrémité de l'une se trouve sur un lieu plan donné de position, il en sera de même pour l'autre.
Soit G le point donné (fig. 7) avec la droite AC donnée de position, sur laquelle j'abaisse la perpendiculaire GB; soit ItCE l'angle donné
et BG X GE l'aire donnée. Sur GE, je décris le demi-ccrclc GEF. Prenant sur la droite donnée de position un point quelconque D, je joins DG, et fais l'angle DGF égal au donné; je dis que DG x GF est égal à l'aire donnée.
Joignant FE, Je prouverai, comme dans la proposition précédente, l'égalité des angles BGD, EGF; mais ceux en B, F sont égaux comme droits; on conclura la similitude des triangles BGD, EGF, l'égalité
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(.les rectangles lïG x GE, GD x GF, et la vérité de la proposition. Si donc, etc.
Soit maintenant A {fig- ^) le point donné, avec le cercle HGE donné de position. Je mène par son centre la droite AEH qui coupe la
circonférence aux points E, H. Soit HAB l'angle donné, et HA x Al, aussi bien que EA x AB, égal à l'aire donnée. Le demi-cercle décrit sur IB (lequel est évidemment donné de position) satisfera à la question. En effet, menons par exemple GFA, et faisons l'angle GADG égal au donné. Je dis que les rectangles GA x AD et FA x AG sont égaux à l'aire donnée.
Car, comme HA x AI — EA x AB, on a -t-.t = -.-■ ■ Mais, d'après le raisonnement de la proposition précédente, l'égalité des angles HA6, BAG est évidente; aussi bien, comme dans la proposition 2, on dé-
HA BA ,, . HA FA
duira lacilement r,-T- — tt-- "ais ;,-r- - ■ -.-{-.> donc
D'autre part :
: AC --- i!A X AE, le l'ecUidgle dotint;.
GA X Ai) r^-. ![A X Ai, le rectanglu donné.
La proposition est ainsi entijjrement établie; si donc, etc.
Dans ce cas. j'ai pris le point A en dehors du cercle donné de posi-
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tion; mais on peut le prendre au dedans, comme dans le second cas de la proposition 2.
Les quatre propositions précédentes supposent un seul point donné, les suivantes deux.
5. Proposition. — Si par deux points donnés un mène deux lignex parallèles dans un rapport donné, et gue l'extrémité de l'une se trouve sur un heu plan donné de position, il en sera de même pour l'autre.
Soient A, TI (fig. 9) les deux points, CBDK une droite donnée de po-
sition, sur laquelle on abaissera la perpendiculaire AB. Soit HE parallèle à cette dernière, et ~ le rapport donné; le point E sera donne. Menez par ce point FEG perpendiculaire à HE et parallèle à la droite donnée de position. Je dis que toutes les parallèles, menées par les points A, H et terminées aux droites CD, KG données de position, seront dans le rapport donné jjp-
En effet, les angles BAD, EHG seront égaux, comme les droits en B, E; donc les triangles BAD, EHG seront semblables. Le reste est facile.
Si donc des deux points A, H, on mène les parallèles AD, HG dans le rapport donné, et que AD se termine à une droite donnée de position, HG se terminera aussi à une droite donnée de position, par conséquent à un lieu plan.
Dans la figure ci-contre {Jig. 10), soient donnés les points A, Z et, de position, le cercle BC de centre E. Joignez AE coupant le cercle
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longez ZN jusqu'en I, -^ étant aussi dans le rapport donné. Le cercle décrit de 1 comme centre, avec IN commt^ rayon, sera (Uinné de position et satisfera à la question.
En effet, si l'on mène les parallèles AC, ZD, rencontrant les cercles aux points C, D, jr^ sera dans le rapport donné; car l'égalité des angles BAC, NZD ressort du premier cas de cette proposition ; le reste résulte du second cas de la proposition 3.
6. PnoPOsiTiox. — Si par deux points donnes on mena deux parallèles dont le rectangle soit donné, et que l'extrémité de l'une soil sur un lieu plan donné de position, il en sera de même pour l'autre.
Soient donnés les deux points A, H {_/ïg- ii), et de position la droite CE, sur laquelle on abaissera la perpendiculaire AB. Menez à
cette dernière la parallèle IIG, et soit AB x HG égal au rectangle donné. La droite HG sera donnée et le demi-cercle HGF décrit sur elle satisfera à la question.
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En effet, qu'on mène les parallèles quelconques AD, HF, et qu'on joigne GF, un reprenant les démonstrations précédentes, on conclura la similitude des triangles BAD, GHF et l'égalité de AD x HF au rectangle donné BA x HG. Si donc par deux points, etc.
Dans le second cas, soient donnés les points A, B (yfg-. 12), et de position le cercle IFGH. Soient menées AIH par son centre et la paral-
lèle BC; soient AI x BC et AH x BO égaux au rectangle donné; le demi-cercle décrit sur la droite OC satisfait à la question.
En effet, si l'on mène les parallèles AFG. BED, les angles HAG, CBD seront égaux et l'on démontrera l'égalité au rectangle donné de AGxBK et de AF x BD, comme dans le second cas de la proposition 4,
7. Pïsoi'OSiTiON. — Si par deua: points donnés on mène sous un angle donné deux droites dans un rapport donné, et que l'exlrémitè de l'une se trouve sur un lieu plan donné de position, il en sera de même pour l' extrémité de l'autre.
Soient donnés les points A, B {fig. i3), et de position la droite IGH. Sur BA décrivez le segment de cercle ALB capable de l'angle donné. Du point A abaissez sur la droite IH la perpendiculaire AG, que vous prolongerez jusqu'à sa rencontre avec la circonférence en I,. McncK
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LBE, et soit ~ dans le rapport donné. Menez FEDC perpendiculaire à BE, et prenez sur l'arc de cercle un point quelconque K, duquel vous mènerez, par A et B, les droites KAH, KBD rencontrant en H et D les droites IH, FC. Je dis que ■ y^ est dans le rapport donné -^•
Car, s'il en est ainsi, les triangles AGII, BED seront semblables : donc les angles GAH, EBD seront égaux, ainsi que leurs opposés par le sommet KAL, KBL. Mais cette dernière égalité a lieu, puisque ces angles sont inscrits dans le même segment, et il est facile de remonter de l'analyse à la synthèse.
Si donc, par deux points A, B, on mené deux droites AH, liD, sous l'angle donné HKD -< et ayant entre elles un rapport donnée, si l'extrémité de AH est sur la droite IH donnée de position, l'extrémité de BD sera sur la droite FC, donnée aussi de position, d'après la construction.
Soient maintenant donnés les points A, B (Jlg. i4). et de position le cercle HF; sur AB décrivez le segment de cercle AKB capable de l'angle donné. Soit G le centre du cercle HF; joignez AHG, prolongezla jusqu'à sa rencontre en K avec l'arc de cercle, menez KBE, et soit -fTp dans le rapport donné. Prolongez BE jusqu'en D, en sorte que -.^^' soit aussi dans le rapport donné. Le cercle décrit de D comme centre sera donné de position et donnera la solution de la question.
Si en effet on mène lAF, IBC, les angles en A et B seront égaux, et le reste de la démonstration est facile; on voit aussitôt que jtt^ est dans
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Ic! rapport donné, et qu'il en est de même si l'on prolonge les droites jusqu'aux arcs concaves. Si donc, etc.
8. Pnoi'osrnoN. — Si par deux points donnés on mène deux lignes sous un angle donné et dont le rectangle soit donné, que l' extrémité de l'une soit sur un lieu plan donné de position, il en sera de même pour l'extrémité de l'autre.
Soient donnés les deux points A, B (Jig- i5), et de position la droite Gl. Snr AB décrivez le segment de cercle capable de l'angle
donné; menez AH perpendiculaire sur Gl et prolongez-la jusqu'en F. Joignez FB, à prolonger Jusqu'en C en sorte que AH x BC soit égal à l'aire donnée. Le cercle décrit sur la droite BC satisfera à la question. En effet, si l'on prend sur l'arc un point quelconque E, et qu'on Joigne EAI, EBD, Al x BD sera égal au rectangle donné.
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l^a démonsiration est la même que dans les cas qui pr^ciHliMit. Soient maintenant donnés les points A, B {fig. i6), et de (josition le cercle IKL. Stir AB décrivez le segment de cercle capable de l'angle
donné. Menez par le centre la droite ANI, à prolonger jusqu'en G; joignez GB, et prolongez en sorte que AI x BC et AN x BD soient égaux à l'aire donnée. Le demi-cercle décrit sur CD satisfera à la question; c'est-à-dire que si l'on prend un point quelconque comme H et qu'on achève la construction de la figure, comme ci-dessus, AK X BF et AL X BE seront égaux au rectangle donné. La démonstration est la même que dans les cas précédents.
Ainsi la proposition est établie, et le premier titéorènie irApoiioniiis ou de Pappus est éclaîrci.
Il faut remarquer que les cas pour lesquels nous avons indiqué seulement des demi-cercles donnent en fait les cercles entiers; d'ailleurs les diverses situations des données engendrent des cas multiples qu'on pourra, à loisir, déduire facilement des précédents par des raisonnements immédiats.
Pappus ajoute que le lieu plan, sur lequel se trouve l'extrémilé de la seconde droite, est tantôt du même genre, tantôt d'un genre, différent. Ce qui est clair : par exemple, dans la proposition I , il est du même genre; car, si la première droite se termine à une droîle, la seconde se termine aussi à une droite; et de même un cerrle conduit
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à un cercle. Dans la première pai'tie de la proposition 2, au contraire, et dans plusieurs autres cas, le lieu est d'un genre différent.
Pappus ajoute aussi que le lieu est tantôt situé de même par rapport à la ligne droite, et tantôt de façon contraire. Ces mots par rapport à la ligne droite n'offrent aucun sens et je pense qu'il faut les supprimer, .l'explique ainsi ce passage : tantôt le second lieu est placé d'une manière contraire au premier; par exemple, si le premier est la partie convexe de la circonférence, le second sera la partie concave, etc. Des exemples de cette opposition sont donnés clans les propositions ci-dessus.
Propositton il.
« Si l'on donne une extrémité d'une ligne droite donnée de position, l'autre sera sur une circonférence concave donnée de position. >i
Avec une pareille leçon, la proposition est fausse; il faut, par exemple, aux mots donnée de position, substituer ceux-ci : donnée de grandeur, et le sens sera : si l'on donne le diamètre et le centre d'un cercle, l'extrémité du diamètre sera sur un cercle donné de position. Ce qui est évident de soi et ne mérite pas qu'on s'y arrête davantage.
PROPOsrnoN III.
t( Si, de deux points donnes, on mène deux droites qui se coupent sous an angle donné, leur point commun sera sur une circonférence concave donnée de position. »
Cette proposition est évidente de soi, car le segment capable de l'angle donné et décrit sur la droite joignant les deux points est donné, comme l'a enseigné Euclide dans les Eléments.
Proposition IV.
« Si. d'un triangle d'aire donnée, on donne la base de grandeur et de position, le sommet sera sur une droite donnée de position. »
Cette droite sera une parallèle à la base; sa construction et tout le reste se tirent immédiatement du Livre I des Éléments.
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Proposition V, « Ni une droite est donnée de grandeur et parallèle à une droite donnée de position, et qu'une de ses extrémités soit sur une droite donnée de position, l'autre extrémité sera aussi sur une droite donnée de position. »
Soit DE {Jig. 17) une droite donnée de grandeur et parallèle à la droite AC donnée de position. L'extrémité D est supposée sur une
droite AF donnée de position. Si par E vous menez BEG parallèle à AF, elle résout la question.
En effet, toutes les droites, comprises entre ces deux parallèles et parallèles elles-mêmes à la droite AC donnée de position, sont égales entre elles; ce qui est clair d'après la construction même.
Si donc une extrémité de l'une d'elles est sur AF, l'autre sera sur BG, comme le veut la proposition. 11 est facile de l'étendre ii des cercles.
Soit en effet AB (Jig. 18) une droite donnée de position, à laquelle
est parallèle NO donnée de grandeur. Soit le point N sur la (^irconl'é
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rence du lieixle CNM donné de posilioii. Jo dis que le poiiil 0 est sur un cercle donné de position.
Soit E le centre du cercle CNM; je mène le dianièlrc parallèle à AU et je le prolonge jusqu'en F, en sorte que OF = NO, la droite donnée. La droite CF sera donnée de position et de grandeur; je la prolonge en faisant FH = CD. Le cercle décrit sur FH résout la question, car li' point 0 sera sur sa circonférence.
En effet, soit le point 0 sur la circonférence du cercle FOP : les droites CN, FO, joignant les extrémités des parallèles égales CF, NO, seront égales et parallèles : donc les angles NCD, OFH seront égaux ; mais il en est ainsi, puisque les droites CD, FH, égales entre elles, sont parallèles aux droites NM, OP.
La proposition de Pap|His peut donc être con(,'iie plus généralemenl comme suit :
Si une droite est donnée de grandeur et parallèle à une droite donnée de position, et qu'une de ses extrémités soit sur un lieu plan donné de position, l'autre extrémilé sera aussi sur iiti Heu plan donné de position.
Proposition VI .
n Si d'un, pouil on mène, à deux droites parallèles ou concourantes données de position, deux droites sous des angles donnés, et dans un rapport donné ou bien dont l'une, plus une droite dans un rapport donné avec l'autre, fait une somme donnée, le point sera sur une droite donnée de position. »
Cette proposition comprend deux parties, dont voici iapremiére: Soient deux droites AE, AF (_/îg. 19) données de position et se coupant en A. Du point C, je leur mène deux droites CB, CD sous les angles donnés CBA, CDA. Soit donné io rapport ^- Je dis que le point C est sur une droite donnée de position.
Joignez AC, BD; dans le quadrilatère ABCD, <in a trois angles donnés : ABC, ADC, BAD; Tangle BCD est donc donné. Le rapport ^ est
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aussi donné par hypothèse, donc le triangle BDC est donné d'pspèce, donc les angles CBD, CDB. donc par différence les angles ABD, ADB. Donc le triangle ABD est donné d'espèce, donc le rapport ^; mais PP l'est aussi (puisqu'il est prouvé que le triangle BDC est donné d'espèce), donc ÏT7T le sera. Mais BA est donnée de position, ainsi que le point A; donc A(; est donnée de position, et si sur cctic droite ou
prend un point quelconque, et qu'on mène de ce point aux droites
données des droites sous les angles donnés, on prouvera que les
menées sont toujours dans le rapport donné.
Second cas, lorsque les droites données sont parallèles :
Soient les droites CA, CB i^fig. 20), sous les angles donnés C.\l),
CBF, et dans le rapport donné. L'angle CNB est donné, comme égal.
à cause des parallèles, au donné CAD; donc le triangle CNB est doiiné d'espèce, donc lo rapport -^; mais, par hypothèse, ~ est donné; doue
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j^x 'c sera, et il est dès lors facile de prouver que G osL sur une droite donnée de position.
Construction : Par le point lî quelconque, je mène la perpendiculaire IBM; IB est donné. Soit stjt = ûp- Par le point M je mène aux deux données une parallèle qui satisfera à la question, comme il est facile de le démontrer.
Si donc d'un point l'on mène, à deux droites parallèles ou concourantes données de position, des droites sous des angles donnés et dans un rapport donné, le point sera sur une droite donnée de position.
Voici maintenant la seconde partie de la proposition :
Soient données les droites AC, AG {fig. 21), concourant en A. Mcncï AN faisant avec la droite AC l'angle donné CAN, et égale à la
Fig. 2..
droite donnée. Menez NG parallèle à AC, et soit ROG l'autre angle donné. D'aprèsla première partie de cette proposition, menez GE telle que si, d'un point quelconque E pris sur cette droite, on mène ED, EF parallèles à RO, AN, elles soient dans le rapport donné; GE sera donnée de position, d'après ce qui a été démontré. Prolongez FE jusqu'en B, FB sera donnée de grandeur, comme égale à la donnée AN, à cause des parallèles. Quel que soit donc le point K pris sur la droite GE, si l'on mène de ce point aux droites AC, AG les droites ED, EB sous les angles donnés, BE plus EF, à qui ED est dans le rapport donné, fait la somme donnée, comme le veut la proposition.
Si donc d'un point on mène, ii deux droites concourantes données di' position, deux droites sous des angles donnés et telles que l'une,
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plus Une droite dans un rapport donné avec l'autre, fasse une somme donnée, le point sera sur une droite donnée de position,
Proposition VIL
« Soient en nombre quelconque des droites données de position, auxquelles on mène d'un point des lignes droites sous des angles donnés; si le produit d'une ligne donnée et d'une des menées, avec le produit de la ligne donnée et d'une autre menée, etc., est égal au produit d'une donnée et de la dernière des menées, le point sera sur une ligne droite donnée de position (') , »
Cette proposition est une extension de la précédente; ce qui a été plus haut démontré pour deux lignes dans la première partie de la proposition VI est proposé ici comme ayant lieu pour un nonihre quelconque.
Soient AB, BC, CA {fig. 22) trois droites données de position et formant un triangle; il faut trouver une droite, EK par exemple, sur
laquelle prenant un point quelconque M, et menant de ce point les droites MR, MO, MI, sous les angles donnés MRA, MOB, MIA, on ait
OM + MI
— MR — "^ "" rapport donne.
D'après la première partie de la proposition précédente, on trouvera une droite sur laquelle prenant un point quelconque et menant
(') Lt Iraduction est accommodée au sens admis par Fermât {voir l. 1, p. 24, noie 1).
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de ce point des droites sur AB, BC, les menées soient dans le rapport donné. Cette droite est donnée de position, donc le point où elle rencontre AC, soitE. Si l'on mène de ce point EV, ED, parallèles à MO et MR, d'après la construction, ^ sera dans le rapport donné. Prenant ensuite les droites AC et AB, par le même procédé, on trouvera un point K, tel que les droites KL, KZ, issues de ce point et sous les angles donnés, c'est-à-dire parallèles à MR, Ml, soient dans le rapport donné. On aura donc aussi ^ dans le rapport donné. Si l'on jointEK, (in point quelconque pris sur cette droite satisfera à la question.
Soit pris M par exemple, pour profiter de la construction déjà faite ; menez MF parallèle à BA, et MH parallèle à BC. Il faut prouver que
EG ~E
, , , , ■ ■ ■ KA — t V \'Ai j KZ Gl)
rapport donne, et vtcissim : — p^, — - = -rq-, ; componenao : ïfî7 = piî"
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Mais, à cause des parallèles KG, BA, on a KL = DG. Donc
KZ
KL
Ainsi est établie la vérité d'une très belle proposition. Il est facile, en procédant de même, d'étendre la construction et la démonstration aux cas suivants, pour un nombre quelconque de lignes. Car, de même que la construction pour deux lignes donne la solution du problème pour trois, la construction pour trois lignes donne la solution pour quatre, la construction pour quatre donne la solution pour cinq, et l'application do la métliode se poursuit toujours de même indéfiniment.
PrOPOSITIO" VIII ET DERMÈRE.
« Si" d'un point on mène sous des angles donnés, à des parallèles données de position, des droites qui interceptent, à partir de points donnés sur les premières, des longueurs dans un rapport donné, ou produisant une aire donnée, ou dont la somme des carrés ou bien la différence des carrés soit égale à une aire donnée, le point sera sur des droites données de position.
Si cette proposition était vraie, elle aurait quatre parties, mais nous n'avons trouvé qu'elle fût exacte que pour le rapport donné. Écartons donc le reste, pour l'aire produite par les deux droites, pour la somme ou la dififérence de leurs carrés, et rejetons-le comme faussement inventé ou transporté d'ailleurs.
Je propose donc comme suit le théorème corrigé :
Si d'un point on mène sous des angles donnés, à des parallèles données de position, des droites qui interceptent, à partir de points donnés sur les premières, des longueurs dans un rapport donné, le point sera sur une ligne droite donnée de position.
Voici la construction :
Soient AB, GC (Jïg. 23) les parallèles données, A, F les points donnés sur ces droites, BAH l'un des angles donnés, GFH l'autre. Les points A et F étant donnés, avec les angles à ces sommets, les droites
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AH, Fil seront données de position, par suite leur point de roncontro H: donc le point G où AH coupe; la parallèle GC. Partagez GF en D en sorte que ^^ soit dans le rapport donne; D sera donné. Joignez DH, rette droite est donnée de position. Je dis que la droite DH satisfait
à la question, c'est-à-dire que si on prend sur elle un point quelconque 1, qu'on mène de ce point IB, lE, sous les angles donnés, le rapport des abscisses à partir des points A et F, c'est-à-dire ^^ est
- 1 . 1 ■ GT>
égal au rapport donne, ^■
Soit C le point de rencontre de RI et delà parallèle G F. Par construction, IB est parallèle à AH, comme menée sous l'angle donné égal à HAB. De même lE est parallèle à HF; de plus, à cause des parallèles,
rr Ki> t . ■ GC fil) . . . GC EF
GC - AB: il reste a prouver que gF ^ dP '^^' ^^cmim j^y = jy^-
Mais cela est évident, car d'une part ^ = j.-^; de l'autre ^ = y.-^-
Donc pTû est égal au rapport donné.
H y a, tant pour cette proposition que pour les précédentes, de nombreux cas, qu'il est facile de trouver et d'ajouter; pourquoi nous y arrêter plus longtemps?
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LIVRE II
« Si des points donnés sont Joints par des lignes droites à un même point, et que la différence des carrés de ces droites soit une aire donnée, le point de concours sera sur une droite donnée de position. <>
Soient A et B (Jîg. 24) les deux points donnés; soit une aire donnée quelconque plus petite que Ali . Partagez AB en C, en sorte que
AC-— CB^ soit égal à l'aire donnée; élevez la perpendiculaire indétînie CE. Prenez-en un point quelconque D, Joignez DA, BD. Je dis que AD- — DB^ est égal à l'aire donnée.
C'est évident, puisque AD" — DB- = AC- — CB^
Si l'aire donnée était plus grande que AB-, le point C tomberait en dehors de la droite AB.
A cette proposition on peut rattacher les deux suivantes :
Soient donnés quatre points A, B, C, D (^Jîg- 25) en ligne droite, et soit AB =^ CD. Prenez un autre point quelconque N; menez les quatre droites NA, NB, NC, ND. Je dis que
AN^+ND'-(BN-^+-NCMz=:2ABxBI).
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En elFot, menons la perpendiculaii-e NI, et snpposons d'abord que k'
|)oint I toml)p en dehors de la droite AD. Il est clair que, en raison île
N!^ commun à tous les termes,
l\lais (II, 1) (') AI- + DI-=2DP + AD^+ 2ADXDI, et par le même théorème BP + CP = 2DP-l-BD=-^CD=^-2BDxDI + 2CDxDl.
Aux deux derniers termes de cette égalité, puisque AU = CD, du peut substituer 2AD x DI.
Donc
AP
ID
-(BP i-Cl)^=An = — (T!D^-i-Cl)^)=:AD'— (lîD^-hAn-).
Mais(II, 4)(')AD^-(AIt*-j-BD0 = 2ABx BD.
La proposition est donc établie.
Je n'ajoute pas les autres cas pour cette proposition, ni pou suivantes, car ce serait aussi fastidieux que facile.
Si l'on. Joint un point à trois autres donnés en ligne droite, et çi somme des carrés de deii'x droites ainsi menées surpasse le carré de la troisième d'une aire donnée, le point sera sur une circonférence donnée de position.
Soient A, B, C {fig- 26) les trois points donnés en ligne droite. Soit donnée une aire supérieure à 2AB x BC. Prenez AI =BC, et soit l'aire donnée égale à 2AB x BC -)- IV-. De I comme centre, avec IV |>our
C) Renvoi aux F.lûinenu d'iiuefide.
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rayon, décrivez le cercle VNO. Soit un point N quelconque sur sa circonférence; joi^nez-Ie aux points donnés, par les droites NA, Nlî, 'SV,. Je dis que AN^ -î- NC ~ NB^ est égal h l'aire donnée.
En effet, joigne/. IN; d'après la proposition précédente : AN^H-NC^=INM-BN=+2An x TÏC.
Donc AiN'-^ NC'-NB=z^IN=+ 2 ABxBC et la proposition est établie.
l*KOP0siT[O:>( U.
H Si l'an joint un point à deux autres donnés et que les droites ainsi menées soient dans un rapport donné, le premier point sera, soit sur une droite, soit sur une circonférence. »
Soient donnés les deux points A, C (Jig. 27), ot supposons d'ahiird le rapport d'égalité. Prenez en B le milien de AC; élevez BD [teriien-
diculaire; il est clair que, si l'on en prend un point (]{ielcoiH[ii(' I), on aura AD = DC.
Supposons maintenant un rapport d'inégalité; soient A, B (//),'. 2H )
5 deu
X points donnés, q- le rapport donné. Soit — = ^-" ■ Enlve AN
Hosted by
et NU [ji'ftnc/ la moyenne proportionnelle NO, et avec ce rayon décrivez le cercle OVZ. Soit un point quelconque V sur la circoiiférencc ; joignez VA, BV. Je dis que ces droites sont dans le rapport ■^■ En effet, joignons VN, et menons Bl parallèle à VA. On a
__ AN _ KV
NO(^>iV) "" NIi'
Ce sont les côtés qui comprennent un même angle ANV dans les deux triangles ANV, BVN; ces triangles sont donc semblables et les
angles VAB, BVI égaux. Mais AVB, VBI le sont à cause des |
A_N " NI! ' la proposition est établie.
Pkoposikon III.
n Si une droite est donnée de position en. même temps qu'un point sur elle, si de ce point l'on mène une droite limitée, que de l'extrémité de celle-ci on abaisse une perpendiculaire sur la ligne donnée de position, et fjue le carré de la menée soit égal au produit d'une donnée et de l'abscisse à partir soit du point donné, soit d'un autre donné sur la ligne donnée de position, l'extrémité de la menée sera sur une circonférence donnée de position. 11
Soit AB {Jig. 29) la droite donnée de position, A le point donné sur elle. Il faut trouver une circonl'érence de cercle telle que, si l'on pi'cnd
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sur elle un point quelconque E, et qu'on abaisse la pfirpondiculairc El, AE^ soit égal au produit d'une donnée et de AI (c'est ainsi ([u'ou doit ici entendre Vabscisse à partir du point donné).
Soit AB la longueur donnée; sur AB je décris un demi-cercle; il est clair d'après la construction que AB x Al =: AE^.
Il y a plus de dillîculté pour le second cas, à savoir quand l'abscisse part d'un autre point que A, comme dans l'exemple suivant :
Soient donnés les deux points A,B (fig. 3o), et en outre un poini V. sur la même ligne droite. Soit AB la longueur donnée. Il faut trouver
une circonférence de cercle, soit PIO, telle que si d'un point quelconque I de cette circonférence l'on abaisse la perpendiculair(^ Ili, AP = AB X ER, AB étant la donnée.
Appliquons BA x AE sur la droite BA en excès d'un carré : soit la largeur AP -- BO ('). Le demi-cercle décrit sur PO satisferai» la question.
En effet, AI- ^ AR^ + RP. Mais RF = PB x RO et, comme on le prouvera tout à l'heure,
PR X RO ^ AR X RB -H OA X AP (= BP x PA = RA x AE).
Donc AP= AR= + AR x RR + BA x AE, ou puisque
Ali^- AR X RR -z [JA x AR, AI^^ RA x AR -^- AB x AK,
( ' ) C'est-à-dire eoTistniisons AP d'apW^s la fiONtlition : AB x AP -:- Al" = BA x AE.
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soit, réduisant encore ces deux rectangles en un seul, AI- = BAx ER.
Il reste à prouver que PR x RO = AR x RB 4- PB x BO.
En effet, en multipliant entre elles les parties ;
PR X Hd= PA X im -!- PA X BO (=B0^) -t- AR X un + AR X BO ( - PA X AR).
Mais PA X AR + PA X RB :== PA X AB = AB x BO. Ajoutant B0% on a AO X OB, c'est-à-dire PB x BO. Donc
PR X RO = AR X RB + PB X BO. c. q. v. d.
.!(! ne poursuis pas les différents cas, désormais rendus très faciles. Cependant je ne crois pas devoir omettre celui où le point li ne se trouve pas au delà de A, comme ci-dessus.
Soient donnés les deux points A et E (Jîg. 3i), et la droite AB ; il faut trouver une circonférence de cercle comme NOR, telle qu'en pre-
FLg. 3..
naiit sur elle un point quelconque 0, et abaissant la perpendiculaire 01, AO= = BAxEI.
Appliquons BA x AE sur la droite BA, en défaut d'une figure carrée ('). Nous aurons le point B; soit BN — AR. Le demi-cercle décrit sur RN satisfera à la question. La démonstration sera semblable à celle que nous avons donnée pour le premier cas.
Proposition IV.
« Si de deux points donnés on mène des droites à un point, et que le carré de l'une soit d'une aire donnée plus grand que dans un rapport donné mec le carré de l'autre, le poird d'intersection sera sur une circonférence donnée. »
f ') C'est-à-dire construisons AR par la condition : AB x Ali — AH = BA x AE.
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Soient A, B {Jig.'ii) les deux points, jjj le rapport donné, BA x AN l'airo donnée. Soit IZ moyenne proportionnelle entre NI et IB; avec ce rayon décrivez le cercle ZVR, prenez-en nn point quelconque V, joignez VA, VB. Je dis que AV*— ~ x VB=^ BA x AN (rapport et aire donnés).
Soit en etFel VA x AO = ItA x AN; joignez OB, NV, VI et ((irnez liF parallèle à AN. Il faut prouver que '- — ^^^ — = j=-
Or ■y,_y., = ïg; ce sont les côtés d'un même angle dans les Iriaiiifles NIV, VBI, qui sont donc semlilahlcs; donc les angles VNB, BVF
sont égauxJ Mais les angles VNB, VÛB le sont comme inscrits dans le même segment (car puisque BA x AN = VA x AO, les quatre points N, B, V, 0 sont sur un cercle) ; donc les angles VOB, BVF sont égaux. Mais les angles OVB, VBF le sont aussi à cause des parallèles. Donc les triangles OBV, VBF sont semblables. Donc ^ = ^ : multipliant de part et d'autre par le rapport ^ttî on a
AI AV
OV
Ut — VB Vlï Vl{^ ■'•■'■ "■
ici la proposition suivante qui est ana-
Pappus parait avoir logue :
Si de dense points donnés on mène des droites à un point, et que le carré de l'une soit d'une aire donnée plus pc.lil que dam un. rapport donné avec
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/(' carré île l'atUrc. le point d' interseciion sera sur une clrconfércncr donnée .
Soient donnés les doux points A ot B (Jcg. 33), le rapport -> l'aire BA X AT. Soit, entre TN, NB, la moyenne proportionnelle NL; avec ei; rayon, décrivez la circonférence de cercle LYZ; prenez sur elle un point quelconque Y, joignez YA, YB. Je dis que
YA'-V- ItAx AT(donné) _ AN " YW ~ NB ■
Soit en eiVet YA x Alt -- BA x AT; joignez TY, RB, YN; menez BV
parallèle à AY; comme snite de l'égalité YAx AB = BAx AT, on prouvera que les angles YTB, YRB sont égaux et on achèvera (^nmme ci-dessus.
I'roposition V.
n Si de points donnés en nombre quelconque on mène des droites à un même point et que la somme des carrés de toutes ces droites soit égale à une aire donnée, le point sera sur une circonférence donnée de position . »
Soient d'abord deux points A, B(/ig. 34); menez la droite AB, prenez sou milieu en E; do E comme centre, avec un rayon quelconque El, décrivez le cercle ION. Je dis que, quelque point 0 que l'on prenne sni' la circonférence : A0*-l-OB*= 2(IE->+- AE-).
En effet, joignez ËO, abaissez sur elle les perpendiculaires BV, AZ. Dans le triangle AEO, A0^= AE^+ EO' + 2OEX EZ. Dans le triangle
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OEB, OE^ 4- EB= = OB- + 2OE x EV(= 2OE x EZ), puisque AE = EB.
Ajoutant membre à membre :
AO^H- OFÎ^-r aOE x KA = {\FJ
EOH=alE^) + ^,OKxK/.
Retranchant de part et d'autre 2OEXEZ, il reste l'cgalilé aiiuoucée, et la proposition est établie pour !e premier cas.
Soient donnés en ligne droite trois points B, D, E (Jîg. 35) et soil HD>DË. Prenez CD = i(BD-DE). De C comme centre avec un
rayon quelconque CA, décrivez le doini-cerclc AMF, je disque, quelque point M que l'on prenne sur sa circonférence, MB^+ MD-+ MK^ sera une somme constante.
En effet, joignez MB, MC, MD, ME; prenez EN = CD cl joignez MiN. Puisque BD - DE = 3CD ^ 3EN, on a DN-(-2CD = BD ou CN + CD = BD. Retranchez CD de part et d'autre : CN = BC. Puisque, d'autre part, CD = EN, d'après la seconde proposition do ce livre. VM- -+- MN' - (DM' -h ME=) est constant. Mais CM' est constant. Donc DM^+ ME* fera une somme égale à MN^ ou plus grande ou plus petite
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d'iino quantité Ronstaiite. Ajoutez de part et d'autre JIB" ; d'une part, >1B^ + MD^ + MK^, de l'autre BM^ 4- MN^ feront des sommes égales ou différentes d'une quantité constante soit dans un sens soit dans l'autre. Mais, d'après la proposition précédente, BM^' + MN- est constant, puisque BC = CN, donc BM^ + D!\I- + EM- est constant. c. q. f. ».
Démonstration générale de la même proposition. — Soient d'abord deux points X,E (fig. 3G); joignez Alil, prenez son milieu en C. Soit donnée une aire Z qui ne devra pas être plus petite que AC--I- CE*; car si elle est égale à cette somme, il est clair que le point G seul satisfait à la question, et qu'il n'y en aura pas d'autre tel que la somme des carrés des droites le joignant aux points A, E soit égale h Z.
Si Z > AC^+ CE^, soit BC' égal à la moitié de la différence; de (^ comme centre, avec CB comme rayon, je décris un cercle qui satisfait il la question. J'omets la démonstration qui est trop simple et a été donnée par Pappus et autres. Il ne faut pas s'arrêter trop longtemps aux choses faciles.
Le.«me pour la juïthods GiiNiiri.vi.i:. — Soient {//'g' 'iy) des points donnés
Fig, 3^
A, B, C, E en nombre <[uelconque. Primions une fractioii AI) ili' l;t somme des droiti's terminées d'une part au point A, de l'autre aux
autres points donnés, fraction conditionnée parle nombre des points, à savoir le quart dans rtsxemplo choisi. Soit donc
AD — {(AIÎ+AC + AE
La position du point D varie suivant les cas. Je dis que la somme des droites terminées par le point D et par les points donnés du côté du point A sera égale à la somme des droites terminées par le point D et par les points donnés du côté du point E. C'est-à-dire que l'on aura
Dans la i" figure : El) = AD + BD + CD. Dans la 3» figure : ED + CD = !ID + AD. Dans la 3' ligure : KD -i- CD + DD :r^ AD.
D'abord dans la 3^ figure, par hypothèse, 4AD = AB + AC + AE; retranchez de part et d'autre 3AD, il restera d'un côté AD; de l'autre, retrancher 3AD de AB + AC •+- AE est la même chose que de retranclior AD de chacune des droites AB, AC, AE : il restera donc
BD-hCD + ED = AD. c. q.f. [j.
Si l'on avait donné cinq points, on aurait d'un côté 5AD, de l'autre 4 droites terminées à A et aux points donnés, etc. ; la méthode est toujours la même et s'applique indéfiniment.
Dans la 2* figure, 4AD 1= AB -1- AC -1- Alï; retrancheiî de part et d'autre 3AD et ajoutez BD, vous aurez AD + BD = ED + CD.
Dans la i" figure, 4AD = AB-i-AC-t-AE; ajoutez de part et d'autre B!) + CD et retranchez 3AD; vous aurez AD h- BD + CD = DE.
La méthode est la même pour un nombre quelconque de points jusqu'à l'infini, et la même conclusion sera tirée de quelque manière que l'on fasse varier les cas.
Secosd lejuie. — Soit faite sur la i'"" figure {fig. 38) la construction précédente; je prends sur la même droite un point N quelconque. Je dis que la somme des carrés des droites terminées par les points donnés et par N dépasse la somme des carrés des droites terminées par les points donnés et par le point D, du carré DN pris autant de fois qu'il y a de
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poiiUs donnés, soit 4 (liins l'exemplo choisi. Les i' et '^^ ligures rcprési'iitent des cas ditfcrenls.
Slu' la premi(;r<; Oguri?., en comparant ehaijiie carré ii chaque antre,
on a
AN^-h RN^ + CN^- (AD'H- BD-^-h CI)^)
= 3 DN^ + 2 ,\ it . ON + '^ RD . I)N + a CD . DN
AN^-^ BN^+ CN^= AD^-H Bl">^+ r.D=+ SDN^
+ aAII.DN + aRD.DN-i-:jCI>.DM;
cela l'cssort évidemment de la formation du carré du binôme avec le
signe -^.
D'autre part :
EN^ = EII^ + NR=-2ED.l)N,
ce t|ui ressort de la formation du carré du liinome avec le signe — . Far conséquent
N- -!- RN^ + CN^+ EN' = AD^ + RD= 4- CD- ^- ED= H- 4DN
+ 3AD.DN l'^RD.DN + aCD.DN — aED.DN.
Si donc nous prouvons que la somme des rectangles en |dus est t^gale à celle des rectangles en moins, la vérité de la proposition sera établie, à savoir que :
AN'4-RN'+ CN^H- EN=. - (AD'^-i- RI)--;- CD' + El)'') = 4DV. llfautdoncpi-ouverque2ED.DN=2AD.nN4-2BD.Di\ + 3CD.i>.\. ou, en divisant tous les termes par 2DN, que l'on a l'égalité
EI> = AD-; RD + CD
Or c'est ce qui a été démontré par le lemme précédent.
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Je ne m'arrête pas aux divers cas. — Si l'on donne cinq points, la somme des carrés des distances des points donnés au point N dépasse de 5DN^ la somme des carrés des distances des points donnés au point D : la démonstration est la même.
Il ressort de là que la somme des carrés des dislances au point D est mini ma.
Dans cet exposé, je n'ajoute pas une trop scrupuleuse observation des différents cas. La conclusion du second lemme se ramènera toujours à prouver que la somme des rectangles en plus est égale à celle des rectangles en moins, et la question sera ainsi ramenée au premier lemme.
PriEAnÈRi': 1'I\oi>osiïion gknku.vi.k. — Soient, sur la même figure, toujours donnés quatre points A, 13, C, E sur la droite AE, et
AD^i(AH-i-AC + AE),
fraction conditionnée. On propose, étant donnée une aire Z, de trouver lin cercle, tel qu'en prenant sur la circonférence un point quelconque, la somme des carrés de ses distances aux points donnés soit égale à l'aire donnée.
Pour que le problème soit possible, il faut, d'après ce qui ;* été démontré, que Taire Z > AD^+ BD*4- CD'^ + ED^
Soit donc 4DN^ égal à l'excès do Z sur la somme des quatre carrés; le cercle décrit de D comme cejitre avec DN pour rayon satisfera à la question.
Bn effet, prenons d'abord le point N {fig. Jq) de l'un et de l'autre
côté, H a été prouvé par le second lemme que
AN^4- XD^ -h CN^+ EN^^ AD^ + Bi)^-i- Ct)^-
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mais AD^-hBD^+CD^ + ED« + 4DN*=Z. Donc
AN^-!-IÎN--i- CN^ + EN'=Z l'aire doniiéo. c. q. f. d.
Élevez maintenant la perpendiculaire DM et joigne/ AM, BM, CM,
EM. Je dis que la somme de leurs carrés est égale à l'aire donnée 7..
En effet
AftP = AD' + DMS
BiP— BD^ + DM',
EM' = ED= + DM'.
Donc
A>P + B^P + CM- 4- EM^ ^ AD^ + BD^ ^ Cl)= + El)' + 4 l>MH= !l ]>N')-
Mais AD^+BD=-hCD'' + ED^-H4DN- = Z (l'aire donnée). Donc AlVP + BM^ + CM' -I- EM^ = l'aire donnée. c. *j- f- i>-
Menons maintenant le point M {fig. 4o) quelconque, et abaissons
Fig. 4o.
la perpendiculaire MO. On prouvera de même que
yVM^4- BM^+ CM^+ EAP^40M' + A0^+ BO^ h C0^+ EO^
D'après le second lemmc, la somme de ces quatre derniers carrés est égale à la somme AD- -H BD= + CD' -)- ED^ -t- 40D-. Donc
AM=+1ÎM=^-GM^+EM'=^AD'-^BD^+CD^^-ED'+40D'^-40M
Mais 40D'-i-40M==,'|DM'=4DNMes rayons DM etDN étant égaux.
Donc
AUP+IîM'-t-GM^+EM^
— A]>^+BD2 + CI)'+ED^-i-4I>N-z:^Z {l'aire donnée). c. y. f. d.
Si l'on achève les cercles, la môme démonstration s'appliquera pour
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les autres demi-cercles, et elle s'étendra à un nombre de puitits quelconques avec la même facilité de raisonnement; car les carrés DM*, DN^, R0= sont toujours pris autant do fois qu'il va do points et la conclusion est toujours juste.
D'où suit un corollaire qui servira pour la proposition suivante : Soient des points donnés eu nombre quelconque, par exemple trois. A, B, E {fi^. 4i) ; trouver un cercle NM, tel qu'en prenant un point
quelconque M sur ce cercle, et joignant AM, BM, VM, on ait par exemple 2AM- -h BM^ -1- EM- égal à une aire donnée.
Dans ce cas, on construira AD — |(A1Î -1- AE), car le point A joue ici le rôle de deux points et c'est comme si l'on disait : étant donnés quatre points A, A, B, E, trouvep un cercle NM, tel qu'en prenant sur ce cercle un point quelconque M on ai! A^l- -h AM"h- BM- + EMégal à une aire donnée.
11 faut entendre ceci de même de tout autre point et de tout autre rapport de multiplicité. — Soit par exemple proposé {fig. l\'i)
AM- + 2BM- -H EM- égal à une aire donnée; on prendra
AI):-- |(3AB+AE
Il fallait faire cède remarque, mais elle n'a pas besoin d'une plus longue explication.
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Seconde PROPOSITION. — Soient sur la droite AE (fig- It'-i) des [joints donnés en nombre quelconque, quatre par exemple. A, B, C, E, et un point Q en dehors de la droite Alï; on cherche un cercle, comme Ml, tel qu'en prenant sur ce cercle un point quelconque I, on ai! Al- -H IÎI-+ Cl- + EI--I- QI- égal à une aire donnée.
Fig. 43-
Abaissez sur la droite AË la perpendiculaire QR et prenez AD, fraction conditionnée de la somme AR + AB -i- AC -h AE (le cinquième dans ce cas où l'on donne cinq points). Elevez la perpendiculaire DO et abaissez sur elle la perpendiculaire QO. Prenez RF = DN, fraction conditionnée (ici le cinquième) de la droite QR, et soit l'espace donné égal à la somme AD- -H RD' -h BD- + CD- + ED- -h 2.
Faisons Z= 4DN^+ 0N-+ 5NM" (4 étant le nombre des points donnés sur la droite AE, et 5 le nombre total des points donnés). Je dis que le cercle décrit de N comme centre, avec NM comme ravon, satisfait à la question.
En effet, prenez sur ce cercle un point quelconque I, joignez AI, lîl, CI, El, QI. Menez VIX parallèle à AE et lY parallèle à CD; il est clair, d'après le corollaire de la proposition précédente , que /|DP-l-OI- = Z, carlepoint D joue le rôle de quatre points; et puisque DN = iOD, il est évident que 4DP -^ 01- = 4DN- + ON^ + 5NJP. Mais 4DN-4-ON-+-5MI-^Z par construction. Donc 4DI-+0I-^Z.
Hosted by
145,461 LIEUX PLANS D'APOLLONIUS. i3
Mais '(DP = 4DX^ + 4X1^ Pt 01" = 0X= +■ XF. Donc
Ajoutez de part et d'autre AD- + RD-4- BD^-hCU- -i-fiD-, vous aurez, dans le premier membre, l'espace donné, car, par hypothèse, il est égal h la somme de ces cinq carrés et de Z; dans le second membre : Ar--hBI- + CT--(- BI^ + Q|-. somme qui sera donc égale ii l'espace donné.
En efl'et, d'après le second lemme :
AD2+ RD= + BD^ + 0I)^+ KI)^ l- ■) l)Y^ =- W -^ U\ ^ ^ m '- h- CY^ -+ E\'^ ;
donc
AI)^+RD^ , BD^-[ CD'+fiD' + ^lV^+VQ^ l-Ôl)V^
^ AY^+ KY^+ lîYM- CY^-i- EY^-H 4IY^+ VQ^ Si, à chacun des {;arrés AY-, ItY", CY^', KY-, on ajoute IV-', ou aura AP^BP + CI= I KI---=AY^-hBY^+CY=-^EY^ i-ilIV. Donc
AB^ 4- RD^+ BD^ -r CD- + ED^ 4- 4 lY^ + VQ^ + 'i\)\' = AP -4 BP-^ CI- -t- lE^ h RY^ + VQ^
MaisRV^'(-=^'l') + 0^''=QT'- Donc
AD^-HRB^+BD^4-CD'-hEU-+4IY--i-VQ^-HÔD\- = AP -h BP -h CP 4- EP 4 QF.
Mais on a prouvé que le premier membre est égal à l'aire donnée;
donc
AP4-I!P-i-Cl=+EP-)-QP-~raire donnée. c. y. v. n.
On en déduira iacilcmcnt que l'aire donnée est égale à AN^+ ItîN"^-,.. CK' +- EN^+ QN^'^ 5N]VP, ce que nous avons omis comme évident.
Bien plus k même, artijicepeul s'appliquer à un nombre qurleonque de points.
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Si par oxeiiiple on donne deux points Q, L {fig- 44) e» dehors dp la ligne, la construction s'achèvera comme on le voit, en prenant
AD = i( AR + AS + AR -^ AC + AE ), et en faisant
i'iiire données AI)^- h RD^+SD^-^ + ,11)^'
DN^KQlt^'-S),
On terminera de la même nianii;re, le point D jouant toujours le rôle
de tous les points donnés sur la droite AI-', et les points P, 0 jouant le rôle des points Q, L.
La méthode de construction et de démonstration est tndétinimciit la même.
Jïais, comme des cas multiples découlent de la différente position de la droite prise et passant par deux ou plusieurs points, mais pouvant laisser [es autres dans diverses positions de chacun de ses côtés, quoique pour chaque cas il y ait des abréviations spéciales, je préfère, comme spécimen du procédé, montrer plus généralement la construction.
Soient des points donnés en nomhro quelconque A, B, (], D, K, F
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{fig- 45) sur la même droite ou sur des droites différentes. Prenez dans le même plan une droite quelconque SR, qui laisse tous les points
Fig. 45-
donnés du même côté; abaissez les perpendiculaires AG, BH, ("I, l)K,
KM, FN, prenez GL fraction conditionnée (dans ce cas, \) de
GH + GI + GK + GM -\- GN
élevez la perpendiculaire LO, etprenczLO fraction conditionnée (ici f) de AG + BH 4- CI H- KD + EM -^ FN.
Soit l'aire donnée égale à
AO^-h[!0=+C0^-hl)0^-hEO=+FO= + 60P':
le carré décrit de 0 comme centre, avec OP pour rayon, satisfera à la question; la démonstration est facile pour qui a étudié ce qui précède.
l'noposEïLON VI.
H Si, de deux points donnés, on mène deux droites qui se coupent, et de leur rencontre une droite interceptant une abscisse à partir d'un point donné sur une droite donnée de position, si la somme des carrés des premières menées est égale au produit d'une donnée et de l'abscisse, le point de rencontre sera sur une circonférence donnée déposition. »
Je donne la proposition comme on la trouve dans Pappus d'après Ut version de Fédéric Commandin, mais je ne doute pas qu'il n'y ail. une
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faute, soit dans le texte grec, soit dajis la traduction. Voici le sens de la proposition :
Soient deux points A, B i^fig- 4*J) ; il fai-it trouver une «irconfcrcnce comme NOB, sur laquelle on prendra un point quelconque 0; en joi-
gnant OA, OB e( en abaissant la perpendiculaire 01, on devra avoir l'égalité entre le produit de AI par une donnée etia somme AO*h-OB=.
Supposons d'abord que AB soit la droite donnée, cas assez simple.
Prenez BN — ^ AB, et décrivez sur BN un demi-cercle ; il résoudra le problème, c'est-à-dire que si on y prend, par exemple, le point 0, on aura BA x Al = AO^~h 0B^
En eflet, A0'' =- AP + I0-. Si donc de BA x AI on retranche AP -H IO't= Bl.IN), il reste Bl x AN ou BI x NB à prouver égal à OB-, ce qui est évident d'après la construction.
Second cas : la droite donnée est plus grande que AB, mais plus petite que 2AB. Nous allons donner la construction :
Soient donnés les deux points A et B {fig. 47) et la droite AI < 2 AB. par hypotiièse; il faut résoudre le problème proposé.
Prenez en N le milieu de AB : soit NE = — (E restera compris entre A et B). Appliquez sur la droite BE le rectangle IB.BN en excédent d'une figure carrée ('); soit trouvée la largeur EV, prenez BZ = EV, et sur VZ décrivez le demi-cercle VLZ, je dis qu'il résout le problème.
I I ) C'est-à-dire : consLriiisfiz lïV d'après la mndiiion Ilt.BN = Itlî.EV -1- lîV^.
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En effet, joignez LA, LB et abaissez ia perpendiculaire LO que nous supposerons, comme premier cas, tomber entre E et B. Il est clair, d'après la démonstration de la proposition III d'Apollonius [dans ce même Livre], que EO.OB -i- VE.EZ(= NB.Bl) --= 0L\ Ajoutez de part et d'autre OB*, il vient
EB.B0 4-NB.Br .OL^-f^OB^.
Doublez : aEii.BO + aNB.BI (= AB.BI) = ■2(L0-+ OB=V Ajoutez de part et d'autre iiNE.OB, il vient
( :* EB . BO -H '3 NE . OB > {— AB . lîO ) + AD . BJ :-,!(L0^^0B^)-i-3NE.0B(r= LB.BO),
d'après la construction.
Retranchant de part et d'autre OB^, il reste
AO , OB + AB . Bl — 5 LO^ + OB^ + IB . BO.
Retranchant de part et d'autre IB.BO, c'est-à-dire dans le premier membre de Ali.BI, il reste AO.OB + AO.BI ou en tout
IO.O-\-TaLO^+()B^
Ajoutez AO^ de part et d'antre :
IA.A() = AO=+OB^^-^LO==AL=-[-LB^ .:. q. v. d.
-le passe les autres cas.
Proposition VII.
« Si, à l'intérieur d'un cercle donné de position, on a unpai/U donné, par lequel on mène une droite; si l'on- prend sur cette droite un point extérieur, et que le carré de la menée jusqu'au point donné à l'intérieur soif égal au produit de la droite totale et de sa partie extérieure, seul ou augmenté du produit des deux segments intérieurs au cercle, le point pris à l'extérieur sera sur une droite donnée de position. »
Cette proposition comprend deux parties : la première est dans Pappus (Livre VII, prop. 159); la seconde se déduit facilement de la
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prcmicrc en ajoutant des termes égaux. Je donnerai seulfimcnt la démonstration de Pappus.
Soit un cercle de diamètre AB {,fig. 4^); prolongez AH jusqu'à une flroite quelconque Db] qui lui soit perpendiculaire.
Soit AF.FB = FG'. Je dis que, que! que soit le point E, si on le joint à G par une droite prolongée jusqu'en H, on aura HMKK = KG-.
Joignez AE, BL, i'angle en L est droit comme celui en F. Donc AE.EL = AF.FB + FE^
En effet ALB, comme droit, est égal au droit AFE; donc les quatre points L, B, F, E sont sur une circonférence; donc FA.AB = EA.AL. Mais AE=~ AF^ -i-FE^ et aussi AE' = AE. EL -(- EA.AL; de mémo AF= = AF.FB+FA.AB. Donc AE.EL+EA.AL^AF.FB+FA.AB+FTÎ^ Mais comme EA.AL = FA.AB, il reste AE.EL = AF.FB 4- FE-. Mais AE.EL = HE.EK et AF.FB = FG^ Donc HE.IïK -.r. EF= + FG- ^- liG^
I^ROPOSIKOX Vill ET lIEnMiîHE.
" El si le même point est sur une droite donnée de position, et que le cercle ne soit pas dans les positions, les points des deux côtés du point donné seront sur une circonférence donnée de position. »
Cette proposition est réciproque de la précédente, et la démonstration peut en être facilement déduite en suivant une marche inverse.
Je n'ajoute pas la distinction des différents cas ni les conditions de limites pour les données; tout cela ressort assez clairement de la construction et de la démonstration.
DES CONTACTS SPHÉRIQIES.
Lu théorie des contacts d'Apollonius de Pcrge a été élégamment restituée par l'Apollonius (iallus, masque sous lequel se cachait ce François Vifete de Fontenay dont les admirables travaux en Mathématiques ont fourni de si heureux suppléments à la Géométrie ancienne. Mais cette théorie des contacts a jusqu'à présent été bornée aux plans, et personne, que je sache, ne l'a poussée plus loin et ne s'est hasarde y l'élever aux problèmes sphériques.
On yavoir qu'on arrive dans cette voie à de brillants problèmes et qu'on peut facilement obtenir une élégante construction pour les questions les plus ardues.
Il s'agit en général de chercher une sphère passant par des points donnés ou touchant des sphères et des plans donnés. Tout le sujet sera épuisé en quin/e problèmes.
l'ROnLÎlllE T.
Etant donnés quatre points, trouver une sphère passant par its points.
Soient donnés quatre points N, 0, M, F {/ig. '19), par lesquels il faut mener une sphère. Vt'inTiU.i ad libitum trois de ces points N, 0, M. au triangle NOM (qui est dans un même plan, d'après les Éléments), je circonscris un cercle NAOM, qui sera évidemment donné de grandeur et de position. Il est clair que ce cercle NAOM est sur la surface de la sphère cherchée, puisque, si une sphère est coupée par un plan, la section est un cercle, et que, parles trois points N, M, 0, il ne passe
Fermât. — [[1. 7
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qu'un cercle, celui que j'ai cotistruit. Les points N, M, 0 élanl sur l:i surface de la sphère cherchée, le plan du triangle NMO coupera la sphère cherchée suivant le cercle NAOM; nous en concluons donc que ce cercle est sur la surface de la sphère.
Soit C le centre de ce cercle, j'y élève au plan du cercle la perpendiculaire CEB; il est clair que le centre de la sphère cherchée est sur cette droite CB. Du point F j'abaisse sur CB la perpendiculaire FB qui sera évidemment donnée de grandeur et de position ; par C je mène, parallèlement à FB, la droite ACD. L'angle BCA sera droit, mais, la droite BC étant perpendiculaire au plan du cercle, ACD sera dans ce plan et donnée de position. Donc ses points de rencontre A, D avec le cercle sont donnés.
Supposons maintenant le problème résolu, et E le centre de la sphère cherchée, point qui se trouve sur la droite CB, comme nous t'avons déjà dit d'après Théodosc. Je joins FE, AE, ED; ces droites seront égales, puisque par hypothèse F et par démonstration A et D sont sur la surface de la sphère. Mais ces trois droites FE, AE, ED sont dans un même plan, puisque FB, ACD, parallèles, sont dans un même plan qui comprend aussi CB et par conséquent les trois droites FE, AE, DE. Si donc par les trois points donnés A, F, D on fait passer un cercle, son centre E sera sur la droite CB, et on aura dès lors le centre de la sphère cherchée, et la sphère elle-même.
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Etant donnés trois points cl un plan, trouver une sphère passant par les points donnés et tangente au plan donné.
Soient donoés les trois points N, 0, M (fig. 5o): le cercle MEON ])assant par ces points sera, comme il a été démontré, sur la surface
de la sphère cherchée, et le centre de cette sphère sera sur la jjcrpendiculaire IBA au plan de ce cercle. Soit A le point de rencontre de IBA avec le plan donné ; ce point A sera donné de position. Dn centre du cercle MEON, j'abaisse sur le plan donné la perpendiculaire ID; le point D sera donné, donc la droite AD de grandeur et de position, donc de même les droites ID, lA. Donc le plan du triangle ADI est donné de position; mais celui du cercle MON est également donné de position, donc l'intersection FIE de ces deux plans sera donnée de position, donc les points E, F sur le cercle.
Supposons maintenant le problème résolu et B le centre de la sphère cherchée; je joins BE, BF et je mène BC parallèle à ID; le triangle ADI et la droite EIF étant dans un même plan, les droites EB, BF, BC y seront également. Mais ID est perpendiculaire au plan donné; doncBC, qui lui est parallèle, sera aussi perpendiculaire au plan donné.
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De. plus, commo la sphère cherchée doit cire tangente à ce plan donné AD, la perpendiculaire BC, abaissée de son centre sur ce plan, donnera le point de contact C. Donc les droites BC, BE, BF seront égales, et il est prouvé qu'elles sont dans un même plan donné do position, plan qui comprend aussi la droite AD.
Le problème est donc ramené, étant donnés dans un même plan deux points E, F et une droite AD, à trouver un cercle passant par les deux points donnés et tangent à la droite donnée; ee problème a été résolu par Apollonius Gallus; donc le centre de la sphère B est donné, et tout est clair.
PnoitLÈME m.
Etant donnés trois points et une sphère, trouver une sphère, passant par les points donnés et tangente à la sphère donnée.
Soient donnés les trois points M, N, 0 {fig. 5i) et la sphère Id; on H comme donné le cercle MON de la sphère cherchée. La perpendi-
culaire FCB au plan de ce cercle contiendra encore le centre de la sphère cherchée. De I, centre de la sphère donnée, j'abaisse sur FB la perpendiculaire IB, qui sera donnée de position et de grandeur. Par le centre F, je lui mène la parallèle ED; d'après ce qui a été démontré,
elle sera dans le plan du cercle et les points E, D seront donnés.
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Supposons maintenant lu problème résolu et C le centre de la sphèro cherchée. Les droites IC, CE, CD seront dans un même plan donné, puisque I, E, D sont donnés. Le point de contact des deux sphères est d'ailleurs sur la droite qui joint leurs centres; donc la sphère cherchée sera tangente à la sphère donnée au point G, et IC sera supérieur du rayon IG à la droite CE ou CD. De I comme centre, avec le rayon de la sphère donnée, je décris dans le plan donné des droites IC, CE, CD, un cercle qui passera par le point G et sera donné de grandeur et de position. Mais les points E, D sont dans son plan. La question est donc ramenée à chercher, dans Apollonius Gallus, le procédé pour, étant donné dans un même plan deux points et un cercle, trouver un cercle passant par les deux points donnés et tangent au cercle donné.
Klaal. donnés qiuilre plans, trouver une sphère (jid siiil lançante à ces quatre plans donnés.
Soient donnés les quatre plans AH, AU, BC, HO (///>. 53) que doit toucher la sphère cherchée.
Soient deux plans AF, FD (fcg. Sa) tangents à la même s[>lière;
menons le plan liFHC qui bissecte leur angle; il est assez clair que le centre de la sphère tangente aux deux plans AF, FD se trouve sur le plan bissecteur, pour qu'il soit inutile de s'arrêter plus longtemps sur une rliose si simple. Si les deux plans AF, PO étaient |)acalli'l('s.
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le centre de la sphère serait sur le plan parallèle coupant par moitié leur intervalle.
Cela posé, puisque les deux plans Clî, lîA {fig. 53) sont donnés de position, le centre de la sphère cherchée est sur un plan donné de position, à savoir le bissecteur de l'angle des deux plans donnés CB, BA.
Mais, en raison des deux plans BA, AH, le même centre de la sphère cherchée est sur un autre plan également donné de position, et l'intersection des deux plans donnes de position, q.ui bissectent, l'un l'angle des plans CB, BA, l'autre l'angle des plans BA, AH, donne une droite donnée de position qui passe par le centre de la sphère cherchée. Soit FE cette droite; en raison des deux plans AH, HG, le centre de la sphère cherchée est encore sur un autre plan donné de position, dont l'intersection avec la droite donnée déposition FE, donnera un point D qui est évidemment le centre de la sphère cherchée. Le reste est clair.
Etant donnés trois plans et un point, trouver une sphère tangente aux plans donnés et passant par le point donné.
Soient donnés les trois plans AB. BC, CD {fig. 54) et le point H ; il faut trouver une sphère tangente aux trois plans donnés et passant par le point H. Supposons le problème résolu.
Les trois plans donnés, d'après le raisonnement de la proposition précédente, donneront de position une droite qui passe par le centre
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de la sphère cherchée. Soit GE cette droite. J'abaisse sur elle, du point
donné H, la perpendiculaire HI, qui sera donnée de position et de
grandeur; je la prolonge jusqu'en F, en sorte que IF = IH; le point F
sera donné.
Fig. =,k-
Le centre {te la sphère cherchée est sur la droite GE, laf|uclle est perpendiculaire en I sur le milieu de la droite IIF, dont l'extrémité H est, par hypothèse, sur la surface de la sphère. L'autre extrémité F sera donc également sur la surface de la sphère; bien plus le cercle, décrit de I comme centre, avec IH comme rayon, dans le plan perpendiculaire à GE, sera sur la surface de la sphère; or ce cercle est donné de grandeur et de position. Mais si un cercle de la sphère est donné de grandeur et de position, en même temps qu'un certain plan comme AB, d'après un corollaire facile de notre proposition II, la sphère passant par le cercle donné et tangente au plan donné sera donnée. La question est en effet ramenée au problème II, et la solution est dès lors évidente.
PROBLtjIE VI.
Etant donnés trois plans et une sphère, trouver une sphère tangente, à la sphère donnée et aux plans donnés.
Soient donnés les trois plans ED, DB, BC (fig. 55) et ia sphère HM; il faut construire une sphère tangente h la sphère donnée et aussi aux trois plans donnés.
Supposons le problème résolu et la sphère ERCA satisfaisant aux conditions, c'est-à-dire touchant la sphère en B et les plans aux points E, A, G. Soit 0 le centre de cette sphère EBCA; joignez RO, EO, AO, GO; ces droites seront égales. D'ailleurs OK passera par le centre SI
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(le la sphère donnée, et les droites EO. OA, OC seront perpendiculaires aux plans donnés DE, DB, BC. Prenons OV = OG = 01 = OM, et par les points V, G, l, imaginons menés les plans VP, GH, ÏN parallèles aux plans donnés ED. DB, BC.
Puisque OR -- OE et OM = OV, par différenee, RM =--= VE. Mais RM, rayon de la sphère donnée, est donnée de grandeur; donc VE est aussi donnée de grandeur. D'ailleurs OE, perpendiculaire au plan DE, le sera au plan VP parallèle au plan DE; donc VE sera la distance des plans DE, PV. Mais il a été démontré que VE est donnée de grandeur, donc l'intervalle des plans parallèles DE, PV est donné, ainsi que la position de l'un d'eux DE, par hypothèse. Donc PV est aussi donné de position. On prouvera de même que les plans GH, IN sont donnes de position. Or les droites OV, OG, 01 sont perpendiculaires à ces plans et égales h OM. Donc la sphère décrite do 0 comme centre, avec OM pour rayon, sera tangente aux plans PV, GH, IN donnés de position. Mais le point M est donné aussi, comme centre de la sphère donnée. Ainsi la question est ramenée à celle-ci : Etant donnés trois plans PV, GH, IN et un point M, trouver une sphère passant par le point donné M et tangente aux plans donnés PV, GH, IN, c'est-à-dire que le problème est ramené au précédent.
J'userai dans la suite du même artifice quand il n'y aura pas de points parmi les données, mais seulement des sphères et des plans, pour substituer un point donné à une des sphères.
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Étant donnés deux points et deux plans, trouver une sphère passant par hs points donnés et tangente aux plans donnés.
Soient donnés les deux plans AB, BC {fig. 56) et les deux points H, M; il faut trouver une sphère passant par les points H, M et tangente aux plans ÂB, BC.
Je joins HM, je prends son milieu en I;par le point I, qui est donné, je fais passer un plan normal à la droite HM. Les points H, M étant
sur la surface de la sphère, il est clair que le cenire de la sphère est sur ce plan normal à HM et passant par I, plan qui est donné de position, puisque la droite HM et le point i le sont.
Ainsi, à cause des points H et M, le centre de la sphère est sur un plan donné de position. Mais, à cause des plans AB, BC, par une démonstration déjà faite, il est aussi sur un autre plan donné, donc sur une droite donnée de position, soit GE. J'abaisse sur cette droite, de l'un des points donnés M, la perpendiculaire MF; elle sera donnée de grandeur et de position. Je la prolonge jusqu'en D en sorte que FD = MF. Le point D sera donné et, d'après une démonstration déjà faite, se trouvera sur la surface de la sphère. On a donc comme données ; trois points H, M, D par lesquels passe la sphère cherchée, et le plan AB auquel elle est tangente; la question est donc ramenée au problème II.
febjiat. — m. 8
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Avant d'aller plus loin, il faut établir quelques lemmes faciles. Lemjie i. — Soit le cercle BCD (/tg. oj) en dehors duquel je prends un point quelconque E; par ce point et le centre je mène la droite EDOB, puis une autre quelcoiiquc EGA. Il est clair, d'après les Eléments, que AE.EC = BE.ED.
Soit maintenant la sphère de centre 0 et de grand cercle ACDB; si du même point E, par un point quelconque de la surface de la sphère, je fais passer une droite EGA jusqu'à sa seconde rencontre nvec la surface sphérique, on aura encore AE.EC = BE.ED.
Si en effet on imagine qu'autour de la droite BDE immobile tournent et le cercle et la droite EGA. les droites EG, EA restent invarialilcs, puisque les points G, A décriront des cercles normaux sur l'axe. Par conséquent, dans tous les plans on aura AE.EG = BE.ED.
LF.jijre II. — Soient dans un même plan deux cercles ADE, TILO
{Jîg. 58); par leur centre je fyis passer la droite AGJIP et Je suppose .- r|j-~ = ~^- Par le point P je mène ad libitum une droite POLED
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coapaQt les deux cercles, aux points 0, L, K, D. A[iolioniaH Galius 9 démontré que l'on a
AP.PQ = GP.PHx^DP.PO=:E['.PL.
La vérité de cette proposition en sphérigue importe pour les problèmes suivants. Mais elle est évidente; car si, autour de l'axe AP immobile, on fait tourner en même temps les deux cercles et la droite POLED, les droites PO, PL, PE, PD resteront invariables pour la raison donnée dans le Icmme précédent; les rectangles restent donc aussi invariables et la proposition est vraie dans un plan quelconque.
Lemjie m. — Soient données deux sphères YN, XM {Jtg. 09), par
les centres desquelles on fait passer la droite l\YA'XJI\'; je pose
rayon YN YV „ ■ ^ i^ - • i-t^ 1 i 1
— =^ — --cT^T = fT^r- Du point \, le mené \l» dans un p an quelconque, rayon XM VX t ' J ^ 1 1 '
et je pose SV.YT = RV.VM. Si l'on décrit une sphère quelconque passant par les points T, S et touchant une des deux sphères, elle touchera également l'autre.
Supposons la sphère OTS, passant par les points T, S et tangente en 0 à la sphère MX; je dis que la sphère YN sera également touchée par la sphère OTS.
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Je prolonge YO jusqu'à sa seconde rencontre en Q avec la sphère OIS. D'après le premier lemme : QV.VO = SV.VT. Mais par construction : SV.VT = RV.VM. Ce dernier rectangle, d'après le second lemme, est égal au produit de VO et de la droite passant par V, 0 et prolongée jusqu'à la rencontre de la sphère YN, Donc le point Q est sur la surface de la sphère YN : il est donc commun aux surfaces des deux sphères YN, OTS.
Je dis maintenant que les doux sphères se touchent en ce point Q. Menons en effet par le point V et un point quelconque delà sphère OTS, une droite quelconque dans un plan quelconque, soit VZ qui, prolongée, coupe les trois sphères aux points Z, D, H, K, P, B. D'après les lemmes I et ïl :
ZV.VB{sphère OTS) = DV.VP (sphères XM, YN).
Mais DV^VZ, puisque la sphère OTS touche extérieurement la sphère XM en 0, et que la droite qui coupe la sphère OTS la rencontrera dès lors avant de rencontrer la sphère XM. Puis donc que DV.VP == ZV.VB et que ZV < DV, on aura PV < liV. Donc le point lï est extérieur à la sphère YN.
On prouvera, par un raisonnement pareil, que tous les points de la sphère enveloppante sont extérieurs, sauf le point Q. Donc la sphère OTS y est tangente à la sphère YN. c. q. f. d.
La démonstration sera la même et aussi facile pour les contacts intérieurs et dans tous les cas.
Lomé IV. — Soient le plan AC (Jlg. Go) et la sphère DGF, dont le centre est 0; par le centre 0, je mène FODB perpendiculaire au plan, puis, par le point F, une droite quelconque coupant la sphère en G et le plan en A. Je dis que AF.FG = BF.FD.
En effet, coupons la sphère et le plan donné suivant le plan du triangle ABF; soient, comme intersections, le cercle GFD sur la sphère, la droite ABC dans le plan. FB, perpendiculaire au plan AC, le sera à la droite AC. On a donc, dans un même plan, le cercle DGF et la droite AC, avec FDB passant par le centre du cercle et pcrpcndicu-
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laire à AC. Si l'on joint GD, les angles en G, B sont droits; donc io, quadrilatère ÂBDG est inscriptible.
Donc AF.FG =^ BF.FD, et la même démonstration peut se faire pour toute autre section de la sphère.
Lemme V. — Soient le plan ABD (_/?§-. Gr) et la sphère EGF do centre 0; par ce centre 0, je fais passer la droite FOEC perpendi-
culaire au plan, et, dans un autre plan quelconque, je mène la droite FGHI. ^oit 1F.FH = CF.FE. Si, par les points I, H, je décris une sphère qui toiiche le plan AC, elle sera également tangente à la sphère EGF.
Imaginons construite la sphère IHB, passant par les points 1, H, et tangente en B au plan AC; je dis que les sphères EGF, IHB sont tangentes.
Je joins FB; soit CF.FE = BF.FN; d'après le lemme qui précède, le point N sera sur ta surface de la sphère EGF. Mais, par construction,
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CF.FE = IF.Fn; donc TF.Fll = BF.FN. Donc !o point N est sur la sueface de la sphère IBH.
Il faut mainlenant prouvei" que les sphères EGF, Uîïï sont tangentes en N, ce qui est facile. Par le point F et un point quelconque de la sphère EGF, je mène FR qui rencontre la sphère IBH en M et en P, et le plan AC en K. D'après le lemme précédent,
KF.FR;;^CF.FE = IF.FH (par construction) ^PF. FM.
Mais si KF.FR=PF.FM, comme KF>FP (la sphère IBH étant tangente en B au plan AG), FR< FM; donc le point R est extérieur à la sphère IBH. Il en sera de même pour tout autre point de la sphère EGF tians lin plan quelconque des deux côtés du point N. Donc les sphères EGF, IBH sont tangentes en N.
Ges lemmes quoique faciles sont très beaux, surtout III et Y. Dans le lemme III, en effet, on a une infinité de sphères tangentes à la sphère XM et passant par les points T, S, mais il est prouvé que toutes ces sphères en nombre infini sont tangentes à la sphère YN. Dans le lemme V, on a de même une infinité de sphères passant par les points I, H et tangentes au pian AC, et toutes ces sphères en nombre infini touchent la sphère EGF.
(-cci posé, il est facile de résoudre les autres problèmes.
['[lOBL^llK VIII.
Étant donnés deux points, un plan et une sphère, trouver une sphère passant par les points donnés et tangente au plan donné et à la sphère donnée.
Soient donnés le plan ABC (fig.Cyi.), la sphère DFE, et les points H, M. Par le centre 0 de la sphère donnée, j'abaisse sur le plan donné ABC la perpendiculaire EODB; je joins HE, et je pose BE.ED=HE.EG. Le point G sera donné.
Étant donnés trois points H, G, M et un plan, on cherchera (problème II) une sphère passant par les trois points donnés et tangente an plan donné. Elle résoudra le problème.
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Kllc |)asse en effet par les deux points donnés H, 31, et est tangente
au plan ABC pai' constroction et à la sphère DFE d'après le lemme V;
en effet, puisque HE.EG = BE.ED, toute sphère passant par les deux points H et G et tangente au plan ABC touchera aussi la sphère DEK.
iiiaiil donnés deux points et deux sphères, trouver une sphère passant par les deux points donnés et tangente aux sphères données.
Soient données les deux sphères AB, DE (y?^. 63) et les deux
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]i(iiiUs H, M. J(î mène AF par les centres des sphères don nées, et je pose ''^''""^" = ^~; le point F sera donné; soit encore NF. FA = HF.FG, le
point G sera donné.
Étant donnés trois points M, G, H et une sphère DN, on cherchera (problème III) une sphère passant par les trois points donnés et tanfçente à la sphère donnée DN; elle touchera aussi la sphère AB, d'après le lemme III. et ainsi le problème sera résolu.
litant donnés un point, deux plans et une sphère, trouver une sphère passant par le point donné et tangente à la sphère et awx deux plans donnés.
Soient donnés les deux plans AB, BD {Jlg- 6_'i), la sphère EGF et le jKiint H. Dn point 0, centre de la sphère donnée, j'abaisse sur un des
deux plans donnés la perpendiculaire CEOF.et je pose CF.FE = HF.FI. Les deux points H, 1 étant donnés avec les deux plans AB. BD, je cherche (problème VU) une sphère passant par les deux points donnés et tangente aux deux pians donnés; elle touchera aussi la sphère (lemme V) et le problème sera résolu.
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Problème XI.
Etant donnés un point, un plan, et deux sphères, trouver une sphère passant par le point donné, et tangente au plan donné ainsi qu'aux deux sphères données.
Un raisonnement semblable aux précédents ramènera la question au problème VIII, où l'on donne deux points, un plan et une sphère, et cela par le moyen du lerame V. On peut aussi se servir du lemme III pour ramener de même la question à ce problème VIII, mais par une
autre construction.
Problème X.II,
Etant donnés un point et trois sphères, trouver une sphère qui passe par le point donné et touche les sphères données.
Je no fais pas non plus la figure; car le lemme III ramène immédiatement la question au problème IX oii l'on donne deux points et deux
sphères.
PROBLfiME Xill.
Étant donnés deux plans et deux sphères, trouver une sphère qui louche les plans donnés et les sphères données.
Supposons le problème résolu. Si nous imaginons, concentrique à la surface sphérique trouvée, une autre surface sphérique parallèle à une distance égale au rayon de la plus petite des sphères données, cette nouvelle surface sphérique sera tangente à des plans distants des donnés d'un intervalle égal à ce rayon de la plus petite sphère, et tangents également à une sphère concentrique h la plus grande et dont le rayon différera de celui de la plus grande du rayon de la plus petite.
Cette dernière sphère est donc donnée, de même que les plans menés parallèlement aux donnés à une distance égale au rayon de la moindre sphère. Enfin la nouvelle surface sphérique passe par le centre de la moindre dos sphères données, centre qui est donné.
Fermât. - iU. 9
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Ainsi, par oc même artifice que nous avons déjà employé dans le problème VI, la question est ramenée au problème X : Étant donnés mi point, deux plans et une sphère, trouver etc.
Problème XIV.
Etant donnés trois sphères et un plan, trouver une sphère tangente aux sphères et au plan donné.
Par le même moyen que dans le problème VI et dans le précédent, on ramènera la question au problème XI : Étant donné un point, un
plan et deux sphères, etc.
PnOHLÈUE W.
litanl données quatre sphères, trouver une sphère qui leur soil tangente.
Supposons le problème résolu. Par la méthode qu'a employée Apollonius Gallus pour ramener le problème des trois cercles à celui d'un point et de deux cercles, méthode que nous avons déjà employée aussi dans les problèmes précédents, nous ramènerons ce bel et célèbre problème au problème XII, où l'on donne trois sphères et un point.
Ainsi nous avons achevé entièrement le travail proposé, et brillamment complété Apollonius Gallus; toutefois, pour ne pas allonger indéfiniment ce traité des contacts sphériques, nous avons négligé les cas divers, les limitations et les menus détails.
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SOLUTION D'UN PROBLÈME PROPOSE PAR M. DE PASCAL
M. de Pascal a proposé : Dans un triangle, étant donné l'angle au sommet et le rapport de la hauteur à la différence des côtés, trouver l'espèce du triangle.
Soit AC {fig. 65) tiiKî droite donnée quelconque, sur laquelle on décrit le segment de cercle AIFC, capable de l'angle donné. La ques-
tion est ramenée à chercher un triangle dont on donne la hase AC, l'angle au sommet AIC et le rapport de la hauteur à la dilTérence des côtés.
Supposons le problème résolu ; soit AIC le triangle cherclié ; j'abaisse la hauteur IB, je prends le milieu F de l'arc AFC. Je joins FA, FG et FI, j'abaisse sur AI, TC les perpendiculaires CO, FK; de F comme centre, avec AF [)our rayon, je décris le cercle AIIGEC, que les droites CJ, FI
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prolongées rencontrent aux points G, ÏI, E. Enfin je joins GÂ. AFC au
centre est double de AGC à la circonférence. Mais AIC = AFC dans le
mêmfi segment. Donc AIC = a AGC. Mais AIC — AGG + IAG. Donc
IGA = lAG, Donc IA = 1G. Mais, FK étant perpendiculaire du centre F sur GC, on a GK = KG. Donc Kl = i(Gl - IG) = |(C1 - ÏA).
Mais le rapport p. _.. est donné, donc ^ïf' et en multipliant de part et d'autre par AC, TTr-rî? ■ Mais AC . BI — AI . CO, le triangle AIC étant la moitié do chacun de ces deux rectangles. Donc le rapport .ç .., est donne.
Mais, par hypothèse, AIC est donne, COI est droit par construction.
Donc ACOI est donné d'espèce. Donc le rapport -j=^ est donné, donc
HI.IE ED, ,. ,-,,,■ 1)K DE. IF ^ HI.IE DE. IF
^^j^ = ^ (rapportdonne). Ma,s ^ = ^^^. Donc ^^^^ =^^^.
DoncDE.ir = m.lE.
Mais j'ai prouvé que le triangle AFC est donné d'espèce; la base AC
est donnée de grandeur; donc AF est donnée, donc son double HE. Aux rectangles égaux DE. IF, HI.IE, ajoutons de part et d'autre
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DE.IH. OnauraDE.FH = Dl.ni. Mais.DE.FHétantdonncos, DE.FH le sera ; donc Dl . IH ; et ce produit appliqué sur la droite DH donnée de grandeur est en défaut d'une figure carrée ('); donc IH est donnée, et par différence IF. Maïs F est donné de position, donc le point I et tout le triangle AIC. Il est facile de remonter de l'analyse à la synthèse.
Pour dissiper tous les doutes, il est aisé de prouver que le triangle cherché est semblable au trouvé AIC de la seconde figure {fig. 6G)
(ce triangle peut au reste avoir son sommet des deux côtés du point F, à égale distance de part et d'autre du point F; il sera le même d'espèce et de grandeur, la position seule sera différente). Si le triangle cherché n'est pas semblable au trouvé, la base restant la même, son sommet tombera entre les points F, I. ou entre les points I, A (le côté n'importe pas, car du côté FC on peut faire la même démonstration avec le second triangle AIC.)
Soit d'abord le sommet entre A et 1, et supposons, s'il est possible, le triangle cherché semblable au triangle AMC. Je joins FM, et j'abaisse
la perpendiculaire FP; le rapport j^p sera donné par hypothèse ot par
conséquent égal a ^ que nous avons prouvé être égal au rapport
donné; ce qui est absurde.
(1) C'eat-à-Jire qiioDI.m = DILIK-IH^.
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Eii effet, dans les triangles rectangles FMP, FIK, M= I, donc ces triangles FIK, FMP sont semblables; mais FM>FI, donc MP > IK.
Si le point M tombe entre I et F, on prouvera que la hauteur est plus grande et la différence des côtés plus petite et cela par le même raisonnement; donc le rapport est différent. Si M est du coté FG, on se servira du second triangle AIC, et la démonstration sera la même. H est ainsi inutile de s'arrêter plus longtemps à ces cas, et il est constant que le triangle cherché est semblable au trouvé AIC. Le problème est donc résolu.
Je propose en revanche, s'ils le veulent bien, tant à M. de Pascal qu'à M. de Roberval, de résoudre ce problème :
En unpoiiu donné sur une spirale de Galilée, trouver ta langenle.
M. de Roberval sait ce qu'est cette spirale.
J'ai résolu ce problème et j'en attends la solution d'hommes aussi savants qu'ils le sont; mais, s'ils le préfèrent, je leur communiquerai la mienne et môme une méthode générale pour les tangentes des lignes courbes.
Toutefois, pour ne pas paraître quitter les mains vides ce sujet des triangles, je puis proposer les questions suivantes :
Etant donnés la base, l'angle au sommet et la somme de la hauteur et de la différence des côtés, trouver le triangle.
Etant donnés la base, l'angle au sommet et la différence de la hauteur et de la différence des côtés, trouver le triangle.
Etant donnés la base, l'angle au sommet et te produit de la hauteur par la différence des côtés, trouver le triangle.
Etant donnés la base, l'angle au sommet et la somme des carrés de la hauteur et de la différence des côtés, trouver le triangle.
ainsi que beaucoup d'autres questions semblables que mes savanis correspondants résoudront toutefois plus facilement, je pense, que le
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problème ou théorème proposé sur la tangente à la spirale de Galilée. [| faut observer que, dans les questions sur les triangles, toutes les fois que le problème peut être résolu par les lieux plans, il ne faut pas recourir aux solides, mais mes savants correspondants le savent assez, et il était sans doute inutile de faire cette remarque.
DEUX PORISMES
PoiiiSME I. — Etant données de position deux droites ABE, YUC ifig- G7), se coupant au point B, et deux points A, D sur la droite k]i\l, trouver deux points, par exemple 0, N, tels que si l'on en mène, brisée sur un point quelconque H de la droite YBC, une ligne OHN coupant aux points I et V la droite ABD, on ait AI x DY égal à une aire donnée, .ïflcoi>ABxBD.
A B/ \ PB
Voici la construction porismatique d'Eucfide qui représente ht solution la plus générale du problème.
Soit pris quelconque le point 0; je joins AO qui coupe YBC en P, et, par 0, je mène OQ parallèle à ABD et rencontrant YBC en Q. Je mène également, parallèle à ABD, l'indéfinie PNM. Je joins Q\) qui
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coupe PNM en N. Je dis que los deux points 0, N satisfont à la question, c'est-à-dire que si l'on prend n'importe où sur la droite YBC nn point H, et qu'on joigne OH, NH, qui coupent la droite ABD aux points !, V, on aura dans tous les cas AI x UV = AB x BD.
PoursME II. — Étant donné un cercle ABDC {Jig. 68) de diamètre AC, de centre M, trouver deux points E, N, tels que si l'on en mène, brisée sur un point quelconque D de la circonférence , une ligne EDN coupant le diamètre aux points Q, H, iî somme des carrés de QD, DH soit au triangle QDH dans un rapport donné et que cette relation subsiste toujours généralement, quelle que soit la ligne brisée.
J'élève du centre M perpendiculairement au diamètre la droite MB. Je pose -yjg- ég^' 3u rapport donné. En V, j'élève VE perpendiculaire au diamètre et égale àYB; je prends MO — MV, et je mène ON égale et parallèle à VE. Je dis que les points cherchés sont les points E, N, c'està-dire que si l'on prend un point quelconque D de la circonférence, qu'on joigne ED, ND, qui coupent le diamètre aux points Q, H, on
On ne propose pas seulement de trouver la démonstration de ce porisme. Que les mathématiciens plus subtils voient s'il n'y a pas en dehors de E et de N deux autres points qui puissent satisfaire au problème et s'il y a, comme dans le premier porisme, des solutions en
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nombre indéfini. Si je n'ai pas de réponse, je ne dédaignerai pas de venir au secours de la Géométrie sur le point où elle se trouvera en
défant.
PORISMES D'EUCLlDi:,
LEUR TUliORIE UEJIOUVELÉË ET PRÉSENTÉE A(iX GÉOJILTI'.ES IIOUI'.IINES SOUS FORME D'iXTfiOCUCTION.
Au commencement de son Livre VU, Pappus a énuméré les Livres des géomètres anciens qui faisaient partie de l'ensemble analytique. Tous ces Livres sont perdus par l'effet du temps, sauf le seul Livre d'Euclide sur les Données et les quatre premiers des Coniques d'Apollonius; aussi les géomètres modernes ont-ils eu à faire de grands efforts pour réparer tant soit peu la perte d'Ouvrages, dont l'âge destructeur tendait à abolir jusqu'à la mémoire. Avant tous, François Viète, ce génie si subtil qu'on ne louera jamais assez, a heureusement restitué les Livres d'Apollonius Sur les contacts dans un Livre unique qu'il a intitulé 1' k Apollonius Gallus ». Son exemple a excité Marine Ghetaldi etAVillebrord Snellius à aborder des entreprises analogues, dans lesquelles ils ont assez réussi pour que, grâce à eux, nous ne regrettions plus guère les Livres d'Apollonius De. la section en rapport, De la section en produit. De la section déterminée. Des convergences. Suivaient les Lieux plans, les Lieux solides et les Lieux en surface. Ces matières ont été traitées à leur tour par des géomètres dont le nom n'est pas inconnu, et, quoique manuscrits et encore inédits, leurs travaux ne sont pas restés ignorés.
Mais il reste encore, vierge de toute tentative et comme désespérante, la théorie des Porismes d'Euclide. Pappus a beau affirmer que c'était « une œuvre pleine d'art et de la plus grande utilité pour la solution des problèmes les plus obscurs », les géomètres de l'âge écoulé ou du temps actuel en ont ignoré jusqu'au nom, ou n'oni pas
Feruit. — lu. !0
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même soupçonné de quoi il s'agissait. J'ai longtemps tâtonné dans de profondes ténèbres, cherchant en vain comment relever la Géométrie de ce côté, jusqu'à ce qu'enfin « une lumière éclatante a frappé mes yeux et a dissipé pour eux l'obscurité de la nuit ». Je ne veux pa^ cacher jalousement à la postérité un spécimen de ma découverte à la fois ancienne et nouvelle, alors que l'astre de Suède brille sur toutes les sciences et que nous déroberions en vain comme des mystères les secrets des Mathématiques; il n'est en eS'et rien qui puisse échapper au clairvoyant génie de cette reine incomparable, et il ne nous est pas permis de cacher une théorie qui, nous pouvons à peine en douter, serait découverte au premier signe venu d'elle, comme inspiration ou comme ordre.
Pour jeter donc la lumière sur toute cette question des porismes, j'ai choisi un certain nombre des plus remarquables propositions porismatiques, et je les présente avec confiance à l'attention et ii l'examen des géomètres, pour bien faire connaître ce qu'est un porismc et quel en est surtout l'usage.
Soient deux droites ON, OC (_fig. 69) formant un angle au point 0 et données de position. Soient donnés également les points A et B.
De ces points A, B, on mène les droites BE, AF, parallèles h OC et rencontrant NO prolongée aux points E, F. On joint AE qui rencontre CO |>rolongée en D, et on joint aussi FB qui rencontre en C cette même
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droite CO. Si maintenaot d'un point quelconque do la droite ON, Vpar exemple, on mène les di-oites AV, BV, soit S le point de rencontre de AV et de OC, R celui de BV et de la même droite OC, on aura toujours CR X US ~ CO X DO, c'est-à-dire une aire donnée.
Soit une parabole quelconque NAR {fig. 70) et un de ses diamètres quelconque RKO. Je prends sur la courbe deux points quelconques D
et N, desquels je mène des droites concourant en un autre point quelconque de la courbe, soit en D. Ces droites AD, DN couperont le diamètre en des points tels que E, 0 ou G, Q. Les abscisses sur un mémo diamètre seront toujours dans un même rapport, c'est-à-dire qu'on
l'ORISME ]II,
Soit un cercle ayant pour diamètre une droite AD {fig- 71); je mène
à celle-ci une parallèle quelconque NM, renconlranl le cercle aux points N, M. Soient donnés ces points N, M; je mène arbitraii-oment de
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rEUVRES DE FERMAT.
■ . D c. . . AO.RV
points K, », on aura toujours .y ...■ -
(■(■a points une ligne NBM brisée sur le cercle et qui coupe le diamètre en des points 0, V. Je dis que le rapport ■. „" ^ est donné; ou bien que S! l'on mène une autre ligne brisée NCM, coupant le diamètre aux AR.DS " AS.1>R'
Il est facile d'étendre cette proposition aux ellipses, aux byperbole.s et aux sections opposées.
PORISMK IV,
Soit le cercle ICTI {fig. 72), son diamètre IDH donné, son centre I), son rayon CD normal au diamètre. Soient sur le prolongement du dia-
mètre deux points B, A donnés de telle sorte que AI = BH. Soit posé rr — j^ et DR= DL; les points R et L seront donnés. Qu'on joigne CA et qu'on prenne, égale à cette droite, AF perpendiculaire au diamètre. Soit entin BG égale et parallèle à AF, et des points F, G, menée brisée sur le cercle une droite FEG qui coupe le diamètre aux points M et N. Je dis que la somme RM* -h LN^ est toujours égale à une même aire donnée.
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En second lieu, avec les mêmes positions, si l'on jninL CL, (jiie l'cni prenne, égale à cette droite, LP perpendiculaire au diamètre, et qu'on mène RZ paralIMe et égale à LP; si des deux points Z et P on mène brisée sur la circonférence une ligne comme PVZ, coupant le diamètre aux points K, T, la somme AT^+ BK^ sera toujours égale à une autre aire donnée.
PoHLSMi: V.
Soit le cercle RAC(,/(^. ^S), son diamètre RDC donné, son centre D, son rayon D A normal au diamètre. Soient pris arbitrairement sur ie
diamètre, mais à égale dislance du centre D, deux points Z, B. Joignons AZ; menons, égale à cette droite, ZM perpendiculaire au diamètre et BO égale et parallèle à ZM. Qu'on mène, brisée sur la circonférence, une ligne quelcon(|ue MHO, coupant le diamètre aux points E,
N; le rapport -
I sera donné et égal au rapport jj^-
Par l'énoncé de ces proposilions, dont personne ne niera i'élégance et la beauté, on peut facilement reconnaître la nature même des porismes. Il est évident en effet qu'on peut, ainsi que le dit Pappus, les énoncer comme théorèmes ou comme problèmes. Je les ai énoncées comme théorèmes; mais rien n'empêche de les transformer en problèmes. Par exemple le porismc V peut être conçu comme suit :
Etant donné un cercle RAC de diamètre RC, trouver aeux points M et 0, tels que si de ces points on mène, biisée sur la circonférence, une
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ligne quelconque MHO, on ait toujours comme donné le rapport au triangle EHN de la somme des carrés des abscisses EH, HN.
La construction résulte du théorème qui précède : si en effet on prend dans le rapport donné jy^i tout le reste s'ensuit. De la même manière, on peut, pour tous les autres porismes sans exception, transformer facilement les théorèmes en problèmes.
D'autre part, Pappus indique qu'au sens des géomètres postérieurs à Euclide : « le porisme est en défaut, en ce qui concerne l'hypothèse, par rapport au théorème de lieu ». Cela révèle entièrement la nature spéciale du porisme et c'a été presque sans autre indice que celui fourni par ces mots que nous avons pénétré les secrets de cette matière.
Lorsque nous cherchons un lieu, nous nous proposons de trouver une ligne droite ou une courbe qui nous est inconnue en tant seulement que nous avons à déterminer le lieu qu'occupe la ligne à trouver; mais quand nous partons d'un lieu supposé donné et connu pour en trouver un autre, ce nouvoau lieu est appelé porisme par Euclide, et c'est pourquoi Pappus a ajouté avec grande raison que les lieus eux-mêmes sont une espèce de porismes et qu'on leur donne ce nom.
Comme seul exemple, nous allons appliquer notre définition à la figure du porisme V. La droite RC étant donnée, si l'on cherche une courbe quelconque telle que RAB dont la propriété soit qu'en abaissant d'un quelconque de ses points A la perpendiculaire AD, on ait AD-= RD X DC, nous trouverons que la courbe RAC est une circonférence de cercle. Mais si, ce lieu étant déjà donné, nous partons de là pour en trouver un autre, par exemple, le problème du porisme V, ce nouveau lieu sera appelé /jomme, comme tous les autres en nombre infini que la sagacité d'un analyste exercé peut imaginer et déduire de celui qui est déjà connu.
Gomme nous l'avons déjà dit, les lieux eux-mêmes sont des porismes ; il faut d'ailleurs corriger d'après le texte grec l'erreur du traducteur
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de Pappus k cet endroit où il dit que : « L'Ouvrage des Porismes est très utile pour les résolutions des problêmes les plus obscurs et de leurs genres qui ne comprennent pas celte nature gui en fournit la multitude ». Ces derniers mots, pour ainsi dire, n'offrent aucun sens; il faut recourir à Pappus lui-même dont le texte est le suivant, d'après les manuscrits ;
IIop(ff[Aa'c« ÈCTTi TToT.XoVç à'0p(/'.3'[;.a ^iXoTEyvsTaTOv sic Tr^v ù.-rjXuii<.v Twv È[J.j3piÔ£ffTip(j)v ■îvpoj3Xïîfy.7.TCOv xal Tôiv ycvôjv àTZEpiX-zj-R-rov ':fjc; '^>J(tïo)ç
Pappus dit que les porismes servent à l'analyse des problèmes plus obscurs et des genres, c'est-à-dire des problèmes généraux. Il résulte en effet de ce que nous avons dit que les propositions des porismes sont générales au plus haut degré. Puis il ajoute : « dont la nature fournit une multitude à peine compréhensible à l'esprit », mots par lesquels il indique ces solutions en nombre infini du même problème, qui tiennent presque du miracle.
A notre invention de ces tliéorèmes ou problèmes, s'ajoute iine méthode particulière, dérivant de la pure Analyse, et grâce à laquelle, avec les cinq porismes précédents, nous en avons trouvé, construit et démontré beaucoup d'autres.
Si les savants accueillent avec faveur ce peu que nous donnons ii titre seulement d'introduction et de prodrome d'une œuvre plus approfondie, nous pourrons un jour restituer la totalité des (rois Livres des porismes, et, bien plus, pousser plus loin qu'Euclide luimême et découvrir des porismes vraiment étonnants et qui jusqu'il présent sont inconnus, sur les sections coniques et sur d'autres courbes quelconques.
PROPOSITION DE M. DE FERMAT SUR LA PARABOLE
J'ai proposé de décrire une parabole par quatre points donnés.
11 y a deux cas, pour chacun desquels il faut d'abord poser le lemni
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suivant. Soit ECBAD i^fig. 74) une parabole dont le diamètre AF est donné de position; soient également donnés les points B, C de la parabole et l'angle des ordonnées sur le diamètre AF. Je dis que la
parabole est donnée de position.
Menons les ordonnées BN, (-î^ Du point B donné, BN est menée sous un angle donné (puisqu'on donne l'angle des ordonnées) sur AF donnée de position; donc le point N est donné; de même M. Les droites BN, CM sont donc données de position et de grandeur. Mais d'après la nature de la parabole, g^ — ^^, si l'on suppose que A est le sommet de la parabole ou l'extrémité du diamètre. Le rapport '-rrr est ainsi donné, ou, dividendo, le rapport j^^; mais MN est donnée, avec les points M et N, done NA, donc le point A. Si d'ailleurs on pose ^., = -y-7 Z côté droit de la parabole sera donné, les autres droites
l'étant. Ainsi, on a donnés : le sommet A, le côté droit Z, le diamètre AF de position, l'angle des ordonnées. Donc la parabole est donnée de position (Apollonius, I, 52).
Cela posé, il est facile de construire le premier cas {Jig. yS). Soient donnés les quatre points B, C, D, F; si on les joint par les droites BC, CF, FD, DB, ou bien aucune ne sera parallèle h l'opposée, ou bien, comme dans ce cas, on aura par exemple BC parallèle à DF.
Prenons les milieux I, E de ces deux droites et supposons le problème résolu ; si on joint lE, qui divise par moitié deux parallèles, ce sera un diamètre de la parabole. Mais ï, E sont donnés, donc lE l'est de position, ainsi que l'angle DEL On a donc donnés : le diamètre lE
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de posil:ion, l'angle des ordonnéfis et deux points li, D de la parabole; donc la parabole DBACF est donnée de position.
Le second cas est plus difficile r c'est celui où aucune des droites joignant deux des points donnés n'est parallèle à une autre.
Soient donnés (Jig- 76) quatre points X, N, D, R, on sorte que si l'on joint XR, RD, DN, NX, aucune ne soit parallèle à l'opposée. Sup-
posons le problème résolu et tracée la parabole XANDBR satisfaisant à la condition proposée. Soient V le point de rencontre de XN, RD prolongées, Bl, C les milieux de XN, RD. Menez par ces milieux les diamètres MA, CB qui rencontrent la parabole aux points A, B, et par ces derniers lAS, SB parallèles k XV, VR et se rencontrant en S. Je joins AB, j'en prends le milieu en P et je joins SP.
l'f.Bil/.l. - III. I I
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Cette cotistrucLion faite, il est clair que lAS, menée par le ?ominet (lu diamètre MA parallèlement à l'ordonnée XN, est taogente à la parabole en A. On prouvera de même que SB est tangente à la parabole en B. Donc (Apoll., III, 17) ^y ^^ = ^r-- Mais les quatre points X,
XV.VN lîViVD
sp- Mais ASB est donné, comme égal, à cause des parallèles, au donné XVR. Ainsi, dans le triangle ASB, l'angle au sommet S est donné avec le rapport des côtés ^; donc ce triangle est donné d'espèce, donc SAli et le rapport .,;; donc, puisque AP = .', AB, le rapport j^ est donné. Ainsi dans le triangle SAP, l'angle en A est donné avec le rapport des côtés -r-p; donc le triangle est donné d'espèce, donc PSA est donné.
Ceci posé, SP, qui passe par le milieu de la corde AB joignant les points de contact des tangentes, sera un diamètre de la parabole (Apoll., Il, 29). Mais, dans la parabole, tous les diamètres sont parallèles, donc le diamètre MA est parallèle à SP, donc iAM = ASP. Mais
ASP est prouvé donné; donc IAM, et son al ter ne- in terne NMA. Mais M, milieu de NX, donnée de grandeur et de position, est donné. Donc MA, diamètre, est donné de position avec l'angle des ordonnées AMN et les deux points N, D de la parabole. Donc, d'après le lemme, la parabole est donnée de position, et il est facile de remonter de l'analyse h la synthèse,
Il est clair que, dans ce dernier cas, deux paraboles satisfont au problème, car les droites DN, XR, supposées non parallèles, se rencontrent, et alors, par le même raisonnement, on peut tracer une parabole qui résout également le problème.
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DÉMONSTRATION DU LIEU A TROIS DROITES
Soient données de position trois droites formant un triangle : AM, MB, BA {fig. 77); soit un point 0 quelconque duquel on mène sur
les droites données les droites OE, 01, OD sous les angles donnés OIÎM, OIM, ODB. Soit enfin donné le rapport ^?~- -Te dis que le lieu du point 0 est une section conique.
Prenez en Q le milieu de MB, joignez AQ et par G menez à MB, MA les parallèles FOC, ON.
Les trois triangles OEF, ODC, OIN sont donnés d'espèce : car, par
hypothèse, les angles OEF, ODC, OIN sont donnés, et il en est de même
de l'angle EFO égal au donné AMB, à cause des parallèles; de CCD,
égal au donné MBA; enfin de ONI, puisque ONB est donné comme
égal à AMB à cause des parallèles. Donc le rapport -r-r^. est donné ; de
I . 00 , , . EO.OD
même le rapport tttt; donc le rapport .. ■■ Mais, par nypotncse,
- sera donné. Mais
le rapport t™ est donné, puisque le triangle OIN est donné d'espèce ;
donc le rapport - -r^-j- ■ ou ■■ .v.;^ sera donne (FM étant égal a OiN).
Si on partage AQ en U de telle façon qn'en menant UR parallèle
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à j\I.H, ]<i rapport j,-^p soit égal au donné — pirs- (ce qui est facile, puisque i'anglc MRU est donné), .et si l'on fait passer par le point U une section conique ayant AQ pour diamètre et tangente en M, B aux droites MA, AB (ce qui est très facile et donnera d'ailleurs, suivant les différentes positions du point U, soit une parabole, soit une hyperbole, soit une ellipse; je n'ajoute pas ce qui serait superflu, surtout pour vous); je dis que ia section conique ainsi décrite passera par le point 0.
Soit eu effet P le point où elle passera de l'autre côté. La droite UR, parallèle à l'ordonnée MB, sera tangente à la conique; donc, si celle-ci
FO.OC
Or il en est ainsi; car, Q étant le milieu de MB, on a FX — XC; d'autre part, dans la conique, 0X-— XP; donc, par différenco, FO = PC.
Il est facile de remonter de l'analyse à la synthèse, par une démonstration conduisant à l'impossible.
(') La condiiaioii devrait ûtre Pt'' = OC: ce qui revient au mâiiio eii rctraiicliaut OP de part et d'autre.
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Quo les aticifiiis aient longuement traité des lieux, on iio peut en douter; nous le savons par Pappus, qui, au commencement du Livre VII, témoigne qu'Apollonius avait écrit sur les lieux plans, et Aristée sur les lieux solides. Mais, si nous ne nous trompons pas, la recherche des lieux ne leur était point suffisamment aisée. Nous le conjecturons de ce fait que, pour nombre de lieux, ils n'ont point donné un énoncé assez général, ainsi qu'on le verra plus loin.
Nous soumettons donc cette théorie a une analyse qui lui est propre et particulière, et qui ouvre la voie générale pour la reclicrche des lieux.
Toutes les fois que dans une équation finale on trouve deux quantités inconnues, on a un lieu, l'extrémité de l'une d'elles décrivant une ligne droite ou courbe. La ligne droite est simple et unique dans son genre; les espèces des courbes sont en nombre indéfini, cercle, parabole, hyperbole, ellipse, etc.
Toutes les fois que l'extrémité de la quantité inconnue qui décrit le lieu suit une ligne droite ou circulaire, le lieu est dit plan; si elle décrit une parabole, une hyperbole ou une ellipse, le lieu est dit solide; pour d'autres courbes, on l'appelle lieu de ligne. Nous n'ajouterons rien sur ce dernier cas, car la connaissance du lieu de ligne se déduit très facilement, au moyen de réductions, de l'étude des lieux plans et solides.
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Il est commode, pour établir les équations, de prendre les deux quantités inconnues sous un angle donné, que d'ordinaire nous supposerons droit, et de se donner la position et une extrémité de l'une d'elles; pourvu qu'aucune des deux quantités inconnues ne dépasse le carré, le lieu sera plan ou solide, ainsi qu'on le verra clairement ci-après.
Soit NZM (Jig- 78) une droite donnée de position, dont on donne le
point N. Qu'on égalai NZ à la quantifé inconnue a, et la droite Zl
(menée sous l'angle donné NZl) à l'autre quantité inconnue e.
Soit
da — he.
Le point I sera une droite donnée de position.
En effet, on aura -j ~ - • Donc le rapport - est donné, ainsi que l'angle en Z. Donc le triangle NIZ est donné d'espèce, donc l'angle INZ. Mais le point N est donné, ainsi que la position de la droite NZ. Donc NI sera donnée de position. La synthèse est facile.
On ramènera à cette équation toutes celles dont les termes sont soit donnés, soit formés par les inconnues a et e, multipliées par des droites données ou bien prises simplement.
Soit posé s" — dr. On aura -y = — -—■
Soit pris MN — /■; le point M sera donné et l'on aura MZ -- r— i
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Le rapport ■„.- sera donc donne, ainsi que l'angle en Z. Donc le triangle IZM sera donné d'espèce, et en joignant Ml, on conclura que cette droite est donnée de position. Ainsi le point I sera sur une droite donnée de position, et la même conclusion se tirera sans difficulté pour toute équation qui aura des termes en a ou e seulement.
C'est là la première et plus simple équation de lieu, qui servira à trouver tous les lieux sur une ligne droite; par exemple la proposition 7 du Livre I d'Apollonius Des lieux plans, qui pourra dès lors s'énoncer et se construire plus généralement.
Cette équation renferme aussi la très belle proposition suivanle, que nous avons découverte par son moyen :
11 Soient, en nombre quelconque, des droites données déposition, auxquelles on mène d'un même point des droites sous des angles donnés; si la somme des produits des droites ainsi menées par des données est égale à une aire donnée, le point d'oà on les mène sera sur une droite donnée de position. !i
Nous omettons une infinité d'autres propositions, qui pourraient, a bon droit, être opposées à celles d'Apollonius.
Le second degré des équations de cette sorte se présente si ae ~ s", auquel cas le point I est sur une hyperbole.
Menez NR (Jig- 79) parallèle à ZI; prenez sur NZ un point quel-
conque, soit M, par lequel vous mènerez MO parallèle ;i ZI. Con-
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sÈruisez lo rectangle NiMO égal à l'aire z". Par le point 0, entre (os asymptotes NR, NM, décrivez une hyperbole; elle sera donnée de position et passera par le point I, puisqu'on suppose ae. c'est-à-dire le rectangle NZI, équivalent au rectangle NMO.
On ramènera à cette équation toutes celles dont les termes sont, soit donnés, soit en a, en e ou en ae.
Ainsi soit t/" -h oe = ra -i- se.
D'après les règles de l'art, on aura ra -+- se — ae = d". Formez un rectangle de deux côtés, qui donnent les termes : ra-\- se — ae. Ces deux cotés seront a — s et r — e, et leur rectangle ra -r se ~ ae — rs.
Si maintenant de d" vous retranchez rs, le rectangle
Prenez NO {fig. 80) égal à s, et ND, parallèle à Z[, égale à r. Par le
Fig, Sn.
point D, menez DP parallèle à NM; par le point 0, OV parallèle à ND; prolongez ZI jusqu'en P.
Puisque NO = i> et NZ = fl, on a «— ,ï = OZ — VP. De même, puisque ND = ZP =/■ et Zl ^ e, on a r -e = PI. Le rectangle PVx PI est donc égal à l'aire donnée d" — rs\ le point I est donc sur une hyperbole ayant PV, VO pour asymptotes.
Si, en effet, prenant un point quelconque X et menant la parallèle XY, on construit le rectangle yW~d"—rs, et que par le point Y, entre les asymptotes PV, VO, on décrive une hyperbole, elle passera par le point I. L'analyse et la construction seront faciles dans tous les cas.
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Lk degré suivAr(T des équations de lifiu se présente si l'on a a- -- eou si a^ est à e^ dans un rapport donné, ou encore si a^ -+- ae est à c^ dans un rapport donné. Enfin ce cas comprend toutes les équations dont les termes vont jusqu'au carré, et sont en a', e' ou ae.
Dans tous ces cas, le point I est sur une ligne droite, ce qui est très facile à démontrer.
Si le rapport - ' >,,■, — '- est donné {fig- 8i), qu'oji mène une
sera le même
comme jl est très facile de le prouver. Le point 1 sera donc sur une droite donnée de position.
Il en sera de même pour toutes les équations dont tous les termes seront affectés des carrés des inconnues ou de leur rectangle; il est inutile de détailler plus exactement les cas particuliers.
Si aux carrés des inconnues avec ou sans leur rectangle s'ajoutent des termes soit donnés absolument, soit produits d'une droite donnée par l'une des inconnues, la construction est plus difficile. Nous la ferons brièvement dans les différents cas, avec la démonstration.
Si «^ = de, le point I est sur une parabole.
Soit {fig. 82) NP parallèle à ZI ; avec NP pour diamètre, décrivez la parabole dont le paramètre est la droite donnée d et dont les ordonnées sont parallèles à NZ. Le point 1 sera sur cette parabole, qui est donnée de position.
En effet, d'après la construction, le rectangle c/xNP:=PI-, ou autrement (/x IZ = NZ^, et par suite de = a-.
On ramènera facilement à celte équation toutes celles où tf se ren-
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contre avec des termes produits de e par des données, ou bien é avec des termes produits de a par des données; il en sera de même, quand
Fig. «=.
l'équation comprendrait en outre des termes absolument donnés;. Soit
é' — da.
Dans la ligure précédente, avec N pour sommet, NZ pour diamètre, décrivez la parabole dont le paramètre est d, et dont les ordonnées sont parallèles à la droite NP. fille satisfera à la question, comme cela
est évident.
Soit
b' — d^^^di: ou, par conséqueiil, lr~- (fe — a"^.
Divisez h~ par d; soit b'^ =^ dr. On aura donc
dr — de^ d' ou d{r — e) —dK
On aura ainsi ramené cette équation ii la précédente en substîtuanl r — e à e.
Soit en effet menée MN {fig. 83) parallèle à ZI et égale ;i r, et par
le point M, _M0 parallèle à NZ. Le point M est donné, ainsi que la position de la droite MO. D'après cette construction. 01 = r — e. DoncrfxOï^NZ^=MO=.
La parabole déerite à partir du sommet M. sur le diamètre MN, avec
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d comme paramètre et des ordonnées parallèles à NZ, satisfera à la question, comme il est clair d'après la construction.
Si b^-k-a^^de, on aura de — b^^^a^, etc., comme ci-dessus. On construira do même toutes les équations semblablement composées en a^ et e.
Mais a^ se trouve souvent avec e^ et des termes absolument donnés.
Soit A- — a- = e^.
Le point I sera sur un cercle donné de position, si l'angle NZl (;st droit.
Soit pris NM (^g. 84) égal à b. Le cercle décrit de N comme centre, avec NM comme rayon, satisfera à la question, c'est-à-dire que quel
Fi"'. 84.
que soit le point 1 pris sur sa circonférence, ZP(ouf-) sera égal ii !N'M^(ouô'') — NZ'(oua-), comme il est clair.
On ramènera à cette équation toutes celles qui ont des termes en «S e-, et en a ou e multipliés par des données, pourvu que l'angle NZl soit droit, et en outre que le coefficient de a^ soit égal à celui de e^.
Soit
Ajoutez de part et d'autre /*'' pour substituei A r^-i- b- ajoutez d-, pour substituer d -\- a [\ a, ot soit p- ~ d- — ida — a"--'--- r- -\- b''- — ida — à-.
a e, vous aurez
On aura
car par construction
Si maintenant, au lieu clo « + </, on prend a, et si, au lieu de e + r, on prend e, on aura
L'équation sera ramenée à la précédente.
On y ramènera par un raisonnement semblable toutes les équations pareilles. Grâce à ce procédé, nous avons construit toutes les propositions du second Livre d'Apollonius Sur les lieux plans, et nous avons démontré que les six premières ont lieu pour des points quelconques, ce qui est assez remarquable et était peut-être ignoré d'Apollonius.
3]ais soit — ^Î-^ dans un rapport donné, le point J sera sur une ellipse.
Soit pris Ws^h. Avec W comme sommet, N3I comme diamètre. N comme centre, décrivez une ellipse dont les ordonnées soient parallèles à la droite ZI et telle que les carrés des ordonnées soient aux rectangles des segments du diamètre dans le rapport donné; le point ï sera sur cette ellipse. Car N>P — NZ- est égal au rectangle des segments du diamètre.
On ramènera à cette équation toutes celles où à- se trouve dans un membre, opposé h e^ dans l'autre, sous un signe contraire, et avec un coefficient différent. Car, si les coefficients sont identiques et l'angle droit, le lieu sera un cercle, comme nous l'avons dit. D'ailleurs, quoique les coeflicients soient les mêmes, le lieu sera une ellipse, si l'angle n'est pas droit.
Si les équations comprennent en outre des termes produits de a ou c par des données, la réduction se fera néanmoins par l'artifice que nous avons déjà employé.
Soit ^.. dans un rapport donné, le point I est sur une liyperbole.
Menez NO {fig. 85) parallèle à ZI ; soit sTïTi dans le rapport donné. Le point R sera donné. Avec R comme sommet, ItO comme diamètre.
N comme centre, décrive/ une hyperbole dont les ordonnées soient parallèles à NZ, et telles que la somme de RO^ et du produit par RO du diamètre total [MR] soit ii OP dans le rapport donné -r^-
r. ■ , j ,ir\T MD MOxUli + MH'
Par conséquent, componenao, en prenant MM = NH, 7Tvr~-7Y —
est dans le rapport donné -^■
iMais MOxOR+NR= = NO^ = ZF = e^ et OP + Zz-^^NZ-^ (ou a= ) + /-=.
Donc T^ — ; = —rr^ et, convertendo, — -^ est le rapport donné.
Donc le point I est sur une hyperbole donnée de position.
Le même artifice que nous avons déjà employé ramènera à cette équation toutes celles où figurent a^ et e^ avec des termes donnés, soit simplement, soit en outre avec des termes produits de a ou e par des données, et où «* se trouve dans l'autre membre que e\ mais sous le même signe. Car, si les signes étaient contraires, on conclurait à un cercle ou à une ellipse.
L'êquatios la plus difficile est celle où à' et e^ figurent avpc des termes en ae, et en outre des termes donnés, etc.
Soit &*— 2a^= lae -h e^.
Ajoutez de part et d'autre a' pour avoir a -h e comme racine de l'un des membres :
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A « -h e substituons e, par exemple, et, d'après ce qui précède, soit le cercle Ml {fig. 86) satisfaisant à la question : c'est-à-dire que
MNM= è= ) - NZ' ( = «^ ) =. ZP (^ [ a -^ e]^).
Soit VI -- NZ = a. On aura ZV = e.
Mais dans cette question nous cherchons seulement le point ^' ou l'extrémité de ia droite e. 11 faut donc voir et montrer sur quelle ligne se trouve le point V.
Soit MR parallèle à ZI et égale à MiX. Joignez NR que IZ prolongée rencontre en 0. Puisque MN = MR, NZ = ZO. Mais NZ = VI; donc, par addition, VO = ZI. Donc MN- — NZ^ = VO'. Mais le triangle NMR est donné d'espèce; donc le rapport -j^^ est donné, donc le rapport
jF^i donc le rapport tû^fEtsTh' ^^^'^ "'^'^^ avons prouvé que OV = MN'' — NZ' ; donc le rapport ^'^^^^^J^ est donné. JMais les points N et R sont donnés, ainsi que l'angle NOZ. Donc le point V, d'après ce qui a été démontré précédemment, est sur une ellipse.
Par un procédé analogue, on ramènera aux cas précédents tous les autres dans lesquels des termes en ae se rencontrent avec des termes les uns donnés, les autres en a^ et e^, ou encore produits de a et de e par des données; la discussion de ces difi'érents cas est très facile, et
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la question se résoudra toujours par le moyen d'un triangle connu d'espèce.
Nous avons donc embrassé dans un exposé Itref et lucide tout ce que les anciens ont laissé inexpliqué sur les lieux plans et solides ; par suite on reconnaîtra immédiatement quels lieux donnent tous les divers cas de la dernière proposition du Livre I d'Apollonius Des lieux plans, et on découvrira en général, sans grande difficulté, tout ce qui regarde cette matière.
Comme codronkemest de ce Traité, nous y ajouterons une très heik' proposition, dont la facilité apparaîtra aussitôt.
Etant données de position des droites en nombre quelconque, si d'un même point on mène à chacune d'elles une droite sous un angle donné, et que la somme des carrés des droites menées soit égale à une aire donnée, le point est sur un lieu solide donné de position.
Un seul exemple sutlil à indij:[itcr le procédé général de construction.
Soient donnés deux points N et M (Jîg. 87), et soit à trouver le lieu des points tels que si l'on mène les droites IN, IM, la somme de leurs carrés soit au triangle INM dans un rapport donné.
Soit posé NM = b. Appelons c la droite Zl menée perpendiculain ment, et a la distance NZ.
'■— iba -{
D'après les règles de l'art, donné.
be
est un rapport
Kn résolvant les positions d'après les règles exposées, la construction se fera comme suit.
Prenez en Z le milieu de MM; élevez en Z la perpendiculaire ZV; soil dans le rapport donné -—r-, sur VZ décrivez le demi-cercle VOZ, inscrivez ZO = ZM et joignez VO. De V comme centre avec VO pour rayon, décrivez le cercle OIR. Si d'un point quelconque R pris sur ce cercle, on mène RN, RM, je dis que RN*4- RM= est au triangle RNM dans le rapport donné.
Si cette découverte eût précédé notre restitution déjà ancienne des deux Livres Des lieux plans, les constructions des théorèmes de lieux en eussent été rendues beaucoup plus élégantes; cependant nous ne regrettons pas cette production, quoique précoce et insuffisamment mûrie. 11 y a en effet pour la Science un certain intérêt à ne pas dérober à la postérité les travaux encore informes de l'esprit; l'œuvre d'abord simple et grossière se fortifie et grandit par les nouvelles inventions. !1 est même important pour l'étude de pouvoir contempler pleinement les progrès cachés de l'esprit et le développement spontané de l'art.
RENFERMANT L,V SOLUTION DES PROBLÈMES SOUDES PAR LES LIEUN
Après la méthode pour trouver les lignes servant de lieux, il reste à chercher comment la solution des problèmes solides peut se déduire de ce que nous avons dit et cela de la façon la plus élégante. Dans ce but, il faut restreindre cette faculté des quantités inconnues de varier en dehors de leurs limites; car dans les lieux il y a une infinité de points qui satisfont à la question proposée.
Le plus commode est de déterminer la question au moyen de deux équations de lieux; car deux lignes-lieux données de position se
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coupent mutuellement, et le point d'intersection, qui est donné de position, ramène la question de l'indéfini aux termes proposés.
Des exemples peuvent expliquera chose brièvement et clairement. Soit proposéa' + Aa* = .s"/'.
Il est commode d'égaler ciiacun des deux nieuilii'es de réquation au solide hae, en sorte qu'en divisant ce solide, d'un ciWé par «. ilc l'autre par h, la question soit ramenée h des lieux.
Puisque ainsi a' -^ ha^ = hae, o-a aura rt° + ia == t*'. Comme il est clair d'après notre méthode, l'extrémité de e sera sur une parabole donnée de position.
D'autre part z"b^bae; donc s"=«e, et, d'après notre méthode, l'extrémité de e sera sur une hyperbole donnée de position. Mais nous avons déjà prouvé qu'elle est sur une parabole donnée de position. Elle est donc donnée de position, et il est facile de remonter de l'analyse ii la synthèse.
La méthode sera la même pour tontes les équations cubiques; rai', en ramenant d'un côté tous les termes solides oii figure a, de l'autre le solide entièrement donné ou encore en laissant avec ce dernier des termes solides en a ou en a^, on pourra former une équation semblable à celle du cas précédent.
Soit maintenant un exemple d'équations biquadratiqiies :
Soit a" -\- b"'a 4-3*0^ — cV^, d'où o' = t/'" — b"'a — =-«^
Égalons ces deux membres ii^^é^^. Puisque «' = =-e^ en exti'ay;nil la racine carrée, a^^zc; l'extrémité de e sera sur une parabole donnée de position.
D'autre part, puisque d'" — b"'a ~ z--a'- = s^e'-, en divisant tous les
termes pars-, on a — ^^ — - — a^~e-. D'après notre méthode, l'extrémité de e sera sur un cercle donné de position. Mais elle est ausst sur une parabole donnée de position. Elle est donc donnée.
Le même procédé peut servir à résoudre toutes les équations biquadratiques; car, par la méthode de Viète (Cap. 1 : De emend.), on peut faire disparaître le terme affeclé du cube, et eu disposant d'un coté le
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bicarré inconnu, do l'autre le veste des termes, on résoudra la question par une parabole et un cercle ou une hyperbole.
Soit proposé comme exemple de trouver deux moyennes proportionnelles.
Soient deux di'oites, h la plus grande, d la plus petite, entre lesquelles il faut trouver deux moyennes proportionnelles.
Soit a la plus grande de ces moyennes, on aura a' = b'^d. Égalez les deux termes à bae. On aura d'un côté a- = be, de l'autre ae = bd.
Par suite la question se résoudra par Tintersection d'une hyperbole et d'une parabole.
Soit une droite quelconque OVN {fig- 88) donnée de position, et le point 0 donné sur cette droite. Soient données les droites b eld, entre lesquelles il faut trouver deux moyennes proportionnelles. Supposons OV = a, et soit e la droite VM perpendiculaire à OV.
D'après la première équation (a- = he), il est clair qu'il faut décrire, avec le point 0 comme sommet, b comme paramètre et un diamètre parallèle à VM, une parabole dont les ordonnées soient parallèles k OV : cette parabole passera par le point M.
D'après la seconde équation (hd=ae), soit pris sur la droite OV un point quelconque N; élevoz-y la perpendiculaire NZ, et soit ONxNZ = W. Élevez aussi la perpendiculaire OR. D'après notre méthode des lieux, il faut décrire une hyperbole passant par le point Z et ayant pour asymptotes RO, OV; elle sera donnée de position et passera par le point M.
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Mais la parabole déjh décrite est aussi donnée de position et passe
parle même point M; donc le point M est donné de position. Si on en
abaisse la perpendiculaire MV, le point V est donné, donc la droite OV
qui est la plus grande des deux moyennes proportionnelles que nous
cherchons.
Ces deux moyennes peuvent donc être trouvées par rinlerseetioi)
d'une parabole et d'une hyperbole.
Si l'on veut élever la question ii une équation biquadratique, qu'on
ruuUipI ie tous les termes par a :
En égalant, d'après la méthode précédente, chacun des deux membres à b'-é-, on aura deux équations, à savoir à' = be, et da = e-, qui donneront chacune une parabole donnée de position. La construction des moyennes proportionnelles se fera donc ainsi par l'intersection de deux paraboles.
Ces deux constructions se trouvi-nt dans Eutocius sur Arehimède; elles s'expliquent immédiatement par cette méthode.
Il est donc inutile d'employer les plarapléroses climactiqaen de Viète, pour ramener à des équations quadratiques les biquadratiques au moyen de cubiques à racine de deux dimensions. Car il est elaii' que les biquadratiques se résolvent avec la même élégance, !a même facilité et la même rapidité que les cubiques, et il n'est pas possibli?, je crois, d'imaginer une solution plus élégante.
Pour faire ressortir l'élégance de cette méthode, voici la conslruciLoii de tous les problêmes cubiques et biquadratiques au moyen d'une parabole et d'un cercle.
Soit a* — z"'a = d'", d'oii a' = z"'a -+- d'".
Formez le carré de la différence de a- et de b'- (ou d'un auti-i- carré quelconque) : ce carré sera a" ^ b* — ib-à^.
Ajoutez, comme supplément, à chaque membre de l'équiitiou : b'' — 'j-b'-d', on aura
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Soit 2b'- =^ /r, ot égalons chaque inombre de l'cquiilion à n-e'-.
On aura d'un côté, en prenant la racine carrée, a- — b- = ne et par suite l'extrémité de e sera sur une parabole, d'après notre méthode.
De l'autre côté, on aura — — a*+ ^ h ^ — c-, cl, d'apris nnlrt-
méthode, l'extrémité de e sera sur nu cercle.
Ainsi la question est vésolui.' par le Iracé d'une i^arahole t'A. d'un rercic.
t^ette méthode s'étend facilement à tous les cas, tant cubiques que hiquadratiques. Il faut seulement prendre soin d'avoir dans un membre a", dans l'autre le reste des termes quelconques, à condition qu'il n'y en ait pas en a'. Mais par Vexpurgation de Viète on peut toujours. dans une équation biquadratique, faire disparaître le terme affecté du cube ; la méthode reste donc la même dans tous les cas.
Quant aux équations cubiques, la méthode de Vie te en fait disparaître le terme affecté du carré; en sorte qu'en multipliant tous les termes par a, on aura une équation biquadratique, où aucun terme ne sera affecté du cube; elle se résoudra donc par la méthode qui précède.
Il faut seulement prendre soin que, dans la seconde équation, on ait dans un membre a*, dans l'autre e^, sous des signes contraires, ce qui est toujours très facile.
Pour parcourir tous les cas, soii encore
Formez le carré de a- inoins un carré quelconque donné, soit b^, vous aurez a'- -h b'- ^ '>.a-b'\ Ajoutez, comme supplément aux deux membres de l'équation, b'' — ^a^b^, on aura
a' + il - 2 ,1^ i^ — i^ — 2 «' !>'' + s" «î ~ s"'d.
Pour faciliter la division, i! faut, dans le second membre, prendre la différence entre 2,b" et s", soit par exemple h*, et égaler chacun des deux membres kn^e", en sorte que l'on ait : d'un côté, a^ — b^~ne; de I autre, -^ — a ~ = e- .
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II faut remarquer ici qu'il faut avoir 2//> s", autrement iï'^ u'iuiraii pas le signe —, et, au lieu d'un cercle, nous trouverions une hyperbole. Mais le remède est facile. Eu effet, nous prenons h- arbitrairement, par suite rien n'est plus simple que de prendre son double supérieur à 3". D'ailleurs notre méthode des lieux établit qu'on a tonjours un cercle lorsque dans un des membres de l'équation se 1 couve un des carrés inconnus avec le signe +, et dans l'autre uiemlirc, l'autre carré inconnu avec le signe — .
Prenons, pour exemple de cette construclioit, rinvcnlion dos deux niovennes. On a «'= b'd, d'oii a" — b^dn. Ajoutez de part (*l d'an Ire // — ib'-'a-, il vient
„'.-.u b^— -ib^-ce^ h'-+ b^da— 2a' b-.
Soit ■2b' = n^, et égalez chacun des deux membi'es it n-e^.
On aura d'un côté : a^ — b'^ = ne; l'extrémité de e est sur une (lara-
bole. De l'autre : h-a — a-'=e^; l'extrémité de e sera sur un
cercle.
Celui qui aura étudié ce qui précède n'essayera pas de ramener aux problèmes plans, c'est-à-dire de résoudre par les droites et le cercle les questions des moyennes proportionnelles, de la trisecliou de l'angle et autres semblables.
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INTRODUCTION AUX LIEUX EN SURFACE
A MON A)H M. im CAliCAVl.
Pour coui'niiiii.'t' \'I /il rod action aux lieux pians et solides, M rcsic à traifor des lieux en sur/ace. Les anciens n'ont i'ait qu'indiquer ce sujof , mais n'ont pas enseigné de règles générales, ni même donné quelque exemple célèbre, à moins que ce ne soit enseveli depuis longtemps dans ces monuments de l'antique Géométrie où tant de précieuses découvertes ont été abandonnées sans défense aux insectes et souvenl anéanties sans laisser aucune trace.
Cette théorie est cependant susceptible d'une mélltod<^ générale, comme le montrera cette courte dissertation; plus tard, si nous en avons le loisir, nous éclaircirons davantage chacune des découvertes géométriques que nous avons jusqu'ici fait brièvement connaître.
Les caractères que nous avons cherchés et montrés dans les lignes comme lieux peuvent être de même recherchés pour les surfaces planes, sphériques, coniques, cylindriques ou pour celles des conoïdes et sphéroïdes (') quelconques, si l'on établit tout d'abord les lemmes constitutifs de chacun de ces lieux.
Posons donc le lemme suivant pour les lieux en surface plane :
1 . Si une surface quelconque est coupée par autant de plans quelconques que Von voudra, et que l'intersection de cette surface et de ces
(') Rappelons qii'Archimètle avait appelé conoïdes les paraboloïdcs ellipliques liition et les hypnrboloïtlcs rfe révolution (à deux nappes); sphifruldcs los %\Vi\\ï revoliition.
^-„. dorévoellipsoïdes rio
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plans en nombre indéfini soit loujours une ligne droite, la surfaee en question sera un plan.
Pour les lieux en surface sphérigue :
2. Si une surface quelconque est coupée par autani de plans quelconques que l'on voudra, et que l'intersection de cette surface et de ces plans en nombre indéfini soit toujours un cercle, la surface en question sera une sjihère.
Pour les lieux on surTiicc de sjihéToidc :
3. Si une surface quelconque est coupée par autant de plans quelconques que l'on voudra, et que l'intersection de cette surface et d'un plan sécant soit tantôt un cercle, tantôt une ellipse, maù jamais une autre ligne, la surface en question sera un sphéroïde.
Pour les lieux en surface de conoïde parabolique ou hyperbolique :
4. Si une surface quelconque est coupée par autant de plans quelconques que l'on voudra, et que l'intersection commune soit tantôt un cercle, tantôt une ellipse, tantôt une parabole ou une hyperbole, inais jamais une autre ligne, la surface en question sera un conoïde parabolique ou hyperbolique.
Pour les lieux en surface conique :
5. Si une surface quelconque est coupée par autant de plans quelconques que l'on voudra, et que l'intersection commune soit tantôt une ligne droite, tantôt un cercle, tantôt une ellipse, tantôt une parabole ou hyperbole, et jamais une autre ligne, la surface en question sera un cône.
Pour les lieux en surface cyliiidriijue :
6. Si une surface quelconque est coupée par autani de plans quelconques que l'on voudra, et que l'intersection commune soit tantôt une droite, tantôt un cercle, tantôt une ellipse, mais jamais une autre ligne, la surface en question sera un cylindre.
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Mais il si; préseiiEu très souvent des lieux pour lesquels les sections sont (les droites, des paraboles et des hyperboles et aucune autre ligne, comme le montrera bientôt l'analyse de la question. Il convient donc ou plutôt il est absolument nécessaire pour cette étude de constituer une nouvelle espèce de cylindres ayant pour hases parallèles des paraboles ou des hyperboles et pour côtés des lignes droites, parallèles entre elles, joignant les bases ainsi supposées, par analogie avec les cylindres ordinaires. Do la sorte, aucune section plane d'un tel i:yliudi'e ne sera un cercle ou une ellipse; ces nouveaux cylindres |jinirroiit d'ailleurs, comme les ordinaires, être droits ou obliques, suivant que le demandera l'analyse du lieu de la question proposée.
Je répète que les problèmes de lieux conduisent nécessaircmeut à tle tels cylindres; leur invention et leur défnnfion ne doivent donc pas être regardées comme inutiles.
Bien plus, avant d'aller plus loin, je dirai que la construction d'Archimède pour les sphéroïdes et les conoïdes ne suffît pas pour notre objet; les problèmes conduisent en effet à en considérer d'obliques et non pas seulement des droits.
Do ce que nous avons posé résultent tout d'abord de 1res beaux lieux en surface sphérique :
Si de points donnés en nombre quelconque cl dans des plans quelconques, on mène des droites concourant en un même point, et que la somme des carrés des droites menées soit égale à une aire donnée, le point de concours sera sur une surface sphérique ou sur une sphère donnée de position. Nous pouvons, en effet, dire ici une sphère, à l'imitation d'Euclide et des anciens géomètres, qui ont appelé cercle la circonférence et non l'aire du cercle; en tout cas, c'est sur une surface de cette nature que se trouvera le point en question.
Prenons en effet un plan quelconque donné de position et dans ci' plan, suivant les règles données ailleurs pour les lieux plans et solides, cherchons le lieu des points dont la somme dos carrés des dislances aux points donnés soit égale à l'aire donnée.
Cette recherche est facile : supposons le problème résolu et soi(
Hosted by
[113,114] LIEUX EN SURFACE. lOo
dans !e plan considéré, la courbe NIP comme lieu {,fig' 89). Abaissons sur ce plan, des points A, E,C donnés par hypothèse, les normales AB, EF, CD. Le plan étant donné de position, ces normales AB, EF, CD, abaissées des points A, E, C donnés, seront elles-mêmes données, ainsi que leurs points do rencontre B, F, D avec le plan. Prenons sur le lieu NIP un point quelconque 1, et joignons Al, BI, El, IF, Cl, DI.
Les droites Al, El, CI joignant aux points donnés A, C. E un point I du lieu, la somme des carrés de ces droites est égale à l'aire donnée. Si l'on en retranche les carrés des normales AB, EF, CD, lesquelles sont données, comme nous l'avons prouvé, la différence sera BP+FP^-DF, somme qui dès lors sera donnée. Or les points B, F, D sont donnés dans le plan supposé, ainsi que nous l'avons vu; ainsi, on a des droites BI, FI, DI menées de points B, F, D donnés dans un même plan, droites concourant en un même point d'un lieu dans le même plan, et dont la somme des carrés est égale à une aire donnée; d'après un théorème d'Apollonius que nous avons restitué depuis longtemps, on sait que le lieu NIP est un cercle donné de position.
Une analyse absolument semblable donnera les mêmes conséquences pour tout autre plan que l'on prendra; tous ces plans quelconques, en nombre indéfini, donneront donc toujours des cercles comme lieux; d'aprbs le lemme 2, la surface cherchée sera donc une sphère.
En effet, quand nous cherchons un lieu en surface satisfaisant à une question, rien ne nous empêche d'imaginer que la surface cherchée FenHiT.-. 111. i4
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est coupée par lo plan choisi. Mais ici la section ne peut être qu'un cercle, car nous avons prouvé qu'un cercle satisfait comme lieu à la même condition que la surface cherchée; il faut donc que ce cercle soit situé sur ladite surface. Il est donc clair que, dans le cas proposé, le lieu en surface est toujours coupé par un plan suivant un cercle, et par conséquent qae c'est une sphère.
On démontre de même les lieux suivants :
Si de points en nombre quelconque, donnés dans un ou plusieurs plans, on mène des droites concourant en un même point, et que la somme des carrés d'une partie des menées soit à la somme des carrés des autres dans un rapport donné ou dans une différence donnée, ou plus grande ou plus petite d'une quantité donnée que dans un rapport donné ('), le point de concours sera sur une sphère donnée de position.
Des artifices analogues feront reconnaître une infinité de très belles propriétés de la surface sphérique.
Soient, en nombre quelconque, des plans donnés de position; si d'un même point on mène à ces plans donnés, sous des angles donnés, des droites dont la somme des carrés soit égale à une aire donnée, ce point sera sur la surface d'un sphéroïde donné de position.
Faisons l'analyse en prenant, suivant la méthode indiquée, un plan quelconque donné de position; cherchons-y, suivant les règles pour les lieux plans et solides telles que nous les avons autrefois exposées dans le plan, le lieu des points dont la somme des carrés des menées aux plans donnés sous les angles donnés est égale à l'aire donnée.
La construction se présente immédiatement; le plan que nous avons pris est en efi'el donné de position aussi bien que les autres plans donnés; les intersections de ce plan choisi et des plans donnés seront donc également données. Les droites menées aux plans donnés d'un point quelconque du plan supposé recevront donc facilement une expression analytique. Si l'on fait la somme de leurs carrés et qu'on
{') C'est-à-dire, en général, soit iiiio fonction linéaire.
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l'égale à l'aire donnée, l'analyse donnera comme lieu, dans le plan supposé, un cercle ou une ellipse, et sa marche même prouvera que dans aucun autre plan donné de position, quel qu'il soit, le lieu ne peut être d'uue autre nature. Il est donc clair, d'après le lemme 3, que le lieu cherché, dont les sections sont seulement des cercles ou des ellipses, est un sphéroïde.
Si la somme des carrés d'aneparlie déterminée des droites ainsi menées est à la somme des autres dans un rapport donné vu dans une différence donnée, ou si elle eM plus grande ou plus petite d'une quantité donnée que dans un rapport donné, la sur/ace cherchée sera celle d'un sphéroïde!, d'un conoïde, d'un cône ou d'un cylindre, etc., suivant ce qui sera indiqué par l'analyse convenablement menée.
Par exemple, si l'on donne le rapport, on aura en général une surface de conoïde; mais, si les plans donnés se coupent suivant des droites concourant en un même point, la surface deviendra conique ; si les intersections des plans donnés sont parallèles, la surface sera cylindrique. On aura d'ailleurs soit un cylindre ordinaire, soit un des nôtres.
La pratique découvrira immédiatement ce qui en est; je me horne à donner des indications générales et sommaires, pour que la trop grande multiplicité des exemples n'empêche pas de saisir clairement la méthode.
J'ai réserve pour la dernière place un exemple du plan comme lieu, qui aurait peut-être dû occuper la première :
Soient donnés de position des plans en nombre quelconque ; si à ces plans on mène d'un même point, sous des angles donnés, des droites dont la somme soit égale à une droite donnée, ce point sera sur un plan donné de position.
Coupons en effet, suivant la méthode indiquée, les plans donnés par un plan quelconque donné de position et cherchons-y le lieu satisfaisant à la question, d'après la méthode donnée pour les lieux plans. Ce sera une lisne droite, comme le montrera l'Analyse, et il en
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sera do même pour loutcs les autres sections planes. I! est donc clair, d'après le Icmmc 1, gue le lieu cherché est une surface plane.
Si ta somme d'une partie déterminée des droites ainsi menées est à la somme des autres dans un rapport donné ou dans une différence donnée, ou si elle est plus grande ou plus petite d'une quantité donnée que dans un rapport donné, le point sera de même sur une surface plane donnée de position.
D'ailleurs, dans les questions précédentes, si les plans donnés avaient été parallèles entre eux, le lieu eût été éj^alement une surface plane, ce qu'il est à peine nécessaire de remarquer.
Gomme couronnement, j'ajouterai encore une notable extension du lieu à trois ou quatre droites d'Apollonius :
Soient trois plans donnés de position; si d'un point donné on mène aux plans donnés, sous des angles donnés, des droites telles que le produit de deux d'entre elles soit au carré de la troisième dans un rapport donné, le lieu du point sera soit un plan, soit une sphère, soit un sphéroïde, soit un conoide, soit une sur/ace conique ou cylindrique (des anciens ou nouvelle), selon la diverse situation des plans donnés.
De mémo pour quatre plans, ainsi qu'il sera aisé de te voir.
Les divers cas, les conditions-limites pour les données, les problèmes ou théorèmes locaux en nombre infini que nous avons omis pour être plus bref, la démonstration des lemmes énoncés et tout ce qui aurait peut-être besoin d'une plus longue explication, sera facilement suppléé par tout géomètre soigneux et réfléchi qui aura lu cet écrit; désormais ce sujet, qui paraissait singulièrement ardu, est rendu aisé à comprendre.
Toulouse, (ijaavier ili/iS.
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Ce peut être un paradoxe que de dire que, même en Géométrie, Descartes n'était qu'un homme; mais, pour le reconnaître, que les plus subtils Cartésiens examinent s'il n'y a pas une imperfection dans la distribution faite par leur maître des lignes courbes en certaines classes ou degrés, et si l'on ne doit pas adopter un classement plus satisfaisant et plus conforme aux véritables lois de l'Analyse géométrique. Nous pensons pouvoir soulever cette question sans diminuei' en rien la gloire d'un homme aussi illustre, car il est de l'intérêt de Descartes et de tous les Cartésiens que la vérité, dont ils se portent h bon droit comme les plus déclarés partisans, quoique parfois elle soit en désaccord avec leurs opinions, devienne manifeste pour tous, ou, si cette expression est trop générale, au moins pour les géomètres et les analystes.
La distribution en classes déterminées des problèmes de Géométrie aparu nécessaire, non seulementaux anciens, mais aussi aux analystes
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modernes. Qu'on propose d'abord les équations
a + d^r-b ou rt'+èn = 3".
Dans les termes de la première, l'inconnue ne dépasse pas la racine ou le côté, dans la seconde on trouve la seconde puissance ou le carré du côté inconnu; et toutes deux constituent ensemble le premier genre des problèmes, le plus simple. Ce sont là en effet les problèmes que les géomètres ont l'habitude d'appeler />/««*.
Le second genre de problèmes est celui où la quantité inconnue s'élève h la troisième ou à la quatrième puissance, c'est-à-dire au cube ou au bicarré. La raison pour laquelle deux puissances consécutives ne constituent, quoique différentes de degré, qu'un seul et même genre de problèmes, est que les équations quadratiques se ramènent facilement aux simples ou linéaires, par un procédé que les anciens connaissaient aussi bien que les modernes, et se résolvent donc facilementavec la règle et le compas. De même les équations du quatrième degré ou biquadratiques se ramènent aux équations du troisième degré ou cubiques, par la méthode qu'ont donnée Viète et Descartes. C'est en effet l'objet de cette subtile />ara/ï/e'rose climatique de Viète que l'on peut voir dans son traité De emendatione œquationum, Chap. VI, et l'artifice dont use Deseartes en pareil cas est tout à fait semblable, quoiqu'il l'énonce en termes différents.
De même l'analyste à la façon de Viète ou de Deseartes pourra, quoiqu'un peu plus difficilement, ramener l'équation bicublque à la quadratocubique ou, si l'on vent, l'équation du sixième degré h l'équation du cinquième. Mais de ce que, dans les cas précités, où il n'y a qu'une seule quantité inconnue, les équations de degré pair s'abaissent aux équations du degré impair immédiatement inférieur. Descartes a affirmé avec confiance (page 323 de la Géométrie qu'il a publiée en français) qu'il en était absolument de même pour les équations renfermant deux quantités inconnues. Car telles sont toutes les équations constitutives de lignes courbes; or, dans ces équations, non seulement la réduction ou abaissement en question ne réussira pas,
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comme i'a affirmé Descartes, mais encore les analystes lu rcconnaîtroiU absolument impossible. Qu'on propose, par exemple, l'équation constitutive de la parabole biquadratique
Par quel moyen abaissera-t-on au troisième degré cette équation du quatrième? QoeWe paraplérose climatique pourra-t-on imaginer?
Je désigne comme Viète les quantités inconnues par des voyelles, car je ne vois pas pourquoi Descartes a fait un changement dans une chose sans importance et qui est de pure convention.
Cette discussion ou cette remarque n'est nullement oisive ou inutile. comme le prouve la méthode générale par laquelle je ramène tous les problèmes, quels qu'ils soient, à un certain degré de courbes.
Si l'on propose un problème où la quantité inconnue s'élève à la troisième ou à la quatrième puissance, nous le résoudrons par les sections coniques ,qui sont du second degré. Si l'équation s'élève à la cinquième ou à la sixième puissance, nous pouvons donner la solution par des courbes du troisième degré; si l'équation monte à la septième ou à la huitième puissance, nous donnerons la solution par des courbes du quatrième degré, et ainsi de suite indéfiniment par un procédé identique. Il est évident par là que la question soulevée ne porte pas sur les mots, mais bien sur la chose elle-même.
Soit proposé, par exemple :
dans les deux cas, le problème sera résolu par les courbes du troisième degré ou cubiques, ainsi que Descartes l'a fait au reste. Mais si l'on propose
a' Y- b^^^ a ^: z""' , ou encore a? -\' h"' a —. z^" ,
nous résoudrons le problème par des courbes du quatrième degré ou biquadratiquos, ce que Descartes n'a pas fait ni jugé possible, puisqu'il a cru que dans ce cas il fallait nécessairement recourir à des
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courbes du cinquième ou sixième degré. Or c'ost une faute en vraie Géométrie que de prendre, pour la solution d'un problème quelconque, des courbes trop complexes ou d'un degré trop élevé, en laissant les plus simples qui conviennent, et Pappus avant les modernes avait déjà remarqué que c'est pécher réellement contre les règles de la Géométrie que de résoudre un problème par un genre de courbes qui ne lui convient pas. Pour éviter cette faute, il faut corriger Descartes et ramener chaque problème à son rang particulier et naturel.
Page 322, Descartes affirme encore nettement que les courbes naissant de l'intersection d'une règle et d'une autre droite ou courbe sont toujours d'un degré ou genre plus élevé que la droite ou courbe de la figure, page 32i, dont elles dérivent (^^. 90).
Mais imaginons, par exemple, au IJeu de la droite CNK de ladite ligure, page 32 1, une parabole cubique ayant pour sommet K et pour
axe indéfini KLBA; qu'on acbève la construction dans l'esprit de Descartes, il est clair que l'équation constitutive de cette parabole cubique sera
a^= /Ae.
On reconnaîtra aussitôt que la courbe EC provenant de cette supposition n'a qu'une équation biquadratique; donc la courbe biquadratique est d'un degré ou genre plus élevé que la courbe cubique, selon la règle énoncée par Descartes lui-même, alors qu'il affirme au con-
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traire expressément (p. 323) que la courbe biquadratiquo etia cubiquii sont d'un même degré ou genre.
Quant à notre métliode qui réduit tous les problèmes à l'infini, à savoir ceux d'équations de la troisième et quatrième puissance, à des courbes du second degré; ceux de la cinquième et sixième puissance, au troisième degré; ceux de la septième et huitième puissance, au quatrième degré, et ainsi de suite indéfiniment, nous ne différerons pas de ia communiquer à tous ceux qui regarderont comme un tort de dissimuler au préjudice de la vérité une erreur quelconque, fùt-cllc de Descartes.
Qu'on ne s'arrête pas à ce que les problèmes qui montent à la seconde puissance, et qui sont de la même espèce que les problèmes du premier degré (étant appelés plans comme eux), ont besoin du cercle, c'est-à-dire d'une courbe du second degré. Cette objection trouvera sa réponse spéciale quand nous donnerons notre méthode générale pour résoudre tous les problèmes absolument par les courbes qui leur (îonvicnnent.
SECONDE PAimE DE LA DISSHRTATION.
Pour satisfaire à l'engagement que j'ai pris publiquement, je donne ma méthode générale pour la solution des problèmes quelconques par les courbes qui leur conviennent en propre.
J'ai déjà dit, dans la première Partie de cette Dissertation, que les problèmes de deux degrés immédiatement consécutifs, par exemple 3 et 4. 5 et 6, 7 et 8, g et 10, etc., ne réclament qu'un seul degré de courbes. Ainsi ceux des puissances J et 4 se résolvent par des courbes du 2" degré; ceux des puissances 5 et 6, par des courbes du 3* degré, etc., à l'infini.
Voici la manière d'opérer. L'équation donnée quelconque, qui ne renferme qu'une quantité inconnue, sera d'abord ramenée au degré le plus élevé, je veux dire le pair; puis on la débarrassera du terme où entre l'inconnue au premier degré. Cela fait, il restera une équation
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entre la quantité connue ou le ternie donné d'une part, et de l'autre un membre inconnu dans chaque terme duquel entrera le carré de la racine inconnue. On égalera ce membre inconnu à un carré dont on formera la racine de façon qu'en égalant ledit carré avec le membre inconnu, on puisse éliminer autant que possible de degrés les plus élevés de la racine inconnue. Il faut d'ailleurs avoir soin que les divers termes de la racine du carré à former ainsi soient tous affectés de la racine ou quantité inconnue, et que le dernier de ces termes soit, en outre, affecté aussi d'une seconde inconnue. On aura ensuite par une simple division d'un côté, par l'extraction d'une racine carrée de l'autre, deux équations constitutives de courbes convenant au problème donné, et leur intersection résoudra la question par la méthode que nous avons appliquée dés longtemps à la solution des problèmes par les lieux.
Soit, comme exemple : o" -h ba' -h ="a' + d'"a^ h- m'^«- = n".
Tous les problèmes qui montent à la cinquième ou sixième puissance peuvent être ramenés à cette forme. Car il sulRt pour cela ou d'élever de la cinquième à la sixième puissance, ou de débarrasser celle-ci du terme en a, toutes cboses sufTisamment enseignées par Viète et Descartes.
On formera le carré de la racine : fà -f- hae, et on l'égalera au premier membre de l'équation, On aura ainsi
Supprimant de part et d'autre a" et divisant par a', ce que l'on pourra toujours faire en observant la précaution indiquée pour l'emploi de la méthode, il reste
équation qui donne, comme on le voit, une courbe du troisième degré.
Mais, pour avoir la seconde équation et arriver facilement à la solution du problème, il faut égaler aussi à l'autre membre de l'équation, n'\ le carré de à' 4- bae.
Donc, en extrayant la racine carrée et appelant, par exemple, n" la
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racine carrée de n"', qui s'obtient facilement, oii aura
n'" -■= ft-' -H bae, racine t!u carré égalé au premier membre de la première équation donnée.
Nous avons donc une seconde équation qui donne également une courbe du troisième degré. Qui ne voit maintenant que l'intersection des deux courbes trouvées donnera la valeur de a, c'est-à-dire la solution du problème proposé?
Si le problème monte à la septième ou huitième puissance, on U: posera d'abord sous la forme d'une équation de la huitième puissance, puis on débarrassera celle-ci du terme affecté de la seule racine. Cela fait, soit après cette réduction permise et confirme à la méthode : a' + l/a^ -I- rf" «= -1- n'" a' -h m"a^ -i- ^"«^ + r^' a'' — i''"'.
On formera le carré à égaler aux deux membres do cette équation snr la racine
J'ai formé le second terme do cette racine du carré de fa(,;on que les deux puissances les plus élevées de l'inconnue a s'éliminent dans l'équation, ce qui est très facile. En égalant le carré de cette racine au premier membre de l'équation proposée, supprimant les termes communs et divisant par a-, on aura d'un côté l'équation constitutive d'une courbe du quatrième degré. Puis on extraira la racine carrée du second membre de l'équation proposée en premier lieu ; soit p" cette racine de ="'", on l'égalera à a^ -\- r^ha" + d"ae. Cette équation donnera une autre courbe du quatrième degré et l'intersection de ces deux courbes donnera la valeur de a, c'est-à-dire la solution du problème proposé.
Il faut remarquer, au reste, que, dans les problèmes qui nionteiil aux puissances 9 et 10, on devra former la racine du carré de façon qu'elle comprenne au moins quatre termes, de façon à éliminer les trois degrés les plus élevés de l'inconnue.
Pour les problèmes montant aux puissances 11 et 12, la racine Au carré à former doit avoir au moins cinq termes, dont on disposera de
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façon à cliniinor les quatre degrés les plus élevés de l'inconnue.
Le procédé pour former ainsi la racine est toujours très simple; les analystes trouveront à l'essai qu'il sutïit absolument de la division ou application (pour employer les termes géométriques dans un sujet purement géométrique); les signes + et — n'apporteront au reste aucune dilTicuIté pour la pratique de la méthode.
Comme d'ailleurs les problèmes qui montent à la seconde puissance sont réduits h la première par l'extraction de la racine carrée, cette méthode donne leur solution connue au moyen de lignes du premier degré ou de droites; on voit donc s'évanouir la vaine objection dont nous avons parlé dans la première Partie de cette Dissertation, si l'on suppose l'extraction delà racine carrée immédiatement connue pour toute espèce de problèmes.
On a ainsi la résolution et construction exacte et la plus sim])Ie possible des problèmes de Géométrie par des lieux naissant suivant les cas de courbes d'espèces différentes et convenant à ces problèmes. Au reste, l'analyste sera libre de faire varier ces courbes, sauf à rester toujours dans le genre naturel aux problèmes, en résolvant ceux du 8* et 7* degré par des courbes du 4''; ceux du lo^ et du 9^, par des courbes du 5^; ceux du 12*^ et ir'^ par des courbes du 6* et ainsi de suite indéfiniment par une méthode uniforme. Au contraire, d'après Descartes, les problèmes des 8" et 7* degré ont besoin de courbes des 5" et 6''; les problèmes du 10* ou du cf, de courbes du 7* ou du S'; les problèmes du 12^ ou du 11^, de courbes du 9^ ou du lo*^, et ainsi de suite indéfiniment; les Cartésiens peuvent voir combien cela est loin de la simplicité et de la vérité géométrique, ou bien, si cela leur plaît, ils essayeront de nous contredire.
Car nous cherchons seulement la vérité, et si elle est cachée quelque part dans les écrits du grand homme, nous aurons la plus grande joie à la reconnaître et à l'embrasser; car, pour employer une formule qui n'est point de moi, j'ai une si grande admiration pour ce génie extraordinaire, que j'estime plus Descartes lorsqu'il se trompe que beaucoup d'autres quand ils ont raison.
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TROISIEME l'ARTIE D!i LA DISSERTATION.
Cela peut suffire pour la théorie générale; car les problèmes que Descartes donne comme résolubles au moyen de courbes d'un degré trop élevé, nous les avons heureusement abaissés par une méthode générale à des courbes d'un degré moitié moindre. Mais on doit comprendre ceci en ce sens qu'il faut au moins ce degré pour toutes les questions absolument, car une infinité de cas spéciaux se prêtent à un abaissement encore plus grand. Je veux donc aller plus loin et ramener l'analyse cartésienne, non seulement à des termes de degré moitié moindre, mais à des degrés 4 fois, 6 fois, loo fois, et indéfiniment moins élevés pour certains cas. On reconnaîtra mieux ainsi l'erreur de Descartes, et elle trouvera sa correction immédiate par l'analyse; au reste, je désignerai, ce qui est plus commode, dans les degrés élevés, les puissances par les nombres que comportent leurs exposants.
Soit proposé de trouver six moyennes proportionnelles entre deux données. Soient^ et d les deux données, a la première moyenne si trouver, on a l'équation a' = b"d. D'après Descartes, cette équation ne peut être résolue que par des courbes du S'' ou du & degré. Dans la seconde Partie de cette Dissertation, elle est, avec toutes les autres de même nature, résolue généralement par des courbes du 4^ degré. Mais rien ne nous empêche de la résoudre par des courbes du 3" degré. Egalons en effet chacun des membres de l'équation au terme a'e^t/. Si, dans l'équation avec a', on divise de part et d'autre part par a\ il vient e''d=:a', ce qui donne, comme on voit, une courbe du S'' degré. Ue l'autre côté, a''erd = b^d; divisant par c/ et extrayant la racine carrée. d-e=.h^, ce qui donne également une courbe du 3" degré. L'intersection de ces deux courbes donnera la valeur de a. c'est-k-dire la solution dn problème proposé au moyen de courbes du 3" degré.
Soit proposé maintenant de trouver douse moyennes proportionnelles entre deux données; l'équation sera a'-'= b'-d. Descartes a pensé qu'elle ne peut se résoudre que par des courbes du 1 1"^^ ou iri'' degré.
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J'ai enseigné, en général, dans la seconde Partie de cette Dissertation, que toutes les équations de ce degré peuvent être résolues par des courbes du 7° degré. Mais une reclierche plus attentive donne immédiatement une solution élégante par des courbes du 5"^; on peut même l'obtenir par des courbes du 4*' comme on le verra ensuite.
Egalons d'abord chacun des deux membres au terme a^e^d. Dans la première équation, avec a'^, divisant de part et d'autre para", il vient a^ = e''d, courbe du 5^ degré. Dans la seconde équation, avec b'-^d, divisant par <i et extrayant la racine quatrième ou biquadratique, on a a-e ---/}■', courbe du 3^ degré. Le problème proposé est ainsi résolu par deux courbes, l'une du .^^, l'autre du 3* degré.
Mais on peut résoudre ce problème encore plus facilement, c'està-dire par des courbes du ^^ degré. Si, en effet, on égale les deux membres à a'e^d, on aura d'un côté, en divisant par «■', a' = (?V, équation d'une courbe du ff degré; d'autre part, en divisant par d et extrayant la racine troisième ou cubique : a'e =--/>% ce qui donne aussi une courbe du /("degré. Ainsi nous avons une construction facile par deux courbes du 4^ degré.
Après ces exemples, on ne peut douter que V invention de 3o inoyennes proportionnelles ne puisse s'obtenir par des courbes du 7'' ou même du 6* degré. Egalons, en effet, les deux membres de l'équation a'" = b"'d au terme commun a^''e^d; le problème sera ramené à des courbes du 7* degré. Par le terme commun a^^e'^d, il le sera à des courbes du 0^.
De même. Vinvenlion de 72 moyennes proportionnelles se fera par des courbes du (f degré, et il est clair, d'après ce qui précède, que l'on peut assigner un rapport plus grand que tout rapport donné entre le degré du problème et celui des courbes qui le résolvent. Quand les Cartésiens auront vu ceJa, je ne doute pas qu'ils ne reconnaissent la nécessité de notre remarque et de notre correction.
Il faut observer qu'il convient souvent de changer la forme de l'équation pour que le degré soit susceptible d'une division commode en parties aliquotes. Il sera inutile de répéter cette remarque.
Qu'on propose, par exemple, Vinvenlion de 10 inoyennes, c'est-à-dire
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l'équation a" — b"'J, on multipliera les deux termes par une droite donnée, s par exemple; réqualion deviendra a" s = />"'(-^z, et l'on arrive ainsi au nombre 12, qui permet facilement une réduction ou abaissement par ses parties aliquotes. En égalant chacun des deux membres à a'e', on aura d'un côté l'équation a^z = e\ courbe du quatriiîme degré. De l'autre côté, en extrayant la racine bicarrée, soit celle-ci n'" par le terme donné b"'dz, on a a-e = n'~, courbe du troisième degré. Ainsi on trouvera dix moyennes par deux courbes, l'une du 4*. l'autre du 3' degré, ce à quoi on est arrivé facilement par un petit cbangement de l'équation primitive.
Je ne m'arrête pas aux autres abréviations que l'art fournira de luimême aux analystes et qui sont en nombre infini. J'ajoute toutefois que ce que je viens de dire s'applique non seulement quand la puissance inconnue se trouve sans aucun autre terme affecté d'un degré moins élevé, mais encore s'il y a des termes de degrés voisins du plus élevé, comme dans l'équation «'^ + na'* + ma^' -+- ra^" ■=■ h'-d.
La solution de cette question, en prenant le même terme commun que ci-dessus, à^e^a, sera aussi facile que celle de l'invention de 12 moyennes entre deux données. Le même artifice s'emploierait de même pour les équations d'autres degrés plus élevés.
Cependant il faut remarquer que, dans les équations où se trouve seulement un terme inconnu dans un des membres, il faut que l'exposant de la puissance unique de l'inconnue soit un nombre premier, pour que l'on désigne par cet exposant le degré du problème. Si, en effet, l'exposant est composé, le problème se ramène immédiatement au degré des diviseurs.
Si l'on demande, par exemple, H moyennes proportionnelles entre deux données, on aura t'équalion «" — h'^d. Dans ce cas, le nombre <) étant composé et ayant deux fois 3 comme facteur, le problème doit être regardé comme du troisième degré, et il l'est de fait. Si, en effet, on trouve deux moyennes proportionnelles entre les deux données, si ensuite on intercale de nouveau deux moyennes proportionnelles entre le premier et le second terme de la progression ainsi formée.
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l"iuis ftiitre le second et le troisième, puis cnlro le troisii'iiie ci In (luatrièmc, on aura 8 moyennes entre les deux lignes proposées en premier lieu.
Si l'on demande maintenant i4 moyennes entre deux données, l'équation a'^= i'V montre que le problème se ramène à deux autres, l'un du 3*^, l'autre du 5^ degré.
On voit ainsi que l'exposant de la puissanee unique doit être un nombre premier pour exprimer et représenter véritablement le degré du problème.
Comme d'ailleursje considère comme certain que /es nombres obtenus en ajoutant l'unité auoa carrés successifs que. l'on forme en partant de 2 sont toujours premiers, théorème dont j'ai depuis longtemps annoncé la vérité aux analystes, je veux dire que les nombres
3, 5, 17, 237, ôS'jS^, .,., à l'infini
sont premiers; il n'y a aucune difficulté pour trouver «n procédé permettant de construire un problème dont le degré soit dans un rapport plus grand que tout rapport donné avec le degré des courbes qui servent à le résoudre.
Par exemple, soit proposé de trouver entre deux données 206 moyennes proportionnelles, on aura l'équation n*^' = b'^'''-d; on égalera les deux termes à «-' V V/, et la question sera résoluiî par des courbes du 17^ degré.
Si l'on cherchait 6553G moyennes proportionnelles, le problème sei'ait résolu par des courbes du 257" degré, et ainsi de suite indéfiniment, en abaissant le degré du plus grand nombre à celui du nombre immédiatement inférieur. Et qui ne voit qu'en deux nombres consécutifs, le rapport augmente indéfiniment?
Les Cartésiens essayeront-ils encore de dissimuler l'erreur de Descartcsî Quant à moi, je m'abstiens de rien prévoir : j'attends avec intérêt, mais sans rien ajouter de plus, ce qu'il adviendra à ce sujet.
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METHODE
RECIIEUCIIE DU MAXIMUM El DU MINIMUM.
Toulc. la tliéorie de la t'ci;honjhe du maximum ol. du minimum siijipose la position de deux inconnues et la seule règle que voici :
Soit « une inconnue quelconque de la question (qu'elle ait une, deux ou trois dimensions, suivant qu'il convient d'après l'énoncé). On exprimera la quantité masîma ou minima en a, au moyen de termes qui pourront être de degrés quelconques. On substituera ensuite « -f- e à l'inconnue primitive a, et on exprimera ainsi la quantité maxima ou minima en termes oii entreront a et e à des degrés quelconques. On adégatera, pour parler comme Dtophante, les deux expressions de la quantité maxima ou minima, et on retranchera les termes communs de part et d'autre. Cela fait, il se trouvera que de part et d'autre tous les termes seront affectés deeou d'une de ses puissances. On divisera tous les termes par e, ou par une puissance de e d'un degré plus élevé, de façon que dans l'un au moins des termes de l'un quelconque des membres e disparaisse entièrement. On supprimera ensuite tous les termes où entrera encore e ou l'une de ses puissances et l'on égalera les autres, ou bien, si dans l'un des membres il ne reste rien, on égalera, ce qui revient au même, les termes en plus aux termes en moins. La résolution de cette dernière équation donnera la valeur de«, qui conduira au maximum ou au minimum, ou reprenant sa première expression.
KLItMAT.— ill. l6
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Voici un (^x«mpic :
Soit à partager la droite AC (Jig- 91) <'n. E, en sorte que AE X KC soil
Posons AC = /'; soit a un dus segments, l'autru woi'a b — a, et. k' produit dont on doit trouver le maximum : ha — a'^. Soit maintenant « + e le premier segment de h, le second sera b — a — e, et le produit des segments : ba — a^ ■+- be — zae — e- ;
Il doit être adégalé au précèdent : ba — a- ;
Supprimant les termes communs : be^^niae -{- e- \
Divisant tous les termes : Alo2« -h e;
Supprimez e : b =■ '2,a.
Pour résoudre le problème il faut donc prendre la moitié de b.
Il est impossible de donner une méthode plus générale.
Nous ramenons à la méthode précédente l'invention des lang(;nte:^ en des pointa donnés à des courbes quelconques.
Soit donnée, par exemple, la parabole BDN {fig, 92), de sommet D.
de diamètre DC; soit donné sur elle le point B, par lequel il faut mener la droite BE tangente à la parabole et rencontrant le diamètre en E. Si l'on prend sur la di'oile lîE un point quelconque 0, dont on [nènr
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l'ordonncc 01, en même temps qui! l'ordonnée liC du poinL B, on aura :
Vît ^ <W P^i^l""^ '** point 0 est extérieur à la pai'abole. Mais
BC* CE= , j I ■ -i-. j 1 . ■ I r, CD ^ GE^
■jyn = rjjj ' a cause de la similitude des triangles. Donc ^ j> t^-
Or le point B est donné, donc l'ordonnée BC, donc le point C, don('
CD. Soit donc CD = rf, donnée. Posons CE :-= a et Cl = (?; on aura
Faisons le produit des moyens et des extrêmes :
da--^ de"^— "idae > da}— a-c.
Adégalons donc, d'après la méthode précédente; on aura, en relranchanl les termes communs :
ou, cp qui l'cvient au mèn
Divisez tous les termes par e
Supprimez de : il reste «-= ida, donc : a — 'zd.
Nous prouvons ainsi que Clî est double de CD, ce (jui est conforme à la vérité.
Celte méthode ne trompe jamais, et peut s'étendre à nombre de questions très belles; grâce a elle, nous avons trouvé les centres de gravité de figures terminées par des lignes droites et courbes, aussi bien que ceux de solides et nombre d'autres choses dont nous pourrons traiter ailleurs, si nous en avons le loisir.
Quant à la quadrature des aires limitées par des lignes courbes et droites, ainsi qu'au rapport que les solides qu'elles engendrent onl aux cônes de même base et même hauteur, nous en avons déjà longuement traité avec M. de Boberval.
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CENTRE DE GRAVITÉ DU COXOIDE PARADOLIQUIi,
D-.VPKÈS LA yiPAlE MÈTIIODli.
Soit CIÎAV (/îg. Cf'5) un conoïilo iiarahnlicjifc, ayant pour axo JA, ot pour base un cercle de diamètre CIV. Cherchons son centre de gravité par cette méthode taujours et toujours la mémo, qui nous a servi pour
h's riiaxima, I('s niininia et les langeoles des lignes courbes, et prouvons ainsi, par de nouveaux exemples et par un nouvel et brillant emploi de cette méthode, l'erreur de ceux qui croient qu'elle peut être en défaut.
Pour pouvoir arriver à l'analyse, posons lA — h. Soit 0 le centre de gravité; appelons a la longueur AO inconnue; coupons l'axe lA par un plan quiconque BN, et posons IN = e, d'où NA — b — e.
Il est clair que, dans cette figure et les semblables (paraboles im paraboliques), les centres de gravité, dans les segments retranchés par les parallèles à la base, divisent les axes dans un rapport constant (il est évident, en effet, que la démonstration d'Archimède pour la parabole peut s'étendre, par un raisonnement identique, h toutes les paraboles et aux conoïdes paraboliques). Donc le centre de gravité du segment, dont NA est l'axe et BN le rayon de base, divisera AN en
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J^a portion de l'axe sera donc AE = — - — '-■> ul. l'iiitorvallc des doux
centres de gravité, OE = ■
Soit ;M lo centre de gravité do la partie restante CBRV; il doit néees-
sairemeiit tomber eotre les points N, 1, ii rintérieiir do la figunt.
d'après le postulatum 9 d'Archiiiiède /)e (Bcfuiponderanlihus, puisque.
CBRV est une iignre entièrement concave par rapport à son intérieur.
,, . Partie GlîRV EO . r» * i . i ■.- t i
3Iais ^p ..- ii>i| = ou' P"^^1'^'-^ ^ ^'^^ ^^ centre de gravite de la
(igure totale CAV et que E et ÎI sont ceux des parties.
■ -Yi—r. — ,i-r„- = TT-—, :-■ "ais nous avons prouve
Partie H. -Vit b--\-<:^— ^be
PiirtieCRRV OE ^ , -ibe-e'- "*'M ^ "h)
d on OM = „ ,., , ,.,, — ■
D'après ce qui a été établi, le point .M est entre les points N ot I; donc Oit < 01: or, en notes, 01 = i — «. La question est donc ramenée à noire méthode, et Ton peut poser
Multipliant <le part ot d'autre par le dénominateur, et divisant
par ,- :
■,h-' -'._(,•- a --b'-c-\ bac^h^-a^ae-'-ibae.
Puisqu'il n'y a pas de termes communs, supprimons tons ceux oii entre e et égalons les autres :
„ , , lA 3 , AO o.
t^ar conséquent -r— =: -, et ^n- = -■ c. n, r. t.
AO 3 01 I
La même méthode s'applique à tous les centres de gravité de toutes les paraboles à l'infini, comme à ceux des eonoïdes paraboliques. Je n'ai pas le temps d'indiquer, par exemple, comoLcnl on cherchera h's
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i-CMitrcs (If gravité dans notre conoide parabolique de révolution autour de l'ordonnée; qu'il suffise de dire que, dans ce conoïde, le centre de gravité divise l'axe en deux segments qui sunt dans le rapport ^.
SUR LA MÊME MÉTHODE
Je veux, au moyen de ma méthode, partager la ligne donnée AC {Jig. 94) au point B, en sorte que AB* X BC soit le maximum de tous les solides que l'on peut former de la même façon en partageant la lieneAC.
l'usons, en notations algébriques, AC = /», l'inconnue Alî = a; on aura BG = 6 ~ « cl. le solide d'-b^a^ doit satisfaire à la condition proposée.
Prenons maintenant a h- e au lieu de a, on aura pour le solide («-4-e)'(i— e — «) — èn^-H fte^+ ■ibae — d'~ iae^~ 3«-e — e^
Je le compare au premier solide; a'^b — a', comme s'ils étaient égaux, quoiqu'en fait ils ne le soient point. C'est cette comparaison que j'appelle adégalité, pour parler comme Diophante, car on peu! ainsi traduire le mot grec -RaptuéTï]; dont il se sert.
Je retranche ensuite de part et d'autre les termes communs, c'està-dire ôa°— a\ Cela fait, dans un membre il ne reste rien, dans l'autre on a bé^ -^ ^.bae — Zae^ — ^a-e — e^. Il faut donc comparer les termes en plus et ceux en moins; on a ainsi une seconde adégalité aviix^ be^ ■+- 2èae d'une part, 3flp^ 4- Zà-e + e" de l'autre. Divisons tous les termes par e, Vadégalité aura lieu entre be + ^ba et 3«e + 3a'^-4-e*. Après cette division, si tous les termes peuvent encore cire divises par e, il faut'rcitérer la division. Jusqu'à ce qu'on
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ait un turmc qui ne se prête plus à Cfittc division par e, ou, pour employer le langage de Viète, qui ne soit plus affecté de e. Mais, dans l'exemple proposé, nous trouvons que la division ne peut être réitérée. Il faut donc s'arrêter là.
Maintenant je supprime tous les termes affectés de e; il me reste d'une part 2,ha, de l'autre 3a^, membres entre lesquels il faut établir, non plus comme auparavant, une comparaison feinte ou une adégalitè, mais bien une véritable équation. Je divise de part et d'autre par a; j'ai donc aô — 3a ou - = -•
Revenons à notre question, etdîvisons ACen Ben sorte que 177=-' je dis que le solide AB' x BC est le maximum de tous ceux qui peuvent être formés sur la ligne AC, par une autre division quelconque.
Pour établir la certitude de cette méthode, je prendrai un exemple du Livre d'Apollonius, De la section déterminée, lequel au rapport de Pappus (Livre VI!, commencement) renfermait des limitations difficiles et notamment celle qui suit et que je considère comme la plus difficile. Pappus (Livre VII) la suppose trouvée et, sans la démontrer vraie, la regarde comme telle et en tire d'autres conséquences. En cet endroit, Pappus appelle un rapport minimum [Aovayèv xai i'ky.yj.fj-.ov (singulier et minimum), parce que, si l'on propose une question sur des grandeurs données, et qu'elle soit en général satisfaite par deux points, pour les valeurs maxima ou minima, il n'y aura qu'un point qui satisfasse. C'est pour cela que Pappus appelle minimum et ji'n^M- /ier(e'est-à-dire unique) le plus petit rapport de tous ceux qui peuvent être proposés dans la question. Commandin doute en cet endroit de la signification du terme [Aova/^ô; qu'emploie Pappus, parce qu'il ignore la vérité que je viens d'expliquer.
Voici la proposition. — Soil une droite donnée OMID (fig. qS) et sur celte droite quatre points donnés 0, M, I, D. Il faut diviser le segment MI
en an point N, en sorte que ^^ — ^ soit un rapport plus petit que celui
de deux autres rectangles semblables quelconques rr^ ^r ■
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Posons bs dontiéos 0M = />, DM = ^, MI =^ ^■. et soil maiiUenan) rinconnue MN = a. On aura donc en notations
0XxNI):=6=-;-«
— soil, lo plus (jctit de
tous ceux qui peuvent être obtenus par une division quelconque de la droite ML
Substituons maintenant a-\- eka, nous aurons le rapport
qu'il i'aul comparer par adégalàé au premier, c'est-à-dire qu'oii multipliera d'un côté le premier terme par le quatrième, de l'autre, le second par le troisième, et que l'on comparera les deux produits :
= b z ga ^ gba'^ -\- g sa^ — gà' + bzge — hage
zage ~ a^ge— hza^-\- ba^ — sa^+a
-^■2ba^e — iza'(,^ia'e.
D'autre part,
{ga~ar-)(b:: - ba-bc+za -i- ze - a'-- c'- - 2a<:)
— ga? — gae'— igà'e— isrt^-H ba^
Je romparo ces deux produits par adégalàé; rolrancliant les termes coiMiiMius et divisant par e,
bzg — a'-g — b:e-\ bac-zae— ibza - '>.za'- -'r- •iba-
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Supprimant tous les termes où se trouve encore e, il reste
et, en transposant,
- ha'' M- s «* — ga^ -i
En résolvant cette équation, nous trouverons la valeur de a ou de MN, par suite le point N, et nous vérifierons la proposition de Pappus, qui enseigne que, pour trouver le point N, n taut taire „. ..r = ^^v^; car la résolution de l'équation nous conduira h la même construction.
Pour appliquer aussi cette même méthode aux tangentes, je puis procéder comme suit. Soit, par exemple, l'ellipse ZDN (Jig. 96),
d'axe ZN et de centre R. Prenons sur sa circonférence un pttiiU comme D, menons par ce point la tangente DM ji l'ellipse et l'ordonnée DO. Posons, en notations algébriques, la donnée OZ = b et la donnée ON = g; soit l'inconnue OM = a, en comprenant par CM la portion de l'axe comprise entre le point 0 et le point de rencontre avec la tangente.
Puisque DM est tangente à l'ellipse, si, par un point V pris ad libitum entre 0 et N, je mène lEV parallèle à DO, il est évident que la ligne lEV coupe la tangente DM et l'ellipse, soit aux points E et 1. Mais, puisque DM est tangente à l'ellipse, tous ses points, sauf D, sont
propriété de l'ellipse, py^ = ' ,^, et d'autre part tvt~vw'
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Soit l'arbitraire 0V = c, noua aurons
ZO .ON = bg, ZV. VN = bg — be-^- OW — «^ VM^ = fl' + e^ — 2 ,
1-foiic .^ ,^ _ ^ ?^ „ _ a > ^ _|_ i _ ^i donc on multiplie le prc-
mifti' terme par le dernier et le second par le troisième, on aura
bffa^-i- bge^— ibgae > bga^— bea^- -^ gea'- — o^-k''-.
il faut donc, suivant ma méthode, comparer par adégalité ces deux produits, retrancher ce qui leur est commun et diviser co qui reste par e; on aura donc
Supjirimant les termes où reste c.
membres qu'il faut égaler, d'après la méthode. Transposant comme il convient, on aura ba — ga^^ "^^g-
On voit que cette solution est la même que celle d'Apollonius, car, d'après ma construction, pour trouver la tangente, il faut faire aZO
ON OM
tandis que, d'après celle d'Apollonius, il faut faire -^ = ^^- Il est clair que ces deux constructions reviennent au même.
.Te pourrais ajouter nombre d'autres exemples, tant du premier que du second cas de ma méthode, mais ceux-ci suffisent, et prouvent assez qu'elle est générale et ne tombe Jamais en défaut.
Je n'ajoute pas la démonstration de la règle, ni les nombreuses autres applications qui pourraient en conlirmer la haute valeur, comme l'invention des centres de gravité et des asymptotes, don! j'ai envoyé un exemple au savant M. do Roberval.
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MÉTHODE nu MAXIMUM ET MINIMUM.
En étudiant la méthode de la syncrise et de Vanastrophe de Viète, et on poursuivant soigneusement son application à Ja recherche de la constitution des équations corré la tiv.es, il m'est venu :i l'esprit d'en dériver un procédé pour trouver le maximum ou le minimum et pour résoudre ainsi aisément toutes les difQcultés relatives aux conditions limites, qui ont causé tant d'embarras aux géomètres anciens et modernes.
Les maxima et minima sont en effet uniques et singuliers, comme le dit Pappus et comme le savaient déjà les anciens, quoique Commandin avoue ignorer ce que signifie dans Pappus le terme [xova^oç (singulier). II suit de là que, de part et d'autre du point constitutif de la limite, on peut prendre une équation ambiguë; que les deux équations ambiguës ainsi prises sont dès lors corrélatives, égales et semblables.
Soit, par exemple, proposé de partager la droite b en sorte que le produit de ses segments soit maximum. Le point satisfaisant à cette question est évidemment le milieu de la droite donnée, et le produit
maximum est égal à -r-; aucune autre division de cette droite ne don-
I -. ■ i • b' nera un prockut égal a
Mais si l'on propose de partager la même droite h en sorte que le produit des segments soit égal à s" (cette aire étant d'ailleurs à supposer plus petite que — )> on aura deux points satisfaisant à la question, et ils se trouveront situés de part et d'autre du point correspondant au produit maximum.
Soit en effet a un des segments de la droite h, on aura ba — a:- = :■"• équation ambiguë, puisque pour la droite a on peut prendre eliacnne
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des deux racines. Soit donc l'équatioti corrélative be — e- = z". Comparons ces deux équalions d'après la méthode de Viète :
Divisant de part et Ll'autre par a — e, il viendra
les longueurs « et e seront d'ailleurs inégales.
Si, au lieu de l'aire s", on en prend une autre plus grande, quoique toujours inférieure à -^i les droites aete différeront moins entre elles que les précédentes, les poiuts de division se rapprochant davantage du point constitutif du produit maximum. Plus le produit des segments augmentera, plus au contraire diminuera la différence entre a et e, jusqu'à ce qu'elle s'évanouisse tout à fait pour la division correspondant au produit maximum; dans ce cas, il n'y a qu'une solution unique et singulière, les deux quantités aete devenant égales.
Or la méthode de Viète, appliquée aux deux équations corrélatives ci-dessus, nous a conduit à l'égalité b:=a-\-e; donc, si e = « (ce qui arrivera constamment pour le point constitutif du maximum ou du minimum), on aura, dans le cas proposé, b = 2.a, c'est-à-dire que, si l'on prend le milieu do la droite b, le produit des segments sera maximum.
Prenons un autre exemple : Soil à partager la droite h de telle sorte que le produit du carré de l'un des segments par l'autre soit maximum.
Soit a l'un des segments : on doit avoir ba^ — à^ maximum. L'équation corrélative égale et semblable est be- — e^. Comparons ces deux équations d'après la raéthorle de Viète :
ilivisant de part et d'autre par <a — c, il vient
ia + 6e = a* 4- ae + eS ce qui donne ia constitution des équations corrélatives.
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Pour trouver le maximum, faisons e — a; il vient
le problème esf. résolu.
Toutefois, comme pratiquement les divisions par un binôme sont généralement compliquées et trop pénibles, il est préférable, en comparant les équations corrélatives, de mettre en évidence les différences des racines, pour n'avoir à opérer qu'une simple division par celle différence.
Soit à chercher le maximum de b'^a — a". D'après les règles de la méthode précitée, on devrait prendre pour équation corrélative b^e — e'. Mais puisque e, aussi bien que a, est une inconnue, rien ne nous empêche de la désigner par a-h e; on aura de la sorte
11 est clair que, ai l'on supprime les termes semblables, tous ce qui resteront seront affectés de l'inconnue e; ceux en a seul trouvent en effet les mêmes de part et d'autre. On a ainsi
et, en divisant tous les termes par e,
ce qui donne la constitution des deux équations corrélatives sous cette forme.
Pour trouver le maximum, il s'agit d'égaler les racines des deux équations, alin de satisfaire aux règles de la première méthode, dont notre nouveau procédé tire sa raison et sa façon d'opérer.
Ainsi il faut égaler a à a h- e, d'où e = o. Mais, d'après la constitution que nous avons trouvée pour les équations corrélatives.
nous devons donc supprimer, dans celle égalité, tous les termes affec-
134 ŒIJVIÎKS DE FKIÎMAT. [161,152]
fés de e, comme se réduisant à o; il restera b' = 'ià^, équation qui donnera le maximum cherché pour le produit dont il s'agit.
Pour montrer plus complètement la généralité do cette double méthode, considérons de nouveaux genres d'équations corrélatives dont Viète n'a pas traité et que nous emprunterons au Livre de la Section déterminée d'Apollonius (dans Pappus, Livre YIÏ, prop. 61), dont les conditions de limites sont expressément reconnues comme difliciles jiar Pappus.
Soit la droite liDEl'' (/'g'- 97)) *'"" laquelle on donne les points H, D, K, F. Trouver entre les points D eï E un point N tel que le rapport des produits BN x NF et DN x NE soit, minimum.
V'iR- 97-
Posons DE==/^ DFr=;, BD = (/, DN =«; il Finit que le rappori
d: — da-\- :a — a^ . , . . - — . — ^^y-i soit minimum.
Le rapport corrélatif semblable et égal est " ^ ,--^~'^" -"^ , d'après
notre première méthode. Egalons les produits des termes moyens et des extrêmes, nous aurons
d:be — d:e- — dabe -i- due--\- zabe — zae" — a"- de -+- <t- c''- ■z=.dzba — d:à^ — deba -h dea^-h zeùa — :ea- — e-Oa -h e-a^.
Supprimant les termes semblables et Taisant les transpositions convenables :
dzba— dzhe + dear ■ — dae'' — zeor--]- zae--^ a^ be — i:-ba r- d^a^ — dze'^.
Divisant de part et d'autre par a — e (ce qui sera très facile, si l'on
:=^s&, etde
dea^ — daé^ , ■ ■ 1 . ■ ■ 1 1 ■ 1 .
; - ^ = dae, etc. ; il est aise de disposer les termes corrc-
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latifs pour obtenir ces divisions), on aura, après la lU vision,
d:b -1- dae — zae -\- baerz:. dsa -+- dze,
(égalité qui donne la constitution des deux équations corrélatives.
Pour passer de cette constitution au minimum, il faut, d'après la iiiétlioile, faire e = rt, d'où
dzb -\- da^— za- -^ ba'-T^idza;
la résolution de cette équation donnera la valeur de a, pour laquelle le rapport proposé sera minimum.
L'analyste ne sera pas arrêté par ce que cette équation a deux racines, car celle qu'il faut prendre se trahira d'elle-même, quand on ne voudrait pas la reconnaître. Même avec des équations ayant plus de deux racines, UH analyste tant soit peu sagace pourra toujours se servir de l'une ou de l'autre de nos méthodes.
Mais il est clair, d'après l'exemple que nous venons de traiter v.w dernier lieu, que la première do ces deux méthodes sera en généi'iil d'un emploi peu commode, par suite de ces divisions répétées par un binôme. Il faut donc recourir à la seconde qui, quoique simplement dérivée de la première, comme je l'aï dit, procurera aux habiles analystes une facilité surprenante et d'innombrables abréviations; bien plus, elle s'appliquera, avec une aisance et une élégance bien supérieures, à la recherche des tangentes, des centres do gravité, des asymptotes et autres questions pareilles.
C'est donc avec la même contiance que jadis, que j'alllrme hmjonrs aujourd'hui que la recherche du maximum et du minimum se ramène à cette règle unique et générale, dont l'heureux succès sera toujours légitime et non pas dû au hasard, comme ccriains l'ont pensé.
Soil a une inconnue (voir page i2i, ligne G à ligne dernière). - - «' première expression.
S'il reste encore quelqu'un qui considère cette méthode comme duc à un heureux hasard, il peut bien essayer d'en l'encoiUrer un pari-il.
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Quant à celui qui ne l'approuverait pas, je lui proposerai ee problème :
Étant donnés trois points, en trouver un quatrième tel <juc la somme de ses distances aux trois points donnes soit minima.
APPENDICE A LA MÉTHODE DU MAXIMUM ET MINIMUM
Dans le cours des questions, il se présente souvent des radicaux; l'analyste ne doit pas alors hésiter à employer une troisième inconnue, ou, s'il le faut, à en poser un plus grand nombre encore; on pourra en effet de la sorte éviter les élévations aux puissances qui, en se répétant, compliquent d'ordinaire les calculs. L'artifice de cette méthode va être expliqué par les exemples qui suivent :
Soit un demi-cercle de diamètre AB (Jig. 98), ac«c la perpendiculaire DC au diamètre. On demande le maximum de la somme AC + CD.
Soit b le diamètre, posons AC = a; on aura donc CD = \!ba ~ à^. La question est ramenée à rendre maxima la quantité a -h sjba — d^.
En appliquant les règles de la méthode, on arriverait à adégaler des expressions dont le degré serait trop élevé; désignons donc par o la quantité maxima; car pourquoi abandonnerions-nous l'usage adopté par Viète de représenter par des voyelles les quantités inconnues (' )?
(') Pour conserver la notation do Format, tout on (ivitant la confiiwon avec le zéro, nous surmontons d'un trait la voyelle 0,
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Nous aurons donc a -h \lba — à'-= o\ donc u — a t=:- \[ha — a-, et en élevant au carré :
~o° + a^—iôa — ba-a^.
Cela fait, il faut effectuer une transposition do façon qu'un uienibrc de l'équation soit formé par le seul terme où o figure à la plus haute puissance; on pourra di^s lors déterminer le maximum, ce qui est le but de l'artiliee. Cette transposition nous donne
Mais par hypothèse o est la quantité maxima; donc o , carré d'une quantité maxima, sera lui-même un maximum; par conséquent, ba — 20;^ —10a (expression égale 'no ) sera un maximum, 11 n'y figure d'ailleurs aucun radical; traitons-la, d'après la méthode, comme si o
était une quantité connue. Nous aurons Vadégalité
Supprimons les termes communs, et divisons les autres par e..
Supprimons ie d'après la règle; nous aurons
/j + 30 — 4ff, tl"o(i !\a — b—.'>.o ULL '>.a — \h^^<j.
Cette égalité étant établie par la méthode, il faut revenir à la première, dans laquelle nous avons posé a ■+■ \jba — a- — o. Mais nous venons de trouver o ^= ia — -,h; donc
■2a — {b = a+ sjba - a\ d'où « — \ b -- sjbâ - a'-.
Klevons au carré :
c'' -\- l h'- - ba ^^ ba -■- a', d'où enfin
ba -«'— iôî;
de cette dernière équation on tirera la valeur de a correspondant au maximum cherché.
Fermât. — III. 18
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Nous pouvons employer le même artifice pour trouver /e cône; rfe .««/■-
face maxima quipeul être inscrit dans une sphère donnée.
Soient AD (Jig. 99) le diamètre de cette sphère, AC la hauteur du
cône cherché, AB son côté, BG son rayon de base. Il faudra, d'après
Archimède, que la somme AB x BC -H BC- soit maxima.
Soit b le diamètre; posons AC -- (f. Nous aurons AB = \lha.
AI! X RC H- BC- = si^'SÛF'-- IJ^ + ha - aK Égalons cotte somme à l'aire maxima, soit o : o -\- a' — ba --~ V b'ti'' — ùa'.
Elevons au carré, etc. ; la méthode que nous avons indiquée conduira h une équation donnant 0 , et permettant ainsi de résoudre celle que nous venons de poser.
Cependant, dans l'exemple choisi, on peut obtenir la solution sans prendre une troisième inconnue ; car on peut ramener le problème à chercher, en se donnant la droite AB dans le triangle CBA,
CR X RA -h CR^
et, dans ce cas, 1
quel est le maximum du rapport ~ ^tït"
méthode ordinaire est suffisante.
Soit /' la droite donnée AB ; posons CB---a, nous aurons
AC- ---- h'^ ■- a^. Mais ,~ = -.-,-,-.■; donc AD" = -,-, -,■ Or nous voulons
AR^ At)' b' - a'
que le rapport de ba -h «^ à cette dernière expression soit maximum. Multiplions haut et bas par b'^ — a- ; le rapport .^ , hi ■!_ (. >_:~'i doit être minimum. Mais 6' est donné, comme puissance de la donnée b; donc la quantité b^n -\- b^a'- — ha^ — a' doit être maxima.
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La méthode conduira à l'équation
b^ -i- .ib-a—- Zba- -\- 4"'*.
dont if! degré s'abaisse immédiatement (' ) : 4rt-- ba — - /'";
la solution est dès lors évidente.
Nous ne nous arrêtons pas davantage sur un sujet désormais éciairci ; on voit comment, en recourant à une troisième ou à une quatrième inconnue, et, s'il le faut, en multipliant encore le nombre des positions auxiliaires, on peut se débarrasser des radicaux cl di' tous les autres obstacles qui peuvent arrêter l'analyste.
Cependant, et quoique l'invention des tangentes découle elle-même de la méthode générale, on peut remarquer que, dans certains cas, les questions de maximum ou minimum peuvent se résoudre plus élégamment et peut-être plus géométriquement, au moyen do la construction d'une tangente.
Donnons-en un seul cscmple, qui peut valoir pour plusieurs :
Dans un demi-cercle FBD (^fig- loo), on mène, la perpendiculaire BE; im demande le maximum du produit FE x EB,
Si, d'aprcs notre méthode, on cherche h construire le rectangle FE X EB en s'en donnant la valeur, la question se ramène à décrire une hyperbole ayant pour asymptotes AF, FC, et pour laquelle les produits des abscisses FE^arlesordonnéesEiï aient la valeur donnée;
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[es points d'ititcrsccUon de l'hyperholo et du dcini-corclt! satisferont à ia question. Mais, comme le produit FE x EB doit être maxintiim, il s'agit en fait de construire une hyperbole qui ait pour asymptotes AF, FC et qui, au lieu de couper le demi-cercle, lui soit tangente, soit en B; car les points de contact déterminent les quantités maxima ou minima.
Supposons le prolilème résolu : si l'hyperiiole touche le demi-eerele en B, la tangente en B au demi-cercle sera également tangente ii l'hyperbole. Soit ABC cette droite. Elle est tangente à l'hyperbole en B et rencontre les asymptotes en A et C ; donc, d'après Apollonius, AB = BC; par suite, FE — EC et AF = 2BE = 2AN. Mais, comme tangente au cercle, BA = AF; donc BA — 2AN, et h cause de la similitude des triangles, si M est le centre, IIB ~ 3ME. Mais le rayon ilB est donné ; donc le point E le sera.
On peut de même ramener en général toute recherche de maximum ou de minimum à la construction géométrique d'une tangente; mais cela ne diminue en rien l'importance de la méthode générale, puisque la construction des tangentes en dépend, aussi bien que la détermination des maxima et des minima.
SUR LA Mîm MÉTHODE.
T,a théorie des tangentes est une suite Je la méthode, dès longtemps publiée pour l'invention du maximum et du minimum, qui permet de résoudre très aisément toutes les questions de limitation, et notamment ces fameux problèmes dont les conditions-limites sont indiquées comme difficiles par Pappus (Livre VH, préf.).
Les lignes courbes dont nous cherchons les tangentes ont leurs propriétés spécifjfjues exprimables, soit par des lignes droites seulement,
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soit encore par des courbes compliquées comme on voudra avec des droites ou d'autres courbes.
Nous avons déjà satisfait au premier cas par notre règle, qui, trop concise, a pu paraître difficile, mais cependant a été reconnue légitime.
Nous considérons en fait dans le plan d'une courbe quelconque deux droites données de position, dont on peut appeler l'une diamètre, l'autre ordonnée. Nous supposons la tangente déjà trouvée en un point donné sur la courbe, et nous considérons par adégalité la propriété spécifique de la courbe, non plus sur la courbe même, mais sur la tangente à trouver. En éliminant, suivant notre théorie des maximaetminima, les termes qui doivent l'être, nous arrivons h une égalité qui détermine le point de rencontre de la tangente avec le diamètre, par suite la tangente elle-même.
Aux nombreux exemples que j'ai déjà donnés, j'ajouterai celui de la tangente à la cissoïde, inventée, dit-on, par Dioclès,
Soient un cercle dont les deux diamètres AG, BI {fig. iot) se coupent normalement, et la cissoïde IHti, à laquelle, par un quelconque de SCS points, soit H, il faut mener la tangente.
Supposons le problème résolu, et F l'intersection de CG et de la tangente HF. Posons DF = «, et, en prenant un point K quelconque entre D et F, DE =. e.
D'après la propriété spécifique de la cissoi<le ;
" ï)ir
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NE m E(i "^ EO ' portion de la droite EN interceptée entre E et la tangente.
Soient la donnée AD -- s, la donnée DG ~= n, la donnée DH — r, et, comme nous l'avons dit, l'inconnue DF - a, l'arbitraire DE - e. On aura
E(l = /i - i<, EO r= '--'.""Zi- , EN -- \.'Tir—l^^fw - e' .
D'après la règle, il faut considérer la propriété spécifique, non pas sur la courbe, mais sur la tangente, et poser donc ^, -- pjî^ EO étant l'ordonnée île la tangente, ou, en notations analytiques.
r;arrant, pour se débarrasser du radical :
Multipliant tous les termes par a-, et adégalant, d'après la régie, le produit des extrêmes au carré du moyen, supprimant les termes superflus, conformément à la méthode, on aura enfin
D'où la construction suivante de la tangente : Prolongez le rayon CA du cercle donné jusqu'en V et prenez AV -- AC. Divisez Al) x DG par VD, soit DF le quotient; joignez FH; vous aurez la tangente à la cissoïde.
Indiquons aussi la façon de procéder pour la conclwïde de Nicomi'di:, mais indiquons-la seulement pour ne pas être trop long.
Soit la conchoïde de Nicomède construite sur la figure ci-contre {Jig. 102), comme elle l'est dans Pappus et dans Eutocius : I est le pôle, KG l'asymptote à la courbe, IHE la perpendiculaire à l'asym-
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pLote, N un point donné sur la courbe, par lequel il faut mener une tangente NBA rencontrant lE en A.
Supposons le problème résolu, comme ci-dessus. Menons NC parallèle à KG. D'après la propriété spécifique de la courbe, LN — HE. Prenons un point quelconque, soit D, entre C et E, et menons par ce point, parallèlement à CN, DB qui rencontre la tangente en B. Comme la propriété spécifique de la courbe doit être considérée sur la tangente, joignons BI qui rencontre KG en M; on doit adégaler, d'après les régies de l'art, MB et HE; on arrivera ainsi à l'équation cherchée. Pour cela, on posera, comme ci-dessus, CA -- a, CD = e, EH = z, et on désignera de même les autres données par leurs noms. On trouvera facilement l'expression analytique de la droite MB, on Vadégalera, comme il a été dit, à la droite HE, et on résoudra la question.
Ce que j'ai dit paraît suffire pour le premier cas. Il est vrai qu'il y a une infinité d'artifices pour abréger les calculs dans la pratique ; mais on peut facilement les déduire de ce qui précède.
Pour le second cas, que jugeait difficile M. Descartes, à qui rien ne l'est, on y satisfait par une méthode très élégante et assez subtile.
Tant que les termes sont formés seulement de lignes droites, on les cherche et on les désigne d'après la règle précédente. D'ailleurs, pour éviter les radicaux, il est permis de substituer aux ordonnées des courbes, celles des tangentes trouvées d'après la méthode précédente. Enfin, ce qui est le point important, aux arcs de courbes on peut substituer les longueurs correspondantes des tangentes déjà trouvées, et
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arriver à Vadégalilè, comme nous l'avons iodiqoé : on saLisfera ainsi facilement à la question.
Prenons comme exemple la courbe de M. de Roberval [cyc.k>ï'h:~\.
Soient HBIC {fig- io3) la courbe, C son sommet, CF l'axe; décrivons le demi-cercle COMF, et prenons sur la courbe un point quelconque, soit R, duquel il faut mener la tangente RB.
Menons par ce point R, perpendiculairement à CDF, la droite RMD, coupant le demi-cercle en M. La propriété spécifique de la courbe est que la droite RD est égale à la somme de l'arc de cercle CM et de l'ordonnée DM. Menons, d'après la précédente méthode, la tangente MA au cercle (le même procédé serait en effet applicable si la courbe GOM était d'une autre nature). Supposons la construction opérée, et soient l'inconnue DB = a, les droites trouvées par construction : DA = b, MA = d; les données MD = r, RD = s, l'arc de cercle donné CM — n, la droite arbitraire DE = e.
Par E menons EOVIN parallèle à la droite lîMD; on a — ^ = iiji^.T^, d'où N1V0E = ^^— ■
Il faut donc adégaler (à cause de la propriété spécifique de la courbe qui est à considérer sur la tangente) cette droite — - — à la somme OE + arcCO.
Mais arcCO =:arcCM — arcMO. Donc '"~'^. ooOE + arcCM - arcMO.
Pour obtenir l'expression analytique des trois derniers termes, tout eu évitant les radicaux, on peut, d'après la remarque précédente, sub-
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b^lituei-, à OE, l'ordonnée EV de la tangente, l't ii TaiT MO, ia|Hi)iioii tli tangente MV qui lai est adjacente.
Poni" trouver l'expression analytique de E\", un ;i d'ail le iir?
I> '■ ,- . r.,r rb — re
,~^. = g^,douE\ = — ^— .
Pour colle de MY, ii cause des triangles senildaiiles, cotiinii' ei-des
^ns, 7 = HT--' d ou .\l\ = -.-•
i'iniin on a |)osé iUTCM = /2. On aura doue analyliquenienl
Sialli|iliiiiit, de part et d'autee. |nir ab :
zlia — ; lie oo rba — rae -!- bna — dne.
Jlais, d'après la propriété de la courbe, ==/■+«, donc zha~-iba^ hna. SupiJi'imaiit les termes communs.
Divisons par e; coiiiiiic il ne reste ici aucun leriiii' sU[)erllu, M n'y a pas d'autiT sup[)ressio]i à t'airi' :
l^our la construction, ou fiu-a ilnuc —-;(-.-- = v,ti\ '"> ,|omdr;i liR
i|iii tourlicra la courbe CR.
M\ + MD M
iMajs comme — rr^ = -.ttti anisi qu il est lacile de le démontrer,
, „ . MD lil> , , ,. ., , ,,
oii peut taire -ï-tt = -rr^^ ou, pour que la construction soit plus élégante, joindre MC et lui mener RB parallèle.
La mémo méthode donnera les tangentes à toutes les courbes de eetle espèce. Nous avons indiqué il y a longtemps leur construction générale.
(^omme il a été proposé de Ir^iuver la inngeitie de la quadralairc <»i ijuadratrice de Dinostrale, voici cojitmeni nous la construisons d"a|)i'ès la méthode précédente.
l'EnutT. — m. 19
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Soient AIB (fig. io4) un quart de cercle, AMC la quaJralaire, à laquelle il faut mener la tangente en un point donné M. Je joins M! ; de I comme centre, avec IM comme rayon, je décris le quart de cercle
MN a PC M D ZMD, et, menant la perpendiculaire WN, je fais -jvi- = — ^^ — Je joins
MO qui sera tangente à la (juadratairc; que cela suffise.
(Cependant il arrive souvent qiie la courbui'c change, comme dans la conchoïde de Nicomède (i*'' cas) et dans toutes les espèces, sauf la première, de la courbe de M. de Roberval (2'' cas); pour pouvoir bien dessiner la courbe, il convient donc de rechercher mathématiquement les points d'inflexion, où la courbure devient concave de convexe, ou inversement. Cette question se résout élégamment par la méthode de maximis et minimis, grâce au iemme général suivant :
Soit ta courbe AHFG i^fig- 1 o5) dont la courbure change par exempte au point H. Mené:: la tangente HB, l'ordonnée HC ; l'angle HBC sera le minimum entre tous ceux que la tangente fait avec l'axe ACD, qu'elle soit au-dessous ou au-dessus du point H, comme il est facile de le dcmojitrei'.
Qu'on prenne en effet, au-dessus du point H, un point M; la tangente en ce point rencontrera l'axe entre A et B, soit en N; l'angle en N sera donc plus grand que l'angle en B.
Do même, si l'on prend le point F au-dessous de U, le point D, oii la langente FI) rencontre l'axe, sera au-dessous de B, cl ia langenle DF
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rencontrera d'ailleurs la tangente BH Jn coLé de FH; l'anifle en I) sera donc plus grand que l'angle en B.
Nous ne poursuivons pas tous les cas, nous indiquons s(Mileuion( le mode de recherche, les formes des courbes variant indérmimenl.
Pour donc trouver, par exemple, le point H sur la figure, on cherchera d'abord, d'après la méthode précédente, la propriété de la tangente en un point quelconque de la courbe. Puis, par la doctrine de maximis et minimis, on déterminera le point H tel qu'en menant la
perpendiculaire HC et la tangente HB, le rapport ^^ soit ininimuiii. CiHr ainwi l'angle en B sera minimum. Je dis que le point H ainsi (roiivé sera celui où commence le changement de courbure.
La mémo méthode de maximis et minimis donne aussi, par un artifice singulier, l'invention du centre de gravité, comme je l'ai indiqué autrefois à SI. deRoberval.
Mais, comme couronnement, on peut encore trouver les asymptotes d'une courbe donnée, recherche qui conduit à de remarquables propriétés pour les courbes indéfinies. Nous pourrons un jour les développer et les démontrer plus au long.
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PROBLÈME lîNVÛYÉ AU U. i». MERSRNNK
Trouver le cylindre de surface maxuna inscrit dans une sphère donnée.
Soit donnée une sphère de diamètre AD {fig. io6), do i^ctitre 11. On demande d'v inscrire te cylindre de surface maxtma.
Siipjtosùiis le |)roblème résolu; siiieuL Dl*^ lo diamètre do i)asi' tin iiyliudrc, KA sou côté (on peut en elFet donner coite position au cylindre, l'angle inscrit dans le demi-cercle étant droit). La surface du cylindre est proportionnelle à Dfi*+ 2Dli;.EA : il faut donc chercher le maximum de la somme DE- -h 2 Dli, l'IA.
Si l'on abaisse la perpendiculaire lïB, on a,d'unopar[.lHil-==An.l)li; de l'autre, DE.KA = AD.BE. Nous avons donc à chercher le maximum de la somme AD.Dlf -1- aAD.BE, ou, en divisant les deux termes par la droite donnée AD, le maximum de la somme DB -1- 2BE.
Cette question est facile : qu'on fasse CB = ;1^BE, ou, ce qui rcvienf au même, BC = ^1 le point E satisfera au problème. Menons eu etl'et
la tangente EF qui rencontre en Fie prolongement du diamètre; je dis que la somme DB H~ 2BË est maxima.
En effet, puisque CB = ^BE, BK^JBI-; donc BF.^2BE; dojir DF = DB + 2BE; il est clair ainsi que la somme DT( 4- 2BK ost
maxima.
Prenons en eiîel on point quidconque, soit 1, sur le (lenii-cerrle. cl abaissons la pecpeiidiculaire LN; par ie même point I, menons Kl pai'al-
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It'lo à la tangente et rcncond'ant \c liianii'frc imi G. Ci; point (i tomhcfa entre les points F et D, autrement là parallèle GI ne rencontrerait pas le (lemi-ccrelc. En raison dn parallélisme, on a ^jt^ = ■^; mais PB = 2BE; donc GN = 2NI et, par suite, GD = DN-h2Nl. Mais comme GD(= DN -H 2NI) est inférieure à DF(= Dli -h 2BE), ii s'ensuit que DB + 2BE est un maximum et riue le eviiiLiIre ciien^lié aur;i [>our base DE et pour côte VA.
On prouvera, d'après ce qui précède, que le rapport ~ est celui dn plus grand au plus petit segment d'une droite divisée eu moyenne et extrême raison.
Nous pouvons {railleui's par le même |)rocédé Iraiwcr cl conslniirc lai cylindre de sur/ace donnée.
On ramènera en effetla question à l'égalité entre la soLome DN h- 2.\i et une droite donnée, soit DG, qui, d'après la valeur trouvée pouf If maximum, devra être au plus égale si DF. Menez GI parallèle à ¥E; le point I satisfera à la question et l'on pourra ainsi avoir tantôt <ieux cvlindres, tantôt un seul répondant à la condition posée.
Si, en effet, le point G tomlie entre F et A, deux cylindres différenis satisferont au problème; mais si G tombe en A on pins près de D, la solution sera unique.
Vil T.
ANALYSI-: POUR LES Rr-FKACTIONS.
Soit ACHi {fig. loH) un cercU^ dont le diamètre AFDB sépare deux milieux de nature différente, le inoins dense étant du côté ACB, le plus dense du côté AIB.
Soient D le centre du cercle et CD le rayon incident tomlianl sui' ic centre du point C donné; on demande le rayon réfracté Ul, ou aud'ement le ])oint I [lar où passera le rayon après la réfraction.
.\liaissez sur le diamètre les perpendiculaires CF, 111, \a' poînl C
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l'taiit donné ainsi que le diamètro AB et le centre D, le point F et la droite FD seront également donnés. Supposons que le rapport de la résistance du milieu plus dense à celle du milieu moins dense soit neluj de la droite donnée DF à une autre droite m. donnée en dehors de la figure. On devra avoir m<DF, la résistance du milieu moins dense devant être inféi'iouro à celle du milieu plus dense, par un axiome plus que naturel.
Nous avons maintenant h mesurer, au moyen des droites m et DF, les mouvements suivant les droites CD et DI; nous pourrons ainsi représenter comparativement l'ensemble du mouvement sur ces deux droites par la somme de deux produits ; CD . m + D! . DF.
Ainsi la question est ramenée à partager le diamètre AB en un point H de telle sorte que si en ce point on élève la perpendiculaire HI, puis qu'on joigne Dl, l'aire CD.m + DI.DF soit minima.
Nous emploierons ii cet effet notre méthode, déjà répandue parmi les géomètres et exposée depuis environ vingt ans par Hérigone dans son Cursus mathematicus. Appelons n le rayon CD ou son égal DI, b la droite DF, et posons DH = a. Il faut que la quantité nm + nh soit niininia.
Soit, pour riucounue e, nue droite arbitraire Dû; joignons CO, 01. lîn notations analytiques : (]()- = Ji^+e''~ nbe, et 01'-^ = n- + e'-\-iae; donc
La somme de ces deux radicaux doit être adégalée, d'après les règles de l'art, à hi somme mn + hii.
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Pour faire disparaître les radicaux, on élèvera au carré, on supprimera les termes communs et l'on transposera de façon à ne laisser dans un des membres que le radical qui subsistera; puis on élèvera de nouveau au carré; après nouveau retranchement des termes communs de part et d'autre, division de tous les termes par e et suppression de ceux où e entrera encore, selon les règles de notre méthode généralement connue depuis longtemps, on arrivera, en ôtant les facteurs communs, à l'équation la plus simple possible entre a et m, c'eslà-dire qu'après avoir fait disparaître les obstacles opposés par les radicaux, on trouvera que la droite DU de fa iigure est égale à la droite m.
Par conséquent, pour trouver le point de réfraction, il faut, ayant mené les droites CD et GF, prendre les droites DF et DH dans le rapport de la résistance du milieu plus dense à celle du milieu moins dense, soit dans le rapport de 6 à m. On élèvera ensuite en H la perpendiculaire HI au diamètre; elle rencontrera le cercle en l, point où passera le rayon réfracté; et ainsi d'ailleurs le rayon, passant d'un milieu moins dense dans un plus dense, s'infléchira du côté de la perpendiculaire : ce qui concorde absolument et sans exception avec le théorème découvert par Descartes; l'analyse ci-dessus, dérivée de notre principe, donne donc de ce théorème une démonslration rigdurcusement exacte.
SYNTHESE POIR LES REFRACTIONS.
Le savant Descartes a proposé pour les réfractions une loi qui est, comme on dit, conforme à l'expérience; mais, pour la démontrer, il a du s'appuyer sur un postulat absolument indispensable ii ses raisonnements, à savoir que le mouvement de la lumière se ferait plus facilement et plus vite dans les milieux denses que dans les rares; or ce postulat semble contraire à la lumière naturelle.
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Kn cliei'cliaol, pour établir la véritable Uu des rél'ractioiiy, à partir ilii principe contraire, -~ ;i wiivitj]' (|ue le mouvement de la lumière se l'ait plus facilement et plus vile dans Ii^s milieux rares que dans les denses, — nous sommes retombés précisément sur la loi que Descartes a énoncée. Est-il possible d'arriver sans paralogisme à une même vérité par deux voies absolument opposées, c'est une question que nous laissons à examiner aux géomètres assez subtils pour la résoudre ri'goureusemcnt; car, sans entrer dans de vaines discussions, la possession assurée do la vérité nous suffit et nous l'estimons préférable à une plus longue continuation de querelles inutiles et illusoires.
Notre démonstration s'appuie sur ce seul postulat que la jiatui'e opère par les moyens et les voies les plus faciles et les plus aisées. (Ilar c'est ainsi que nous croyons qu'il doit être énoncé et non pas comme on le fait d'ordinaire en disant que la naturi' opère tonjours parles lignes les plus courtes.
Bn ell'et, de même qu'en spéculant sur les mouvements naturels des graves, Galilée en mesure les rapports aussi bien par le temps que par l'espace, de même nous no considérerons pas les espaces ou les lignes les plus courtes, mais celles qui peuvent être parcourues le plus facilement, le plus commodément et dans le temps le plus court.
t:ela supposé, soient deux milieux de nature dllférente (/ig. 109)
séparés par le iliainètreANB (lu cereleAIllJAI. le milieu le moins ileiise étant du coté de M, le |)lus dense du eùté de II; menons de M vers II
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les lignes quelconques MNH, MRH, brisées sur le diamètre aux points
Net H.
La vitesse ilu mobile sur MN dans le milieu rare étant plus grande.
d'après l'axiome ou le postulat, que la vitesse du même mobile surNH,
et les mouvements étant supposés uniformes dans chacun des deux
milieux, le rapport du temps du mouvement sur MN au temps du
mouvement sur NH sera, comme on sait, le produit du rapport de MN
à NH et du rapport inverse des vitesses sur NH et sur MN. Soit donir
. vitesse sur MN MN temps sur MN IN
pose -7-— — ■ ,-„ = ^fj-, on aura ; - ■ ■ ifû ~ ^ni-
' vitesse sur NH NI temps sur NH NH
On prouvera de même que si le rapport de la vitesse dans le milieu
. , .^ j 1 ■(■ I .MR tempssiirMIi PIS
rare a la vitesse dans le milieu dense estiTTi-' on aura ■■ ■■ — 77:.- — .rr,-
liP lempssur lill Uii
f.- . -1 -, temps sur MNH IN + NH
D ou il su t que £- ^rrrrr, = ar, trrf ■
^ temps sur MKH PH -h H.ti
Or, puisque c'est la nature qui dirige la lumière du point M vers le point H, nous devons chercher un point, soitN, par lequel la lumière, en s'infléchissant ou se réfractant, parviendra dans le temps le plus court du point M au point H; car on doit admettre que la nature, qui mène le plus vite possible ses opérations, visera d'elle-même ce point-là. Si donc la somme IN -!- NH, qui mesure le temps du mouvement sur la ligne brisée MNH, est une quantité minima, nous aurons atteint notre but.
L'énoncé du théorème de Descartes donne ce minimum, comme nous allons aussitôt le prouver par un véritable raisonnement géométrique et sans aucune ambiguïté. Voici en effet cet énoncé :
Si du point M on mène le rayon MN, que du même point M on abaisse la perpendiculaire MD, puis que l'on prenne ^i- dans le rapport de la plus grande vitesse à la moindre, qu'enfin on élève en S la perpendiculaire SH et que l'on mène le rayon NH, la lumière incidente au point N dans le milieu rare se réfractera dans le milieu dense du coté de la perpendiculaire vers le point H.
C'est ce théorème qui est en accord avec notre Géométrie, commi; il résulte de la proposition suivante purement géométrique.
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Soit le cercle AHBM, dont ANB est un diamètre et N le centre; sur la circonférence de ce cercle je prends un point M quelconque, je mène le rayon MN et j'abaisse sur le diamètre la perpendiculaire MD. Soit donné d'autre part le rapport sje-! en supposant DN > NS; en S j'élève au diamètre la perpendiculaire SH qui rencontre la circonférence au point H; je joins ce point au centre par le rayon HN. Posons ï^- — ^iiTT-; je dis que la somme IN 4-NH est rainima; c'cst-ii-dire que si l'on prend un autre point quelconque, R par exemple, sur le rayon NB, que l'on joigne MR. RH et que l'on fasse ^^ — ^p-î on aura
PR+RH>INh-NH.
„ , ,. , r. ■ MX liN . ItN NO ,, , , .
Four le démontrer, taisons -.y^ = vn=j et.j^ = i.^^- Il est clair que,
par construction, puisque DN est plus petit que le rayon MN, on aura
NO <NR; de même, puisque NS<ND, on anraNV<NO.
Cela posé, on a, d'après Euclide : MR- = MN- + NR- -t- aDN.NR ;
mais puisque, par construction, "ïTiû = sjô' on a MN.NO = DN.NR;
donc2MN.NO= aDN.NR; donc MR- = MN" + NR--f- sMN.NO. Mais, puisque NR> NO. NR-> NO- ; donc
MI{^>MN5-HN0^+[iMN.NO.
Mais la somme JIN- + N0-+ 2MN.NO ^ (MN + NO)-. Donc
MAXIMA ET MINIMA. 1S
Or dans le trianglo NHH. d'après Euclide,
UH=— TIX-+ NR^- 2SN.NH.
M- . .- MN(:=NH) NK . DN NO ,
Mais par construction ^i-rv — - — ^r-Tvi et^rr^ = ^-r,: aonc, ex œguo,
HN NR
M = NV" Donc HN.NV=zNS.NR et 2HN.NV=2SN.NR: donc
l!H= T HN=+ Nl!^ - a HN . NV.
Mais on a prouvé que NU-> NV^'; donc
HII^>HN^ + NV^ -jHN.NV.
Or HN= -+- NV^ - 2HN. NV= HV-, d'après Ëuclidc; donc HR- > HV^ et IIR > HV. Ce qu'il restait à prouver.
Si l'on prend le point R sur le rayon AN, quand même les droites MR, RH se trouveraient dans le prolongement l'une de l'autre, comme dans la figure suivante (/ig- no), — la démonstration étant d'ailleurs indé-
pendante de ce cas particulier, — le résultat sera le inèine. (^'est-it-dd que l'on aura toujours PR -i- RH > IN -h NH.
f ■ -, MN RM . DN NO ., . , ■
raisons, comme ci-dessus, ttt- = ;;— r fit vrz,- = t-t?; h est clair qu
us NO IN s N V '
BN > NO et NO > NV.
MK" = MN' + NR' - 2DN.NB. A 2DN.NR on peut, d'après le méiii raisonnement que ci-dessus, substituer 2MN. NO; d'ailleurs NR-'> NO doncMR=>]SIN'+NO"- 2MN.NO. Mais
MiN'+NO- - ^MN.\0--M()=.
Donc MR- > MO" et MR > MO.
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D autre part, on a, par construction, -^-^ = -^ = ---- -^ donr;,
MN ^'I , ,. ., , MO IV
vicissim ; ^r =■ ^rr^t et aiviacndo : j^z- = tt^i cl vicissim :
MO _ O^N l)N _ MR IV - NV -NS" " RP'
Mais on a prouvé que MR > MO ; donc PR > IV. Il reste à prouver, pour établir la proposition, que RH > HN + NV; ce qui est très facile d'après ce qui précède.
lîn effet RH-= HN" + iNR' + aSN.NR; à 2SN.NR on peut substituer, comme on i'a vu, 2HN.NV; d'ailleurs NR->NV-. Donc
HR^>HN=-i-xNV'-!-2HN.NV:
donc, comme ci-dessus, HR > UN + NV.
11 est donc certain que la somme des deux droites PR, HH, quand même elles ne formeraient qu'une droite unique PRil, est toujours supérieure à la somme IN + NH. c. q. t. d.
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NOLiVEAli' TRAITEMENT EN ANALYTIQIJE
(NCONNUKS SFXONOIÎS ET D'ORDRE SUPÉKIEUR.
La réduction aux premières des inconn aes secondes et d'ordre supérieur, opération de la plus haute importance en Algèbre, trouve son fondement dans la seule proportion de la double équation, à réitérer autant de fois qu'il est besoin, ainsi que le montre la marche ellemême de la question.
Soit proposé
a^+e'— :'" el ba -h e'']- de -. n'.
Pour ramener la seconde inconnue à la première, voici les règles :
Faites passer dans un membre de l'équation tous les termes oii entre la seconde inconnue. Ainsi, dans l'exemple choisi,
De la sorte dans chaque équation les termes en e, c'est-à-dire ceux où entre la seconde inconnue, constituent un des membres de l'équation.
Si cette équation double est ramenée à une proportion, on aura
lîn égalant le produit des extrêmes à celui des moyens, tous les termes seront divisibles par e, la seconde inconnue, ce qui est évident, puisque e figure dans le second et le quatrième membre de la proportion.
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On aura
Divise/, par e jusqu'à ce qu'un terme soit entièrement débarrassé de e : :'"e — a'e -\r s"'d~ a}d—. n-e^— bae'^.
Cela fait, cette nouvelle équation sera, par rapport à la seconde inconnue, d'un degré moins élevé que la plus haute des deux proposées en premier lieu. On voit en effet que dans la plus haute des deux premières proposées entre e\ dans celte dernière, le terme le plus élevé par rapport à e est en e'.
Il ne faut pas s'arrêter ici, mais réitérer la proportion sur la double équation, jusqu'à ce qu'on ait ramené la seconde inconnue au premier degré, afin d'éviter tout radical-
Préparons donc cette dernière équation de la manière prescrite et formons un membre de l'équation avec tous les termes en e, quels qu'ils soient; on aura
Des deux premières équations, la moins élevée donne, comme nous l'avons dit :
Ramenez encore cette double équation à une proportion
z'"d - ~ a'd '. n-e' — bae- — :"'e -h a^e y. n^ ^ ba : e' -\- de.
Egalons le produit des moyens à celui des extrêmes; tous les termes pourront être divisés par e, comme on l'a montré. On aura
s"'de- -\- z"'d^e — à^de- — a'd^e
-t- n'- e- — li- bae^ — /i's"'e+ n'^a'e — ijan-e^-h b- a^ e' ^ b z'" ae — ba'-f.
Divisant tout par e, il vient enfin z"'de +- z'"d^— (êde — a^d'-
-^- iv'e — n- bae — «'s'" -4- n^a'-' ^ ban^e -i- b-cr'e -h b~"a — 6«'.
Cela fait, cette nouvelle équation est encore, relativement à la
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seconde inconnue, abaissée d'un degré. Si l'on fait passer dans un membre de l'équation tous les termes où entre c, on a «'"rf^ — a'rf^+ «';'"— n^ o? — h:^" a + bà'
r^ iv'e — n^ bae — ban'e -h b-a^e — z"'de -+- a'de.
il n'y a pas lieu d'aller plus loin, puisque la seconde inconnue ne se trouve plus qu'au premier degré, si bien que, par une. simple division, on aura la relation de c à la première inconnue. Ainsi
Pour ramener la recberche des deux inconnues à celle d'une seule, il faut reprendre une quelconque des deux équations primitives; la moins élevée est plus convenable pour que le degré de l'équation finale ne monte pas trop haut.
Ainsi nous avons dans une des deux équations primitives :
Au lieu de e on substituera sa valeur trouvée qui est exprimée au moyen soit de termes connus, soit de la première inconnue qui ici est a. Puis on ordonnera l'équation par rapport à cette première inconnue. Il est clair que la seconde sera éliminée, qu'on sera arrivé à une équation libre de tout radical et que la méthode est générale.
Si en effet on proposait plus de deux inconnues, la méthode, réitérée autant qu'il îe faudra, exprimera par exemple la troisième en fonction de la première et de la seconde, puis la seconde en fonction de la première, toujours par le même moyen.
APPENDIClî A LA METITODK PRKCKDENTE.
La méthode précédente permet en Algèbre une élimination complète et absolue des radicaux. I/unique procédé que l'on ait jusqu'à
Hosted by
160 ŒL'VRES DR FERMAT. [lU. m]
présent possédé pour cette élimination, le climadsme symétrique de, Viëte, est loin d'être une invention sufïisante et :issez oliicace. Qu'on propose par exemple
y ha'- - a- -^ \Ja' -h ca + \'lFa — a' + \/ga~^^' — /(.
Comment l'analyste à la façon de Viète pourra-t-il se débarrasser de radicaux de cette sorte? La difficulté ne croîtra-t-elle pas, plus il poussera son travail? Enfin, fatigué et désespéré, n"imp!orera-t-il pas de l'Analyse une lumière nouvelle?
Elle est clairement fournie par la méthode précédente. Je ne donnerai qu'un seul exemple très court; car, le principe une fois dévoilé, tout le reste apparaît sans la moindre difficulté.
Soit proposé ^zà^ — à' ■+- 'sja/' ■+- b'^a = d.
D'abord on ordonnera l'équation de façon à en constituer un membre avec un seul radical.
Soit donc d — '\fâ/' -{- b'^a— Xjzar — a^.
Cela fait, on désignera tous les radicaux, excepté celui qui a été rejeté seul dans un membre de l'équation, par des inconnues secondes, ou d'ordre supérieur, si besoin est.
Posons donc, par exemple : \/a' -+- b'^a =-- e.
On arrive ainsi au procédé de la méthode précédente, à (a proportion de la double équation. On a en effet : d — e = '{/'za- — a\
Elevant les divers membres au cube, (/'+3^e' — 3/7^e—e' — :a--o-*; mais, par hypothèse, e' — a^ -h b'-a.
On a donc une double équation; dans chaque équation, il faut, d'après la méthode, faire passer dans un même membre tous les (ormes oii entre la seconde inconnue. On aura donc
On réitérera l'opération jusqu'à ce qu'on arrive à exprimer la seconde inconnue au moyen de la première. Cela fait, on substituera à e sa nouvelle valeur, dans une quelconque des équations primitives que
l'on ordonnera; on aura résolu la question.
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Je n'ajoute rien de plus, ce serait inutile; je ne m'arrête pas aux superfluités. Qui ne voit en effet que tous les termes irrationels peuvent être de même représentés, si une seconde inconnue ne suffit pas, par des troisièmes, quatrièmes inconnues, et indéfiniment? Auquel cas on considérera d'abord comme seconde la quatrième ou dernière, et les autres provisoirement comme première inconnue ou comme termes connus, jusqu'à ce qu'on ait entièrement éliminé cette dernière inconnue et ramené les équations à ne contenir que la première, la seconde et la troisième. Puis par le même moyen on réduira la troisième inconnue à la seconde et Ji la première, et la seconde il la première, comme nous l'avons déjà indiqué.
Il n'y a donc aucune irrationelle qui résiste à l'élimination [)ar cdU', méthode, dont l'usage est surtout précieux, indispensable même, dans la résolution numérique des équations. En effet, aussitôt les irrationelles éliminées, l'artifice de Viète sera applicable pour la recherche numérique des racines; si la question ne peut être résolue en nombres exacts, on aura des solutions aussi approchées qu'on le voudra. Au contraire, tant qu'il y a des irrationelles, il est impossible d'arriver aux solutions approchées.
V)SE UECUEiicHE plus approfoudio a montré que l'on pouvait déduire de là une méthode très remarquable pour la pleine et parfaite connaissance des lieux en surface, comme aussi pour les problèmes où l'on donne au début de la question plus d'éléments que n'en réclame la détermination delà construction du problème.
Pour expliquer ceci plus clairement, il y a certains problèmes qui ne reconnaissent qu'une position inconnue, et qu'on peut appelei' déterminés, pour les distinguer des problèmes de lieux. Il y en a ceitains autres qui ont deux positions inconnues et ne peuvent jamais être ramenés à n'en avoir qu'une seule : ce sont les problèmes de lieux. Dans les premiers problèmes, nous recherchons seulement un point unique, dans les derniers, une ligne. Mais si le problème proposé admet trois positions inconnues, il s'agit de trouver, pour satis-
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faire ;i la ([iiestion, non plus seulement un point 0(i uiiu ligne, mais bien une surface entière; de là naissent les Houx en surface, etc.
Do même que dans les premiers problèmes les données suffisent pour déterminer la question, dans les seconds it manque une donnée pour la détermination; dans les troisièmes il en manque deux. Mais il peut se faire que, de même que dans ces cas les données suffisent ou sont en nombre insuffisant, au contraire dans d'autres, les données soient surabondantes et en excès. Un exemple rendra la chose claire.
Sur la droite AC (Jig. c)'i) donnée, on donne le produit Alî x BC et la différence des carrés AB^ — RC^.
Il est clair que dans ce cas il y a plus de données que n'en réclament la détermination et par conséquent la solution de la question. Cependant ces problèmes se présentent très fréquemment, surtout en Physique et dans les arts manuels; tous peuvent se traiter, grâce ii notre méthode, par une simple division, sans recoufir il des extractions de racine, à quelque degré que puissent monter les équations.
Soit proposé, par exemple, dans une cerlaine question :
(t^-hb'-a = c--d,
et en même temps, parce que nous supposons la question siirahon- (Jante (c'est le nom que nous donnons à ces problèmes, de même que nous avons pour habitude d'appeler rft^«e«;^ les problèmes de lieux) :
Ramenez cette double équation à une pro|)ortioii, en traitant, par l'application de la méthode que nous avons enseignée, notre unique inconnue, ici a, comme nous avons fait ci-dessus la seconde, ou bien celles d'ordre supérieur, et réitérons l'opération jusqu'à ce que la valeur de a puisse s'obtenir par une simple division, et être exprimée, non plus au moyen de l'inconnue première, mais bien en termes entiè-
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roment connus. On aura une solution très simple tlu proMème, el l'analyste ne sera plus embarrassé par les équations quadratiques, cubiques, hiquadraliques, etc.
Voici, comme couronnement, la solution Li'i'-s simple qu<^ noire méthode donne de ce fameux problème :
Etant donnés une ellipse et un point en dehors de son plan, couper par un plan, de façon que la section soit un cercle, la surface conique ayant pour sommet le point donné el pour base l'ellipse donnée.
Les géomètres ramènent la question à prendre «(//iè/^um cinq points sur l'ellipse, à joindre ces points par des droites au sommet de la surface conique, et à décrire un cercle passant par ces cinq droites; ils trouvent ainsi que le problème est solide. Mais, puisque sur l'ellipse le nombre des points est indéfini, si au lieu de cinq, on en prend six, le problème sera surabondant, et on arrivera à une double équation, qui donnera finalement l'iaconnue par une simple division.
De même, si l'on donne une courbe quelconque plane, ou un lieu en surface, quel qu'en soit le degré, on pourra trouver les diamètres et les axes et même, dans la surface-lieu, toules les courbc-s constitutives du lieu en surface, etc.
Soit, par exemple, une surface conique dont le sommet soit donné et qui ait pour base une parabole ou une ellipse cubique ou biquadratique, ou de quelque degré supérieur, en allant jusqu'à l'infini. Une telle surface peut être coupée au moyen de notre méthode de façon à obtenir une courbe quelconque qui puisse être tracée sur cette surface d'après sa nature, et la solution du problème sera toujours très simple.
]e n'ajoute rien sur les tangentes des courbes ni sur les autres et nombreux usages de cette méthode, qui se présenfcrontd'eux-mêmes à la réflexion attentive du chercheur anaivste.
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PROBLÈME D'ADRIEN ROMAIN
Aîj TRÈS 1LI.USTHE CiiniSTiAN IIUYGENS.
lîi) examinant plus attentivement, l'année dernière, la eélèhro réponse de François Viète au problème d'Adrien Romain, et en tombant sur ce passage du Chapitre VI où ce subtil mathématicien avance ne pas savoir si Adrien lui-même a bien connu la formation et les propriétés de l'équation qu'il a proposée, j'ai commencé à douter que Viète de son côté eût bien donné et découvert une solution snlFisamment générale de cette fameuse équation,
Adrien Romain proposait en effet, suivant l'énoncé corrigé par Viète, de trouver la valeur de la racine de l'équation algébrique :
4.5 j; — 3795a:' -h 95 634'2'' — 1 <3 8000 o^' -+- 781 1375^' — 3451 3075^" -h r 05306075.-C"— - 3 3267 6280 «'^+ 3 8494 2375.^:'" — 48849 4i25a'" 4-48384 iSoo^'" — 3 7865 88ooa:"+2 36o3o652«"-- i i767 9iooa>" -H 4695 5700 .ï^'' — i4945o4oii;"-H 376 4565ic'^— 740359X'' -H 1 1 T iSo^"'' — I 33ooa;5' + 945^" — 4^*" + a-"^- un nombre donné.
Il est certain que Viète a fait une très élégante et très savante réduction de ce problème, suivant son habitude, en employant les sections angulaires et qu'il a construit, page 3i8 de l'édition eizévirienne, une
Table importante qu'il est aisé d'étendre indéfiniment à un nombre
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quelconque de termes en continuant à appliquer la méthode dont il s'est servi; cette Table permet de reconnaître quelle équation correspond à une division spéciale des angles.
Ainsi, si l'on prend d'abord, dans les rangs impairs, x^ — 'ix i-\ qu'on égale cette expression à un nombre donné qui soit au plus égal à 2, la question se ramène à la trisection de l'angle. Si ensuite on égale x^ — Sx" 4- 5a; à un nombre donné qui soit au plus égal à a, la question se ramène ii diviser un angle en cinq parties égales. Si c'est x^ ~ 7;r°-f- i[\x^ — -jx que l'on égale encore à un nombre donné au plus égal à 2, il s'agira de prendre la septième partie d'un angle ; si l'on continue indéfiniment la Table de Viète selon la méthode qu'il a donnée, le premier membre de l'équation proposée par Adrien sera le 45* terme de la Table, et la question sera ramenée à prendre Ia45* partie d'un angle donné.
Mais il faut observer que, dans toutes ces équations, la méthode de Viète et l'emploi des sections angulaires ne sont applicables qu'aux cas où, comme nous l'avons dit, le nombre donné, auquel on égale une quelconque des expressions algébriques de la Table, ne dépasse pas 2; si au contraire ce nombre donné est supérieur à 2, aussitôt toul ce mystère des sections angulaires devient inutile et ne rend plus aucun service pour la solution de la question proposée.
Cependant Adrien avait proposé en général de résoudre l'cquation en s'en donnant le second membre; il faut donc recourir à un autre moyen qu'aux sections angulaires de Viète.
Si l'on propose tout d'abord, comme premier cas, d'égaler x'^ — 3.r h un nombre donné qui soit au plus égal à 2, la question, comme nous l'avons déjà indiqué, se ramène à la trisection de l'angle; si, au contraire, on égale a;" — 3a; à 4 ou à tout autre nombre supérieur à 2, l'équation proposée est résolue par les analystes au moyen de la méthode de Cardan. Mais, dans les autres cas suivants, la solution peut-elle être obtenue indéfiniment par des extractions de racines, voilà ce que les analystes n'ont pas encore essayé ; mais pourquoi ne pas faire progresser l'Algèbre de ce côté, surtout sous vos auspices.
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illustre Tluygens, vous dont tous les savants honorent à juslc i\lvo, lo brillant mérite?
Soit donc proposé d'égaler x'^ — 5x'' -h 5x à 4 ou à tout autre nombre supérieur à 2. Dans ce cas, la métbode de Vièle est inapplicable ; mais nous pouvons affirmer hardiment, pour résoudre généralement le problème d'Adrien, que pour toutes les expressions de la Table précitée, toutes les fois que le nombre donné est supérieur à 2, la question proposée peut être facilement résolue par des extractions de racines.
Nous avons en effet remarqué, bien plus nous avons démontré que. dans tous ces cas, la question peut être ramenée, de même que dans l'équation cubique, à une quadratique par une racine cubique, selon la méthode de Cardan et de Viètc; si l'équation est du cinquième degré, à une quadratique par une racine du cinquième degré; si l'équation est du septième degré, à une quadratique par une racine du septième degré, et ainsi de suite indéfiniment.
Soit, par exemple, x^ — 3a; = 4. Tous savent que la méthode précitée donne la racine : a; = y 2 +V5 + y ^ ^ \^^-
Mais proposons, dans l'exemple d'Adrien ou de Viètc. d'égaler x^ — Sx" — 5ic à 4 ou à tout autre nombre plus grand que 2.
Par une méthode qui est générale et qui s'appliquera indéfiniment il tous les cas de la Table, nous supposerons que la racine cherchée est de la forme -^^^ — -'■; en opérant la substitution, nous verrons toujours se détruire réciproquement les termes qui s'opposent à la simple résolution de la question par une extraction de racine; par exemple, dans le cas proposé, la racine sera y 2 + \/5 + V ^ ~ ^^■
Si l'on prend la septième expression dans la Table de Viète (je veux dire celle dont l'exposant de la plus haute puissance est 7), soit
ef (uie Fou iniaifiiio, cornuie ci-dessus, x = ■^ , Ions les termes
s'opposanl à la solution (lar extraction de racine se détruiront de
[ni-î, lyS] PROlîLBMl-: il'A !)RlENMU)MAiN. I(i7
même, etToii tronvcrapodrhi racine cherchée : \ -2 -+- \/3 -i- y 2 — y'^, et ainsi de suilc ii l'iniini.
C'est ce que vous pourrez non seulement reconnaître par l'expérience, mais aussi démontrer, aussitôt que vous le désirerez; car c'esl une propriété spécifique de toutes les équations que l'on peut former avec la Table dcYiète, que leurs solutions s'obtiennent toujours par de simples extractions de racines, lorsque !e terme C(irinu est supérieur
Or le nomhrc donné, auquel peut être égalée une expression analytique de la Table, peut être soit 2, soit plus petit que 2, soit plus grand que 'j..
Dans le premier cas, la racine cherchée est toujours 2.
Dans le second, la question se ramène, d'après VÎL'te, aux sections angulaires.
Dans le troisième, elle se résout facilement au moyen de notre méthode, c'est-à-dire par dos extractions de racines.
Ainsi, si l'on prend l'expression analytique proposée par Adrien :
la racine cherchée sera a: = y - + v'^ + \i — \j^.
Nous n'avons pas à nous arrêter plus longtemps sur un sujet déstn*mais éclaire! par des exemples suffisants ; on peut toutefois remarquer que l'extraction de la racine du '4^^ degré, ou l'invention de quarantequatre moyennes proportionnelles entre deux quantités données, peut se ramener trfes facilement à l'extraction successive de deux racines cubiques et d'une racine du ^^ degré, ce que montrent suffisamment les diviseurs 5 et 9 du nombre 45 ; 5 en effet correspond à une racine du 5^ degré, et 9 à l'extraction de deux racines cubiques, puisque 9 est le carré de 3, exposant du cube.
Ainsi, l'invention de deux moyennes propoi'tionnelles réitérée deux fois et celle de quatre moyennes, opérée une seule fois, fournisseni quarante-quatre moyennes et résolvent notre question, de mémo que
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Vit'te a ramené la division de l'ungle en 45 parties égales, ce qui esl le problème d'Adrien, à une équation cubique réitérée deux fois et à une équation du 5* degré, c'est-à-dire à une double trisection et à une seule division en 5.
Je n'ajoute rien snr les solutions uuilLifiies de l'équation ou question proposée; j'ai seulement donné celle qui se présente en premier lieu, me réservant à traiter à loisir des autres dont la discussion demande plus de travail.
Adieu, homme illustre, aii»e/-moi.
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RÉPONSE AUX QUESTIONS DE CAVALIERI
H y a longtemps qu'à l'exemple d'Archlmède pour sa parabole, j'ai carré toutes celles en nombre indéfini dans lesquelles les abscisses sont proportionnelles aux ordonnées élevées à une puissance quelconque. Cette découverte, que j'ai été le premier à faire, a été communiquée à M, de Beaugrand et à d'autres; cependant je dois dire que M. de Roberval, qui, sur mes indications, s'était attaqué à ces questions, en a trouvé de lui-même la solution, et a ainsi donné une preuve de l'heureuse perspicacité de son génie en Mathématique.
J'ai également trouvé les centres de gravité de ces figures et de celles qui en dérivent; j'ai employé à cet effet cette méthode qui m'appartient et grâce à laquelle j'ai aussi hien construit les tangentes des courbes quelconques, ainsi que leurs asymptotes, enfin tous les problèmes qui se rapportent ii la riichcrche du maximum et du minimum.
Mais arrivons à la question : le savant Bonaventure Cavalieri demande ce que l'on peut dire des quadratures précitées. J'ai établi une règle générale qui donne la solution, non seulement quand il y a i'a[>port constant entre l'abscisse et une puissance de l'ordonnée, mais aussi quand le rapport est donné entre une puissance quelconque dt; l'abscisse et une puissance quelconque de l'ordonnée; voici l'énoncé général.
Soit une tigure parabolique quelcouquc MKV {fig. m), et supposons, par exemple, .-rr; = TTgî- Je prends les exposants des puissances, tant des ordonnées que des abscisses : l'exposant est 4 pour le bicarré
t'ERM*!. — lil. 22
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de l'ordonnée; 3 pour le cube de l'abscisse. Je dis donc qne le rapport du parallélogramme EH à l'aire de la figure EAF est le même que celui de la somme des exposants des deux puissances à l'exposant de la
puissance des ordonnées. Ainsi, dans l'exemple proposé, le rapport du parallélogramme à la figure inscrite sera de 7 à 4.
Dès lors, si, par exemple, yr^ = j^^ l'exposant de l'abscisse étant simplement l'unité, le rapport du parallélogramme h la figure sera de 5ii4-
Il en sera de même indéfiniment pour toutes les figures de ce genre.
Donc oii peut affirmer ce que le savant Cavalieri ne proposait qu'avec doute, à savoir que s'il y a rapport constant entre les puissances des ordonnées et la simple longueur de l'abscisse (ou avec le côté, comme disent les analystes), le rapport du parallélogramme il la figure est de 2 à i pour le triangle, de 3 à 2 pour la parabole simple, de 4 à 3 pour la parabole cubique, de 5 ;i 4 pour la biquadratique, et ainsi de suite indéfiniment.
Si maintenant, en laissant fixe la droite CA, on fait tourner la figure autour d'elle de façon à engendrer an solide, le rapport du cylindre lïH à ce solide se trouvera comme suit :
Le cylindre est au solide dans le rapport de la somme du double de l'exposant de la puissance de l'abscisse et de l'exposant de la puissance de l'ordonnée à ce dernier exposant.
Soit, par exemple, j^ïp — tt^- L'exposant du carré de l'abscisse est 2, dont le double est 4; ajoutant 3, exposant de la puissance de
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l'ordonnée, on a ^ ; le rapport du cylindre ;tu solido est <lonc de 7 à i (exposant de la puissance de l'ordonnée).
Par là, j'ai répondu à la seconde question.
Les centres de gracile de toutes ces figures, tant planes que solides, divisent le diamètre dans le rapport soit du parallélogramme à la figure plane, soit du cylindre au solide.
Si l'on/ait tourner la figure autour de EF, le solide engenLJré n'est plus simple comme précédemment, mais composé. Cependant un habile géomètre peut facilement établir une proposition simple ontrl^ ce solide et le cylindre circonscrit. Je pourrai le montrer plus longui'mont et avec des preuves à M. Cavalieri, s'il le désire.
Mais quand ii demande si des courbes de ce genre, en deliors du triangle et do la parabole, peuvent être des sections coniques, il semble ne pas penser à leurs propriétés spécifiques; il est tout aussi impossible qu'elles soient des sections coniques qu'il est impo^^siblr que la section de la sphère par un plan soit une parabole, une hyperbole, ou une ellipse.
Je lui demanderai en grâce de vouloir bien nous envoyer d'Italie quelques problèmes.
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Soit une parjiboio BAD {fig- i r^) (.IniU AC est l'axe, lîC. une ordonnée, AE le paramètre. On demande le rapport de la courbe Ali à la droite BC.
Soit rhyperboie MLO de centre G, d'axe transverse FL égal au paramètre AE de la parabole. Soît LN l'axe de cette hyperbole, dont nous supposerons le paramètre égal à l'axe transverse, en sorte que pour toute ordonnée on ait MN- = FN.NL. Kn G, élevons la perpendiculaire GH égale à l'ordonnée BC de la parabole; menons HM et IJ, parallèles îi GN et GH et par M, point de rencontre de HM et de l'hyperbole, menons l'ordonnée MN.
Je dis que le rapport de la courbe parabolique AB à la droite BC est le même que celui du quadrilatère MHGL (formé par les droites MG, HG, GL et la courbe ML) au rectangle IG.
Soit donnée (fig. 1 13) la parabole BAD; soient AC son axe, BC une ordonnée, AE îe paramètre; on fait tourner la figure parabolique ItAC
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autour de l'ordonnée BC; trouver la mesure de la surface eourhe <lii solide engendré.
Je construis l'hyperbole MNH ayant Hl pour axe, en prenant son axe transverse HF égal au quart du paramètre do la parabole, c'està-dire de la droite AE, et en faisant le paramètre de cette hyperbole
égal à son axe transverse, en sorte que, pour une ordonnée quelconque, on ait IM^ = FI . IH. Je prends HI égale à l'axe AC de la parabole et je mène l'ordonnée IM. Du produit de CA par l'arc parabolique BA, je retranche l'aire hyperbolique IMH; je construis le carré égal à la diiférence. La diagonale de ce carré sera le rayon d'un cercle égal à la surface courbe du solide engendré par la rotation de l'aire ABC autour de l'ordonnée BC.
Soit une demi-parabole quelconque AC {Jig- 1 14)» tic sommet A et d'axe AB; de cette courbe j'en déduis d'autres en nombre indélini comme AF, AE, AD, etc.
Voici la loi de leur formation : pour la courbe AF, l'ordonnée BF est
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égale à l'arc dfs courbe parabolique CA, et si je prends un autre point quelconque, comme N, par lequel je mène l'ordonnée NP, cette ordonnée NP est de même égale à l'arc de parabole AO. Pour la courbe EÂ, l'ordonnée EB est égale à la courbe FA du second degré et toute autre ordonnée QN est de même égale à l'arc PA de la même courbe du second degré. De même, pour la courbe AD, l'ordonnée BD est égale à la courbe EA du troisième degré, et toute autre ordonnée NR à l'arc QA de la même courbe du troisième degré ; et ainsi de suite indéti n i meu t .
Je dis que toutes ces courbes en nombre indéfini se trouvent dans un rapport donné avec la parabole simple primitive; voici cominent on peut énoncer le théorème général :
Qu'on prolonge indéfiniment la parabole primitive AC par les points ÎM, L, K, par exemple, et de même son axe par les points G, H, 1. en nombre aussi grand que l'on voudra, en prenant BG = GH = Hl = AB l'axe, et en menant les ordonnées GM, HL, IK :
Le rapport de la courbe parabolique AM à la courbe AF du second degré est celui de l'ordonnée GM à l'ordonnée BC.
Le rapport de la courbe parabolique AL h la courbe AE du troisième degré est celui de l'ordonnée HL à la droite BC.
Lerapportdelacourbeparabolique AKàlacourbc AD du quatrième degré est celui de l'ordonnée Kl à la droite BC.
Et ainsi de suite indéfiniment.
Si l'on fait tourner les figures AMG, AFB autour des ordonnées (îM, BF, le rapport de la surface courbe engendrée par la figure AMG tournant autour de GM à la surface courbe engendrée par la figure AFB tournant autour de BF est égal au rapport de GM* à BC^
De même le rapport de la surface courbe engendrée par la figure ALH tournant autour do HL à la surface courbe engendrée par la figure AEB tournant autour de BE sera égal au rapport de HL* à BC*.
Et ainsi de suite indéfiniment.
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Soit BA {fig. ij5) une demi-cycloïde doat on déduit une autre courbe DA par la condition que le rapport des ordonnées ^^ ou ^ soit constamment égal h un rapport donné. Des géomètres ont démontré que la demi-cyclo'ide BA est double de la droite AC, diamètre du cercle générateur de la cycIoïde.On demande la relation des courbes AD à d'autres lignes soit courbes, soit droites.
Voici notre énoncé général ; Si ces nouvelles courbes se trouvent, comme sur la figure ci-dessus, entre la cycloïde et le diamètre du cercle générateur, toutes ces courbes AD et leurs parties seront égales à des arcs de parabole; si ces nouvelles courbes sont au contraire extérieures à la cycloïde, comme dans la figure ci-apres {fig. ii6), toutes ces courbes AD et leurs parties auront un rapport donné à la somme d'une droite et d'un arc de cercle.
Sur la première figure {fig- 1 15), le théorème général peut être Cor-
I- I -. r. . ■ AA. I I-.- lîC^— Cl>^ 4AC
mulecommeii suit.LonstruisezAM pourlacondition — j^ — = Tiff' prenez A comme sommet d'une parabole ayant AM pour paramètre et AC pour axe; soit G le point de rencontre de cette parabole et du prolongement de la droite BDC, H lo point de rencontre avec le prolongement do la droite FEO. Le rapport de la courbe parabolique AG à I;)
courbe AD sera donné; on aura en effet -rfa = vtriZl ctï^' "^''^ ''^PP'Ji'f des arcs AH et AE sera le même.
Si l'on fait tourner les figures : ACG autour de l'ordonnée CG, ADt; autour de la droite DC, le rapport des surfaces courbes engendrées sera égal au rapport des courbes AG et AD. Il en sera de même pour
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les parties de figure AOH, AEO, si on les fait tourner autour <les droites OH, OE.
Pour l'autre figure (Jig. 1 16), dans laquelle la courbe AD est exlériflurc a la cycloïde AB, je fais '^'^'~,*^'^' == ~, et je prends la longueur AM sur la même direction que AC; sur cette droite AM, je
décris un demi-cercle qui sera coupé aux |)oints G et U par les droites
DEC, EFO. On aura ( ,,,^„ ) = (— ^i:;:^^-) = mpT^T^' ^'^'P" ])ort donné.
Soit la parabole AC (Jig. 117), de sommet A, d'axe AB, d'ordonnée GB; de la courbe parabolique CA j'en déduis d'autres en
nombre indéfini (]D, CM, CF, par la même méthode que précédemment (Jig. 1 14), sauf que cette fois je les fais toutes passer par l'extrémité de la même ordonnée, au lieu de les faire toutes passer par le sommet.
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La propriété de ces nouvelles courbes sera donc quR, si l'on mène GHIOM parallèle h l'axe AB, la droite BD interceptée en D par la courbe CID du second degré sera égale à l'arc de parabole AC, et la droite GI égale ;i l'arc de parabole CH; la droite BE interceptée en E par la courbe du troisième degré sera égale à l'are DIC du second degré et ainsi de suite indéfiniment pour les courbes et leurs arcs.
Je dis que toutes ces courbes CD, EC, FC, etc. sont égales à des arcs de paraboles primitives ou simples, qui seront toutefois différentes de celles qui ont été précédemment égalées aux courbes dérivées. Voici le théorème général :
Je construis la parabole HP, ayant pour axe RQ = AB l'axe de la première parabole, et pour paramètre RV, double du paramètre AN. Je dis que l'arc RP de cette parabole est égal Ji la courbe CID.
Si, avec RQ = AB pour axe, on prend le paramètre ].{V= 3AN, l'arc parabolique RP sera égal à la courbe COE.
Si, toujours avec RQ = AB pour axe, on prend le paramètre RV^/iAN, l'arc parabolique RP sera égal à la courbe CMF.
Si, autour des droites AB, BD, Bl'], Bb', on l'ait tourner les figures ACB, DCB, EGB, FCB, etc., on peut construire un cercle équivalent à chacune des surfaces courbes des solides ainsi engendrés, avec autant de facilité que l'on peut construire un cercle représentant la surface courbe du conoïde parabolique engendré par la rotation de la parabole AB autour de l'axe AB. Je n'ajouterais pas cette dernière construction que j'apprends avoir déjà été trouvée (sans avoir cependant connaissance de ce qui a été écrit par d'autres sur 'ce sujet), si le procédé n'était pas général et ne s'étendait pas très aisément à tous les conoïdes engendrés autour des axes BD, BE, BF par ces nouvelles courbes en nombre indéfini.
Si l'on fait tourner {fig. ] 17) la courbe CD autour de la droite liD, voici comment on trouvera la surface courbe du solide engendré :
Construisez, d'après la méthode ci-dessus, la courbe parabolique RP
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'. (MD, et faites toiinior celte [tarabolo RP autour i!e la
droite RQ. On aura
surf, conoïde RPQ siu'T, coiioïdeDlCR
■apport des ordoniiéi
Si J'iiii construit de même la parabole RP égale à la courbe COE, im
siii-f. conoïde RPQ _ P Q siirf.couoïtleEOCR — OR''
et ainsi de suite indéiininioiil.
Soit inainlciiant (/ig. i r8) la parabole FBAD d'axe liA, d'ordonnée FE. Oii demande la mesure de la surface courbe du solide onyendré par la rolafion de la fisure ARFE autour de l'axe AE.
Pi'eni^:( At^ égal au quarldu paramiître; construis!;/ l'ordonnée (ïli; l»rene/, EH = A(j, et construisez l'ordonnée GH, puis le carré équivalent il CBGH. ce qui est facile d'après Archiraède. La diagonale de ce carré équivalent à CBGft sera le rayon du cercle équivalent à la surface courbe du conoide FAD engendré autour de i'axe AE.
Le subtil géomètre qui a récemment démontré l'égalité de la spirale à la parabole aurait pu concevoir lo théorème plus généralement et établir une comparaison entre un nombre îndéiini de spirales et de paraboles d'espèces différentes, grâce à la proposition suivante qui l)eut être énoncée de façon à servir d'exemple général :
Soit sur la^^. 38 du Livre do Dettonvillc {/îg. 119), une spirale d'espèce quelconque, c'est-à-dire telle que le rapport d'une puissance quelconque du rayon AB à la inème puissance du ravou AC soit égal
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au rapport d'une putssam;e quelconque de la l'ii'c liESB il la puissance semblable cle l'arc K81t.
('onstruiscK hi parabole clotU la demi-base ou la dernière ordonnée RP soit égale au rayon AB, et dont l'axe AR soit égal à une fraction de la circonférence totale BE8B, fraction ayant pour numérateur l'expowant de la puissance du rayon AB, et pour dénominateur la somme des exposants de la puissance du rayon AB et de la puissance de la circonférence BE8B; qu'enfin les puissances des ordonnées de la parabole, ayant pour exposant la somme de ceux des puissances du ravon AB et de la circonférence BE8B, soient entre elles dans le même rapport que les puissances des abscisses dont l'exposant est celui de la circonférence BE8B. Je dis que la spirale et la parabole ainsi construites seront toujours égales entre elles dans tous les cas.
Par exemple, soit d'abord la spirale d'Archimède e( la [lai-dMilc circ.BESB
simple :
Construisez la parabole AQP ayant pour
dernière ordonnée BP=AB, et pour axe AR une fraction de la circonférence BE8B, ayant pour numérateur l'exposant de la puissance du rayon AB (ici i) et pour dénominateur la somme des exposants des puissances du rayon et de l'arc (ici 2; car dans ce cas l'exposant de la puissance de l'arc est i). Ainsi l'axe AR devra être ~ de la circonférence constitutive de la spirale, et dans la parabole, une puissance de l'ordonnée RP ayant pour exposant la somme de ceux des puissances du rayon et de l'arc (ici 2) doit être à la puissance semblable de l'or'donnéc 6Q comme une puissance de l'abscisse AR avant poiii' cx|ki-
saiil, celui cIr la circonférence BESB (ici i) est à la puissance somblalile de l'abscisse A6, c'est-à-dire que l'on doit avoir : (^7^) = yr- La courbe parabolique PQA et la spirale BCDA seront égales.
Supposons maintenant : j^ = — ?■' ■• Dans ce cas l'exposant
de la puissance du rayon AB est 2, celui de la puissance de la circonférence est I. La parabole se construira suivant la règle ci-dessus : l'ordonnée RP sera prise égale au rayon AB, l'axe AR = f cire. BE8B, enfin ( gQ-j ~ -^- Cette parabole et la spirale correspondante seront égales.
c -. AB cire. HE8B ,, , 1 1 i> 1 . mi
soit encore : -.-yr = ^ ■ Dans la narabole, 1 ordonnée RP
^^' arcESB
sera prise égale au rayon AB, l'axe AR = ;J cire. BE8B, et enfin
f g-7j] = (fiT) • " y auïR toujours égalité entre la parabole et la spi-
Soit enfin dans la spirale : -.-7=^ = -
arcESR
correspondante et égale à cette spirale, on aura, conïme toujours, l'ordonnée RP = AB, l'axe RA = f cire. BE8B, et enfin pour le rapport des ordonnées et des abscisses : [qtt) = (â\j '
La méthode sera indéfiniment la même pour comparer les spirales et les paraboles d'espèce quelconque. 11 n'y aura d'ailleurs aucune difficulté pour égaler des arcs de spirale augmentés ou diminués avec des arcs de la parabole correspondante. D'après ce qui précède, il y a à l'intérieur d'un même cercle une infinité de spirales différentes d'espèce et de longueur; bien plus, il y en a une infinité qui surpassent la circonférence du cercle, ce que l'on peut compter parmi les merveilles de la Géométrie. Cependant il n'y en a pas qui ne soit inférieure à la somme de la circonférence et du rayon, et il n'y en a pas qui ne soit plus grande que le rayon.
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DES LIGNES COURBES AVEC LES LIGNES DROITES. DISSERTATION &É0MÉT1UQLE
Jamais encore, que je sacho, une ligne courbe parement géométi'ique n'a été égalée par les géomètres à une droite donnée. Ce qu'en effet un subtil mathématicien anglais a récemment découvert et démontré, que la cycloîde primaire est quadruple du diamètre du ceivle qui l'engendre, paraît devoir se limiter, d'après l'avis des plus savants géomètres. Ils pensent en efiet que c'est une loi et un ordre de la nature qu'on ne puisse trouver une droite égale à une courbe, ii moins de supposer d'abord une autre droite égale à une autre courbe, et prenant cet exemple de la cycloîde, ils montrent qu'il en est ainsi dans ce cas. Je ne le nie pas; il est clair en effet que le tracé de la cycloîde suppose l'égalité d'une autre courbe avec une droite, à savoir celle de la circonférence du cercle générateur de la cycloîde avec la droite qui est la base de la cycloîde. Mais on va voir ci-dessous ce qu'il en est de cette loi de la nature qu'ils établissent, et combien il est dangereux sur un ou deux faits d'expérience de conclure aussitôt un axiome. Je vais en effet démontrer l'égalité à une droite d'une courbe véritablement géométrique et pour la construction de laquelle on n'a à supposer aucune égalité semblable d'une autre courbe avec une droite, et je traiterai toute la question aussi brièvement que possible.
Phopositioh I.
Soit (Jîg- 120) une courbe quelconque AHMG concave vers un même roté, par exemple une des paraboles en nombre infini, dont les tangentes
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rencontreiu en dehors de la courbe la base AF el l'axe VG. Je prends sur une courbe de celle nature un point quelconque H par lequel je mène la tangente IHK ; sur celle-ci je prends, de côté el d'autre, les points K, I , d'oiï j'abaisse IB, KD perpendiculaires sur la base AF el coupant la courbe auxpoints R, M. Je dis que le segment HI de la tangente est plus petit que l'arc de courbe RH, qu'au contraire le segment HK de la même langciite est plus grand que l'arc de courbe HM.
En etï'et, puisque, par liypothèso. l;i tangente Kl renconlre la base AF en dehors de la courbe, Fanglc CHI que fait la perpendiculaire HC il la base avec la tangente HI est plus polit qu'un droit, et par conséquent la perpendiculaire abaissée de H sur la droite BI tombera en V au-dessus des points B, R, 1. On en conclut que HV< HI et que HI est plus petit que la droite qui joint les points H, R. Donc, a fortiori, HI est plus petit que l'arc de courbe HR sous-tendu par cette droite qui joint les points H. R. Premier point qu'il fallait démontrer.
Je dis maintenant que le segment KH est plus grand que l'arc de courbe HM. Du point K je mène à la courbe la tangente KN, et j'abaisse la perpendiculaire NE. Il est prouvé, par ce qui précède, que KN<arcNM. Mais, d'aprfes Archimède, la somme des tangentes HK-f- KN>arcHN. Donc segment HK>arcHM. Second point qu'il fallait démontrer.
Il n'y a pas à objecter que la tangente menée du |)oint K peut tomber au delà du point G. Car, dans ce cas, on peut prendre un autre point entre K et M, et employer le raisonnement précédent.
Il, R[:rr de là que. si des points K, ! on abaisse sur l'axe des per|>en-
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(iicuiain's qui coupent la coui-be on 0, P, on aura, dans le cas de \ii iigure, HI > arc HO et HK < arc HP.
Si l'on imagine en effet la iigure retournée, en soiie ([iie l'oii [M'imiui' ['axe comme base, et la base comme axe, !a démonslraliun sera non seulement semblable, mais absolument identique.
Il isKsiii-TE enfin de la construction même que, si BC = CD, on a les segments des tangentes HI = HK. Ce qu'il est important de remarquer.
PlUIPOSETEON II.
Pour mesurer les lignes courbes, je ne me servirai pas de lignes inscrites et circonscrites à l'exemple d'Archimède, mais seulement de circonscrites formées par des segments de tangentes; je démontrerai, en effet, qu'il y a deux séries de tangentes, l'une plus grande que la courbe, l'autre plus petite, et les analystes verront que la démonsfralion par les circonscrites seules est beaucoop plus facile et pins élégante.
Je dis donc qu'il est possible, suivant l'esprit de la métliode d'Arcliimède, de circonscrire à une quelconque des courbes précitées deux figures composées de droites, et dont l'une surpasse la courbe d'une diffèrenee inférieure à un intervalle donné quelconque; dont l'autre soit au contraire plus petite que la courbe d'une différence également inférieure à un intervalle donné quelconque.
Soit {fig. i2i) une quelconque des courbes précitées : je parlage la base AG en un nombre quelconque de parties égales, AU, tîC, (M).
I)K, HP, KG; par les points B, C, D, lï, F, j'élève les perpendiculaires lîQ, CV, DZ, ER, FM, qui rencontrent la courbe aux points P, T, Y, N, 0. Je mène les tangentes AQ, PV, TZ, YR, NM, 01.
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D'après la première proposition : tangente AQ^-arcAP; tangente
PV;> arcPT; etc. ; enfin tangente 01 > arc OH. Donc la tigure formée
par tous les segments des tangentes AQ, PV, TZ, YH, NM, 01 est plus
grande que la courbe.
Mais soient la même courbe {fig- 1^2) ot la liase AG divisée en
autant de parties égales aux points H, C, D, E, F. En ces points lî, C,
D, E, F, j'élève encore des perpendiculaires BR, CQ, DO, EL, FI, qui rencontrent la courbe aux points S, P, N, M, K. Au point S, je mène la tangente ST jusqu'à la rencontre avec la perpendiculaire AT; puis aux points P. N, M, K, H, les tangentes PR, NQ, MO, KL, HI, rencontrant les perpendiculaires BS, CP, DN, EM, FK aux points R, Q, 0, L, I. D'après la première proposition : tangente ST < arc AS ; tangente PR<arcPS; etc.; enfin la parallèle à la base, IH<arcKH. Donc la figure, formée par tous ces segments de tangentes ST, PH, NQ, MO, KL, HI, sera plus petite que la courbe.
Mais, d'après le corollaire de la proposition I, les segments pris sur les deux côtés des tangentes en un point de la courbe, et correspondant de part et d'autre à des segments égaux de la base, sont égaux entre eux. Par conséquent, puisque les courbes des figures 2 et 3 sont supposées égales ou plutôt comme ce n'est qu'une même courbe et que, si nous avons tracé deux figures, ce n'a été que pour éviter la confusion, on a : tangente ST (3' figure) = tangente PV (2* figure) : le point S (3* figure) étant identique àP(2^figure), et les segments AB, BG de la base étant égaux de part et d'autre dans les deux figures, les segments pris des deux côtés sur la tangente et correspondant à ces segments égaux de la base doivent en effet être égaux, c'est-à-dire que ST (3^ figure) = PV (2^ figure).
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On prouvera de même que PR (S'augure) = TZ (2" figure); etc.
pour les autres segments. Il n'y aura que le premier de la 2^ figure et
le dernier de la 3* qui ne seront pas égaux à quelque segment sur
l'autre figure. Donc l'excès de la figure 2 sur la figure 3 est égal à
celui de la tangente AQ (2." figure) sur la tangente IH (3*' figure).
Mais, à cause du parallélisme, IH est égal à un segment de base, FG ou
AB, puisqu'on suppose tous ces segments égaux dans les deux figures ;
donc la 2." figure, composée de tangentes et plus grande que la courbe,
surpasse la 3« figure, composée de tangentes et plus petite que la
courbe, de l'excès de la tangente AQ sur le segment AB de la ijase qui
lui correspond (2" figure).
Si donc nous voulons circonscrire à la courbe deux figures, l'une
plus grande, l'autre plus petite, et dont la différence soit plus petite
qu'une quantité donnée quelconque, la construction sera très facile.
La tangente au point A (Jîg. 121) est donnée d'après la méthode des
tangentes déjà connue, donc l'angle QAB est donné; mais l'angle QBA
est droit; donc le triangle QAB est donné d'espèce, donc le rapport
Vî,-- H faut donc régler la division de la base en sorte que la dilFérencc Ali ° T
AQ — AB soitplus petite qu'une droite donnée quelconque; pour cela, il suffît de chercher deux droites dans le rapport donné et dont la différence soit plus petite que la droite donnée : problème facile. On prendra ensuite un segment quelconque AB de la base, avec la seule condition qu'il soit au plus égal à la plus petite des deux droites satisfaisant audit problème.
Nous aurons ainsi trouvé deux figures circonscrites à la courbe, l'une plus grande, l'autre plus petite que cette courbe, et telles que la différence de ces figures soit inférieure à un intervalle donné quelconque; a fortiori, l'excès de la plus grande des circonscrites sur la courbe et celui de la courbe sur la plus petite des circonscrites seront chacun plus petits encore.
Ofl VOIT donc que notre métbiide par double circonscription ouvre un accès facile à la méthode d'Archimède, quand i! s'agit de la mesure
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des lignes courbes. Il suffit de l'avoir dit une fois et de l'avoir démontré.
Cela posé, j'affirme hardiment qu'on peut trouver une courbe vraiment géométrique égale à une droite donnée. Cette courbe est une des paraboles en nombre infini, sur lesquelles nous avons spéculé il y a déjà longtemps; c'est celle où les cubes des ordonnées sur l'axe sont proportionnels aux carrés des abscisses de l'axe. Pour que les géomètres n'aient pas à douter de mon affirmation, voici la démonstration en peu de mots.
PnoPosFTTo?! m.
Soient {fig. I23) MI VA la parabole dont je viens de parler, A son sommet, AN son axe, I un point quelconque pris sur la courbe. Sije mène
les perpendiculaires ou ordonnées sur l'axe MN, W , j' aurai constamment. -r^ -— ..7^- Jl faut prouver que la courbe MIA est égale à une droite
Je pose j.7jg5 = j-i AD étant pris perpendiculaire à AN; il est idair que AD sera le paramètre de la dite parabole, c'est-à-dire que ADxAN^ = NM* et que, si l'on prend un autre point I, on aura encore pourle cube de l'ordonnée : ADx AF--^ IF'. Cela n'a pas besoin
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de démonstration, et nons n'avons pas à nous arrêter ;i ee qni os) trop facile.
Je mfene la tangente au point I, soit lOE, E étant son point de rencontre avec l'axe AN. D'après la méthode des tangentes, on aura fA ~2AE, par conséquent -t-t, — -' donc -r-^^ = 2.
Je prends CD -= - AD, et le milieu B du reste CA; on aura
l)\ _ 9 ET' A\i ~ 4 "' ÀF- ■
Donc AD X AF- == FE'^ x AB. Mais AD x AF= := IF^ ; donc - -r-p,' ei componendo (commeEY- -hW - lE'-) :
Si je mène du point I, perpendicuiairement sur la base, la droite IH,
si je trace une autre perpendiculaire quelconque GQVO, rencontrant
l'ordonnée IF en Q, la courbe en V, et la tangente en 0. les triangles
I I Kl I . '0 lE ,. . 10^ lE^
semijlables donneront iôI^I-Tïïg] ^ IF' '' ^" HU^ = Q-'
Mais Yiwi -^ — T-n Donc m, , = — -,-,, — ■ relalion constante (me»n-
It- AU IHi- AB ' ■'
me proposais de démontrer.
Il suit de là que, si sur le prolongement de 31N on prend NX -= AB,
on a toujours riTTi ou (pour la tangente elle segment de base de l'autre
côté, qui, il cause des parallèles, donnent toujours le même rapport)
h£ "" H ^^^ ^^ ^ '^ '" ^^"^ *^* ^-"^ "' ■^^' ^'^ ^"' ^^' évident d'après la construction, puisqu'à cause dos parallèles on a HN . - IF, et qu'on a pris NX = AB.
Phoposition IV.
Soit {fig. i2_'|) AXE cette parabole dont la propriété, comme nous avons dit, est que les cubes des ordonnées soient proportionnels aux carrés des abscisses sur l'axe. Soient Aï l'axe, El la base ou demibase; l'axe AI et l'ordonnée lE étant donnés, on trouvera, comme cidessus, le paramètre AD, dont on retranchera le neuvième, CD; après
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quoi on prendra le milieu B du reste AC. Je divise la base El en autant de parties égales que l'on voudra EF, FG, GH, HI; aux points F, G, H, j'élfeve les perpendiculaires FX. GY, HZ, qui rencontrent la courbe aux points X, Y, Z. Par les points E, X, Y, Z, je mène les tangentes ER, XS, YT, ZV qui rencontrentle prolongement des perpendiculaires FX, GY, HZ, lA aux points R, S, T, V. Enfin je prends, sur le prolonaementdeEl, IK = AB.
Il résulte de la proposition précédente et de son corollaire que l'on
ZV^ HK j . YP CtK XS^ FK ^ E!i^ EK a gj, = -^; de même -^^, = —;_ = _; enfin gF = kT"
Cela posé, en K j'élève KL perpendiculaire sur EK, et je prends KL = Kl = AB. J'imagine maintenant qu'avec K comme sommet. KE pour axe, on décrive la parabole simple ou parabole d'Archimède, de paramètre KL. Soit KMQ cette parabole, j'élève jusqu'à sa rencontre les perpendiculaires EQ, FP, GO, HN, ÏM qui en seront évidemment les ordonnées, et qui seront dans le prolongement des perpendiculaires FX, GY, etc.
ZV
riK
Comme nous l'avons déjà dit, ^ — -^ ■ Mais, en multipliant les
parabole d'Archimède, HK.KL=HN-; d'ailleurs IK. KL =:KL^, puisque
,, - „, ^, TA HN^ ZV^ „ HN ZV
1 on a pris KL = Kl. Donc ,7,^ —~ ^^r^- Donc tpt — „-,-■
* KLj" mi- Kl , ni
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Nous prouverons do même que l'on aura, entre les tangentes et les
. . , , YT GO XS FP ,. ER EQ
ordonnées, les rapports : ^^ = g-j-; p,.^ = j^; enfin ^^ = ^.
Mais, puisque wr- = ^i en égalant le produit des extrêmes à celui des moyens, on a NH.HI - ^ KL.ZV-, De même, OG.GH =-_- KL.YT, et PF.FG = KL.XS, enfin EQ.EF = KL.ER.
Mais pourquoi s'arrêter plus longtemps sur une question aussi facile, lorsque nous arrivons ainsi immédiatement à la méthode d'Archimède? En inscrivant et en circonscrivant les figures au segment parabolique, la somme de tons les rectangles QE.EF, PF.FG. OG.GH, NH.HI, représentera le segment parabolique EQMI; la somme des tangentes ER, XS, YT, 2V, en redoublant la circonscription, conformément aux règles de notre méthode, représentera la courbe même EXYZA. Donc le segment parabolique EQMI est égal au produit de KL par la courbe EXA. Or le segment parabolique EQMI est donné en rectilignes, puisque Archimède a carré la parabole et par conséquent ses segments. Donc le produit KL x EXA est donné; mais KL est donné, donc la courbe EXA. et l'on peut trouver une droite qui lui soit égale. i:. Q. v. d.
Si quelqu'un trouvait cependant cette démonstration trop rapide, je ne refuse pas de donner à part le raisonnement complet, en suivant les traces d'Archimède; ceux qui estiment que ce qui précède ne suffit pas pourront lire et examiner le raisonnement qui suit :
Il faut prouver que le segment parabolique EQMI = KL x EXA.
Posons, d'apriîs Archimède, EQMI = KL x ^. KL et ^ sont donnés.
Si nous prouvons que ^ = EXA, notre proposition sera établie.
Je dis donc que ^ = EXA. Si en effet elle n'est point égale il cette courbe, elle sera ou plus grande ou plus petite. Soit d'abord ^ > EXA et soit, dans cette hypothèse, o leur différence.
D'après la proposition II, nous pouvons circonscrire ii ia courbe EXA une figure composée de segments de tangentes et qui soit supérieure à la courbe d'un intervalle moindre que S. Supposons cette cïrcon-
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HCi'iption (.'ffcctiiée et représentée dans une ligure à part (Jï^. i25\ marquée cinquième en chiffre romain, où cet ensemble de segments de tangentes, ER + XS h- YT + ZV. d'après ce qui a été démontré, est plus grand que la courbe EXA. Mais on suppose également ^ plus grande que cette courbe, et l'excès de la figure circonscrite sur la courbe est inCérieur à celui de ^ sur la courbe. Donc la figure circonscrite est plus petite que [3. Donc le produit de KL par la circonscrite
est inférieur à KL x p. Mais KL x p est égal au segment parabolique EQMI. Donc le produit de KL par la circonscrite est inférieur à ce segment parabolique EQMI.
Or nous avons prouvé que
KLxERrz-QExEF, KLxXS-PFxFfi,
KLx YT^OGxGH, KLxZV = NHxHL
Donc, en sommant, le produit de KL par la figure circonscrite est égal à la somme QE x EF + PF.FG + OG.GH -!- NH.HI. Si maintenant, sur les droites FP, GO, HN, IM qui décroissent continuellement il mesure qu'elles se rapprochent du sommet de la parabole, on abaisse, des points Q, P, 0, N, les perpendiculaires (parallèles à la
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base) Qy. P9, OX, Ncp, il est clair que le rectangle QEF- ^^ QE.El^; de même ÔF = PF.FG; XG =^ OG x GH; enfin (pH--NH.HI. Donc le produit de KL par la circonscrite est égal à la somme des rectangles
-E, OF. 7.G, çH.
Mais nous avons prouvé que ce produit de KL par la circonscrite est inférieur au segment parabolique EQMÏ. Donc
Î^E -1- eE + )>G 4- 9H < EOMI;
ce qui est absurde, puisque la somme forme une figure composée de rectangles, évidemment circonscrite au segment parabolique, et par conséquent supérieure. Donc ^ n'est pas plus grande que la courbe EXA.
Nous allons prouver qu'elle n'est pas plus petite. Supposons en effet p < EXA, et soit S l'excès de la courbe sur la droite [3.
Circonscrivons à la courbe sur une figure {fig- 126) séparée (désignée comme cinquième, en caractère grec) une suite de segments de
fcl
tangentes inférieure à la courbe EXA, mais en sorte que l'excès de la courbe sur elle soit inférieur h Z. Soit cette suite de segments de tangentes : XR -H YS + ZT + AV.
Comme l'excès de la courbe sur ^ est égal à 5, et que l'excès de la même courbe sur la figure circonscrite est moindre que S, la circonscrite sera plus grande que p, donc son produit par KL sera plus
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grand que lo segment parabolique EQMI. Mais, d'après i-e qui a été démontré, le produit de KL par la circonscrite est égal à RF X FE + OG X (iF + NH x HG H- MI x IH.
bln effet, t-tt "= ïtt; donc KL x XR = PF x FE, et ainsi de suite l-E Kl,'
pour les autres.
Puisque le produit de KL par la circonscrite est plus grand que le
segment parabolique EQMI, la somme des rectangles
l»F.FE + OG.GF-f-NH.GII + MI.HI
est supérieure à ce segment parabolique. Mais si on mène les perpendiculaires (parallèles à la base) Py. 09, NX, Mcp, qui rencontrent les ordonnées à l'intérieur de la parabole (car les ordonnées croissent à mesure qu'elles s'éloignent du sommet), les rectangles ainsi construits PE, OF, NG, MH seront respectivement égaux aux précédents. Donc la somme PE -t- OF -h NG -l- MH sera supérieure au segment parabolique. Ce qui est absurde, car ces rectangles PE, OF, NG. MH composent une figure inscrite dans le segment parabolique et par conséquent plus petite.
Donc p n'est pas inférieure à la courbe ESA. Ne lui étant ainsi ni supérieure, ni inférieure, elle lui est égale. C'est ce que nous avons voulu démontrer longuement pour écarter tout scrupule.
De ce qui a été démontré, ressort que l'on peut établir avec la même facilité l'égalité entre un segment parabolique quelconque EQPF, retraQché du premier, et le produit de la donnée KL par la courbe EX. Si donc on donne sur la base un point quelconque F, comme, d'après Archimède, le segment parabolique EQPF est donné en reetilignes, le produit KL x EX est donné ; mais KL est donné, donc l'arc EX. Par conséquent, si l'on donne sur la base un point quelconque F, il est clair que l'arc de courbe correspondant est donné et qu'on peut assigner une droite qui lui soit égale.
Il h'y a pas à objecter que, pour trouver une droite égale ii la courbe EXA, il semble falloir construire une parabole simple, ce qui
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rendrait Ifi problème solide. Car le tracé de cette parabole n'est supposé que pour rechercher la vérité et faire régulièrement la démonstration; rien n'empêche qu'on ne dissimule ce tracé imaginaire de parabole, et qu'on ne fasse le calcul en ne laissant apparaître que des droites et des cercles. Sauf erreur, voici ce calcul.
Soit {fig- 127) la courbe parabolique DAC, telle que les cubes des ordonnées DB et NM soient proportionnels aux carrés des abscisses de l'axe, BA, AM. On donne la hauteur AB, et la demi-base BD, ou la base totale DBC. Je dis que la droite prouvée égale à la courbe DAC est donnée par un calcul véritablement géométrique.
Soit A() le paramètre de cette parabole, qui est donné avec l'axe et l'ordonnée, comme il a été montré plus haut; j'en retranche la neuvième partie EO. Je prends égale au reste AE la droite YK, que je prolonge de KX égale à l'ordonnée ou demi-hase DB. Sur YX comme diamètre, je décris le demi-cercle YTX et, prenant en R le milieu de YK. j'y élève la perpendiculaire RT qui rencontre le demi-cercle en T. Je prends RV égale à RT, et sur VX comme diamètre je décris le demicercle VQX jusqu'à la rencontre duquel j'élève du point R la perpendiculaire RQ. Sur les droites TR, RQ, je décris les demi-cercles TPR, RGQ, et j'y inscris les cordes TP, RG égaies k RY. Je joins RP, QG et je
dis que le rapport
arc DAC
RP
et par conséquent est donné. Soit
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■ La droite. IH donnée par cette constroclion sera
ligale à la courbe parabolique DAC.
Si eette construction d'ailleurs ne concorde pas avec la démonstration précédente, il faut la corriger d'après cette dernière.
Si cette piioPiuÉTÉ de notre courbe parabolique ne suffit pas pour la faire placer par les géomètres au rang des objets particulièrement remarquables de leur Science, ce qui va suivre lui assurera peut-être ce rang. Car qu'y a-t-il de plus singulier que de voir, de cette seule courbe, en dériver une infinité d'autres différentes de cette première et différentes entre elles, et qu'on démontrera néanmoins être égales à des droites données? Voici la proposition générale :
Soient {fig. 128) CMA noire coarhe parabolique, AB sa hauteur, CB sa demi-base; sur cette courbe, on en formera d'autres en nombre infini de
cette façon.. Si l'on mène perpendiculairement à la base des droites quel- Conques DMNL, lîKIH, coupant la courbe aux points M, K, la nouvelle courbe CNIG à former de cette première sera de telle nature que DN soil égale à l'arc correspondant CM de la première courbe, El à l'arc CMK de la première courbe, et de même pour toutes les autres perpendiculaires. Cette nouvelle courbe CNIG sera différente d'espèce de la première.
On formera sur cette seconde courbe une troisième CLHF, en sorte que DL, KIT soient respectivement égales aux arcs CN, CNl de la seconde courbe. Sur la troisième, on formera de la même façon une quatrième, sur la quatrième une cinquième, sur la cinquième une sixième, et ainsi de
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suite àl'infmi. Je dis que toutes ces courbes CNIG, CLIIF, rlc. à l'infini seront, de même que la première parabolique GMKA, égales à des droites données.
Il faut remarquer que toutes ces courhes, en nombro indéfini, simt puremcQt géométriques, et. cependant, on ne peut leur appliquer cette prétendue loi de la nature, dont j'ai parlé au commencement de cette Dissertation. Quoique, en effet, on suppose les droites DN, El égales aux arcs CM, GMK, elles n'en sont pas moins posées comme égales à (les lignes droites, d'après la démonstration précédente. Car, soit donné un point quelconque D, d'après ce qui précède, une droite égale à l'arc CM est donnée; donc la droite DN posée par construction égale à l'firc CAI doit être considérée comme une droite véritablement donnée et non supposée égale à un arc. De même pour les autres. Donc la courbe CNIG est véritablement géométrique, et une fois que nous aurons démontré qu'elle est égale à une droite donnée, il s'ensuivra que la courbe qui en dérive. CLHF, est aussi purement géométrique, et de même toutes les autres indéfiniment.
La démonstration est facile en posant d'abord une proposition (]ui woit générale pour toute cette question.
Phoi'osition- VI.
Soient {Jig. 1 29) une courbe quelconque ONK, de la nature des précédentes, dont 0 est le sommet, OVI l'axe (_ou l'ordonnée, car la démonstration est la même dans les deux cas). Je /orme sur elle une autre courbe OAE, telles que ses ordonnées soient égales aux arcs correspondants de la première courbe; c'est-à-dire VA = UN, IK — OR, et ainsi de suite. Je mènerai comme suit la tangente en un point donné de cette nouvelle courbe. Soit E le point donné, je mène l'ordonnée El gui coupe la première courbe en R, Je mène en ce point R la tangente RC à la première courbe. Cette tangente rencontre l'axe au point C. Je posr ~— 7^ -j-jT' et je Joins EB. Je dis que EU est tangente en E à la nouvelle courbe EAO.
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En effet, si je prends sur l'axe un point quelconque V, et si je mène l'ordonnée VNA coupant la première courbe en N, la tangente RC en S, la seconde courbe en A, enfin EB en Y, il me sa0t de prouver que l'on a toujours VY>VA, pour établir que EB ne coupe pas la nouvelle courbe du côté du sommet. Or cette preuve est facile à donner.
En effet, VA = ON ----- OR - .Mi. Mais US < RN, suivant le corollaire de la première proposition. Donc OR — RS > OR — RN. Biais VY -- OR — RS, comme nous allons le prouver tout à l'heure. Donc VY (ordonnée de EB) >■ VA (ordonnée de l'arc OAE). Donc tous les points de EB du côté du sommet sont extérieurs à la courbe; doncEB ne coupe pas la courbe du côté du sommet.
Mais je dis qu'elle ne la coupe pas davantage plus bas. Je prends en effet un point quelconque H, par lequel je mène l'ordonnée HZ, qui coupe la première courbe en D, le prolongement de RC en F, la seconde courbe en Z, le prolongement de EB en Q. Si je prouve qu'en tous cas HQ > HZ, j'aurai prouvé que tous les points de EB, même au-dessous de E, sont extérieurs à la courbe, et par suite la droite EB sera démontrée toucher la seconde courbe au point E.
HZ = Ob --= Ô^ -H RD, par construction. Mais RI" > RD, suivant le corollaire de la première proposition, RF étant un segment inférieur delà tangente RC. Donc ÔR + RF>6r-i- RD. Mais (m -j- RF = HQ, comme nous allons le prouver tout à l'heure, et OR -+- RU = HZ, par
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construction. Donc en tous cas HQ > HZ, Donc la droite Kli est tangente en E à la seconde courbe.
Reste a prouver en premier lieu que OR — RS = VY.
Je mène EM parallèle à l'axe et rencontrant en M le prolongement , vv t. + . El RC ,, - El YV YM , RC RS
deVY. Par construction, -,Tt=-^- Mais m = VR = Mé"^* ÔT = vT^
donc iïïp = y-f Mais,àcausedesparallèies,ME = VI; donc YM = RS. Mais aussi EI = VM; donc El - WY = VY, Or, par construction, EI = 6r. Donc (5R-MY(=RS) = YV. Premier point qu'il fallait démontrer.
On raisonnera de même au-dessous de l'ordonnée ET. Menant EP parallèle à l'axe, on prouvera que QP = RI-'.
En effet, ■^Jou2!îou^ = ^ou^-MaisPE^IH;doncQP = RF.
llî riti le. H Ml
D'ailleurs HQ =.-^ HP + PQ : HP = lE = ()R ; PQ = RF, comme on vient de le démontrer. Donc OR -s- RF — HQ. Second point qu'il fallait démontrer.
Il est donc prouvé que EB est tangente à la seconde courbe au point E, ce qu'il fallait démontrer.
Sorr MALNTENAMT (Jig. i3o) notre courbe parabolique GKA, de bau-
ao (9).
teur AK, de demi-base (Ai, de paramètre AD. Soient, comme précédemment, CD — .jAD, et lî le milieu de AC. De cette première courbe
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j'en forme une aulrc ii partir du point G, soit GNS, qui rencontr*^ en S l'axe de ia première, la propriété de cette nouvelle courbe étant que, si l'on prend un point quelconque F et que l'on élève la perpendiculaire FKN qui rencontre les deux courbes en K et N, on ait toujours FN égal à l'arc GK de la première courbe. Menons KM parallèle k la base et, par ce même point K, TKH tangente à la première courbe et rencontrant l'axe en T, la base en H; par le point N de la seconde courbe, menons la tangente RNXI, qui rencontre la base en I ; enfin des deux points R, X, pris arbitrairement de part et d'autre sur cette tangente, abaissons sur la base les perpendiculaires XY, RV.
D'après ce qui précède, on a constamment, quelle que soit la tan- , ^T, K'P KL' FE + AB . KT= KH' .
gente KT, -,^-g- ou ^y, =. ~^^—; mais t^^^nïM^ ÏÏë- ' '•" *^^"^*^
des parallèles; donc ..p. = — rr, D autre part, d après la proposition précédente, tj- =----, car les côtés sont proportionnels,
comme le démontre cette proposition; donc les carrés le sont égale-
, j. NF' FE + AB , (NF'-hFPU-^NF) FE+aAli ment. Uonc-.,.,, -- — ^-.^ — ; componcndo : ~ ui-' = """Ait
Mais Kjj = Yyi et aussi -~ -.vy^; donc, si 1 on prend un point quelconque N sur la seconde courbe, le rapport des carrés du segment de tangente et du segment do base correspondant, soit d'un côté, soit de
qu'en 0 j'élève la perpendiculaire OP ----- AB, on aura toujours, pour
j . NR' NX' FO
notre seconde courbe : r^^-. ou T=i-^- = rrr^-
Cela posé, il est clair que les autres courbes en nombre indéfini. qu'on tracera comme nous l'avons indiqué, sont de telle nature que, par exemple, dans la troisième, le rapport des carrés du segment de
en prenant F au point où tombe la perpendiculaire abaissée du point de contact sur la base.
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Dans la quatrième courbe, le même rapport des carrés dew segments
correspondants de la tangente et de la hase sera ^-rrr"" ' et ainsi de
suite indéfiniment.
La démonstration est toujours la même et s'applique évidemment
en tous cas.
Ceci étalili, il est facile d'arriver au théorème général.
Proposition Vil.
Soient (/ig. i3i) EX notre courbe parabolique, AI son axe, IK sa <lenii-!)ase. Je forme sur elle la seconde courbe EXYZO de telle sorte.
eommcje l'ai dit plus haut, qu'une ordonnée quelconque FX soitégale à l'arc de la première courbe interceptée par cette ordonnée ou perpendiculaire. Je divise la base en un nombre quelconque de parties égales EF, FG, GH, HI; aux points F, G, H, j'élève des perpendiculaires qui coupent fa seconde courbe aux points X, Y, Z. Soient AD le paramètre de la première courbe, CD sa neuvième partie, B le milieu du reste AC. Soit, dans le prolongement de la base, IK = 2AB et, élevée en K, la perpendiculaire KL = AB. Par le point K, sur l'axe KE, j'imagine décrite la parabole simple ou d'Arcbimédc ayant KL pour
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paramètre; soit KMOQ cette parabole; par les points E, F, G, H, T, j'élève des perpendiculaires à la base qtiî reneontrenf cette parabole aux points Q, P, 0, N, M.
D'après le corollaire de la proposition précédente, comme EXÔ est la seconde courbe dérivée de la première, c'est-à-dire formée par le procédé que nous avons déjà indiqué plusieurs fois, si l'on y prend un point quelconque Y, et que l'on mène le segment de tangente YT,
on a (jm = kt' Mais, en multipliant de part et d'autre par KL,
(tK r k "^ k r
ï^ = — -i^i a — j et, d'après la nature de la parabole simple,
GK X KL~GO-, Donc p-^jr ~ J-j- et 7,-Tî = ^t > ou, en égalant le pro-
(jH Mj IjU kl '^ '
duitdes extrêmes à celui des moyens, GO x GH = KL x YT.
Si l'on mène les autres tangentes ER, XS, ZV, rencontrant les perpendiculaires en R, S, V, on prouvera de même que
QE X EF ^ KL X ER, PF x FG = KL x XS ;
et ainsi de suite indéfiniment.
D'où, en ramenant à la méthode d'Archimède par le même procédé que dans la proposition IV, on conclura que le segment parabolique EQMI est égal au produit de KL par l'arc EXÔ de la seconde courbe. De même pour les autres segments paraboliques : par exemple,
segm. EQPF = KL x ÉX; segm. EQOG = KL x EXY; et ainsi de suite indéfiniment.
Or tous CCS segments paraboliques sont donnés en rcctilignes par la quadrature de la parabole qu'Arehimède a démontrée; KL est également donné. On a donc également comme données tant la seconde courbe totale EXO que les ares EX. EY, etc., interceptés sur elle par les perpendiculaires élevées aux points F, G, etc.
Pour égaler à une droite donnée la troisième courbe, la construction sera la même, sauf que l'on prendra IK = 3AB; pour la quatrième courbe, IK = 4AB; et enfin on établira, entre toutes les courbes à dériver indéfiniment de la première, cette relation : que deux quel-
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conques seront entre elles comme les segments paraboliques de même hauteur d'une même parabole, dont les distances au sommet de la parabole sont d'autant de fois le paramètre qu'il y a d'unités dans les ordres des courbes comparées entre elles.
Soient par exemple (yfig- iSs) EMA notre courbe parabolique, AF son axe, ËF sa demi-base, AD son paramètre, CD le ni^uviome do ce
dernier, B le milieu du reste AC. Je forme de cette première courbe la seconde EOS, telle que, si l'on prend un point quelconque N sur la base, NO, perpendiculaire à la base, et qui rencontre les courbes IM, 0, soit égale à l'arc EM de la première courbe. Je forme ensuite de la seconde courbe la troisième EVR, où NV est égale à l'arc EO de la seconde courbe. De ia troisième EVR je forme la quatrième ESL. où NX est égale à l'arc EV de la troisième courbe. Soit à part la parabole simple ou d'Archimède, d'axe indéfini GKQY, de sommet G, de paramètre GH = AB. On demande par exemple le rapport de la quatrième courbe EXL à la primitive EMA.
La première de ces deux courbes étant du quatrième ordre, je prends sur l'axe l'abscisse GY = 4GH et, sur son prolongement, YO = EF (demi-base); je mène les ordonnées YT, OÀ.
La seconde des deux courbes h comparer étant du premier ordre, je prends sur l'axe l'abscisse GK égale au paramètre pris une seule
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foisef, sur son prolongement, KQ = EF (demi-base); je mène les ordonnées Kl, QP. D'après ce qui a été démontré et conformément à ia règle
générale,
segm. parab.YT>9 _ (4''couvbe)EXL segm. parab.KIPQ ~ (r« courbe )EMA
Mais, d'après Archimède, le rapport des segments paraboliques est donné, donc celui des courbes est donné; mais la première est donnée, comme il a été démontré ; donc la quatrième est donnée, et l'on peut assigner uno droite donnée qui lui soit égale. D'ailleurs cette relation constante peut, si l'on veut, être accommodée en langage géométrique, en écartant la parabole et en se servant seulement de la règle et du compas.
Enfin qui ne voit que ce qui a été prouvé et réduit en règle pour les courbes totales vaut pour les arcs de ces courbes à comparer entre eux, au moyen de segments paraboliques ayant pour hauteur les segments de la demi-base qui correspondent aux arcs de courbes?
Je n'ajoute rien sur les solides engendrés par ces courbes en nombre infini, ni sur leurs surfaces courbes, ni sur les centres de gravité de ces lignes, de ces solides ou de ces surfaces; car les méthodes générales données h cet égard par de célèbres géomètres ne laissent rien ignorer là-dessus une fois connue la propriété spécifique de lacourbe donnée, quoiqu'en beaucoup de cas il ne soit pas inutile que chacun fasse usage de sa propre industrie.
Mais, avant de terminer cet écrit, il me vient à la pensée d'examiner la proposition suivante :
Sote/U {fig. 1 33 ) COA notre courbe parabolique , A son Sommet, AB son axe, CB sa demi-base. On peul en former une infinité d'autres courbes de la manière déjà indiquée, mais non pas, eomme auparavant, du côté de la base, au contraire de celui du sommet. Soient donc formées ainsi les courbes AIF, AGE, etc. indéfiniment, sous celte condition que, si l'on prend sur l'axe un point quelconque D et que l'on mène à l'axe la perpendiculaire TiOlG, quicoupe les courbes aux points 0, I. G, la droite DI
Hosted by
pour la seconde courbe soit égale à l'arc AO de la première, la droite DG pour la troisième, égale à l'arc AI de la seconde, et ainsi de suite indéfiniment. Toutes les courbes de cette sorte différeront d'espèce non seulement entre elles el par rapport à la première AOC, mais elles différeront
aussi de celles que nous avons formées du côté de la base. On demande si les courbes AIF, AGE, etc. à V infini sonl égales à des droites données ou bien à d'autres courbes (' ).
Que les géomètres le cherchent, ils verront grandir encore la merveille. Il est certain que si les méthodes dont ils se servent pour mesurer les courbes sont générales et suffisantes, comme ils l'affirment, et comme je ne prétends pas dès lors le mettre en doute, ils reconnaîtront la chose au premier coup d'œil et ils épargneront nn travail superflu à un géomètre déjà fatigué.
S'ils trouvent quelques points trop concis dans les démonstrations précédentes, je les prie au reste d'y suppléer ou de m'excusor.
(') Dans la note de la page '237 du Tome I, ii a été dit par inadvertance que les diverses courbes en question pouvaient être superposées par simple translation. De fait, ce Bont dos développées d'hyperboles, rentrant dans l'équation générale
{iiX + bY — nx^=b^, où n représente l'ordre de dérivation à partir de la développée de parabole, j '^ — icx'-, que donne cotte équation, si l'on fait u = o al b — ~a.
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APPENDICE A \A DISSERTATION
SUR LA COMPARAISON DKS LIÛNKS COURBKS AVEC LES LIGNES DIIOITKS.
Pour répondre â la dernière question posée dans la Dissertation, il paraît convcnaiiie d'établir d'abord les propositions suivantes.
Proposition I, Soient {fig. i34) deucc courbes AiF, 3Z8 dont les axes AE, 3^ soient égaux entre eux. Je mène des ordonnées en nombre quelconque également distantes du sommet dans les deux figures. Soient, par exemple, BM, Cl, DH, EFles ordonnées de la première, 4T, 5Z, 69, 78 celles de la seconde; AB, distance au sommet de l'ordonnée BM, est supposée égale à 43, distance au sommet de l'ordonnée !\Y. De même, on suppose CA = 53, DA = 63, enfin EA = 73, supposition déjà faite.
Si les ordonnées sont toujours aux longueurs interceptées sur l'axe par les tangentes comme les lignes correspondantes de l'autre figure (c'està-dire si, menant les tangentes d'un côté aux points F, H, I, M, de l'autre aux points 8, 9, Z, T, on a toujours par exemple :
ordoriiice FE _ ordonnée 87
sous-langente KE ordonnée IIK sous-tangcHle pour le point II '
sous-tangente 72
ordonnée 69 sous-langeiite jiour le point y'
Hosted by
et ainsi pour les autres), je dis que les deux courbes AIF, 3ZB sont égales, ou plutôt semblables et identiques, les ordonnées d'une figure étant égales à celles de l'autre également distantes du sommet.
Menons en effet sur la première figure, par les points H, I, M, les segments de tangentes HO, IN, MR. rencontrant les ordonnées aux points 0, N, R; sur la seconde figure, les segments de tangentes 9V, ZY, TX, rencontrant les ordonnées aux points V, Y, X. On suppose l^j^ = -^. Mais les angles en E, 7 sont droits; donc les triangles FEK. 872, semblables; donc ^ = — - Mais, si l'on prolonge les ordonnées, DH jusqu'en G, 69 jusqu'en P, ^j^p = 1^^;' et ^ = ^— ; donc ^^1^- Mais UE = 67, puisque EA = 73, et DA = 63; donc FG = 8P.
On prouvera de même pour les autres segments de tangentes que : HO = 9V, IN = ZY, MR = TX.
Donc la série des tangentes de la première figure est égale à la série des tangentes de la seconde, d'où, par la méthode d'Archimède de réduction à l'impossible, on conclura facilement l'égalité des courbes AÏF et 3Z8, premier point à établir, ainsi que l'égalité des arcs correspondants : FH = 89, HI = 9Z, etc.
Reste à prouver que les ordonnées de l'une des ligures sont égales à celles de l'autre.
D'après la supposition faite, les ordonnées sont, de part et d'autre, dans le même rapport avec les sous-tangentes; donc les angles GFE, P87, formés par les tangentes et les ordonnées, sont égaux. De même
OHD = Vg^, NIC = fz^, Rm = XT^. D'ailleurs, tous les arcs de la première courbe, FH, HI, IM, MA sont respectivement égaux aux arcs de la seconde, 89, 9Z, ZI, T3, et l'inclinaison de ces arcs est constamment la même de part et d'autre (car l'inclinaison des courbes est mesurée par celle des tangentes qui font toujours, comme nous l'avons prouvé, des angles égaux dans les deux figures). Donc les courbes AMIFH, 3TZ98 sont non seulement égales entre elles, mais
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i-ncorc! semblables, et si on imagine qu'on les superpose, elles coïncifieront entièrement, et auront donc, aussi bien que leurs axes, leurs ordonnées égales ou plutôt identiques. C'est le second point qu'il fallait démontrer.
Ppoposition II.
Soient {fig. i35) deux paraboles de même nature AOD, XIG,
d'aœes AC, XF, de demi-bases DC, GF; soit par exemple : ^t^ = ïJTi'
, 1 . GF' FX» . ■ ■ . VI
et de même vyj = yvâ' "o^s restons ainsi sur notre parabole, quoique
la proposition soit générale. Si les axes sont proportionnels aux demi-
hases, c'est-à-dire si ttt; = jr^j je dis que ces deux paraboles sont dans le rapport de leurs axes ou bien de leurs demi-bases, c'est-à-dire que
courbe AOD AC
= vï^ "u bien -
ces deux derniers rapports étant égaux par supposition.
La démonstration est facile. Je partage chaque axe en un même nombre quelconque de segments, soit deux seulement pour éviter la confusion et la prolixité. Soit donc B le milieu de l'axe AC, Y celui de l'axe FX; je mène les ordonnées BO, YI, puis en D, 0, les tangentes DN, OM, dont la première rencontre en E l'ordonnée BO, la seconde en V la parallèle AV aux ordonnées; de même sur l'autre ligure, je mène aux points G, I les tangentes GK, IS, qui rencontrent en H, R l'ordonnée YI et la parallèle XR.
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Par supposition, — ^= ^', d'autre part, d'après la nature de la
CA 2 . FX 2 . DC GF
parabole, ; t^, = ^, et — — - — -^^t7 = ■^; donc 7;^^ = ï^; donc
'^ sous-tang. CN 3 sous-tang. FK 3' CN FK'
les triancles DNG, GKF sont semblables; donc =vrr -- 1^- Mais
On prouvera de même que jrr ~ y\'
Les segments de l'axe, AB, BC d'une part, XY, YF de l'autre, étant égaux entre eux, en sommant les segments de tangentes, on aura
DE+ 0 V _ r.ll ^ IR AC " ~ XF
Mais la somme des segments, DE -h OV, dont on peut multiplier le nombre autant qu'on le voudra, représente, par la réduction à l'impossible, comme on l'a déjà indiqué et prouvé, la courbe totale DOA; de même la somme GH H- IR, dont on peut aussi multiplier le nombre dos termes à volonté, représente la courbe totale GIX. Donc
courbe
DOA courbe GIX AC axe XF '
el
convertendo :
axe AC
axeXF
ou
base DC base GF
PnoposiTfo^
courbe DOA ~ courbe GIX
Soit {fig. i36) AO une courbe d'axe AC, de base CO; imaginons
formée sur elle une courbe de même axe et de même sommet, dont les
ordonnées soient proportionnelles à celles de la première courbe, c'est-
. ,. baseCO BP ordonnée de la F" DE , ■ i-c ■„ , c-
a-dire r 7^=^^^ — s ■ — s — r~T = tïw' •'tc-, indetiniment. Si
base CV BR ordonnée de la a" DN
en un point quelconque 0 de la première courbe, on mène la tangente OH
rencontrant l'axe en H, et que l'on prolonge CO jusqu'à la rencontre
de la seconde courbe en V, je dis que la droite qui joint V, H est tangente
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à (a seconde courbe, et que les tangentes qui se correspondent sur les deux courbes coupent toujours l'axe au même point.
Fig. i36 {3).
En effet, menons les ordonnées BPR, DEÇI, rencontrant les courbes en P, R, E, N et les droites OH, VH ou leurs prolongements en Q, S, F, M. Si nous prouvons que BS, menée au-dessus de CV, est toujours plus grande que BR, et que DM, menée au-dessous, est aussi plus grande que l'ordonnée DN, il sera clair que la droite MVSH est tangente à la seconde courbe en V.
Or, par construction, ^^ = -^^ et, en raison du parallélisme des
droites COV, BQS, que coupent les trois droites CH, OH, VH, issues d'un
. , CO BO , lîP BQ ... BP BR mcme point, ^ = ^i donc ^^ = '^•, vicissim ^ = ^-
Mais, OQH étant tangente à la première courhe en 0, BQ^BP; donc BS > BR. Ce qu'il fallait prouver en premier lieu.
La démonstration est la même pour l'ordonnée menée plus bas. En
elFet, on suppose ^r? = fp^' d'autre part, à cause des parallèles.
s; donc .-^ = .
Mais DE<DF: donc DN<DM. Donc
MVSH est tangente en V à la seconde courbe.
pour ce qui suit.
Soit (fig. ï37) notre parabole GIA, d'axe AE, de demi-base EFG, de tangente GH. Construisons sur le même axe AE une autre parabole FNA, telle que l'on ait pour la demi-base : EF* = iEG^, et de
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même pour les ordonnées quelconques : N0^ = ^01^. Soient AD le paramètre de la première parabole GIA, CD sa neuvième partie, B le milieu du reste. Je mène en F la tangente FH à la seconde parabole; elle rencontre l'axo au même point H que la tangente à la première.
d'après la proposition précédente, ou bien d'après la nature de ces paraboles, puisque l'on a pour l'une et pour l'autre : 7^ --- tï- Je dis
FE' _ fAB que gjj, -^ g(j
En effet, d'après la proposition III de la Dissertation, ^. = ^■
Prenant la moitié des antécédents, comme ^GE^ - EF^ par supposi-
UB
KG
et ainsi
de suite indéfiniment, cette relation ayant d'ailleurs lieu pour toute
oi'donnée.
Proposition IV.
Cela posé, nous découvrons sans difficulté le théorème général. Soient(yîg-. i38) notre parabole AC, AB son axe, BC la demi-base; soient formées sur elle les autres courbes en nombre infini AD, AE,
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AF, tcllos que, si l'on mène une ordonnée quoli^onfjiifi ÎJCDEF, lîD soit toQJours égale à la prpmièri; courbe CA, lil*^ à Li seconde AD, BF
à la troisième AE, et qu'il en soit de même pour toutes les courbes et toutes les ordonnées. Je dis que chacune de ces courbes AD, AE, AF, etc. à l'infini, est toujours égale à une droite donnée, de même que cela a lieu pour les courbes que dans la Dissertation nous avons construites du côté de la base par un procédé analogue.
Voici le théorème général : Soit construite à part (_fig. t'Aq) la parabole 03M absolument égaie et semblable à la parabole AC, ayant [lar
conséquent son axe MN - - AB, sa demi-base ON = BC; c'est seulement pour éviter la confusion que nous faisons une figure à part. Soit NP*=2NM% NQ==3NM^ NR= = 4NM% et ainsi de suite indéfiniment. La demi-base ON restant la même, je construis ,par les sommets P. Q, R, des paraboles de même nature que la parabole 03IVI ou AC; soient 0.^1 P, 05Q, OGR, etc. ces paraboles.
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Je dis que la paraboli; O-'iP = courbe AD, que la parabole 05Q— courbe AE, qu(; la parabole ()GR-= courbe AF; et ainsi de suite indéfiniment.
Comme, en effet, dans nos paraboles 0/iP. 05Q. 06R, si l'on mène l'ordonnée 23^|56, on a toujours, d'après la nature de ces paraboles,
0_N' _ NP^ OK' _ NQ^ ON^' _NH^
il est clair, d'après ce qui a été démontré dans la Dissertation, (jue chacune de ces paraboles est égale h une droite donnée; par suite, notre théorème général une fois démontré, il s'ensuivra que chacune des courbes AD, AE, AF est égale à une droite donnée.
Voici la démonstration du théorème général : Soient AS le paramètre de notre parabole, SY son neuvième, V le milieu du reste. Aux points C, D, E, je mène aux nouvelles courbes les tangentes Cf, DH, EG. qui rencontrent l'axe aux points 1, H, G. D'après ce qui a été
démontré dans la Dissertation (prop. III) : ■.,..;- -■- ,; , ; componendo :
BH étant la sous-tangente de DH; donc ^rp = '- — r.-^ — ; componendo: rrrii = ftT^ Mais, a après la même proposiUon, ,. ^ — ^rrr^^ iîLi
Nous prouverons de même que, si l'on mène à la courbe EA l'ordonnée ZTK, coupant en Tia courbe CA, et que l'on imagine au point K
KZ^ AV-i-aZT
ia tangente à la courbe AKE : ■ . - . -g--, = — vr""' ^"^
'^ (sous-tangenifi de Kj- /A
cela, quei'que soit le point K.
Soit tracée {fig. i/'io) sur une figure à part, pour éviter la confusion, cette même courbe AKE, qui sera désignée dans cette figure nouvelle par ^^X. Soient donc la base Xâ = EB, la tangente Xy = EG, l'axe 5^^-:BA, la sous-tangente Sy -- BG, l'ordonnée vij-~7M.. De
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cette courbe Acpp, j'en forme une moindre 0-tt|3, telle que les carrés de ses ordonnées soient moitié des carrés des ordonnées de la première courbe; ainsi Sa- — ^SX^, v-n:*-- ^l^vii^, etc. Je mène à cette nouvelle courbe les tangentes Oy, -ny, aux points 0, tv.
D'après la proposition lU ci-dessus, il est clair que les tangentes Oy, X-; rencontrent l'axe au même point y; de même les tangentes en o, rencontrent l'axe au même point 7, puisque les ordonnées des deux courbes sont en rapport constant.
Je trace encore à part (/ig. [4i) l'ie parabole de même nature que OM, OP, etc., d'axe 98 ^ 3IN ^-r- AB = ^ê; de demi-base 6x -- NO \/| ou BC\/^ . Soit5;_i 1 9 cette parabole dont je forme une autre courbe 912'i, de même axe 98, maïs dont l'ordonnée S^j; =- arcj^^i 1 9; l'ordonnée [o II 12 --: arc II g, et de même pour les autres.
Il faut prouver en premier lieu que tes courbes 0~^ et 'j* 1 29 sont es mêmes, c'esl-à-dirc absoiiiment égales et semblables. Voici com-
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ment. Nous avons prouvé quo
moitié des antécédents, comme nous avons supposé Oo^ — - ^ XS^,
^5-^ = s — ■ ' • Nous prouverons de même, pour une autre, ordonnée
quelconque tiv, -^—ti = - — yf ' ^tc.
Il faut maintenant examiner si la courbe ■'}ji29 jouit de la même propriété. Yoici comment on y arrivera.
Bans la courbe X119. dont la demi-base y8--BCi/^, et l'axe 89 = AB, d'après le lemme précédent, si l'on mené les tangentes yj), 4^=7 aux points 7,, '^ : .-^^^ - ^; componendo, ^, = -~âi
De même, si l'on suppose la droite 910 --AZ, e'est-à-dire si les points 10 et Z sont à égale distance du sommet, le rapport du carré de
-^j— ■ Mais
(■/0(- {•^8)- . , , tansii 1210
"' ^ ■ sous-tangji sous-lang 1:!
Mais, sur l'autre figure {fig. 1^0), nous avons prouvé que M= _^AV + RC dy' ~ Clî
La même relation aura lieu pour tous les autres points; on prouvera
de même, par exemple, que — ^ — = — ' ^fc.
^ f ' 1 sous-taiigi2 1^ 7
Donc (.Ijs/jenf/ice, prop. I) les courbes 9 i2i|/, ÔTtp ayant même axe et leurs ordonnées étant aux sous-tangentes constamment dans le même rapport que leurs correspondantes de l'une à l'autre courbe, ces courbes seront égales entre elles ainsi que leurs demi-bases et les ordonnées à égale distance des sommets.
Mais, par construction, la demi-base '|/ 8 — 7 1 19; donc yiig : - 9ô, Mais 6S=ôXv^; donc la courbe parabolique yiiCf~S'k\/l. Mais Sx — BE et, dans la construction des courbes dérivées de la première AC, on suppose BE == AD.
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Donc parab. ^ II 9 = vtÂD. Maïs on a aussi ^ii9=v'^04P' car]abasex8-=v'iBC=^V'|N0, et l'axe 89 -- AB .= NM ..:. VInP. Les paraboles 04P. X^iQ étant de même nature, et l'axe et la base de la parabole x ' ' 9 étant respectivement dans le rapport \/^ avec l'axe et la base de la parabole O^P^ on aura aussi {Appendice, prop. II 1 parab.,j(^ii9 == \/Tparab.O/iP. Puisque nous avons ainsi prouvé quu la parabole y_i 19 est dans le rapport v''- ^'^'^^ ^vec la parabole O4P, soit avec la courbe AD. la courbe Al) et la parabole 04P seroiit égales, c. Q. r. I).
On prouvera de même que la courbe Al^] et la parabole 0 .) P sont égales.
lin etiet, 1177^== — ïïr~^' comme il a ete démontre; componenao vie,
m^ = ûT^ Mais (Dissertation, prop. VI) : i,"„- --•= -— jtt;;
doi
(sous-tangl'')' ~ BC Pour la suite, nous suivrons de point en point la démonstration précédente, sauf que dans la figure à part {/ig- 1^0), après avoir pris XS ----. BF, on prendra âO — v':! BF ou v'T^^; '*> courbe Ao^ sera égale à la courbe FA, et âî:^ sera de telle sorte ()ue ses ordonnées suivent le
rapport des bases ,.-;■
Dans l'autre figure à part (/ig- i-\i), où sont les courbes 911X' 9 i2'j',on prendra comme ci-dessus 98 — NM i:3AB--|3S, mais ensuite la base 8y_^ v'iON^ \/?CB. La parabole 7,119 sera de même nature que les paraboles CTA ou 0 3 M. On en formera la courbe 4*129 dont les ordonnées B'\i, 1012 seront, comme ci-dessus, égales aux arcs 7^9, 119, et on prouvera, comme ci-dessus, que les courbes ^TtO, 9 1 1 "/_ sont égales et semblables, c'est-à-dire identiques.
On conclura l'égalité des bases ôS, '\>S; par suite la base '^z 8 ou la courbe 911 x= v'î^^^ v'ïBF ^ \/i courbe Alî. Mais on aura démontré précédemment que parab. ^ 11 9 — v^parab. 0 5 Q. Donc la courbe AE et la parabole 05Q seront égales.
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On emploicfit le même raisonnement pour ies cas suliscquonts, et l'on établira ainsi la vérité générale du théorème.
Qui aura lu attentivement la Dissertation précédente et cet Appendice reconnaîtra aussitôt ies principaux fondements de notre méthode et verra qu'on en déduit très facilement la mesure des courbes.
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rouit L.v coArpARAisox sous toutes i.iis roRjiiis
DES AIRES CURVILIGNES, SOIT EfiTRE ELI,ES, SOIT AVF.C LKS UECTII.IGSES,
SUÎi L'KMPLOI DE LA PiiOGitESSlOX GÉOAlfiTHiQL'E
Archimède n'a employé la progression Eçéométrique qne pour la seule quadrature de la parabole; dans ses autres comparaisons entre quantités hétérogènes, i! s'est borné à la seule progression arithmétique. Est-ce parce qu'il avait trouvé que la progression géométrique se prétait moins bien à la quadrature? Est-ce parce que l'artifice particulier dont il s'est servi pour carrer avec cette progression la première parabole peut difficilement s'appliquer aux autres? Quoi qu'il en soit, j'ai reconnu et éprouvé cette progression comme très féconde en quadratures, et je communique volontiers aux géomètres modernes mon invention qui permet de carrer, par une méthode absolument identique, et paraboles et hyperboles.
Toute cette méthode dérive d'une seule propriété bien connue de la progression géométrique, c'est-à-dire du théorème suivant :
Etant donnée une progression géométrique dont les termes décroissent indéfiniment, la différence des deux termes de la raison de cette progrès -
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sion est au plus pela des deua: comme le plus grand de tous les termes de la progression est à la somme de tous les autres jusqu'à l' infini ('').
Cela posé, soit d'abord proposée la guadrature des hyperboles ; Je définis hyperboles des courbes d'espèces variant à rinfmi, qui. comme DSEF {fig. il\i), ont cetto propriété que, si l'on suppose, sous
un angle donné quelconque R(VC, les asymptotes HA, AC que l'on peut prolonger indéfiniment comme la courbe elle-même, et que si l'on mène parallèlement à l'une des asymptotes et comme on le voudra les droites GE, HI, ON, MP, RS, etc., on aura toujours le même rapport entre une puissance déterminée de AH et la même puissance de AG d'une part, et une puissance de GE (semblable ou différente par rapport à la précédente) et la même puissance de HI, d'autre part. J'entends par puissances, non seulement les carrés, cubes, bicarrés, etc., dont les exposants sont 2, 3, 4. ^tc, mais aiissî les racines simples dont l'exposant est r.
Je dis que toutes ces hyperboles à l'infini, sauf une seule, celle d'Apollonius ou la première, peuvent être carrées au moyen d'une progression géométrique par une méthode uniforme et constante.
Soit par exemple l'hyperbole dont la propriété est déiinie par l'éga-
(') Soit S la somme des termes d'une progression géométrique décroissant indéfiniment dont le plus grand terme est a, et la raison q-- -; comme ï<i, v>u. Fermât énoiieo k relation 5 ; d'où Ion tire immédiatement S -- a —
Vt.«
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ÀW == ON' ""'• '" ''" "i"" l'espace indéfini qui a pour base GE et qui est limité d'un côté par la courbe ES, de l'autre par l'asymptote indéfinie GOR, e,st égal à une aire rectiligne donnée.
Imaginons les termes d'une progression géométrique décroissant indéfiniment; soient AG le premier, AH le second, AO le troisième, etc. Supposons que ces termes soient assez rapprochés les uns des autres pour que, suivant la méthode d'Archimède, on puisse adégater, comme dit Diophantc, ou égaler par approximation le parallélogramme rectiligne GE x GH au quadrilatère mixtiligne GHIE; nous supposerons de pins que les premiers intervalles GH, HO, OM, etc. des termes progressifs soient suilisamment égaux entre eux, pour que l'on puisse facilement employer la méthode d'Archimède de réduction à l'impossible, par circonscriptions et inscriptions. Il suffît de faire cette remarque une fois pour ne pas s'obliger à revenir et h insister constamment sur un artifice bien connu de tous les géomètres.
^1 . ■ AG \Jt AO . Afi GH IIO
Cela pose, puisque ^^ ^ ^y^^^ on aura aussi ^ --= j,--^ =- ^-^.
pour les intervalles. Mais, pour les pai'allélogrammes,
EG X GH _ HlxHO HIx HO "■ NO xOxM'
rTE>
AO , AG . AO
ports -^ et ^; mais jjj fist compose des mêmes rapports; on aura
donc pour le rapport des parallélogrammes : -ïTr-"-ïf/-, ^-= ttj ''- ^^■
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r, , . m X HO AO
un prouvera de même que ^r^ — jttj = ût-
Mais les droites AO, HA, GA gui constituent les rapports des parallélogrammes, forment, par construction, une proportion géométrique ; donc les parallélogrammes en nombre indéfini Glî x GH, HI x HO, ON X NM, etc. formeront une progression géométrique continue dont
la raison sera -rrr- Par suite, selon le théorème constitutif de notre AG
méthode, GH, différence des deux termes de la raison, sera au plus petit terme GA, comme le premier terme de la progression des parallélogrammes, c'est-à-dire comme le parallélogramme EG x GH, à la somme de tous les autres parallélogrammes en nombre indéfini, ou autrement, suivant l'adéquation d'Archimède, a la figure limitée par HI, par l'asymptote HR et la courbe IND prolongée indéfiniment. Mais, si l'on multiplie les deux termes par GK, ~ -= rr^ — r^;
donc GE X GH est à cette figure indéfinie dont la base est HI comme GE X GH est à GE x GA. Donc le parallélogramme GE x GA, qui est une aire rectiligne donnée, est adégal k la figure précitée; si l'on ajoute de part et d'autre le parallélogramme GE x GH, qui, par suite des divisions indéfiniment poursuivies, s'évanouira et se réduira ii rien, on arrive à cette vérité qu'il serait facile de confirmer par une démonstration plus prolixe, menée à la façon d'Archimède : que dans ce genre d'hyperbole, le parallélogramme AE est équivalent à la figure comprise sous la base GE, l'asymptote GR et la courbe ED indéfiniment prolongée.
Il est facile d'étendre cette invention k toutes les hyperboles définies ci-dessus, sauf la seule exception que nous avons indiquée. Soit en effet une autre hyperbole ayant pour propriété que ~ ---^ t^t^i etc. pour les autres ordonnées.
Prenons, comme ci-dessus, une série indéfinie de termes en progression; on démontrera de même que les parallélogrammes EH, 10, MN, etc. forment de même une progression indéfinie; mais, dans ce cas, le rapport du premier parallélogramme au second, du second au
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troisième, etc. sera -^-j^, ce que montrera immédiatement la composition des rapports. Donc le parallélogramme EH sera à la figure comme OG à GA. ou, en multipliant les termes par GE, comme OG x GE à GK X GA : vicissim OG x GE est à EH ou GE x GH comme GE x GA à la
t, „ . 0(ixGE OCr 3 ,, . I ■ . n
tiaure. Mais ht; — ^,î = 7777 ou - par adéquation; car les mtervalies
" Hli x tiE, (jH I ' '
voisins de la base sont, par construction, sensiblement égaux entre eux. Donc, dans celte hyperbole. le parallélogramme EGA, qui est égal à une aire rectiligne donnée, sera le double de la figure comprise sous la base GE, l'asymptote GR et la courbe ESD indéfinimcnl prolongée.
La démonstration sera la même dans tous les autres cas; il n'y a que pour la première hyperbole, c'est-à-dire la simple ou celle d'Apollonius, que la méthode est en défaut. La raison en est que les parallélogrammes EH, 10, NM y sont toujours égaux; les termes constitutifs de la progression, étant dès lors égaux entre eux, ne donnent aucune différence, et c'est précisément la différence qui fait tout le mystère de cette affaire.
Je n'ajoute pas la démonstration que, dans l'hyperbole commune, les parallélogrammes en question sont toujours égaux; la chose se voit immédiatement et dérive aussitôt de cette propriété de l'espèce
GE HA
que 1 on a toujours tjt- *= ttx-
Le même moyen carre toutes les paraboles sans qiid y en ail celle fois une seule qui, comme pour les hyperboles, échappe à notre méthode.
Je ne donnerai qu'un exemple, celui de la première parabole, celle d'Apollonius; sur ce modèle, on pourra faire toutes les démonstrations pour les paraboles quelconques à l'infini.
Soit AGRC une semi-parabole première {fig. i43), de diamètre CB,
de demi-base AB. Si l'on prend les ordonnées l\i, ON, GM. etc., on a
, . AH- BC lE' EC . ,.,.,..,, , ,
toujours j^ ----^ ^,-j^-. -^^l -■^- ,^^> etc. a I inlini, d après la propriété
spécifique de la parabole d'Apollonius.
1 D'après la méthode, imaginotis les droites BC, l'X, NC, MC, HC, etc..
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formant une progression indéfinie. Les parallélogrammes AK, IN, 0.M, GH formeront ;mssi, comme on l'a pronvé ci-dessus, une progression indéfinie.
Pour connaître le rapport des parallélogrammes AE, IN, il faut,
d'après la méthode, recourir à la composition des rapports.
Or le rapport des parallélogrammes AE et IN est composé des rap-
BC , , , , BC
on 1 a prouve plus haut, ttt;;; mais un rapport compose dos deux ™
et TT^ est égal an rapport tt^; donc le rapport des parallélogrammes
^ ^ ~, et par conséquent, d'après le théorème constitutif de notre
méthode, le rapport du parallélogramme AE à la figure IRCHE est -yp
et celui du même parallélogramme AE à la figure totale AIGRCB est
TTT71 BC étant le diamètre total. Mais, si l'on multiplie de part et
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d'autrepai'AB, TjTT -= Vtj — 777=1 orABxUCostleparallélogrammeBD, obtenu en menant AD parallèle au diamètre et en la prolongeant jusqu'à la rencontre en D avec la tangente CD ; donc le rapport du parallélogramme AE à la figure semi-parabolique ARCB est le même que
AP ATiTR
celui des parallélogrammes AB x BY et BD; donc „ ^ = — ijîï— ■ Mais AE avant AB pour cote, ^tr — ïjv- = mr'i «onc y,,, = —,;■>-' ""
•' ' AH X lïï lit 1> I lïU
convertendo, T-n-^irr — îjp- Mais, à cause de V adégalité Aç,'^ droites BV, VË, EY, différences des termes de la progression, mais supposées sensiblement égales par suite de la division en un très grand nombre de parties très petites, tt^ = -■ Le rapport du parallélogramme BD à la figure est donc le rapport de 3 à 2, ce qui est d'accord avec la quadrature de la parabole donnée par Archimède, quoiqu'il se soit autrement servi de la progression géométrique. Si d'ailleurs j'ai trouvé nécessaire de changer sa méthode et de prendre une autre voie que la sienne, c'est que je suis assuré qu'en suivant exactement les traces de ce grand géomètre, on reconnaîtra que l'emploi de la progression géométrique est stérile pour la quadrature des autres paraboles en nombre indéfini, tandis que pour toutes ces paraboles sans exception la démonstration ot les règles générales sont immédiatement données par notre procédé.
Soient, pour ne pas laisser lieu au doute, AIGC i^fig. i44) la parabole dont j'ai parlé dans ma Dissertation sur la comparaison des lignes courbes avec les lignes droites, AB sa base, BC son diamètre, lE, IC ses ordonnées telles que l'on ait -j^^ == ^r^- Qu'on imagine le reste de la construction comme ci-dessus, c'est-à-dire la progression indéfinie des droites BC, EC, NC, MC, etc. et celle des parallélogrammes AE, IN, OM, etc.
Prenez entre BC et EC les deux moyennes proportionnelles VC, BC; de même, entre EC et CiN, les deux moyennes proportionnelles SC, TC.
Comme, par construction, pT^ -- -^^ les lignes BC, VC, RC, EC, SC, TC, NC seront en progression.
Fis. >M-
D'ailleurs yuj = =uik — vp" Mais, dans la progression des sept pro-
It liij riKj
portionnelles BG, VC, BC, EC, SC, TC, NG, la première, la troisième,
la cinquième et la septième forment aussi une progression continue.
Donc : : BC : RC : SC : NC, et en prenant le premier, le second et le
quatrième terme de cette nouvelle progression, =rfTT = -.jt..,; mais nous
BF. BC
(puisque d ailleurs - . , --- -^j, y
D'antre part, dans les sept proportionnelles, en prenant la pre-
..,,-■, , , -. . , ■ ■• BC RC ,
miere, la troisième, la quatrième et la sixième, on a ^^ = 7^; donc
AE _ RC ^*i _ M*^ j AE BT
IN "^ KC ^ TC ^ TC' """'^ n;CE '- Tc' Donc, d'après ce qui a été démontré, le rapport du parallélogramme
, , /> AU, lil
a la figure : j-,^g =. jj =
- ., en multipliant de part pi d'autre
la communauté du côté AB. Mais BT comprend cinq intervalles : TS,
SE, ER, RV, VB qui, à cause de notre méthode logarithmique, sont
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censés égaux entre eux; BE en comprend trois : ER, RV, VB; donr, dans ce cas, le rapport du parallélogramme BD à la figure est de 5 h 3.
On peut de là tirer facilement une règle universelle. Il est clair e/i effet que le rapport du parallélogramme BD à la figure AICB est toujours égal au rapport de (a somme des exposants des puissances de l'ordonnée et de l'abscisse à l'exposant de la puissance de l'ordonnée. Ainsi, dans cet exemple, la puissance de l'ordonnée AB est le cube, l'exposant 3; celle de l'abscisse est le carré, exposant i. On doit avoir, ainsi que nous l'avons établi comme règle constante, le rapport de la soninu' 3 -t- 2 ou 5 â 3, exposant de l'ordonnée.
Pour les hyperboles, on trouve aussi facilement une règle universelle. Dans une hyperbole quelconque {fig. i/|2) le rapport du parallélogramme BG à la figure indéfiniment étendue RGED sera égal au rapport de la différence de l'exposant de la puissance de l'ordonnée et de celui de lapuissance de l'abscisse à l'exposant de lapuissance de l'ordonnée. Soit, par exemple, tt^ ~ -^■, la différence des exposants du cube et du carré, 3 — 2 ^- i; l'exposant de la puissance de l'ordonnée, qui est au carré, est 2. Dans ce cas le rapport du parallélogramme à la figure sera de 1 à 2.
Pour ce qui regarde les centres de gravité et liis tangentes des hyperboles et paraboles, leur invention, dérivée de ma Méthode de maximis et minimis, a été communiquée aux géomètres modernes, il y a déjà environ vingt ans. Les plus célèbres mathématiciens de la France voudront bien sans doute le faire savoir aux étrangers, atin que dans l'avenir il n'y ait point de doute à cet égard.
Il est REJiARQUABLE Combien le travail des quadratures peut être avancé par la théorie qui précède; car elle permet de carrer facilement une infinité de courbes auxquelles n'ont jamais pensé les géomètres tant anciens que modernes. Nous allons condenser brièvement ces résultats sous certaines règles.
Soit une courbe dont la propriété conduise à l'équatioTi suivante :
b' — a^—ie- (on voit immécliatomenl qno celle courbe est un cercle).
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On petit ramener la puissance de l'inconnue e^ à une racine pai' une division (application ou parabolisme). Nous pouvons en efîisl poser
car on est libre d'égaler le produit de l'inconnue u par la connue h au carré de rinconnue c. On aura donc alors
Mais le ternie hu peut être décomposé en autant de termes qu'il y en a dans l'autre membre de l'équation, tout en affectant ces termes des
mêmes signes que ceux de l'autre membre. Posons donc
en représentant toujours, comme Vie te, les inconnues par des voyelles.
Il viendra
h^—a^—hi—hy.
Egalons chacun des termes d'un membre au correspomlant de l'anlrc.
On aura
b-^^hi d'oLL i^ i sera doniiô,
— a^—.— by ou a^^hy.
Le point extrême de la droite/ sera sur une paraboleprimaire. Ainsi,
dans ce cas, tout peut être ramené à un carré; si donc on ordonne tous
les e^ sur uno ligne droite donnée, leur somme sera un solide recti-
ligne donné et connu.
Soit maintenant proposée la courbe dont l'équation est
Qu'on applique e' à une aire donnée, soit par exemple : «■' = li"ii. La droite u pouvant être composée de plusieurs inconnues, soit
a^ ■+- ba- =Lb-i+ b^y.
Egalons terme à terme, savoir :
a'= b^i, on aura une parabole sous un cube el uiie racine. 6(1- ;z: b^y, on aura une parabole sous un carré et une racine, c'eil-à-dire primaire.
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Op ces deux paraboles sont carrables; donc la somme des e'-' ordonnés sur une droite donnée formera un bi-plan qu'on pourra facilement égaler à des quantités rectilignes du même degré.
S'il y a dans l'équation un plus grand nombre de termes, aussi bien que s'ils sont composés avec différentes puissances de l'une ou de l'autre inconnue, ils n'en pourront pas moins d'ordinaire être traités par la même méthode, au moyen de réductions légitimes.
Il est donc clair que si dans la première équation : A^ — a' = e-, au lieu de é^, nous substituons bu, nous pouvons considérer comme un olan la somme de tous les «, ordonnés sur une ligne' droite, et la carrer. En effet la somme des u n'est autre chose que colle des e"-, divisée par une droite donnée b.
De mémo dans la seconde équation, la somme des u n'est autre chose que celle des e*, divisés par le carré donné h^.
Donc, aussi bien dans le premier que dans le second cas, la sotninc des u fait une iigure égale à une aire rectiligne donnée.
Ces opérations se font ^ay synêrèse et s'accomplissent, comme il est clair, au moyen de paraboles.
Mais on n'obtient pas moins de quadratures jta.v diérèse, au moyen d'hyperboles, soit seules, soit unies à des paraboles.
Soit proposée, par exemple, la courbe ayant pour équation
On peut de même poser e' — èw, ou bien, pour avoir de part cl d'autre trois termes dans chaque membre de l'équation
hu ■— bo -\- bi -\- by.
Il viendra
—- — -T bo -i- /'i-h- by ii\, égiilemcnl Leniie à tonne i
I" — = bo; tnultipliani par a' des deux côtés, h'^ = u'''/i<>; divisani par /'; b'' -- a'o, éijualion d'une hyperbole. On sait en effet (jue les
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équations con&titLitives des hyperboles renferment thins iin inembri: une quantité donnée, dans l'autre le produit de puissances des deux inconnues.
2" —j- ou — = bi. Multipliant par «' et divisant par b de part cl d'autre : b^^ci/'i, équation d'une hyperbole différente de la précédente.
3'' — j ourt- = hy; équation d'une parabole.
On voit donc que, dans l'équation proposée, la somme des u ordonnés sur une droite donnée est égale à une aire rectiligne donnée; car la somme de deux hyperboles carrables et d'une parabole donne une aire égale h un rectiligne ou à un carré donné.
Rien n'empêche au reste de diviser séparément, comme on l'a fait, chacun des termes du numérateur par le dénominateur. Le résultat est en effet le même que si l'on divisait en une fois par le dénominateur le numérateur entier composé de trois termes. Cette division séparée permet de comparer facilement chaque terme d'un des membres de l'équation à son corrélatif dans l'autre.
boit propose encore : 5 — = e'.
Posons e' = b^u, ou bien, à cause des deux termes du membre corrélatif, e^ = h^i— h-y. Ou aura :
1° — ^ = — =6^;; multipliant par à- et divisant par b", b" = a'-i, équation d'une hyperbole carrable.
2" -j = b'y; multipliant par a^ et divisant par P, b* = a'^y, équation constitutive d'une hyperbole carrable.
Si donc on revient à la première équation, on aura, dans ce cas, donnée en reclilignes la somme do tous les e\ ordonnée sur une droite donnée.
Mais rien m'eupéciie d'aller plus loin dans le travail des quadratures.
Soit (Jîg. 145) une courbe quelconque ABDN, de base HN, de diamètre HA; soient CB, FD les ordonnées sur le diamètre, BG. DE les ordonnées sur la base. Nous supposerons que les ordonnées dé-
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crnissenl constamment de la base au sommet, comme dans la figure : <;'est-à-dirc HN > FD ; FD > CB, et ainsi de suite.
La figure formée par les carrés de HN, FD, CB, ordonnés sur la droite AH, c'est-à-dire le solide CB' x CA. . . -k FD* x FC. . . -H NH= x HF, est toujours égale à la figure formée par les rectangles BG x GH, DE X EH doublés et ordonnés sur la base HN, c'est-à-dire au solide 2BG.GH.GH...-}-2DE.EH.EG, etc., la série des termes de part et d'autre étant supposée indéfinie. Or, pour les autres puissances des ordonnées, la réduction des termes sur le diamètre aux termes sur la base se fait avec la même facilité, et cette observation conduit à la quadrature d'une infinité de courbes inconnues jusqu'ici.
En effet, la somme des cubes de HN, FD, CB, ordonnés de même sur la droite AH, sera égale à celle des produits : BG.GH-, DE.EH^ triplés et ordonnés de même sur la droite HN, c'est-à-dire que le biplan CB".CA...-i- DF^FC...^-HN^HF sera égal à la somme des biplans 3(BG.GH^HG...+ DE.EH^.EG).
De même la somme des bicarrés de HN, FD, CB, ordonnés sur la droite AH, sera égale à çuff/re/ow celle di^s !)i-plans BG.Gi^'...Di■;.l•;H^ ordonnés de même sur la droite HN.
De là dérivent, comme on va le voir, une infinité de quadratures. Soit, par exemple, cette courbe ABDN, dont on donne la base HN et le diamètre HA. Appelons analytiquement b le diamètre donné HA. rfla base donnée HN,e une ordonnée quelconque FD, a une coordonnée quelconque HF, et soit, par exemple, b- — a' = e'^ l'équation constitutive de la courbe (qui sera un cercle). D'après le théorème général
qui précède!, la somme des e-, ordonnés sur la droite b, est égale à la somme des produits HG.GB, doublés et ordonnés sur la droite HN ou d; mais la somme des e^, ordonnés sur b, est égale, comme on l'a prouvé plus haut, à un rcctiligne donné; donc la somme des produits HG.GB, doublés et ordonnés sur la base d, forme une aire rectilignc donnée; si l'on prend la moitié, la somme des produits HG.GB, ordonnée sur la base d, formera de même une aire rectiligne donnée.
Pour passer facilement, et sans embarras de radicaux, de la première courbe à la nouvelle, nous devons employer un artifice qui est toujours le même, et dans lequel consiste notre méthode.
Soit Hfi.ED un quelconque des produits à ordonner sur la base; comme nous appelons analytiquement e l'ordonnée FD ou sa parallèle HE, a la coordonnée FH ou sa parallèle DE, nous appellerons ea le produit HE.ED. Égalons ce produit ea, formé de deux droites inconnues et indéterminées, à bu, c'est-à-dire au produit de la donnée b par une inconnue «, et supposons que u soit égale à EP prise sur la même droite que DE; nous aurons — == a. Mais, d'après la propriété spécifique de la première courbe : h" — a' = e^ ; substituant à a sa nouvelle valeur —, il viendra 6V= — 6^«^=e* ou, en transposant, b'-é- — e^= &=^^^ équation constitutive de la nouvelle courbe HOPN, dérivée de la première, et pour laquelle il est prouvé que la somme des bu ordonnés sur b est donnée. Divisant par b la somme des « ordonnés sur la base, c'est-à-dire la surface HOPN, sera donnée en reclignes, on aura donc sa quadrature.
Soit, comme second exemple, ba^—a'^e^ l'équation constitutive de la première courbe. La somme des e^ ordonnes sur le diamètre b est donnée, donc la somme des produits HE^.ED ordonnés sur la base. Mais HE^ED est en expression analytique s'a; égalons ce produit à
b'^u, et supposons, comme ci-dessus, EP = «. On aura -^ =«; si donc, au lieu de a. on substitue sa valeur — ^ . et qu'on suive les règles del'analvsc, on aura b'irc- — c'--^b''u\ équation constitutive de
la nouveilc coui-bc HOPN dérivée de la premièro, et pour laquelle la somme des produits b^u, ordonnés sur la base d, est donnée. Divisant paré-, la somme des u ordonnés sur ia base d sera donnée, donc la quadrature de la figure HOPN. La méthode est générale et s'étend à tous les cas indéfiniment.
Mais il faut remarquer et observer avec soin que, pour les transformations de courbes dont les ordonnées au diamètre décroissent vers la base, les analystes doivent suivre un autre procédé qui diffère du précédent.
Soit {/ig- i^ti) la courbe primitive IVCBTYA, de diamètre Al, d'ordonnées MV, NC, OB, Pï, QY. Cette courbe est supposée telle que ses
Fig. i46.
ordonnées MV du coté de la base décroissent jusqu'à la base, en sorte que MV<; NC; que, d'autre part, du côté de A, la courbe s'infléchisse suivant CBYA, en sorte que CN>BO, BO > PT, PT > QY, etc., en sorte que l'ordonnée maxima soit CN.
Si, dans ce cas, nous cherchons la transformation des carrés MV-, NC- on produits sur la base, nous ne les comparerons plus aux produits IR.RV, comme précédemment. Car le théorème général suppose que la somme MV-... + NC- est égale à celle des produits VG.GN. puisque CN, l'ordonnée maxima, peut et doit être regardée comme base par rapport à la courbe dont le sommet est 1. Il faut donc, dans une courbe dont les ordonnées décroissent vers la base, comparer les carrés MV-...NC- aux produits GV.GN, c'est-à-dire, pour arriver sur cette figure à une équation analytique : si nous posons Ml = RV = «, MV = RI ^ e et CD = GR = s donnée (cette droite menée parallèle-
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ment au diamètri! par l'extrémité de l'ordonnée maxima est facile à trouver par nos méthodes), on aura GV.GN = ze — ae; par suito, la somme des carrés MV^...NC^ jusqu'à l'ordonnée maxima sera comparée à la somme des produits ze — ae, ordonnés sur la base ID. La somme des autres carrés CN^, BO', PT^ sera comparée à la somme des produits YF.FN, soit en expression analytique ae — se. Gela établi, on dérivera facilement de la première courbe une nouvelle sur la base; on observera la même règle pour toutes les autres puissances des inconnues.
Pour bien montrer que notre méthode fournit de nouvelles quadratures, dont aucun des modernes n'a encore jamais rien soupçonné, soit proposée la courbe précédente, dont l'équation est
H a été prouvé que la somme des e' est donnée en rectilîgnes. En tes transformant sur la base, on aura, d'après la méthode précédente, — ^ = a; substituant la nouvelle valeur de a, et achevant les calculs suivant les règles, on arrivera à la noiivelle équation e"-i-«'=ie«, qui donne une conrbe du côté de la base. C'est celle de Schooten, qui en adonné la construction dans ses Miscellanea, section XXV, page 493. La figure courbe AKOGDGH do cet auteur sera donc facilement carrable d'après les règles précédentes.
Il y a également lieu de remarquer que, des courbes dont la somme des puissances des ordonnées se trouve donnée, on peut déduire des courbes facilement carrables, non seulement sur la base, mais aussi snr le diamètre. Supposons, par exemple {fig- i45), l'équation constitutive déjà prise 6=— a*= e"; non seulement on en dérivera une nouvelle courbe sur la base ayant pour équation b'^e"^ — e* ^ b-u^, mais encore une nouvelle courbe sur le diamètre en égalant la puissance de l'ordonnée e- à un produit bu. Car la somme des produits bu, ordonnés sur le diamètre, sera donnée; donc, en divisant par b la somme des u ordonnés sur le diamètre, on anra la quadrature de la courbe
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dérivée de la primitive sur le diamètre, et dont l'équation sera /;- — a- = bu. Il est évident que cette nouvelle courbe sur le diamètre est une parabole. Une transformation de cette sorte, non seulement donne des courbes nouvelles dérivées des premières, mais conduit facilement des paraboles aux hyperboles et des hyperboles aux paraboles, comme l'essai le fera voir.
Mais, de même que des courbes oii est donnée la somme de puissances des ordonnées, l'analyse précédente dérive des courbes où la somme des ordonnées simples est donnée, de même, de courbes où est donnée la somme des ordonnées, on arrive facilement à des courbes où est donnée la somme des puissances des ordonnées.
Soit, comme exemple, la courbe dont l'équation est ô^e* — e*^è*£i*, équation oii, comme je l'ai établi, la somme des u est donnée. Si l'on pose «=.-^, et qu'on substitue à u sa nouvelle valeur -^j on aura h-e-— e'^a'e-, et, en divisant tous les termes par e^, è^— e-=a-, ou bien h'^ — (û = e^. Dans cette nouvelle courbe, qui est un cercle, la somme des e- sera donnée.
Si de la premiiire courbe où est donnée la somme des ordonnées, on veut en déduire une nouvelle où soit donnée la somme de leurs cubes, on se servira toujours de la même méthode, mais en prenant des puissances conditionnées des inconnues.
Ainsi, soit proposée la courbe que nous avons plus haut déduite d'une autre et dont l'équation est b'' u- e^ — e° ^ b" u^ , et oii il est établi que la somme des u, c'est-à-dire des ordonnées, se trouve donnée.
Pour en déduire une nouvelle courbe où la somme des cubes des ordonnées soit donnée, on posera u = -j-fj et on substituera à « sa
nouvelle valeur; en opérant conformément aux règles de l'art, on aura l'équation ba" — a^ = «% qui donnera une courbe où la somme des e*, c'est-à-dire des cubes des ordonnées, se trouve donnée.
Cette méthode, non seulement conduit à la connaissance d'une inlinité de quadratures jusqu'à présent ignorées des géomètres, mais
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encore fait découvrir une infinité de courbes dont on obtient les quadratures en supposant colle de coiirlics plus simples, comme le cercle, riiyperhoie, etc.
Par exemple, dans l'équation du cercle b- — a^= e^ on a, données en rectilignes, les sommes de toutes les puissances des ordonnées dont l'exposant est pair, carrés, bicarrés, bicubes, etc. Quant â la somme des puissances à exposant impair, comme celles des e', e^, elle n'est donnée on rectilignes que si l'on suppose la quadrature du cercle. 11 est facile de démontrer ce que je viens de dire et de le réduire en règle, comme corollaire de la méthode qui précède.
Il arrive aussi souvent que, pour trouver la mesure d'une courb(! proposée, il faille réitérer l'opération doux fois ou plus souvent encore.
Soit proposée, par exemple, la courbe déterminée par réquatioji suivante :
Si la somme des e est donnée, ainsi que la droite b, on aura aussi comme donnée celle des rectangles be. En inversant la méthode que nous avons exposée au début de cette Dissertation, posons hs ^ a- ,
d'oii -j =e. Substituant à e sa nouvelle valeur, il viendra
Nous avons là une première opération, inverse de celle indiquée au début de la Dissertation, et qui a conduit à une nouvelle courbe où il reste à chercher si la somme des o' est donnée.
Il faut donc recourir à la seconde méthode qui de la somme des carrés des ordonnées conduit à la somme des ordonnées simples.
D'après la méthode précédente exposée en seconde ligne, posons .^ =a et substituons à « la nouvelle valeur que lui assigne cette méthode. Il viendra h'- — b- <r = b- ir , et divisant tous les termes par i', W — fr = ir, équation du cercle. La somme des u est donc donnée, si l'on suppose la quadriiture du cercle.
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Si nous remontons à la première courbe : b^ ^= a'e ■■\- We, il en l'ésulte que l'aire de cette courbe peut être carrée en supposant lii quadrature du cercle, et nous sommes facilement et rapidement arrivés à cette conclusion par notre analyse, au moyen de deuN; courbes différentes de la précédente.
L'utilité de tout ce qui précède sera immédiatement reconnue par un analyste subtil, tant pour l'invention de droites égales à des courbes, que pour nombre d'autres problèmes qui n'ont pas encore été assez approfondis.
Soient {Jlg. 148) AB une parabole primaire, CB son axe, CD l'ordonnée égale à l'axe CB et au paramètre BV. Prenez BP, PL, LG
Pi
iî
égales entre elles et à l'axe CB, et portées sur son prolongement. Menez à CD les parallèles indéfinies BX, PS, LO (qui seront données) et par un point quelconque F de la courbe, menez h l'axe la parallèle FXSOK rencontrant les droites BX, PS, LO aux points X, S, 0.
Kaites enfin — ^tt — ou 4-q = ttj-- Prenant de même les points D, E,
. DR _ RiN , EQ _ OM
taites „j^ = -^ et j^^. = =rr^- Imaginez par les points G, H, 1, une courbe indéfinie qui aura pour asymptote la droite indéfinie LO. Cette courbe GHIK est celle dont l'espèce est définie par l'équation [irécédente, h^ — a^e-^h-e. Je dis donc, d'après la réitération indiquée ci-dessus des opérations analytiques, que l'aire KIHGLMNO, qui se prolonge indéfiniment du côté des points K, 0. est égale au double du cercle ayant pour diamètre l'axe BC. C'est ainsi que nous avons immédiatement résolu cette question que nous proposait un savant tçéomètre.
Hosted by
[281,58;] METHODE DE QUADRATUKE. 235
Pai" la même mélhode j'ai carré la courhe de Diodes ou plutôt j'ai ramené sa quadrature à celle du cercle.
Mais le redoublement des opérations est surtout éiéiçant lorscjnc l'analyse passe des plus hautes puissances des ordonnées aux plus basses, ou au contraire des plus basses aux plus bautes ; cette méthode s'applique en particulier pour trouver la somme des ordonnées dans une courbe quelconque proposée, ainsi qu'à beaucoup d'autres problèmes de quadratures.
Soit proposée, par exemple, la courbe doiit l'équation est
l'I qu'on voit immédiatement être un cercle. On demande la sommi' des cubes des ordonnées, c'est-à-dire la somme des e^
Si la somme des e^ est donnée, on peut, par les méthodes précédentes, en raison de la nature de la puissance, déduire de cette courbe une autre sur la base, où la somme des ordonnées soit donnée. Soit
posé, d'après la méthode, — ^ == a. Substituant à « sa nouvelle valeur, il vient b'-e* — e" = h''o^ , équation d'une courbe où, dans l'hypothèse que la somme des e'' de la première courbe est donnée, la somme des o sera donnée.
Puisque, dans cette nouvelle courbe, la somme des o est donnée, on peut en dériver une troisième où l'on cherche la somme des carrés des ordonnées, et non celle des cubes comme dans la première courbe. D'après notre méthode pour les carrés, nous poserons, comme on l'a vu, -r :--= o; d'où h-e^ ~ «"^ b-e'-u^. Divisant tout par e^ il viendra b'-e^ — e' =: b^u", courbe où la somme des e^ doit être donnée. Partant de cette courbe, cherchons-en une où soit donnée la somme des ordonnées; posons par exemple e- = by; la dernière équation deviendra M' — V'-— «". Si donc, dans la précédente, la somme des e- est donnée, dans celle-ci on aura celle des by, do ne celle des y.
Or dans cette dernière courbe, qui est évidemment un cercle, la somme des/ est donnée, en supposant toutefois la quadrature du
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cerclo; donc, en remontant de celte dernière couriie, où finit notre analyse, à la première, il est clair que dans le cercle la somme des cubes des ordonnées est donnée, si l'on suppose la quadrature du cercle. De même pour les puissances cinquième, septième et les autres de degré impair indéiiniment, comme il est facile de le voir. Seulement le nombre des courbes se multiplie à mesure que s'élève le degré de la puissance dont il s'agit. On passera sans difficulté de l'analyse h. la synthèse et au véritable calcul de la figure à carrer.
Au reste, il arrive souvent qu'il faut étrangement promener l'analyse par un très grand nombre de courbes pour arriver à la simple mesure pour une équation de lien proposée.
bott par exemple : ^ — = e-.
Supposons donnée la quadrature de la figure correspondant :i cette équation; la somme des a est donc donnée, donc celle des ba, et si
l'on pose ba = o" , celle des o'- . On aura d'ailleurs a — y? d'où l'érjuation ■ ^z^ = c
De cette nouvelle courbo, par l'antre méthode que nous avons indiquée si souvent, ou en déduira une troisième. La somme des o- étant
, , bu ,., ,. ù"'ô^~b'°aonuee, posons -^ = e, on aura I équation = = ir.
C'est la troisième courbe où l'on aura la somme des o, et par conséquent des u. Mais si la somme des a est donnée, on aura, d'après la première méthode, celle des produits bu. Soit bu =j'S d'où y- ~- u.
donnée la somme des y'^. Par la méthode ordinaire, déduisons-en une autre; soit — =o; achevant les calculs suivant les règles de l'analyse, /('/'/- — b-''y'^ = i'", cinquième courbe où sera donnée la somme des y, donc celle des/".
Maintenant, par ia méthode contraire, déjà souvent employée, clier-
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chons une autre courbe où l'on connaisse la somme dos carrés des ordonnées; soit -.- =j (car à défaut de voyelles rien n'empêche de reprendre celles qui ont déjà été employées), on aura b''a'' — 0"= //'i', sixiome courbe oii la somme des î* est donnée.
Ramenons aux racines par la méthode connue et déjà employée plusieurs fois; soit i'^ = be; on aura la somme dos be donnée, et une septième courbe &-«' — a* = èV-, où la somme des e est donnée. donc celle des a.
De là on en déduira une autre, où la somme des carrés des ordonnées sera donnée.
Posons, d'après la méthode, ^ =r, d'oii h'-a'' — a'^ r= h^a-o'-. Divisant tous les termes par a", il vient b'^a" — a* = b^o'-, équation d'une huitième courbe où la somme des a^ est donnée. Ayant la somme des a^, on peut déduire enfin une autre courbe où l'on ait la somme des ordonnées. Soit a^ = bu, on aura bu ~u- =^0- , dernière équation qui donne «ne neuvième courbe, où la somme des u est donnée. Mais cette dernière courbe est évidemment un cercle et la somme des u n'y est donnée qu'en supposant la quadrature du cercle. Donc, en remontant à l'équation de la première courbe, la quadrature en sera donnée si l'on suppose celle de la dernière courbe ou du cercle.
Nous avons ainsi employé neuf courbes dilférenles pour arriver à la connaissance de la première.
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FRAGMENT SUK LA CISSOIDE.
Soit ia cissoïdc EAPS (y?^. 149) dans lo demi-cercle LVABE, dont H est le centre, LE le diamètre, HA le ravoii perpendiculaire au diamètre; soitLR la droite perpendiculaire au diamètre et asymptote de la cissoïde.
.11! (lis que Taire comprise entre KL, la cissoïde EAPS et son ;isyinptotc LB prolongées indélinimcnt est triple du demi-cercle LAE, Si donc on fait ia même construction dans l'autre moitié du cercle, l'ensemble des deux aires, dont E formera le point saillant,, sera égal au triple du cercle total.
La démonstration, loin d'être pénible, est assez élégante.
Je prends sur le diamètre deux points I, G quelconques, mais de part et d'autre du centre et ii même distance; on aura donc ill = HC, et par suite LI = GE. En I et G j'élève des perpendiculaires qui rencontreront la cissoïde aux points P, Y, le cercle aux points V et U. Par ces derniers points. V, B, je mène les rayons HV, HB el les tan-
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gentcs VM, BD, qui rencontreront le diamètre en M, D. Au delà de I, je prends une très petite longueur IK arbitraire, et au delà de G. GF = IK; en K et F, j'élève au diamètre les perpendiculaires KN, FC qui rencontreront les tangentes aux points N, G, desquels j'abaisHerai sur les droites VI, BG les pevpendiculaires NO, CQ.
Cela fait, il est clair que l'aire de la cissoîde est égale à la somme de tous les rectangles PI x IK et YG x GF que l'on peut construire de la sorte; ces rectangles ont des bases égales. Kl = GF, et leurs hauteurs sont les ordonnées à angle droit de la cissoîde. Mais, d'après la propriété de cette courbe, jif =' n-j; d'autre par(, IE = IHh-HE= 1H-kIIV;
Hl + HV "" NV+VO' NV
IP X IK = JE X î\\" ^ lE X VO.
D'un autre coté, d'après la propriété de la cissoîde, '^-^ = ^- Mais
GK = HE — HG =:HB — HG; donc ■■.,,- ^.-t-.a = yrr-- Mais, en raison tSiS — iKi (il
de la siiiiililLule des triangles, on aura aussi
BG _ _QC GF
iTil — lt(i~ lîC — BQ !!C — BQ'
on en conclura que YG x GF = CE x lîC - GK x !ÎQ.
Jlais comme par construction HI ^HG et Kl = GF", on aura évidemment VN = BG et VO ~ BQ. Par conséi^uent, si l'on prend les deux rectangles correspondants,
PIxlK + YGxGF[^Yr, xIKl = IE X NV + GE X IîC[= LI x NV] -^ EE x VO -GE x BQ[--^GE x \U)];
mais
lE X xVV + Ll X XV - LE x NV,
et
llîx VO-GEx VO =IG x VO — '■-IH x VO -. aVX x VO;
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()f l;i sommn dus produits du diamètre EL par les segments VN des tangentes dans le quart de cerclo LVA représente le produit du diamètre par le quart de circonférence LVA, c'est-à-dire le double du demi-cercle LAE; d'autre part, la somme des rectangles aVXxVO ou. S! l'on mi^ne OZQ parallèle au diamètre, des rectangles 2VX x XZ l'eprésente le demi-cercle LAE.
Doue l'aire de la cissoïde qui est éijuivali-nte à la double série de ees rectangles vaut évidemment le Iriple du demi-eende.
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OBSERVATIONS SUR DIOPHANTE
1 — Porismes de Bachel, Livre III, définition 6.
« Un triangle rectangle en nombres (c'est-à-dire l'ensemble de trois nombres rationcls «, b, c, liés par la relation : a^^ 6'+c=) est dit formé des deux nombres p et (/, si
Nous pouvons former un triangle avec trois nombres en progression arithmétique, en le composant, selon cette définition 6, avec le terme moyen et la différence de deux termes; car le produit des trois termes et de la différence sera égal à l'aire dudit triangle, et, par suite, si la différence est l'unité, l'aire du triangle sera représentée par le produit des trois termes.
Diophante, II
n Résoudre en nombres rationels l'équation indéterminée ■ 10^+ j '^— a.''. »
Au contraire, il est impossible de partager soit un cube en deux cubes, soit un bicarré en deux bicarrés, soit en général une puissance quelconque supérieure au carré en deux puissances de même degré; j'en ai découvert une démonstration véritablement merveilleuse que cette marge est trop étroite pour contenir.
a. - Diophante, II, 10.
Un iiombi'e, somme de deux cubes, peut-il être de même partagé en deux autres cubes? C'est là un problème difficile dont la solution a
Hosted by
2V2 ŒUVRES DE FERMAT. [!!iî, 293J
certainement été ignorée par Bachot et par Viète, peut-être par Diophante lui-même; je l'ai résolu plus loin dans mes Notes sur le problème IV, 2.
Â. — Diophante, III, 10.
« Résoudre : ,^-hj--+- « ^ D. J-h:-)-^ = D, z^x^a^Q, .i-+j-i- = +« = Q. »
J'ai indiqué, dans ma Note sur le problème V, 30, comment on
peut trouver quatre nombres tels que la somme de deux, quelconques d'entre eux, augmentée d'un nombre donné, fasse un carré.
s. — Diophante, m, H-
« iiésoiidro lo problème précédent, en supposant a négatif. »
Ma Note sur V, 31 montre comment on peut trouver quatre nombres tels que la somme de deux quelconques d'entre eux, diminuée d'un
nombre donné, fasse un carré.
Diophante, III, i
« Résoudre : xj-i-j: -h y = □, jï -hy -h : = {J, z.r -i- ^ -\- .c ~ Q . »
Il y a dans Diophante un autre problème, V, 5, sur le même sujet (' ). Cependant on ne sait pas s'il a omis, tout en le connaissant, le problème suivant ou s'il n'en avait pas, plus probablement, donné la solution dans un de ses treize Livres :
Trouver trois carrés tels que le produit de deux quelconques d'entre eux, augmenté de la somme des deux mêmes carrés, fasse un carré.
Je puis donner de ce problème des solutions en nombre indéfini . ¥a\ voici une, par exemple; les trois carrés : ^_^^iË4, 1^21^, r g^tisfont à la condition proposée.
On peut d'ailleurs aller plus loin et étendre la question de Dio-
(') V, s, Diophante suppose que les inconnues du problème III, 17 sont des carrés ; il ajoute de plus les conditions : ^r + : = D, 7~ + j^ — □, z.v + j = □,
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pliante. Ainsi j'ai traité généralement le problème suivant et je puis en fournir des solutions en nombre indéfini :
Trouver quatre nombres tels que le produit de deux quelconques d'entre eux, augmenté de la somme des deux mêmes nombres, fasse un, carré.
On cherchera, d'après V, 5, trois carrés tels que le produit de deux quelconques d'entre eux, augmenté de ia somme des deux mêmes carrés. fasse un carré. Soient par exemple les trois carrés donnés par Diophan te :
— , —, ^; nous les prendrons pour les trois premiers nombres de 9 9 9
notre problème; soit x le quatrième ; en formant son produit avec chacun des précédents et en ajoutant la somme des deux facteurs, nous aurons
équation triple, que j'ai enseigné à traiter dans ma Note sur VI, 2i.
Commentaire de Bachet sur Diophante, III
Tout nombre premier, de la forme '|/i + i , est une seule fois l'hypolénuse d'un triangle rectangle; son carré l'est deux fois, son cube trois, son bicarré quatre, et ainsi de suite indéfiniment.
Le même nombre premier et son carré sont, d'une seule façon, somme de deux carrés; son cube et son bicarré le sont de deux façons ; sa cinquième et sa sixième puissance de trois façons, et ainsi de suite indéfiniment.
Si un nombre premier, qui soit la somme de deux carrés, est multiplié par un autre nombre premier, qui soit également la somme de deux carrés, leur produit sera, de deux façons différentes, somme de deux carrés; si le multiplicateur est le carré du second nombre premier, le produit sera somme de deux carrés de trois façons différentes; si le multiplicateur est le cube du second nombre premier, le
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produit sera somme de deux carres de quatre façons différentes, et ainsi de suite indéfiniment.
Il est, d'après cela, facile de déterminer de combien de façons différentes un nombre donné peut être hypoténuse d'un triangle rectangle.
On prendra tous les diviseurs premiers de ce nombre qui seront de la forme [\n~\-i; par exemple 5, ]3, 17.
Si le nombre donné est divisé par des puissances de ses facteurs premiers, il faut d'ailleurs prendre ces puissances au Heu du facteur simple; supposons par exemple que le nombre donné soit divisé par le cube de 5, parle carré de i3 et pai' 17 simplement.
On prendra les exposants de tous les facteurs, ii savoir : pour 5, l'exposant 3 du cube; pour i3, l'exposant 2 du carré; pour 17, l'unité simple.
On ordonnera, comme on voudra, Icsdils exposants; soit, par exemple, l'ordre 3.2. i.
On multipliera le premier par le second, on doublera et on ajoutera la somme du premier et du second; il vient 17. On multipliera 17 par le troisième, on doublera et on ajoutera la somme de 17 et du troisième; il vient 52, Le nombre donné sera bypoténuse de 52 triangles rectangles différents. Le procédé sera le même quel que soit le nombre des facteurs et quelles que soient leurs puissances.
Les autres nombres premiers, qui ne sont pas de la forme l\n -\- i, ainsi que leurs puissances, n'ajoutent ni ne diminuent rien au nombre qu'il s'agit de trouver.
Trouver un nombre premier qui soit hypoténuse d'autant de façons cjue l'on voudra.
Soit à trouver un nombre qui soit hypoténuse de sept façons dili'érentes.
Je double le nombre donné 7 ; il vient i4. J'ajoute r, ce qui fait lo. Je prends tous les diviseurs premiers de i5, qui sont 3 et 5. Je retranche l'unité de chacun d'eux, et je prends la moitié des restes; j'ai I et 2. Je prends maintenant autant de facteurs premiers que
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j'ai ici de nombres distincts, à savoir deux, et je tniiltipiie entre eux ces facteurs premiers en les afFectant des exposants r et 2 ; pourvu que ces facteurs premiers soient de la forme 4"+ ', j'aurai ainsi (on multipliant l'un par le carré de l'autre) nn nombre satisfaisant à la question proposée.
Il est dés lors facile de trouver le nombre minimum qui soit hypoténuse d'autant de façons que l'on voudra.
Trouver un nombre 'qui soit somme de deux carrés d'autant de façons que- l'on voudra.
Soit proposé de 10 façons; je prends tous les facteurs premiers du double 20 : j'ai 2.2,5. De chacun de ces nombres je retranche l'unité; il vient T. 1.4. J'aurai en conséquence à prendre trois nombres premiers de la forme f\n-hi, par exemple, les nombres 5, i3, 17; à cause de l'exposant [\, je prendrai la quatrième puissance de l'un de ces nombres, je la multiplierai par les deux autres, et j'aurai ainsi le nombre cherché.
Il est d'après cela facile de trouver le nombre minimum qui soit somme de deux carrés d'autant de façons qu'on le voudra.
Pour reconnaître de combien de façons différentes un nombre donné est somme de deux carrés, voici la méthode.
Soit proposé le nombre 325. Ses diviseurs premiers, de la forme 4rt-i- I, sont : 5 par son carré, i3 simplement. Je prends les exposants : 2. I. J'ajoute leur produit à leur somme, ce qui fait 5; j'ajoute l'unité, ce qui fait 6; je prends la moitié, 3. Le nombre donné sera somme de deux carrés de trois façons différentes.
Si l'on a trois exposants, par exemple : 2.2.1, voici comment on opérera. Je prends le produit des deux premiers et j'ajoute leur somme, ce qui fait 8. Je multiplie 8 par le troisième et j'ajoute la somme des facteurs, ce qui fait 17. J'ajoute enfin l'unité, ce qui fait 18, dont la moitié est 9. Le nombre proposé sera somme de deux carrés de neu/" façons différentes.
Si le dernier nombre dont on aurail à prendre la moitié se trouvait
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imjjair, on en retrancherait l'uniLé. et l'on prendrait la moitié du reste.
Le problème suivant peut encore être proposé : Trouver un nombre entier dont la somme avec un entier donne' fasse un carré et qui, d'autre part, soit l'hypoténuse d'autant de triangles rectangles que l'on voudra.
La question est difficile. Si, par exemple, on demande de trouver un nombre qui soit 2 fois hypoténuse, et qui, augmenté de '2, fasse un carré, 2023 est un nombre satisfaisant à ces conditions, et il y en a une infinité d'autres, comme 33G2, etc.
Commentaire de Bachet sur Diophante, IV
li 1. Pour l'csoudro : x'-^-j^— a' — /;■', on posera ,'■= -^ jj — li, y =a r — -j-^-
Pour que les deux nombres x,x soient positifs, il faut que l'on ait a'> ih'. j>
En réitérant l'opération, il est facile de s'affranchir de la condition et de résoudre généralement aussi bien cette question que les suivantes, ce que n'ont pu faire ni Bachet, ni Viète lui-même.
Soient donnés les deux cubes G4 et 1 23 ; on en demande deux autres dont la somme soit égale à la différence des deux cubes donnés.
D'après le procédé donné par Bachet pour son problème 3, page suivante, on cherchera deux autres cubes dont la différence soit égale à
celle des deux donnés. Bachet a donné ces deux cubei
aSa 993 ,
,47 la différence des
deux cubes donnes ; mais, après les avoir trouvés par l'opération indiquée pour le problème 3, comme le double du moindre ne dépasse pas le plus grand, on peut les transporter dans les données du problème 1.
On aura ainsi deux cubes donnés, et on en cherchera deux autres dont la somme soit égale à la différence des donnés; la condition indiquée pour le problème 1 étant satisfaite, la solution s'obtiendra sans difficulté. Mais la différence des deux cubes trouves par le problème 3
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est égale à la difrérence des deux cubes primitivement donnes 6'| et 125; ainsi rien n'empêche de construire deux cubes dont la somme soit égale à la différence des donnés 64 et 123, ce qui sans doute étonnerait Bachet lui-même.
Bien plus, si l'on passe circulairement par les trois problèmes et qu'on réitère indéfiniment les opérations, on aura une infinité de couples de cubes satisfaisant à la même condition; en effet, après avoir trouvé en dernier Heu nos deux cubes dont la somme soit égale à la différence des donnés, nous pouvons (problème 2) en chercher deux autres dont la différence soit égale à la somme de nos deux cubes, c'est-à-dire à la différence de ceux primitivement donnés; de la différence nous repasserons à la somme et ainsi de suite indéfiniment.
Même commentaire
3. Pour résoudre : a;3_j3_ a^—b^ on posera .f.— -;■ — -n — b, r = —, n — "-
Pour qaçx etj- soient positifs, il faut que a^<,i.b^. v
La condition, imposée pour la solution de ce problème 3, n'est pas légitime, ainsi que je le montrerai en opérant comme pour le problème 1.
Bien plus, d'après ce qui précède, je résoudrai heureusement le problème suivant, dont Bachet a ignoré la solution :
Partager un nombre, somme de deux cubes, en deux autres cubes, et cela d'une infinité de façons, en répétant continuellement les opérations, comme je l'ai indiqué ci-dessus.
Ainsi soit à trouver deux cubes dont la somme soit égale ii celle des deux cubes 8 et i. Je chercherai d'abord (problème 2) deux cubes dont la différence soit égale à la somme des donnés; je trouverai -^^ et -^rx' Comme le double du moindre dépasse le plus grand, on est ramené au problème 3, d'où l'on passera au problème 1, et on aura dès lors la solution.
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Si l'on en veut une seconde, on repassera par le problème 2 et
ainsi de suile.
Pour montrer que la conJition posée par le problème 3 n'est pas
légitime, soit à trouver, étant donnés les deux cubes 8 et i, deux
autres cubes dont la différence soit égale à celle des donnés.
Bachel dirait, sans doute, que le problème est impossible ; je n'en ai
pas moins trouvé, par ma méthode, les deux suivants dont la diffé-
rence est 7 = 8 — i. Ces deux cubes sont —r. — ^tû — ^^ c — ïttô — '
fit leurs racines sont —^^ et — ô^-
10. — Commentaire de Bachet sur Diophante, IV, H. n B.icdET : nésoudre '■ — '-^ = n, on supposant quo n soil ilus formes p'^ on ^ p"-. »
Cette condition doit être complétée de la façon que j'ai indiquée plus loin pour celle du problème suivant [Obs. 12]. Il n'y a pas à s'étonner que Bachet n'ait pas aperçu la méthode générale, qui est réellement difïïcile; mais il aurait au moins dû avertir le lecteur que
celle qu'il donne est seulement particulière.
11, - Biophante, IV, 12.
Si l'on cherche deux bicarrés dont la différence soit égale à celle de leurs racines, on pourra résoudre la question en employant l'artiticc de ma méthode.
Qu'on cherche, en effet, deux bicarrés dont la différence soit un cube, et tels que la dififérence de leurs racines soit i. On trouvera, par la première opération, les racines — — et — ■ Le premier de ces deux nombres étant affecté du signe —, on réitérera l'opération suivant ma méthode, en égalant la première racine à .-c — -, la
Hosted by
[301,303] OBSERVATIONS SUR DiOPlUNTE. 2W
seconde à ^ -i- — . et l'on obtiendra ainsi des nombres positifs satisfaisant au problème.
Commentaire de Baohet sur Diophante, IV
« KvcuEï ; llésolidro - — — = a, en supposant a des lonnes p"^ ou 3/)^. »
La condition n'est pas légitime, parce qu'elle n'est pas générale. Il faut ajouter « ou que le nombre exprimant le rapport soit multiple d'un carré par un nombre premier de la forme 3h-i- r (comme 7, i3, 19, 37, etc.), ou par un produit de nombres premiers de cette forme (comme sont les produits 21, 91, etc.) ». La démonstration et la solution du problème dépendent de ma méthode.
Diophante, IV
" Résoudre : .^1 + a'i-i- .rj = Q, x,\--\- .7:^— Q, .c|-f- arj = D, .r|-(- .r, — D . »
Ce problème peut, peiU-ètre, se résoudre plus élégamment comme suit:
Posons X, = a:, x^^ ix -t- I, en sorte que a;^ + a;^ = n- Pour x^, choisissons arbitrairement le coelficîent de x et le terme constant, de façon que x\-{- x^ = n; par exemple soit a;, — !\x + 3.
On a ainsi satisfait à deux conditions; il faut encore que l'on ait
On a donc une double équation où les termes constants sont carrés, dont la solution est facile par suite, en ramenant ces termes à être égaux à un même carré.
Par le même procédé, on peut étendre le problème à t\ nombres et même à autant que l'on voudra; il siifTit de faire en sorte que la
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somme des termes indépendants de x, dans les expressions des divers iioiTibrc's, fasse un carré ; ce qui est très facile.
IL- Diophante, IV
« Uéaoodre : .r,-^.ri-hx, — O , .c^ — j^^— □ , j.'^ — .i-a = n , J-| — j:i = □ . »
Le mode de raisonnement que j'ai employé pour la précédente question permet de résoudre également celle-ci et de l'étendre à autant de nombres que l'on voudra.
t:i. — Diophante, IV, 20.
« Résoudre ; j:,^i-ï- 1 = D , .'Cî.'.'s-m = □ , .Ti.ti + i = □ . «
Soit proposé de trouver trois nombres tels que le produit de deux quelconques d'entre eux, augmenté de l'unité, fasse un carré, et que, de plus, chacun do ces trois nombres eux-mêmes, augmenté de l'unité, fasse un carré.
J'ajouterai une solution de cette question, qui a déjà été traitée.
Soit une solution indéterminée du présent problème de Diophante, choisie de telle sorte que, pour x, et j:^, les termes indépendants de .■V, augmentés chacun d'une unité, fassent dos carrés. Soient, par exemple, les trois nombres indéterminés :
Il est clair qu'ils fournissent une solution de ce problème IV, "20; il faut de plus maintenant satisfaire aux conditions
c'est-à-dire à une triple équation, qu'il sera facile de résoudre par ma méthode, le terme indépendant de a;, après l'addition de l'unité, se trouvant carré dans chacune des expressions.
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K). — Diophante, IV, 21.
n Résoudre : .r, j-ï-4-l= n , .'^,.f^ + i = D - ^,.n-hi= D , x,.vs-ht^ D . ^■-!.i;,-hi= D ,
Cherchez il'abord trois nombres tels que le produit tic deux quelconques d'entre eux, augmenté de l'unité, fasse un carré; soient, par exemple, les nombres 3, i, 8.
Cherchez maintenant un quatrième nombre tel que son produit par chacun des trois nombres déjà trouvés fasse un carré après addili(m de l'unité. Soit. t ce nombre; on aura
triple équation dont la solution s'obtiendra par la méthode que j'ai inventée. Voir ma Note sur le problème VI, 24.
DiophantB, IV
il iiésouilre : .'C].CiJ^j-l--ci — n , ■'.'i.i'i.t's-^.i'a ~ □ , .'.■i.ri.cs-i- ,^3= □ . 11
Ce problème peut se résoudre non seulement sans le lemrae deDiopbante, mais même sans double équation.
Posons
nous satisferons à deux des conditions du jiroblème.
Pour obtenir ce,, il faut maintenant diviser x^x.^œ.j, c'esi-à-din- .r- — 237, par x,x^, c'est-à-dire 2j:; il viendra a:.^ = -;X — ï, et, en l'ajoulsnt hx,x.,x.j, nous aurons
Il faut d'ailleurs que la valeur de x dépasse 2, en raison des positions déjà faites; on formera donc la racine du carré n, en relrancbanl
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dp X un nombre arbitrairement choisi qui soil plus grand que 2. Le l'fisie est évident.
18, — Commentaire de Bachet sur IT, 31.
« liARHET (proposition empirique) : Tout nombre est soit carré, soit somme tlo y, 3 on 4 carrés entiers. 0
Bien plus, il y a une proposition très belle et tout à fait générale que j'ai été le premier à découvrir :
Tout nombre est : soit triangle, soit somme de 1 on $ triangles;
Soit carré, soit somme de 2, 3 ou 4 carrés ;
Soit pentagone, soit somme de a, 3, 4 ou 5 pentagones ; et ainsi de suite indéfiniment, qu'il s'agisse d'hexagones, d'heptagones ou de polygones quelconques; cette merveilleuse proposition pouvant s'énoncer en général en raison du nombre des angles.
Je ne puis en donner ici la démonstration, qui dépend de nombreux et abstrus mystères de la Science des nombres; j'ai l'intention de consacrer à ce sujet un Livre entier et de faire accomplir ainsi à cette partie de l'Arithmétique des progrès étonnants au delà des bornes anciennement connues.
Diophante, IV
« Ri'SOudfo : .i-i -1- -Ti -+- ,2:3 = 6, .-r, ,r j -h .cj --= D , .i-i .r^. — ^'^i = D . '>
On peut opérer plus facilement comme suit : Partagez arbitrairement en deux nombres le donné G; soient, par exemple, les parties :) et I. Divisez par le nombre donné, 6, le produit de ces parties, diminué de l'unité, c'est-à-dire 4 ; il vient -. Retranchez ce quotient tant de 5 que de i; les deux restes ^ et ^ peuvent être pris pour les deux premières parties du nombre à partager; la troisième sera dès lors ^.
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- Commentaire de Bachet sur Diophante, IV, Ai.
1 Résoudre : (Xi-hXi+.va).xi— ; (xi-t- ^i-+- .V3) Xi= ^'; (■':i-h x,-^+ x3)-'^3= -(^^
Hvee la condition que a soit entier, x,, .z,, x„ p, ^ pouvant être simplement rationels. Si l'on posex, + j;j+37a= j,'* et p =x^—z^, on arrive i ta condition
On résoudra en égalant cette dernière espressioii à (4=:c — 3)'; mais a no peut guère Ctre obtenu entier qu'en prenant 3 = i. »
Bachet n'a pas fait des essais suffisamment rigoureux. ProïKins ou effet [pour y"J un cube arbitraire dont la racine soit de la l'oruic 3n -h j.
Nous aurons, par exemple, à égaler aa^-— 3l^^ à un triangle — -_
et 16a;-— 2701 à un carré [(2a-i-i)^]; or on peut, si l'on veuf, prendre pour racine de ce carré ^x — 3, etc.
Rien n'empêche, en effet, de généraliser la méthode et de prendre au lieu de 3 un autre nombre impair tout à fait quelconque, siinf ii choisir le cube en conséquence.
21, — Commentaire de Bachet sur Diophante, IV, 45.
<( Dioj>lianto enseigne dans ce problème à traiter la double équation
pour le r s ou n et « sont différeats et où d'ailleurs le rapport de a à 0| n'est pas un earre mais eu su[[Obaut que b it i| soient des carrés inégaux; Bachet montre que la sïlulion est Oniîtmput possEble / r t /'i étant quelconques ; i" si, en supposant « > n', . le rappoit de ali,~bi, à 1 — ai est carré; 2" si, avec la même hypothèse «><î|, le rapport de a, ù — b,a a ai e--! carré "
Mais que l'on propose, par exemple, la double équation
on pourra prendre les carrés 16 = sa; + 5, 3G = 6a; -1- 3; et il y en a une infinité qui satisfont de même à la question. Il n'est pas d'ailleurs
Hosted by
difficile de donner une règle générale pour les problèmes de ce genre, en sorte que les conditions posées par Bachet sont à peine dignes de lui, car on peut aisément étendre à une infinité de cas, bien plus ii tous les cas possibles, ce qu'il n'a trouvé que pour deux cas seuleiiienL.
« Résoudre ^i.i-.-hn -= G , ^s^,^ + " ^ D : ■'".t'^i-H" = □ , .ri+« = n , ■r? + " = □ .
De cette solution, il est facile de déduire celle de la question suivante :
Trouver (juatre nombres tels que le produit de deux quelconques d'entre eux, augmenté d'un nombre donné, fasse un carré.
Soient pris en effet, pour trois de ces nombres, ceux qu'on aura trouvés pour le problème de Diophante et qui satisferont dès lors, en outre, à la condition que chacun d'eux, augmenté d'un nombre donné, lasse un carré. Soit a; -h i le quatrième nombre à chercher; on aura une triple équation facile à résoudre par ma méthode. Voir la Note sur le problème VI, 24.
Nous aurons ainsi une solution de la question proposée par Bacheî sur lil, 12, et outre que le procédé est plus général, il a sur celui de Bachet cette supériorité que les trois premiers nombres, augmentes chacun du nombre donné, donnent des carrés.
Toutefois, je ne sais pas encore si le problème peut être résolu en posant la condition que le quatrième nombre, augmenté du donné, fasse également un carré; c'est une recherche qui reste à faire.
Diophante, V
j Coiistraira trois triangles reelanglos numériques dont les aires soient égales. »
Mais peut-on trouver quatre ou même un plus grand nombre, allant jusqu'il l'infini, de triangles de même aire? Rien ne parait s'opposer
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à ce que celte question soit possible; elle est donc à examiner plus profondément.
J'ai résolu le problème; bien plus, pour un trijiuglo donné qu(dconque, j'en fournis une infinité ayanl la même aire. Suit, par exemple, 6 l'aire du triangle 3.4-5, en voici un autre do même
aire ; — ■ — - ■ --^^— t ou, si l'on veut ie même dénominateur :
Voici le procédé qui peut, sans exceptions, s'appliquer indéfiniment. Soit un triangle quelconque, d'hypoténuse =, de base h, de hauteur (/. On en déduira un autre triangle non semblable, mais de même aire, en formant ce nouveau triangle avec les nombres =^ et ^bd, sauf à diviser par ^sb^— 2zd- les expressions du quatrième degré qui représentent les côtés. Le triangle ainsi obtenu aura toujours une aire égale à celle du triangle dont il dérive.
Du second triangle ainsi déterminé, on en déduira, par la même méthode, un troisième; de ce troisième un quatrième; du quatrième un cinquième, et on aura ainsi une série indéfinie de triangles dissemblables et de même aire.
Pour que l'on ne doute pas qu'il soit possible d'en donner plus
de trois, à ceux de Diophante : 4o. 42-58, 24. 70. 74, i5.ii2.ii3.
j'en ajoute un quatrième dissemblable et de même aire : hypoté-
1412881 . iiS(288o , . 1681 nuse -^î— 5 — ; base -^—5—; hauteur — r,--
J189 1189 ufag
Si l'on réduit tous ces nombres au même dénominateur, on aura, en entiers, les quatre triangles suivants de même aire :
On pourra en trouver une infinité de même aire en poursuivant l'application du procédé, et dès lors étendre le problème suivant de Diophante au delà des bornes où il l'a restreint.
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Voici, obtenu par un autre procédé, un triangle donl l'aire est le sextuple d'un carré, comme celle du triangle 3.4-5 : 2 896 804, 7 216 8o3, 7 776 483.
M. — Diophante, V, 9.
u Trouver trois nombres tels que le carré de chacun d'eus, soit augmenté, soit diminué de la somme des trois nombres, fasse un ciirré. 0
D'aprfes ce que j'ai dit ci-dessus, il est clair que je puis résoudre le problème :
Trouver autant de nombres que l'on voudra, tels que le carré de chacun d'eux, soit augmenté, soit diminué de la somme de tous ces nombres , fasseun carré.
Bachet n'a probablement pas connu la solution de ce problème; sans quoi il aurait généralisé la question de Diophante, comme il l'a l'ait pour IV, 31 et ailleurs.
Commentaire de Bachet sur Diophante, V
a Doutes sur la question de savoir si un nombre qui, comme ai, n'est ni carré, ni somme do deux carrés entiors, peut 6tre partagé en deux carrés. »
Le nombre 21 ne peut être partagé en deux carrés fractionnaires. Je puis le démontrer très facilement; plus généralement aucun nombre divisible par 3, mais non par 9, ne peut être somme de deux carrés, soit entiers, soit Iractionnaîres.
Même Commenlaire
(I Sur les conditions imposées au clioix du nombre donné a pour la possibilité du pro-
blcmo :
Voici la vraie condition, c'est-à-dire celle qui est générale et qui exclut tous les nombres ne pouvant être choisis :
Il faut que le nombre donné ne soit pas impair, et que la somme
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de son douhte et de l'unité, après division par le plus gr:ind carré qui y entre comme facteur, ne puisse pas être divisée p;ir un nombre premier qui soit inférieur d'une unité à un multiple de '|.
Commentaire de Bachet sur Diophante, V, li
<i Sur les conditions imposées au choix du nombre donné « poar la posslljililc du problème :
La condition posée par Bachet n'est, elle-même, pas satisfaisante; bien plus, il n'a pas fait ses essais avec assez de soin, car sa règle n'exclut pas le nombre 37, qui ne peut cependant être pris. Voici comment on doit concevoir la véritable condition : Prenons deux progressions géométriques suivant la raison f\, ei dont les premiers termes soient i et 8; superposons-cn les termes comme suit :
:, 4, 16, 6], 206, 1024. /1096, cLc, 8, :-ia, ia8, 3i2, 204S, 8192, 33768, elc.
Je considère d'abord le premier terme de la seconde progression, 8 ; il faut que le nombre donné ne soit ni le double de i (terme superposé à 8), ni égal à la somme d'un multiple de 8 et du double do i.
Je considère en second lieu le second terme de la seconde progression, 32, et je prends le double du terme 4 superposé; j'ajoute à ce double, 8, la somme des termes qui précèdent dans la même progression, celle du dessus (dans ce cas, cette somme se réduit à l'unité); j'ai ainsi 9.
Prenant donc les nombres Zi et 9, je dis que le nombre donné ne doit être ni 9, ni la somme de g et d'un multiple de 3?.,
Je considère maintenant le troisième terme de la seconde progression, 128; je prends le double, 32, du nombre 16 superposé; j'ajoute la somme des termes antécédents dans la même progression du haul, c'est-à-dire i et4; j'ai37. Prenant donc les deux nombres 128 et 37, je dis que le nombre donné ne doit être ni 37, ni la somme de 37 et d'un multiple de 128.
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Je considore encore le quatrième terme de la seconde progression; le même procédé me donne les nomlircs 5i2 et t^Q. Il faudra donc que le nombre donné ne soit ni 149- î^i 'j" somme de 149 et d'un multiple de 5i2.
Voilà la méthode uniforme dont l'application doit se poursuivre indéfmimenlj et qui n'a pas été indiquée par Diophantc dans sa généralité, ni reconnue par Bachet lui-même; les essais de ce dernier ont même été fautifs, non seulement pour le nombre 37, comme je l'ai déjà indiqué, mais aussi pour 149 et les autres, qui tombent également dans les limites des essais qu'il déclare avoir faits [jusqu'à 325].
'iH. — Diophante, V, 19.
'( Résoudre :
(.Ti-h Xi-i- x^y ~ .]:,= al, (ji:i-h x-i-i- 3:3)^— Xi— ï^ , (.i:,-h j:^-!- .1:^)' — a:^— a^. i>
Ou bien le texte grec est corrompu, ou bien Diophante n'a pas exprimé le moyen par lequel il a obtenu sa solution. Bachet croit qu'il a été aidé par le hasard, ce que je n'admets guère, car je pense qne sa méthode n'est pas difficile à retrouver.
Il s'agit de trouver un carré plus grand que 2, mais plus petit que 3, et dont la différence avec 3 se partage en trois cubes (').
Prenons, pour racine du carré cherché, une expression composée d'un terme en x et de — i, par exemple : ^ — i. Si je retranche de 3 le carré de cette expression , il reste : -2 -j~ ^x — x^, qu'il s'agit de décomposer en une somme de trois cubes de façon que l'équation se réduise h deux termes de degré consécutif.
On peut y arriver d'une infinité de façons : soit 1 — i;c la racine de l'un des cubes; pour celle du second, prenons i-i-a;, afin que la
(') Si, d'après la marclio de Diophanle, on pose x^^-^ s^^-k- x^= z, a\— —■ , 02= —•
ïi=— , on arrive à la condition s'(3- — ■ ) = 1 . Diophante suppose
HH \ <n{ in\ mil ^ ^^
— j -!- - 3 -I 5 < '; le carré — doil donc salisfaire aux conditions indiquées par
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somme de ces deux cubes donne ix ponr !e (crme du premier dfigré ; la racine du troisième ne devra comprendre qu'un terme en œ, qu'il faudra d'ailleurs affecter du signe — , pour que la valeur de x reste dans les limites assignées; mais il ne sera pas difficile de choisir le coefficient de ce terme en x de manière que la solution tombe effectivement entre les limites en question.
Cela fait, il est clair que notre premier cube sera plus petit que l'unité, comme nous le désirons; au contraire, le second est plus grand, et le troisième est affecté du signe — -; il s'ensuit qu'il faut trouver deux cubes dont la somme soit égale à la différence du second et du troisième; nous arrivons ainsi, comme Diophantc, à sa seconde opération.
« Mais nous avons h, dit-il h dans les Porismes, que la différence de deux cubes quelconques est aussi la somme de deux cubes. »
Ici Bachet est de nouveau embarrassé et, comme les Porismes de Diophante lui font défaut, ii soutient qu'il y a là un problème qui n'est possible que sous une certaine condition ; il enseigne en effet à partager en deux cubes la différence de deux cubes, mais seulement lorsque le plus grand des cubes donnés surpasse le double du plus petit, et il avoue franchement qu'il ignore comment on peut en général partager en deux cubes la différence de deux cubes quelconques. J'ai exposé plus haut, à propos du problème IV, % la solution générale de cette question et des autres relatives au même sujet.
Diophante, V
8 Trouver troia carrés tels que le produit des trois, plus l'un quelconque d'entre eux, fasse un carré. Le problème est ramené à trouver trois triangles rectangles tels que îe rapport du produit des bases au produit des hauteurs soit carré- »
Voici comment je restitue et j'explique la méthode de Diophante, qui n'a pas été comprise par Bachet.
Ayant pris comme premier triangle : 3, l\, 5, pour lequel le produit des côtés de l'angle droit est 12, Diophante dit : n On est ramené à chercher deux triangles tels que le produit des cotés de l'angle droit
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de l'un soit 12 fois le produit des cotés de l'iingie droit de l'autre. " La raison en est que si l'on multiplie entre eux ces deux produits, on aura un nombre plan semblable à 12, et que dès lors, en multipliant ce dernier nombre par 12, ou aura uu carré, ce que demande le problème proposé.
Diophante continue : « Or l'aire de l'un de ces triangles sera 12 fois celle de l'autre », ce qui est évident de soi-même. « Mais au lieu de 12 fois, on peut prendre 3 fois » ; en effet, 3 étant le quotient de 12 par le carré 4, la multiplication générale des bases et des hauteurs donnera toujours un carré, puisque, si l'on divise un carré par un carré, le quotient est encore un carré.
La suite du texte de Diophante ne donne pas la solution cherchée, mais je la restituerai comme suit ;
Dans le cas proposé, on formera l'un des deux triangles des nombres 7 et 2, l'autre des nombres 5 et 2. Le premier triangle aura son aire triple de celle du second, et leur couple satisfera à la question.
Au reste, pour trouver deux triangles rectangles dont l'aire soit dans un rapport donné, voici la règle générale.
Soit - le rapport donné, en supposant /■>5. On formera le plus grand triangle des nombres 'ir + s et /■ — s, le plus petit des nombres r-h "îs et r ~ s.
On peut encore former les doux triangles des manii^res suivantes :
Le premier de 2r — s et r -1- i, le second de 25 — /- et r h- s;
Le premier de G/- et ir — s, le second de \r-h s el[\r — 2î;
Le premier de r -\- \s et ir — 45, le second de Gj et/-— -îs.
On peut déduire de ce qui précède une méthode pour trouver trois triangles rectangles dont les aires soient proportionnelles à trois nombres donnés, pourvu que la somme de deux de ces nombres soit quadruple du troisième.
Soient donnés, par exemple, les nombres r, s, l, et supposons /■-!-/ =1 4i. On formera les trois triangles comme suit : le premier de '■ H- '1* et 2/' — \s, le second de 6,9 et r ■- is, le troisième di; 4.^ -i- t cf \s - 'j.l. (J'ai admis /■>/.)
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On peut également en tirer un moyen tie trouver trois triaugles rectangles en nombres, tels que leurs aires forment an triangle reetangle.
On ramènera en effet la question à trouver un triangle pour lequel la somme de la base et de l'hypoténuse soit quadruple de la hauteur. Ce problème est facile, et le triangle cherché sera semblable au suivant : 17, i5, 8. Quant aux trois triangles, les nombres générateurs seront : pour le premier, .'19 et 2; pour le second, /\-- et 2; pour le troisième, 48 et i.
Enfin on aura également le moyen de trouver trois triangles doni les aires soient proportionnelles à trois carrés donnés, en supposant que la somme de deux de ces carrés soit quadruple du troisième. On pourra aussi trouver de même trois triangles ayant leurs aires égales ; enfin nous pouvons construire d'une infinité de façons deux triangles rectangles, ayant leurs aires dans un rapport donné, en multipliant l'un des termes du rapport ou les deux termes par des carrés donnés, etc.
'.)[). — Diophante, V, 25,
K Trouver trois carrés, Lels que, ie [irocliiil des trois, moins l'u» quelconque d'entre eux. fusse uD carré. Le problème est ramené à iroviver trois triangles rectangles tels que le rapport du produit des hypoténuses au produit des hauteurs soit carré. »
De même que pour le précédent, Bachet a traité ce problème en laissant de côté la méthode de Diophante, qui reste donc à éclaircir el à expliquer. Il s'agit à cet effet de trouver deux triangles rectangles tels que le produit de l'hypoténuse et de la base dans l'un de ces triangles soit dans un rapport donné avec le même produit pour l'autre triangle.
Cette question m'a longtemps tourmenté, el quiconque essayera de la résoudre pourra reconnaître qu'elle est vraiment difficile; j'ai enfin découvert une méthode pour la solution générale.
Soit à chercher deux triangles tels que le produit de l'hypoténuse par la hauteur, dans l'un de ces triangles, soit double du même produit dans l'autre.
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ceux de l'autre.
Pour le premier, le produit de l'hypoténuse et de la hauteur sera
2 ha* 4- 2 6* « ;
Pour le second, le même produit sera nda^-^ id'a. On demande
que le premier de ces produits soit double du second : par consé-
queiii
lia?' -\- /;'(/=; 2 da^ + a d'-a.
Divisant tous les ternies par a,
transposant :
.)_fB— b^=ba-'—ida--.
Pour résoudre la question, il faut donc que le quotient de id' — 6* par b — id soit un carré.
Il s'agit par suite de trouver deux nombres, b et d, tels que l'excès du double du cube de l'un sur le cube de l'autre donne un carré, si on le divise ou si on le multiplie (car cela revient au même) par l'excès du double du second sur le premier.
Soient a; -h i l'un de ces nombres et i l'autre. L'excès du double du cube du premier sur le cube du second est i -h G^t; -h <:yx' + nx^ ; l'excès du double du second nombre sur le premier est i — -r. Le produit de r -H 6a; 4- 6a;- H- aa;' par i — œ doit être un carré. Or ce produit est t + 5a; — 4^' — 2a;\ qu'on peut égaler au carré de \^\x — ^x-. Le reste n'offre plus de difficulté.
Pour étendre cette méthode au cas d'un rapport quelconque, il suffira de prendre, pour l'un des nombres, la somme de x et de l'excès du plus grand terme du rapport sur le moindre; pour l'autre nombre, ce même excès; c'est ce que nous avons fait au reste pour le rapport de 2 à I . De cette façon en effet le terme indépendant de x dans le produit final sera un carré, et l'équation pourra se traiter facilement; sa solution conduira à deux nombres représentant b et d et l'on remontera ainsi au problème primitif.
En revoyant ce que j'ai écrit ci-dessus sur cette question de Dio-
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phante, j'ai été sur le point de tout effacer parce qu'en réalité ce n'est pas elle qui se ramène au problème dont j'ai exposé la solution ; cependant, si je me suis trompé en réduisant une question à une autre, cette dernière n'en est pas moins valablement résolue; mon travail a donc été plutôt mal placé que perdu et je laisse tel quel ce que j'ai écrit dans la marge.
Quant à la question même de Diophante, je l'ai soumise à un nouvel examen et en employant toutes les ressources de ma méthode, j'ai enfin obtenu la solution générale; toutefois je ne vais donner qu'un exemple, dont les nombres montreront suffisamment par eux-mêmes que ce n'est point le hasard, mais une méthode régulière qui a permis de les trouver.
Diophante propose en fait de chercher deux triangles rectangles, tels que le produit de l'hypoténuse par la hauteur pour le premier soit au même produit pour le second dans le rapport de 5 à r.
Voici deux triangles satisfaisant à
Premier triaDgle. Second triangle.
Hypoténuses 48 543 669 109, 4^ G^GyâagSS,
Bases 36 o83 779 Sog, 41 990 69S 480,
Hauteurs 32 47* 275 58o, 7 894 200 o38.
Diophante, V
Grâce à ce problème, nous obtenons la solution d'une question qui, autrement, paraîtrait très difficile : Etant donné un nombre, en trouver quatre tels que leurs sommes deux à deux, augmentées du nombre donné, fassent des carrés.
Soit donné le nombre i5; on commencera par chercher, d'après la solution de Diophante, trois carrés tels que leurs sommes deux à deux,. augmentées du nombre donné, fassent des carrés. Soient 9, -j^, |j| ces trois carrés; on prendra, pour le premier des quatre nombres. cherchés : a;"— i5; pour le second : 6:c + 9 (9 étant l'un des carré* trouvés et 6, coefTicient deir, le double de la racine de ce carré); d'a-
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]H'ès le même procédé, on prendra pour le troisième nombre : 5^ "•" rïï> ^t poui" le quatrième : ^œ -+- 1^.
Grâce à ces positions, on satisfait à trois des conditions de l'énoncé; eai' si l'on fait la somme du premier nombre et de l'un quelconque lies ti'ois suivants, et que l'on ajoute i5, on a un carré.
11 faut encore qu'on ait des carrés en ajoutant i5 soit à la somme du second et du troisième, soit à celle du troisième et du quatrième, soit à celle du second et du quatrième. Nous aurons ainsi une triple équation, qui sera facile à traiter, parce que, grâce à la construction dont nous avons emprunté l'artifice au problème de Diophante, dans chacune des expressions k égaler h un carré, le terme constant sera un carré, et qu'il n'y aura en outre qu'un terme en œ. Voir à ce sujet ce que j'ai dit sur le problème VI, 24.
32, — Diophante, V, 31.
Un artifice analogue à celui que nous avons employé sur la précédente question, pour trouver quatre nombres tels que leurs sommes deux à deux, augmentées d'un nombre donné, fassent des carrés, peut servir pour passer de la présente question de Diophante à la recherche de quatre nombres tels que leurs sommes deux à deux, diminuées d'un nombre donné, fassent des carrés.
On prendra pour le premier nombre : a7*+ le nombre donné; pour le second, on ajoutera le premier carré trouvé d'après Diophante à un terme en x ayant pour coefficient le double de la racine de ce carré; etc. Le reste est évident.
'Si. — Diophante, V, 32.
Pourquoi ne cherchc-t-il pas deux bicarrés dont la somme soit un carré? C'est que ce problème est impossible, comme notre méthode do démonstration peut le mettre hors de doute.
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34, — Diophante, VI, 3.
11 Trouver on triangle rectangle en nombres, dont l'aire, augmeiitco d'nn nombre donni5, fasse un (iarré. » — Vièle avait supposé à tort, comme le remarque Bachet, que le nombre donné devait être la somme de deux carrés. Dans les problêmes suivants, l'aire doit êlro diminuée ou retranchée d'un nombre donné.
Voici sans doute l'origine de l'erreur de Viète : cet illustre savani aura égalé l'aire à la différence de deux bicarrés ('), comme a^' ^ t. pour en faire un carré, en y ajoutant le quintuple d'un carré, 5 étant le nombre donné.
Ce dernier nombre étant somme de deux carrés, on peut en effet trouver un carré, dont le quintuple, diminué d'une unité, fasse un carré. Prenons pour racine de ce carré à quintupler ^ -i- i (le coefficient de œ pourrait être pris différent de l'unité); le quintuple du carré sera Bx--h ioj;-i-5; en ajoutant l'aire, ic'— i, on a la somme x''+5x^-h ïox-\-^, à égaler à un carré, ce qui est aisé, le terme indépendant de x étant carré, par suite de l'hypothèse ajoutée comme condition.
Mais Viète n'a pas vu que le problème peut se résoudre tout aussi bien en prenant pour l'aire, non pas x" — i, mais i — x''; car alors la question se ramène immédiatement à faire que le nombre donné, 5, G, ou tout autre quelconque, multiplié par nn carré, fasse un autre carré, après addition de l'unité; ce qui peut se résoudre très facilement et sans exception, puisque l'nnité est un carré.
J'ai résolu cette question, ainsi que les deux suivantes, par une méthode particulière, qui permet, si nous cherchons, par exemple, un triangle dont l'aire, augmentée de 5, fasse un carré, de donner un tel triangle en nombres minimi : |, —-, —-; l'aire est 20, et en ajoutant 5, donne le carré 20.
|i) C'est effectivement la marche que suit Diophante, et qui revient à supposer carré le rapport des deux nombres générateurs du triangle. La solution de Viète (Zeiei., V, 9) est présentée sous forme synthétique et correspond à une combinaison particulière : le nombre donné étant supposé de la forme j'^-i-*', il prend pour nombres générateurs
(r -i- sy cl (r — .t)5 et divise les côtés du triangle par ■^.<r-+-.r)(i'^sy.
l'ETlMAT.- m. 34
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Mais ce n"c!sl pas ici la placo de liovclopper lo principe et l'emploi de cette méthode; la marge n'y sulfirait pas, car j'aurais bien dos choses à dire à ce sujet.
" Trouver un U-iangle rectangle, tel que l'iiiro, augmemiîe tie l'un des côtés de l'angle droit, fasse an nombre donné. »
Ce problème et les suivants peuvent être résolus autrement ;
Qu'on forme, pour celui-ci, un triangle avec le nombre donné et l'unité, et qu'on divise les côtés par la somme du nombre donné et de l'unité, les quotients constitueroiit le triangle cherché.
UG. — Diophante, VI, 7.
» Trouver un triangle rectangle, loi que l'aire, diminuée do l'un des eôtés do l'atiijlc droit, fasse un nombre donné. »
Qu'on forme un triangle avec le nombre donné et l'unité, et qu'on divise les côtés par la différence du nombre donné et de l'unité, on aura le triangle cherché.
Au reste, cette question est susceptible d'une infinité de solutions, par le procédé qui nous permet d'en trouver indéfiniment aux doubles équations de cette sorte ; j'ai indiqué plus bas l'emploi de ce procédé, sur la question 24.
Bien plus, on aura de même une infinité de solutions pour les quatre questions suivantes, ce qui n'a été reconnu ni par Diophante, ni par Bachet. Mais pourquoi ni l'un ni l'autre n'ont-ils pas ajouté le problème que voici î
Trouver un triangle reclangle, tels que l'un des côtés de l'angle droit, diiïdnué de l'aire, fasse un nombre donné.
Us semblent bien n'en avoir pas connu la solution, parce qu'eibi n'est pas immédiatement fournie par la double équation ; cependant on peut la trouver aisément avec notre méthode.
Ce troisième cas peut être de même ajouté aux questions suivantes.
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;j7. — Diophante, VI, 8 et 9.
" Trouver ud triangle reclanglo, tel que l'aire, aiigmGntye (dimiiméo)de la somme des côtés de l'angle droit, fasse un nombre donné. »
Avec notre méthode, on peut ajouter le problèmi; que voici :
Trouver un triangle rectangle tel que la somme des côtés de l'a/iglc droit, diminuée de l'aire, fasse un nombre donné.
Diophante, VI, 10 et
n Trouver un triangle rectaagle, tel que l'aire, augmentée (diminuée) de la somme de l'hypoténuse et d'un des côtés de l'angle droit, tasso un nombre donné. »
Avec notre méthode, on peut ajouter le problème que voici :
Trouver un triangle rectangle tel que la somme de l' hypoténuse et de l'un des côtés de l'angle droit, diminuée de l'aire, fasse un nombre donné.
On ajoutera de même le suivaiK aux commentaires de liacliet (' ). Trouver un triangle rectangle tel que l'hypoténuse, diminuée de l'aire, fasse un nombre donné.
3fl. — Diophante, VI. 13.
Cl Trouver un' triangle rectangle, tel que l'aire, augmentée do l'un ou de l'autre des deux côtés de l'angle droit, fasse un carré dans les deux cas. »
Diophante ne donne, comme satisfaisant à ce problème, que des triangles d'une seule espèce; notre méthode fournit une Intinité de triangles d'espèces différentes, lesquelles dérivent successivement de la solution de Diophante.
Soit, en effet, déjà trouvé le triangle 3.4.5 satisfaisant à cette condition « que le produit des deux côtés de l'angle droit fasse un carré.
(') fl Trouver un triangle rectangle, tel que l'aire, augmentée (diminuée) de l'hypoténuse, fasse un nombre donné, y
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si on lui ajoute le produit du plus grand de ces deux côtés par leur différence et par l'aire du triangle ». Il s'agit d'en déduire un autre jouissant de la même propriété.
Soient 4 le plus grand côté de l'angle droit du triangle cherché et 3 -i-a; le plus petit. Le produit des deux côtés de l'angle droit, si on lui ajoute le produit du plus grand des deux côtés parleur différence et par l'aire du triangle, fera 36 — 12a: — 8x-, expression qu'il faut égaler à un carré. D'un autre côté, les côtés 4 et 3 + a; étant ceux de l'angle droit d'un triangle rectangle, la somme de leurs carrés doit faire un carré; or cette somme fait 25 + 6x ■+- x-, seconde expression qu'il faut aussi égaler à un carré.
On a donc une double équation, qu'il est facile de résoudre, savoir
Diophante, VI, H
« Trouver un triangle rectangle, tel que l'aire, diminuée de !'un ou do l'autre des deux côtés de l'angle droit, fasse un carré dans les deux cas. »
Avec notre méthode, on pourra résoudre la question suivante qui. autrement, est très difficile :
Trouver un triangle rectangle tel que chacun des deux côléx de l 'angle droit, diminué de l'aire, fasse un carré.
Â\. — Diophante, VI, 15 et 17.
« Trouver un triangle rectangle, tel que l'aire, diminuée (augmentée) soit de l'Iivpoténuse, soit de l'un des deux côtés de l'angle droit, fasse un carré, n
On peut, avec notre méthode, essayer la question suivante qui, autrement, est très difficile :
Trouver un triangle rectangle tel qu'en retranchant l'aire, soil de l'hypoténuse, soit de l'un des cotés de l'angle droit, on ait toujours un carré.
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42, — DiophantB, VI, 19,
n Trouver un triangle reclangie: tel qiio le périmélro on soit un cnbe et cnio la somme de l'aire oL do l'iiypoténiise fasse un carré. » ... Il faut trouver un carré qui, augmenté de i, fasse un cube. . . . d
Peut-il y avoir, en nombres entiers, un autre carré que 25 qui, augmenté de 2, fasse un cube? Cela parait certainement au premier abord difficile à discuter; cependant, je puis prouver, par une démonstration rigoureuse, que 25 est bien ie seul carré entier qui soit inférieur h un cube de deux unités. En nombres fractionnaires, la méthode tic Bachet fournit une infinité de tels carrés, mais la théorie des nombres entiers, qui est très belle et très subtile, n'a pas été connue jusqu'à présent, ni par Bachet, ni par aucun auteur dont j'aie vu les écrits.
Â'-i. — Cammentaire de Bachet sur Diophante, VI, 24, 11 Co commentaire est consacré à la théorie de la double équaiion. »
Là OÙ ne suffisent pas les équations doubles ou ^K-û'kmiô'Zfyziç,, il faut recourir à des équations triples ou TptTuXotdÔT'/jTsç, découverte qui m'appartient et qui conduit à !a solution d'une foule de très beaux problèmes.
Soif, par exemple, à égaler à des carrés les expressions
a^ -1-4, 2.r -1-4, 5.r-i-4, il y a là une équation triple qu'il est aisé de résoudre par l'intermédiaire d'une équation double.
Si, en effet, on substitue à x une expression qui, augmentée tie i, fasse un carré, par exemple x--^^x, les trois expressions ci-dessus à égaler h des carrés deviendront
La première est un carré par construction; il reste donc à satisfaire aux conditions
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rV'St-à-dire ii une équation double qui, à la vérité, ne fournira qu'une solution unique, mais de cette solution on pourra en tirer une autre. de cette seconde une troiaiiime, et ainsi de suite indéfiniment.
A cet effet, lorsqu'on aura trouvé une valeur pour œ, on substituera à iT le binôme formé de x plus la valeur qui vient d'être obtenue. Ce procédé fournira une infinité de solutions dérivant chacune de la précédente et venant s'ajouter aux antérieures.
C'est grâce à cette invention que nous pouvons donner une infinité de triangles de même aire, ce que Diophante semble n'avoir pas su faire, comme il ressort de son problème V, 8, où il cherche seulement trois triangles de même aire pour résoudre le problème suivant avec trois inconnues; mais cette dernière question, d'après la découverte (|ui m'est due, peut être étendue à un nombre indéfini d'inconnues.
4L — Même Commentaire.
A ce traité des équations doubles, nous pourrions faire de nombreuses additions sur des points ignorés des anciens et aussi bien des modernes. Mais il suffira, pour établir l'importance de notre méthode et en montrer l'usage, de résoudre ici la question suivante, dont la difficulté est incontestable.
Trouver un triangle rectangle en nombres, tel que l'hypoténuse soit un carré, aijisi que la somme des côtés de l'angle droit.
1-e triangle cherché est représenté par les trois nombres suivants :
et il est formé des deux nombres 2 i5o ç)o5 et 246 ji^'i.
J'ai, par une autre méthode, trouvé la solution de cette autre question :
Trouver un triangle rectangle en nombres, tel que le carré de la différence des côtés de l'angle droit, moins le double carré du plus petit de ces côtés, fasse un carré.
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Le triangle i J2:', lôiy, i56, formé des nombres 3() et 5, est un de ceux qui satisfont h la question.
J'ajoute d'ailleurs avec confiance que les deux triangles ci-dessus sont les petits eu nombres entiers qui satisfassent aux questions proposées.
Voici quelle est ma méthode : Cherchez, suivant le procédé ordinaire, la solution de la question proposée. Si, après l'achèvement des calculs, l'opération n'aboutit pas, parce que la valeur à donner à l'inconnue se trouve afiectée du signe ~ et doit être regardée comme plus petite que zéro, j'affirme hardiment qu'il ne faut pas désespérer et rester à bayer, comme dit Viète, mais comme il l'a fait après les anciens analystes; il faut au contraire essayer de nouveau la question en substituant à l'inconnue le binôme x moins le nombre trouvé dans la première opération comme valeur affectée du signe de soustraction. On aura ainsi une nouvelle équation qui conduira à une solution en nombres vrais.
C'est par ce moyen que j'ai résolu les deux questions ci-dessus; autrement elles sont très difficiles. J'ai de même montré qu'une somme de deux cubes peut être décomposée en deux autres cubes, et j'ai donné la construction qui peut nécessiter la réitération de l'opération jusqu'à trois fois ; il arrive en effet souvent que la vérité cherchée oblige l'analyste le plus habile et le plus industrieux à recommencer plusieurs fois le calcul, ainsi que l'expérience le fera aisément reconnaître,
4ri. — Problème 20 de Bachet sur Diophante, VI, 26.
« Bachet. ~ Trouver an triangle recton^'lo dont l'iiire soit un nombre donne. »
L'aire d'un triangle rectangle en nombres ne peut être un carré.
Je vais donner la démonstration de ce tbéorèmo que j'ai découvert; je ne l'ai pas trouvée au reste sans une pénible et laborieuse méditation; mais ce genre de démonstration conduira h des progrés merveilleux dans la science des nombres.
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Si i'aire d'un triangle était un carré, il y aurait deux bicarrés dont la différence serait un carré; il s'ensuit qu'on aurait également deux carrés dont la somme et la différence seraient des carrés. Par conséquent, on aurait un nombre carré, somme d'un carré et du double d'un carré, avec la condition que la somme des deux carrés, qui servent à le composer, soit également un carré. Mais si un nombre carré est somme d'un carré et du double d'un carré, sa racine est également somme d'un carré et du double d'un carré, ce que je puis prouver sans difficulté. On conclura de là que cette racine est la somme des deux côtés de l'angle droit d'un triangle rectangle, dont l'un des carrés composants formera la base, et le double de l'autre carré la hauteur.
Ce triangle rectangle sera donc formé par deux nombres carrés, dont la somme et la différence serout des carrés. Mais on prouvera que la somme de ces deux carrés est plus petite que celle des deux premiers dont on a également supposé que la somme et la différence soient des carrés. Donc, si on donne deux carrés dont la somme et la différence soient des carrés, on donne par là même, en nombres entiers, deux carrés jouissant de la même propriété et dont la somme est inférieure.
Par le même raisonnement, on aura ensuite une autre somme plus petite que celle déduite de la première, et en continuant indéfiniment on trouvera toujours des nombres entiers de plus en plus petits satisfaisant aux mêmes conditions. Mais cela est impossible, puisqu'un nombre entier étant donné, il ne peuty avoir une infinité de nombres entiers qui soient plus petits.
La marge est trop étroite pour recevoir la démonstration complète et avec tous ses développements.
Par le même procédé, j'ai découvert et démontié qu'il n'y a aucun nombre triangulaire, sauf l'unité, qui soit un bicarré.
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il). — Commentaire de Bachet sur Diophante Nomb. polyg. 9. " Trouver un polygono, lo côlé on étant donné, ot invoreomonl.. »
Jo mettrai ici, sans démonstration, une proiiosition très liollc et trrs remarquable que j'ai découverte :
Dans la progression naturelle commentant à l'unité, le produit d'un nombre quelconque par le nombre immédiatement supérieur fait le double du triangle du premier nombre; si le multiplicateur esl le triangle du nombre immédiatement supérieur, on a le triple de la pyramide du premier nombre; si c'est la pyramide du nombre immédiatement supérieur, on a le quadruple du triangulotriangulaire du premier nombre; et ainsi de suite indéfiniment, suivant une règle uniforme et générale.
J'estime qu'on ne peut énoncer sur les nombres de théorème qui soit plus beau ou plus général. Je n'ai ni le temps ni la place d'en mettre la démonstration sur cette marge.
Al. — Bachet, Appendice, II, 27.
Voici comment j'énoncerai cette proposition d'une façon plus générale :
Dans toute progression constitutive de polygone, l'unité constitue la première coib/ïne; la somme des deux nombres suivants, diminuée du premier triangle multiplié par l'excès sur 4 du nombre des angles du polygone, forme la seconde colonne; la somme des trois nombres suivants, diminuée du second triangle multiplié par l'excès sur 4 du nombre des angles du polygone, forme la troisième colonne; et ainsi de suite indéfiniment, suivant la même loi (').
(') Soit la progression arithmétique comnionçant à l'unité, et de raison A — ->'.!. i^(ft-2), ■-i-2(A--^), ..., ,^(„_,)(^_^), n-«(A-2), ...: le »--poly-
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IS. — Bachet, Appendice, II, 31
il suit '.le là qui; ie pro<tait liu cuIki du plus Knind nuiiil)rc \{//<'i par le nombre des termes [n] ost plus petil ([uo le, ([lUidnipIc (If somme des cubos [S"(«a)^].
a sûiniLLO Jus '/ première fermes
S), dans la niâme progression, on dùsigne p,ir :i,,, Ipi — ^ iicnniifirs. on aiirn
Lias ioi's, 'i'iiprès Fermai, la m'''""' coloiiuc, terme qu'il a for.gÉ :
c,„ „ ,., „ a - 1 ) iïi^^' = ™ [« -^ ';il^;^li^î> j ;
c'ost ic produit par m du polygone ayant m pour côté.
En supposant A- = 4, la polygone ayant m pour côté devient le carré w', et la colonne C,„ = m*; on retrouve donc comme cas particulier le théorème énoncé par Bachet et qui o!ait déjà cnnnii dons l'iinliqnîté.
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TRADUCTION
DANS LA CORRESPONDANCE DE FERMAT
(Lettre de Fermai à Mersenne. du 3 juin i636.)
4. ... Soit dans le cercle GNB (^fig. 4) la spirale AMB dont la propriété soit telle que, si l'on mène une droite quelconque, par exemple AMN, le rapport de la circonférence totale du cercle à l'arc NCB soi! égal au rapport de AB^ à AM*.
Cette spirale dilPere de celle d'Archiméde en ce que, dans cette dernière, c'est au rapport de AB à AM que se trouve égal le rapport de la circonférence à l'arc NCB.
Je dis que l'aire comprise entre la spirale et la droite AB est la moitié de l'aire du cercle; en second lieu, et c'est là une propriété bien remarquable, que l'aire engendrée par la première révolution,
(') l'our lo 11" 2 de la Correspondance (Proposition géostaiique), -voir la traduction par Mersenae, Tome II, pages lo et i f.
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;iico marquée! N {fig. 5), est la moitié de l'aire M engendrée par la socomte révolution, tandis qnti l'airo C engendrée par la troisiiîme
Févolution est précisément égale à cette aire M, et qu'il en est de même pour chacune des autres aires engendrées par les révolutions
suivantes; toutes ces aires consécutives sont donc égales entre elles.
NOUVEAUX 'niÉor.KMrs di; iiiicANion'--
1. Il y a déjà longtemps que je soupçonnais qn'Archimède n'a pas établi avec assez de rigueur les fondements de la Mécanique; il est clair en effet qu'il suppose parallèles entre eux les mouvements de chute des graves et, sans cette hypothèse, ses démonstrations ne peuvent subsister. Je ne nie pas au reste qu'elle ne soit en accord, autant qu'on peut le désirer, avec l'expérience sensible; car, en raison de la grande distance du centre de la Terre, on peut supposer parallèles les lignes de chute des graves, de même qu'on suppose que les rayons solaires sont parallèles entre eux. Mais, pour qui recherche la vérité intime et précise, une pareille hypothèse ne peut être satisfaisante.
il semble donc qu'il faille considérer en général, pour un lieu quelconque du monde, les -propriétés des leviers, et, pour les déterminer, recourir, en Mécanique, à de nouveaux fondements empruntés h des principes immédiatement vrais. J'énoncerai seulement les propositions de cette nouvelle science, me réservant de donner les démonstrations en temps et lieu.
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2. J'imagine ou plutôt je considère deux genres de leviers : l'un dont le mouvement est seulement rectiligne, non pas circulaire; l'autre dont les extrémités décrivent des cercles, et qui est le seul dont les anciens se soient occupés; ils n'onl pas. au contraire, reconnu le premier, qui pourtant semble beaucoup plus simple.
]'éclaircis par des exemples les propriétés de ces deux genres; le centre du premier doit être supposé le même que celui de la Terre, tandis que le centre du second doit au contraire être nécessairement situé en dehors de ce centre.
3- Soient donc {Jig. lo) A le centre do la Terre, CB une droite qu'on imagine passer parce centre et constituer un levier; en B et C je suppose des poids B et C en sorte que l'on ait :: poidsB ipoidsC :: CA: AB. Je dis que le levier CB, dans ces conditions, restera en équilibre.
Fig. .0.
Si, au contraire, on diminue tant soit peu le poids B, le levier se mouvra en droite ligne vers le côté B, tout en passant toujours par le centre A et ce mouvement continuera tant que les distances au centre ne seront pas dans le rapport inverse de celui des poids.
Voilii ma première proposition, d'après laquelle on peut dire que la Terre est un grand levier, en imitant Gilbert qui l'appelle un grand aimant.
4. Cela posé, j'énonce ixwa autre proposition plus singulière, à savoir que les graves seront d'autant plus facilement soulevés par une puissance (agissant soit sur la surface de la Terre, soit ailleurs) qu'ils seront plus prés du cenire de la Terre.
Soient A ce centre {fig- r i), C un point en dehors. Je joins CA dont
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jo prends un point quelconque B. Si en ce point j'imagine un poids B qui soit suspendu par un fi! ou une tige CB, la puissance en C nécessaire pour le soutenir sera à ce poids B dans le rapport AB : AC.
De (à on déduit très facilement et l'on démontre que les graves ne pèsent point au centre de la Terre, proposition que l'on a, au reste, déjà cherché à prouver.
5. Le second goure de leviers peut être désigné par le nom A'Ai-chimêde; mais le rapport inverse entre les distances et les poids (démontré pour le levier simple) ne peut avoir lieu ici et, par conséquent, les propositions VI et Vil d'Archimède ne peuvent subsister.
C'est ce que j'affirme avec. confiance. Je considère au reste ce levier en général, que les bras soient ou non dans le prolongement l'un de l'autre, qu'ils soient parallèles à l'horizon ou inclinés sur lui.
Une seule démonstration résout toute la question : Soit, en dehors du centre de la Terre A, un levier DBC (Jig. iia) de centre B, de bras
BD et BC. Menons les droites DA, HA, CA ot supposons des graves placés en D et C en sorte que l'on ait
lioids C _ DA angle BAD poids D ~ CA ^ angle CAR '
Je dis que le levier DBC, suspendu au point B, restera en équilibre. J'affirme la vérité absolue de cette proposition, comme celle des précédentes, et je suis en mesure de l'établir par une démonstration tirée de la Géométrie et de la Physique la plus pure.
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6. Par là tombent entièrement les délînitions des centres tlo gravité d'après les anciens; on ne peut en effet trouver, si l'on excepte la sphère, aucun corps qui ait un point tel qu'en suspendant par c(î point le corps en dehors du centre de la Terre, il garde la position qn'on lui donne.
Il convient donc de définir le centre de gravité d'un corps comme un point situé à l'intérieur de ce corps et tel que, si on le fait coïncider avec le centre de la Terre, le corps garde la première position qu'on lui donne; c'est, en effet, le seul cas où il y ait réellement un contre de gravité.
7. Kiifin je puis montrer et réfuter l'erreur de Guidobaido et autres qui croient que le levier peut être en équilibre, même si les bras ne
sont pas parallèles à l'horizon.
(Lettre de Fermât h iioberval, août ifiBfi.)
3. ... Soient Aie centre de la Terre (Jïg. i5), CNIÎ un levier suivant un arc de cercle décrit de A comme centre avec AN pour rayon.
Je suppose égaux les arcs CN, NB et, placés en C, B, des poids égaux. J'admets que le levier GB, suspendu en N, restera en équilibre et qu'il en sera de même si d'autres poids égaux sont placés en d'autres points quelconques des bras CN, NB, pourvu que ces points d'attache
soient à égale distance de part et d'autre du point N; en effet, des
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poifls égaux également distants, d'une part, du centre de la Terre, d'autre part, du centre du levier ou de la balance, ne peuvejitdélruire l'équilibre.
Soient encore A le centre de la Terre {/ig- lO), KFliCD un levier en arc comme ci-dessus, de centre ou milieu B. Qu'on place un poids B en B, ou que, le divisant en poids égaux E, F, B, C, D, on place ces parties aux points E. F, B. C, D à des intervalles EF, FB, BC, CD
GT^fHS)
égaux, j'admets que le poids B, placé en B et supporté par ce point B, y pèsera autant que l'ensemble des parties E, F, B, C, D placées sur le levier suspendu en B.
Il en est ainsi parce que, EFItCD étant un arc de cercle, les parties du poids B sont toujours à la même distance du centre de la Terre que ie poids total B. L'erreur d'Archimède consiste à n'avoir pas fait r,efte remarque et à avoir supposé parallèles les lignes de chute des graves.
Ces suppositions faites, je puis démontrer ma proposition. Voici seulement le cas dans lequel le centre du levier est à la même distance (jue ses extrémités du centre do la Terre (ce cas ne suppose pas la vérité du principe du premier levier géoslatique, vérité que vons paraissez mettre en doute).
Soit FHN {fig. 17) un levier dont le centre H et les extrémités F. N sont à la même distance du centre de la Terre A. De A comme centre. avec AH pour rayon, je décris l'arc de cercle FHN qui relie les extrémités du levier. Si l'on a :: Poids F : Poids N::Are HN:Arc HF, je dis que le levier FHN, suspendu au point 11, restera en équilibre.
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Il est clair que le rapport des arcs est le même que ceUii des atiglcs au neutre A; il vous sera facile, d'après la coiistrucLiou v.t les detix
axinmes qui prccèdont. d'arriver à la couclusiou du théorem(!.
(Lcltri! de rei'iiiat à Etii
1 Pascal et Robcrval. do ■'."! a
iG'jr.,)
4 \\iomt: I. — Si un grave en repos est suspeiiilu on nn point
quelconque, il pèse suivant la ligne droite qui joint le point de suspension au centre de la Terre. La vérité de cet axiome est évidente, car autrement le grave ne peut être en repos.
AxiOMK II. — Dans un levier en arc de cercle, suspendu par son milieu, si de part et d'autre du point de suspension et en des points à égale distance on place des graves égaux, le corps composé de tous ces graves et suspendu par son milieu restera en repos.
Axiome ÏU. — Dans un levier on arc df cercle, moindre qu'uni; demi-circonCérence et ayant pour centre celui de la Terre (ce qu'il faut toujours supposer dans mon levier), si le point de suspension divise inégalement le levier, et que de part et d'autre du point de suspension, sur les points d'une division du levier en parties égales, on place des graves égaux, le corps composé de tous ces graves ne demeurera pas en repos, mais s'inclinera du côté du plus grand bras. Ceci est évident, même dans vos hypothèses ; car, si le levier est plus petit que la demi-circonférence, le sinus du plus petit arc sera plus petit que le
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sinus du plus grand arc; vous ne nierez donc pas que l'inclinaison ne se fasse du côté du plus grand arc.
Cela supposé, représentons par une figure le levier DEG (/ig. 3o) et achevons la construction à l'exemple d'Archimède. Le grave en D, si on le divise en parties égales suivant les arcs lîC, CD, DE, EF, piisera toujours suivant la droite DN; car si D est le point de suspension, l'ensemble reste en repos (axiome IT); donc il pèse suivant DN (axiome I). Donc, soit que le grave soit tout entier en D, soit qu'il soit distribué également par parties sur les arcs IfC, CD, DE, EF, il pèse toujours suivant la même droite DN.
De même, le grave en G, qu'il soit tout entier en ce point., ou qu'il soit distribué par parties égales sur les arcs FG, GH, pèsera toujours suivant la droite GN. Mais, comme les graves disposés sur les arcs égaux BC, CD, DE, EF. FG, GH sont égaux, l'ensemble total pèsera suivant la droite EN; la conclusion s'ensuit évidemment, ou bien il est aisé de l'établir par une réduction à l'absurde, en se servant de l'axiome III.
Il est certain qo'Archimède a raisonné d'une façon tout à fait sem-
blable; cat- il prend, par exeinple. en C (Jig. 3c) le centre de gravité de la droite BD pour prouver que des graves égaux, situés en B, ]),
[à3, 64] TRADUCTION DES PIÈCES LATINES. 28o
pèsent suivant la droite CN; mais l'hypothèse qu'il fait à cet égard n'est vraie que pour la balance DEF perpendiculaire ii la droite KN : elle est fausse pour les autres qui sont rencontrées sous des angles inégaux par les droites issues du centre de la Terre- Dans mon levier, cette difliculté ne se présente pas, puisque toujours et en tout poini la droite issue du centre de la Terre le rencontre normalement. Soient DCB une balance {fig. Sa), A le centre de la Terre, C celui
de la balance; décrivez le cercle de centre C et do rayon CB. Joignez DEA, BA, CFA et CE. Supposez en B et D des poids égaux, et soi! l'angle ACD plus grand que l'angle ACB; je dis que la balance, sï elle est suspendue au point C, s'inclinera du côté de B, et cela suivant les suppositions mêmes d'Archimède.
Transportons en effet le poids D en E; d'après Archimède, le poids agit toujours comme s'il était en D, puisqu'il reste sur la droite joignant le point D au centre de la Terre. Si donc on suppose qu'il est retenu en E par la droite CE, les bras CE et CB seront en équilibre, si l'on suppose que CB et CD soient en équilibre. Les angles ECF, FCB seront donc égaux, car un triangle isoscèle, aux extrémités duquel on place des poids égaux, doit se mouvoii" tant que la perpendiculaire à l'horizon, c'est-à-dire la droite qui joint le sommet au centre de la Terre, ne bissecte pas l'angle au sommet; c'est au reste ce dont témoigne l'expérience. Mais l'angle ECB est double de l'angle en D; donc l'angle FCB est égal à l'angle en D. Donc les droites CA, DA sont parallèles, ce qui est absurde; donc la balance ne restera pas en équi-
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■im ŒUVRES DE FERMAT. -■ CORRESPONDANCE. [51, 5i, 63, G-5] libre, mais elle s'inclinei'a du côté de B, puisque l'angle lîCF est évidemment jduH grand que l'angle MC¥.
7. Soit une parabole Alï (Jig. 35) de sommet A; si l'on fait tourner la tigure DAB autour de la droite DA prise comme axe fixe, on engendrera le conoïde parabolique d'Archimède, dont le volume est à celui du cône de même base et de même sommet dans le rapport de 3 ii 2.
Mais si l'on lait tourner la même figure DAU autour de la droite DB prise comme axe, on engendre un conoïde d'un nouveau genre; on demande de trouver le rapport de son volume à celui du cône de même base et de riième sommet, question qui n'est [las sans dilTicullé.
J'ai démontré que ce rapport est celui de 8 à .5; j'ai également Irouvé le centre de gravité du même conoïde.
(Letlre de l-'ormat ii Mm-aanaa pour Saiiiie-Cioix, septonibrc i(j3li.)
MOS RÉVKIiEM) Pklll.].
1. Quoique j'aie à dire que je ne suis point unOEdipo, mais un Dave, et que j'avoue très volontiers que je ne suis point parvenu à résoudre la question de M. de Sainte-Croix, je vous demanderai la permission de vous adresser, en échange des nombres qu'il a divulgués, la solution de votre problème, et de lui proposer à mon tour quelques questions qu'il ne débrouillera pas, je crois, de si tôt, malgré les promesses qu'il vous Tait et la singulière puissance de son esprit.
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2. Pour rendre donc l'épreuve plus honorable, ainsi qu'il lo dil, on choisissant des problèmes plus difTîciles, voici ceux que je propose :
1" Trouver un triangle rectangle eu nomhres, tel que son aire soi! un carré.
2" Étant donnée la somirie de l'hypoténuse d'un triangle rectangle on nombres et du produit des trois côtés, trouver les limites enire Icsquciles l'aire se trouve comprise.
Ne vous étonnez pas de l'addition d'une longueur cl d'un solide; car dans les problèmes numériques, comme on le sait, toutes les quantités sont homogènes.
3" Trouver deux bicarrés dont la somme soil un bicarré ou deux cubes dont la somme soit un cube.
4" Trouver trois carrés formant une progression arithinélique dont la raison soit également un carré.
3. A ces quatre problèmes, j'ajouterai deux théorèmes que j'ai découverts et dont j'attendrai la démonstration de M. de Sainte- Croix. Si mon attente est vaine, je donnerai cette démonstration. Les deux propositions sont d'ailleurs très remarquables :
i" Tout nombre est la somme de i, 2 ou 3 triangles; de i, i>, '.'> ou /( carrés; de i, 1, 3, 4 ou 5 pentagones; de t, 2, 3, 4, ."J ou G hexagones; de 1,2, 3, 4. 5, G ou 7 heptagones; et ainsi de suite indéfiniment.
Diophante paraît supposer la seconde partie de ce lliéorèmi' ef Bachet s'est efforcé d'en confirmer la vérité par l'expérience, mais il n'a pas donné de démonstration. Je crois avoir été le premier ii découvrir cette proposition si générale et si belle; mais je ne sais pas si Je puis, à titre de réciprocité, demander qu'elle soit admise.
2" Si l'on retranche l'unité du produit par S d'un nombre quidconque, on a un nombre qui est seulement somme de quatre carrés, non seulement en entiers, ce que d'autres peuvent avoir reconnu, mais mémo en nombres fractionnaires, ce que je m'engage à démontrer.
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Cette proposition entraîne des conséquences remarquables, qui peuvent être à la main de M. de Sainte-Croix, mais semblent en tout cas avoir inutilement tenté le génie et les efforts de Bachet.
4. Avant do résoudre la question que vous avez proposée sur les cubes, je répondrai à ce que vous me demandez pour le nombre 672, que je ne crois nullement qu'il soit le seul à satisfaire à la condition imposée; mais, avec ma méthode, c'est le seul qui se présente après I 20,
Cependant, dans les questions de ce genre, rien n'empêche qu'avec une autre méthode on ne rencontre d'autres nombres satisfaisant à la condition proposée; si M. de Sainte-Croix en a de la sorte obtenu d'autres, je serais très heureux qu'il voulût bien me les communiquer en même temps que sa méthode. Les questions de ce genre sont, en cffi't, très belles et très difficiles et personne, que je sache, ne les a encore traitées; j'ai obtenu, par un procédé particulier, des solutions pour un nombre indéfini de questions.
5. Quant au problème sur les nombres 3 cl 11, j'avoue qu'il me parait des plus difficiles et qu'après beaucoup de tentatives je n'en possède pas encore la solution. Je croirais, jusqu'à preuve du contraire, que cette solution est plutôt due au hasard qu'à la Science; mais je me trompe probablement plutôt que M. de Sainte-Croix. S'il consent à Faire connaître les nombres qu'il a trouvés, je lui demanderai d'ajouter le procédé suivi pour les construire.
6. Enfin, pour votre question des cubes, voici comment je la conl'ois :
Etant donnés autant de nombres en progression arithmétique que l'on voudra, et connaissant la raison de la progression et le nombre des termes, trouver la somme de leurs cubes.
T. Premier cas : le premier terme est r, et la raison de la progression est également Funiié.
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Soient proposés autant de nombres que l'on voudra, par exemple
I, 9., 3, /,, ,^, 6, 7, 8, cj;
la somme de leurs cubes est égale au carré du triangle ayant le nombre des termes pour coté. S'il y a 9 termes, comme dans le cas
proposé, le triangle est 45, et son carré, 2023, sera égal ii la somme des cubes.
Cette proposition, pour ce premier cas, a été démontrée par Bachet et par d'autres; les cas suivants ont été trouvés par moi.
8. Si le premier terme est l'unité, la raison de la progression étant un nombre quelconque, par exemple 4 dans la progression
Je prends le triangle ayant pour coté la somme du dernier terme et de la raison moins l'unité. Ce triangle est aïo et son carré l\!\ioo. De ce carré, je retranche :
i" La somme des cubes d'autant de nombres commençant il l'unité et dans la progression naturelle, qu'il y a d'unités dans la raison de la progression moins i; cette somme doit ctrc, d'autre part, multipliée par le nombre des termes.
Dans l'exemple proposé, le produit à soustraire d'après cette règle est 180.
2" Le triple de la somme des carrés d'autant de nombres commençant à l'unité et dans la progression naturelle, qu'il y a d'unités dans la raison moins 1 ; ce triple doit être, d'autre part, multiplié par la somme des termes de la progression donnée- Dans l'exemple proposé, le nombre à soustraire d'après cette règle est i8()o.
3" Le triple de la somme d'autant de nombres commençant à l'unité et en progression naturelle, qu'il y a d'unités dans la raison moins i; ce triple doit, d'autre part, être multiplié par la somme des carrés des termes de la progression donnée.
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Dans l'exemple propose, !e nombre à soustraire d'après cette régie
est lo 170.
Ainsi la somme dos nombres à retrancher de fi^\ loa est 12240; le
reste est 3i8Go; Je le divise par .'it raison de la progression, et j'ai
ainsi le nombre 7963 qui est la somme des cubes des nombres i, 5, 9,
Lu méthode s'applique toujours de la même façon et dans tous
les cas.
9. Mais je n'ai pas encore dit comment on doit calculer tant la somme des nombres i, 5,9, i3, 17 que la somme de leurs carrés, ce qui est indispensable pour effectuer la seconde et la troisième opération,
La régie pour le premier calcul est donnée par Bachet dans son opuscule Des nombres polygones ; quant au second, on opérera comme suit :
Prenez la somme des carrés d'autant de nombres commençant à l'unité et en progression naturelle, qu'il y a d'unités dans la somme du plus grand terme de la progression et de la raison moins i.
Le calcul de cette somme est facile, d'après ce qu'Arcliimède eu a dit dans son livre Des spirales.
De cette somme retranchez ;
i" La somme des carrés d'autant de nombres commençant à l'unité et en progression naturelle, qu'il y a d'unités dans la raison de la progression moins t. Vous aurez multiplié cette somme par le nombre des termes;
2" Le double de la somme d'autant de nombres commençant à l'unité et en progression naturelle, qu'il y a d'unités dans la raison de la progression moins i. Vous aurez multiplié ce double par la somme des termes de la progression donnée.
Après ces soustractions, vous divisez le reste par la raison de (a progression, et vous aurez la somme des carrés des termes.
Des régies données pour ces deux cas vous pourrez immédiatomont ou sans grande difficulté déduire colles qui s'appliquent aux autn-s.
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dO- Au reste je n'ai pas voulu m'arrêtei' là, mais j'ai résolu le problème qui est peut-être le plus beau do toute l'Arithmétique, c'est-à-dire celui où l'on cherche, pour une progression quelconque, non plus seulement la somme des carrés ou des cubes des fermes, mais celle des puissances quelconques, pour tous les degrés jusqu'à l'infini, bicarrés, carrécubes, bicubes, etc.; la méthode étant aussi générale que possible.
H. Pour que M. de Sainte-Croix sache que je n'attends à cet égard ni un sphinx, ni un OEdipe, voici la solution du problème pour la somme des bicarrés. On peut l'énoncer comme suit sons forme de théorème :
Soient pris à partir de l'unité autant de nombres que l'on voudra en progression naturelle; si l'on ajoute 2 au quadruple du dernier et qu'on multiplie la somme par le carré du triangle qui est la somme des nombres, après avoir retranché du produit la somme des carrés des termes, on aura le quintuple de la somme de leurs bicarrés.
■Exemple : Soient pris les nombres i, 2, 3, 4; en ajoutant 2 au quadruple du dernier, on a 18, qu'il faut multiplier par 100, carré du triangle somme des nombres; du produit 1800 on retranche la somme des carrés des termes, c'est-à-dire 3o. Il reste 1770, dont le cinquième, 354> est égal à la somme des bicarrés.
Je résous de même le problème pour une progression quelconque, en imitant la construction qui précède.
Si vous ou M. de Sainte-Croix le désirez, je vous communiquerai la méthode générale pour les puissances quelconques jusqu'à l'infini.
12. En attendant, j'ajouterai une très belle proposition que j'ai trouvée et qui m'a fourni la lumière pour les questions de ce genre :
Dans la progression naturelle, on a le double du triangle ayant, pour côté le dernier nombre, en multipliant celui-ci par le nombre immédiatement supérieur; on a le triple de la pyramide ayant pour côté le dernier nombre, en multipliant celui-ci par le triangle du nombre immédiatement supérieur; on a le quadruple du trjangulo^
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(riangle fiu ilernier nonibro, on multipliant celui-ci par la pyramide du nombre immédiatemenl supérieur; et ainsi de suite à l'infini, par une méthode uniforme,
13. Pour votre proposition dos triangles rectangles, elle me semble énoncée dans votre lettre avec quelque peu d'obscurité; je la résoudrai peut-être, si vous me la proposez plus clairement.
Voire tout dévoué,
FlLRMAT.
(Lollrc de Kormat i'i Roberval, du aa septembre iCi'iG.)
6... Si aulour de la droite DA (Jîg. 38) on fait tourner la parabole qui a B pour sommet, BF pour axe et AF pour'ordonnée, on
engendre un conoide d'une nouvelle espèce qui est tel que, si on le partage en deux parties égales par un plan perpendiculaire à l'axe di' rotation, sa moitié sera au cône de même base et de même hauteur dans le rapport de 8 à 5.
Si au contraire on le coupe en deux parties inégales par un plan perpendiculaire à l'axe de rotation, soit en E par exemple, le rapport du segment de conoïde ABCE au cône de même base et de même hau-
E[)=+2AE.ED + D[''.AK
feur sera ^^j^ — — — — ; et de même le rapport du segment
de conoïde DCE au cône de même base et de même hauteur sera
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([.cLlrc de Format â Robci'val, du 4 novumbre ifijifi.)
1- Soit !a parabole ACDF (fif,'. 4i) d'axe DR, de base AF. Menons une droite GB parallèle àDE et par suite perpendiculaire à AF. Si l'on fait tourner la figure ADE autour de DE comme axe, on engendre le conoide d'Archimède; autour de AE comme axe, on a au contraire mon conoïde.
Si maintenant on fait tourner la figure ACB autour de AU comme axe, on aura un segment de mon conoïde; mais autour de CB comme axe, on engendrera encore un conoïde d'une autre espèce. On demande le rapport de son volume à celui du cône de même base et de même bauEeur.
J'ai résolu ce problème : j'ai même trouvé mieux, un ellipsoide tel que si vous trouvez le cône do même volume, je donnerai la tiuadrature du cercle. Mais ce sera pour une autre fois.
9. Soit ABC (Jïg- /|5) une conchoïde de pèle B et d'intervalle HA. Soit B un point donné sur cette concboïde.
Je dis en premier lieu que cette courbe doit être repré;
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vpxc vers le bas du ht figure, quoique Pappus et Eiitociiis j)ion( jugé lUfféremment.
En second lieu, jo construis comme suit la tangente : Joignez FIU, abaissez la pocpenciiculaii'C BD; conslPuisez DN par la condition RI' xFI + RI)^ = l!l)xI)N
lîl)
et DYpar la suiva
l.a droite YB sera tangente à la eonchoïilo.
Objections de !M. im Fi;r«at contri: une ni\orosiT[<iN iiiU;\mqi:f,
DE M. DE RoCEtlVAL.
Si cette proposition mécanique de M. de Roberval était vraie, que dans un levier quelconque les poids doivent être, pour l'équilibre, en raison inverse des perpendiculaires abaissées du centre du levier sur les lignes do direction, la proportion qu'il donne, dans son Traité, entre le grave et la puissance sur le plan incliné, ne pourrait subsister. Je le démontre manifestement :
Soit (fig. 46) un point N sur la surface de la Terre, H le eentre de la Terre. Je joins NH, et jo mène ANGF perpendiculaire ii HN; cette
droite ANGF est une des parallèles à l'horizon pour ceux qui sont au point N. Soient enfin des sphères de centres B, C, D, tangentes en N, (j, F à la droite ou au plan par ANGF.
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En premier lieu, il est clair que la sphère B sera mise en mouvement par une puissance aussi faible que l'on voudra, ce que M. de Roberval ne nie pas; que, d'autre part, si elle est placée au point N, elle V sera en équilibre; mais, au contraire, elle n'y restera en aucun autre point du plan.
Achevez la figure comme ci-contre, La droite HG, qui joint le pointde contact G au centre H de la Terre, fait un angle obtus avccCG: donc la sphère G se mettra en mouvement dans le sens GN. Il en sera de même pour la sphère D. Soit donc en Z une puissance retenant la sphère G par une tendance parallèle à ANGF, c'est-à-dire suivant 7X.. Imaginez un levier de centre fixe G et abaissez sur HG la perpendii-nlaire GI.
La tendance de la sphère C au mouvement naturel est dirigée suivant CH, celle qui la retient est dirigée suivant GZ, droite à laquelle GG est perpendiculaire. Donc, d'après l'hypothèse de M, de Roherval, GI :GC :: PuissanceZ : Poids G. c. q. v. u.
Mais pour retenir la sphère D, il faudra une puissance supérieure, et cette puissance devra être d'autant plus forte que la sphère sei-a plus éloignée du point N (ce qui est remarquable), tandis que M. de Roherval admet que le rapport de la puissance au poids ne varie pas pour un plan donné. Il peut voir combien cela est éloigné de la vérité.
Soient {fig. 47) B le centre de la Terre, ACDE un plan incliné. Qu'on
A et en (] la puissance nécessaire pour retenir le grave soit la même )^cla pouvait paraître rationei aux yeux de M. de Roherval.
.Mais, si l'on abaisse la perpendiculaire BD, puisqu'il y a é(juilibr<
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(Ml D et que la puissance qui y retient est aussi faible que l'on voudra, (■omment sa proposition peut-elle subsister?
Ma démonstration est d'ailleurs valable pour un plan quelconque, car tout plan est parallèle h un certain horizon.
Ainsi ce qu'a démontré M. de Robcrval est renversé et une voie très facile s'ouvre pour établir une nouvelle proportion en rapport avec ses hypothèses.
.le voulais ajouter une seconde figure pour exposer ce que je pense de sa dernière proposition, mais je n'ai pas le temps.
(l.eUro <h l'^ermat à Roburval du 7 dccembro ilioli.)
i... Soient liDC un levier (y^g^. 48), D son milieu, A le centre dti la Terre, DA perpendiculaire an levier. Soient en B et C îles poids
égauM, tendant naturellement vers le centre de la Terre suivant les droites BA, CA; que le levier soit suspendu en D et maintenu par une puissance quelconque ; je dis que les corps B et C pèsent autant que
s'ils étaient réunis en D et soutenus par la même puissance.
(LoUre do Tormat à iioboi'val flu [(i dtioomijrc UVMi.)
8. . . Pour les paraboles cubiques, carrécubiques et ainsi de suite indéfiniment de deux eu deux puissances, la méthode dont je me suis
servi ne donne pas le rapport desconoïdes aux cônes; j'ai au contraire
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uno méthode qui donne le contre de gravité pour tous Jes conoïdes sans excBption; .votre proposition permcUrait donc de trouver leur rapport aux cônes.
10- . . Soit un levier CÂB {fig. 49)- doit le milieu A est joint au centre N de la Terre par une droite AN perpendiculaire au levier. Soient en C et B des poids C et B égaux et semblables, qui tendent vers le centre suivant les droites CN, BN.
D'après votre principe, si ces droites NC, NB étaient perpendiculaires au levier, celui-ci serait maintenu en équilibre par une puissance en A égale à la somme des poids B et C. Mais, puisque ces droites font des angles aigus NCA, NBA, il faut en A pour l'équilibre une puissance qui sera soit la même, soit plus petite, soit plus grande.
Fig. 'lO-
Si la même puissance détermine l'équilibre, le principe dont je me suis servi dans ma dernière lettre est vrai; or, si vous accordez ce principe, la démonstration de la proposition de mon levier s'ensuit immédiatement.
S'il faut une puissance soit plus grande, soit plus petite, dans le premier cas, cette puissance devra être d'autant plus grande que les angles des droites CN, BN avec le levier seront plus petits; dans le second cas, elle devra être d'autant plus petite. Soit supposé comme sur la figure, au-dessus du point A. le même levier suivant la même direction; les angles des lignes CN, BN augmenteront évidemment; donc la puissance nécessaire en A pour maintenir l'équilibre variera avec la distance au centre de la Terre, et par suite le poids composé des deux graves B et C variera lui-même avec cette distance.
Kemmat. — lli. 38
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Vous ne pouvez accorder la première partie du dilemme, sans qm^ votre proposition ne tombe aussitôt; il vous faut donc admettre, ou bien que la puissance en A varie avec la valeur des angles ou bien que, tout en étant toujours la même quelle que soit la valeur de ces angles, elle est différente de la puissance qui soutiendrait le levier si la direction des poids était perpendiculaire k celui-ci.
Quelle que soit l'hypothèse que vous choisissiez, il sera prouvé très clairement que dans votre démonstration s'est glissé un paralogisme que la vérité que nous cherchons ne permet pas de dissimuler et que peut-être vous-même devrez reconnaître.
H. Sur la première figure (Jig. 5o), qui est la quatrième de votre Lettre, voici ce que vous dites (') :
C'est là-dessus que repose toute votre démonslration.
Mais en premier lieu, si vous dites que, pour toute valeur des angles égaux, la puissance nécessaire ii l'équilibre est toujours la même, je démontrerai immédiatement ma proposition du levier; il vous faut donc accorder que cette puissance varie avec les angles.
Ceci admis, soit sur la figure N le centre de la Terre, où concourent les droites CE, BD, et soient en E et D des graves dans le rapport donné, ce qu'on est libre de supposer, d'après votre construction.
Au reste elle n'a pour objet que de trouver le rapport des poids sur
(') Foir le texte l'rar(.'ais, t. Il, p. 79, ligue 10 à page 80, ligne 4.
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le levier en équilibre au moyen de puissances imaginaires qui pour toutes leurs parties agissent toujours suivant une même direction ; car autrementdes puissances de ce genre, qui n'existent nullement dans la nature, seraient absolument inutiles.
Vous supposez en H et G des puissances égales aux poids E et D et agissant pour toutes leurs parties suivant une même direction. Puis vous concluez, par votre premier axiome, que les etîets des puissances H et E sont égaux; la puissance H agissant en Q suivant HC perpendiculairement au levier, et le poids E agissant suivant la même perpendiculaire, ces puissances étant égales, agissant suivant la même droite, suivant le même angle sur le levier et à la même distance de son centre, l'action du poids E ne peut, suivant vous, différer de celle de la puissance imaginaire H.
Si vraisemblable que paraisse cette conclusion, elle ne peut que paraître très fausse à qui recherche la vérité intime des choses.
Supposons, par exemple, que le poids E soit sphérique; toutes ses parties tendent vers le centre N suivant des droites qui concourent à ce centre et dont les prolongements rencontrent le levier AC sous des angles aigus. Par conséquent, elles forment un ensemble de puissances agissant de part et d'autre du point G à des distances égales deux à deux, suivant des distances obliques par rapport au levier. Au contraire, toutes les parties de la puissance H étant supposées agir suivant une même direction, elles forment un ensemble de puissances agissant do part et d'autre du point G à des distances égales deux à deux, mais suivant des directions normales par rapport au levier.
Or, puisque la somme de toutes les parties de la puissance H est égale à la somme de toutes les parties de la puissance ou poids E (puisqu'on suppose que la puissance H est égale au poids E), il s'ensuit, d'après ce qui a été établi, que les efi'ets des puissances H et E agissant en H et E sont inégaux; par suite, ce que notre démonstration conclut justement pour la puissance H est étendu h tort au poids E.
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(Lettre do Fermai à Roberval, de février 1637.)
1. Soient donnés autant de points que l'on voudra, par exemple cinq. A, G, F, H, E {fig. 5r) (mais la proposition est générale), on demande de trouver un cercle tel que, si d'un point quelconque de k circonférence on mène des droites aux points donnés, la somme des carrés de ces droites soit égale à une aire donnée.
Je joins deux points quelconques A, E; des autres points donnés j'abaisse sur la droite AE les perpendiculaires GB, HD, FC. Je prends une fraction conditionnée, le cinquième dans l'esemple choisi, de la somme de tous les segments limités sur AE d'un côté par le point A, de l'autre par les points donnés ou les pieds des perpendiculaires; ainsi soit AO = |(AB +AC-4-AD -hAE); en 0 j'élève une perpendicntaire indéfinie ON sur laquelle je prends 01 égale à la même fraction conditionnée par le nombre des points (ici un cinquième) de la somme des perpendiculaires GB, FC, HD, Je suppose enfin menées
les cinq droites Al, GI, FI, HI, El. La somme de leurs carrés doit être inférieure à l'aire donnée; retranehez-la donc de cette aire et soit par exemple Z^' la différence. Prenez-en le cinquième (c'est-à-dire la fraction conditionnée) et construisez le carré équivalent W. Le cercle décrit de 1 comme centre, avec M pour rayon, satisfera à la question ; c'est-à-dire que, quelque point que vous preniez sur sa circonférence, la somme des carrés des droites qui le joignent aux points donnés sera égale à l'aire donnée.
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.l'ajouterais bion la démonstration, mais elle est assez longue; et je préfère vous inviter tous deux à la chercher.
2. Je n'ai pas seulement trouvé ces propositions, mais en général toutes celles des lieux plans, et même beaucoup de lieux dont Apollonius n'a rien écrit et qui cependant sont très beaux. Par exemple :
Etant donnés trois points A, B, C {fig. 02) en ligne droite, trouver une circonféreuce de cercle telle que, si l'on en prend un point N quelconque, AN' -+- NB^ — NC^ soit égal h une aire donnée.
J'ai également fait de nombreuses découvertes sur les lieux solides et en surface.
Je n'ajoute pas les cas du premier lieu plan ci-dessus; ils se ilistinguent immédiatement. Si les points donnés sont au nombre de ■trois seulement et forment par suite un triangle, le contre du cercle formant le lieu est le centre de gravité de ce triangle, proposition singulière et assez remarquable.
3. Mais je ne m'arrête pas là. J'établis la proposition sous une forme très générale et j'en ai fait la construction :
Trouver le cercle lieu des points tels que si l'on joint l'un d'eux à autant de points donnés que l'on voudra, et que l'on augmente ou diminue dans un rapport donné chacun des carrés des droites ainsi menées, la somme dos carrés ainsi augmentés ou diminués soit égale à une aire donnée.
Exemple : Soient donnés, sur la figure précédente, les trois points A, B, C; on demande un cercle tel que, si l'on prend sur sa circonférence un point N quelconque, jNA^-H 2BN--1- 3CN^ par exemple, fasse une
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airn donnéo. Etendra la construction à un nombre quelconque de points et à des coefficients quelconques.
Apollonius ne semble pas avoir connu cette proposition qui est certainement très belle.
(lettre de Fermât à Mersenno, du 'iCi décembre i6'i8.)
4. Si autant de points donnés que l'on voudra sont joints à un même point par des droites et si la somme des carrés de ces droites l'st égale à une aire donnée, leur point de concours sera sur une surface de sphère donnée de position.
(LeltL'o de Fermât à Morsenno, du w fiivrier i6!îi|,)
a;* — 9ic--i- i3a; = y'sSB — i
On demande la valeur de x. Ce problème reçoit trois solutions dont nous donnons la première, 3 — v'a, qui satisfait exactement ii la question. Qui donnera les deux autres sera pour nous un grand oracle. »
Ces deux autres solutions sont : 3 -i-v'i8 et 3 — v^.
(Lettre de Fermât à ItobervaL août ifiio.)
6. far un point donné à l'extérieur ou à l'intérieur d'une parabole, mener une droite qui détermine un segment de parabole d'aire donnée. Si le point est intérieur à la parabole, déterminer l'aire minima qui peut être ainsi rctrancbée do la paraliole par une droite passant par le point donné.
(Lettre de Fermât ■:< Gassendi, ifiiG?)
1. Galilée a défini mouvement uniformément accéléré celui dans lequel, à partir du repos, les accroissements de vitesse sont égaux pour des temps égaux.
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Quant à celui dans lequel les accroissements de vitesse seraient égaux pour des espaces parcourus égaux, il dit qu'il convient d'autant moins pour représenter ie mouvement de chute des graves, que, suivant cette hypothèse, le mouvement se ferait dans un instant, comme ii pourrait, dit-il, le démontrer très facilement.
On peut, pourvu qu'elle soit vraie, accorder à ce perspicace lynccen la conclusion qu'il n'a pas démontrée. Mais s'il a, du premier coup d'œil, vu ou cru voir dans l'obscurité la démonstration, on ne s'étonnera pas qu'elle soit réclamée par ses lecteurs, qui ne sont pas lyncécns.
Pour maintenir donc l'honneur de Galilée et pour faire qu'il n'y ait plus de doute sur sa proposition .et qu'on n'en dispute plus en invoquant dos raisons seulement probables, je vous envoie cette démonstration suivant la méthode d'Archimède.
2. Si autant de droites que l'on voudra, issues d'un même point, sont en progression géométrique continue, leurs différences seront également en progression suivant la même raison.
Soient, par exemple, les droites AH", BF, CF, DF, EF, etc. {Jig. "<)) en progression continue, leurs différences AB, BC, CD, DR seront en progression suivant la même raison.
En effet, si AF : BF ; : BF : CF, et que l'on retranche respectivement chacun des deux derniers termes du premier qui lui correspond, on aura dans le même rapport AB :BC :: AF :BF, et de même pour les autres. On prouvera de même que AF : CF :: AB :CD; que
IîF-.DF::lïC:Dli, oic.
3. Si l'on imagine un point se mouvant de F vers A {fig- 8o) d'un mouvement continuellement accéléré suivant le rapport des espaces parcourus, et que l'on prenne une série de longueurs en progression
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ciKiltnuc, comme AF, BF, CF, DF, EF, etc., le temps dans lequel l'esj}ace DE sera parcouru sera égal au temps du parcours de l'eapace DC;
en un mot, chacun des espaces ED, DC, CB sera parcouru dans uu même temps.
4. Je prouverai d'abord que les espaces CB, BA sont parcourus clans le même temps, d'après l'hypothèse faite sur le mouvement.
Si le temps pour AB n'est pas égal en effet au temps pour BC, il sera soit plus grand, soit plus petit.
Supposons-le d'abord plus grand. Le rapport du temps pour AB au temps pour BC sera donc celui d'une longueur plus grande que BF à BF. Soit Z cette droite, on aura : Temps AB : TempsBC : : Z : BF.
Prenez entre AF, BF autant de moyennes proportionnelles RF, MF, NF qu'il faudra pour que la plus petite, soit NF, soit inférieure à Z. Qui ne voit que ce résultat sera nécessairement atteint soit par l'insertion d'une seule moyenne, soit par le redoublement de l'opération effectué autant que de besoin?
De la sorte, AF,.RF, MF, NF, BF forment une progression continue, et. comme on a AF : BF : : BF :CF :: AB :BC, on peut continuer la même progression suivant le même rapport, de façon à avoir un même nombre de termes BF, OF, VF, XF, GF, de BF à CF.
Ceci posé, considérons chacun des espaces AR, RM, MN, NB, et comparons-les respectivement aux espaces BO, OV, VX, XC, chacun à chacun, c'est-k-dire AR à BO, etc.
Si, sur l'espace AR, le mouvement était uniforme selon le degré de vitesse acquis en R, et si, sur l'espace BO, le mouvement était également uniforme suivant le degré de vitesse acquis en 0, on aurait
Temps pour Aïl AR ^ Viicsse en lî
Temps pour RU ~ RO " Vitesse en R'
ce qui est hien connu et a, au reste, été démontré par Galilée luimême, ppop. 5 du Traité du mouvement uniforme.
Mais, par la première proposition, AR :B0 : : AF :BF, et d'après l'hypotlièse de l'accéiération du mouvement suivant les espaces ; Vitesse en B : Vitesse en R:: BF :RF. Donc
Temps pour Al! _ AF HF _ AE Temps pour BO ~ ÏÏË ^ RF " HF'
Si maintenant on suppose, sur l'espace RM, un mouvement uniforme
suivant le degré de vitesse acquis en M, et, sur l'espace OV, un mouvement uniforme suivant le degré de vitesse acquis en 0, on prouvera
de même que
TempsMR : TempsOV :: HF : MF.
De même, considérant les vitesses aux pointa N, V :
TempsMN : Temps VX :: MF : NF.
Enfin, considérant les vitesses aux points B et X pour les derniers espaces :
TempsNR : iempsXC : : NF : BE.
Mais, d'après la construction, les rapports AF : RF, RF : MF, MF : NF, NF;BF sont égaux; par suite, en sommant les temps suivant AB et suivant BG, le rapport de ces temps totaux pour des mouvements définis comme nous l'avons dit sera égal au rapport AF ; RF ou NF ; BF".
Mais le temps du mouvement accéléré sur AR est inférieur au temps du mouvement uniforme sur AR avec la vitesse en R; en effet, par hypothèse, la vitesse croît continuellement de R à A; donc, dans le mouvement accéléré, le mobile va plus vite de R en A que s'il parcourait l'espace RA avec la vitesse qu'il a en R.
On prouvera de même que le temps du mouvement accéléré sur RM est inférieur au temps du mouvement uniforme sur RM, avec une vitesse correspondant h celle acquise au point extrême M.
Enfin on établira que, pour ie mouvement accéléré sur la ligne totale AB, suivant l'hypothèse faite, le temps sera moindre que pour flhii.1t.— tu ^9
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m-. iîiouvcmL'nt imaginaire composé de mouvements uniformes, avec des vitesses correspondant à celles acquises aux points eîi;Lrcmcs des espacesAR. RM. MN, NB.
Hais, au contraire, le temps du mouvement accéléré sur BO est plus long que celui da mouvement uniforme sur BO avec la vitesse au point B, parce que la vitesse croît toujours de 0 à B dans le mouvement accéléré, d'après l'hypothèse; elle reste donc toujours inférieure il la vitesse correspondant au point B.
En raisonnant de même, on conclura que, suivant l'hypothèse faite, le mouvement accéléré sur la ligne totale BC demandera un temps plus long que le mouvement imaginaire composé de mouvements uniformes avec les vitesses correspondant aux premiers points des espacesBO.OV, VX, XC.
Ainsi le temps du mouvement accéléré snr AB est moindre qne le temps du mouvement imaginaire sur AB, et au contraire le temps du mouvement accéléré sur BC est plus grand que le temps du mouvement imaginaire sur BC; donc le rapport des temps des mouvements accélérés sur AB et BC est moindre que le rapport des temps des mouvements imaginaires sur les mêmes lignes AB et BC. Mais le premier de ces deux rapports a été supposé égal îi celui des droites Z :BI'; le second a été démontré égal il celui des droites NF ; BF. Donc
Z:Df<M' :Rr,
ce qui est absurde, puisque Z > NF.
Donc le temps du mouvement accéléré sur AB n'est pas plus grand que celui du mouvement accéléré sur BC. On démontrera avec la même facilité que le temps du mouvement accéléré sur AB n'est pas plus petit que celui du mouvement accéléré sur BC.
Supposons-le en eflfeE plus petit s'il est possible; le rapport des temps des mouvements accélérés sur AB et BC sera donc égal à celui d'une droite inférieure à BF et de BF. Soit G cette droite inférieure à liF, et par suite : TempsAB : Temps BC : ; G : BF.
Entre BF et CF intercalons une série de moyennes proportionnelles
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dont la plus grande OF soit plus grande que G. En cmployaiU li' même raisonnement ([ue dans la première partie de la démonstration, et en comparant les espaces sur AB entre les extrémités des moyennes avec les espaces analogues BO, OV, VX, XC, en changeant toutefois les vitesses uniformes, et en supposant, par exemple, que le mouvement sur AB se fasse avec le degré de vitesse acquis en A; que le mouvement sur BO se fasse avec la vitesse acquise en 0, et de même pour les autres espaces; il est clair que toutes les vitesses sur AB seront augmentées par la substitution des mouvements uniformes, tandis que sur BC elles seront diminuées, contrairement à ee qui avait lieu d'après les suppositions de la première partie de la démonstration. On conclura dès lors que le rapport des temps des mouvements uniformes sur AB et BO est égal à celui de RF ii AF, puisque, si les vitesses augmentent, les temps diminuent.
De même, pour les mouvements uniformes :
Temps RM : TempsOV : : MF : MR.
et enfin le rapport des temps des mouvements imaginaires composés de mouvements uniformes sur AB et BC sera égal au rapport RF : AF. puisque tous les rapports des temps partiels sont égaux à ce mèm{' rapport, qui vaut d'ailleurs OF:BF, d'après la première proposition.
Mais sur AB le temps du mouvement accéléré est plus grand que 1(( temps du mouvement imaginaire composé de mouvements uniformes, puisque nous avons supposé que, dans ces mouvements uniformes, les vitesses sont augmentées (on a pris en effet celles qui répondent aux premiers points des espaces AR, RM, etc.) ; au contraire, sur BC le temps du mouvement accéléré est moindre que le temps du mouvement imaginaire composé de mouvements uniformes, les vitesses dans ce cas étant diminuées et répondant aux derniers points des espaces BO, OV, etc.
Donc le rapport du temps des mouvements accélérés sur AB et BC est supérieur au rapport des temps des mouvements imaginaires sur les mêmes droites AB et BC. Mais le premier de ces deux rapports esl
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supposé égal au rapport G : BF; le set^nnd a été dcmonfré égal au nipport OF;BF; ilonc G;BF>OF:liF, ce qui est absurde, puisque G<OF, par construction.
Par conséquent, le temps du mouvement accéléré sur AB n'est pas inférieur au temps du mouvement accéléré sur BC; mais nous avons prouvé qu'il n'est pas non plus supérieur; donc ces deux temps sont égaux.
Par la même raison, il est clair que le temps du mouvement accéléré sur CD est égal à celui du mouvement accéléré, soit sur AB, soit sur BC, et, en continuant indétîninient le même raisonnement, que tous les espaces sans exception -sont parcourns en des temps égaux,
5. Cela établi, une troisième proposition va révéler la pensée de Galilée ou montrer la vérité de son affirmation.
imaginons le mouvement d'un grave tombant du point A, où il est en repos, jusqu'en H (/îg- Si), par exemple, et snpposons, s'il est pos-
sible, que la vitesse de chute s'accclcrc en raison de l'espace déjà parcouru. Admettons que le mouvement de A à H ait demandé une minute ou tout autre temps déterminé, et supposons que le mouvement se continue de H en K; je dis que le mouvement sur HK se fera en un instant.
Si, en etTef, il ne se fait pas en un instant, il demandera un certain temps déterminé, qui pourra être multiplié par un nombre tel que le produit dépasse le temps employé pour parcourir AH. Supposons que ce multiplicateur soit 5, c'est-ii-dire que 5 fois le temps du mouvement sur HK fasse plus que le temps du mouvement sur AH.
Prenez GA troisième proportionnelle aux droites KA, HA et continuez la série des proportionnelles suivant la même raison jusqu'à ce que le nombn; des espaces entre leurs extrémités surpasse 5; soient
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par exemple au delà du point H six espaces donnés par cette progression continue, HG, GF, FE. ED, DC, CB.
Comme on vient de le démontrer, le temps du mouvement sur HG est égal au temps du mouvement sur HK; il en est de même du mouvement sur GF, etc. Donc le temps du mouvement sur HB sera six fois le temps du mouvement sur HK; mais cinq fois le temps du mouvement sur HK fait plus que le temps du mouvement sur AH; donc, a fortiori, le temps du mouvement sur HB dépasse le temps du mouvement sur HA, ce qui est absurde.
Donc l'assertion de Galilée est vraie, quoiqu'il ne l'ait pas déraon-
6. Je vous ai écrit, illustre Gassend, en termes brefs et familiers, voulant seulement vous éviter de nouvelles difficultés de la part de Cazré ou de tout autre adversaire de Galilée; on en viendrait ainsi à des volumes sans fin, alors qu'une seule démonstration peut, de
l'aveu même des auteurs, renverser leur travail ou le rendre inutile et superflu.
(Lettœ de Kermat à Auzout? [G{S.l
Faire toujours disparaître les irrationelles dans les équations algébriques est une opération difficile et qui jusqu'à présent n'a pas été suffisamment travaillée par les analystes.
Supposons, par exemple, plus de quatre radicaux dans une équation dont il faille faire disparaître les irrationelles suivant les règles de l'art. L'analyste ne pourra guère se tirer d'embarras; plus il poussera ses calculs, plus la difficulté augmentera, jusqu'à ce que, fatigué de répéter sans fin les opérations, il reconnaisse qu'il n'a rien changé. L'Analyse doit-elle s'arrêtera cet obstacle et se laisser ainsi imposer silence par les irrationelles? Il faut que les savants étudient cette question et découvrent une méthode satisfaisante.
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Soit proposé pai' exemple :
\/ba — a'-^ \Jz^-\- da -^«^^- \/ ma -Y-\id''— a- — y'ra -^ a-=i 1/ -y- a.
Que l'analyste opère sur cette équation suivant les règles de l'art el (ju'il se débarrasse des radicaux, ou bien qu'il reconnaisse rinsutfisance des règles.
(Lettre de Foniiat à Careavi, du lo aoilL (Cjo.)
2. Soit quatre termes irrationels homogènes, dont la somme soil, dans le cas proposé, égalée à une droite, suivant l'équation
iy^î a — a'+ V'i' — d' ba + n' + \lba — «* + {la" — d'à = fj -h a — c.
On demande la tangente en un point donné de la courbe dont cette équation [en a et e] représente la propriété spécifique .
(Lettre de Pascal à Fermât, du 20 juillet iG5i.)
4. Soit un nombre quelconque de lettres, par exemple les huit A, H, C. D, E, F, G, H; formez-en toutes les combinaisons 4 à /|, 5 à 5, i> à 6, jusqu'il celle des 8. Je dis que, si l'on ajoute à la moitié du nombre des combinaisons 4^4 (savoir 35, moitié de 70) le nombre des combinaisons 5 ji 5 (qui est 5G), celui des combinaisons 6 à 0 (qui est 28), celui des combinaisons 7 à 7 (qui est 8), enfin celui des combinaisons 8 à 8 (c'est-à-dire i), on a le quatrième terme de la progression géométrique commençant à 2 et ayant 4 pou'" raison ; je dis le quatrième, parce que 4 est la moitié de 8.
Les termes de cette progression géométrique, commençant ii 2 el ayant 4 pour raison, sont en effet : 2, 8, $2, 128, 5 12, etc. Le i*'' esf 2, le 2* est 3. le 3* est 32 et le 4* <5st 1 28 ; or
1 28 = 35 + 56 + 28 -h 8 -1- ( ; ce terme est ainsi la somme des nombres des combinaisons de 4. 5, G, 7 et 8 lettres.
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8. ... La différence, de deux cubes consécutifs quelconques, diminuée de l'unité, est égale au sextuple de la somme des nombres jusqu'à ia racine du plus petit cube inclusivement.
Soient R et S les deux racines, qui diffèrent d'une unité; je dis que K' — S^ — I est égale au sextuple de la somme des nombres depuis i jusqu'à S.
Soit S = a, et par suile K = « -i- i,
H' ou («-hi)'=«'+3rt'-|-3«-M^ el S' ou a'=a\ La différence K^ — S' — 3«- -+- 3« + i% et en retrancbant l'unité,
Mais, d'après le lemme, le double de la somme des nombres depuis I jusqu'à S ou a est a{a + i) ou a- -h a. Donc 3a- -+- 3a sera le sextuple de cette somme.
Or 3a- + 3fl =. R' - S^' - 1 ; donc R'' - S' - r est le sextuple de la somme des nombres depuis r jusqu'à S ou a. c. >>. v. n.
PllKMIKIS Dicn AIIK MATIUiMATlCnilNS,
B. Proposez, si vous le voulez bien, à WalUs et aux autres matliématicions anglais, la question numérique suivante :
1. Trouver un cube qui, ajouté à la somme de ses parties aliquotes fasse un cube.
2. Par exemple, 343 = 7^ Les parties aliquotcs de ce nombre sont : I, 7, 49; si l'on ajoute 343 ii leur somme, on a 400 = 20^. On demande un autre cube ayant la même propriété.
3. On demande aussi un nombre carré qui, ajouté à la somme de ses parties aliquotcs, fasse un cube.
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j'attends la solution de ces questions; si elle n'est fournie ni par l'Angleterre, ni par la Gaule Belgique ou Celtique, elle le sera par la N'arbonnaisc, qui l'offrira h Sir Digby et la lui dédiera en gage d'une amitié naissante.
SECOND DÉFI AUX MATIIÉMATICIESS
[| est à peine quelqu'un qui propose des questions purement arithmétiques, il. est à peine quelqu'un qui sache les résoudre. Est-ce parce que l'Arithmétique a plutôt été traitée jusqu'à présent au moyen de la Géométrie que par elle-même? C'est la tendance qui apparaît dans la plupart des Ouvrages tant anciens que modernes, et dans Diophante lui-même. Car s'il s'est écarté de la Géométrie un peu plus que les autres en astreignant son analyse à ne considérer que des nombres rationels, il ne s'en est pas dégagé tout à fait, comme le prouvent surabondamment les Zétéùques de Viète, dans lesquelles la méthode de Diophante est étendue à la quantité continue, et par suite à la Géométrie.
Cependant l'Arithmétique a un domaine qui lui est propre, hi théorie des nombres entiers; cette théorie n'a été que très légèrement ébauchée par Enclide et n'a pas été assez cultivée par ses successeurs (à moins qu'elle n'ait été renfermée dans ces livres de Diophante, dont l'injure du temps nous a privés); les arithméticiens ont donc à la développer ou à la renouveler.
Pour éclairer leur marche, je leur propose de démontrer comme théorème ou de résoudre comme problème l'énoncé suivant; s'ils y parviennent, ils reconnaîtront au moins que des questions de ce genre ne le cèdent ni pour la subtilité, ni pour la difficulté, ni pour le mode de démonstration, aux plus célèbres de la Géométrie :
Étant donné un nombre non carré quelconque, il y a une inlinité de carrés déterminés tels qu'on ajoutant l'unité au produit de l'un d'eux par le nombre donné, on ait un carré.
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Par exemple, oa donne 3, nombre non carré.
3 X i'4- 1= 4 (carré), 3 X i6 -I- 1=^49 (carré).
Au lieu des carrés i et t6, on peut Irouvei' une infinité d'aud'es carrés satisfaisant à ia condition proposée, mais je demande une règle générale, s'appliquant à loul. nombre non carré qnolconquiï qui peut être donné.
On demande par exemple un carré, tel qu'en ajoutant l'uniLé à son produit par 149 ou par tog ou par 4^3, etc., on ait un carré.
(Lettre de Fermât à Digl)}', du (3 août 1657.)
4. Un nombre, somme de deux cubes, étant donné, le partager en doux autres cubes.
Ce problème n'a été résolu par Diopbante que pour les carrés; il ne l'a pas essayé pour les cubes, au moins dans les livres qui nous restent de son grand Ouvrage.
Par exemple, je propose le nombre 28, somme des deux cubes I et 27.
Il s'agit de partager ce nombre 28 en deux autres cubes rationels i!l de donner la solution générale de ce problème.
8. Diophante a proposé de partager un nombre carré en deux carrés, et de même, étant donné un nombre, somme de deux carrés, de le partager en deux autres carrés.
Mais ni lui ni Viète n'ont essayé d'élever la question jusqu'aux cubes; pourquoi hésiter ou différer de traiter une proposition pour laquelle l'honneur de la solution a été réservé aux analystes modernes?
Je propose donc de a partager un nombre cube en deux cubes rationels » ; de même : h Étant donné un nombre, somme de dinix
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314 ŒUVRES DE FERMAT. — CORRESPONDANCE. [340,402,403] cubes, le partager en deux autros cubes rationels », et Je voudrais savoir ee qu'on pense de ce problème en Angleterre et en Hollande,
(LctLfC (lo l-'ei'mal à Oigby, juin iGÎ8.)
1. Que les très illustres S''* Vicomte lîrounckcr et John Wallis aient enfin donné des solutions légitimes des questions numériques que j'avais proposées, je le reconnais volontiers; bien plus, j'en suis très heureux. Cependant, si vos éminents correspondants n'ont pas voulu avouer que les questions proposées les aient jamais embarrassés, même un seul moment, j'aurais désiré qu'au contraire ils aient bien voulu reconnaître de prime abord que ces problèmes étaient dignes d'être étudiés on Angleterre; leur triomphe eùf été d'autant plus éclatant que la lutte eût paru plus difficile. On peut faire cette concession à la fierté d'une nation aussi illustre et aussi féconde en grands génies; mais pour agir désormais en tonte franchise, si les Français avouent que les Anglais ont satisfait aux questions proposées, que les Anglais à leur tour reconnaissent que ces questions valaient bien !a peine de leur être proposées, et qu'ils ne dédaignent plus d'examiner attentivement et de pénétrer la nature des nombres entiers, qu'enfin ils appliquent la puissance et la subtilité de leur esprit à de nouveaux progrés dans cette théorie.
2. Pour qu'ils me l'accordent plus volontiers, je leur proposerai un exemple tiré do Diophante et de son célèbre commentateur Bâche t.
Dans la plupart des questions des Livres IV et V, Diophante suppose que tout nombre entier est ou bien carré ou bien somme de deux, de trois ou de quatre carrés. Dans son commentaire sur le problème IV, 31, Bachet avoue qu'il n'est pas parvenu à démontrer complètement cette proposition. René Descartes lui-même, dans une lettre qui sera prochainement publiée et dont j'ai eu récemment con-
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naissance, avoue ingénue ment qu'il ignore la démonstration et déclare que le chemin pour y parvenir lui parait des plus difficiles et des plus embarrassés. Je ne vois donc pas que l'on puisse douter de l'impoptancede cette proposition. Orj'annonccà vos éminents correspondants que j'en ai trouvé une démonstration compU'fe.
Je pourrais ajouter nombre do propositions très célèbres dont je possède également la preuve irréfutable; par exemple :
Tout nombre premier, de la forme 4" H- i. est somme de deux carrés; ainsi 5, i3, f], 29, 37, 4ii etc.
Tout nombre premier, de la forme 3«-i-f, est somme d'un carré et du triple d'un autre carré; ainsi 7, i3, 19. 3 1, 37, 43, etc.
Tout nombre premier, de la forme '&n-\- i ou Sn h- 3, est somme d'un carré et du double d'un autre carré; ainsi 3, ii, 17, 19, 4^- 43, etc.
Quant à la proposition de Bacbet ci-dessus, je l'aï proposée autrefois généralisée à M. de Sainte-Croix, et j'ai également la démonstration pour cette extension que voici :
Tout nombre entier est soit triangle, soit somme de 2 ou 3 triangles ; soit carré, soit somme de 2, 3 ou 4 carrés; soit pentagone, soit somme de 2, 3, 4 ou 5 pentagones; soit hexagone, soit somme de 2, 3, 4t 5 ou 6 hexagones; et ainsi de suite en continuant indéfiniment.
3. Tous ces théorèmes que j'ai découverts comme une infinité d'autres concernant les nombres entiers, et dont je possède des démonstrations générales, je pourrais les proposer à vos éminents correspondants et leur créer ainsi au moins quelque occupation. Mais il sera plus dans la franchise de ma nation de leur soumettre au contraire des énoncés dont j'avouerai que j'ignore la démonstration, quoique je sois persuadé de leur vérité.
On sait qu'Archimèdc n'a pas dédaigné de travailler sur des propositions de Conon qui étaient vraies, mais non prouvées, et qu'il a su les munir de démonstrations d'une haute sublilité. Pourquoi n'espére-
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rais-jo pas un semblable secours de vos émincnts correspondants, pourquoi, Couon français, no Irouvorais-jc pas des ArcHimèdes anglais?
i" Toutes les puissances du nombre 2, ayant pour exposant un des termes de la progression géométpique suivant la raison du même nombre 2, donnent des nombres premiers, si on leur ajoute l'unité.
Soit la progression géométrique suivant la raison 2, avec ses exposants :
^.. il. 8. 16. 3:1. G'i. r>.8. a56.
Le premier terme 2, augmenté de l'unité, fait 3, nombre premier.
Lo second terme 4- augmenté de l'unité, fait 5, nombre premier.
Le quatrième terme iG. augmonlé de l'unité, l'ait 17, nombre premier.
Le huitième terme 2S6, augmenté de l'unité, l'ait 2.17, nombri' premier.
Prenez en général toutes les puissances de 2, dont l'exposant est un terme de la progression, il en sera de même. Ainsi, le seizième est 65 536; ajoutant i, on a 65537, 'ï'^' ^^^ premier. De cette façon, on peut déterminer et calculer sans dilficulté un nombre premier plus grand que tout nombre donné.
Je demande une démonstration de cette proposition, qui est certainement très belle, que Je crois très vraie, et grâce si laquelle on peut, comme je viens de le dire, résoudre immédiatement un problème autrement très difficile, savoir : étant donné un nombre quelconque, trouver un nombre premier qui soit plus grand. Et cela donnera peutêtre à vos éminents correspondants la clef pour pénétrer tout le mvs- Eère des nombres premiers, c'est-à-dire étant donné un nombre quelconque, reconnaître, par la voie la plus facile et la plus courte, s'il est premier ou composé.
2" Le double de tout nombre premier, de la forme 8/( — 1, est somme de trois carrés.
Soit un nombre premier quelconque do la forme Sn — r, comme 7.
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23, 3i, 47i etc.; jo dis que chacun des doubles i4. 'l'J, <J2. 9';> <'*l somme do trois carrés.
J'affirme que cette proposition est vraie, mais seulement à la façcdi de Conon, attendant qu'un Archimède la démontre.
3" Si l'on fait le produit de deux nombres premiers, terminés par 3 ou par 7, et delà forme 4^* + 3,ec produit sera la somme d'un carr-é et du quintuple d'un autre carré.
Tels sont les nombres 3, 7, 23, 43, 47» '^7» etc. Prenez-en deux, par exemple 7 et aS; leur produit i6i est la somme d'un carré et du quintuple d'un autre carré. En effet 161 = 81 -1- 5 x 16.
Je dis que cette proposition est vraie en général et j'attends seulement la démonstration. D'ailleurs le carré de chacun de ces nombres est également somme d'un carré et du quintuple d'un autre carré, ce que je propose également de démontrer.
4. Pour ne pas paraître trop pauvre en démonstrations, J'ajoutei'ai une proposition que je puis prouver :
Il n'v a aucun nombre triangle, sauf l'unité, qui soit un bicarré.
Tout le monde sait que les triangles sont : i, 3, i«, i5, 21, 28, 36, 45, etc.
Il n'y a absolument dans toute cette série, indéfiniment prolongée, aucun bicarré, sauf l'unité.
5. Enlin, pour ne pas paraître me réfugier dans les nombres faute tie propositions géométriques, en voici quelques-unes, qui ne rougiront pas de se montrer en Angleterre. Les deux premières sont tirées de ma restitution des porismes d'Euclidc.
Soit sur le diamètre AB (^g. 90) le demi-cercle ANB; prenez en N le milieu de la demi-circonférence ANB, joignez NA, NB, et élevez en A, B les perpendiculaires AD, BC, égales à AN ou NB. Prenez sur la demi-circonférence un point quelconque E, joignez DE, EC, qui couperont le diamètre aux points 0 et V. Je dis que dans ce cas on aura AV--f-BO-r=AB'.
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Dans mon Traité, j'ai énoncé ce théorèmo ou problème sous une t'ovmc, plus générale, mais, pour le moment, il suffit de ce cas particul ier.
Fis- 90.
. Soient une paral>ole quelconque AMC {/ig. 91), A, lï deux points. quelconques pris sur cette parabole, MN un diamètre quelconque. Prenez sur la parabole un autre point quelconque C et joignoz-ie ;i A l't B. Vous couperez ainsi le diamètre toujours dans le même rapport.
Car si vous prenez un autre point quelconque, tel que D, vous aurez MO : OV : : MI : IN; les segments interceptés sur le diamètre seront toujours dans le même rapport.
Voilà des propositions que j'ai découvertes et démontrées et que j'offre en échange du théorème sur le tronc de cône oblique.
6. Mais je u'Iiésite pas au reste à proposer aussi en cette matièri^ aux Anglais des questions que je n'ai pas encore complètement résolues.
Ktant donnés des points, des droites et des cercles, trouver une
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parabole qui passe par les points donnés et touche les di-oitos ou les cercles donnés.
Il suffi È de quatre données. Par exemple : Etant donnés deux points. une droite et un cercle, trouver une parabole qui passe par les points donnés et soit tangente à ia droite et au cercle donnés. Il y a en tout quinze problèmes.
Je propose la même chose pour les ellipses ou les hyperboles ; mais, dans ce cas, il faut cinq données, points, droites ou cercles : ce qui fait en tout 2i problèmes.
Dans mon Traité des contacts sphériqiies, j'ai autrefois traité les problèmes analogues pour la sphère et notamment résolu avec bonheur la question suivante : Étant données quatre sphères, en trouver une cinquième qui soit tangente aux quatre sphères données.
Vous pourrez trouver ce Traité complet chez M. de Carcavi.
J'inviterai enfin vos éminents correspondants à mettre de côté tant soit peu les formules de l'Analyse et à traiter les problèmjis de Géométrie par la méthode d'Euclide et d'Apollonius, car il est à désirer que l'on ne voie pas se perdre peu à peu, dans les constructions et les démonstrations, cette élégance à laquelle visaient surtout les anciens, comme le prouvent assez les Données d'Euclide et les autres livres d'Analyse énumérés par Pappus, livres dont j'ai jadis complété la restitution en ajoutant aux travaux de Viète, de Ghetaldi et de Snellius mes Traités des lieux plans, des lieux solides et de ligne, des lieux en surface et des porisrnes, Traités que M. do Carcavi a également tous entre les mains.
(Loltri; de Fermât à Carcavi, juin i66o.)
1. En supposant la quadrature de l'hyperbole, on peut obtenir un
cercle de surface équivalente à la surface courbe engendrée par la rotation d'une parabole autour d'une ordonnée.
Soit donnée la parabole AD {fig- gS) ayant AE pour axe, DE pour ordonnée ou demi-base, ABC pour côté droit. On flemande de cou-
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slruirc un cercle dont la surface soit équivalente à celle de la surface courbe du solide engendré par la rotation de la figure ADE autour de l'ordonnée DE.
Fis. 9^-
Prenez en lî la moitié du côté droit AC, prolongea l'axe AE d'une droite EF égale à AB ou à la moitié du côté droit, et joignez DF. Construisez à part {fig- 96) une droite IQ égale à l'axe AE et prenez-en le double IR. Faites FE nu AB : DF : : QI : QH, et par le poini H
Fig. ç,'i.
meiîez HG perpendiculaire à IIIR et égale à DE. Décrivez uuc hyperbole TG ayant I pour sommet, IR pour axe transverse, Q pour centre et passant par le point G. Décrivez également à part une autre hyperbole ;(yant pour axe transverse MN égale au quart du côté droit de la
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|Kiriib(ilo (c'cst-à-tlirc que MN = i AC), pour centre V, t'L pour cùlé iln)it OVP égale à l'axe transverse. Soient MK cette hyperbole, M son sommet, ML son axe qu'on prolongera jusqu'à ce qu'il soit égal à l'axe AE de la parabole, enfin LK la perpendiculaire ou ordonnée en I.. Construisez un carré égal à l'excès du rectangle QH x HG sur l;i somme des doux aires hyperboliques IGH. MKL, dont on suppose la quadrature. La diagonale de ce carré sera lo rayon du cercle équivalent à la surface courbe dont nous cherchons la mesure.
2. Soit la cycloïde primaire ANIF {^fig- 97) d'axe AL), de demibase DF. Construisez ii l'intérieur ou à l'extérieur d'autres courbes telles que leurs ordonnées soient dans un rapport constant avec celle de la cvcioïdo.
Par exemple, GFD, HIC, MiNlî étant des ordonnées de la courbe extérieure AMHG, je suppose que le rapport GD : DF est donné et qmi l'on a GD : DF :: HC : Cl :; MB : BN. De même pour la courbe intérieure AROE, je suppose donné le rapport FD : DE avec l'égalité des rapports FD : DE : : IC : CO : ; NB : RB.
Je dis que les arcs des courbes extérieures, comme AMHG, sont toujours égaux à la somme d'une droite et d'un arc de cercle; que les arcs des courbes intérieures, comme AROE, sont toujours égaux à des arcs de paraboles primaires ou d'Archimède.
Je vous communiquerai, dès que vous le désirerez, l'énoncé du théorème général et sa démonstration.
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CONSEILLER AU PARLEKEST DE TOULOUSE
Savant lei;te[jr.
Il suffît qu'en tèto de eet Ouvrage apparaisse le nom de Fermât, pour que vous attendiez quelque chose de grand; un tel homme n'a rien pu imaginer qui soit petit, rten même qui soit médiocre; son esprit était illuminé de tant de clartés qu'il ne souffrait rien d'obscur; vous eussiez dit un soleil qui en un instant dissipe les ténèbres, et dont les rayons innombrables portent une éclatante lumière au sein même des abîmes, .lusqu'à présent Diophante a provoqué, et cela à juste titre, une admiration universelle; mais, pour grand qu'il soil, ci' n'est qu'un pygmée par rapport à notre géant, qui a accompli le tour immense du monde mathématique et parcouru de nouvelles régions inconnues à tout autre; Viète a été célébré par tous ceux qui, pendant notre siècle, se sont occupés des opérations algébriques, et pour la renommée de quelqu'un il suffît qu'on puisse dire de lui que, dans l'Analyse, il a pénétré la pensée de cet auteur; Viète cependant n'a pas atteint le sommet de la Science, comme le montreront les nombreux exemples développés ci-après; si Claude-Gaspar Bachet n'avail pas été pour moi un intime ami. je n'en aurais pas moins une eon-
Hosted by
staiile admiration pour la singulière subtilité de son analyse; ses travaux sur Diophante montrent assez clairement jusqu'à quel point sa vue était pénétrante dans les questions numériques; cependant elle est encore faible sî on la compare à celle de notre Linceo, qui lui dévoile ce qu'il y a de plus abstrus.
Mais pour ne pas recommander par son nom seul ce petit Traité, je veux dès maintenant dire en quelques mots quelles récentes découvertes lui sont dues et quelle en est la portée. En premier lieu, il y a certaines équations doubles dilFicifos pour lesquelles les analystes n'ont pu jusqu'à présent trouver qu'une solution unique; Bachet luimême affirme qu'on ne peut en trouver deux, tandis que Fermât va en donner tout à l'beure une infinité, sans être arrêté par les nombres faux et plus petits que zéro qui se présentent souvent dans les calculs de ce genre; il les soumettra en effet à un subtil traitement qui les réduit immédiatement à des nombres vrais. En second Heu, personne, que je sache, n'a encore résolu d'équation triple, à moins de l'avoir d'avance formée artificiellement et combinée de telle sorte que la soUilion en apparaisse immédiatement, même aux yeux des novices; Fermat a trouvé une métbode singuliiire pour résoudre les équations arbitrairement proposées de ce genre, en exceptant un seul cas que nous indiquerons ci-après. En troisième lieu, qui jamais a donné autant de s(dutions que l'on veut pour les expressions composées de cinq termes de degrés successifs? Qui, des racines primitives, a su en tirer de dérivées du premier ordre, du second, du troisième, et ainsi de suite indéfiniment? Personne sans doute; il Fermât seul appartient cette découverte, 11 n'a pas puisé ces inventions dans les ouvrages d'autrui, comme ont coutume de le faire certains arrangeurs, il les a tirées de son propre fonds, élaborées lui seul; et puisqu'il m'a fait l'amitié de me les communiquer dans ses lettres, je crois devoir les livrer ii l'impression, en commençant par reproduire textuellement, pour ne dévier en rien de sa pensée, un abrégé de toute sa méthode, auquel il a donné pour titre : Appendice à la Disserlalion de Claude-Gaspar Bachel. sur les doubles équations de Oiophante. Voici ses propres paroles :
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« Le subtil et savant analyste Bachet a distingué assez heureusement, à propos de la question VI, 24 de Diophantc, les divers modes et cas de l'équation double; cependant il n'a pas moissonné tout lichamp ouvert devant lui ; en effet, rîen n'empêche de donner des solutions en nombre indéfini pour les problèmes auxquels il n'en trouve qu'une ou deux tout au plus. Bien plus, il est aisé d'accomplir ce progrès et d'obtenir ce résultat par une opération facile.
» Soit proposé le sixième mode qu'il détaille assez prolîxemenl pages 1\3q et 4'i«: tous les cas qu'il a énumérés ('), grâce au procédé que je vais indiquer, sont susceptibles d'une infinité de solutions qui dérivent successivement de la première, si l'on réitère indéfiniment la même analyse.
1) Voici ce procédé : Cherchez la solution de la question proposée, selon la méthode ordinaire, c'est-à-dire celle de Bachet ou de Diophante; ayant ainsi obtenu une valeur numérique de l'inconnue, recommencez l'analyse, en prenant, pour valeur delà nouvelle inconnue, X plus le nombre trouvé précédemment comme solution. Le problème se trouvera ainsi ramené à une nouvelle équation double dans laquelle les termes indépendants de x se trouveront carrés, en vertu de l'emploi de la.première solution; par suite la différence entre les deux expressions se trouvera composée seulement de termes en ic* et en x, c'est- !i-dire de degrés consécutifs; cette nouvelle équation double pourra donc se résoudre d'après la méthode de Diophante ou de Bachet. La seconde solution ainsi obtenue permettra, par le même artifice, d'en calculer une troisième, celle-ci une quatrième, et ainsi de suite indéfiniment.
» Cette remarque, qui a échappé à Diophante, à Bachet et même .i Viète, comble la plus grave lacune que présente actuellement l'analyse de ces questions. 3fais le principal intérêt de ma découverte res-
(') Le sixième mode do Bachet correspond à l'ensemble des différents cas pour lesquels il obtient une solution de l'éqnation double sous sa forme générale :
rt,c'-i-ij:-^c = D, a^5-t-6'-<; + c'=n-
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sort surtout dans les problèmes, pour lesquels la première analyse lionne, comme valeur de l'inconnue, un nombre affecté du signe —, et qu'il faut par suite regarder comme plus petit que zéro. Ma méthode s'applique en effet dans ce cas, non seulement aux problèmes qui se traitent par des équations doubles, mais à tous en générai, comme on peut le reconnaître à l'essai.
» Voici la façon d'opérer : Cherchez, suivant le procédé ordinaire, (î'oi'r page 271, lignes 6 à tG) une solution en nombres vrais. » Ici s'arrête cet Appendice de Fermât,
Voici niaintenaul la matière de mon petit Traité; il est divisé en trois Parties : la première concerne les solutions en nombre indéfini des doubles équations, solutions qui peuvent d'ailleurs se présenter, soit avec le signe ■+-, soit avec le signe — ; la seconde Partie s'élève aux triples équations et révélera des secrets dont jusqu'à présent on n'a rien soupçonné; la troisième enfin aborde le problème de rendre égale à un carré une expression formée de cinq ou quatre termes, et (louLie le moyen d'obtenir des racines en nombre indétini, qui dérivent successivement des primitives.
PREMlERIi PARTIb:.
UES SOLUTIONS E^ NO.MiU'iL': l,M)r.ri.\l DANS LES DOUBLES ÉyUATIOiSS.
1. Il convient tout d'abord do rappeler brièvement la méthode ordinaire pour traiter une double équation. A^oici en quoi consiste cette méthode : On prend la différence des deux expressions qui doivent séparément être égalées à un carré; on choisit deux facteurs dont le produit forme cette différence, puis on égale soit à la plus grande expression le carré de la demi-somme des facteurs, soit à la plus petite expression le carré de la demi -différence des facteurs ; on obtient ainsi la valeur de la racine qui, substituée à l'inconnue dans chacune des deux expressions, donnera des nombres carrés. Je vais donner des
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exemples pour trois cas seulement, les autres pouvant être aisément ramenés à ceux-là.
2. Premier cas : Les expressions à égaler à un carré sont composées seulement d'un terme en x et d'un terme indépendant, comme les
deux suivantes :
La différence de ces deux expressions est 7 = 7 x i; la somme des deux facteurs est 8, et le carré de la demi-somme est 16. J'égale donc 10 = 20; -H j 2, d'où 2 pourlavaleurdea; dans chaque expression. Autrement la différence des mêmes facteurs est G, le carré de la demi-différence est 9, que j'égale à la plus petite expression, 2^ + 5; d'où la mémo valeur x ■= 1.
Les deux expressions donnent nécessairement, par substitution, les carrés iC) et 9.
3. Second cas : Les expressions sont composées de fermes en x-, en X, et indépendants ; de plus les coefficients de a;* sont carrés. Par
exemple :
La différence e3tiGj;-)-i6=4x (4^ + 4); '^ somme des facteurs : ^x -+- 8, le carré de la demi-somme : 4^^ + iGx + 16. En égalant à la première expression, on aura a; = 2.
Remarquez que dans ce cas, parmi les couples, en nombre indéfini, des facteurs dont le produit donne la différence ci-dessus, il faut choisir celui où le coefïicient de x est double de la racine carrée du coefficient de x^ dans chacune des deux expressions (on le suppose le même dans l'une et dans l'autre); c'est ainsi que nous avons pris ^x, pour que le carré de sa moitié fasse {\x^.
Les deux expressions donnent, après substitution, les carrés 6/1 etiti.
4. Troisième cas, celui qu'il importe surtout de remarquer, car c'est
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cekii qui nouri servira 1g plus souvent : Dans chacune tlos deux expressions, le ternie indépendant de œ est un carré ; ce peut d'ailleurs être le même carré, ou bien il peut différer de l'une h l'autre, comme si l'on a, par exemple,
x-—S.x-hiC)=n, 3:»^— 48,77 -h 6.'| = n-
Mais alors on divisera le plus grand carré par le moindre, Cy''\ par iG. et l'on multipliera la plus petite expression par le quotient 4 ; on aura ainsi deux expressions, dans lesquelles les ITermes connus seront des carrés égaux :
^x- — 'i2.x -H 64 = D, 3,*^— -',Sx + 64 =:a-
Leur différence ic=+ 160; = x(x -h 16). Remarquez que je prends iG comme terme connu du second facteur, parce que c'est le double de S qui est la racine du carré commun aux deux expressions. La somme des deux facteurs est 2x + iG; le carré de leur demi-somme est a;- 4- 16 a: -h 6-4; je l'égale à 4^'— 32ar + G4; et j'obtiens œ^iij. D'où, en substituant dans les expressions proposées, les carrés i44 et G 4.
Règle générale pour obtenir en nombre indexai des solutions de doubles équations.
5. Prenez la valeur de la racine obtenue par la méthode ordinaire, et joignez-la 'ax, en lui maintenant son signe, soit +, soit — ; substituez à X cette nouvelle expression de la racine dans les termes de la double équation donnée; vous aurez de nouvelles expressions à égaler à un carré; cherclicz alors la valeur de x par la méthode ordinaire, suivant le troisième cas que je viens de donner et sur lequel j'ai appelé l'attention; cette nouvelle valeur, qui rend carrées les nouvelles expressions formées, devra maintenant être jointe à la première valeur obtenue, en tenant compte des signes -f- ou — ; on obtiendra
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ainsi une seconde valeur de x rendant carrées les expressions primitivement proposées.
Soit par exemple la double équation
En dehors de ia solution immédiate « = 2, on trouvera encore, par la méthode ordinaire, x = j- ie vais me servir de ces deux valeurs pour en tirer de nouvelles solutions; je prendrai, en premier lieu, suivant la règle, comme nouvelle représentation de l'inconnue, x-i- 2. Substituant à X dans la première expression égalée à un carré, c'està-dire 4^ + I. j'ïii 4^"!- 9 (si en cifet x devient a; -1- 2, Ifx deviendra 437-1-8 et en ajoutant i, terme connu de l'expression, il vient 4^-1-9)- De même, substituant x+-2 a x dans la seconde expression, x" ~ 2x -h 1 , on aura à égaler à un carré la nouvelle expression x^-i- 2x -i- Ç) (*). Si l'on en retranche la précédente, c'est-ii-dirc f^œ ~\- g, et qu'on achève l'application à cette double équation de la
règle ordinaire, on obtiendra x=^; en y ajoutant 2 ('puisque la nouvelle représentation de l'inconnue est x -h 2), on aura -^ comme nouvelle valeur de l'inconnue pour le système proposé.
velle; je prends pour inconnue x -h j, et je substitue cette représentation à X dans les expressions 4^ + 1 et x^—ix-hi; il vient f^x -i~ ^ et x'^ 1 — p-- Les termes indépendants de x étant carrés
(') Billy pi'end absurdcraciit pour seconde expression : ^-— a.r-f- 1, qui esl identiquement un carré.
(2) Erreur de calcul, le résultat de la substitution élanl x^-\-'i3: + t. Néanmoins la
valeur -y satisfait à la double équation, par suite de la circonstance signalée dans la note
précédente.
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tic parL ftt d'autre, la double équation pourra être résolue comme il a été dit n''4 pour lo troisième cas; on trouvera x = -^, et en ajoutant 7 pour représenter l'inconnue], on obtiendra ■'^ comme nouvelle valeur de l'inconnue dans le système proposé.
8. Nous avons ainsi des secondes valeurs dérivées des premières; de ces secondes on peut en tirer des troisièmes en employant exactement le même procédé. Ainsi, soit à dériver une troisième valeur de
para;-f-— , que je substitue k œ dans les expressions /|^-i-i et it'- — 2iC -t- I, ainsi que j"ai déjà expliqué; j'obtiens ainsi
^x -i- iQ et .^--4- ■— .J7+ ^,
expressions où les termes indépendants de x sont carrés; j'en déduis
X ~ — f^ Q o — ; j ajoute —I u après la position pour 1 inconnue,
. ., - Il - 3iS6'îfio6(i-j I - 1 i-j. ■ 1 I
et 1 ai, pour celle-ci, + , ,-, ■,.■1 valeur ciui, substituée dans les
■' ^ aoi2.'i43i7t> '
expressions proposées, donnera des nombres carrés (').
9. On voit ainsi qu'on peut trouver un nombre indéfini de solutions; les premières en procurent en effet du second ordre, celles du second ordre en procurent du troisième et ainsi de suite indéfiniment. Dans l'exemple donné, nous avons de la sorte obtenu cinq solutions différentes, et des dernières on peut de même en tirer de nouvelles; par conséquent, toute double équation a un nombre indéfini de solutions, c. q. v. «.
(') Billy aurait dû aupprimer les facteurs communs; il aurait trouvé ainsi pour l'in- 35 9i5i3 _ 80867 IU769 ~~
connue la valeur ; — ■ ■ t- = ■: — ~ • Ces divers exemples ne peuvent 6ire attribués
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Il ne faut pas se décourager, si l'on rencontre comme wliuiim (les nombres faux ou plus petits que séro.
10- Il arrive assez souvent que les calculs conduisent à des nombres Taux; dès lors, faute d'expérience, on perd aussitôt courage et on se figure être tombé sur un cas d'impossibilité. J'affirme, au contraire, avec notre Fermât, que même alors oti peut déduire une solution du résultat obtenu,
Snit, par exemple, proposée la double équation
— 3^ + i = n, iw- — !\x -\-] — C\.
La méthode ordinaire conduit à la valeur x = — li, qui, substituée dans les expressions, donne effectivement les carrés positifs 9 et 49. Cette solution est, je l'avoue, un faux nombre; cependant elle peut servir à trouver des nombres vrais. Prenez x — 4 comme nouvelle position de l'inconnue, et substituez dans les expressions proposées; elles deviendront — 2^7 -h 9 et nx^ — 20X +- 49 (en effet puisque 2x donne 2x — 8, si l'on retranche ce binôme de i, comme l'exige le signe —, il viendra pour la première expression transformée 9 — 2x; de même ^x" devient 2.x^ — i6x-h32; [\x donne 4^—16, qu'on doit retrancher de 2a;* — 16^ -H Sa après avoir ajouté i à ce trinome, selon la composition de l'expression primitive; on a ainsi 2c»^ — 20a: + 49)- Dans les expressions transformées, les termes indépendants de x sont carrés; la méthode de Diophanfe permet donc de trouver une valeur de x\ j'en retrancherai !\, puisque j'ai pris ic — 4 poui" représenter l'inconnue; j'aurai ainsi une solution
trouver un vrai qui satisfait au problème, comme on peut le vérifier.
Boit encore proposée la double équation
8jtM-i6j.'-|-/| --=n, ix-^\.T.^ (\—U.
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On irouvera facilcmeriL les solutions — 2 et — ~; mais, comme ce sont de faux nombres, je prends x — o. comme nouvelle position do l'inconnue; je substitue à x dans les expressions proposées et j'ai les transformées
pour lesquelles ta méthode de Bachot donne la valeur x~ -^i j'en retranche 2 (puisque j'ai posé x ~ 2 pour l'inconnue) et j'ai, pour le
système proposé, la nouvelle solution, h ■■ V:n faux nombre en a
donc procuré un vrai satisfaisant il la double équation. II en es! de même pour tout autre faux nombre, et l'on peut même obtenir par l'intermédiaire d'un faux nombre une infinité de solutions, au moyen de dérivations successives.
le prendrai pour troisième exemple la double équation
La méthode ordinaire donne la solution —4; II faut donc recommencer l'opération, après avoir substitué -v — \ à x et avoir ainsi obtenu les expressions transformées
Comme les termes indépendants de x sont carrés de part et d'autre, la méthode de Diophante fournit une valeur de x pour ces dernières expressions; j'en retranche 4- d'après la position prise pour l'inconnue, et j'ai ainsi pour le système proposé la solution vraie et
réelle H — Tirr-, — -'■• H ne faut donc pas se décourager s'il arrive gue 988^1999 roi
l'on rencontre de faux nombres; les exemples qui précèdent montrent
lUimment on peut en tirer dos nombres vrais.
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Pour ce. procédé de résolution des doubles équations, il faut que la différence des expressions égalées à des carrés soit formée d'un terme en xet d'un terme en x.
14. Tl arrive souvent que, dans les doubles équations à résoudre, la différence des expressions soit constituée seulement par un terme en X. Si, par exemple, on a
en retranchant la seconde expression de la première on a, pour différence, ax. Il peut arriver aussi que la différence soit formée d'un
terme en x et d'un terme connu; si l'on a, par exemple,
suivant que l'on supposera que la première expression soit la pUis grande ou la plus petite (ce qui est assez souvent indiiférent) la différence sera 2737 — 9 ou — 27 a; -H 9. Mais, pour appliquer la méthodi' de Fermât, il faut avoir soin que la différence des expressions soi( formée d'un terme en x- et d'un terme en x, autrement le calcul n'aboutirait nullement à fournir une nouvelle solution; pour que d'ailleurs la différence soit constituée d'un terme en x- et d'un terme en X, il faut ramener à l'égalité les termes connus, qui sont carrés, en procédant comme je l'ai montré plus haut (n" 4).
Soit proposée, par exemple, la double équation
La méthode ordinaire donne a; = — 2; il faut donc, d'après le procédé de Fermât, substituer .« — 2 ii ic, ce qui donnera pour les expressions transformées : x^— "ix -f- 4- et ^- — j; -h i. Si l'on prend la différence 2a: — 3 on 3 — ix (suivant que l'on suppose que la première expression est la plus petite ou la plus grande) et si l'on décompose cette différence en facteurs, de quelque façon que l'on s'y prenne, l'on
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n'avancera en rien. Pour parvenir au hut tiésiré, il est nécessaire de ramener les deux expressions à avoir le même carré pour terme connu ; pour cela, on divisera le plus grand carré par le moindre et on multipliera par le quotient l'expression où figure le moindre carré. Ainsi, dans l'exemple proposé, divisez 4 par i, multipliez par le quotient 4 l'expression x- — x-\-t, vous aurez les deux expressions disposées pour être traitées par notre procédé : /ix^ ~ l^x + 4 ai x"^ — ^x ^ !\.
Suit encore proposén ia doubla équation
x'-~^x + if:> = U, 3^^ + 48jc + 6.'i = n-
La méthode ordinaire (') donne la va1euric= iG. Il faut donc subhlituer a; + iG à x dans les deux expressions qui, ainsi îransi'ormées, deviennent
a;^+24^-h556 = D, 3j'^ + i4/|.r + i6oo — n-
On ne peut pas prendre pour différence ^x--\- iiox ^ i'M\\, puisqu'il serait impossible d'arriver ainsi à la solution. Que faut-ii donc faire? Ce que nous avons déjà indiqué et répété : divisez iGoo par sSG et multipliez par le quotient -;- l'expression x- + 24^7 + aSG; le produit -j-x--]-ioox -1-1600 avec l'autre expression 3^- -1- ïl\\x + iGoo donne un système dont la diiférence sera formée de termes eu œ^ et x; il sera donc possible d'obtenir une nouvelle solution.
Ce procédé est applicable à la solution non seulement de la double équation, mais aussi d'autres équations quelconques.
17. C'est un champ très fertile que celui que nous avons commencé ;i cultiver; car la méthode de Fermât peut fournir une inlinilé ilc
l ' ) Billy s'est oiieore trompé ici, probablement en prenant la solution du n" -t pour un système où la valeur absolue des coefficients est la même. Cette solution satisfait ici aeeidentellement ; mais, en opérant la substitution dans la première expression (laquelle au reste est identiquematit un carré), Billy a do plus commis une erreur de calcul, puisqu'il aurait dû trouver : j:--i- 'ii.c-i- 144.
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solulions non seulement pour les doubles équations, mais encore pour les autres. Soit par exemple proposé de trouver un nombre doVit le produit par 12, retranché de la somme de 8 fois son carré et de 8, fasse un cube. Soit x ce nombre; il faut que Sx- — 12a: -t- 8 fasse un cube. Prenons 2 — a; pour racine de ce cube ; on aura
faux nombre qui satisfait à la question. Pour en avoir un vrai, substituons ^ — 2 h a: dans l'expression proposée 8ic^ — i2iK + 8; la transformée sera 8x^ — 44^ + 64 à égaler à un cube. On prendra pour
racine de ce cube 4— ~r^(4 étant la racine cubique de G4, l('rmii connu de la transformée, — a; est le quotient obtenu en divisant 44*'< terme en œ de la transformée, par 3 fois le carré de la racine cubique 4, c'est-à-dire par 48). En formant le cube du binôme ci-dessus, j'ai
64 — 44* -i — r*^ ô-^' à égaler à la transformée Sx^ — l[^x-\- 64,
d'où je tirer = 2 -%t-' Si je retranche 2, puisque j'ai pris x — 2 pour représenter l'inconnue, j'aurai pour celle-ci la valeur -^ • C'est le nombre cherché ; si l'on forme son produit par 1 2 et si on le retranche
de la somme de 8 fois son carré et de 8, on obtient le cube --^—-^
dont la racine est ^^■
18. Supposons encore qu'on demande un triangle rectangle dont
l'aire, ajoutée à l'hypoténuse, fasse un carré. Je forme ce triangle
des nombres ic -H I et x; les côtés seront 2x- +■ 20^ -{- 1 , 20! + 1,
2x^ ■+- 2x. J'ajoute l'aire 2.r'-i- 3a:* ■+- x à l'hypoténuse ix^ + zx +1;
j'ai 2a:* -+- Sa?" + 3x + I à égaler a un carré. En prenant pour racine
II
de ce carre i -h -x, ] obtiens a; = ~ -g ■
Substituons donc ar — -0- à ^r dans l'expression à égaler à un carré;
nnusarriverons. pour la valeui' île riinionniir' dans les premifîi'es posi- , 2673
19. De, même, si l'on demande un triangle rectangle dont l'ain', ajoutée à l'un des côtés de l'angle droit, fasse un carré, vous formerez cp. triangle comme il a été dit sous le numéro précédent; vous ajouterez l'aire ^x^ ■+- 3ic' -f- a; au côté 2.z -f- 1. On trouvera a- := — ^■ Substituez donc :r — - à .x dans l'expression à égaler à un carré. I.a transformée sera
nue primitive ^tt^' d'où le triangle cherche
10988674 69274^4 853oo5o 3458624 ' 2458624 ' 2458634 '
Noiwelle méthode pour la solution des doubles équations.
Soit proposée la double équation
25a;^+ 4^ — 6 T^ □ , 9^*H- 'iox — 6 -_ p .
La méthode ordinaire consiste à ramener à l'égalité, par le procédé indiqué au n" 4, les coefficients de x^. Toutefois cela n'est pas nécessaire; on peut prendre immédiatement la différence i6ic^ — \^x, puis la décomposer en deux facteurs tels que la somme des termes en asoit loa; (double de la racine de i^x^). Ces facteurs seront H,t et 2x — 2; en égalant à la première expression ^Sx--\- l^a; — i), que nous avons supposée la plus grande, le carré de la demi-somme de ces
facteurs, on trouvera x= -■
Soit encore ii résoudre la double équation
On peut en obtenir trois solutions; la première en prenant la différence des deux expressions, qui est 168a:* -f- B'^ZGx, et en la décomposant en deux facteurs dont le binôme aura pour ferme connu 26, c'est-à-dire le double delà racitie de 169; c'est là la méthode ordinaire. En second lieu, on peut ramener à l'égalité les coefficients carrés de x^, en multipliant par i6g les trois termes do la seconde expression, comme je l'ai expliqué au n" 4. En troisième lieu, on peut prendre comme facteurs i4^ et 12^-1- - — -, dont la s(]mtnL% comme terme eux. aura 26a;, c'est-ii-dirc le double de la racine de î6ç)x'. C'est là la méthode de Fermât qui donne la valeurs = ^° °'^J' ■
23. On pourra dire que cette méthode est ingénieuse, mais inutile, en tant qu'elle procède seulement avec des facteurs trouvés par artifice et combinés de telle façon que leur produit donne la différence des expressions à égaler à des carrés et que dans leur somme figure un terme double de la racine du terme en x^ de la plus grande des deux expressions. Mais on ne peut faire cette objection que si l'on ignore que c'est cette méthode qui a fourni la solution d'an très beau et très difficile problème, lequel a fait le tourment de tous les analystes et qui serait demeuré sans réponse, si par son procédé Fermai
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ne fiif arrivé à délier lo nœud gordien. Celui qui accuserait cette méthode d'inutilité peut au reste voir la solution de dlvoi's problèmes donnés ci-dessous n'"45, 47, 48, 50. Il est d'ailleurs facile de reconnaître comment on doit former les facteurs en question; il suffit en eff'et de prendre le double de la racine du coefficient de x^ dans la plus grande des deux expressions, et de partager ce double en deux nombres dont le produit fasse la différence des coelficients de x'. Ainsi dans le premier exemple on prend ro; on le partage en deux nombres dont le produit est i6. On trouve ainsi 8 et 2; de même pour les autres cas.
Aptes (jue l'Analyse a trouvé les solutions primitives, on en obtient de nouvelles en réitérant l'opération.
24. 11 arrive assez souvent que dans un problème le calcul conduise h de faux nombres; j'ai déjà montré ci-dessus comment l'artifice analytique de Fermât remédie à cet inconvénient, mais je vais donner aussi un moyen singulier dont les résultats sont innombrables : ce moyen c'est l'opération réitérée; toutefois, pour qu'elle aboutisse. Il faut emprunter à l'Analyse les nombres primitifs à prendre dans la seconde opération.
25. Soit, par exemple, à chercher un triangle rectangle dont l'hypoténuse soit un carré, aussi bien que la somme des côtés de l'angle droit. Je forme ce triangle des nombres simples a; h- 1 et a: ; les trois côtés seront dès lors : ix^-h 2ic + r, ax-hi, ix^ -^ ix. Il faut égaler à des carrés, d'une part l'hypoténuse ix- -\- ^x -\- \ ; de l'autre, la somme des côtés de l'angle droit : ix^^ ^^x + 1 . La méthode ordinaire donne la valeur a; = Les deux nombres générateurs du
triangle seront donc et '-> ou, si l'on prend les numérateurs
seulement, pour avoir des entiers, — 5 et — 11, d'où le triangle : 169. 119. 120. J'infère de là que, pour résoudre le problème, il fallait 4'^bord trouver un triangle rectangle dont l'hypoténuse fût un carré.
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en même temps que la différence des côlés de l'angle- droit. Cette conclusion résulte forcément de l'analyse qui précède et ce triangle est : 169.119.1 20, formé de — 5 et — 12 ou de +5 et +12. Je réitère donc l'opération et je forme le triangle cherché des nombres a: -+- 5 et 12. J'arrive ainsi, grâce à ce triangle primitif, comme on le verra plus clairement sous le n" 45, à une double équation qui ne donnera plus de faux nombres, mais bien des nombres vrais.
26. Soit encore à chercher un triangle rectangle tel que le produit de l'hypoténuse et de la somme de l'un des côtés de l'angle droit et de la moitié de l'autre fasse un carré, après que de ce produit on aura retranché l'aire du- triangle. Je le forme des nombres simples i et X -\-\; les côtés seront a;^ + 20? -h 2 ; x^ -^o-x', ix -H 2. J'ai donc à multiplier x^ -\- ix -\- ^ par »;* + 3a; + i, et à retrancher du produit : X"' -I- Sa;* + 9^- + 8a; H- 2, l'aire ; a;' -1- 3a;* -t- ix. Le reste
est à égaler à un carré ; je prends pour ce carré
et j'obtiens a; — — -■ Si nous nous arrêtions ici, le second côté du
triangle, .i»^+ 2a;, serait plus petit que zéro et la solution inacceptable. Je réitère donc l'opération en formant le triangle des nombres
iiî + i et 2; les côtés sont dès lors : a!^ + 2x-i-5; ic'-i-2a; — 3; l\x ~\- [\; le produit de l'hypoténuse par la somme de l'an des côtés et de la moitié de l'autre, donne, après retranchement de l'aire, a;'-)-4i»' + 6a;' -t- 2oa;-i- I que j'égale au carré (n- loa; — x^)^;
j'obtiens ainsi un nombre vrai, a; = -^- D'après les positions, ii faul donc former le triangle des nombres ^ et 2, ou, en prenant des entiers, 29 et 12. Les côtés du triangle cherché seront 985.697. 696. JVous serions arrivés au même résultat en substituant, x ~ -a x dans
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réquation x" -+- l^x'^ + 6a;^ + 6^ + 2 = G. qui dcvitiiit par cplto substitution x'^ + ix^ -^ -x'^ -^ -X +■ ~ =n, soit U -^5x — xA^\ d'au x~—- En rctraachant -. j'ai ^ pour la valeur de l'inconnue clans
les premières positions, d'après lesquelles j'aurai en eonséqiicnee ii former le triangle des nombres entiers 29 et [ 2.
2T. Soit enfin à chercher un triangle rectangle dont l'hypotéiiuse soit un carré, aussi bien que la difTérencc des côtés de l'angle droit. Si je prends les nombres ^ + 1 et i pour générateurs du triangle, les côtés seront : a;°+ 2ir-i- 2; a;*+ 2a;; 2x -i-2. Retranchez le dernier 2iCH-2 du moyen x'+nx; j'ai la différence : x^ — 2 qui doit être égalée à un carré, aussi bien que l'hypoténuse ^*+2a;+2. Cette
double équation me donne x = — -^; par suite, d'après les positions, les nombres générateurs du triangle seront — -^ et i, ou, en faisant disparaître le dénominateur, — 5 et -+- 12. On pourrait réitérer l'opération pour trouver le triangle demandé, mais on remarquera qu'il est immédiatement fourni par la formation de 5 et 12. On a en effet ainsi le triangle rectangle 169.1r9.120 dans lequel l'hypoténuse est un carré, aussi bien que la différence des côtés de l'angle droit.
Bachet trouve une impossilnlilé là où Fermai donne une, solution facile.
28. Je dois avouer qu'à la vérité la méthode ordinaire donne une inlinité de solutions pour nombre de questions, quand, par exemple, dans la double équation, les expressions sont formées de termes en x différents et d'un même terme connu carré; il est aisé, en effet, dans ce cas de trouver autant de solutions que l'on veut; c'est pourquoi lîachet, dans ses remarques sur Diophante, VI, 24, après avoir donné une solution unique par son second mode de solution des doubles équations, en fournit une infinité par son quatrième mode. Mais il y a d'autres doubles équations moins maniables pour lesquelles les mé-
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tliodos ordinaires ne fournissent qu'une solution ou deux au plus; ol par suite, le célèbre commentateur de Diophante dit, au même endroit, qu'on ne peut obtenir qu'une solution unique lorsque les expressions sont composées de trois ternies et que leur différence n'en comporte qu'un seul; ou bien lorsque les expressions sont formées l'une de trois termes, l'autre de deux seulement, le terme carré étant d'ailleurs le même de part et d'autre; ou enfin lorsque les expressions sont seulement formées de deux termes, l'une d'un terme en x- et d'un connu, l'autre d'un terme en x et d'un connu; il ajoute encore qu'il y a deux solutions lorsque les cociïicients de x'^ et les ternu's connus sont des carrés. Tout en respectant ce grand matbématicicn, je puis dire que dans tous les cas qu'il a ainsi énumérés la méthode de Fermât procure une infinité de solutions; les exemples suivants voni le faire voir clairement.
Soit tout d'abord la double équation
La différence des expressions ne comprend qu'un seul terme, 8a;; et l'on trouve a; = 3. Bacbet, avec sa méthode, chercherait inutilement une autre solution. Mais qu'on substitue ^ + 3 à ^, les expressions transformées deviennent iX- + gx-i-25 et œ^'-hx + i; les termes connus étant carrés, on peut toujours résoudre cette double équation; si l'on rencontre de faux nombres, il n'y a pas à s'en effraver, car j'ai déjà donné plus haut le moyen d'en déduire des vrais.
Soit, pour troisième exemple, ia double équation
vous trouverez deux solutions, gui sont ^ et -^; on peut on dcdu T 8 220' ^
une infinité d'autres en sul)stituant a tente de donner eette indication.
32. Enfin Bachot dit que l'on trouve deux solutions pour les doubles équations oîi les coefficients de a;= et les termes connus sont des carrés, comme dans celle-ci :
Les méthodes ordinaires donnent en effet les solutions ^ et y Mais si
l'on en demande davantage, Bachot s'arrête, tandis que notre Fermât se dégage aisément de la difficulté, et fournit une infinité de valeurs. .l'ajoute que, même dans ce cas, Racbet ne donnera pas toujours deux solutions; sa méthode n'en fournit, en effet, qu'une seule pour telle double équation, comme
Bien plus, il arrivera souvent qu'il ne pourra même en donner une seule comme pour la double équation
où la valeur sera affectée du signe ~ . J'ai déjà dit comment la méthode de Fermât donne toujours une infinité de solutions, même quand on tombe sur de faux nombres.
Diophantc, IV, 29, étant arrivé à l'équation
liachet dit qu'elle ne peut être résolue que de deux manières, en choisissant la racine du carré de fa^on h éliminer avec les termes en .r' el
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les termes connus, soit les termes en x, soit les termes en a?*, de façon que dans l'équation finale il ne reste soit que des termes en tK^eten a;", soit que des termes en x'^ et en œ. Il trouve ainsi seulement les valeurs - et ^ pour^. Fermai en trouve au contraire une infinité, et en premier lieu il élimine aussi les termes en ce- do façon à laisser subsister dans l'équation soit seulement les termes en œ^ et x^, soit le terme on X et le connu. D'autre part. Bachot remarque que si l'on prend pour racine du carré : 3x^-h6x — i, on tombe dans l'inconvénienl d'égaler à zéro ^^x^ -h ^ox^. Cet inconvénient n'arrête pas Fermât. En troisième lieu, chaque valeur trouvée est pour lui la source d'une infinité d'autres, comme je l'ai déjà expliqué.
34. Enfin Bachot, sur Diophante, IV, 28, dit qu'il est impossible d'égaler à un cube Bœ^ — x^ + Sx ~ i; il en donne comme raison que l'on ne pourrait prendre que le cube (2x — iy afin d'éliminer le terme en x^ et le terme connu; mais, avec tout le respect que je lui dois, cela est inexact; car tout d'abord on peut prendre le cube {^x — r J et trouver ainsi x= y^- En second lieu, rien n'empêche de prendre le cube {2x — i)\ car, si l'on trouve ainsi a; = -^ on
peut faire une substitution en partant de cette solution. Au reste, je développerai plus longuement ces questions dans ma troisième Partie.
Fermât a dépassé Viéle.
35. Viète a nié trop précipitamment qu'il fût possible de partager un nombre, somme de deux cubes, en deux autres cubes; Fermât (') enseigne comment ce problème peut être résolu d'après le commentaire de Bachet sur Diophante, IV, 2 (ce dont pourtant Bachet lui-même ne s'était pas aperçu). Soit en effet 9, somme des deux cubes 8 et i, ïi partager en deux autres cubes. On cherchera d'abord deux cubes ayani
(1) Voir ci-dessus, Observations sur Diophante, 8 et 0, pa!;ts a4G et siiiv. Ferhit. — 111. h'i
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pour différence g; à cet effet, on appliquera la règle suivante : Faire le produit de chacun des deux cubes 8 et i par trois fois la racine de l'autre; diviser les deux produits par la différence des cubes; ajouter la plus grande racine au plus petit des deux quotients; retrancher la plus petite racine du plus grand quotient; la somme et la différence ainsi obtenues donneront les racines des cubes cherchés. Dans
l'exemple choisi, ces racines seront donc — et — ; les cubes —^ et ^ 7 7 343
-^^ • En second lieu, deux cubes étant donnés, on peut en calculer deux
autres ayant la même différence ; voici la règle à cet effet : Faire le produit de chacun des deux cubes donnés par trois fois la racine de l'autre; diviser les deux produits par la somme des deux cubes; retrancher la plus petite racine du plus grand quotient et la plus grande racine du plus petit quotient; les restes seront les racines des cubes cherchés. Mais ceux qu'on a trouvés en dernier lieu ont pour différence 9; les autres cubes ayant la même différence 9 auront donc
pour racines — n--^ et — ^ — > et ces cubes seront -~ ^, ^.r^-rh-, — - et ' 90 591 go dgi ^38 ^42 637 646 47'
48707103808000 xf a. -i . ■ ■• ■ I . j
385' 63 6"4~6/ " "^""^ '' y ^ ^nc troisième règle pour trouver deux cubes dont la somme soit égale à la différence de deux cubes donnés; la voici : Faire le produit de chacun des deux cubes donnés par trois fois la racine de l'autre ; diviser ces deux produits par la somme des deux cubes; retrancher la plus petite racine du plus grand quotient et le plus petit quotient de la plus grande racine; les restes seront les racines des cubes cherchés. Or nous avons trouvé en dernier lieu deux cubes ayant 9 pour différence; si l'on cherche, par la rJigle ci-dessus, deux cubes dont la somme soit égale à cette différence.
36. Viète a résolu très habilement le problème proposé par Adrien Romain à tous les mathématiciens de l'univers, mais il ne. l'a fait que
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dans le cas où le nombre auquel doit être égalée l'expression proposée est inférieur à 2 ; il a d'ailleurs employé les sections angulaires, ce en quoi il a montré toute la puissance de son génie et ce qui lui a attiré une renommée immense et universelle. Mais notre Fermât (' ) a résolu . le même problème dans le cas oii le nombre donné est supérieur à 2, et où alors les sections angulaires ne peuvent être d'aucun secours. Soit, en effet, à égaler h un nombre donné quelconque l'expression ^5x — 3795i«* + 93 634a!' etc., telle que l'a proposée Adrien Romain; c'est bien là en effet k quoi revient le problème, ainsi que Viète l'a reconnu et a corrigé l'énoncé. Soit 6 + \/8 le nombre donné, supérieur à 2 par conséquent; Fermât affirme que la valeur protogène de l'inconnue peut être facilement représentée au moyen de racines universelles et qu'elle est dans ce cas
Si maintenant le nombre donné est 4i Fermât affirme que la valeur de l'inconnue sera y2 + \'3+ \/2 — \/3, et il obtient ainsi des solutions pour tous les nombres supérieurs à 1, quels qu'ils soient, alors que, même en employant les solutions angulaires, Viète n'en pourrait donner une seule.
37. Viète, ZeieL V, 9, a traité peu heureusement le problème de Diophante, A'I. 3. Ce problème consiste en effet à trouver un triangle rectangle tel que la somme de son aire et d'un nombre donné fasse un carré, tandis que Viète l'a restreint au cas oii le nombre donné est somme de deux carrés.
Fermât a donné une infinité de solutions pour un nombre proposé quelconque. Soit, par exemple, le nombre 3, un des triangles cherchés sera ^^^^^.^^^5^^.^eue» seid ^ yi ^ ' , ^ ^ t^ 416 160 4r6 160 40
(1) FwV ci -dessus pages 164 à 168.
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Fermât dépasse Diophante sur nombre de points.
38- Diophante, V, 8, donne le moyen de trouver trois triangles rectangles dont l'aire soit égale; mais, si l'on en demande davantage, il peut d'autant moins satisfaire à la question, qu'il n'a jamais indiqué le procédé pour trouver un triangle rectangle de même aire qu'un triangle rectangle donné. Fermât résout ces deux problèmes par une même opération. Soit, par exemple, à trouver un triangle rectangle dont Taire soit 6, comme celle du triangle rectangle 3.4.5. Soit 3 un des côtés d'un certain triangle rectangle ; x-h/i l'autre côté ; la somme des carrés de ces côtés donne a;- -i- 8a; 4- 25 pour le carré de l'hypoténuse; cette expression doit donc être égalée à un carré. D'autre part, l'aire de ce triangle, -a:^ -h 6, doit être G fois un certain carré (puisque l'on demande que l'aire soit 6). Donc le sixième de l'aire ci-dessus doit faire un carré, et il en doit être de même du produit de ce sixième par 36. On doit donc égaler à un carré ga; -f- 30'. On a ainsi une double équation
où les termes connus sont carres; on trouvera donc facilement pour œ 6o 53o ioo , , , , 2 8q6 Soi
_ Z ^ i-.li 'V _1_ /. ' — il z
■ , . s ■> l'autre côté de l'angle
3 4o3 boi ' ^
droit est 3; la somme des carrés de ces côtés fait un carré dont la
racine sera rhvpoténusc, " , _ ^ — ; nous avons ainsi le triangle rcc- ■" 2 4tic6oi' o
fangle '^V-t ^ ■ , - . — 3, dont l'aire sera le sextuple d'un certaiii
carre, a savoir ~ ■. ^ — ■> dont la racme est -f^- Divisons par cotte 2 4oo boi iSoi '^
racine chacun des côtés du triangle rectangle que nous venons de
, T . ■ ) 1 1, ■ 19061328335 f^^qaoiSooi 4653
trouver, nous aurons le triangle cherche — -, — ^ft^ , Z^ /t ■■Vë— '
dont l'aire est G. On remarquera que nous avons trouvé ce triangle en
partant du triangle donné 3.4.5; mais celui que nous avons trouvé
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peut, par le même procédé, nous en fournir un troisième, celui-ci un quatrième, et ainsi de suite indéfiniment. Voici, au reste, quatre iriangles rectangles ayant pour aire 84o; le premier étant ^S.^o.li-i, le second ']f\.2^\.-]0, le troisième ii3.i5. 1 12, le quatrième sera
Tî6ofio()6 26896 22606080 igoa'i 19024 19034
Diophante, VI, 6, tombe sur la double équation
Elle peut être résolue de deux manières, qu'on suppose d'ailleurs que la première expression soit la plus grande ou la plus petite des deux. On trouvera pour x les deux valeurs — et -^; demandez-en une troisième à Diophante, il ne la donnera pas. Fermât peut en fournir une infini té; par exemple, substituons .r-f — kx dans les deux expressions x'^-{-i eti4ic-'-i. la transformation donnera les expressions suivantes x'^ -h '^ X -\- -^ et 1 4*' -H 49. dont les termes connus sont carrés ; on
peut donc les résoudre par la méthode connue et l'on y trouvera pour
I , 1225 a58 on 260 ,. , 24
X la va car — ^^ — t^—t-tt-- Aioutez— > vous 338216614 1^4 ■' 7
la double eguation pronoscc H ? — ^-^ — ~ — ^
X la valeur — V-o^ ^^ e"'/ /''/"■ Ajoutez — > vous aurez pour solution d 338216614 '44 7
40. Diophante, apri^s les problèmes VI, 15 et 17, a omis un troisième cas, hi recherche d'un triangle rectangle tel que si l'oji retranche son aire soit de l'hypoténuse, soit de l'un des côtés de l'angle droit, on ait un carré; problème d'une rare subtilité que Diophante n'a omis, comme Je l'ai dit, que parce qu'il est arrivé à de faux nombres dont il n'a pu se tirer. Fermât en donne une solution très remarquable; tout d'abord il reconnaît par son analyse qu'il faut trouver un triangle rectangle tel que le produit de l'hypoténuse par la somme de l'un des cotés de l'anale droit et de la moitié de l'autre.
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(.ioniie un carré, après soustraction de l'aire; il trouve ensuite ce triangle, par le raisonnement elles calculs que j'ai indiqués plus haut, n" 26, où j'ai dit que le triangle 985.697.696 satisfaisait à la condition proposée. En troisième lieu, il multiplie les côtés de ce dernier triangle par l'inconnue, et prend ainsi pour le triangle cherché : çi^ox.6g-]x.GgQx, dont l'aire est 242 55Ga;-. Retranchons-la de l'hypoténuse 983^! et du côté 697;», et égalons à des carrés les restes : ()S5a; — 2.42 55637^ et 6973; — 2^2 5j6x-. Prenons enfin pour ce dernier carré celui de 097^:, et posons en conséquence
un aura ^■= ~^^ et le triangle primitivement cherché sera 1043 ° ^
Voilà où Diophante n'a jamais pu arriver. Nous donnerons encore plus loin nombre d'autres exemples de problèmes qu'il a omis, parce qu'il
n'a pu les résoudre.
Douze problèmes sur l'application des méthodes indiquées ci-dessus.
41. Les exemples que nous avons déjà donnés constituent autant de problèmes très difficiles, que l'Algèhro ordinaire est impuissante à résoudre. Ainsi le premier (n" 6) relatif à l'équation double
pourrait s'énoncer comme suit: Trouver un nombre plus grand que 8, dont le quadruple ajouté à l'unité, fasse un carré, et dont le carré, augmenté de l'unité, mais diminué du double du nombre, fasse également un carré. Le nombre cherché sera -r-
Le second exemple (n" U) peut être proposé comme suit : Trouver un nombre dont le double, retranché de l'unité, donne un carré, et dont le quadruple retranché de l'unité ajoutée au double du carré du
Hosted by
TRADUCTION J)E L'INVEKTUM NOVL'M.
nombre, fasse égaleinoiit un carré. D'où l'équation ciouiDie
Enfin le troisième exemple (n" 12), ociui de réqualioii double
peut être proposé comme suit en problème : Trouver un nombre tel qu'en le multipliant par i6, ajoutant S fois son carré et le nombre 4, on ait un carré, et que d'autre part, son quadruple, augmenté du double de son carré et en plus du nombre 4. fasse un carré. La solution sera —
J'omets les autres exemples pour aborder quelques aulrcs questions plus brillantes.
Trouver indéfiniment deux norrd>res tels (jiien relranchanl leurprodidl soit de l'un quelconque des deux, soit de leur somme, soit de leur différence, on ait toujours un carré.
42- Soient a; et i — j: ces deux nombres, positions qui satisfont aux deux premières conditions; reste à satisfaire également aux deux dernières. Je suppose que x soit le plus petit des deux nombres; si l'on retranche leur produit, x — x^, de leur différence i — ix, on a pour reste : x' — 3x-hi. Si l'on retranche le produit des deux nombres de leur somme, i, on a d'autre part le reste x- — x -{-i. En égalant les deux restes à des carrés, on a par la méthode ordinaire : x = al les deux nombres cherchés seront donc h et k- Je substitue maintenant o! 4- ô à a; dans les expressions dos deux restes ci-dessus ; les transformées seront
Gomme les termes connus y sont carrés, on peut trouver, pour ces
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p , laiSqaoofioo r-i • ■ . ■^ i t
Iraiisioi'mees, a; — — ■ » ■■■■-■■■„?-■ Ii.n aioutant tt' on aura la valeur
(le l'inconnue dans les expressions primitives, et on obtiendra ainsi
les deux nombres ^^^ 7-. '97 et ^ 117713^ j^^ |^ valeur Irouvée en der- 784992912 784992912
nier lieu, on peut d'ailleurs déduire une troisième valeur, de cette
troisième une quatrième, et ainsi de suite indéfiniment.
Voici deux autres nombres satisfaisant à la question : ^—^ ef
Trouver indéfiniment trois nombres tels qu'en retranchant leur produit, xoil de l'un quelconque d'entre eux, soit de l'une quelconque de leurs différences, soit du produit du moyen par l'un des extrêmes, soit du carré du moyen, on ait toujours un carré.
43. Posons X, i, \ — x pour les trois nombres cherchés. Leur produit, X — x'', laisse un carré si on le retranche, soit du premier, soit du troisième, soit de l'excès du second sur le premier, soit de l'excès da second sur le troisième.
Pour satisfaire aux autres conditions, il suffit d'ailleurs que l'on ait
expressions identiques à celles de la question précédente. On trouvera donc ^=3^ et les trois nombres seront 3, 8, 5, en supposant S pour dénominateur commun. De même les trois suivants : io4i<3> 5i SG5, 41449 (avec 5 1 865 pour dénominateur commun); ou encore les trois: 249873 197, 784992912, 535 117 715 (avec 784992912 pour dénominateur commun) satisferont aussi au problème.
On aurait pu le proposer sous cette forme : Partager 2 d'une infinité de faisons en trois parties, telles qu'en retranchant le produit des trois de chacune d'elles, de chacune de leurs différences, du produit de la moyenne par chacune des extrêmes, enfin du carré de la moyenne, on ait toujours un carre. En effet, pour chaque ternaire des nombres
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ci-dessus, la somme des trois nombres est toujours -î. Remarquez d'ailleurs que par partie moyenne, je n'entends pas celle qui est plus petite que la plus grande et plus grande que la plus petite, que je tiens seulement compte de l'ordre de situation, tel qu'il a été o])servé cidessus.
Trouver indéfiniment deux nombres tels que si l'on retranche la différence de leurs carrés, soit duplus grand, soit duplus petit, soit de leur différence, on ail toujours un carré.
44. Soit i — IX la somme des deux nombres, ix leur différence; ces nombres seront donc - et - — ^x, et la différence de leurs carrés
sera ix — 4^'- Qu'on la retranche, soit de la somme, soit de la différence, elle laissera toujours un carré. Mais il faut encore qu'il en soit de mémo si on la retranche soit de l'un, soit de l'autre des deux nombres. On aura donc la double équation
liœ''—iœ + - — n, l\œ'^-- !i.T -h - = □,
et l'on trouvera x =^ tt,- I'^'s deux nombres cherchés seront - et -
deux expressions ci-dessus, et l'on poursuivra l'opération suivant les règles données plus haut, sans se laisser arrêter par la rencontre de faux nombres, car j'ai dit comment on peut les ramener à de vrais
nombres.
Trouver deux nombres dont la somme fasse un carré et dont la somme des carrés fasse un bicarré.
45. Ce problème est tout à fait le même que celui que nous avons énoncé ci-dessus : Trouver un triangle rectangle dont l'hypoténuse soit un carré, aussi bien que la somme des côtés de l'angle droit; notre feiiiht. ~ ai. 43
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Fermât l'a d'ailleurs proposé à nombre de savants mathématiciens sans qu'il ait été résolu par eux. On partira du triangle primitif trouve ci-dessus (n" 25), à savoir : 169. 1 19.120, qui est formé dos nombres 5 et 12. Si l'on forme un nouveau triangle avec les nombres a; -(- 5 et 12, il aura pour cotés : x^-\- lox H- 169, x^ -+- lox — 119, if^x + 120, Or il faut égaler à des carrés tant l'Iiypoténusc : ar-4- loa; H- i6g, que la somme des cotés de l'angle droit :a;'-i- 34^ -i-i- Si l'on multiplie cette dernière somme par 169, la double équation sera
c'est celle qui a été traitée au n" 22. On a donc x =^ — '^ -,.;. ; d'où, d'après les positions prises pour les deux nombres générateurs, on aura le triangle cherché
dont l'hypoténuse est un carré, aussi bien que la somme des côtés de l'angle droit. Dès lors les deux côtés de l'angle droit sont deux nombres dont la somme est un carré et dont la somme des carrés est un bicarré. C. Q. F. T.
Trouver an Iriangle rectangle tel qu'un côté de l'angle droit soit un carré et qu'en y ajoutant un multiple donné de l'autre côté de l'angle droit, on ait encore un carré.
46. Soit 3 le multiplicateur don né. Formons le triangle des nombres a; -H I et i; les côtés seront : x"^ -h nx -\- 7,, a;^H- iœ, 2a; + 2. Multiplions ce dernier côté par 3 et ajoutons le produit, 6a: + 6, au côté intermédiaire ; il vient a;^ 4- 8a; + 6 qui doit être un carré, en même temps que le côté intermédiaire : x'^ + ix. En résolvant la double équation à la manière ordinaire, on trouvera a; = — , et, d'après les positions, le triangle cherché sera, en nombres entiers : 3 1 3. 23. 3 12.
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Trouver un triangle rectangle tel qu'un côté de l'angle droit soit un carre et qu'en en retranchant un multiple donné de l'autre côté de l'angle droit on ait encore un carré.
4T. Soit encore 3 le multiplicateur donné : on partira, commo triangle primitif, de celui qui a été trouvé dans la question précédente : 3i3.25,3i2. Les nombres générateurs en sont i3 et 12; on formera, en conséquence, le triangle cherché des nomhres x — iA et 12. Les côtés seront ; x"^ — 260: + 3 13, x^ ~ 26iC+ 26, il\x — 3 12, Multiplions le dernier par 3 et retranchons le produit du coté intermédiaire, il reste a;* — 98a; -1-961, qui doit être un carré, en même temps que le côté intermédiaire, x^ — 26cc -h ^5. On a donc une double équation, pour laquelle il convient, suivant ce qui a été dit au n" 4, de multiplier la seconde expression par ^; on aura ainsi
La diirérence des deux expressions est
i>36 ,_aa536 _ 26 /36 ii268\
En continuant à l'ordinaire, on trouvera x = ^i-^-^ — ' ^*^^ nombres :r — i3 et 1 2, si l'on chasse le dénominateur, deviendront en entières 23542921 et 3 820440- On en formera le triangle cherché : 568864871005841. 539673367418641. 179888634310480.
Je donnerai plus loin (Partie III, n" 36) une solution du même problème par une autre méthode.
Trouver un triangle rectangle tel que l'hypoténuse soit un carré et qu'en retranchant d'un des côtés de l'angle droit un multiple donné de l'autre côté on ait un carré.
48. Soient x-\-i et i les nombres générateurs du triangle; les cotés seront : a;^+2a^-i-2, ce- -\- 2x, ix + -z. Si l'on retranche le
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double de ce dernier côté, c'est-à-dire 4^-t-4i de x^-i-2.x, il restera x^ — 2.x — ^ qui devra être un carré, en même temps que l'hypoténuse : x^ + 2x -h 1. Cette double équation donne a; = -; par
suite x-'ri et i, en chassant le dénominateur, auront les valeurs entières —5 et 12, dont on forme le triangle : 169.119.— 120, Recommençons donc l'opération, en prenant, pour nombres générateurs du triangle, a;^ 5 et 12. Les côtés du triangle seront : x^ — lox -1-109; ^-— loa; — 1 19; nl^x — 120. Si l'on retranche du côté intermédiaire le double du dernier côté, le reste x^ — 58j7-i-i2i devra être un carré, de même que l'hypoténuse x- — lorc -\- 169. En multipliant le reste x'^ — 58^7 -h 121 par le carré — -i on aura comme expressions ramenées à avoir un même carré pour terme connu :
La différence des deux expressions est
En égalant à la plus grande expression le carré de la demi-somme des
facteurs, on trouvera x ~ "^^ :■ -, ce qui, d'après les positions, conduira au triangle
ig343o^6 uSSag. [8782(418687931. 4821817(400400, lequel satisfait à la question.
Trouver un triangle rectangle tei qu'un des côtés de l'angle droit soit un carré et qu'en ajoutant à l'kyooténuse un multiple donné de l'autre côté de l'angle droit on ait encore un carré.
49. Soit 2 le multiplicateur donné. Si l'on l'orme le triangle des nombres x-hi et i, ses côtés seront : x- -{- :ix -\- ■2\ .■c'^+23;; 2 37 4-2. Supposons que le côté intermédiaire, x--<r'i.x, soit un carré, et ajoutons à l'hypoténuse le double, 4^4- 4, de l'autre côté;
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la somme œ- -h 6j^ -h 6 doit être également un carré. On a donc
D'où œ ^= j- En nombres entiers, x -{-i &t x deviendront 5 et 4t qui forment le triangle cherché : 4i-9-4o. On résoudra par là même le problème suivant : Trouver un triangle rectangle tel qu'un des côtés de l'angle droit soit un carré et qu'en ajoutant à l'hypoténuse soit l'autre côté simplement, soit son double, on ait toujours un carré. Ce triangle est, en effet, celui que l'on vient de trouver : 41.9- 4o- Si l'on faisait ajouter à l'hypoténuse, soit l'autre côté simplement, soit son quintuple, on aurait le triangle 3o. 16. 34, formé des nombrcs5et3.
Trouver un triangle rectangle tel qu'un des côtés de l'angle droit soit un carré et qu'en retranchant de l'hypoténuse un multiple donné de l'autre côté de l'angle droit on ait encore un carre.
50. Soit encore donné le multiplicateur 2. Prenons comme triangle primitif celui qui a été trouvé pour la question précédente : 4i-9-4o> formé des nombres 5 et 4. D'après l'analyse qui précède, on formera le triangle cherché des nombres œ — 5 et 4- Les côtés seront : x'—ioir-i-^i; X-—10X -h g; 8x — 4o. Égalons à un carré le coté intermédiaire ; x'' — lox + 9; d'autre part, retranchons de l'hypoténuse le double du dernier côté, Sx — lio; et égalons à un carré le reste, qni est x- — 2Ç1X -h 121. La double équation
semble pouvoir se résoudre de plusieurs manières, mais on n'en trouvera guère qui procure une solution effective, à moins de recourir à la nouvelle méthode exposée, n" 20 et suivants. Si l'on ramène, en effet, à l'égalité les termes carrés connus, en multipliant la seconde expression par — ■> on aura la double équation sous la forme
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La différence des deux expressions est
fin égalant à la première expression le carre de la demi-somme des facteurs, on trouvera x = -^, et en en retranchant 5, on aura w ■ Les nombres générateurs du triangle seront par suite 4g3 et i3a, et dès lors le triangle cherché sera 260473. a 25025.1 Soi 5^.
On résoudra de même le problème suivant : Trouver un triangle rectangle tel que l'un des côtés de l'angle droit soit un carré et qu'en retranchant de l'hypoténuse, soit l'autre côté pris simplement, soit son double, on ait toujours un carré. Ces conditions sont, en effet, satisfaites par les nombres donnés ci-dessus, et il ne faut pas dire que celle que nous venons d'ajouter est sans objet, comme remplie d'ellemême dans tout triangle; car si elle est effectivement remplie pour tout triangle (primitif), il n'en est pas de même pour leurs multiples; ainsi, dans le triangle 624.5^6,240, l'un des côtés de l'angle droit est bien carré, de même que l'excès de l'hypoténuse sur le double de l'autre côté; mais la somme de l'hypoténuse et de cet autre côté, pris simplement, n'est nullement un carré.
Trouver un triangle rectangle tel que l'on ait un carré en retranchant l'aire du carré de la somme des côtés de l'angle droit.
51. Soient x et i les deux côtés de l'angle droit; la somme de leurs carres, x^-\-i, fera le carré de l'bypoténuse et si, du carré de la
somme des mêmes côtés, on retranche l'aire du triangle, qui est -. on a pour reste x^-\--x + i à égaler de même à un carré. Cette double équation donne x ^ — j^- Je substituerai donc x—'j^\\x dajis les deux expressions égalées à des carrés; les transformées seront
a4 aao4 24 2304
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En multipliant la première par -^> je ramènerai à l'égalité les termes carrés connus, et j'aurai les deux expressions
53^9 j loiaôi 5329 „ 55 5329
dont la différence est
39C)o ,_2i63 __ 36 /mo __ 2i63\
On en déduira x= '^^ — r?; en retranchant Vtt' on aura, pour la
valeur de l'inconnue dans les premières positions, — --j'.^- Les côtés de l'angle droit, qui ont été posés égaux à :c et à i, seront donc en nombres entiers SgôSS et 129648, et l'hypoténuse 135577. C'est le triangle cherché.
Trouver un triangle rectangle tel qu'un côte de l'angle droit soit carré, aussi bien que la somme des côtés de l'angle droit et que, si l'on retranche le double de l'aire de l'un ou de l'autre des côtés de l'angle droit, on ait toujours des carrés.
52. Soient a; et i — a; les côtés de l'angle droit; le double de l'aire est a; — iT* ; si on le retranche de l'un et de l'autre des deux côtés, on a les carrés a;* et a;* — sa; + i . D'autre part, la somme des côtés est le carré i. Il faut encore que le second côté, i — x, soit un carré, aussi bien que la somme des carrés des côtés, c'est-à-dire 20;* — 2ic + i. On
trouvera x = '—■ Le triangle cherché sera donc 7- ■ -^ ■ 7- ■ 49 " A9 49 49
Trouver un triangle rectangle tel qu'un côté de l'angle droit soit un cube et que, si l'on en retranche l'aire, il reste un carré.
53. Soient a? et i les côtés de l'angle droit; de la sorte l'un d'eux sera cube; de ce cube, je retranche l'aire -œ. Il reste i ■ x qui doit
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êtro égalé à un carré, en même temps que .x*+ i. Cotte double équation me donnant x = ^, je substitue x — -^ ù x dans les deux
expressions égalées à des carrés; les transformées sont :
1-es termes connus y sont carrés; je les ramène à l'égalité et j'ai ainsi , 54(4 124 609 124609 124609 __
La différence des deux expressions est
, 268159 _ / 268 159^ "^ 162450'^^'^^ \^~ i62 45oJ'
J en conclus x— ">,■ ' — s '> J ^n retranclie ~ pour trouver la
valeur de l'inconnue dans les positions primitives; j'ai ainsi
el le triangle cherché sera
SECONDE PARTIE
DE LA TRIPLE ÉQUATION ET 1>ES SOLUTIONS E?i HOIIBRE INRÉFINI.
1, 11 est vulgaire de rendre égales à des carrés deux expressions remplissant certaines conditions; mais jusqu'à présent il a été inouï de le faire pour trois expressions. Fermât assiire cependant hardiment que non seulement cela est possible, mais qu'il est même facile d'y parvenir; il donne à cet égard des règles précises qui, pour être appliquées, demandent seulement qu'il y ait un même carré dans chacune
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(les expressions; elles peuvent d'ailleurs comprendre, soit des terme! en X et des termes connus, soit des termes en x' et en a^.
Règle générale pour résoudre les triples équations.
2. Si vous avez trois expressions à égaler à des carrés, et que l(^ terme carré soit le même dans les trois, prenez pour l'inconnue Ui somme d'un terme en x'- et d'un terme en x, dont les coefficients soient déterminés de façon qu'en multipliant cette somme par le coefficient du terme .en x dans une des expressions données, et en ajoulant le terme connu de la même expression, on ait identiquement un carré. Substituez à x cette nouvelle position de l'inconnue dans les deux autres carrés, vous aurez ainsi une double équation ordinaire, d'où vous tirerez une valeur de x satisfaisant aux trois équations transformées; substituez cette valeur dans les termes en x"^ et en x que vous avez posés pour représenter l'inconnue, vous aurez ainsi la valeur cherchée satisfaisant à la triple équation proposée,
Soit, comme exemple, la triple équation
Je représente l'inconnue par x"^ -^ 2x, binôme qui, si on le multiplie par I, coefficient de x dans la première expression, fait x--^ ix, et après addition de i, donne le carré x^ -^- ix -¥- \ = {x -\- i)^ Je substitue x--^ix à œ dans les deux autres expressions, i-h2x et i + ^x; j'ai ainsi les deux transformées
que jo traite par la méthode ordîiiaire; la différence des expressions est 3a:^-(- dx = 3ir x (a^-f- 2). En égalant le carré de la demi-somme des facteurs, c'est-à-dire f\x- -^ l\x-'ri, à la plus grande expression ■yx^ + iax + \, j'obtiens la valeur ^ = — 6 (faux nombre qui donne des carrés dans les trois expressions transformées). Je la substitue dans la représentation de l'inconnue, c'est-à-dire dans x" + zx. Pour
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cola je prends le carré de — G, qui est 36; je l'unis au double de — (1, c'est-à-dire à —12. J'ai ainsi -i-a/|, valeur de ic pour les trois expressions primitives, qui donnent en effet les trois carrés : 25, 49. 121, en prenante; = 24.
De même encore, si l'on propose la triple équation
on substituera x- -+- 6x a x et l'on aura trois expressions transformées dont la première sera identiquement un carré; les deux autres, traitées suivant la méthode ordinaire pour la double équation, conduisent a la
solution ^■
Si les termes connus sont des carres différents, il n'y a pas plus de difficulté pour résoudre la triple équation.
Qu'on donne, en effel, la triple équation
on ramènera les trois carrés à l'égalité, et on poursuivra comme je l'ai expliqué. Il est d'ailleurs facile de ramener les trois carrés à l'égalité en faisant leur produit; la triple équation précédente deviendra de la sorte
36,r -h 36 ^ D , 37a; + 36 — □ , 8^ + 36 = a ■ En effet, comme dans la première expression on a multiplié le terme
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connu, I, par 36, il faut de même multiplier par 36 le coeffieieut de :ï; dans la même expression ; pour la seconde, le terme connu, 4, est multiplié par 9 pour obtenir 36; il faut donc multiplier par 9 le coefficient 3 de ar. Enfin le dernier carré, 9, doit être multiplié par 4 pouj' donner 36; il faut donc, dans la même expression, multiplier par 4 1"' coefficient 2 de ce, ce qui donne Sx. D'ailleurs la triple équation transformée conduit à la solution as = -r?-^^; la même valeur satisfera des 744 769'
lors à la question proposée.
La même régie s'étend au cas où des coejficients de x seraient négalifs.
T. Par exemple, soit proposée la triple équation
En substituant x^-^-ix'^xx, on aura la transformée
La première expression étant identiquement un carré, il suffit de considérer les deux autres, qui conduiront à la valeur ^ = — t d'oii, pour la triple équation proposée, fa solution -^^■
On peut obtenir des solutions en nombre indéfini pour les triples équations.
8. Je vais le montrer par un exemple; j'ai dit plus haut (n" 3) quila valeur a; = — 6 satisfait h la double équation
Je substitue x — Ç)'iï x dans les deux expressions ci-dessus ci j'obtiens ainsi les transformées
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La méthode ordinaire me donne pour solution un certain nombre,
tlonl j'ai à retrancher G (puisque j'ai substitué x — (ikx); j'obtiens
arnsi — ; — j^-^th t^omine les trois expressions primitives (n" 3)
étaient ir~f- î, tix -i- i, jœ -h i ot qu'on avait substitué x'--i-'ia^ka:, il
faut maintenant que je prenne le carré du nombre trouvé ci-dessus,
et que j'y ajoute le double du même nombre : j'obtiens ainsi la valeur
x= -^ — -c -a ',% a ' 1UI satisfait aux conditions proposées,
car avec cette valeur
- /"^6 230768035 Y ^^"'"V,47"ië3822i9J '
_/'3j 03653 1067 Y _ /3o7oS_537_34^Y
Lorsque, dans une triple équation, le plus grnud coejficient de l'inconnue est égal à la somme des deux autres, la solution est impossible par la méthode ci-dessus ( ' ).
Soit, par exemple, !a triple équation
Substituons 2X' + 2a; à ^, pour que la première expression se transforme dans le carré ^x^ -h lix-h i. Les deux autres expressions, après
(■') Dans une note sur un de ses manuscrits conservés à la Bibliothèquo de Dijon { Ms. a66'. folio 21 verso), le Père de Billy revendique pour lui-même en ces termes la remarque de ce cas d'impossibilité :
" Anno iG6o jun, 27, Dominus de Fermât, Senator Parlamenti Tholosani, sigûificavil mihi habere se mcthodum generalem reaolvendi triplicatas œqualitates in quibus occurl'unt tantum quadrati cl radiées et numerus r|iiodralorum est qiiadrotus ,- lU si a:>qiientiir
lAA-i-aA; 4AA-i-6A, 9AA + 6A,
potesl variari qviomodo iibet numerus radieum. Ego correxi Domiiium de Fermât et oatcndi quod, si duo minores numeri radieum œquentur majori, impossibilis est solutio per ipsius methodum : quod ipse postea fassus est ingénue se non animadvertisse. n
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substitution, devionncut
Si l'on traite cette double équation par la méthode ordinaire, on aura, comme solution des transformées, a; = — i , valeur qui, substituée dans la représentation 2x'-h 3x de l'inconnue, donne o, c'està-dire la négation de tout nombre positif.
10. On doit dire la même chose pour toute autre triple équation de même sorte. Remarquez cependant que j'ai dit que, dans ce cas, la solution est impossible par la méthode que j'expose, car on peut proposer nombre de triples équations du même genre qui, en elles-mêmes, no seront pas impossibles; par exemple la suivante
où, en substituant la valeur x ~ 3, on trouve les carrés iG, .\r), G'|. a. H fnut encore observer avec notre Fermât que la triple cquatioii
(■st impossible à la fois dans son essence et au point de vue de la méthode; dans son essence, parce qu'on démontre qu'il ne peut y avoir quatre nombres carrés en progression arithmétique, ce qui, dans le cas d'une solution, aurait pourtant lieu, en prenant l'unité comme le premier de ces quatre carrés; au point de vue de la méthode, parce que, quand bien même la triple équation serait possible en elle-même, on ne peut la résoudre par la méthode exposée ci-dessus, puisque le plus grand coefficient de l'inconnue est égal à la somme des doux autres.
42. Enfin, il faut entendre l'exception comme n'ayant lieu que si le terme connu est un même carré dans les trois expressions; car autrement, si les termes connus étaient des carrés différents, le plus grand
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lîooincietit de x peut très bien être la somme des deux autres; par exemple, pour la triple équation
Une triple équation peut encore se résoudre si les expressions sont exclusivement composées de termes en x- et en x, pourvu que les coefficients de X- soient des carrés (positifs).
Soit, par exemple, la triple équation
,!■* + X — U. x'--'rix = U, ^^+5a: — □;
on peut ramener les expressions à ne renfermer que des termes en x ou connus, et l'on obtient ainsi la triple équation déjà traitée plus haut
pour laquelle a; = 24. Kn divisant l'unité par cette valeur, j'aurai la solution cherchée pour la question proposée, savoir — ■ La raison en
est que si, dans la triple équation primitive, je substitue -ax, la première expression, x^ + x, deviendra -^ h — ; la seconde, -—. -\ — ; la troisième, ~ H Mais, en les égalant à des carrés, je puis les multiplier par a;*, ce qui me donne
En effet, le produit d'un carré par un carré est toujours un carré. De la sorte, la triple équation constituée avec des termes en x"^ et en a; a été ramenée à une triple équation constituée avec des termes en x ou connus; comme d'autre part on a substitué - h a?, il y a lieu de diviser
l'unité par la valeur obtenue pour x dans la transformée.
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Soit proposée la triple équation
on la convertira on la suivante :
iiour laciui'lJe on trouvera a; = ; divisant l'unité par cette valeur,
on aura — ^ comme solution do ia triple équation proposée. De oiênie, si l'on a
la conversion donnera
3^-!-i zziCJ, Sx + .', = □, 9a: + i6 = n,
d ou x.= -^ — ; SI 1 on divise I uiiile par celle valeur, — ?-t, sera la solution cherchée. Soit enfin
la conversion donnera
d'où a;= ,, ^ ■; divisant l'unité par cette valeur, on aura ' t—acomme solution de la triple équation proposée.
15. Remarquez que l'on peut abréger les calculs dans le cas où les coefficients des termes en x- sont les mêmes, mais diffèrent de l'unité, en les ramenant précisément ii l'unité sans toucher aux coefficients des termes en x; on n'aura qu'à diviser plus tard la valeur trouvée pour .apar le carré donné comme coefficient des termes en x'^. Ainsi, soit proposé
<^x^-^<jx = U, ç^w--\■-2l^x — n, 9x^4-72 j; = n;
substituons x"^ à ç)x- sans toucher aux termes en x, il vient
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d'où X = 3. Divisiint par le carré 9, nous aurons ^ commn solution di' la h'ipiLi équation proposée. Si l'on divisait la même valeur 3 par le i-arré iG, on aurait- -r comme solution de la triple éfjuation
il en sera de même dans les autres cas semblables.
An moyen de la triple équation, on, peut résoudre des équations quadruples, quintuples, etc. à l'infini.
16. Soit proposée, par exemple, la quadruple équatioii suivante
aoa? + 6.i — □, n,r-i-iG = n, 'èx^k = 'C:., •ix + \ = U.
Si l'on ramène à l'égalité, comme il a été dit, les Lernies carrés, oii a. eumme nouvelles conditions,
ao,7; + 6/, ^ n , 48-» + 64 ^ n , 12S :i' + G4 = c ;
substituez - ic- H- ^ ii :r et traitez par la méthode indiquée la double
équation qui restera à satisfaire, vous obtiendrez, comme solution, H^QO (en dehors de [\, solution immédiate).
■17. On peut de même combiner une quintuple équation avec des coefficients différents pour les termes en x et divers carrés comme termes indépendants, en s'arrangeant de façon que, les carres étant ramenés k l'égalité, on ait trois expressions identiques et deux autres distinctes, comme par exemple :
on aura comme valeurs 4 et -
toiSoSt
On combinera de la même façon ujie équation centuple et ainsi de suite indéfiniment.
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D'après ce gui précède, il est facile de résoudre d'une infinité de façons des questions que Diophante et Bachet ne résolvent que par des pro' cédés très compliqués.
Soit proposé
a7 + ic-i--n, ■2x^\&^u-
Siibdlilucz X- + ^Jc à X'. ce qui, pour la première expressioii, doiuioi'a le carré j;^ -h 8x-j- i6 = (a;H-4)^. La seconde deviendra 2^;-+- i6a: -h i() qu'on égalera, par exemple, au carré de 4 — 2ic (le coefficient de .r pouvant être pris arbitrairement). On trouvera .t = iG; comme on ii substitué ay'-ï-Bx, on prendra i(r + 8 xiG^SS'i, et l'on aura hi solution cherchée.
Soit encore, comme troisième cas
i6-!-.:cr-n, [6 — ^;-^n-
Substituez x" -^ ^œ; les transformées sont : la première i6 ~ '6x-\-x'-, qui est un carré; la seconde iG — 8^:^ — x'' a égaler à un carré, soit celui de 4 — 2a;; d'oùa;= y Puisqu'on a substitué a;" -v- ^x, on ])r('iidra, pour la solution cherchée :8x -+(-]= -r'-
Douze questions concernant ce qui a été exposé jusqu'ici dans cette seconde Partie.
21. Tous les exemples que nous avons donnés sont autant de |iroblêmes résolus. J'en indiquerai un seul : Trouver un nombre', difTérciil
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de if\, et tel qu'en ajoutant l'unité à son simple, à son double et à son quintuple, on ait trois carrés. On trouvera ci-dessus, sous le titre des solutions en nombre indefmt (n" 8) le nombre ^i^s.;, 30561569936396. satisfaisant â ces conditions. Bien plus, si l'on veut proposer la question en nombres entiers, on pourra l'énoncer comme suit : Trouver un carré entier autre que l'unité, tel qu'en y ajoutant le simple, le doubli; ou le quintuple d'un certain nombre entier, on ait trois carrés. Mais j'ajouterai encore ici d'autres problèmes nouveaux.
Troupier trois cubes ids qu'en ajoutani leur somme à des nombres proporlioneh à ces cubes on ait trois carrées.
22. Proue/, les trois premiers cubes i, 8, 27, dont la somme est 3G; ;ijouîez-!a aux produits par a: de chacun des trois cubes; vous aurez.
remplacez x par x^-^~\nœ, ce qui donnera, pour transformée do la
première expression, le carré (a^-i-6)-. En achevant l'opération, on
aura —i^ comme valeur de l'inconnue.
Trouver un nombre différent de 4 e( tel qu'en ajoutant à cinq carrés en progression géométrique ses produits par 2, 8, 3'i, 20, 3G, on ait des carrée.
23. Vrcnez les carrés 1, 1. iG, G'j, 25G; vous aurez une quintuple équaîion
^^-ax-u, 4-v-8,r=a, i6 + 32x=D, 64 + 2ox=D, 256-i-36j?=^a .
Ramenez a l'égalité les termes carrés, les transformées des expressions
a56 -i-5i2,f, ■ï.'ifiH- Siax, aj6 + 5i2j,', 256 h- 80^, sj6 + 3G,i;;
c'est donc comme si l'on avait seulement une triple équation; la mé-
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tliode ci-tlessu8 (n''17) donnea;= '"'^s T^' scliiUou di' la quiiiluplf équation posée tout d'aliord.
Tramer trois nombres carrés tels qu'en ajoiUant leur somme à chacune . de leurs racines on ait des carres.
24. Choisissez trois carrés dont la somme soit un carré et tels que la plus grande racine soit supérieure à la somme des deux autres; tels sont [\, 36, 8i, dont la somme est 121. Prenez pour les trois carrés cherchés \x^, 3Ga:^, Sitc^; leur somme, ajoutée séparément à chacune des racines, donne
les expressions ci-dessus, ou trouvci'a des uoinhres carrés, (^t le |}rnblème sera résolu.
Trouver irais carrés différents tels quen leur ajoutant irais nombres en proportion harmonique, on ait trois autres carrés.
25. Il faut avoir soin que le plus grand des trois proportinnels harmoniques soit supérieur à la somme des deux autres; on pourra de la sorte poser
ou, eu réduisant les termes carrés à l'égalité suivant la méthode cidessus,
Remplacez x par p^x- -\- ^x g\. achevé/; l'opération C(unm{ï ntms l'avons indiqué {Cf. n" 14), vous trouverez pour solution de la première équii-
lion triple ^^^-- 1^ 4761
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Trouver trois nombres tels que la différence des deux plus grands soil dans un rapport donné à la différence des deux moindres, et que, d'autre part, leurs sommes deux à deux fassent des carrés. On donne le rapport de i à i .
26. C'est la question IV, 45 de Dlophaiite, et il n'y en a pas que cet auteur ait traitée d'une façon plus prolixe et plus embrouillée. Prenez un carréarbitraire,-'iparexemple, pour somme du nombre moyen et du moindre; soit 2 + ^ le moyen, 2 — a; le moindre; leur différence sera IX ; si on la triple (puisque le rapport donné est de 3 à 1 ), on aura Gx el, en ajoutant le nombre moyen, on aura le plus grand 2-h-jx. Il faut de plus que la somme du plus grand et du moyen, c'est-à-dire .1 + Sx. et la somme du plus grand et du plus petit, c'est-à-dire 4 -i- *3i». fassent des carrés. Remplacez a; par -^ + -^^^ *i^ façon qu'en multipliant par () (coefficient de x dans la seconde expression^ on ait £c= -1- ^x, dont la somme avec 4 ft^™ 1g carré (2 -+- x)- ; en multipliant la nouvelle forme de l'inconnue par 8 (coefficient de x dans la première expression), et
ajoutant 4i on aura l\ -\- ~ x -j- ^ x^ k égaler à un carré dont on peut former la racine d'une inftnité de façons. Soit par exemple f 2 -1- -;^ ) . On obtiendra une valeur qui, substituée dans l'expression de la première inconnue, donnera — ; les trois nombres cherchés seront - — ~,
Trouver deux nombres tels que leur somme, soit augmentée, soU diminuée de la différence de ces nombres ou encore de la différence de leurs carrés, fasse toujours un carré.
27. Soient - + x' et - —x ces deux nombres; leur différence, aussi bieii que la différence de leurs carrés, sera 2X. Il faut donc que la
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Honuiio dos deux nombi'cs, plus ou mo'ius ix, fasse un rarrc. On ; donc la double équation
Homplaccz -r par -..*;■■'-+- j:^, de façon qu'en multipliaut coUf expression d(.' l'inconnue par 2 et en ajoutant l'unité, on ait, d'une part, i -\- ix-^ x'^ qui est un carré; de l'autre, 1 — i.x — x- à égaler ;i nn cart'é, soit ii (i — 3:c)-; d'où x= ^- ■Comme on a remplacé x par
-a^'-t- X, on prendra - ( - ) 4- = = — ' valeur J'oii l'on déduira, pour les nombres cherchés, d'après les positions, p^ et — -
Trouver quatre nombres dont trocs soient carrés et tels que le produit de deux quelconques d'entre eux, augmenté de l'unité, fasse un carré.
28. On cherchera d'abord, d'après Diophante, V, 27, trois carrés tels que le produit de deux quelconques d'entre eux, augmenté de l'unité, fasse un carré; tels sont -^' -j-j -0— ■ Ces trois carrés étant pris
pour le premier, le second et le troisième des nombres cherchés, soit X le quatrième; dès lors, les produits du premier nombre par le second, du second par le troisième, du troisième par le premier donnant des carrés, si on les augmente de l'unité, il suffit qu'il en soit de même pour les produits du quatrième par chacun des trois premiers; on a donc les conditions
Remplacez, suivant la règle, a; par ---x'+ ■-; dans la première expression ^x devient a;^ + 2a;, qui, augmenté de l'unité, donne le carré (x + ly ; efTectuant la substitution dans les deux autres i^xpres-
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1 doulile ijquatfon
40Ç)G ^ 8iC(;
«il les termes indépendants de x sont carri'is (aussi bien que les cocliicients de x"): on pourra dès lors la résoudre par la méthocit; ordinaire, et en déduire la valeur de l'iLiconnue ou du quatrième nombre cherché.
Trouver un iriangle rectangle tel que le produit de l' hypolénusc par la somme des côtés de l'angle droit soit un carré, aussi bien que les sommes obtenues en ajoutant au carré de l'hypoténuse, soit le double de celle-ci, soit l'un ou l'autre des côtés de l'angle droit.
29. Prenez nn triangle rectangle dont l'hypoténuse soit un carré aussi bien que la somme des côtés de l'angle droit (première Partie, n" 45) ; multipliez par x chacun des côtés de ce triangle, vous arriverez à ce que vous cherchez.
fin efTet, le produit de l'hypoténuse par la somme des côtés de l'angli; droit sera un carré; si, d'autre part, au carré de l'hypoténuse, on ajoute séparément le double de celle-ci, puis l'un et l'autre des côtés de l'angle droit, on aura une triple équation, qui se résoudra comme il a été dit au n" 16.
Trouver un triangle rectangle tel que l'on ail un carré, en ajoutant au carré du périmètre, soit un quelconque des côtés de l'angle droit, soit un multiple donné de l'hypoténuse.
30. Soit proposé, comme multiple donné de l'hypoténuse, le double; prenons, pour le triangle cherché, 3a;, l^x, Sx. On aura
\'a\ procédant comme il a été dit au n" 13, on trouvera x = tt-, — 77
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Trouver un triangle rectangle tel que l'on ait un carre en inullipiiani V hypoténuse par la différence des côtés de l'angle droit, aussi bien qu'en ajoutant au carré du périmètre, soit un quelconque des côtés de. l'angle droit, soit un multiple donné de l'hypoténuse. Soit proposé, comme midtiple donné, le double.
31. Prenez, pour triangle primitif, 1 19, 120, 1G9, dont l'hypoténuse pst un carré, aussi bien que la différence des côtés de l'angle droit. Multipliez par a; chacun de ces côtés; leur somme sera l\o^x; en ajoutant séparément â son carré chacun des côtés de l'angle droit et h' double de l'hypoténuse, on aura
le reste est facile d'après le n" 13.
Trouver un triangle rectangle tel que l'on ail un carré en multipliant un des côtés de l'angle droit par la différence entre l'aire et ce côté, aussi bien qu'en ajoutant au carré du périmètre, soit un quelconque des côtés de l'angle droit, soit un multiple donné de l'hypoténuse.
32. Prenez (première Partie, 11° 53) un ti'iaiigliî rectangle ilimt un côté de l'angle droit soit l'unité, et dont la différence entre l'aire et cette unité soit un carré ('); multipliez par x chacun des côtés, prenez le carré de périmètre et ajoutez-y séparément chacun des côtés de l'angle droit et le multiple proposé de l'hypoténuse; la solution s'achèvera d'après ce qui a été dit au n" 13-
(') Celto solution ost évidemment orroniie; soit 0-= i!'--^! In triangle primilii' supposé où r est un carré; le trianglû, cherclié d'après les indications de Billy, satisfait à la
condition .vlx ^ ) = n t c'est-à-dire que le prodoit do l'un des côtés de l'angle droiX
par la dilTércncc entre ce cûté et la moitié do l'autre (0011 pas l'aire) est un carré .
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Trouver un triangle rectangle tel que l'on ait un carré en multipUanl un des côtés de l'angle droit par la somme de ces deux côtés, aussi bien qu'en ajoutant an carré du périmètre un quelconque des trois côtés du triangle.
33. Prenez un triangle rectangle dont la somme des côtés de l'aiigh' droit et l'un de ces côtés soient des carrés; par exemple, le triangle \o, 9, l\i. Multipliez chacun des côtés par a; et ajouten-les séparément au carré du périmètre; vous aurez
8iood;'-(-4o.T = n, 8.ooa;'+9,r = n, 8roo^-+ 'ii^' — DijP problème pourra ainsi être résolu. Il ne faut pas dire au reste qu'il y ait là une contradiction avec la remarque des n*" 9 et suivants, d'après laquelle la méthode de Fermât ne s'applique pas au cas où le |)lus grand des coefficients de x est égal à la somme des deux autres ; quelqu'un pourrait croire qu'il y a encore plus impossibilité lorsque le plus grand coefficient est inférieur à la somme des deux autres ; mais du moment ou il y a inégalité, quelle qu'elle soit, le problème est [)ossibIc, comme tout patient analyste pourra le reconnaître.
TUOISlÉilli; l'AlîTIE
<;OMI'liENAST LE PROCÉOÉ POCR OBTENIR DES SOLUTIONS EN NOMBRK INDÉFIM DONNANT DES VALEURS CAHRIJES OU CUBIQUES A DES EXPRESSIONS OÎ) ENTRENT PUIS DE TROIS TERMES DE DEGRÉS DirFÉliENTS.
1. Je traiterai ici particulièrement des expressions comprenant les cinq termes en x\ x^, x'', x et le constant; mais, à cette occasion, je [jarlerai aussi des expressions de quatre termes. Ces termes pourront d'ailleurs être, soit tous positifs, soit entremêlés de termes négatifs; l'objet proposé est de donner à ces expressions des valeurs carrées (pour celles de cinq termes) ou cubiques (pour celles de quatre), et cela d'une infinité de façons ; or, en général, on peut dire qu'il est néeessairc, pour les valeurs carrées, que au moins le coefficient du terme
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on x'' ou le terme constant soit un carré; pour les valeurs cubiques, <[ne le coefficient du terme en x^ ou le Icrme constant soit un cube.
Egaler à un carré une expression composée de cinq termes et où le coefficient de x" seul soit un carré.
2. Il faut tout d'abord avoir soin que les coefïicients de x\ x' et x'^ soient los mêmes dans l'expression proposée et dans !e développement du carré qu'on lui égale. Pour cela, on prendra tout d'abord la racine carrée du terme en x^ pour former le premier terme de la racine du carré cherché.; puis on divisera le coefficient du terme en x^ par le double du premier coefficient ainsi trouvé, et en multipliant le quotient par X, on aura le second terme de la racine' du carré cherché ; après quoi on prendra la différence entre le carré du coefficient de ce second terme et le coefficient de x^ dans l'expression proposée; on divisera par le double du coefficient du premier terme, et l'on aura ainsi le troisième terme de la racine du carré cherché, celui qui esl indépendant de a;. En égalant le carré de cette racine trinôme à l'expression proposée, on obtiendra la valeur de l'inconnue. Ainsi soit proposé
en observant les règles qui viennent d'être exposées, on prendra, j)our le carré à égaler à cette expression,
l'équation donnera x=3, et en substituant dans l'expressiiin proposée, on aura le carré 2.56 ( ' ).
(') Les règles de Billy i-evitinneiil, élanL proposée l'expressiun
h lui égaler
( ac^^ —x^ ''~I^' \ ^ _.,,^, ^ i^^,,_^_ ^^,_ bJAa'-c-b^-) ^ ^ {/}^'î^''l)l .
a pour
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Egaler à un carre une expression composée de cinq termes, et oà le terme constant seul soit un carré.
3. il faut rt'marqut'i' qu(^ dans ci; cas, ("otilnuromciil, an |irécri(i>iil, les termes qu'on doit rendre égaux de part et d'autre sciiit le uoiisLaiil et ceux en x et xK On prendra donc, pour premier terme de la racine du carré à égaler, la racine du terme constant de l'expression proposée; on divisera par le double de cette racine : imi prcnuci' lien, le coi'llicient de œ dans l'expression proposée, l't l'on aur;i le coclliciiMil dn second terme de la racine cherchée; en second lieu, la ditîérenee entre le coefficient de x- dans la proposée et le carré du dernier coefficient trouvé : on aura ainsi celui Aex- dans la racine du carré à égaler. En formant ce carré et achevant l'opération, on aura la valeur de Tinconnuc. Soit, par exemple, proposée l'expression
en observant les règles qui vienncnl d'èlrc exposées, on prendra, pour le carré à égaler :
l'équation donnera a; = 2, et en substituant dans l'expression proposée, on aura le carré l'èij.
Kgaler de différentes façons à un carré une expression composée de cinq termes, et où le terme constant est carré en même temps que le coefficient de x'' .
4. Tout d'abord on |)euf formel' \:\ racine du carré à égaler, de façon il éliminer les termes conslants, ceux en .r el en .!■'. Ainsi soil nni-
b'ormez (i -h toj; -;- x'-y = i + 20X ■+- 102^- + 'lox'^ -+- x^ ; les leriiies de trois degrés disparaissant, il resfera l'équation —92.7-'-— j('>.i'', d'oii
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•1^ = — -','. -• iîii subslilu.nn! lUuis FL'xpi-fssion iiroptisôc, on aura
5. En svcotid lieu, on pinil foriucr hi caciiK^ do lin^on à éîiiiiiiior les Irrmcs (Constants et coux en j' cl .r-. Ainsi soit pToposéo la inèiiii' expression
On prendra (i H- lax — \dx-')-; en développant le carcé et en établissant l'équation, il ne restera que les termes en x^ et .t*, de degrés immédiatement consécutifs; on tirera dojie x=.-—; la subslilution
lionne le cari'e jj-^ —
6. Troisièmement, on peu! Cormei' la racine de l'aeon à éliminer Ic^ termes constants et ceux en x' et .r'. Soit toujours la même expres-
On prendra (x--!- 'iiP + 1)-; il ne restera dans l'équalion que le;, termes on x" nix-, et l'on tirera x= — i, d'oi^i la valeur cai'rée 81 pour l'expression proposée.
T. Quatrièmement, on peut former la racine de façon à éliminer les termes en x'', .-r% x"- . Soit encore
On prendra {x- -\- 'îx + 'iy \ après élimination, il restera seulement des termes en x ou constants; on en tirera a; = r, d'oii, piuir l'expression proposée, la valeur carrée 3G.
8. ("inquièmemenl, oti peut former la racine aulremenl que nous ne l'avons l'ait plus haut, de façon à éliminer les termes constants <'t ceux en X etir\ Avec la même expression, on pourra égaler
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et l'on aura^= -'-, lPoù, pour l'expression proposée, la valeur (■ — ^ j ■
9. Sixièmement, on peut aussi former la raeiiie autrement que nous ne l'avons fait plus haut, de façon à éliminer les termes constants et ceux en x^ et x\ Ainsi on pourra, avec la même expression, former l'équation
d'où œ = — 3, et, pour l'expression proposée, la valeur earréo -'\.
10. Je laisse de coté les autres racines que l'on iiourrait former, comme — x- — ix — 3, i — ix — x'-, x'- — lo^ — i, 45^^— loa; — i, — 1 — ix — œ'- \ car, si elles donnent des solutions, ces dernières ne (lilTérent pas de celles que nous avons déjà obtenues.
Ce que sont les soluUoiis dérivées et comment on les obtient.
11. Il V a deux sortes de solutions : les unes, eu effet, sont primitives; les autres, dérivées. Les primitives sont celles que l'on déduit immédiatement de l'expression proposée, comme celles que nous venons de calculer; les dérivées sont celles qui proviennent des primitives; elles peuvent d'ailleurs être du premier degré, si elles sont immédiatement déduites des primitives; du second degré, si elles sont déduites de dérivées du premier degré; du troisième degré, si elles sont déduites de dérivées du second degré, et ainsi de suite indéfiniment. Remarquez d'ailleurs que de solutions fausses on peut en tirer de vraies et inversement, comme on le verra clairement ci-après.
Déduire les solutions dérivées du premier degré d'une solution pnmiltvc quelconque.
12. Ajoutez 11 X la solution primitive, avec son signe + ou — ; substituez à l'inconnue le binôme ainsi formé dans les divers termes qui composent l'expression proposée; égalez le résultat de cette substitution à un carré dont on formera la racine comme il a été dit ei-dessus;
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ajoutez la valeur qui en viendra pour ^ à la solution primitive, viuis aurez ainsi la solution dérivée que vous cherchez.
Soif, |)ar exemple, ii trouver une solution dérivée du pi-emier degir |inur !'rx.[)ressiou proposée ci-dessus
[)i'ene/ — 'S, l'une des solutioiis primitives; ajoutcK-la à x, vous avez ^ — 3, que vous substituez à 37 dans les termes x'\ /|x'% lo^^, -lox. et vous ajoutez le terme constant, comme ci-après :
ro,c=
,c'^— (2x'-i-54.r!— io8,';-i- 8i ■+■ i-i;^ — 3G.ei-i-io8,)T— 108
Total
xi— 8,cS + a8,r=— ;o.r -1- 4
13. Celîc somme, doit être égalée à un carré; formez-en la raciiic comme suit : x' — /j,); — 2; il viendra x— f; comme on a sultstihié
X — 3, retranchez 3 de -. il reste - comme valeur de .t dans l'i'xpri'ssion proposée; la substitution de cette valeur donnera connue résulla)
14. On peut encore égaler la même somme au carré de (x" — lo.r-H^), d'où X = -^; retranchant 3, reste -^ comme valeur de ~r dans l'expi'ess[on proposée, et celle-ct acvienara — tt — = ( ) "
15. Prenez le carré de (2 —lOiP —.2:-); il viendra x — — —; l'elranch;nit 3, vous aurez la solution — '— qui doiinei'a à l'expression prnposée la valeur ^^i, c'est-à-dire ('^)^
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16. Qiiatripiuoiiioul., prenez le carré Je ('^ — lo^ — i 8^:^-); il viendra iv = — ^^> d'où, retranchant 3, vous aui'cz [a solution — -^^^ ■
On |)iiiirrait encore former les carrés
ruais ils conduiraicnl à la valeur .x='i, d'où, en retrancliant 3, la soin lion ■ !, (|ni est illusoire, et hors de notre propos,
17, J'ai ilit, d'autre |)ai't, que l'on avait également comme solution [iriinilivc — _'j; on |ient île même en tirer des solutions dérivées, en snb^tituanl x — !\ à x <lans l'expression proposée
huit commi' on a substituée — 3 dans cotte expression. I.i' résultat de la substitution sera
.r' — i2a;'+58a;^— ja't.r + 8r = C-
lin prenant pour carré (œ- — G^r — C))-, vous obtiendrez la solution l^-
\a- carré iœ' — —x + rA donnera la solution ^- Le troisième carré
\^ ' y ^ -^ ^^") *^'"'""^* m^Q <)■ ^^ qiiatrieme [g^-œ^x-)
lionne ■— ^-—- On |)ourrait encore former les carrés Çx- — 6x -h <))" ou
(— ^-+6x — <))-, mais on en tirerait x= 'i, d'où la solution o. qui nous est inutile.
18. Comme solution primitive, nous avons encore — ^- Substiluons donc a; — -^- à x; l'exjjression proposée deviendra i j iii5 733<) i^ofiiïS
(' ) Rillv donne la valeur erronée : ,„ ,7-- 43639
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Vous ubtiendrfiz les solutions ;
])ar le carre 1 ^^ x— —j-
.'la 375 '^'" ' "^ \ 750 iC ,,
iMiiiii le cai'J't; { -^ ^-^x-i-^ — :. ^ - a
\ib 7^0
j9. \"oilà pour Il's solulions jiriniilivos alï<^cléos du sii;Mc - ; (iti proci^dera do même pour celles qui ont le signe +. Ainsi, comme + 1 est une solution primitive, on substituera x -ht et on aura la îraiisi'oemée
D'où les nouvelles solutions :
par le cai ])ar le carré
ie carré ( 6 -h -^ x -\ .t^ ] .
20. Comme autre solution primitive, nous avons -t\ subslilnou' donc x-\- ^-^\ la transformée, obtenue comme il a été dil au n" 12, ser:
Les solutions LÎérivéos seront : j par le carré \x--+ 4-^+ ■'-- ) ; — 4-
, . { ., 1% gi8\= . , / „ ■-..% ■i.\!j,\'
|)ar le carre \ — x- irX -\ 1 ; i par le carre \x- -1- tt-.c + -^ i :
,-. [30978 , , /•■>.iS 3or>o A^
eniin %.,., par le carre h —, — x -- x'-] .
I toSi-i ^ V Q 3a7 y
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21. Knfin, la dernière solution primitive conduira à la substitution (le a; H — r5> et en égalant la transformée de l'équation proposée à un carré, dont on formera diversement les racines, comme on l'a fait poni' les précédentes, on obtiendra de même de nouvelles solutions.
Obleiur les solutions dérivées du second degré, celtes du troisième, du quatrième, etc. à l'infini.
22- De même que les solutions priniilives jious ont lourni des solutions dérivées du premier degré, de même les dérivées du premier degré peuvent nous fournir des dérivées du second degré. Ainsi, puisque nous avons - comme solution dérivée du premier degré, nous substituerons x-\ — âx dans l'expression proposée
!o résultat de cette substitution sera a;' + i'yx^ -\- — x'- + ~--x-\ — ^■ Nous l'égalerons au carré (a;'+3iC+-~] ! et nous obtiendrons
ainsi la solution ? qui est dérivée du second degré, puisi|u'elle
provient d'une solution dérivée du premier degré.
23. De cctic solution du second degré nous pouvons en dériver encore une autre, toujours par le même procédé. A cet elFel, on subsliliiera œ — — \i x dans l'expression proposée; le résultat de cette sub-
s itution est x' — iax" -\ ^~x- — -^-^ x + '—~; on I eea era au
e,arré (x- — igx ^^ j > ce qui donnera -7^ comme valeur de xi en
roli'anchant ^-i on aura, comme valeur correspondanle dans l'expression proposée, -f^, solution dérivée qui est du troisième degré, puisqu'elle provient d'une solution dérivée du second degré. On pourra de même obtenir des solutions dérivées du quatrième degré, du ctnijuième, du sixième, et ainsi de suite indéfiniment.
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Égaler à un carré une expression composée de quatre termes, pourvu qu'elle comprenne un terme, soit indépendant de x, soit en x\ lequel soit carré.
Soit proposé : 20a:' -1- !Sx- -^ [\ox + iG
Prenez (4 + 5a;) pour racine du carré; vous aurez des deux côtés les mêmes termes en x et indépendants, et vous obtiendrez a; = i comme solution. Cela posé, de cette solution vous en dériverez une autre, en substituant à x, comme précédemment, x -4- 1 dans l'expression proposée o.ox^ -\- 5x'^-\- ^ox -+-i&; le résultat de cette substitution est 20iK^-i-65a::^-f- iioa7-f-8i; on doit l'égaler à un carré, dont on formera comme ci-dessus la racine m h — ■ x\.On trouvera, comme valeur de x, dans la transformée, — ^- , et, dans la proposée, — ^■ En troisième lieu, de cette solution dérivée du premier degré, on en déduira une du second degré, en substituant x—^ ^; on aura, comme résultat de cette substitution, une nouvelle transformée que l'on égalera au carré (-— + ^ ^i: x] > et l'on arrivera, comme solution du \729 3609 ;
second degré, a la valeur -^ 7.
25. Supposons maintenant le terme en x'' carré, et soit proposé :
Prenez pour racine du carré : {x^ + "i-oc), de fatjon à éliminer les deux termes de plus hauts degrés. 11 viendra : ']x-~ix, d'où, en deliors de l'unité qui est une autre solution, la valeur x=-- On pourra donc substituer à a^', soit x h — , soit a; 4- r, pour obtenir des racines dérivées.
26. L'absence d'un des termes intermédiaires n'empêche pas d'égaler à un carré une expression composée de quatre termes. Ainsi l'expression iÇi -^ Q.l\x- -+- iÇix^ -\- 3x^ peut être égalée au carré (l\-\-^x^Y,
FERMtT.-in. 49
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ce qui donne a: = 4. d'où l'on pourra substituer x + l^ pour obtenir
une solution dérivée.
De même, si l'on propose x* + 600;»''+ 8oooa^ -f- 5oooo, on formera le carré (a;^H-3oo)^, et l'on obtiendra ;r=5. On pourra donc substituer x -^ S pour obtenir une solution dérivée.
On peut égaler à un cube une expression composée de quatre termes, pourvu que le terme indépendant de œ, ou bien le coefficient de x" , soit un cube.
21- A cet effet, si le terme indépendant de x est un cube, on en prendra la racine cubique comme terme indépendant de la racine du cube à égaler. On divisera ensuite, par le triple carré de cette racine cubique, le coeffîcient'de x dans l'expression proposée, et on aura ainsi le coefficient de x dans la racine du cube à former; la racine cubique et le' quotient doivent d'ailleurs être affectés des signes convenables. Ainsi soit proposé d'égaler à un^îube l'expression aa;'-)- x^-+- 3x-+- 1; on prendra, pour racine de ce cube, 1+^7(1 étant la racine cubique de l'unité, et x le quotient de 3a! pour 3, qui est le triple carré de i). En égalant à l'expression proposée le cube de cette racine, à savoir x^ + 3x^ 4- 3a; -f- 1 , on aura x == 2, et en substituant x + 2 a x, on pourra obtenir la solution dérivée.
28. Si c'est le coefficient de x^ qui est un cube, on prendra sa racine cubique comme coefficient de x, et en divisant par le triple carré de cette racine le coefficient de x- dans la proposée, on aura le terme indépendant. Ainsi soit proposé d'égaler à un cube
on prendra, pour racine du cube, 2a; + 2 (2a: étant la racine cubique de 8x^ et 2 le quotient de 24 par 12, triple du carré de 2); le cube de cette racine sera 8a;' 4- 24^*+ 24a: -1- 8; en l'égalant à la proposée, on obtiendra x= —■> et l'on passera ensuite au calcul des solutions dérivées.
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Si le coefficienl de x^ et le terme indépendant sont tous les deux des cubes, il y a trois manières d'égaler à un cube l'expression proposée.
29. Soitproposé, par exemple, A' è^d\t^fh.vr\ c.nhn x' -\- -lœ' -^ l^x -h i . Si nous prenons, pour racine du cube, x -\- i (c'est-à-dire la somme des racines cubiques des deux termes cubes), on aura à égaler l'expression proposée à ;»' -t- 3^--t- 3x-j- i, d'oii x = i. Nous pouvons encore prendre, pour racine du cube, x -\- ^ de façon h éliminer les termes des deux degrés les plus élevés; l'équation ne subsistera dès lors qu'entre les termes des deux degrés inférieurs, et l'on en déduira a; = — i^- Enfin on peut prendre f 1 + =a;j de façon qu'au contraire il ne subsiste dans l'équation que les termes des deux degrés supérieurs; on obtiendra ainsi la solution a; = ~ |^; chacune de ces trois racines primitives fournira des dérivées, comme ci-dessus.
Iléserve sur ce qui vient d'être dit.
30. Toutefois il peut arriver qu'une expression composée de quatre termes, dont l'un des extrêmes est cube ou dont les deux extrêmes sont cubes, ne puisse pas être égalée à un cube ; c'est dans le cas où, après la réduction des termes semblables, l'équation subsiste entre trois termes (') ou bien où l'on n'a plus qu'un seul terme égalé à zéro. Ainsi soit proposé : i-\-^x + Zx^ ■+- 4^' ; on ne peut procéder autrement qu'en formant le cube (i -i-xy-, mais l'équation se réduit à 3a;^= o; il est donc impossible d'égaler à un cube l'expression proposée. De même, soit proposé : x^ -^ ix- -^ "ix -[- t; on ne peut trouver qu'une seule solution immédiate et primitive, en prenant, comme racine du cube, X -\- 4:-, car si l'on prenait a:^ -+- 1, on aurait x- = o. Pour
(') Il esl clair qvie ce n'est pas à supposer.
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un motif semblable on ne peut égaler k un cube l'une ou l'autre des
expressions
x' — Sie^ — ix — t, a;'— 3^=+ 3a; -H 1. L'équation se réduit toujours à celle d'un seul terme au zéro.
Douse questions sur ce qui a été enseigné dans cette troisième Partie.
31. Ce que j'ai dit jusqu'à présent fournit une riche matière, d'où l'on peut, comme d'une mine d'or, tirer un trésor de problèmes sans fin. Ainsi on peut demander un nombre tel qu'en le prenant 20 fois, ajoutant 10 fois son carré, 4 f'^is son cube et enfin l'unité, on ait un carré. Si l'on demande en outre que ce nombre soit plus grand que 8 et plus petit que 10, il faudra nécessairement, d'après ce qu'on a vu plus haut (n" 23), partir de la solution primitive — 3, en dériver une autre du premier degré ■.-; puis une du second degré : ; enfin celle du
troisième : ^> qui satisfait à toutes les conditions proposées. Mais ce sont d'autres questions que je veux résoudre ici.
Trouver en nombres rationels entiers an triangle rectangle, tel que son hypoténuse soit un carré, aussi bien que la somme des côtés de l'angle droit.
32. J^'ai déjà (première Partie, n" 45) résolu ce problème par la double équation ; mais comme il peut être abordé également au moyen d'une expression composée de cinq termes, je vais le traiter de cette seconde manière. D'après ce que j'ai dit h l'endroit précité, je forme le triangle des nombres a; -1- 5 et 12; les côtés sont par suite :
L'hypoténuse : a;^-!~ loir -4- i6g et la somme des côtés de l'angle droit : x' 4- Zf^x + i doivent être des carrés ; < le produit de ces deux expressions, soit a:* +■ f\lix^ -h Siox' + 5756a: 4- 169, doit donc être
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un carré > que je forme en prenant pour racine i3 + — ^a; — ûs^;\\
vient a; =^ — — ëô^-- D'où, pour les côtés, d'après les positions ci-dessus,
les nombres i 06 1 652293 52o, 4 565486027 761, 4 687 298610 289, qui sont les mêmes que ceux trouvés précédemment.
Ti-ouver un triangle rectangle tel (jue l'on ait un nombre donné en retrancfmnt l'aire de la somme de V hypoténuse et de l'un des côtés de l'angle droit.
33. Soit 4 if nombre donné. Chorcbons d'abord un triangln rectangle tel que l'on ait un carré en retranchant le quadruple de l'aire du carré de la demi-somme de l'hypoténuse et d'un côté.
Soient ic-f- i et a; les nombres générateurs du triangle; les côtés seront : 20;* -H ix-^i; ix-i-i; 2,x^-\^ ix. La somme de l'hypoténuse et du côté suivant est ^x"^ H- (\x -H 2; sa moitié est .r*-!- 2^4- i, dont le carré a;' -h 4^^ + 6ic^ + 4^ -h i , diminué de quatre fois l'aire, c'està-dire de 8a;' -f- 1 ix'^ + [\x, laisse comme reste x^ — 4a;' — 6a;* -H i Égalons ce reste au carré ix^ — ix+ i)* =^x'' — l\x^ -h 6^:^ — [\x ~v- 1
L'équation donne x^-^- D'après les positions, les deux nombre! générateurs du triangle seront % et j> ou, en prenant seulement le; numérateurs, i\ et i; ils donnent le triangle 17, i5, 8. Prenez ces nombres comme coefficients de x. Les côtés du triangle cherché étant ainsi supposés être 17a;, \Sx, 8a;, nous aurons l'équation
Le triangle cherché a donc pour côtés ^> y. ^i et il satisfait à la condition proposée. Celte question a été omise par Diophante après ses problèmes VI, iO et M.
Trouver un triangle rectangle telqa'im côté de l'angle droit soit un carré et qu'en y ajoutant un multiple donné de l'autre côté de l'angle droit on ait encore un carré ( ' ) .
34- Soit 3 \<: inu!ti|ilicateiir donné. Formons lo Iriaiiglo dos nombres x-\-i et I ; les côtés seront x'^ + ^x + 2, x^ ■+- 2x, ix ■+■ 2. Multiplions ce dernier côté par 3 et ajoutons le produit, ôa; -1- 6, au côté intermédiaire, il vient ^^H- 8^ -+- 6 qui doit être un carré, en même temps que !e côté intermédiaire. Faites le produit de cette somme, x^-^Sx-\- 6, par le côté intermédiaire, x- -t- ix; vous avez
à égaler à un carre, soit à
Il vient ;r = — ■
D'après les positions, le triangle cherché sera en nombres entiers : 3i3, 25, 3i2. La même solution peut être obtenue parla double équation
Trouver un triangle rectangle tel qu un côté de P angle droit soit un carré, et qu'eti en retranchant un multiple donné de l'autre côté de l'angle droit on ait encore un carré.
35. J'ai déjà donné une solution de ce problème (Part. 1, n" 47), mais par une autre méthode. Soit donc proposé de retrancher du côté qui est carré le triple de l'autre côté de façon à obtenir un carré. Prenons comme triangle primitif celui qui vient d'être trouvé pour la question précédente, savoir 3i3, 2,7, 3 12, formé des nombres i3 et 12.
Formons le triangle chcrclié des nombres x — !?> et 12; les côtés
(') Cf. l'ai-t. I, iV'46.
seront a;-— 26ic + 3i3; ^r-— 260;+ i5; i(\x — ^ii. Retranchons du coté intermédiaire le triple du dernier, il reste a;- — 983; + 961 qui doit être égalé à un carré, aussi bien que le côté intermédiaire x^ — 26a: + 25. Égalons en conséquence à un carré le produit de ces deux expressions, savoir x^ — la/ja;' 4- 553^x- — 27 436^7 -f- 24020, et formons la racine de ce carré : x^ — '—p-x-\- v55. De l'équation
on tirera x= -^ „ ' '^ ' ; les nombres ic— i3 et 12, si l'on chasse les 318370 '
dénominateurs, deviendront 23542921 et 3 820440; et on formant de ces nombres le triangle demandé, on aura les côtés
36886-1 871 oo584i, 53^6733674186/11, 179 888 634 310840, satisfaisant à la question.
Trouver un triangle rectangle tel que l' hypoténuse soit un carré et qu'en retranchant d'un des côtés de l'angle droit un multiple donné de l'autre côté, on ait un carré. Soit 1 le multiplicateur donné ( ' ).
36. Prenez ir -1- i et i comme nombres générateurs du triangle; les côtés seront : x^ -i- 2.x -\- 2; x^ -h loj ; ax-h 1. On devra donc avoir x-~i- 2x-h 2 =a et, en retranchant du côté intermédiaire le double du dernier côté, x-—2x — li=n- Cette double équation donne x^—- par suite a: 4- I et i deviennent — — et—, ou, en ne pre-
nant que les numérateurs, — 5 et 12, dont on forme le li'iangle primitif 169, 119, 120.
Il faut dès lors recommencer l'opération, en prenant pour nombres générateurs du triangle a; — 5 et 12; les côtés seront: ic- — loa^H- 169; x'-' — lox — iig; 24a; — 120. Si l'on retranche du côté in terme diairi^ le double du dernier côté, soit 4<^^ — "^^o, le reste x'^ — S^x + 121 devra être un carré, de même que l'hypoténuse x^ — \ox H- 169. Egalons à un carré le produit de ces doux expressions, c'est-ii-dire
(1) cf. Pai-t. I, n" 48.
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a;' — 68.»'-f-87oa;^ — 11012X + 20449 et formons la racine de ee SÔofi
aussi suivre une autre voie, en ramenant les deux expressions h avoir un même carré pour terme connu, on aura
— ^x^— ?. a: _|_i6g — n et .7:^ — io.x -i-iog — D.
comme on l'a vu Part. I, n''21 et suiv., la décomposer en deux facteurs
— xet—cc— —^ OUI conduisent a la valeur a: = — t^-t^-- U après T I M 1 1 • 46 o46 ^
les positions, le triangle cherché sera en nombres entiers :
19 343 046 ii3 329, 18 732 4i8 687 921, 4821 817 4oo 400.
Trouver deux nombres tels que le produit de leur somme par la somme de leurs carrés soit un cube.
37. Soient a; et 2 — a: les deux nombres cherchés; leur somme, 2. multipliée par celle de leurs. carrés, qui est aa;^— 4^ + 4. donne 4a;* —8^ + 8, qui doit être un cube. Formez la racine de ce cube :
a—'^x, et égalez-le à l\x^ ~ 8a; + 8; il viendra a; = — -• Je substitue en conséquence a; — - à a; dans l'expression 4^^ — 8a? -1- 8 ; la transformée est 4a;- — 44^ 4- 1 25. Je l'égalerai au cube (5 =a;l , et j'aurai ainsi
d'où X -— ^, Q . ; je retranche de cette valeur - ) puisque j'ai substitué X — -; j'ai pour valeur de x dans les premières positions — —■ Si, d'après la position pour le second nombre cherché, je retranche cette
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Uemarqupz : i" que les numérateurs 26793 et 15799 s;itisfoiil à la question.
2" Que l'on a résolu de fait le problème suivant : Partager le nombre -i en deux parties, de l'açon que le double de la somme des carrés des parties soit un cube.
3° Que l'on peut résoudre de la même façon cette autre question : Trouver deux nombres tels qu'un multiple quelconque de la somme de leurs carrés fasse un cube. Ainsi, si l'on demande que le quintuple de la somme des deux carrés fasse un cube, vous poserez a; et 5 — a; pour les racines cherchées et vous continuerez comme ci-dessus.
Enfin de cette solution on peut déduire également celle d'un très beau problème : Trouver deux nombres tels que leur différence soit égale à la différence de leurs bicarrés. Si l'on prend en effet les deux nombres trouvés ci-dessus, 26 798 et i5 799, et, comme dénominateur commun, la racine du cube produit par la multiplication de leursommc* et de la somme de leurs carrés, racine qui est 34 54o, on aura les deux nombres cherchés %jZ~ et -'', Z?^'
Trouver deux triangles rectangles ayant une même différence entre leurs moindres côtés, et tels que le plus grand côté de l'angle droit de l'un de ces triangles soit égal à l hypoténuse de l'autre.
38. Formez le premier triangle des nombres ^ et i; les côtés seront .T* + I , x^ — I , %x. Donc le second triangle aura x- -+- 1 comme plus grand côté de l'angle droit, et le plus petit s'obtiendra en retranchanl la différence des deux moindres côtés du premier triangle, c'est-à-dire X- — Q-x ~ I, ce qui donne nx-h 2. Reste à satisfaire à la condition (x- + ly -\- (2x -^ 3y = a. En développant, j'ai comme somme des carrés a;' + 6^^ + 8.2; -H 5 que j'égalerai à (x^-h'iy, ce qui donne
x'' -i- 6x^ + a = x" -h 6x- -h 8x ■+- 5. D'où x= -■ ^ 3
D'après les positions, en chassant le dénominateur, les nombres
entiers générateurs du premier triangle sont 1 et 2, mais le premier
ni.— femut. 5u
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.toi ŒUVRES DE FERMAT.
fst. inlorioiirau second, en sorte que l'on aurait un nomhre faux comme côté du triangle, ce qui est absurde. Il faut donc, pour remédier à cet inconvénient, recommencer l'opération, en formant le triangle des nombres x -hj et 2.
Les côtés du premier triangle seront donc a;^+ 2x-i- 5;a;'--\- 2x — 3; f\x + .'\, et les moindres côtés du second x- -\- ix -i- 5 ; ^\x -{- 1-2. La somme des carrés ile ces deux derniers côtés fait
et doit être un carré. On peut en former la racine de plusieurs façons. Prenons I 1 3 + ^a:^ — iC-| ; l'équation donnea: = — -^^' Les nombres entiers générateurs du triangle seront, d'après les positions et ('ii chassant les dénominateurs, — 979 et 1092, On peut s'en servir comme si tous deux étaient vrais et former le triangle des nombres 109^/ et 979. On aura ainsi les deux triangles
■>,i5o90j, 2i38 i36, iï34o33, Lî j65 oi'j, 3 t5o goâ, 346792,
qui satisfont h la question.
Trouver deux triangles rectangles ayant une même somme pour les cotes de l'angle droit et tels que l'hypoténuse de l'un soit égale au plus grand côte de l'angle droit de l'autre.
39. Formez le premier triangle des nombres x -h i et i; les côtés seront : œ- + 2X -hn; x- ■+• 2x; 20; + 2. Le plus grand côté de l'angle droit du second triangle sera égal à l'hypoténuse x-~i-'2x~h-2, et, si on le retranche de la somme des côtés de l'angle droit du premier triangle, il restera 2X pour l'autre côté du second triangle. La somme des carrés des côtés de l'angle droit de ce triangle fera des lors
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TUAItUCTlON DE LINVENTUM NOVUM. 3!I3
Je l'égale au i;arré (x'^ -h i>a; + 4)- ~ ^' + /ja?' + i:J,a;" -i- iOj; -t- iG; il vient x= ~ -• h' substituerai, par suite, x à x dans l'expression
la transformée est x^ — 2X^ -h — .r-— -^^'-f- '-7P et je l'égalerai au carré (-, ^x + x- \ ; l'équatioa me (loniipx- = ~; si j'en retrancha
-1 j'ai -t; pour valeur de œ dans les premières positions. Par conséquent, en nombres entiers a; + i et r deviennent, si je chasse les dénominateurs 29 et iG qui engendrent le premier triangle cherché i5r7, i65, i5o8. On en déduira le second ; laaS, ijry, i56.
On peut arriver autrement à la solution en partant de la valeur .r = — - trouvée en premier lieu. Si on la substitue dans les expressions 3: + 1 et I , on aura en entiers : ~ i et 2. On prendra dès lors comme nombres générateurs a-- — 1 et 2 et l'on recommencera l'opération. Les côtés du premier triangle seront x^ — aa; -\- 5; x'^ — 2x — 3; 43; — 4; Ips côtés de l'angle droit du second : cr^— 3a; -h 5; {{X — li, h somme des carrés de ces derniers fera x* — Iix'-\~3qx--— i iGj^-i-iG;) et on l'égalera au carré ( 1 3 — -^a)-\-iv^\ ; d'où x = - ■ Dès lors, en
entiers, a; — i et 1 deviennent 29 et 2G, c'est-à-dire les nombres trouvés ci-dessus et conduisant aux mêmes triangles.
Trouver un triangle rectangle dont l'hypoténuse soit un carré, et tel que ta somme de l'un des côtés de l'angle droit et d'un multiple donné de l'autre côté soit également un carré.
40. Soit 2 le multiplicateur donné. Formons le triangle cherché des nombres x et 1; les côtés seront ic' + i, x'^ — i, ix; ajoutons l\x, double du dernier côté, au premier coté de l'angle droit; il vient
X- -^ .\x — i qui doit être un carré aussi bien que l'hypoténuse :c--m .
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La (lifTérenco cIp ces diuix px(irossions esl 2 — l\x, et l'on trouvera, par suite, la valeur :c = — ■ Mais x doit être plus grand que l'unité; il faut donc recommencer l'opératifui, en ])reiiant pour nombres générateurs .T -\- 5 et ï2.
Les côtés seront : x-^ loa,' -1-169; x^ -i- ioj:!— 119; 2^x -1- 120. Ajoutons au côté intermédiaire le double du dernier, c'cst-ii-dîre 48^ -I- 240; il vient i»*-l- 58i» -H 121 qui doit être un carré aussi bien que l'hypoténuse x' -+- roo; -1- 169. Égalons ii un carré le produit de ces deux expressions, soit x^ + 68^ -1- 870^;- -f- i loisar-i- 20449. ^'^ ^''"'" mous ce carré : f i43 -
Les nombres entiers formant le triangle seront 1 i45o82 3/'[i 079296 et 368 045 547 448 320 ; il est facile de le calculer.
Trouver un bicarré tel que. son triple, ajouté à un autre bicarré que l'unité, fasse un carré.
41. On demande que le second bicarré soit différent de Funilc, parce qu'autrement la question serait trop facile, puisque l'on a 3x1-1-1— 4 et 3x 16-1-1^ 49- I^ prends pour racine du bicarré cherché le nombre x — 1. Son bicarré est x^ ~ ^x^ ■+- 6x^ — l\x + 1 . Triplant et ajoutante;', j'ai 4^'— 12^;*+ 183;^ — la^ -f- 3, que j'égaie au carré / aa;^ — 3a; + 7 ] , d'où.c=-^- D'après les positions, en nombres entiers, la racine duhicarré sera 3; en triplant ce Ijican'é, 81, et en ajoutant le bicarré 14*^41 t'u numérateur 11, on aura 14884, c'jest-à-dire 122-,
On peut aussi prendre le double de 3, c'est-à-dire 6, tripler son bicarré et ajouter 22* (bicarré du double de ii); on aura 338 r44 'H' 488^
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De même, v.n triplant 3 ot 1 1, ce qui donne 9 et 33, 3 X 9'+33'=i5o5 6o4 = io()8-^; et ainsi de suite indéfinimeiil.
Trouver an triangle rectangle lel que l'on ait un carré en ajoiitani le carré de V hypoténuse à un multiple donné de l'aire.
42- Soit 2 le multiplicateur donné. Formons le triangle des nombres .^ et r; les côtés seront : ^--m; ce* — i; 2^; le carré de l'hypoténuse est ^*+ 2i»^ + i; en ajoutant le double de l'aire, c'est-à-diro 2^' — ix, j'ai x" + 2x^ -\- ix^ ~ 2a: -h I que j'égali? au carré (x^-hœ-\- - ) ■ " vient x= j] mais, cette valeur n'étant pas supérieure ;i i, on ne jieul former le triangle sans tomber sur des nombres faux; il faut domrecommencer l'opération en substituant x + y h x dans l'expression égalée à un carré.
La transformée est x'^ H- 3a:' -i- -1 x- — -^x -h ^ que j'égalerai au . /iS g 5o77
'-x^ ] . Il vient (') x= — -, — ^; ajoutant 7. a --,7 / ^ ' 20949120' J 4
cause de la substitution, on aura, comme valeur de a; dans les premières
positions . „^^ • Les deux nombres générateurs du triangle rectang!<'
seront donc en entiers 6437 456 et 5237 2S0. 11 y a un cas uni(|ue
pour lequel le problème est impossible ( - ).
Trouver un triangle rectangle tel que l'on ait un carré en retranchant l'aire du carré de l'un des côtés de l'angle droit.
43. Formez ce triangle des nombres x — i et 4; li's cotés seront : ■x- — 2a; -I- 17; a;^— 2a; — i5; ^x — 8. Kn retrancliaîit son aire,
(') Les nombres qui suivent sont cntacliés d'une erreur do calcul ; il faut corriger
ce qui pour les nombres générateurs du triangle donne 6 85g 966 ë
5 337280, ou en nombres minimi, 571663 et 436 440' (') Cette remarque paraît se rapporter au cas où le muUiplicateur donné 0
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\.v-' — i'2,î---— j2a: + Gu, du carré du second côté, cVst-à-diro de j:-' — ^œ^ ~ 2i})j!- -hGox -h'^2Ô , il reste ^* — 8.r' — i '[.r^ + i ia,r4-i65. ;t cgalcrà un ciirré, soh -à (.x' — ^tic — 1 5')- . Il vicnf .r == — ^- Jo suhsliUie par smU-- -r '- dans l'expression à égaler à un carré ; la transformée est .r' — 3î:i^'+ i^a;-— ^^^j:^h — —^- ■''' l'égale au rari'é
(.■r- — - 19a; j- 1 ■ Il vient j;= --0^; si je rctranciie — a cause de la
substitution, puis l'unité, d'après les positions, les nombres géaérateurs du triangle rectangle seront en entiers Gooi et 2280. Le triangle
cherché sera 'ii ^to '^oi. 3o 8i3 Goi, 27 .'36.'| -^Gn.
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TRADUCTION
COMMERCIUM EPISTOLICUM
Dk WALLIS.
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CORRESPONDANCE
SUH CERTAINES QLESTIONS MATHEMATIQU KS
entre les très nobles
l*nn Wii.LfAH Vicomte BnouNCKER, Anglais, Sir Kenklh D-obi, chevalier Anglais, M. Fehmat, consOLller au Parlement de Toulouse, M. Fhiîxicll ^LntLlIiommf de Paris,
Slli John Wai.lis, |jiiilt,sseui de Géométrie à Oxford,
il. b'LiANs Vas Schooten, professeur de Malliéniatiqocs à Leyde,
KtWiéù par .lolin VVallis, docteur de Théologie, professeur en la chaire du Gcoiuélrii de Savilo à la très célèbre Académie d'Oxford.
Oxford, imprimé pur A. Lichricld, typographe rie l'Académie, aux frais de Th. liobinsen, [65H.
[Kéédilé dans le Tomo second des ÛËuvros de Wallis, Oxford, i(ig:i. (
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DEDICACE
JOHN WALMS
AL" 1RES TLI.USTIU; I;T TilKS M)
SIR KENELM DIGiiY,
Thés illustiie ht mfes mibi.k ciievilieh,
Chaque l'ois qu'à pari moi je repense aux multiples obligations que je vous ai, je désespèt-e entièrement d'égaler mes titres îi vos faveurs; il ne me reste pas même & compter pouvoir, pour de tels bienfails, acquitter ma dette de remercfments. J'oserais plutôt me croire capable de triompher de toute autre difficulté, que de celle de vous témoigner une reconnaissance digne de vous ou égale !i mon devoir. En tout cas, je dois considérer comme uu honneur insigne, inappréciable, que votre faveur ait daigné venir me cbercbcr sans (|ue j'aie eu à l'implorer et quand j'étais ioin d'y prétendre; mais bien plus, vous m'avez de vous-môme recommandé, moi et mes LravaiiK, a d'autres personnages de premier ordre; et pour mes intérêts vous avez montré autant de sollicitude, pour ma renommée, déployé autant de zèle, (juc s'il se filt agi de vous-même.
Ainsi donc cela est de vous, cela vous est entièrement imputable, que j'aie été appelé à correspondre avec vous et en même temps avec ces autres personnages illustres; que vous ayez obtenu d'elles à mon endroit de tels éloges, qu'ils dépassent tout ce que je pouvais, je ne dis pas me promettre, mais espérer d'elles; qu'il me sera impossible de me les arroger, sans enfreindre les règles de la modestie. Si en effet, pour nous conformer ii vos désirs, nous avons, le très honorable Vicomte Brouncker et moi, abordé quelques problèmes, tant d'Arithmétique que de Géométrie, proposés par les célèbres Fermât et Frenicle (que la Franco, ainsi que vous le dites, estime les premiers en ces sujets); si nous en avons donné la solution, nous ne prétendons point pour cela, je dirai mieux : nous n'avons jamais espéré ni n{iiis faire
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Iraiter d'Hercules ou de Samsons, ni vous voir mettre au rang des premiers inailres de ce siècle ('), éloges pur lesquels des hommes aussi supérieurs ([ne nos correspondants ont su nous faire rougir. Je parle pour moi dii moins; car je ne voudrais en rien rabaisser les titres du très noble et très savant Vicomte.
Mais de telles personnes ont droil, elles aussi, S des rcmercfments que Jc vous prie de leur adresser en mon nom, pour avoir daigné m'honorer de Jour commerce et me traiter avec tant de bienveillance; car il ne faut nullemenl tenir compte de quelques expressions, parfois un peu sévères, échappées dans le cours des discussions. Je voudrais les prier à mon tour de vouloir bien excuser ce que nous avons pu, le très honorable Vicomte et moi, écrire de notre côté un peu trop librement; si, de môme, nous avons manqué à leur accorder tous les titres auxquels a droit leur rang, c'osl. que j'ignorf les usages ot les dignités de leur pays; j'aurai, bien contre mou gré, commis une faute à l'égard de personnes aussi illustres et aussi éminentes.
De vous enfin, très illustre Chevalier, de vous que, rendu toujours plus audacieux par votre faveur même, nous avons tant de fois fatigué, c'est do l'indulgence que je réclame, non pas un éloge. Ne dédaignez pas, je vous eji prie, d'accepter l'offre que je vous fais do ce qui vous apparlient, car iiresque toul. en a été écrit par vous ou à vous.
Mais vous avez, nous le proclamons, également droit it la reconnaissance publique pour avoir, cette fois conune ailleurs, défendu avec autant d'ardeur la nation anglaise, montré autant de souci pour sa gloire; ii part du moins cette erreur pardonnable d'avoir appelé, pour lutter contre de pareils athlètes, un champion aussi chétif, aussi peu exercé que moi. Car si, en cette affaire, je ne m'en suis pas tiré trop malheureusement, je ne voudrais pas qu'on jugeât des forces des Anglais sur l'échantillon de ma faiblesse.
\()ic(i, très insigne Seigneur, puissiez-vous rester longletnps encore l'aclii liroiiiotoiif des belles-lettres et l'omomeni de la nation anglaise.
('} Expressions ils Fronieio- - (■'où- ci-iipriis les i.oSlics ^1, ii oi U.
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LETTRE I
ViCOMTK ItHOUNCKEli .1 JOLIN W.ILI.IS, A OxFORD.
Votre lettre du 22 féTrier/4 mars, clarisstme professeur, me fait profondément sentir combien je vous suis redevable et par quels liens,_ plus forts de jour en jour, vous m'attachez à vous ; car la bienveillante acception que vous avez daigné donner à la liberté dont j'ai usé à votre androit est pour moi un véritable bienfait dont je vous rends grâces du fond du cœur. Vous trouverez dans ce pli un papier que j'ai reçu hier de M. White et qu'il m'a prié de vous faire parvenir. La proposition est, je crois, plus difficile qu'elle ne paraît au premier abord ; car, autrement, elle ne mériterait guère le titre que je lui vois donné. En tous cas, je ne doute point que vous n'en trouviez promptement la solution, qu'obtiendra peut-être aussi quelque jour
Votre très fidèle et très respectueux ami,
BlïOUKCKEl!.
Le papier inclus était ainsi conçu :
« Défi de M. Fermai pour M. Wallis avec les vives recommandations du messager, Thomas White. »
(Voir la pièce 79" de la Correspondance de Fermât, Tome II, page 333; traduction. Tome III, page 3i J .")
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LETTRE il.
Joiix Wallis a vicomte BRorscKEii, a Lo.ndhks,
Très honorable Mylord, j'ai re^u la nuit dernière votre leltrc datée de la veille, et en même temps le papier inclus de M. Fermât. La question est à peu près du même genre que les problèmes posés d'ordinaire sur les nombres dits parfaits,- déficients, ou abondants; ces problèmes, et autres de même espèce, ne peuvent guère ou ne peuvent pas du tout être ramenés à une équation générale, embrassant tous les cas. Quoi qu'il en soit au reste de celui dont il s'agit, il me trouve trop absorbé par de nombreuses occupations, pour que je puisse lui consacrer immédiatementmon attention. Mais je n'en ferai pas moins, pour le moment, cette réponse :
Le seul et même nombre i satisfait aux deux demandes.
Qu'il me soit également permis de proposer une question semblable :
Trouver deux nombres carrés tels que, si Von ajoute à chacun d'eux ses parties aliquotes, on ait la même somme.
Par exemple : i6-!-8 + 4-i-2 + i = 3i = 25-i-.ï-l-i.
Il s'agit de trouver un autre couple semblable.
Je souhaite la meilleure santé à Votre Seigneurie, je l'assure do
l'empressement de mon respect, et Je vous prie de voir on moi,
Très honorable Mylord,
De Votre Seigneurie le très obéissant serviteur,
J. Wam.is.
Osford, 7/17 mars rC5C/7.
Immédiatement après l'échange des lettres qui précédent, on remit à Mylord vicomte Brouncker une troisième question Ç ) de la pari du même
(') La pificc 81 (le ia Corros|iondanca de Fermai, [. ri, p. ,13], l- HI, p- iia.
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M. Fermât, ^ui semblait ainsi abandonner les premières , résolues dans l'inten>alle, paraît-il, par M. Frenicle. Mylord indiqua la solution de cette, troisième question, en même temps que celles des deux précédentes, sous une forme très brève, dans un écrit qu'il remit à M. White, lequel lui avait transmis le message; ce fut, je crois bien, dans ce même mois de mars. M. White fit parvenir cet écrit à Paris ; mais comme Mylord Vicomte n'en a conservé aucune copie, nous ne pouvons l'insérer ici textuellement ; le sens en sera toutefois reproduit ci-après. Lettre IX. Il s'ensuivit que nous ne nous attachâmes plus dès lors à une solution ultérieure des questions précédentes, que leur auteur lui-même nous paraissait négliger, puisqu'il leur avait substitué un troisième problème, dans lequel il mettait plus de confiance; or ce problème avait été, presque aussitôt, résolu par Mylord Vicomte.
LETTRE m.
VicoMi'H Hrou.\ckl!ii a John Wallis.
La lettre ci-incluse, clarissîme professeur, a été écrite par M. Fermât au très illustre chevalier Kenelm Digby et m'a été remise la nuit dernière par M. White; j'ai cru devoir saisir la première occasion pour vous l'envoyer.
Que M. Fermât ne soit pas encore pleinement persuadé de la vérité de votre quadrature du cercle, je le crois sans peine; car, si je ne me trompe, il n'a regardé votre Traité qu'à la légère. Autrement il me semble qu'il eût remarqué, dans les propositions loi, 102, io3, 104, io5, le contraire de ce qu'il paraît vouloir donner à entendre, en parlant de ses hyperboles infinies, à savoir que vous n'auriez pas considéré ces figures.
Mais ce qu'il dit de leurs centres de gravité indique bien qu'il mérite vraiment la réputation qui est venue jusqu'à nous, et je crois qu'il vous sera aussi agréable qu'à moi de voir la démonstration et la règle générale qu'il annonce à ce sujet.
Comme cet envoi est autographe, je crois que M. White s'attend à
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ce que je le lui rende; je vous prie donc, elarissime professeur, de le retourner à
Votre très fidèle el très respectueux ami,
JÎROUNCKEil.
, , 3o mai ,.
Londres — 1-^~ 1657.
LETTRE IV
(iiKiliiae dans lii protédenlt ).
FEHinr
A lÎESEUi Dlgbï. i;hevalier m Angletel
De Castn
33, lo 20 avril tOjj.
(Voir la Correspondance de Fermai, n" 82, t. Il, p. 33^. )
Ce n'est pas pour moi, très noble et très savgnt chevalier, une mince récompense de mon travail que de vous voir daigner examiner par vous-même le modeste fruit de mes dernières veilles et, comme s'il en valait la peine, demander à son sujet le jugement d'autrui. Le nom célèbre de Digby, le parfait savoir de celui qui le porte, ne peuvent être ignorés de personne, après les écrits (pour taire le reste) que vous avez donnés au public et qui sont pleins d'une science universellei ce n'est donc pas une petite gloire que d'avoir pu, sinon satisfaire entièrement un tel homme, au moins accomplir un travail qu'il estime assez pour ne pas le dédaigner entièrement. Mais ce qui rehausse le plus votre insigne clémence, compagne de la véritable noblesse, c'est que vous avez comblé de cet honneur immérité un homme tout à fait obscur et que vous ne connaissiez aucunement d'ailleurs.
Ainsi par cette lettre que vous a écrite le très noble M. fermai, et
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que, dans votre parfaite courtoisie, vous m'avez fait communiquer par M. While, obligeance qui me fait votre débiteur, j'apprends que vous avez el demandé et obtenu le jugement de Fermât sur mon Ouvrage. J'en dois également de la reconnaissance à ce très noble savant, qui a daigné parcourir ce Traité', qui en a porté un jugement assez honorable pour moi, enfin qui veut bien estimer etl'oiiuvrcctson auteur; je ne puis qu'apprécier hautement cette faveur d'un tel homme, si habile en mathématiques.
Votre très noble Correspondant pense que je n'ai aucunement eu vent de ce qu'il avait dès longtemps trouvé sur la quadrature des paraboles et des hyperboles; cela est si vrai que, si je m'en souviens, je n'avais même jamais entendu prononcer le nom de Fermât (laissezmoi confesser ingéniiment mon ignorance), avant que ce que j'ai publié sur ce sujet n'eût été écrit depuis longtemps ou même déjà imprimé; sans quoi je n'aurais pas dissimulé ce que j'en aurais pu savoir. Je regarde même comme un privilège d'avoir pu, par là, connaître un tel savant, et suis bien loin de vouloir rien diminuer de ses inventions; je voudrais bien plutôt le voir mettre au jour et ne pas cacher jalousement au monde savant les découvertes qu'il garde à part lui, et qui, j'en suis bien persuadé, sont tout à fait excellentes.
Mais pour ce qu'en contient sa présente lettre, j'ai bien peu à dire. Les nouvelles hyperboles, comme il les appelle, carrées par lui, ce sont précisément les figures dont, dans mon Arithmétique des infinis, j'ai enseigné la quadrature prop. 102; de même celle de ma prop. 103 est une véritable hyperbole, comme je l'ai indiqué prop. 95. Quanta celles qu'il exclut comme n'étant pas susceptibles d'être carrées, je les ai également exclues prop. 104; car lui et .moi parlons exactement des mêmes. Toutefois (je ne sais s'il y a suffisamment fait attention), ces courbes de la prop. 104 ne difTerent point de celles de la prop. 102; elles leur sont au contraire identiques, sauf qu'elles sont prolongées de l'autre côté; ce que j'ai indiqué prop. 105.
J'ai également montré comment il se fait que, parmi de telles figures prolongées à l'infini, les unes sont infinies en grandeur, les autres
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sont au contraire de grandeur finie et par conséquent peuvent être égalées à. des aires finies; le scholie de k prop. 101 donne, si je ne me trompe, la raison naturelle et immédiate de cette merveilleuse propriété; cette raison est-elle bien la même qu'assignait Fermât, écrivant à Torricelli? Je ne pourrais le dire, à moins de connaître ce qu'il disait.
Cependant, si votre très noble Correspondant voulait bien indiquer, soit sa méthode do quadrature des paraboles ou des hyperboles, soit encore ce critérium qui distingue dans les figures de ce genre les infinies des finies, j'entends la véritable raison de cette propriété, cela me ferait le plus grand plaisir. Car si ma méthode m'a suffi, comme je l'ai dit, pour ce double objet, je n'ai pas coutume d'avoir pour mes découvertes tant de prétentions, ni tant de partialité non plus, que je croie pour elles devoir négliger celles des autres.
Je ne puis penser autrement pour les spéculations qui concernent le centre de gravité, sujet que j'ai, à dessein, complètement omis. Eu effet, ces mêmes principes dont je me sers permettent de déterminer sans difficulté le centre de gravité, tant des paraboles de tout genre que de la plupart de toutes les autres figures, planes ou solides; j'ai même eu un moment l'intention de m'y arrêter ; mais, pour ne pas me perdre dans les digressions, pour ne pas trop rompre le fil des théorèmes et fatiguer le lecteur par l'excessive variété d'une matière entremêlée, j'ai cru devoir m'abstenir entièrement de cette spéculation comme de bien d'autres qui auraient eu leurs attraits. ]e me suis contenté d'indiquer parfois du doigt (dans les scholies) ce que j'omettais à dessein, et souvent je n'ai même pas donné ces indications.
Votre très noble Correspondant veut bien promettre courtoisement, pourvu que j'en exprime le désir, de me communiquer ses découvertes à ce sujet. Qu'il croie bien qu'à moins qu'il y trouve quelque ennui, il me ferait de la sorte le plus grand plaisir; car je ne puis attendre de lui rien que de parfait et de sublime.
Enfin, pour la quadrature du cercle que j'ai donnée, il indique qu'il n'en est pas pleineirieiit persuadé, romai'quant particulièrement
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que ce qui se déduit par comparaison en Géométrie tio procède pas toujours sans s'écarter parfois de la vérité. J'admets sans peine qu'il garde quelque défiance là-dessus, tant qu'il n'aura pas plus soigneusement examiné la question; je n'ignore pas qu'on est là sur une pente glissante et où un faux pas se fait bien vite. Mais précisément parce que je le savais très bien, j'ai été d'autant plus prudent et attentif, j'ai cherché à être aussi clairvoyant que possible tout le long du chemin pour ne pas me laisser surprendre de la sorte et entraîner dans quelque erreur. Aussi, j'en ai la confiance, mes précautions ont été telles que je ne me suis nulle part servi d'aucune comparaison qui ne puisse supporter l'examen géométrique et qui ne soit assise sur le fondement d'une légitime démonstration. J'ai bien pu ne pas toujours en donner les prolixes développements; je cherchais à m'épargner un travail pénible, à éviter l'ennui au lecteur; mais ce qui peut arrêter, je suis en mesure de le suppléer facilement.
Quant au fond de la question, ce qui fait d'ailleurs que je ne suis pas trop inquiet sur la vérité de mes propositions, c'est que le très honorable Seigneur William vicomte Brouncker, si compétent dans la matière et dont j'aurais dû faire mention, dans les termes les plus élogieux, à la prop. 19t, ayant entrepris une vérification numérique et conduit son calcul jusqu'au dixième rang, a trouvé que tout allait à souhait. Car il a obtenu pour U' rapport de la circonférence au diamètre
plus que (le 3, i/iiàg 26535 69- ■ ■ ■ 1 ,
moins que (le i,i^i5Q26^S6Q6. . . . \
ce qui concorde avec les nombres de Ludolf Van Keulen et autres; de plus, dans toute la suite du calcul, il a trouvé, comme il le fallait, un rapport alternativement en excès et en défaut; je ne doute donc pas que je ne sois arrivé à un résultat véridique.
Voilà ce que je crois, très noble Chevalier, devoir dire sur la lettre de Fermât; vous pourrez lui en faire part, si vous le jugez à propos. Il me reste, après vous avoir témoigné ma reconnaissance pour l'hon-
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neui' que vous avo/, bien voulu me faire, après vous avoir l'aîL uies meilleurs souhaits, à me déclarer.
Très uoblo Seigneur, Votre très respectueux et très obéissant i. Wallis.
O\ford, 6/i6iuin 1617.
LETTRE VI
KHNbiui DiGBv A Jolis Wat.ms.
TuF.s iiosOKÉ r.r iLLUsiur. AJossrKUii, La lettre que vous m'avez fait la faveur et l'honneur de m'éerire le 6 juin est arrivée pour moi dans cette ville quand j'en étais absent, et, immédiatement après mon retour, j'ai été pris d'une maladie (reste d'une plus forte que j'ai eue à Poitiers) et de la sorte empêché jusqu'à présent de vous adresser ces humbles remercîments et de m'acquitter des respectueux égards que je vous dois. Et maintenant que je suis hors d'affaire, je me trouve dans la crainte de rester bien audessous ou de ce que je désire ou de ce que Je dois faire. Car, à considérer que la mesure de toute civilité ou reconnaissance est à prendre, soit de la dignité de la personne qui la rend, soit du mérite de celui qui la reçoit, je trouve de part et d'autre une disproportion si énorme (pour le cas qui se présente à moi), qu'il n'y a ni obséquiosité de langage, ni politesse d'expressions qui puisse en faire la balance. Je ne m'embarquerai donc pas moi-même dans cette tâche impossible; mais, voyant que c'est simplement votre bonté qui vous a disposé à être ainsi bienveillant et favorable pour moi, j'aurai recours à cette même bonté, en vous suppliant d'accepter la profession que je vous fais ici en toute vérité et sincérité, que, de même que j'honore très hautement vos grands talents et mérites, ainsi que les nobles productions de votre puissant et savant esprit, qui fait de vous l'honneur de notre nation et l'envie de toutes les autres, de même je vous attribue le
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droit de me commander toujours tout ce qui pourra dépendra de moi poui' votre service et en toute occasion je l'accomplirai avec une aussi prompte exactitude que vous pouvez le désirer du plus dévoué ami et serviteur que vous ayez.
Ma santé ne m'a pas permis d'écrire à M. Fermât jusqu'à hier ( ' ) (jour de poste pour Toulouse) ; je lui ai d'ailleurs envoyé alors copie de la lettre que vous m'avez adressée. Ce que je recevrai de lui en retour, je vous en donnerai aussitôt connaissance, et je me considère comme très heureux et très honoré d'être l'intermédiaire de la communication entre deux aussi grands personnages. Je compte qu(( M. White vous enverra la copie de la dernière lettre de M. Fermât ii moi ('), copie que je lui adresse maintenant pour qu'avant de vous la l'aire parvenir, il la montre à Mylord Brouncker, dont il y est fait mention. Je crois assez que les lettres de Mylord n'ont pas été bien traduites à M, Fermât. Mais quant à son doute, que la solution de son problème par Mylord ne serait pas bonne, parce qu'il l'a traité à la légèi'e, ce n'est pas un bon argument, comme M. de Frenicle l'a montré par expérience. Car, ce même problème lui étant montré comme un défi à tous les mathématiciens de l'Europe, il donna immédiatement à la personne qui le lui apportait quatre solutions (en quatre nombres différents), et il lui en envoya six autres le lendemain matin et, de plus, à résoudre un problème tiré de son fonds, problènie où l'autre trouvera, je crois, une rude besogne pour lui.
Je ne dois pas prendre congé de vous, avant de vous avoir dit un mot ou deux de votre digne collègue, le Docteur Ward. Il y a déjà quelque temps que j'avais entendu parler de son livre contre M. Hobbes, et M. White l'avait envoyé par ici pour moi, pendant que j'étais en Languedoc; mais je ne l'avais pas vu jusqu'à présent, où je viens de le dévorer d'un bout à l'autre avec beaucoup de plaisir et de contentement. Seulement, là où il lui a plu de parler avantageusement de moi au delà de mon mérite (excessivement au delà), le sang m'a
(I) Mardi 3i jaillot [Cj?,
J^) N" 83 do la Correspondance de l'ermai, t. II, p. ïi i.
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monté aux joues; j'ai rougi de honte de ne pouvoir répondre à l'idée qu'il éveillait de moi, et la honte étant une sorte de chagrin, vous croirez aisément que ces éloges immérités doivent m'étre pénibles. Pourtant, à vous confesser la vérité, je ne peux pas me sevrer tellement de la vanité que je ne sois ému et charmé (et cela très profondément) par tout ce que dit favorablement de moi un homme si instrnit et si excellent.
Je terminerai ce point qui le concerne en vous suppliant de Inî offrir mon très humble service (car, je pense, vous le voyez souvent), avec de très vifs et respectueux remerciments pour son excessive civilité h mon égard, comme aussi avec l'assurance que je l'estime et honore de tout mon cœur. C'est un illustre triumvirat que vous deux et le Docteur Wilkins exercez en littérature et en tout genre de mérite. Vos noms sont fameux au loin ; j'entends parler de vous de divers côtés, mais jamais avec plus d'abondance ou plus d'affection que par M. White, que vos bontés ont rendu, entièrement vôtre et qui l'exprime amplement en toute occasion. Mais je vous détourne trop de vos grandes et multiples occupations; je vous en demande instamment pardon et vous assure que je suis et me montrerai toujours,
Illustre Monsieur, Votre très humble et très obéissant serviteur,
Klî^rXM DiGBY.
l'avis, le i"'" aoiU iMj.
LET'fRI-: VU.
John Wallis a RëN]îi.)I Digiiï.
Tlil>S NOliLF. MOiXfilECIl,
Sur le vu de votre lettre si courtoise du i*'"août, que j'ai eu l'honneur de recevoir il y a deux jours, il n'est pas aisé de dire combien je me suis trouve surpris, sachant combien peu j'ai mérité d'une si noble
Hosted by
iriain et quelle chétivc part m'était due de ce que vous vous êtes plu à m'attribuer si libéralement. Je fus honteux, je l'avoue, de penser combien peu je pouvais prétendre à cet honneur que vous me faisiez et j'aurais profondément rougi, si la soudaineté de la surprise ne m'avait pas autant stupéfait. Et quand j'ai pensé à vous répondre, j'ai trouvé que vous m'aviez prévenu de telle sorte, en disant tant de ce que je devrais vous dire, qu'à moins de transcrire et de vous retourner vos propres mots (de meilleurs, je ne pourrais), il ne me reste rien à répliquer. Et même je n'oserais pas, de peur de profaner, avec ma plume trop rude, ce, langage, que je ne puis prétendre à imiter. Si vous vouliez seulement me faire assez de faveur pour relire attentivement la copie de votre propre lettre, çt en interpréter la plus grande partie comme dite par moi en reconnaissance de ces politesses que je ne pouvais mériter et en désaveu de ces mérites que je ne puis m'attribuer, vous y trouveriez une meilleure réponse, en un langage plus convenable à' votre noble personne, que vous ne pouvez certainement l'attendre de moi sous aucun rapport. Car, quoique je ne puisse me vanter d'aucune adresse à la paume, je sens très bien que je ne puis souffrir, fût-ce au plus grand risque pour moi, qu'un langage si obséquieux, de telles expressions d'obligeante bonté, restent devant moi, sans que je les retourne à la même main. dont elles me viennent; et, quoique je ne sois pas capable de les reEd^urner avec cette grâce et cette dextérité qui ont accompagné leur envoi; je vous supplie humblement de croire que ce n'est pas par défaut quelconque de réalité d'affection ou de bonne volonté que je reste en dessous de ce que je dois à quelqu'un que j'honore autant.
Je dois avouer que je n'ai pu sans ressentir une agréable satisfaction {neque enim mihi cornea fihra est) (') me voir moi-même si hautement honoré, malgré mon indignité, sous d'aussi beaux traits tracés, quoique si peu ressemblants, par une main si excellente; ainsi parfois les dames se plaisent à voir leurs portraits les flatter. J'en aurais été
(') 0 ,le n'ai pas des entrailles do corne »-
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extrêmement fier, sans la conscience que j'ai du peu de ressemblance de ma propre personne; car l'autorité du si galant homme à qui j'ai cette obligation est capable de donner crédit à son opinion sur moi. Dès le retour ici des deux autres personnes auxquelles vous voulez bien m'unir dans votre bonne opinion, le docteur Willîins et le docteur Ward. je leur ferai connaître combien ils vous sont redevables de l'honneur que vous leur faites. Pour le moment, je puis seulement, d'après le grand respect que je sais qu'ils ont pour vous, vous assurer qu'ils sont entièrement vos serviteurs. Et nous devons tous nous reconnaître extrêmement endettés envers M. White qui s'est plu, non seulement h juger si favorablement de nous, mais encore h nous représenter à vous sous des traits assez flatteurs pour qu'ils aient obtenu une place si avantageuse dans votre opinion.
Le problème dont vous parlez, proposé par M. Format comme défi à tous les mathématiciens de l'Europe, est, je suppose, celui dont j'ai reçu de Lord Brouncker une copie en ces termes :
(Foi> Correspondance de Format, n" 79 B, t. 11, p. 333: t. III, p. 3i,.)
A ce problème je ne donnai, pour le moment, d'autre solution que :
Le seul et même nombre r salis/ait aux deux demandes; j'ajoutai
d'ailleurs, comme renvoi, un autre problème de même nature, que
vous trouverez à l'essai, si jo ne me trompe, aussi difficile que les
deux de Fermât :
Trouver deux nombres {voir plus haut, p. 4^4» lignes i6 à 19) . . . couple semblable.
D'ailleurs j'ajoutais que je regardais des problèmes de cette nature, dont il est aisé d'imaginer un grand nombre en peu de temps, comme demandant plus de travail qu'ils n'offrent d'usage ou de dilficulté.
Depuis lors jo n'y ai pas davantage repensé; car je fus précisément alors obligé de m'absentcr, par la mort d'un ami intime, et, avant mon retour , j'appris que Mylord Brouncker avait résolu les deux queslions et aussi une troisième sortie de la même main et ii laquelle.
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laissant aller ses premières demandes, M. Fermât paraissait s'attacher davantage, comme plus importante que les précédentes. Mais ce problème ayant été reçu et ayant trouvé réponse, avant que j'en eusse eu avis, je regardai comme inutile pour moi de m'occuper d'une chose déjà faite. Ce qu'était la solution du dernier prohième par Sa Seigneurie, je ne suis pas capable de le dire, ni davantage ce qu'était le problème lui-même; car je n'ai copie ni de l'un, ni de l'autre. Mais je connais si bien Sa Seigneurie et, sa dextérité toute spéciale en choses de cette nature, que j'ai une très forte présomption en faveur de l'exactitude avec laquelle il a dû procéder en cette airaire.
Quanta cette autre lettre de M. Fermât à vous-même, de laquelle vous m'informez que je puis attendre une copie de M. White, elle ne m'est pas encore parvenue; il est possible qu'elle se trouve maintenant entre les mains de Mylord Brouncker, à qui elle devait être communiquée en premier lieu. Je ne puis que vous offrir, pour cela comme pour toutes vos autres nobles faveurs, mes très humbles remerciments, n'étant pas capable de vous donner quelque revanche qui vaille; mais vous n'avez comme récompense que la conscience de votre généreuse inclination h combler de faveurs conx dont vous ne pouvez attendre aucun retour.
J'ajouterai seulement quelques mots avant de baiser vos nobles mains. Ce n'est rien que ceci : puisque vous avez bien voulu vous donner la peine et à nous l'honneur, d'établir communication écrite entre M. Fermât et moi, je ne regarderai pas comme tout k fait incongru d'ajouter ici un théorème que, si vous le jugez à propos, vous pourrez lui envover à démontrer; non pas en défi, ni comme une matière de difficulté extraordinaire, je ne le prends pas pour tel; mais la solution, s'il ne la connaît pas déjà, lui suggérera probablement un joli ensemble de spéculations qui seront peut-être bien venues pour lui.' Voici ce théorème :
Soit un tronc de pyramide ou de cône, limité entre deux |)lans parallèles, tel que la plus grande base soit égale au carré de la
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droite A, la plus petite au carré de la droite E, et dont la hauteur soit F. Je dis que, si avec A et E (ou leurs égales) comme côtés, on construit un angle de 120", qu'on complète le triangle et qu'on y circonscrive un cercle, le carré du rayon R de ce cercle multiplié par la hauteur du tronc, (R'F), donnera le volume du tronc.
Quant à la démonstration, comme tout ce en quoi je puis jamais être capable de vous servir, vous pouvez la demander à votre gré à celui qui réputé à grand honneur d'être et de compter pour.
Très nohle Monsieur,
Votre affectionné et très humble serviteur.
OjLford, 3/i3 septembre 1637.
LKTTRE VIII.
VrcoHTH BnoLNCKER A SiLi Wallis.
l'ai reçu hier, elarissime professeur, voire lettre du 5 courant ( ' ), comme aussi celle à Sir Kenelm Digby que je lui ferai parvenir le plus tôt possible. Quant à celle dont vous me parlez comme envoyée par Sir Kenelm Digby à M. White, pour nous la communiquer, je ne l'ai pas encore reçue et je n'en avais jusqu'alors eu aucune connaissance. Dès que je t'aurai entre les mains, j'aurai soin de vous la transmettre.
En attendant voici la troisième question de Format que vous me demandez, et aussi le précis de la réponse que j'y ai faite; quant au texte même, je ne puis le reproduire, n'en ayant retenu à part moi aucune copie, comme je l'aurais fait, si j'avais pu croire que M. White enverrait cette réponse telle quelle. Vous pourrez, si vous le jugez à
(') Cotle lettre manque.
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propos, transmettre la solution en latin, pour que la langue anglaise ne suscite plus de nouvelles plaintes ou de nouveaux embarras.
Tout en vous remerciant do vos nouvelles faveurs, aussi bien que des précédentes, je veux vous dire combien je suis vraiment, r.larîssime Professeur, Votre ami très fidèle et votre très humble serviteur,
Br.OUNCKEli .
ii/ai septembre iGSj.
L'écrit 'de M. Fermai était ainsi conçu : {Je ne l'ai reçu d'ailleurs que plus tard, la lettre précédente n'en contenant que la dernière partie, c'est-à-dire l'énoncé même du problême').
{Voir la Correspondance de Fermât, n" 81, tome II, page 334; tome III, page 3i2.)
LETTRE IX
JoH^- WALrjs A Kenelm Digrï.
Très koble Mossieur, Après vous avoir envoyé ma dernière lettre, datée du 3 septembre, j'ai reçu du très honorable Mylord Vicomte Brouncker, avec la solution qu'il en a donnée, le problème que M. Fermât lui a envoyé. Comme il se peut faire, ainsi que vous le soupçonnez, que cette solution ait été mai exposée à M. Fermât, je crois bon de la reproduire ici, pour l'offrir avec cette lettre à Votre Seigneurie.
Problème de M, Fermât.
Étant donné un nombre quelconque non carré, ii y a une infinité de carrés déterminés dont le produit par ce nombre, étant augmenté de l'unité, fait un carré.
Exemple : 3 x t6 H- i = 49 = 7 x 7.
On demande la règle générale pour trouver les carrés de cette sorte.
Voici deux règles de ce genre : ia première est de Mylord Vicomte Brouncker.
Soient n un nombre donné quelconque (carré ou non carré, entier ou fractionnaire); q un autre carré quelcOÈiquc (entier ou fractionnaire) dont la racine soit r. Soit enfin d la différence entre g et n, a savoir soit q — n, soit n — q.
Règle : ^^ ~ f ^J est un nombre carré, dont le produit par n,
étant augmenté de l'unité, fait un carré, «^ + 1 — -~j^
En effet :
4 17". 4- d- liqn -t- q'' — iqn
j^+^ign + n"- __ /g-+-/A;
La seconde règle, qui est de moi, est un peu plus générale quant à la forme du procédé; mais clic revient au même, quant aux nombres à trouver.
Soient n un nombre donné quelconque; a un nombre quelconque arbitrairement choisi; q un carré quelconque et m, son quotient par a; p un autre nombre quelconque; enfin d la différence (en valeur
Règle : -^ est un nombre carré dont M produit par n, étant augmenté de l'unité, fait un carré, n.--T^ -i-- 1 — — —^
Il y a lieu de remarquer ce que Mylord Vicomte Brouncker a ajouté h sa solution.
Au sujet des deux premières questions de M. Fermât, il a observé que non seulement le nombre i y satisfait également, mais aussi (au cas oii les fractions seraient admises) le quotient du nombre i par la
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sixième puissance de tout nombre entier; en effet, ce quotient est à la fois carré et cube et il n'a aucune partie aliquote.
D'autre part, la première question est satisfaite, non seulement par le nombre 343, indiqué par M. Fermât, mais encore par le quotient du même nombre divisé par la sixième puissance de tout entier, par exemple -^^ En effet, un nombre fractionnaire n'ayant pas d'autres parties actuelles que celles qui sont dénommées comme l'est le tout, le eube ci-dessus -yr n'aura pas d,' autres parties aliquotesque W' i~' ^' lesquelles, ajoutées au même nombre -^. font^, nombre carré.
Voilà donc, très illustre Seigneur, le précis de ce qu'avait depuis longtemps répondu à ces problèmes le très bonorable Vicomte. Il me reste, si ces remarques importunes doivent vous occasionner quelque dérangement, à implorer humblement pardon pour.
Très illustre Seigneur, Voire très respectueux et tout dévoué , John Wallis.
Oxford,
J7 soptcnnbro
7 oetobru
LETTRE X
ViRoaiK Bhounckei! a John Wallis.
Clarissirae Professeur, j'ai reçu hier les deux lettres ci-incluses, apportées par M. White de la part de Sir Kenelm Digby. Il m'en a montré une troisième, où il était dit que M. Freniclc méprise l'Analyse ou du moins l'estime très peu; qu'il a d'ailleurs résolu une des propositions mentionnées dans les lettres ci-incluses.
C'est, si je ne me trompe, cette même question dont nous avions déjà entendu parler, mais que nous n'avions pas vue, à savoir :
Trouver deux nombres cubes dont la somme soit égale à deux autres nombres cubes.
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Voici les solutions de M. Freiiicle ;
1729^ 9>+ io3= t'+ 13% 410.'',— 9'+ i5^— 2H- i6>,
i383a — i8=+ao^= 2'+ 34% 3a832 = ;8'-h So^l- 4^-1- 32',
393i3 = i5'+33^= 3'+34% 4oo33 = i6^h- 33=r=: 9^4- 34%
2o683 -^zi. 19^-1- 24'= io*+ 37'.
Mais quant à la dernière partie de la proposition : Trouver deux nombres cubes dont la somme soit cube, il n'en est rien dit.
Après avoir lu les lettres ci-jointes, j'ai jugé à propos d'arrêter votre dernière à Sir Kenelm Digby, si toutefois il n'est pas déjà trop tard; j'ai écrit dans ce but à M. White. Je voudrais y substituer une réponse plus complète au problème de M. Fermât, que celui-ci pose maintenant sur les seuls nombres entiers, ce qu'il n'avait pas fait auparavant. Je vous ferai savoir avant peu ce que pense à ce sujet
Votre très fidèle ami et très attaché serviteur
LETTRE XI
Febmat a Kekklm DiaBY,
De Castres, le 6 juin 1(157.
(KorVIa Correspondance de Fermât, n" 83, t. Il, p. 3^i.)
LETTRE XIL
Fermât a Kesedi Digbï.
De Castres, le i5 août 1657.
( Voir la Correspondance de Fermai, n" 84, t. Il, p. 3^'|2.)
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< P. S. (') >. En relisant ma lettre, j'ai trouve que je devois ajouter un mot sur le sujet de la descente naturelle des graves.
J'ai toujours cru l'opinion de Galilée très probable et très ingénieuse; elle < n'a > point pourtant < de > démonstration, et la nature, qui est mille fois plus subtile que les esprits des hommes, pourroit parvenir à sa fin < par > une infinité de proportions différentes de celle de Galilée et que l'expérience ne pourroit jamais convaincre de fausseté. C'est ce que je me charge de démontrer quand vous voudrez; mais, parce que la voie de Galilée est la plus simple, il est vraisemblable, non démonstratlvement, mais probablement, que la nature suit cette sorte de mouvement.
Cette matière a produit des disputes sans fin entre défunt M. Gassendi et un jésuite nommé le Père Cazré, sur ce que ce dernier soutenoit que les vitesses ou vélocités d'un (-) corps qui descend gardent la proportion des espaces parcourus, contre le sentiment de Galilée, qui soutient que cette proposition est si absurde que, si elle étoit vraie, il s'ensuivroit que le mouvement se feroit en un instant.
Galilée ne se contente pas d'en demeurer là, mais il prétend démontrer que, si cette proposition étoit vraie, le mouvement se feroit en un instant. Le Père Cazré assure que Galilée ne l'a point démontré, et M. Gassendi au contraire que < la >■ démonstration de Galilée est très parfaite, et, sur cette contestation, ces deux grands personnages ont fait de gros volumes, qui lassent la patience des lecteurs.
J'ai tranché tout ce différend en trois ou quatre pages; et premièrement je fais voir que l'opinion du jésuite est fausse, mais que pourtant Galilée n'a point démontré qu'elle produisît comme une conséquence nécessaire ce mouvement instantané, de sorte qu'en cet article le Père Cazré n'a point de tort. Mais enfin, pour les mettre d'accord
(') Ce post-scripium qui no figure pas dans la première édition du Commai-ciwn a oLÉ inséré dans la seconde, avec cette note :
[Sequentem appendieem, cum similibus aliquot. ut qufe rem hic agitaiam non spacta- J)ant, in editione pricna omisimus, sed hîc utcunqae reponîmus, ne videar quicquam subticere vellej.
(') D'un] des W,
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et rendre en même temps office k ces deux grands hommes (Galilée et Gassendi) et donner du secours à la vérité, je démontre, par la voie légitime et selon la manière d'Archimède, que si la proposition du jésuite étoit vraie, le mouvement se feroit en un instant, et qu'ainsi Galilée a eu raison de dire que cette proposition produiroit par conséquence le mouvement instantané, quoiqu'en effet il n'ait pas démontré la vérité de cette conséquence; ce que j'ai fait dans mon écrit, que j'envoyai à feu M. Gassendi pendant. sa vie et dont M. Carcavi (que vous trouverez logé à l'hôtel de Liancourt, rue de Seine, au faubourg Saint-Germain) garda la copie ('•). Si vous avez la curiosité de la voir, je ne doute pas qu'il vous la communique, dès que vous lui ferez voir ma lettre. Mon écrit finissoit par ces mots : Hujus itaqae unicœ demonstralionis benejicio tôt et tanta prœclarorum virorum volumina aut rpfellenliir aut inutilia et superjlua effkientur.
LETTRE XIII
Vicomte Broukcker a Johx Wallis.
La présente lettre, Clarissime professeur, n'a pour objet que de vous informer que le papier de Fermât ci-inclus m'a été apporté par M. White, hier après-midi, pour que je vous le fasse parvenir; il l'avait oublié en envoyant les autres. Il demande au reste qu'on lui rende et ce papier et les autres. Il me reste à vous prier de continuer
votre amitié à
Votre très fidèle et très respectueux.
Brouxcker.
6/1O ociobre [O.îj.
(I) Il s'agit du Q" 62 de la Correspondance de Fermât. Si l'on rapproehe de ce passage la lettre de Gassendi à Monsieur de "', qui a êCÉ reproduite torne II, page 2O7, note I, il devient clair que c'est à Careavi que fut adressée cette lettre, et que si ce dernier communiqua l'original de Fermât à Gassendi, iî se lo fit remettre. La copie que Gassendi s'en fit faire et sur laquelle la lettre a été publiée en premier lieu existe d'ailleurs dans le manuscrit de la Bibliothèque Nationale, latin nouv. acq. 1637, f* 261. Elle porte, BOUS forme de note, l'adresse " De la Poterie, chez Monsieur de Monlmor », qui est celle d'un commensal et quasi -sec rétaire de Gassendi.
Il semble que Fermât n'avait pas conservé de minute et qu'il cite de mémoire (assez inexactement quant à la forme, ce qui se comprend dès lors) la dernière phrase do son écrit.
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REMARQUES SCR I.VuiTIIMÉTIOUE DES ISFISIS lUl S. J. WALI.IS. (Voir lu Correspondance de Fermai, n" 85, Tome TI, page 3.'i7-)
LETTRE XIV
Vico.HTL Brouncker a John Wat.lls.
CLiRlSSIillIi l'ROFESSEUR,
Apres avoir reçu la lettre de M. Fermât, que je vous ai récemment adressée, et qui limite aux seuls entiers le problème auparavant proposé, j'y ai quelque peu réfléchi et je trouve que les carrés en nombre infini qu'il demande (ceux dont le produit par un nombre donné non carré, étant augmenté de l'unité, fait un carré) tombent dans une série comme suit :
Savoir
axQ:2X 5
do mémo
8xQ:ix 3
X5i59 ao4
x-H^-nS
3xQ:ix 3
12 xQ:2x i3
27xQ:5x5i
.x3,|lx....
48xQ:.xi3
75xQ:3x5i
5xQ:4x.7
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7, X '7,jj X 173-^
fixQrax 9 34 X Q : I X 9 96 X Q : 6 X 97
Dans ces séries, le numérateur de chaque fraction est égal à son dénominateur diminué du dénominateur immédiatement précédent, et le dénominateur est égal au numérateur du terme précédent réduit en fraction impropre.
Si l'on connaît la série correspondant à un nombre quelconque non carré, on peut en déduire la série correspondant au multiple de ce non-carré par un carré quelconque; il suffit de diviser la série trouvée par la racine du carré multiplicateur.
Quant aux deux premiers termes do chaque série, il faut les trouver grâce à notre règle générale -J-; j'entends que, toutes les fois que dest une partie aliquote de l^q, ou d partie aliquote de 2r, on a. un carré entier satisfaisant à la question. Autrement, si l'on substitue -^ à ç ou bien - à r et que l'on aie par suite rf=i(/ — n|"— — «, c'est toutes les fois que ^ -- /* ou d est une partie aliquote du nombre -;- ou 2/-, ou encore, en multipliant de part et d'autre par e-, toutes les fois que [ à- — ne- \ est une partie aliquote de 2«e,
La question est donc ramenée à trouver un carré dont le produit par le nombre donné non-carré diflère d'un certain autre carré d'une partie aliquote du double produit des racines; ce qu'on pourra chercher par une induction convenablement établie.
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Voilà ce qui, sur cette question, se présente pour le moment h l'esprit de,
Clarisaime professeur.
Votre très fidèle et très respectueux ami,
Bboukcker.
1°'' novembre
LETTRE XV
John Wali.ts a Vicomte Urocncketi.
Voici enfin, très illustre Seigneur, ce q]j,'aprcs mon retour (car vous savez que j'ai été quelque temps absent) j'ai cru, en somme, devoir rédiger comme réponse aux Remarques et aux Lettres de M. Fermât; si Votre Seigneurie le juge à propos, elle pourra le faire parvenir au très illustre Digby, à qui l'écrit est adressé. Ne vous étonnez pas toutefois ou ne regardez pas comme une faute, si j'y ai omis certaines choses qui peuvent paraître au moins aussi ou même plus importantes que certaines autres qui y sont insérées; je l'ai fait, d'une part, pour que la lettre ne fût pas trop volumineuse, de l'autre, parce que j'ai pensé qu'il ne fallait pas tout dévoiler en même temps.
Ainsi j'ai cru devoir taire (pour commencer par ce qui vous appartient) la série des racines, exposée dans votre dernière lettre du 22 octobre, que vous m'écriviez lorsque je me préparais h partir d'ici. Ce n'est point que je la considère aucunement comme négligeable, alors qu'elle est pleine de subtilité, comme le sont toujours vos inventions, et qu'elle est entièrement digne de la sagacité de votre esprit. Mais c'est que je crois qu'il suffit de ce que j'ai mis sans en parler; car le problème ne demande pas tous les carrés, mais seulement des carrés en nombre infini, et je juge qu'il sera peut-être plus avantageux de réserver pour plus tard l'énoncé de cette série.
Il ne faudrait pas d'ailleurs que Fermât pensât qu'en donnant maintenant des carrés en nombre infini, nous croyons que ce sont là tous ceux que l'on puisse donner; je me suis mis en garde de
FunuiT, — Ut. 54
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ce côté, en lui en promettant encore davantage, s'il en demande d'autres.
J'ai jugé bon de taire également les méthodes, soit de vous, soit de moi, pour obtenir par induction le premiei" carré et sa racine; la partie du problème, relative aux carrés à donner en nombre infini, m'a en effet paru beaucoup plus considérable; d'autre part et surtout je n'ai guère vu do moyen d'exposer clairement ces méthodes, en sorte qu'elles soient facilement comprises par autrui, sans un appareil de mots et d'exemples que cette lettre ne me parait pas pouvoir comporter. Si Fermât s'arrête là-dessus, nous pourrons faire cette exposition à part Q,). Pour le moment, il suffît de dire en général qu'il faut regarder à ce que d ou\n — q\ soit une partie aliquotc du nombre 2r, ou bien | na^ — e^ \ partie aliquote du nombre lae. Et, en effet, alors les carrés que donnent nos règles seront entiers.
Quant au centre de gravité et à ce que réclame Fermât de moi à ce sujet (*), vous verrez qu'il manque beaucoup de choses que je vous ai déjà exposées là-dessus. Ainsi vous trouverez une proposition que je vous avais énoncée sous une forme plus générale, limitée ici plus particulièrement, de façon à satisfaire seulement à ce qui était demande, à savoir le centre de gravité des hyperboles infinies de Fermât (pour employer son langage) dans la situation même qu'il leur a donnée.
J'ai omis ce qui concerne le centre de gravité dans les paraboles et les paraboloïdcs (') de tout genre (qu'il ne demande pas); de même dans les hyperboles sous une autre situation; de même dans les semiparaboles, semi-paraboloïdes et scmi-byperboles (infinies) de même genre.
Je l'ai fait pour ne pas trop m'étendre dans un exposé dépassant ce qui était demandé; d'un autre côté, j'ai préféré énoncer tout d'abord ces questions à Fermât sous forme de problèmes; car elles ne me paraissent nullement inférieures à ses demandes.
(1) Voir ci-après la Lettre XVII.
(*) Tome II, page 343 (Lettre X!I du Commorcium).
(') Wallis entend psv paraboloïdes les paraboles de degré supérieur.
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Au reste tout cela est, on tout cas, laissé à votre jugement, et si vous croyez qu'il faille ajouter ou changer quelque chose, ce sera fait par,
Très illustre Seigneur,
Votre très humble serviteur, toujours prêt à vous obéir.
21 novembre i"' octobre
J. Wallis.
LETTRE XVI
incluse daus la p^Sel;llo^t«.
John Wallis a Kenelh Diobï.
Très noble Seignei'r,
Depuis que je vous ai envoyé ma dernière lettre du mois de septembre ('), le très honorable Lord Brouncker m'a communiqué ses solutions des problèmes de Fermai. Après les avoir vues, j'ai été aipplement confirmé dans l'opinion que j'ai émise en ma lettre précédente. Quoi qu'il en soit de l'écrit qui aurait été mal traduit a Fermât, comme vous l'avez dit, écrit que je n'ai jamais vu et dont je ne puis aucunement juger, ces solutions sont telles, à mon avis, qu'elles répondent très exactement aux demandes. J'ai donc cru devoir vous les adresser aussitôt, après les avoir mises en latin, afin que désormais une mauvaise interprétation ne puisse tromper personne; je vous ai ainsi fait, le même mois, l'envoi d'une seconde lettre ('), mais je l'ai fait revenir, ayant reçu dans l'intervalle les lettres de Fermât, et désirant répondre à ce qui s'y trouve indiqué à nouveau.
C'est donc dans le mois suivant, en octobre, que j'ai reçu, de la part de votre Seigneurie, les deux lettres que lui a écrites M. Fermât en date du 6 juin et du i:) août, puis quelques jours après ses Remarques
(') Lettre VII.
( = ) Lettre IS.
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sur mon Arithmétique des Infinis; nouveaux bienfaits dont vous me comblez sans cesse. Mais il ne me reste aucun espoir d'échapper aux liens de la reconnaissance, qui me tient enchaîné à vous; je n'ai plus d'autre refuge que votre clémence; je n'ai, comme unique ressource, que de la supplier d'accepter mes très humbles remercîments pour tant de faveurs, et de me continuer, malgré mon indignité, l'afTcction que vous voulez bien me montrer. Puis, sans vous arrêter à de trop longs préambules, je me mettrai aussitôt à répondre à ces lettres, après vous avoir cependant demandé excuse si mon importun bavardage interrompt vos sérieuses occupations.
La première lettre de Fermât se plaint de la diJTiculté de saisir ce qu'a voulu dire le très honorable Vicomte dans sa solution des problèmes; la faute en est attribuée à une mauvaise traduction de l'anglais.
Pour éviter de nouvelles plaintes de ce genre, j'ai cru devoir employer, en m'adressant à vous, la langue latine, qni n'a pas besoin de traduction : je l'ai fait d'ailleurs pour le cas où vous jugeriez k propos de communiquer cette lettre elle-même.
Mais Fermât ajoute qu'autant qu'il peut en juger au travers des nuages de cette obscure traduction, le très honorable Lord n'aurait nullement satisfait à sa question. Je crois précisément le contraire, et, à moins que Fermât n'ait pas bien encore compris ces solutions, je ne vois pas sur quoi il po.urrait, soit en douter, soit le dissimuler.
Le premier problème était double.
Trouver un cube (p. 3ii, lignes 21 à 27) fasse un cube.
3'ai répondu sur ce problème que le nombre i satisfait aux deux questions; il est, en effet, à la fois carré et cube, et il n'a pas de parties aliquotes.
Lord Vicomte Brouncker a ajouté a cette solution qu'on pouvait également satisfaire aux deux questions (dans le cas où les fractions seraient admises), au moyen du quotient du nombre i par la sixièrne puissance de tout nombre entier; d'autre part, que la première des
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deux questions seulement pouvait aussi être résolue au moyen du quotient de 343 par un semblable diviseur, par exemple -^■
En effet, un nombre fractionnaire n'ayant pas d'autres parties actuelles quecelles qui sont dénommées comme l'est le tout, le cube ci-dessus -^- n'aura pas d'autres parties aliquotes que ^i ^i ^> lesquelles, ajoutées au même nombre -r-y-, font —-^ carré de -s--
A la vérité. Fermât s'explique maintenant en disant qu'il ne sera satisfait que par un nombre entier. Mais, mémo ainsi, on ne peut nier qu'il ne lui ait été donné satisfaction. Car, en dehors du nombre 343 énoncé dans le problème, il n'en demande qu'un seul autre, et il ne promet d'en donner lui-même qu'un seul autre, (/e demande un autre, etc.; et s'il répond qu'en entiers Un' y a que le seul nombre 343, ye vous promets de le désabuser en lui en exhibant un autre) ('). Or nous avons donné un entier satisfaisant au problème, à savoir le nombre i .
Si je n'en donne pas d'autres, ce n'est pas que j'estime qu'il n'en existe point; mais c'est qu'il n'en demande pas davantage et que je ne juge pas l'affaire de telle conséquence (car à quoi bon?) qu'elle soit digne d'une recherche minutieuse, et encore moins que l'Angleterre tout entière, avec les Gaules Celtique et Belgique, qu'il provoque toutes ensemble, se livrent exclusivement a cette étude. La question n'est pas plus importante, du moins à mon sens, que celle que je pourrais poser avec une pareille ostentation, en donnant deux nombres carrés, i6 et 25, qui font la même somme, si à chacun d'eux on ajoute ses parties aliquotes :
et en demandant deux autres carrés jouissant de la même propriété. Fermât peut, s'il le veut, s'attaquer à ce problème, ou, s'il le préfère, le négliger; mais je n'y attache pas une telle importance que je l'en juge plus habile, s'il réussit, ou moins, dans le cas contraire.
(") Lettre de Fermât à Digby du 6 juin 1657. Tome 11, page 342, ligne 3 à 7.
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L'autre problème était ainsi conçu :
Étant donné un nombre (page 3i2, ligne 3 en rem., à pageSiJÎ, ligne 7) qui peut être donné.
Lord Vicomte Brouncker a fait usage d'une règle de ce' genre, qu'il a munie de sa démonstration.
Soient n un nombre (page 4i8, lignes 3 à 10) = \a_,^) '
J'ai voulu en ajouter une autre de mon crû, un peu plus générale quant au mode de procéder, mais revenant au même, pour le' fond. Elle est également munie de sa démonstration.
Soient n un nombre donné (page /) 18, lignes 1,^1 à 20) .
En effet.
man
76it'
Fermat peut choisir de ces deux règles celle qu'il lui plaira; il est clair qu'elle répondra à la question proposée. S'il en désire davantage, nous lui en promettons autant qu'il en voudra, mais elles coïncideront avec les deux ci-dessus, qui fournissent, en effet, non seulement des carj-és en nombre infini, mais tous les carrés possibles qui jouissent de la propriété demandée.
On doit d'ailleurs lui faire remarquer que la limitation, que le nombre donné ne soit pas carré, est superflue, dans les termes où la question est posée. Car la règle s'applique aussi bien aux nombres carrés qu'aux non carrés.
Enfin il n'y aurait pas plus de difficulté s'il avait dit, en général, en ajoutant un nombre carré quelconque, et non pas en ajoutant l'unité. Il ne resterait, en effet, qu'une simple opération à faire, qui serait
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de multiplier, par ce carré a ajouter, le nombre carré donné par les règles pi'écédentes.
Ainsi soit b^ le carré à ajouter.
Avec la première règle, au lieu de -—> il faut prendre ^^*
Avec la seconde, au lieu de —j^, il faut prendre — tj— ■ On a, en effet, de la sorte, d'une part —^ — h è^, de l'autre ■ — s h 0 , nombres carres.
Voilà ce que je vous avais écrit dans cette lettre dont je vous ai parlé, mais que j'ai cru devoir faire revenir, en raison des nouvelles indications que Fermât donne seulement aujourd'hui. II y a, en effet, lieu de compléter quelque peu ce qui précède, eu égard à la nouvelle limitation requise, dont il. n'était nullement fait mention dans l'énoncé antérieur.
Fermât dit maintenant qu'il a voulu parler des seuls carrés entiers, non des fractionnaires; qu'en fractions, les solutions sont si faciles qu'elles peuvent être fournies a quolibet de trivio arithmetico ( ' ).
En tout cas c'est déjà quelque chose que votre très noble correspondant reconnaisse eniin que la question qu'il avait posée est de celles que peut facilement résoudre quilibet de trivio ariihmeticus ; il n'y a guère qu'il en jugeait tout autrement et pensait même qu'elle n'avait pas été résolue par le très honorable Vicomte, parce que celui-ci ne l'avait pas trouvée difficile ("). Cependant on pourrait peut-être se demander si Fermât lui-même, pour ne pas parler de quilibet de. trivio arithmeticus, avant l'énoncé de nos règles, en connaissait une générale, donnant non seulement des carrés en nombre infini, mais tous les carrés possibles, tant entiers que fractionnaires; s'il pouvait démontrer que cette règle était telle.
(') il Par le premier venu des calculalours de la rue. u
(2) Il est singulier que Wallis oppose entre elles, comme successives, deus déclarations de Fermât contenues dans la même lettre du 6 juitt 1637 {Pièce n° 83 de la Correspondance).
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Mais je ne sais si nous no pourrions nous plaindre avec quelque raison do ne pas avoir été loyalement traités. Qu'il s'agit d'entiers, il n'en était pas soufflé mot dans l'énoncé de la question; rien ne nous pouvait faire deviner que nous avions à la comprendre ainsi. Dans le long préambule mis en tète, Fermât cite Diophante et égale au moins, s'il ne les préfère, ses questions arithmétiques aux problèmes géométriques des autres; il se donne comme imitant Diophante dans la question qu'il propose. Mais partout, chez Diophante, comme nombres carrés on entend indifféremment les entiers et les fractionnaires. Qui donc, même après avoir regardé Diophante plus ou moins rapidement, pouvait soupçonner ou bien qu'il n'y a pas de carrés, à part les entiers, ou bien qu'une question ainsi proposée devait être entendue des seuls entiers? Nous avons donc résoin la question proposée au sens de ses termes, tout à fait comme ils devaient être compris, et ce n'est pas notre faute, si, quand Fermât entendait les seuls entiers, il s'est exprimé autrement (').
Mais. puisqu'il propose maintenant sur les entiers celte question qu'il avait auparavant proposée simplement sur les carrés; en d'autres termes, puisque, cette question étant résolue, il en pose une nouvelle, nous voulons bien le suivre encore sur ce terrain. Nous allons donc aborder ce
Nouveau problème : Faire la même chose pour les nombres entiers.
Nous remarquons d'abord que la question ainsi limitée est moins générale qu'auparavant, et il est immédiatement clair qn'il faut, ainsi que le fait Fermât, la restreindre au moins à des nombres donnés non carrés.
Si en effet, d'une part n, de l'autre ^. sont des nombres carrés entiers, -^ sera aussi un carré entier, et comme ^- + i doit être
{') Wallis semble do fait avoir à peine regardé !e préambule du second défi {Pièce n° 81 de la Correspondance). Dans le deusième alinéa, on effet, Fermât pose très clairement la question comme concernant les nombres entiers et comme différant en cela dos problèmes conservés de Diophante.
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COMMEROIUM DE WALLIS. 433
T^arré, on aurait deux nombres carrés entiei's qui ne différerai on l que de l'unité, ce qu'on sait être absolument impossible.
Dans le cas oii la chose est possible, nos règles donnent non pas les seub, mais cependant tous les carrés entiers. Elles donnent en effet tous les carrés demandés possibles, tant entiers que fractionnaires. Pour ne pas paraître parler au hasard, je vais le démontrer.
Soit/"^ un carré quelconque satisfaisant à la condition proposée; on aura np-\- i égal à un carré, soit/-.
PrLMions maintenant r--
. Je dis que/^ ser
47 1 ■■à~^, que doi
une li
règle ci-dessus exposée.
On a
en effet : 9 = /-^
/- ZjT a / + I
. Mai:
7z/^+r = /\Donc/^- i
ot/i= -'^--Par
conséquent,
et par suite, eomme ir = - .- ,
Ainsi la règle, précitée fournit le carré /-, c'cst-à-dirc un carré quelconque satisfaisant à la condition proposée.
(La démonstration se ferait de même, mutatismutandîs, pour l'antre règle.)
La règle précitée fournit donc une infinité de nombres carrés satisfaisant à la condition proposée et d'ailleurs, dans le cas où la chose est possible (c'est-à-dire si le nombre donné est non-carré), une infinité de carrés entiers.
Il faut, de plus, que ~ =/^ soit entier et il faut fournir une infinité de tels carrés.
Pour cela, parmi le nombre infini que donne la règle, on choisira arbitrairement un carré entier quelconque, satisfaisant à la condition
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proposée, et qu'on peut d'ailleurs trouver de toute autre façon; grâce à ce seul carré, on en fournira une infinité d'autres, comme suit :
Soit/^, par exemple, ce carré; par conséquent n/^-f- i =f.
2//sera la racine d'un autre carré satisfaisant à la condition proposée. De la même manière, connaissant ce second carré, on trouvera la racine d'un troisième carré, puis d'un quatrième, d'un cinquième, etc., à ] 'infini.
Exemple : Le nombre 3, multiplié par le carré i, si l'on ajoute l'unité, fait un carré.
Le double produit de i et 2, racines des carrés i et 4» ost 2x1x2 = 4. qui sera racine du nouveau carré 16 satisfaisant à la condition proposée.
Et comme 3 x 16+1 3-- 49,
2 X 4 X 7 = 56 sera racine d'un nouveau carré 3'i36 satisfaisant également à la condition.
Coininc d'autfO pari, 3 x 3i36+ 1 =9409, carré de 97,
2 X 56 X 97 = 10864 sera encore la racine d'un nouveau carré satisfaisant à la condition,
Et ainsi de suite. On aura donc une intinité de carrés entiers satisfaisant à la condition.
Je n'ignore pas d'ailleurs qu'en dehors do ces carrés on on peut encore trouver d'autres; par exemple
3 X 3a5-i-iz=676 = 26%
et autres que nous pouvons également fournir en nombre infini. Ainsi tous ne peuvent pas être immédiatement induits de la sorte d'un seul ; mais on ne demandait pas cela; car il n'a pas été proposé de fournir tous les carrés entiers satisfaisant à la condition, mais d'en fournir f?« nombre infini, ce que nous avons fait.
Fermât voudra-t-il changer encore les termes de sa question pour la
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proposer sous une troisième l'orme? dcmandera-t-ii que les carrés entiers satisfaisant à la condition soient fournis, non pas seulement en nombre infini, mais absolument tous? Cela, nous pouvons également le faire.
Qu'il en soit d'ailleurs ainsi que je l'ai dit, pour ne pas parler vainement, je vais le démontrer.
il a déjii été prouvé que ^ satisfait à la condition; reste donc à faire
que ^ — /' soit un nombre entier, par suite que sa racine -^ — / soit un nombre entier, ou autrement, que d=\n ~ q\ soit une partie aliquote du nombre ar.
Or il peut se faire que 2/-, et dès lors4îT iio soit pas entier; suSjstiluons donc à q, —> et à r, -■ Nous aurons
Ainsi, /sera un nombre entier toutes les fois que j«* — ne* | sera une partie aliquote du nombre sae; en d'autres termes, toutes les fois que la différence entre un carré et le produit d'un autre carré par le , nombre donné sera partie aliquote du double produit des racines de ces carrés.
Or ceci peut arriver de mille manières différentes, mais a évidemment toujours lieu en particulier, si cette différence est i ou 2; car i est partie aliquote de tout nombre entier, et 2 l'est du nombre 2«e.
C'est ce qui arrive évidemment dans notre cas. Puisqu'en effet, suivant la condition exigée. 0/^ + i = /% la différence /=— 11/'^ sera t; si donc par cette différence on divise sjï, le quotient sera le nombre entier 2/I, et ce sera par suite un nouveau nombre/satisfaisant ii la condition. Et ainsi de suite indéfiniment. c. q. f. n.
Je crois superflu d'en dire plus long sur cette question, quoique j'aurais beaucoup de choses prêtes à ajouter; mais je crains déjà de m'être trop étendu.
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Une autre question proposée par Fermât (') n'est parvenue que tardivement entre mes mains. L'énoncé en est :
Trouver deux nombres cubes dont la somme soit égale à celle de deux autres nombres cubes.
Il me suffira d'en dire quelques mots. Elle a été, à ce que j'apprends, résolue de diverses façons par M. Frenicle; j'ai vu quelquesuns de ses nombres; Fermât les ayant déjà reçus, il est inutile que je les répète. J'en ajouterai d'autres qui viennent d'ici.
Ki)'
32'+ 66' ii,l
Si ces nombres ne suffisent pas, j'en fournirai autant qu'il le voudra; et cela si facilement qu'en une heure de temps j'en promettrai:^ bien cent, entiers ou fractionnaires, à son gré. Ce que j'ajoute pour qu'il ne dise pas encore qu'il ne veut que des nombres entiers, alors que l'énoncé de la question ne fait nullement mention d'entiers.
Après avoir résolu ces questions, et si du moins votre très noble
(') Voii- ci-avanl la Lettre X du Commerdum, page 4i9- ^ Wallis se contente ici de ilonner des nombres proportionnels à ceux de cette Lettre, calculés par Frenicle, sur le vu de la question de Format (Letlrc du i5 aoi'it ifiSy, ii" 84 de la Corresponâaiice, 7).
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correspondant trouve qu'il ait désormais suffisamment éprouvé nos forces, je voudrais le prier de ne pas trouver mauvais et de ne pas, non plus, attribuer à quelque épuisement de notre vigueur là-dessus, que nous ne nous montrions pas à l'avenir très préoccupés de résoudre des questions de ce genre. 11 semble les aimer singulièrement, mais j'avoue (à dire ce qui en est) que, pour mon compte du moins, elles n'ont pas un attrait si puissant que je sois porté à leur consacrer beaucoup de temps ou de travail, et que je ne les estime pas assez importantes, pour que, négUgeantles autres recherches en Géométrie, qui me plaisent davantage, je me détourne vers ces spéculations sur les nombres. Qu'il ne croie pas toutefois qu'en parlant ainsi je veuille en rien diminuer la juste gloire que mérite son habileté dans la poursuite de ces mêmes spéculations; je voudrais plutôt l'exhorter, s'il trouve dans ces matières quelque secret intéressant pour l'avancement général de la Science, à le publier ouvertement dans un Traité méthodique. Mais ce que je veux faire comprendre est seulement ceci que, ne pouvant m'occuper également de tous les sujets, je m'attache de préférence à ceux qui me séduisentdavantage et me semblent avoir une utilité, tandis que je laisserai aux autres ce qui peut leur plaire au contraire plus qu'à moi; ainsi les uns et les autres pourront jouir chacun de son domaine.
Ce sera ma réponse aux nouvelles questions qu'il propose maintenant ( ' ), par exemple :
Partager un nombre cube en deux cubes rationols ;
Et partager un nombre, somme de deux cubes, en deux autres cubes rationels.
Si le très honorable Vicomte Brouncker veut s'y essayer (et, s'il essaye, je ne doute pas qu'il n'obtienne un heureux succès, en tant du moins que la nature de la chose peut le permettre) ou si quelque autre a le même désir, je ne veux aucunement l'en détourner; mais moi du moins, je n'en ai ni le temps, ni l'intentioTi.
(') Lctlro du [3 aoL'il iG.^-, a" 8i Je la Corraspoiida/we, 4 et 8, oi-avanl, p. ^i'i.
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Il ne m'a certes pas été désagréable, sur le désir exprimé par votre très noble correspondant, d'engager une, deux fois la lutte avec lui et de descendre dans son arène ; mais cet illustre savant n'attend pas, sans doute, que je continue toujours le même exercice, et que, comme si je n'avais rien autre chose à faire, j'aborde sans cesse de nouvelles questions, perpétuellement renaissantes.
J'en dis autant pour ses récentes propositions négatives, que : en dehors de i5, il n'y a aucun autre nombre carré entier qui, augmenté de 2, fasse un cube; ni, en dehors de 4 et 121, aucun qui, augmenté de 4, fasse un cube. Si cela est vrai ou non, je ne m'en soucie pas extrêmement, alors que je ne vois pas quelle grande conséquence peut en dépendre. Je ne m'appliquerai donc pas à le rechercher. En tout cas, je ne vois point pourquoi il en fait montre comme de choses d'une hardiesse étonnante et qui doivent stupéfier soit M. Freuicle, soit aussi les Anglais ; car de telles déterminations négatives sont très fréquentes et nous sont familières. Les siennes n'avancent rien de mieux ou de plus fort que si je disais :
Il n'y a pas (en entiers) de cubocuhe (j'entends une sixième puissance) ou même de carré qui, ajouté à 62, fasse un carré.
Ou :En dehors de 4. il n'y a aucun carré qui, ajouté au nombre 12, fasse un bicarré.
Ou ; Kn dehors de 16, il n'y a pas de bicarré qui, ajouté à 9, fasse un carré.
Ou : Il n'y a pas en entiers do cubes dont la difl'érence soit ao, ni, à part 8 et 27, dont la différence soit 19.
Ou : II n'y a pas de bicarrés entiers dont la différence soit 100, pas plus (pour le dire en une fois) qu'aucun autre nombre pair, à moins qu'il ne soit divisible par 16.
Il est facile d'imaginer d'innombrables délcnninations négatives de la sorte.
Pour ce qui concerne mon Arithmétique des Infinis, dont il parle dans la même lettre, il avoue que les propositions que j'ai découvertes sont les mêmes que les siennes; sauf donc que je n'ai pas parle du
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centre de gravité, remarque sur laquelle je reviendrai tout à i'hcure, j'aurais ainsi produit ce que, dans la première lettre que j'ai vue de lui ('), il vantait comme miracles de la Géométrie. Il n'y a en effet rien de ce qu'il indiquait dans cette lettre que l'on ne puisse voir dans mon Traité, comme je l'ai montré en citant les endroits.
Mais, à ce qu'il semble, il regrette (reproche que je n'aurais jamais présumé devoir être dirigé contre moi) que la méthode dont je me sers ne soit pas celle qui prouve seulement la vérité des découvertes par démonstrations apagogiques ou réductions à l'impossible (comme elles sont fréquentes chez Archimède et comme il convient d'en user si l'on veut moins se faire comprendfe qu'admirer du lecteur); que ce soit au contraire cette méthode qui montre en même temps la marche des recherches.
S'il me rappelle l'exemple d'Archïmède, exemple qui, à vrai dire, m'eût suffisamment justifié, si j'avais voulu employer la même méthode de démonstration, je ne crois pourtant pas que votre savant correspondant ignore que les hommes les plus sérieux et les plus doctes regrettent précisément, et sont bien près de considérer comme un défaut, qu'Archimède ait caché de la sorte les traces de ses procédés de recherche, comme s'il avait voulu par jalousie priver la postérité des moyens de découvertes, tout eu voulant lui arracher l'aveu de ce qu'il avait trouvé. Mais Archimède n'a pas été le seul; la plupart des anciens ont tellement dérobé aux yeux de la postérité leur Analytique (car il est hors de doute qu'ils en avaient une) qu'il a été plus facile pour les modernes d'en inventer une nouvelle de toutes pièces (ce qui a été fait dans le dernier siècle et dans celui-ci) que de retrouver les traces de l'ancienne.
J'aurais certes plutôt attendu dos remorciments qu'une accusation, pour avoir indiqué ouvertement et loyalement non seulement ofi j'étais
) Pans 11 Lcttru du 10 dwil 1657 (n'Si ie la Correspondance, T. II, p. SSg), Fermât n applique précisément celte expression de miracles qu'aux propositions relatives aux centres de giaMté des aires compilées entre les hyperboles et leurs asymptotes. Il est dalleuis le piem er a dira que soi t,noncé^ sur la quadrature des mêmes aires peuvent sp irer lelOnn f ie \\ilU
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arrivé, mais encore quelle route j'avais suivie; pour ne pas avoir été rompre le pont sur lequel j'avais passé le fleuve; d'antres peuvent le faire, mais on s'en plaint assez.
Votre très noble correspondant avance encore que certaines de mes propositions peuvent être démontrées par la méthode d'Archimède. Je n'en doute nullement; j'ai même indiqué plusieurs fois (Arithm. f/ifin., pag. 38, 83 et ailleurs) qu'il était facile de le faire; mais j'ai dit aussi pourquoi je ne l'avais pas fait moi-même; il n'a donc pas sujet de s'enquérir des raisons du choix de ma méthode, quand je les ai indiquées dans le cours de mon Ouvrage.
Il n'y a guère, je crois, personne, je ne parle pas des arithméticiens de trivio, mais aucun géomètre un peu exercé (à plus forte raison quelqu'un de tel que lui) qui ne puisse facilement, sur mes démonstrations, en forger A' apagogiques et semblables à celles d'Archimède. Aussi, pour sa promesse de le faire lui-même, je n'ai certes pas à dédaigner son travail là-dessus, mais aucune nécessité ne l'oblige à se charger d'une telle entreprise, alors que ce qu'il annonce devoir faire a déjà été précisément accompli par Cavalieri, dans son Traité De l'usage des indivisibles dans les puissances cossiques ('). Cependant, s'il veut apporter son suffrage, je n'ai pas à le récuser.
Si enfin il repousse comme une forme de preuve illégitime l'induction, qui a été suffisamment employée tant par les Anciens que par les Modernes, plus souvent peut-être qu'il pourrait le penser de prime abord; s'il veuf même écarter l'emploi des notes algébriques, partout répanduesaujourd'hui, je n'ai certes pas à être aucunementpréoccupé de rédiger une apologie sur ce chef. J'ai agi dans mon droit, suivant la voie qui me plaisait; il a de même le plein droit d'en suivre une autre, s'il le préfère; mais je ne doute pas que ce qu'il blâme, d'autres le loueront.
Il reste encore un point que je dois prendre surtout à cœur; j'ai, à propos du centre de gravité, à dégager ma parole et à détruire l'accu-
(' ) Z>e mu eonmdcm indivisibilium in potestatihus cou'wis ost le tilre de la quatrième des six Ewercitatioiies geometricœ publiées par Cavalieri en jO^?.
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sation de fausseté qu'à la vérité votre très subtil correspondant ne porte pas vraiment contre moi, mais qu'il semble réserver dans ses doutes.
J'avais dit, dans ma lettre du 6 juin, que les mêmes principes dont je me sers dans V Arithmétique des Infinis permettent de déterminer sans difflcullé le centre de gravité tant des paraboles de tout genre, que de la plupart des autres figures, planes ou solides ; que, toutefois, pour ne pas me perdre dans des digressions, j'avais à dessein omis toute cette spéculation sur le centre de gravité. A cela votre très noble correspondant réplique qu'il n'en sera pas persuadé, et qu'il désire dès lors (comme si j'avais particulièrement énoncé ce point) que je détermine les centres de gravité dans les hyperboles infinies, en distinguant celles qui en ont d'avec celles qui n'en ont pas. Il demande qu'au moins j'envoie la proposition générale, même sans démonstration. Sinon, il laisse penser qu'il me regardera comme ne connaissant nullement une chose que pourtant, d'après lui, j'aurais avancé connaître ; enfin il n'enverra pas auparavant ses spéculations qu'il a promises depuis longtemps, de peur sans doute que je n'y trouve quelque chose que je ne sache pas déjà.
3e ferai donc ce que demande votre très noble correspondant, tant pour ne pas paraître accusé justement de mauvaise foi, que pour qu'il voie que ce qu'il considère comme des merveilles, dont il se croit peut-être le seul possesseur, m'appartient en fait également. Bien plus, ce qu'il ne demande pas, j'ajouterai, suivant mon habitude, et la méthode de recherche et la démonstration ; il verra ainsi qu'elles procèdent directement de l'art d'invention que j'ai exposé. 3e ne suis pas pour moi si jaloux de mes découvertes que je ne les communique pas aux autres, et je ne serai nullement fâché si le très savant Fermât y apprend quelque chose qu'il n'aurait pas remarquée. Je le laisse d'ailleurs libre de faire ou non connaître les spéculations auxquelles il fait allusion et ses procédés de démonstration; je ne réclamerai pas l'exécution de sa promesse, s'il la regrette.
Ses hyperboles infinies ne sont autres que les figures construites sui-
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vant les séries que j'appelle réciproques, et dont j'ai enseigné la quadrature prop. 102, 103, 104, 105 Arithm. Infin.; j'ai déjà montré cetto identité et il la reconnaît iLii-mème.
Soit donc, par rapport à la droite infinie AAÔ {Jig. i), une figure de ce genre répétée, de part et d'autre, de telle manière qu'il y ait con-
gruence entre AâBD et ASbd, par exemple, La figure double ainsi formée est celle que Fermât appelle hyperbole infinie (') et dont il demande le centre de gravité.
Comme les droites parallèles à AS (en dessous et au-dessus) forment une série réciproque, dont par conséquent l'indice est négatif, soit — p; comme, d'autre part, les moitiés sont proportionnelles aux lignes entières, et que par conséquent les milieux de ces droites, ou leurs centres de gravité, doivent être regardés comme suspendus à la balance AS à des distances du point A (supposé le centre de la balance) proportionnelles aux grandeurs des droites elles-mêmes; les moments, dont la raison est composée de celle des grandeurs et de celle des distances, formeront une série ayant pour indice — ip.
Ainsi la figure totale est au parallélogramme inscrit Db, comme i est à — p + I , et la somme des moments de l'une est à la somme des moments de l'autre, comme i à — a/) -hi. Mais le centre de gravité du
(') Fermât ne s'est pas en réalité exprimé d'une façon si impropre; mais la figure de Wallis n'en répond pas moins h. celle du Tome II, page 338. — Le nombre p de Wallis est l'exposant de j dans l'équation 7P.E = A de l'hyperbole &3 rapportée aux axas AS (des a;) et Arf{des j). D'autre part m figure totale comprend le rectangle DBirf.
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parallélogramme est, comme on sait, en son point milieu; lo parallélogramme De doit donc être regardé comme suspendu en M, milieu de AA, dont la distance à A est AM = - AA.
Mais le poids de la figure totale, dans sa position ('), étant au poids
du parallélogramme, dans sa position, comme i à i — 2/», si l'on prend
sur l'autre bras de la balance, la droite AP étant à AM comme i à
I — ip, le parallélogramme suspendu en P fera équilibre à la figure
totale suspendue comme auparavant. D'autre part, la grandeur de la
figure totale étant à celle du parallélogramme comme i à i — ^, si l'on
fait = -— =^, C étant sur l'autre bras que P, et les distances étant
réciproquement proportionnelles aux grandeurs, ce point C sera le centre de gravité de la figure infinie, si toutefois il y en a un.
Mais, dans le cours de l'opération, on a dû prendre ___ = !-«; il est donc clair que, pour qu'il y ait un point P, il faut que l'on ail
>.p<i ou P<\-
Autrement i — 2/j serait nul ou moins que rien, et dès lors il n'y aurait nulle part ni point P, ni point C.
Ainsi nous avons trouvé, pour toutes les hyperboles infinies de Fermât, qui en ont, le centre de gravité, et nous avons distingué celles qui en ont d'avec celles qui n'en ont point. Ce qui était demandé.
J'ajouterais bien davantage sur le centre de gravité, tant de ces figures, que d'autres formées de différentes façons; n'était que Fermât borne là sa demande, et que je dois mo souvenir que j'écris une lettre, non un volume.
Mais, si jusqu'à présent je me suis conforme à ses ordres, je lui demanderai en retour de traiter la même question sur ses hyperboles, dans le cas où les courbes, de part et d'autre de l'axe, ne seraient pas des hyperboles de même espèce, et cela en général.
C) C'est-à-dire lo moment par rapport a A.
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Par exemple : Que, dans la figure AâBD {fig. 2), infinie au sens de Fermât, on inscrive autant de parallélogrammes AG que l'on voudra;
de même, dans la figure kohd, autant de parallélogrammes Xg que l'on voudra ; mais que d'un coté on ait
fiï'xGH — Ïïd'xBE,
et de l'autre
fg X ff// ^bd X be' .
On demande de trouver le centre de gravité de la figure totale, si toutefois il en a un, et de déterminer, en général, quelles figures de ee genre en ont un et lesquelles n'en ont pas.
S'il avoue qu'il ne le peut, l'aire, je m'engage h donner la réponse.
Enfin, et après ses autres lettres, j'ai reçu à part du même Fermât quatre Remarques sur mon Arithmétique des Infinis. Je pourrais sans inconvénient les passer sous silence, si votre illustre correspondant ne pouvait penser que je le dédaigne ; en tout cas, je suis porté à croire qu'il a écrit ces Remarques à la hâte et sans grande réflexion, que peut-être même, s'il a lu aujourd'hui le reste de l'Ouvrage, il préférerait ne pas les avoir faites; tant on y reconnaît mal la pénétration d'un si grand homme, tant tout y est àirpo^Siovuda (').
I. Dans l'Épitre, en tète de l'Arithmétique des Infinis, j'expose l'his-
(■) Ne louchant pas à la question dont il s'agit. — Les Remarques en question forment la pièce n" 8S de la Correspoiufance de Fermât.
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toirf! de mes redierclies et notamment comment j'ai appliqué à mon sujet la Méthode des Indivisibles de Cavalieri. En effet, de même que :
La raison de la somme de tous les cercles dont se compose (au sens de Cavalieri) le conoïde parabolique à la somme d'autant de cercles du cylindre est la raison du conoïde lui-même au cylindre; et que la raison des sommes respectives de tous les diamètres de ces cercles est la raison de la parabole au parallélogramme; raisons qui sont connues l'une et l'autre;
Que la raison de la somme de tous les cercles dans le cône à celle de tous les cercles dans le cylindre est la raison du cône au cylindre, et que la raison des sommes respectives des diamètres de ces cercles est la raison du triangle au parallélogramme ; raisons qui sont encore connues l'une et l'autre;
De même, la raison de la somme de tous les cercles dans la sphère à la somme de tous les cercles dans le cylindre est la raison de la sphère au cylindre, et la raison des sommes respectives des diamètres de ces cercles est la raison du cercle au parallélogramme; ce que Fermât d'ailleurs ne nie aucunement.
Mais ici la première raison est connue depuis longtemps, la seconde ne l'est pas. J'ai -donc dit que je me proposais de chercher si par quelque moyen je pourrais, en partant de celle qui est connue, arriver à celle qui est inconnue jusqu'à présent.
Fermât réplique : « Mais elle ne peut être connue, h moins de connaître la quadrature du cercle. » Ce qui est parfaitement juste; carrer le cercle c'est précisément trouver cette raison, et du moment où je me proposais, de la chercher, je me proposais de chercher la quadrature du cercle. Au reste, je l'ai dit là-même en propres termes.
II. J'avais dit, après avoir indiqué la formation de la série des nombres
que je cherchais quel terme moyen devait être intercalé entre i et 6. Il répond que le moyen géométriquement proportionnel ne satisfait
pas à la question, comme n'ayant pas correspondance avec les autres
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lermes de la progression. Ce qui est juste, puisque la série exposée n'est pas formée de termes en proportion géométrique; le moyen terme cherché ne peut donc être un moyen géomctriquemont proportionnel.
Mais quand il infère, de ce que le moyen géométriquement proportionnel ne convient pas, qu'aucun autre ne peut convenir, il n'y a pas mènic là une ombre de raison ; pas plus que s'il avait avancé la même
chose sur la série
!, 6, ij, i6, ....
Personne n'ignore qu'entre i et 6 on doit intercaler le moyen terme 3~, non pas comme moyen géométriquement proportionnel, mais comme le moyen que comporte la série d'après sa nature, c'està-dire le moyen arithmétiquement proportionnel.
De même, dans la série des nombres triangulaires
si quelqu'un affirmait qu'entre i et 6 il ne peut y avoir de moyen terme comporté par la série, par ce motif que ni le moyen arithmétique, soit 3-1 ni le moyen géométrique, soit v'6, ne conviennent, il est certain qu'il se mécompterait puisqu'il y a un terme intermédiaire, le nombre triangulaire 3 que comporte la série; do même qu'entre 6 et i5 on doit intercaler lo. Si maintenant dans la série
on demande quel terme intermédiaire convient entre i et 3, j'ai montré, page 175, que c'est i|-
Mais, comme l'interpolation dans de pareilles séries revient très fréquemment dans tout le Livre, surtout depuis le scholie de la proposition 165 jusqu'à la lin; comme c'est, en fait, l'objet principal de tout l'Ouvrage, il eût été impossible, s'il l'avait lu entièrement et
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qu'il eût tant soit peu réfléchi, qu'il pensât que je voulais parler c!e moyen géométrique proportionnel.
Au reste, j'ai entrepris, entre autres, l'interpolation de cette même série
et j'ai montré, proposition 167, que ie terme moyen à intercaler entre I etSest an; ce que signifie ce symbole, je l'ai complëtement expliqué sur la proposition 19( (').
111. J'avais dirigé la recherche dans le premier Icmmc (prop. 1) de telle sorte qu'elle fût conforme à la marche h suivre dans les autres lemmes semblables, mais plus compliqués, des propositions 19, 39, 43, etc., et qu'ainsi elle pût les éclairer.
Fermât montre, par une longue discussion, qu'il est capable de donner une autre démonstration. Je n'en aurais douté en aucun cas; car qui donc, même arithméticien de trivio (à plus forte raison un tel homme) peut ne pas savoir prendre la somme d'une progression arithmétique? Je ne pense pas qu'il se figure que je serais dans ce cas; je le renverrais à la Prop. 2 Con. Sect. et à la proposition 45 du Chapitre XXVll de ma Mathesis Universalis.
Je dois faire remarquer à votre très subtil correspondant que, dans l'endroit dont il s'agit, je ne m'occupe pas de démontrer la proposition que j'ai énoncée, mais du moyen do découvrir la chose demandée, comme si elle était inconnue; je veux, par cet exemple de recherche dans une question facile, préparer à des recherches semblables dans des questions plus difficiles.
S'il avait voulu que sa remarque portât, il aurait dû montrer qu'il n'y avait pas là une méthode légitime de chercher une chose inconnue ; il ne l'a point fait; il avoue même qu'elle est utile pour chercher des choses cachées, toutefois avec les précautions nécessaires. Mais il ne niera pas, je pense, que la quadrature du cercle, que je cherchais
( ' ) Lg symbole □ de Wallis signifie le rapport du carré du diamèlre à la circonférence : voir, Tomo II, la noie de la page 348.
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entre autres, ne soit chose assez cachée; il n'indique nullement, d'autre pari, que j'aie employé cette méthode avec assez peu de précaution pour commettre une erreur; je ne vois donc pas à quel titre il peut justement blâmer ma méthode de recherche.
Voulait-il qu'après avoir légitimement découvert la chose, je la confirmasse a posteriori par des démonstrations apagogiquesî J'ai sufiisamment ditpourquoi je ne le faisais pas, tant à la proposition 2, Con. Sect. qu'à la proposition 43, Arilh. Infin. et ailleurs. C'est que je n'en sentais pas le besoin, et je ne le sens pas encore.
IV. Enfin, lorsque, sur la proposition 2, il indique que la restriction serait faite h tort, votre clarissime Correspondant se trompe absolument sur le sens de ce que j'ai dit; il n'a pas assez fait attention à mes paroles.
J'ai affirme cette proposition dans toute sa généralité, et je crois l'avoir démontrée généralement, en tant que besoin était; en tous cas, elle ressort de la recherche précédente. Oui, il est universellement vrai, et je l'ai universellement affirmé, qu'une somme de termes arithmétiquement proportionnels, commençant h o (série qui sera toujours comme o, i, a, 3, ...) quel que soit le second terme, sera toujours, comme i est à 2, à la somme d'autant de termes égaux au plus grand. Et cela est vrai sans aucune restriction.
Mais j'avais ajouté, à titre d'explication ou, si l'on veut, comme corollaire ;
Si l'on pose a pour le nombre des termes, l pour le dernier, quel que soit le second, la somme de tous les termes sera -al, c'est-à-dire
la moitié du nombre des termes {- <^\ multipliée par le dernier terme (/).
Cela est encore affirmé sans restriction. Mais j'ajoutais :
Si d'ailleurs le second terme est i (et autrement, il n'en serait pas
de même), le nombre des termes sera /-i-r, c'est-à-dire supérieur
d'une unité au dernier terme. Dès lors la somme des termes sera
— /; car dans ce cas — — vaudra autant que -a, la moitié du
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nombre des termes, laquelle, multipliée par /, le dernier terme, doit donner la somme totale.
Or que dans ce cas, le seul que j'aie énoncé sous restriction, il faille bien en faire une, votre très savant Correspondant ne peut le nier. S'il est vrai que, par exemple, dans la progression
dont le second terme est i, le nombre des termes est /-t-i, c'està-dire f\-\-i=: 5, dans une autre, dont le second terme ne soit pas i,
comme
le nombre des termes n'est pas / -+- \ , c'est-à-dire 8 -i- r, mais bien 8 _ .-
Or mes expressions ne peuvent avoir aucun autre sens, et on ne peut les interpréter autrement sans leur faire une violence excessive. Car, après avoir affirmé en général qu'une somme de termes arithmétiquement proportionnels et commençant à o est à la somme d'autant de termes égaux au plus grand comme i est à 3, j'ai immédiatement ajouté en toutes lettres : A savoir, si le premier terme est o, le second i (car autrement la conclusion devrait être modifiée'), et si le dernier est l, la
somme sera / (car, en ce cas, le nombre des termes sera l-\-i); ou
autrement (en posant a pour le nombre des termes, quelle que soit d'ailleurs la valeur du second) - al.
Cela est dit si clairement qu'il est étonnant que quelqu'un, pourvu qu'il y fasse suffisamment attention, puisse le mal comprendre. On ne peut donc qu'attribuer à la précipitation qui l'a entraîné, que votre illustre Correspondant ait pu se méprendre sur ce que je voulais dire, alors qu'il a d'ordinaire une telle pénétration et une telle finesse d'esprit.
Voilà ce que je pense devoir dire sur ces Remarques, pour ne pas paraître les mépriser. Mais si Fermât a depuis trouvé assez de loisir pour examiner à nouveau ces questions et pour y réfléchir un pou
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plus attentivement, je ne donto pas qu'il n'ait déjà de lui-même trouvé satisfaction.
Votre très noble Correspondant a pris plaisir à provoquer en champ clos (on peut le voir dans ses lettres), non pas un ou deux mathématiciens du commun, mais et l'Angleterre tout entière, et la Belgique et le reste de la Gaule, sauf la Narbonnaise; il ne trouvera dès lors pas mauvais, je crois, que nous lui rendions la pareille; et cela, non pas sur une bagatelle, mais sur une question où personne ne puisse nier que le nœud ne soit digne d'une telle main, ni, s'il le dénoue, que la chose en valait la peine. Je ne veux donc pas parler de la question par laquelle j'ai répliqué à sa première et qui est de même nature; ce n'est pas un sujet qui me semble mériter une anxieuse application. Je ne pense pas davantage ii la question du tronc de cône; comme Je l'ai dit alors, je ne l'ai pas proposée comme difficile, mais comme élégante. Pas davantage à celle qu'il a rappelée dans sa lettre, à savoir :
Étant donnée la série des nombres
I, 6, 3o, i/io, 63o, etc., trouver entre i et & le terme intermédiaire que comporte (a série.
Cependant c'était là, à le proposer pour la première fois, un problème suffisamment ardu, puisque même encore votre très noble Correspondant le considère comme insoluble. Mais puisque j'en ai déjà donné la solution dans un livre publié par moi, je n'ai pas k le proposer de nouveau.
Toutefois j'en choisirai un tout semblable; à savoir :
Etant donnée la série des nombres
5 3i aog 1/171 10635 ' 6 3o j4o 63o 3772 ■'
trouver entre i et -^ le terme intermédiaire que. comporte la série.
Qu'il ne pense pas là-dessus, comme il semble l'avoii' fait pour l'autre série, que je demande une moyenne géométrique pas plus
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qu'une moyenne arithmétique; je ne lui demande pas de tant s'appliquer pour trouver — ou 4/,-; il s'agit d'un terme convenant à la nature (le la série et ayant correspondance avec tout l'ensemble. Il ne lui suffira pas non plus de dire que ni la moyenne géométrique, ni la moyenne arithmétique ne conviennent à !a série; car on ne demande pas quel terme ne convient point, mais quel est celui qui convient.
Qu'il ne croie pas non plus que je lui propose cela comme plaisanterie, et que ce soit une bagatelle; s'il résout légitimement cette question, je promets en retour un enjeu assez précieux, la quadrature de l'hyperbole. Et si la Gaule Narbonnaise ne le peut, ce sera fourni à quelque jour par l'Angleterre, grâce à la faveur divine.
Mais il y a déjà trop longtemps que j'ennuie votre Seigneurie, et que, rendu trop audacieux par votre clémence, j'enfreins les lois de l'urbanité; et cela à tel point que je ne pourrais, sans une faute nouvelle, implorer le pardon de celle que j'ai commise. Mais du moins il me reste l'espoir que, dans votre insigne complaisance, vous daignerez interpréter avec assez de bienveillance ce que j'ai pu mal faire, pour que je ne sache pas trouver auprès de vous un meilleur avocat que vous-même, un meilleur défenseur, soit de moi, soit de notre nation. C'est dans cet espoir que j'ose encore, m'appuyant sur votre faveur, me dire,
Très insigne Seigneur, Votre très obéissant et très respectueux,
J. Walijs.
^ , , ai novembre „.
O.ïford, ; i — 1657.
J'ai cru à propos d'ajouter ici, pour que la question tout entière soit plus complètement exposée au lecteur, ce qui a été indiqué ci-dessus comme omis ou changé dans la lettre précédente, au sujet du centre de gravité (voir page 44i. ligne 4. à page 444. ligne ii : suit une première rédaction).
Fermât exige de moi que je fournisse le centre de gravité dans foules les hyperboles infinies qui peuvent en avoir un, et que je dis-
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tinguc celles qui en ont d'avec celles qui n'en ont pas. Il désire qu'au moins j'envoie la proposition générale, même sans démonstration.
Je ferai ce que demande votre très noble Correspondant, et même, ce qu'il ne demande pas, j'ajouterai la démonstration ; il verra ainsi qu'elle procède directement de l'art d'invention que j'ai exposé.
Voici la proposition :
Si à l'axe AD {fig. 3), dont le sommet est A, se trouve rapportée (des deux côtés), une tigure soit plane, soit solide, dont les ordon-
nées (soit des droites, soît des surfaces planes senildables) forment une série de termes soit égaux, soit suivant les premières, secondes, troisièmes, etc. puissances, soit suivant les sous-secondes, sous-troisièmes, etc., soit quelque autre série formée de tels termes combinés entre eux comme on voudra, soit enfin une série réciproque de l'une quelconque des précédentes (ce qui comprend ce qu'il appelle hyperboles infinies)', que l'on divise l'axe AD au point C, en sorte que jtt soit égal au rapport de l'unité à l'indice de la série augmenté de l'unité ; C sera le centre de gravité de la figure.
Si la série est telle que l'axe puisse être divisé de la sorte, la figure aura un centre de gravité; autrement, non.
Pour que l'axe puisse être ainsi divisé, il faut que l'indice de la série soit plus grand que — i; autrement, non.
Suit la démonstration :
Supposons d'abord que le point A du sommet soit au centre de suspension de la balance, et que l'axe AD soit dirigé suivant les bras de cette balance.
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Soit/5 riiiclice lie la série suivant laquelle procèdent les ordonnées (droites ou surfaces planes); cette série sera donc, comme ikp-hi, à la série des termes égaux correspondants, en partant de A,
11 est clair, d'autre part, que leurs distances au sommet, donc au centre de la balance, sont proportionnelles aux abscisses (ou plutôt sont ces abscisses même); c'est donc une série de termes de la première puissance, dont l'indice est i .
Or la raison des moments entre eux est composée de la raison des grandeurs et de celle de leurs distances au, centre de la balance. La série des moments, composée dès lors des deux séries correspondantes, aura donc pour indice p-hi, qui est la somme des indices des séries composantes.
Par conséquent, la somme de tous les moments (c'est-à-dire le poids de la figure entière ainsi suspendue) sera à la somme d'autant de moments égaux au dernier (c'est-ii-dire il la figure correspondante formée de termes égaux, et suspendue en D) dans le rapport ■■- ■
Si donc, sur l'autre bras de la balance, on prend le point P en sorte
que xn ^= ' ^^ qu'ofi y suspende cette figure correspondante
formée de termes égaux, elle fera équilibre à la figure proposée, suspendue comme auparavant, et le centre de gravité des deux poids ainsi suspendus sera le point A.
Si donc on supprime le poids suspendu en P et qu'on prenne (], en
I AP
sorte que — = -rrr (c'est-à-dire les distances dans le rapport inverse des grandeurs), ce point sera le centre de gravité du second poids.
Mais AP=— î— AD; donc AG = ^^^ AP = ^^^ AD ; dès lors p-i-'2 ^ 1 /) -t- a
CD = — î— AD et ;^ - ^^^. c. 0. F. I).
Si maintenant p est — i ou < — r (comme — 2,-3, etc.), p ■+- 1 (c'est-à-dire alors — i-i-i, —2-hi, — 3-i-i, etc.) sera soit o, soit moins que o; il n'aurait donc aucun rapport avec l'unité.
D'oii ressort la distinction.
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Fermât dira peut-être : « De cette manière on trouve bien le centre de gravité (entre autres) des mêmes figures que j'appelle hyperboles infinies, mais non pas dans la même situation. » En effet, il ne les suppose pas prolongées à l'infini des deux côtés du diamètre limité AD, mais des deux côtes du diamètre infini AS; or c'est dans cette position qu'il demande le centre de gravité.
J'avoue que cela est vrai; mais je réponds que ma spéculation n'est pas moins curieuse que l'autre, et si je ne me trompe, elle est nouvelle; je ne sache pas du moins que Fermât ou quelque autre l'ait déjà, je ne dis pas atteinte, mais seulement entreprise. Au reste, afin qu'il ne se plaigne pas que je ne lui aie point donné satisfaction, puisqu'il demandait le centre de gravité dans une autre situation, Je ne refuserai pas de m'astreindre à lui répondre, même sur ce point.
Les droites parallèles à AaS {fig. i) (tant dessous que dessus) l'orment une série réciproque d'une directe dont l'indice sera p, par
exemple. Cette série réciproque aura donc pour indice —p. Comme d'autre part les moitiés sont proportionnelles aux entiers, les moitiés de ces droites parallèles formeront de même une série d'indice — p; et par conséquent les milieux de ces droites ou leurs centres de gravité devront être regardés comme suspendus h la balance AS à des distances du centre de la balance A, proportionnelles aux grandeurs des droites elles-mêmes. Donc les moments, dont la raison est composée de celle des grandeurs et de celle des distances au centre de la balance,
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seront cux-mcmes en raison double des grandeurs; ils formeront doue une série réciproque d'indice — ip.
Ainsi la figure totale sera au parallélogramme inscrit comme i à —p + i; et la somme des moments de l'une sera à la somme des moments de l'autre (dans cette situation) comme i à — 2p + t . Mais le centre de gravité du parallélogramme est, comme on sait, en son point milieu, le parallélogramme inscrit doit donc être regardé comme suspendu au milieu de Ad, soit en M, dont la distance au centre de la balance est AM— -AA.
Mats le poids de la figure totale, dans sa position, étant au poids du parallélogramme inscrit, dans sa position, comme i à — ■zp -\-i, si l'on prend sur l'autre bras de la balance, au delà du centre A, la droite AP qui soit & AM comme t à — 2j0-i- i, le parallélogramme suspendu en P fera équilibre ii la figure totale suspendue comme auparavant. D'autre part, la grandeur de la figure totale élanf h celle du parallélogramme comme i à — /»4-i, si l'on fait — — —— = —t C étant pris sur l'autre bras que P, et les distances étant i-éciproquoment proportionnelles aux grandeurs, ce point C sera le centre de gravité de la figure proposée.
Mais AP = ^ — AM et AC = =^-^-^^ AP = ^^^-AM. Par
conséquent.
Il faut donc que i >■ 2/^ ou /; •< -. autrement i — ip serait nui, ou même moins que rien.
Je dis donc (seconde proposùion) que :
Si de part et d'autre de l'axe infini AS, dont le sommet est A, se trouve une figure plane, telle que, par rapport à l'axe conjugué DArf, limité de part et d'autre et également prolongé à partir de son milieu A, les ordonnées forment une série réciproque quelconque (dont l'indice sera, en tout cas, négatif), — c'est lii ce que Fermât appelle
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hyperboles infinies, — si l'on prend un point C, tel que le rapport du double de l'indice de la série plus l'unité au même indice, plus l'unité, soit celui de AM (distance du sommet au point milieu du parallélogramme inscrit) à AC (pris du même côté sur l'axe AS), ce point C sera le centre de gravité de la figure, si toutefois elle en a un. Or elle en aura un si l'indice de la série est supérieur à — -i autrement, non.
On peut remarquer au reste que le même mode de raisonner s'appliquerait absolument, même si les deux semi-hyperboles DAS, rfAâ, au lieu d'être disposées des deux côtés de la droite Aâ, de façon à produire une ligure hyperbolique infinie en pointe, comme ici, étaient situées de part et d'autre de la droite DB, mise en coïncidence avec db, de façon à produire une figure avec creux. Au lieu de chercher, comme tout à l'heure, te point C sur la droite Ao, on le chercherait de la même manière, mais sur la droite DB prolongée.
On arriverait encore au même résultat pour une figure composée de deux semi-paraboles ou semi-paraboloïdes, semblables et semblablement placées, soit de façon hêtre tangentes â A5 au sommet commun, soit à avoir DB comme base commune. On aura, en effet, toujours
3W + 1 , , .^, AM ., . DM
-!- esal soit a -r-r soit a -^rr; ■
p + i ^ Ai, DO
De la sorte il est surabondamment donné satisfaction aux demandes de Fermât; mais il eût été facile, en partant des mêmes principes, de déterminer le centre de gravité, non seulement dans les paraboles ou paraboloïdes entières, mais aussi dans les semi-paraboles et semi- |)araboloïdes; bien plus, dans la moitié des figures de l'espèce que Fermât appelle hyperboles infimes; ce à quoi je ne sais s'il a jamais pensé.
J'entends la figure formée par les droites AD, DB limitées, Ao infin ie, et une seule courbe. En effet, ayant trouvé les points C, tant sur la droite AD que sur la droite AS, si l'on en mène des parallèles à AD et il Aô, leur point de rencontre sera le centre de gravité de cette ligure.
D'où l'on conclura facilement de même, si besoin est, le centre de
gravité dans une figure formée de semi-paraboles de ce genre ou semihyperboles infinies, mais dissemblables.
Ce qui vient d'être montré au sujet des hyperboles planes de ce genre peut être étendu également (mutalis mutandis) aux figures solides formées, lorsque les ordonnées sont des surfaces planes semblables parallèles et rapportées à des parallèles soit à AD, soit à ko. Mais je dois me souvenir qu'en ce moment j'écris une lettre et non pas un Traité complot.
LETTRE XVII
Joa^ Wallis a Vicomte IJroukc.ker.
Très illustre Seigneur, puisque vous le demandez (et je ne puis qu'obéir à de tels commandements de votre part), je vais formuler. aussi brièvement que possible, la méthode de rechercher les nombres requis pour la solution du problème de Fermât, telle que nous l'avons pratiquée jusqu'à présent; j'indiquerai en même temps et le fondement de cette méthode et, là où il conviendra, les divers abrégés des opérations, puisque, autrement, la recherche peut tourner en longueur.
Le problème demande que : élanl donne un nombre quelconque non carré, soit n, on trouve un nombre carré, soit a"^, tel que son produit par le nombre donné, étant augmenté de l'unité, fasse un carré, soit
De plus, il faut fournir une infinité de carrés tels que a-, quel que soit le nombre non carré n qui soit proposé.
Alors qu'il n'était nullement question de nombres entiers, nous avions déjà résolu ce problème en fournissant tous les possibles, tant entiers que fractionnaires. M. Fermât a ajouté après coup qu'il ne voulait que des entiers; ainsi il a demandé qu'on fournisse une infinité de carrés entiers satisfaisant à la condition. C'était changer complètement le problème primitivement proposé en un autre d'une tout autre
nature. Néanmoins, j'ai cru devoir admettre ce changement et aborder la (fueslioîi en nombres entiers. Voici lo résultat :
J'ai jugé devoir partir de la règle générale précédemment énoncée. A savoir, si nous appelons n un nombre donné quelconque (carré ou non carré, entier ou fractionnaire); q un carré quelconque; d sa différence avec 7z; ^ sera un carré requis. Nous avons déjà démontré antérieurement que non seulement cette règle est vraie et donne une infinité de carrés satisfaisant si la condition, mais encore qu'elle donne absolument tous les possibles tant entiers que fractionnaires.
Cela posé, pour la nouvelle condition ajoutée, il suffit de faire que ~, et par conséquent sa racine ^, soit un nombre entier, ou autrement que <^soit une partie aliquote du nombre 2R. Toutes les fois, en effet, qu'il en est ainsi, le carré fourni par la règle est évidemment un nombre entier.
Or, ayant un entier do ce genre, une méthode sûre en donne aussitôt une infinité d'autres, pour ne pas dire tous; ce qui sera exposé plus loin. Cependant, comme il peut se faire, ce qu'il ne faut pas dissimuler, que 2R soit un nombre fractionnaire, même quand -j- est entier, nous poserons
R — -^ et, iiar coiisécjuenî, q ^ ^,,
Ainsi ce sera la même chose de diviser soit 2R par cl, soit - pai' \n~ ~ . ou, en multipliantde part et d'autre par r*, 25rpar \nr'^ — s'^\. Par conséquent, si, d'une manière quelconque, on trouve, entre le produit du nombre n proposé par un carré quelconque et un autre carré, une différence qui soit une partie aliquote du double produit des racines de ces deux carrés (c'est-à-dire si | nr^ — s^ ] est partie aliquote du nombre 2«-), le quotient de ce double produit par cette différence donne un nombre entier, racine du carré cherché.
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Vous direz : Mais coinmciit (rouvor ce carré dont il faut partir, et
qui, multipiié ptir n, doit différer d'un autre carré d'une partie ali-
quotc de ce double rectangle? C'est ce que je vais exposer maintenant
à ma façon.
L'entier n proposé étant non carré, soit le carré entiei' immédiatement supérieur
Si l'on multiplie le nombre n par un carré quelconque, soit n", on aura
na^^c'a^— bà' = (r.aY — ù.a\
C'csl-h-dire que le nombre donné «, multiplié par le carré du nombres, donne pour produit le carré du même nombre a pris autant de fois qu'il y a d'unités dans !a racine du carré immédiatement supérieur au nombre donné, moins le carré de ce même nombre a, après sa multiplication par la différence b entre le nombre donné et le carré immédiatement supérieur.
Par exemple, soient : n = y et, par suite.
Quel que soit maintenant le nombre pris pour a, on aura c'est-à-dire
Si nous prenons dès lors, pour a, les nombres successifs : i, 2, 3, l'i, etc., on aura un Tableau comme celui ci-contre, où il est clair que les nombres a du premier membre : r, 2, 3, 4, etc., étant en progression arithmétique, les nombres ca du second membre : 3, G, 9, i;i. suivront également une progression arithmétique, dont la raison constante sera c= 3, et enfin les nombres ba' qui viennent en troisième ligne, 2, 8, 18, 3a, etc. (multiples égaux de nombres carrés consécutifs), auront des différences suivant une progression arithmétique doni
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la raison sera ib :
n M'- = {car— h. a'
iS
Eli efTet, on sait que les earrcs consccu-tifs se forment piir l'addition continue des nombres impairs 1 + 3 -h 5 -t- 7, etc.
Par suite, leurs difFcrcnctis croissent suivant une progression arithmétique de raison 2; dès lors leurs équimultiples auront des différences croissant suivant une progression arithmétique dont la raison sera l'équimuUiple de 2. On a, en effet, évidemment
9ft = [i + 3Z' + 5i,
De ce fondement dépendent toutes les relations qui suivent pour les progressions arithmétiques, et il sera inutile de le répéter davantage par la suite.
Cela posé, si b = i, il est clair que le nombre a = \ est un des carrés cherchés; car alors
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C'est ce qui arrive pour les nombres 3, 8, i ">, etc., inférieurs d'une iinilé à un carré.
Si maintenant b est supérieur à l'unité, il est clair que ba- l'est également, et qu'on chercherait vainement le nombre i dans la colonne correspondante des nombres à retrancher (quoique, ainsi qu'on le dira plus loin, il puisse s'y trouver parfois un nombre qui \ conduise).
Il faudra donc passer à une seconde colonne et de là aune troisième, une quatrième, etc., suivant les exigences de la question, jusqu'à ce que l'on trouve enfin le nombre i dans quelque colonne, ou du moins un autre nombre qui y conduise, 'comme je l'expliquerai plus loin.
Or on passera à une colonne suivante, dès que, dans la colonne considérée, le nombre à retrancher sera égal ou supérieur au doubb; de la racine du carré adjacent. Alors on prendra la racine immédiatement inférieure, et l'on diminuera le nombre à retrancher de la somme des deux racines :
i2=— 33=ri
Ainsi, dans l'exemple ci-dessus, relatif au nombre 7, on (rouve à la
troisième ligne
Or 18 est double de la racine de l'adjacent 9; par suite dans la eo-
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lonnc! suiviinte, à 9-— 18, Je substitue S^ — i, et je rencontre iininé- (liateinent, comme nombre à retrancher, 1 que je cherche. Dès lors, \c, carré du nombre 3 est un des carrés cherchés; et, en effet,
Si je continue dans la même colonne, je trouve à la sixième ligne 17-— 37, à quoi je substitue dans la colonne suivante, 16" — /|, puisque
(et ainsi toujours. Car la différence de deux carrés immédiatement consécutifs est égale ii la somme de leurs racines). Je vois donc ainsi que
Or, comme le nombre à retrancher, 4» est partie aliquote de la racine adjacente 16, il est clair que ce même nombre 4 est, a fortion, partie aliquote du double produit des racines 6 et 16. Si donc je divise par 4 le nombre 2 x 6 x 16 = lya, le quotient 4^ sera racine d'un autre carré cherché. En effet,
On a donc ainsi un autre carré cherché; maïs immédiatcmeiit au début, nous avions, dans la première colonne, 7X 3^=6^ — 8,
où il est clair que le nombre à retrancher 8 divise le double produit de 2 et 6;
axax6 = 24 et ^=3,
racine d'un carré déjà trouvé.
Kncore dans la même colonne, quatrième ligne, on a 7.4^=i.'-3a,
et comme le quotient par 32 de 2 x 4 X 12 = 96 est 3, on retrouve pour la troisième fois la racine du même carre déjà connu. En y i'ai-
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sant atteiiLion, on reconnaîtra que cette colonne donne souvent coup sur coup le même résultat, car il se présente à toutes les lignes paires ou dont le rang est multiple de deux. Mais bien plus, dès la première ligne où le nombre à retrancher, i, est partie aliquote du double produit 2 X I X 3, le quotient est encore ce même nombre 3 ; toutes les lignes de la première Colonne devront donc fournir cette même racine pour le carré cherché.
Il faut noter que non seulement les différences 6, lo, i4, i8, etc. de la première colonne, mais encore celles de la seconde, 8, 12. iG, 20, etc., de la troisième, i4. 18, 22, 26, etc. et ainsi de suite dans toutes les autres, sont en progression arithmétique, avec la même raison 4 que dans la première; il est donc très facile de prolonger une colonne quelconque, sans avoir à s'embarrasser d'aucune extraction de racine.
D'autre part, ces mêmes différences, prises obliquement, comme 10 et 8, i4 et 12, ou 18, 16, \[\, etc. sont toujours en proportion arithmétique, et leur commune différence est toujours 2 (ce qu'on reconnaîtra d'ailleurs, mutatis mutandis, quel que soit le nombre n proposé), il est donc de même facile de passer de colonne à colonne.
Il l'est encore, pour les mêmes raisons, de donner à volonté un nombre quelconque, dans une colonne quelconque, sans calculer les intermédiaires, ou encore, si cela paraît expédient, d'effectuer les opérations par bonds. Mais tout cela se présente de soi-même à qui a une pratique suffisante de la nature de la progression arithmétique, et il n'est pas besoin de le prouver plus longuement.
Au reste, ce que j'ai montré jusqu'à présent, en prenant le carré c^ plus grand que le nombre n proposé, arrive également en prenant le carré inférieur, le ne veux pas dire que l'on obtienne immédiatement le nombre cherché (comme dans le premier cas où l'on a 7.3-=:8-~ i), mais on a une différence partie aliquote du double produit (comme, quand'sur 7.2^ = 6^— 8, on a trouvé le nombre 8 partie aliquote du double produit 2X 2 x G,(:roij l'on déduit le quotient 3 comme racine d'un carré clicrché). En effet, il est siniplemcnl requis que la diffé-
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rence \nr- — s-\ divise le double produit irs, sans qu'il y ait nécessité que nr' ou s^ soit !e plus grand des deux termes ; c'est donc la même chose, pour la question, que nr'^ soit supérieur ou inférieur d'une unité à un carré.
Par exemple, soit proposé le nombre l'j.
On trouvera, à la cinquième ligne, quatrième colonne (ou troisième
à partir de la première),
i3.5^— iS-+ I.
Or T, différence, des nombres i3.5- et i8= divise le double produit 2 X 5 X 18 = 180, et donne pour quotient 180. Ce sera donc la i-acinc d'un des carrés chercbés.
En effet,
Sienfin, jusqu'à présent, nous avons pris pour c'^ le carré soit immédiatement supérieur, soit immédiatement inférieur au nombre donné, cela est tout à fait arbitraire et sans nécessité; car tout autre carre supérieur ou inférieur eût donné les mêmes résultats; ce qu'il faut également entendre de ce qui suit.
Il semble que de la sorte nous ayons suffisamment traité la première partie du problème, à savoir la recherche d'un au moins des carrés demandés. Car, s'il en existe un, il est impossible qu'on ne le trouve pas ainsi, par l'un ou l'autre mode, ou au moins parle premier.
Mais, comme il peut parfois être long d'y arriver, à moins d'en^-
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ployer un abrégé, il convient, pour faciliter le calcul, d'enseigner, entre beaucoup, quelques abrégés de ce genre.
L'un, qui est excellent, a déjà été indiqué; il se présente lorsque la différence | nr^ — s^ \ divise le double produit 2rs. Cela arrive toujours quand cette différence est soit r, soit 2, c'est-à-dire si nr" est supérieur ou inférieur, de i ou de 2, par rapport à un carré quelconque s-, car I divise tout nombre et 2, tout nombre pair, donc 2.rs. Mais cola se présente souvent aussi pour d'autres différences.
En voici un autre : à moins de rencontrer ba^ = i dans la première colonne, ce qui résout immédiatement la question, pour trouver i comme nombre à retrancher, il faut passer aux colonnes suivantes et en prendre une ou plusieurs, comme j'ai dit. Mais quel que soit le rang de la colonne où l'on trouvera r, de ce rang connu on déduira aussitôt la racine du carré cherché. En effet, si, dans la première colonne, la racine du carré essayé est ca, elle sera, dans la seconde, ca — I, dans la troisième, ca — -i, etc. Cela est évident dans le premier mode du procédé, où l'on prend le carré c' immédiatement supérieur an; quant au second mode, j'en parlerai plus loin.
Ainsi, il est clair que la racine du carré, dans une colonne quelconque, est inférieure à la racine du carré correspondant dans la première colonne, d'autant d'unités qu'il y a de rangs d'une colonne à l'autre; appelons d cette distance ou différence. La racine du carré dans une colonne quelconque sera ca — d et son carré
t'a- — 2cda + '^'
étant, par rapport au carré c^a", supérieur du nombre 2cda ~- d'-, il faudra diminuer d'autant le nombre à retrancher ba'- pour retrouver en tous cas la même différence na". Ainsi ce nombre à retrancher sera ba^— a.cda + d^. Mais je voudrais que ce nombre ainsi déterminé soit I. Il faut donc poser
ba- — 1 cda -\- d^^i,
et. transposant,
rf-^ T ^ ncda — ba-.
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et résolvant l'équation
^ï _ cd it \lc^'d' —Od'-hb _ oW -Jz \/WM^
a cause de c" = n -•- b. d'oii c- — h ^^ n ot c'cl- — hd- = nd- .
Ainsi, connaissant d, on connaîtra a.
C-ela posé, pour connaître d, il faut chercher, Je la même manière (juo l'on a montré pour a, un carré dont le produit par le nombre donné, étant augmenté du nombre h qui a été pris, fasse un carré, en sorte que \jnd-^ b soit un nombre rationel entier. Cela peut paraître à première vue aussi difficile que la première recherche proposée; mais, en fait, il y aura un grand abrégé, parce que d (nombre des colonnes suivant la première) sera toujours moindre que a (nombre des unités dans la racine du carré cherché), comme cela est évident. On parviendra donc plus tôt au nombre à retrancher b qu'au nombre il retrancher i.
Par exemple : soit proposé le nombre i3 et, par suite, soit
On ne trouvera pas i avant la ligne 180, oui
et par conséquent a = 1 8a. Mais on retrouvera le nombre à retrancher h = '.i, au moins dès la ligne 7 r, car
et par conséquent rf= 71, d'où l'on conclura a ~ 180, comme précédemment. Le calcul est donc abrégé de plus do moitié.
Si cependant il arrivait, ce qui peut se faire parfois, que le nombre d, ainsi trouvé en premier lieu, donnât un nombre a, non pas entier, mais fraclionnaire, et par suite impropre à la question
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proposée, on on chercherait un second, on même un Iriiisième, cnlin qnelqu'aiilre d donnant a entier. Ce qu'il fant aiit^st entendre ponr ce qui suit.
Que si cette réduction des opérations ne paraît pas encore assez satisfaisante, et qu'on ne parvienne qu'avec trop de lenteur au nombre d lui-même, dans ce cas sa recherche peut aussi être abrégée par le même artifice. Précédemment, pour trouver a, nous avons cherché le rang de la colonne renfermant le nombre à retrancher prescrit i ; maintenant il faut chercher le rang de la colonne renfermant le nombre à retrancher b. Or, comme, à cause de c^ = n -h 6, on a
et que le nombre à retrancher bd'- est trop grand (à moins que l'on n'ait b = i) puisque celui qu'on cherche est b, il faut diminuer le carré c-d'- (comme nous avons tout à l'heure diminué le carré c'^a^), de façon que le nombre à retrancher, étant diminué d'autant, devienne égal à b.
Ainsi, de même qu'à la racine ca du carré nous avons substitué ca — d, à cd nous substituerons maintenant cd — e, e étant le rang de la colonne où l'on trouvera le nombre à retrancher b. La différence des carrés de ces racines sera 2ced — e^, et en la retranchant du nombre bd-, il restera
d'où
:''— b^iced— hd-
1 équation.
_ ce ± \Jc' <^ ~ ht'- + (>' _ ce±^ne"'+ù'- ^'- i, -^ l, '
Par exemple : soit proposé le nombre i3. on trouvera à la ligne 28, t, comme 9 = è'', on aura e = 28, d'où d= ^i et a = 180. Ainsi le
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travail, déjà réduit auparavant de la ligne 1 80 à la ligne 71, se trouve maintenant réduit à la ligne 38.
Mais la même méthode peut encore le réduire davantage. En elfet, on montrera de la même manière, s'il est besoin, comment cette réduction doit se faire, et do même que l'on a trouvé
cd ± Jnd^ -(- b ce ± J'iïi
on trouvera
cf±s/„p-^~¥ __ cj ±\J7i^^l? _ ch ± s/nh^l? __ ^
et ainsi de suite.
Ainsi on est ramené à ceci : en commentant à procéder comme précédemment, on observera si l'on rencontre comme nombre à retrancher, soit I, soit 2, soit quelque autre diviseur du double produit -îrs ci-dessus mentionné (car dès qu'un tel cas se présente, la question est aussitôt résolue, comme il a été dit); soit encore b ou une de ses puissances quelconques, b-, ¥, etc. Si l'on rencontre ainsi b, on aura d; si l'on rencontre 6*, on aura e; si b^,/et ainsi de suite.
Un de ces nombres étant connu, on aura évidemment les autres en rétrogradant, à moins que l'on ne trouve ainsi des nombres fractionnaires; dans ce cas, il faudra, comme je l'ai indiqué, poursuivre encore la recherche commencée.
Par exemple, soit proposé, comme auparavant, n = i3, \'— 3
a-— 37 ^m^ll^— _',
le. 19'— 36
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On trouvera, à la ligne ii. colonne quatficme à partir de la première,
et, comme ici 27 = b'^, on aHra/= 11, d'où e = 28, r/= ti, a = 180.
Mais nous négligeons, dans la première colonne, tant 3 à la première ligne, que 27 à la troisième; dans la colonne 3 après la première, ligne 8, nous négligeons 9; parce que l'un quelconque de ces nombres donnerait a fractionnaire (de fait n ou , ou ^^|, et par conséquent impropre à la question.
Ainsi l'opération a été réduite de [80 à 11. Avec le nombre proposé, on ne peut d'ailleurs obtenir une nouvelle réduction, si moins de passer à des colonnes antérieures. En effet, puisque l'on ^ f~ 1 1 , comme j'ai dit, on doit le trouver ii la ligne n, colonne, /j aprt's la première; car g =^ '.\, ut l'on a d'ailleurs
134^=17—8'; mais on ne peut trouver cette puissance dans aucune des colonnes cidessus; il faudrait prendre celle qui est immédiatement antérieure à la première, puisque 17 = {cay-^i. La même chose est à dire, a/orliori, des nombres suivants h, i, etc.
On peut, il est vrai, prendre g = 84, puisque i3.84'=3o3'— 81, et que ce nombre donne, en effet, aussi bien/"=: 1 1 que/'= i!i3, mais on voit qu'il se trouve plus tard que le/cherché.
Il n'est peut-être pas sans intérêt de noter que, de même que si l'on connaît d, par exemple, on peut en déduire ,a, de même réciproquement, si Ton connaît a, on peut en déduire d; de même pour les autres. En effet, comme on l'a montré,
éa^ — 2 cda -+■ d*^ i; d'où, ordonnant et résolvanf l'équation,
_ cd ± \/i^'"+"5
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comme on l'a déiii vu, ot
dz^
crt±v'««'^^^■
Do mrmo, puisque
bd'-
~'iced+a'=,b.
ou aura à !a Ibis
et n = cd ± \/7ûF+-'"L ;
et ainsi do suite.
Mais il s'ensuit aussi que
ba = e elsemblabler
nent hd^f, be--^;
Eli etï'el, puisque
cd±^nd^+b
l>a = cd±: \JruP -hb — e,
et de même pour les autres.
Il y a toutefois à faire cette distinction que le signe, qui est double dans les deux cas, doit être pris de deux façons différentes, le supérieur convenant mieux à la question pour l'une des quantités, l'inférieur pour l'autre. Par exemple, si l'on prend
ba =; cd — ^itd--\- ù ,
a sera un nombre fractionnaire, à moins que b ne divise le nombre cd — \lnd'^-\- b, ou bien, s'il est entier, il se trouverait encore plus tard que d ou e, dans la recherche dont il s'agirait. Au contraire, si, pour e, on prenait la plus grande quantité e ^cd -\- \/iid^-{- b ,
quoique dans ce cas le nombre soit bien entier, comme il est plus
grand que a, i! n'arriverait que plus lard, dans la recherche faite pour le trouver le premier.
Ce qu'on vient de dire pour acX e s'applique également à rf cl/, il e et g, etc.
Ainsi, si par exemple, après avoir trouvé e, on remonte par les égalités ci-dessus 'a d eik a, i! faut prendre les quantités les plus grandes;
Hosted by
COMMERCIUM DE WALLLS. «1
si, au contraire, on veut avoir les suivantes/, g, etc., on pvond les moindres, comme mieux appropriées à la question.
Les procédés abrégés, que nous venons d'indiquer pour cherclicr na^ inférieur d'une unité à un carré (et en prenant dès lors c-^ n), s'appliquent de même, mutatis mutandis, si l'on veut chercher na- ou nr^ supérieur d'une unité ii un carré (en prenant pour c^ le carré immédiatement inférieur) ou encore na^ ou nr^, ayant avec un carré une différence de i, en plus ou en moins. Quoiqu'en effet, dans ce cas, dne soit pas le carré cherché en premier lieu, il le donnera toutefois, comme j'ai dit plus haut. Les relations se présentent ainsi :
cd±.\Jnd-
ce±^na^
+ fr'
_cg±^ng^-
c/i±\/'nh'
cd ± yjiid''
ce ± \/nd'
ib'
ch±\^nh'-
\jnd-
-cd
■ ce
■ef
■ Cii
ijnli-
— fy —
■ck
•siif
■érieiu
• de dei.
\Jnd-
-cd
\Jne'
+ 3ft'-
- ce
\liip
— ■ib'-
\hik'
-vh
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On procéderait, de même, pour chercher na- différant d'un carré d'un nombre quelconque, en plus ou en moins. J'entends en tant que la chose est possible, car il n'est-pas universellement vrai que pour un nombre quelconque, même non carré, son produit par un carré entier puisse avoir, soit en plus, soit en moins, une différence donnée quelconque avec un carré. Mais comme, dans la question posée, il est certain que I et 2 divisent toujours 1rs, que cela n'est pas de même assuré ou universellement constant pour les autres nombres, il suffira de porter son attention sur ce qui suit ; à savoir si. en instituant le calcul indiqué, on trouve na* ayant avec quelque carré pour différence le nombre 1 ou 2, ou quelque autre partie aliquote du double produit des racines; ou bien inférieur à un carré du nombre h (différence entre le nombre donné et un carré plus grand), ou d'une quelconque de ses puissances, ou du double d'une quelconque de ses puissances; ou encore supérieur à un carré du nombre h (différence entre le nombre donné et un carré plus petit), ou de son double ou d'une puissance quelconque impaire de h ou du double d'une telle puissance ; ou enfin, dans le même cas, inférieur d'une puissance paire de frou de son double.
Si, en effet, quelqu'une de ces circonstances se présente, on aura, soit le nombre a. racine du carré cherché ou qui le fournira immédiatement, soit quelqu'un des nombres d, e, f, qui, par rétrogradation, conduiront à a, à moins que le nombre a ainsi trouve ne soit fractionnaire, auquel cas il faudra pousser plus loin la recherche, comme il a été dit.
Par exemple, soit proposé le nombre n = il\g, et soit pris
C-—11 et par conséc[(ienl ^r=3i49 — i/i4=^û
on trouvera, à la ligne 17 de la colonne troisième ou 2 après la première (car il n'est pas nécessaire d'aller plus loin),
149-17';= 206'+ 625; et dès lors, comme G2.J ~b*, on aura g = ly, d'où, en rétrogradant.
on trouvera
/= 82, e=. 397, d = 1993, enfin a o\i r = gSoS.
Le produit de ce dernier nombre par n dépasse un carré d'une unité ; car
i49X93o5 ^12900870725=: II 3582 -4-i = .ïï-M.
Le double produit
ar^ = 2X93o5xii358a,
divisé par
donnera
racine du carré cherché dont le produit par n ou 149 sera inférieur d'une unité au carré du nombre
On aurait obtenu le même résultat si, passant la ligne 17, on était allé jusqu'à la ligne 82 ou 397, etc., où l'on aurait eu/= 82 ou f = 397, etc.
Ainsi, dès la ligne [7, nous avons le nombre qui, par la méthode
exposée, conduit au nombre cherché, lequel est passablement élevé,
puisque le plus petit des carrés satisfaisant à la question doit être écrit
avec 19 figures. C'est
carré de
comme Je l'ai dit; et ce carré, multiplié par 149, est inférieur d'une
unité à
carré du nombre
En voilà sans doute bien assez sur les procédés d'abréviation de la recherche; je n'ignore pas qu'on peut ajouter encore d'autres remarques, qui abrégeraient cette abréviation même; mais je crains d'être trop prolixe.
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j'ilvais pensé notamment à indiquer une autre méthode abrégée. H s'agit de montrer comment nous pourrions poursuivre par sauts l'investigation dont j'ai parlé, ce qui peut être utile, quand elle traîne en longueur, comme cela arrive parfois; de la sorte il ne serait pas même besoin, en certains cas, d'examiner une ligne sur loo. Mais cela ne me parait pas nécessaire, et je ne dois pas en mettre trop; ou bien, si vous désirez que je traite aussi ce point, ce sera pour une autre fois.
Désormais, ayant longuement exposé la méthode de recherche d'un carré quelconque propre à notre objet, c'est-à-dire tel que son produit par un nombre donné, étant augmenté d'une unité, fasse un carré, il reste à montrer comment nous en fournirons ensuite une infinité de même espèce, pour ne pas dire fous les possibles. Liidessus je serai aussi rapide que possible, car je n'ai pas à être prolixe, en vous exposant ce qui est de vous.
Comme je l'aï déjà dit plus haut, toutes les fois que la difTérence \n.r- — s^\ est une partie aliquote du double produit ^rs, le quotient de ce dernier par cette différence sera la racine d'un carré satisfaisant à la question.
Soit donc déjà connu (par la recherche ci-dessus développée) un carré quelconque satisfaisant à la question et que nous désignerons par r*. Puisque dès lors, par hypothèse, nr- -t- i est un carré, soit .îce dernier. On a donc
«/■'+, =s^ d'où \nr^-s^=iu
Comme i divise tout nombre entier, il est clair que cette diii'érence, [nr^ — s''| = i, divise le double produit irs; et le quotient résultant de cette division sera la racine d'un second carré satisfaisant à la question. Grâce à ce second, on en déduira de la même façon un troisième; de celui-ci un autre, et ainsi de suite à l'infini.
Toutefois, si cette solution satisfait largement à la question, de fournir une infinité de carrés de l'espèce, elle ne donne pas absolument tous les possibles.
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Par exemple, soit donné lo nombre 3, la racine du premier carré sera i ; on en déduira pour celle du second 4. puis successivement
56, it>864, 408855776, ...,
et cependant on passe sur de nombreux carrés intermédiaires, à savoir
ceux des racines i5, 209, 780, 291 1, 4o545, i5i3i6, 564719, 2107560.
Ces racines intermédiaires seront fournies par la régie suivante : Soient n le nombre donné, r la racine du premier ou plus petit
carré satisfaisant à la question, supposée trouvée par la méthode
exposée ci-dessus, et <f = 2 s[nr'^ + i .
la racine du premier sera
celle du second »
» du U'oisième »
H du quatrième »
» du cinquième »
et ainsi de suite, selon hi série ci-coi
La construction de cette série se reconnaît de prime abord; il sullil d'indiquer que les coefficients sous-entendus, sinon inscrits, des premiers termes sont les unitaires i, r, i, etc.; ceux des seconds les linéaires i, 2, 3, etc., engendrés par l'addition successive des unitaires i-i-i-i-i, etc.; ceux des troisièmes termes sont ies triangulaires I, 3, 6, etc., formés par l'addition successive des linéaires 1 + 2 + 3, etc. ; ceux des quatrièmes termes sont les pyramidaux i,
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4» 10, etc., formés par l'addition successive des triangulaires
1 + 3 + 6, etc., et ainsi de suite.
Ou bien si, a t, i^ — i, t" — 2t, etc., nous substituons t, u, x, etc.,
on aura
u =u — x = tu —
c'est-à-dire que chaque terme est le produit par t du terme immédiatement précédent, si l'on retranclie de ce produit le terme pénultième.
Ou enfin (figuration qui pourra trouver des préférences) la série aura la forme suivante (uoi/- Lettre XIV) :
Pour le nombre donné 3 :
3 par le carré de i x 3 ■ ou pour •! :
a par le carré do 2x5-
Ici connaissant, comme précédemment, la première et la seconde racine, on forme les autres de telle sorte que, dans les fractions successives, le numérateur de chacune soit égal à son dénominateur moins le dénominateur immédiatement précédent, et que chaque dénominateur soit égal au numérateur du terme immédiatement précédent réduit en fraction impropre.
Si ce que je viens de dire ne suffisait pas surabondamment pour la question à traiter présentement, on peut encore ajouter ce qui suit.
Si l'on a trouvé une série quelconque comme ci-dessus, convenant pour un nombre non carré donné, par exemple n = 2, on aura immédiatement les séries convenant aux multiples du même nombre par un carré quelconque, soit à nm^ ; pour cela, il suffit de diviser la série des racines déjà trouvées par la racine m de ce carré.
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Ainsi l'on a :
2 parle carré de
5i X..., i5/lc.x...^
2 par te carré de 2.12.70.408.2378.13860 8 » I. 6. 35. 204. 1189. 6930.
18 » n 4. » i36. » 46ao
72 11 » 2. H 68. » 23io
Il est facile de voir que la division on question peut s'effectuer tantôt sur tous les termes, tantôt en les prenant de deux en deux,
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011 [lo trois en trois, ou an quatre en quatre, cinq en cinq, etc. De même pour les autres nombres.
H ne sera pas mauvais d'avertir de ce que j'ai déjà indiqué plus liaut, quoique la chose soit étrangère au sujet à traiter présentemenl.
Si, dans la question proposée, au lieu de dire, étant augmente de l'unité, on avait dit : étant augmenté d'un nombre carré quelconque, soit k'^, les séries des carrés que nous venons de trouver seraient à multiplier par ce carré k'^, ou, ce qui revient au même, les racines des carrés seraient à multiplier par k.
Par exemple : étant donné le nombre n = 2, on demande que na^ soit inférieur d'une unité à un carré. On aura alors «n'=z:a par le carré de a. 12. 70....
Mais si Ton demandait que na^ soit inférieur du nombre 9 à un carré, on aurait
na'''^::^^ par 9 fois le carré de a. 13. 70....
(iette série fournit une infinité do carrés satisfaisant toujours ïi la condition proposée, toutefois clic ne les donne pas toujours tous. Cette remarque doit suffire.
Voilà les principales choses qui m'ont semblé à dire sur ce sujet; je les ai réunies dans ce résumé pour obéir à vos ordres. Il nie reste à vous prier d'excuser avec bonté ce qui pourra n'être pas en tout conforme à votre désir, et de no pas vous lasser de continuer vos faveurs accoutumées.
Très insigne Lord,
au très respectueux serviteur de votre Seigneurie,
.lon?i Waixis.
Osford, 7/r7 iJocembrc i6j7.
J'avais déjà écrit tout le reste, quand l'idée m'est venue d'ajouter encore, sous une forme tout a fait différente de celle ci-dessus, votre méthode de rechercher le premier carré. ( Voir Lettre XIX.)
Hosted by
COMMERGIUM DE WALLIS. hl'.)
Soit, par exemple, proposé le nombre non carré n = ij, et soit a" le carré cherché, tel que i3a^ -i- i soit carré. On aura
ou bien
par conséquent
a 6 > fl > i.
Soit « — i + c; et, par suite,
fib^-^SI'C H- /ic=-M = 6/1^4-6^-1- b'-,
a6c-h4';=-rr=;36^
rtc'--
-h icd+l^c'^^ 1 = 3c^-l- 6c^ + ■ict-
3c^-hi — 4c£^ + 3rf';
id>C>d.
3rf^-
\-^de-^^e^^\.=.l\d--^hde + :>, d'
2rfe-t-3e^-!-i = 4rf';
6/y + ir"+i= 4/";
Vg'+i = r,sh + hl'\ ■ih-^ g>h.
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2i = k, iz=i.
Par conséquent,
i =1, h^ 2, é'-- 3, /== 5, e^33, rf = 38, c^7i, 6=;(09, «=i8o.
On procédera de la même façon pour tout nombre donné non carré.
LKTTRK XVIII.
John Wallis a Kenelîi Digbï.
Très illustre Seigneur,
J'ai reçu avant-hier soir très tard et j'ai parcouru hier le Traité de M. Frenicle sur les problèmes de Fermât, Traite que votre Seigneurie a récemment adressé au très honorable Lord vicomte Brouncker, et que ce dernier a bien voulu me communiquer; je ne l'avais pas vu auparavant etjen'en avais même jamais entendu parler, avantd'avoir reçu à ce sujet la lettre du très honorable vicomte.
Il est certain, d'après ce Traité, que son clarissime auteur, ou bien n'a pas vu, ce que j'aime mieux croire, la lettre que je vous ai adressée à Paris, ou qu'il n'a pas loyalement agi : dirai-je avec nous ou avec notre nation?
Il commence tout d'abord par insulter notre nation, et non pas elle seulement, mais aussi les Belges et même les autres nationaux de France.
(c Voici 1), dit-il, « que Lutèce vous fournit, très illustre Seigneur, » la solution de problèmes que ni vos Anglais, ni les Belges, n'ont » aucunement pu procurer ; la Gaule Celtique est fière d'enlever la » palme à laNarbonnaise, etc. »
Et bientôt après, il répète à plusieurs reprises, que " la plupart des
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1) autres mathémaiiciens, tant d'Angleterre que de Batavie, s'atta- » chent à les résoudre », ou même « y dépensent leurs sueurs », mais qu' « il a vainement attendu quelque chose des Anglais ou des Ba- )) taves, quoique la plupart aient sué là-dessus », et autres phrases pareilles.
Pour les Français et les Bataves, ce qu'il convient d'en dire, j'ai d'autant moins à m'en soucier que j'ignore davantage ce qui s'est fait chez eux; mais, pour vos Anglais, je puis en parler.
Tout d'abord, quand les Anglais n'auraient rien fait sur la question, on n'aurait pas pour cela à triompher de notre nation ; car il n'y a pas un de ses mathématiciens sur cent qui ait, je ne dis pas, sué à résoudre ces problèmes, mais les ait seulement abordés, ou même qui en ait entendu parler. Je ne sache pas, en efiet, à part Lord vicomte Brouncker et moi, qu'il y ait en Angleterre un mathématicien qui y ait dépensé une petite heure, ou même qui y ait pensé tant soit peu; au moins tous ceux que je connais, d'après mes informations actuelles, les ont absolument ignorés ou bien ne s'en sont pas occupés. Si leur très noble auteur a pu dire dans une lettre particulière qu'il les proposait à tous les mathématiciens de l'Europe, il ne faut pas croire que tous, je ne dis pas : se soient aussitôt mis à la besogne, mais même en, aient eu immédiatement connaissance.
Quant à nous deux, nous avouons qu'il peut bien se faire que votre clarissime correspondant ait résolu ces problèmes, au moins les deux premiers, avant l'un ou l'autre de nous. A cela, il n'y a rien d'étonnant puisqu'il les aurait résolus deux mois avant qu'il en fût rien parvenu ici. Il dit, en effet, avoir trouvé la solution dès le aS janvier (nouveau style), alors que ces problèmes, quoiqu'ils semblent m'être adressés personnellement, n'ont pas été vus de l'un de nous deux avant le 4 mars (vieux style), soit huit semaines entières, moins deux jours. plus tard. Ce fut la, au reste, la date de leur arrivée de Paris à Londres, et ils ne parvinrent à Oxford qu'un peu plus tard.
Ce que nous avons fait sur ce sujet, il est inutile de le répéter longuement à nouveau, puisque je vous l'ai déjà exposé à plusieurs
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reprises dans mes lettres précédentes. Toutefois, comme cela se trouve épars et mêlé à d'autres choses (car le même M. Fermât nous a posé d'autres questions et nous avons répondu sur plusieurs points de plus d'importance), il paraît utile de faire le résumé de ce que j'ai déjà écrit à ce sujet, et de le donner à voir d'ensemble, pour qn'on puisse juger combien à tort on croit triompher de nous ou cle notre nation. D'ailleurs, comme on semble parfois accuser notre lenteur, j'ai cru bon de marquer les dates.
Les deux premiers problèmes étaient conçus en ces termes :
Proposes (îioi'rpa^e 3ii, n" 79, à page 3 12, ligne 4) ■••• d'une amilié naissante.
Pour qu'on ne nous accuse pas de lenteur, je dirai que M. White, qui devait nous apporter ce papier de' Paris, l'a remis hLondresàLord vicomte Brouncker, le 4 mars (vieux style); celui-ci l'envova le lendemain à Oxford, où il arriva le 6 mars, Je soir à une heure avancée. J'v lis aussitôt une réponse, en sorte qu'elle pût être emportée par le courrier partant le lendemain de grand matin pour Londres. Voici le résumé de cette réponse :
Les questions proposées sont à peu près du même genre que celles que l'on pose sur les nombres dits parfaits, déficients ou abondants, et ne peuvent guère dès lors, ou ne peuvent pas du tout être ramenées ïi une équation générale embrassant tous les cas. Mais le seul et même nombre i satisfait aux deux questions, puisqu'il est à la fois carré et cube, et que d'ailleurs il n'a pas de parties aliquotcs. J'ajoutais en même temps un problème très semblable à ces questions, et pour lequel je n'ai encore rien reçu comme réponse.
Trouver deux {voir^. 4o4, lignes 16 à 19) .... semblable.
A ma solution, le très honorable vicomte ajouta ensuite la sienne, ii savoir : non seulement le nombre i, mais (au cas où les fractions seraient admises) le quotient du nombre r par la sixième puissance de tout nombre entier; et, de plus, pour la première question, le quo-
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tient du nombre 343 divisé de la même façon, par cxcmplo, -^- En effet, un nombre fractionnaire n'ayant pas d'autres parties actuelles que celles qui sont dénommées comme le tout, le cube ci-dessus ~ n'aura pas d'autres parties aliquotcs que ^i ^^ ^^ lesquelles, ajoutées au même nombre -^, font ~i nombre carré. Ainsi ni M. Fre- 64 64
nicle, ni M. Fermât ne peuvent dire qu'aucun Anglais n'ait satisfait aux questions, puisqu'au contraire les seuls qui les aient abordées, au moins que je sache, les ont résolues.
Comme cette solution était immédiate et qu'on ne demandait qu'un seul nombre de l'espèce, je n'ai pas jugé à propos de poursuivre des recherches dans l'infinité des nombres. La question ne me paraissait pas d'assez grande importance pour l'exiger, et l'eussé-je voulu faire, je n'en aurais pas eu le loisir. Car le problème me surprenait au milieu des occupations les plus pressantes et alors que je me disposais à partir pour assister à l'enterrement d'un frère que je venais de perdre.
Je n'étais pas encore de retour (mon absence dura deux semaines, si je me souviens bien) que, dans un entretien à Londres avec le lord vicomte, j'appris de lui que, dans l'intervalle, il avait déjà reçu, du même M. Fermât, une autre question, dans laquelle l'auteur avait une plus grande confiance, tandis qu'il semblait abandonner les autres, déjà résolues, à ce qu'on sait maintenant, par M. Frenicle; le lord avait répondu à cette question et donné, avec les précédentes, cette réponse à M. White; celui-ci les envoya immédiatement à Paris, comme on peut le reconnaître, et l'on ne peut non plus sur ce point nous reprocher un retard.
Or cette troisième question, après le préambule (Il est à peine guclqu un qui propose des questions purement arithmétiques, il. est à peine quelqu'un qui sache les résoudre, etc.), était conçue en ces termes :
Etant donné un nombre non carré quelconque, il y a une infinité de carrés déterminés, tels qu'en ajoutant l'unité au produit de l'un d'eux
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par le. nombre donné, on ait un carré Mais je demande la règle générale s appliquant à tout nombre non carré quelconque qui peut être donné, etc.
Cette règle générale qu'on demandait fut fournie par le très honoré vicomte, et appuyée de sa démonstration.
Soient n un nombre donne quelconque (carré ou non carré, entier ou fractionnaire); q un autre carré quelconque (entier ou fractionnaire); (/la différence entre « et y; à savoir soit n~ q, soit (/ — ".
Régie .■ rt -^ + I est un nombre carré. En effet,
_k_gn^
Que cette solution soit légitime, personne n'en doutera, à moins qu'il ne la comprenne pas; et la démonstration, qui n'était pas réclamée, est certainement tout aussi régulière. Cependant, pour qui serait embarrassé des notations analytiques, la voici en d'autres termes :
Si le quadruple d'un carré quelconque est divisé par le carré de sa différence avec le nombre proposé, le quotient sera le carré cherché ; car son produit par le nombre proposé, étant augmenté de l'unité, fera un carré.
J'ai envoyé moi-même à Paris une autre règle semblable, mais plus tard, car alors je n'avais pas eu pleine connaissance de la question.
Soient n un nombre donné quelconque; a un nombre quelconque arbitrairement choisi, par lequel on divise un carré q quelconque, ce qui donne le quotient m. Soit, d'autre part, o le quotient de m par 4p (c'est-à-dire par le quadruple d'un nombre quelconque); soit enfin d la différence entre oa et pn.
^i disais-je, est le carré cherché. En effet,
Que Fermât prenne l'une ou l'autre de ces règles, il n'aura pas seulement une infinité de carrés, mais bien tous les carrés possibles
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entiers ou fraetionnaires, dont le produit par le nombre donné (d'ailleurs carré ou non carré, car il n'y a pas de raison pour restreindre aux seuls non-carrés la question ainsi posée), étant augmenté àc l'unité, fera un carré. Et cela même a déjà été démonti'é par nous, comme suit ;
Soit /* un carré possible quelconque (satisfaisant à la question) ; on aura donc, par hypothèse, nf'-v- 1 égal à un nombre cai'ré, soit /-, Prenons maintenanL
on aurii, disais-je pour la preinioro règlo,
d' ' Et, en effet,
Mais
par eonséquent,
;.-, = „/. cl
Dès lors
Mais, comme 2/-= — j. — ,
La même chose peut être prouvée do même, s'il est besoin, pouil'autro règle.
Ainsi nous avons donné la rcgio générale demandée pour obtenir, étant donné un nombre quelconque, une infinité de nombres carrés
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dont le produit par le nombre donné, étant augmenté d'une unité, fasse un carré. On ne peut donc nous accuser de ne pas avoir résolu le problème.
Je montrais encore, par surcroit, que la question se serait résolue avec la même facilité si, au lieu de l'unité, on eût proposé d'ajouter un nombre carré quelconque, par exemple, b^. Il eût suffi, au lieu de
^i de prendre ^è^ Mais c'était là un hors-d'œuvre, puisqu'on ne demandait que ce qui est donné par la première règle; or celle-ci fut envoyée à Paris, aussitôt après la réception de la question, toujours dans le mois de mars, si je ne me trompe; on ne peut donc nous reprocher ni de ne pas avoir résolu le problème, ni d'y avoir mis quelque retard.
La vérité est que ce fut seulement au mois d'octobre que J'eus communication d'une Lettre écrite par Fermât à Votre Seigneurie, où il faisait entendre, d'une part, qu'il n'avait pas bien saisi ce qu'avait voulu dire le Lord Vicomte (car il n'avait pas bien compris les solutions, écrites en anglais, puisqu'elles étaient adressées à M. White, un Anglais, et il n'avait pu trouver quelqu'un assez au courant de ces questions pour lui faire une traduction fidèle); d'autre part, il voulait que les questions proposées fussent entendues des seuls nombres entiers; c'était là changer absolument l'état de la question, car jusqu'alors il n'avait pas été soufflé mot d'entiers; enfin il proposait nombre d'autres questions, tout à fait étrangères à la précédente, et auxquelles il demandait une réponse, qui lui a été donnée. Mais à cette époque j'étais occupé d'autres afl'aires, et sur le point de faire un voyage, en sorte qu'il ne m'était pas possible de me mettre à cette besogne avant mon retour, en novembre; ce fut donc dans ce mois (par la lettre que je vous adressai le 21 novembre) qu'il fut longuenfent répondu sur les uns et les autres points, tant en mon nom qu'en celui du très honoré Vicomte. Pourvu donc qu'on nous fasse grâce sur ce délai si court et en tous cas indispensable, il n'y a encore là aucun reproche à nous faire.
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Si d'aiilours votre illustre correspondant a mal compris notre langue. le problème n'en a pas été, pour cela, moins résolu, et on ne peut pas plus reprocher au. très honoré Vicomte d'avoir écrit en anglais à un Anglais qu'à votre illustre correspondant d'avoir rédigé en français presque tout ce que nous avons vu de lui.
Qu'enfin il limite maintenant aux seuls carrés entiers ce qu'il avait proposé sur les carrés en général, cela ne peut nullement nous faire tort. Car nous ne pouvions deviner qu'il fallait entendre ainsi la question, surtout quand il disait qu'il y cherchait à imiter Diophante, chez lequel par nombres carrés il faut toujours entendre indistinctement les entiers et les fractionnaires. .
Admettons pourtant qu'il s'agisse de nombres entiers. Nous disons que, même dans ce cas, les questions sont résolues. Car pour la première et la seconde nous avons donné le nombre i, entier qui satisfait à l'une et à l'autre. Quant à la troisième, nous avons donné la règle générale demandée, qui fournit tous les carrés satisfaisant à la question, soit entiers, soit fractionnaires.
Fermât peut nous dire qu'il voulait seulement des entiers et qu'il les voulait en nombre infini; mais quoique auparavant je n'en eusse rien su ni rien pu soupçonner, il lui a été donné satisfaction mémo sur ce point, comme il ressort de ma lettre de novembre.
Nous avons, en effet, montré que la proposition ainsi entendue est moins générale que dans les termes où elle était proposée tout d'abord, et qu'il faut la limiter au moins aux nombres non carrés, ainsi que l'a fait Fermât. Car si, en effet, n est carré entier, comme
tJ-' -^ sera aussi un carré entier, et sa différence avec un autre
carré entier ne pourra être la seule unité.
Nous avons montré de même que, dans le cas où l'on peut donner un certain carré remplissant la condition prescrite, on peut aussi en trouver une infinité d'autres, et nous avons indiqué comment, d'un seul connu, les autres se déduisent en nombre infini. C'est là un point qui ne paraîtra pas à négliger, même, je crois, à M. Frenicle,
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qui a passé tout cela sous silence (quoique ce semble être la principale partie du prohlème); qui n'a donné aucune démonstration de théorème^ ni aucune construction de problème se rapportant à ces carrés à fournir en nombre înfmi; or nous avons donné et démonstration et construction.
De même nous avons montré comment, dans l'infinité des nombres carrés que donnent nos règles ci-dessus, nous distinguons les entiers des fractionnaires.
En effet, toutes les fois que -^ est un nombre entier, c'est-à-dire toutes les fois que d" est une partie aliquote du nombre ^q, et dès lors en prenant les racines, d ou |? — «| une partie aliquote du nombre 2R, ou encore, si l'on pose ç = ~ et 'R= -, puisqu'il peut se faire que (/ et R soient des nombres fractionnaires, toutes les fois que « — -^ est une partie aliquote du nombre -j-- ou, en multipliant de part et d'autre par r^, toutes les fois que la ditférence | nr'^ — s^ \ est une partie aliquote du double rectangle ^rs; toutes les fois, disais-je, que cela arrive, le carré donné par la règle énoncée est un nombre entier, dont la racine est • — ^_ ■
Or ceci a lieu de diverses façons et en particulier de la suivante : I nr^ — s^ |, différence entre le produit par le nombre donné d'un carré quelconque et un autre carré quelconque, sera soit i, soit 2. Car r divise tout nombre entier et 2 tout nombre pair, tel que ars.
Et cette seule règle renferme l'ensemble de tout ce qu'a donné là-dessus M. Frenicle. Car le nombre de la quatrième colonne de sa Table est précisément le nombre r, puisque son carré, multiplié par le nombre n, diffère en plus ou en moins d'avec un autre carré (qui sera s'^), soit de i ou de 2, soit au moins d'une partie aliquote du nombre 1rs. Ainsi trouver le nombre de sa quatrième colonne, c'est justement trouver notre nombre r; or il n'enseigne nulle part cooîment on peut le faire et il laisse ainsi toute la question non résolue; il ne donne que des exemples sur les nombres particuliers non carrés
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jusqu'à i5o, mais ne donne nullement ce qu'exige le problème, c'està-dire la règle applicable à un nombre donné quelconque. Quant aux préceptes que renferment les dix pages suivantes, et qui enseignent à trouver, d'après le nombre de la quatrième colonne, celui qu'on cherche dans la seconde colonne, nous les renfermons tous ensemble
dans celui-ci : que -, — ^ ■- —. est le nombre cherché, c'est-à-dire celui dont le carré remplit la condition proposée.
Quant à l'abrégé qu'il indique comme particulier aux nombres pairement pairs, c'est-à-diro divisibles par 4 (cas où il n'a pas recours aux nombres de la quatrième colonne), nous avons montré en général que cet abrégé s'appliqne aux nombres divisibles non seulement par /j, mais encore par tout carré quelconque.
Tout cela, avec d'autres choses se rapportant au même sujet, a été déjii longuement exposé soit dans ma dernière Lettre de novembre à Votre Seigneurie, soit dans celle (XVII) que j'ai écrite peu après au Lord Vicomte Brouncker, avant d'avoir en tout cas, remarquez-le bien, vu le Traité de M. Frenicle; vous recevrez une copie de cette Lettre en même temps que la présente.
Je ne voudrais pas au reste que vous pensiez que, dans ce qui précède, j'aie voulu manquer en rien aux très illustres et très nobles Fermât et Frenicle, rabaisser leurs travaux ou leurs connaissances en la matière; je respecte, comme il convient, des personnages aussi érainents, mais j'ai voulu vous montrer que vous n'avez pas non plus à rougir des Anglais vos compatriotes. Je laisse à Votre Seigneurie à apprécier ce qui a été fait sur la question tant par le très honoré Vicomte, qui a joué le rôle principal dans l'affaire, que par moi qui suis intervenu comme suppléant et qui reste
De Votre Seigneurie le très respectueux
Joiis Wallis.
Oxford, 16/2O décembre 1657.
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.IOiif« Wallis a Vicomte BrouiNckiîr.
Voici, très illustre Seigneur, ce que je pense sur la seconde méthode de l'induction à instituer, méthode que je crois devoir développer un peu plus longuement que je ne l'ai déjà fait (voir l'Appendice à la Lettre XVII). Ce n'est pas que vous n'ayez suffisamment saisi mes brèves indications (un mot vous aurait suffi); mais puisque la chose doit être soumise à d'autres yeux, qui peuvent être moins familiers avec ces questions, je crois utile, et il me semble que vous-même le réclamez, de donner une explication un peu plus développée.
.Te reprends donc le même exemple qu'auparavant : étant donné un nombre non carré n = t3, dont le produit par un carré a* doit être inférieur à un carré d'une unité, il s'agit de trouver ce carré a^.
Puisque, par hypothèse, i3a* ■+- 1 est un carré entier (le problème étant désormais posé pour des nombres entiers), il est clair que ce carré doit être inférieur à (/ta)" — lôa^, supérieur à Çia)- = ga^. Si en effet a est entier, on a évidemment
Soit donc ce carré ou bien (3a -hby ou bien (/[« — h')'-, en sorte que h soit la différence de la racine du carré cherché avec celle du carré immédiatement supérieur ou inférieur.
Il est indifférent de prendre l'une ou l'autre expression; choisissons la première.
Ainsi
i3«^-i-! --(3(7-1- 6)'i=9«^-F6rt6-i-/'^
et, supprimant de part et d'autre les termes égaux, ia'- + >■-■= 6 al> + b\ Cela posé, il est évident que la quantité h est inférieure ii «. supérieure à ~a, c'est-ii-dire que
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Si, en offcît, l'on avait b -- a, on aurait 3a -i- /^ = l\a, nombre déjà reconnu comme trop fort; donc b<Ca. Si, au contraire, on avait 6= - u et dès lors a = 20, on aurait, à cause de l'équation 4ra^-h i =Gai~i-iposée cî-dcssus,
ce qui ne peut avoir lieu en aucun cas, Par conséquent h >- ~ of
Puisque l'on a donc 2b'y>a''^b, on peut ai'bitraireinenl de la même
l'aeon poser
soil a-.-ib — c, soiL a — b + c,
en sorte que c soit la différence entre a et soit aè, soit b. Le choix entre ces deux positions étant libre, prenons a =^ b -h c cl par suite, en raison de l'équation
^a''-i- 1 -—iiab \- b'-
posée ci-dessus,
^ ô= + 8 ic -H /k^ ^.- L = 6i'-h66c-h b"ci, supprimant les termes égaux,
ibc -i-4c'-i- i— ' 3^-, D'où l'on conclut, comme ci-dessus,
■iO b>c.
De même, posant b =^ c -^d, on conclura
Posant (? = f/ -f- e,
2 e > rf > Ê,
ainsi qu'on peut le voir en opérant suivant l'exemple déjà donné. Posant enfin cIt= e -\-f, on a
,. + , = 6,./ h 4 A <roii, évidemment,
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Si, en cfTet, on avait e = 7/, on aurait
tandis que le premier membre de l'égalité est plus petit. Au contraire, dans le cas de e =^ 6/, on aurait
le premier nombre est au contraire plus grand. Dès lors e est supérieur à 6/ et inférieur à 7/. De même pour les autres relations.
Il ne faut pas d'ailleurs croire qu'il faille de nombreux essais pour reconnaître ces limites, comme 7/ et 6/, entre lesquelles doit être. compris le nombre e, il ne faut pas redouter que cette rechercbc ne devienne fastidieuse. Cette crainte s'évanouira si l'on remarque que l'une des limites est pour ainsi dire toujours obtenue on divisant le coefficient du produit par le coefficient du carré dont on cherche les limites. Ainsi, dans l'exemple en question,
«.+ , = 6e/+4/', en divisant 6 par i, on a le quotient G; par conséquent 6y sera une limite ou au moins le nombre immédiatement voisin de celle-ci. Si l'on fait l'essai en remplaçant e par 6/, d'oti ô^/par 36/-, on aura
6e/+ 4/"^=^4o/^. nombre plus grand que 36/^-)- i = (e^+ i);
il est donc clair que ge est pUis grand que/, ou e>6/. Que de même c> 7/, cela est aussi évident; car, posant e = 7/,
6^/ -H 4/' =46/' plus pelilritie 49/'+ '--(«=+ J). Ainsi on connaîtra les limites
7/>^'>'i/ et de même dans les autres cas.
Mais il est évident que les dilFérences b, c, d, etc. sont des nombres entiers et qu'elles décroissent continuellement ; on arrivera donc nécessairement il une certaine différence de cette suite/au plus tard si elle se
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réduit à i) qui sera une partie aliquote de la précédente. C'est tout dn même ainsi que, dans la réduction des fractions à leur plus simple expression, c'est-à-dire dans la recherche du plus grand commun diviseur, suivant la proposition VII, 2 des Éléments d'EucIido, en divisant successivement les diviseurs par les restes, on arrive au même résultat ; cette recherche est, en effet, tout à fait voisine de celle dont il s'agit ici. Dès qu'on sera arrivé à ce point, au lieu de limites comme
on aura une égalité. Ainsi dans l'exemple proposé, lorsqu'on arrive à
si l'on prend h = ii, car h est évidemment, d'après cette équation, supérieur à i,
équation qui peut évidemment avoir lieu, si l'on pose i = i. La valeur du nombre i est ainsi déterminée. En revenant sur nos pas, on en déduira la valeur des différences A,g-,/,c,(/,c, b, et enfin de a= 180, racine du carré qu'on se proposait de chercher.
Ceci doit suffire pour expliquer la Corme du procédé.
Il est facile de conclure de là la vérité du théorème : Étant donné un nombre quelconque non carré, on peut déterminer un certain carré, dont le produit par ce nombre, étant augmenté de l'unité, fasse un carré, et l'on déduira de là une infinité do tels carres, comme nous l'avons antérieurement démontré (XVI). Mais cela est vrai, non pas seulem'cnt si l'augmentation est d'une unité, ainsi que l'énonce Fermat, mais si elle est d'un nombre carré quelconque, comme nous l'avons d'ailleurs prouvé antérieurement. Car, de même que, par exemple, en proposant d'égaler à un carré i3a^-i-i, on arrive à iii^"-!- 1 = 1 2 î% d'où [^=1; si Ton avait posé tout d'abord r3rt"-!- 9, on serait arrivé à 1 1 i^-f- 9 = 121^, d'où i^ = 9, et l'on calculerait «^ par rétrogradation, comme ci-dessus. De même, pour tout autre carré ajouté au lieu de i ou de 9.
Hosted by
Mais si l'on ajoutait un nombre quelconque, j'eiitenJs non carré, ie théorème ne serait plus universellement vrai, ainsi que nous l'avons déjà avancé et qu'il est facile de le prouver. Mais, dans le cas où la chose est possible, on résoudrait la question tout à fait de la même façon, en substituant, au lieu de i, ce nombre possible quelconque.
On doit également remarquer qu'on procéderait encore tout à fait de même, si, au lieu d'ajouter un nombre quelconque, on devait retrancher un nombre quelconque (possible, bien entendu). On substituerait seulement à -f- 1, — i ou tout autre nombre possible. Cette remarque est essentielle pour ce qui va suivre.
.Tusqu'ici nous avons sans doute suffisamment mis en lumière ce qui ■A un rapport nécessaire à la question. Mais nous ajouterons d'autres développements qui peuvent rendre les calculs plus aisés.
En premier lieu, nous avons dit plus haut qu'il est indifférent de poser au début, soit
I3«'-^ I = (4o ~ by—iQa'- — %ab -+- b\ ou bien
Gela est vrai absolument; cependant il est avantageux de choisir la position pour laquelle h est le plus petit. Ainsi dans l'exemple proposé, où il est clair que l3a*^-l est plus près de i6a' que de 9«-, puisque la différence est d'un côté 4«°-i- I. de l'autre 3a- — I, il est
plus avantageux de poser
Do même, pour ce que nous avons dit ensuite que, en prisant
on trouve a plus grand que b, mais plus petit que ib, et que l'on peut |)osei' indifféremment
quoique cela soit absolument vrai, il est cependant préférable de
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choisir la position à laquelle correspond la moindre valeur de c. Et puisqu'ici a est évidemment plus voisin de h que do ib, on posera avec plus d'avantage
li faut entendre la même chose pour les autres différences d, e,f, etc.
La raison en est toujours la même; il s'agit de ramener à l'unité ces différences b, c, d, etc., toujours décroissantes. On y arrivera plus vite, en prenant toujours les plus petites différences et non les plus grandes. Ce qui peut s'appliquer aussi à la méthode corhiue de réduction des fractions à leur plus simple expression par la recherche du plus grand commun diviseur. Cette remarque se présente d'elle-même, si l'on fait la moindre attention, quoif(ue je ne croie pas qu'on ait coutume de s'y conformer.
L'exemple ci-dessous montre suifisamment qu'il résulte du procédé indiqué un abrégé notable. Le calcul est d'un tiers plus court, pour le même nombre i3, que si l'on prend toujours, comme auparavant, les différences les plus grandes. Dans ce cas, oji doit le continuer jusqu'à i', ici il suffit d'aller jusqu'à/" :
3rf--4-i — 8c/e — e^ 3e>rf>-.e
Pour prouver maintenant que cette méthode peut servir non seulement pour chercher des nombres petits ou ordinaires, mais même des nombres suffisamment considérables, nous en montrerons l'essai sur le nombre proposé, non carré. 109, qui demande le plus grand carré
-^ab
iab-b--
= 3rt^.
hc
'+%bc — b^
— laô'
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de. tous ceux que traite M. Frenicle, et pour lequel eelui-ei avoue n'avoir pu trouver la solution, que M. Fermât lui a communiquée. On aura
Il = 109,
56b'+36bc +
= 4o6'+3oAc-i-;
i&bc -hi)c^
^-4c-rf,
6(ic=~i6crf-i-9c^
= 8oc^ — 4ocrf+5
2icd
^5cl'
= 3i/-he,
l'on conclut
;=;io»i + « =
k— -il +m =
^= 5 A -ht —
ej=jr + s= 6 535
e= If +S =
563 85o9o3 iSg
0 = 3jD + 9 = 101 661
b= kc —d =
az= ib ^c -----
Nous voyons ainsi que le nombre a, racine du carré cherché, a au moins i4 figures, que son carré en a au moins 27 (nombre passablement élevé) et qu'il a réclamé 22 positions. On ne peut guère nier que sa détermination ne soit passablement abrégée, eu égard à la nature de la question.
Mais ii y a encore un autre abrégé qui peut souvent supprimer au
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moins la moitié du travail, grâce à la règle antéFieurement énoncée, à savoir que si la différence entre le produit du nombre proposé par un certain carré et un autre carré quelconque est une partie aliquote. du double produit des racines de ces carrés, le quotient de cette division sera la racine du carré cherché. Or cela arrive nécessairement toutes les fois que la différence est i ou 2; si donc on trouve un carré dont le produit par le non-carré donné soit, par rapport à un autre carré, en excès de l'unité ou de 2, ou en défaut de 2, il est évident que l'on pourra en déduire le carré cherché. Or cela arrive très souvent dans les opérations, surtout quand il s'agit de nombres tin peu forts, pour lesquels surtout il y a besoin d'abrégés.
Par exemple, prenons, comme tout à l'heure, /; — i3; putsqu'cn posant
on arrive à ['équation
d'uù l'on conclut
si l'on avait posé tout d'abord i3«- — 1, on serait arrivé à
3i- — 1 ^^ ^bc -\- 3c-; d'où l'on aurait conclu
Le carré de ce dernier nombre donnant avec i3 un produit supérieur d'une unité au carré du nombre 18, il s'ensuit que 180 = iï x 5 x 18 est le véritable nombre a cherché, celui dont le produit du carré paii3 sera inférieur d'une unité à un carré, à savoir G49 .
De même, pour le nombre proposé 109, en opérant comme ci-dessus, c'est-à-dire en posant
I oQa- -h I z= \ 00 a^ -h ^o ab -j- b- , on arrive à
iG kl -'.-r.r-izz g /.'''-,, tl'ofi ?,i>k>-il;
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[tutis il est clair que si l'on eût posé en commençant logfl- — i, on serait arrivé ii
ieki^5i'--Qk'-+i, ,.voù /. — ■>J, i — i,
lit, en rétrogradant, a = 85i 525, nombre dont le carré, multiplié par 109, sera supérieur d'une unité à un carré. On en conclura, de la façon expliquée, que le nombre a cherché, dont le carré multiplié par 109 est inférieur d'une unité à un carré, a pour valeur i5 140424 455 100. Ainsi le calcul, qui a été poussé jusqu'à y, pouvait être arrêté à l. De même, pour le nombre non carré proposé 433, si l'on pose
433rt- -H 1 — ; 44 "i'' — ^2 al? -+- b'',
(Ml poursuivant les opérations suivant la marche prescrite, on arrivera à l'équation
8i-i^-^ I = ^8')/' -H 9p-, <l'où 5/1 >« > {\p.
Par conséquent, si au début j'avais posé i'-i'da- — 1, j'aurais
80^ — T=: 3So/i + 9/1*, d'où 5/j = '1, /; = r, o zzr. à, etc.;
p^ I, k—fil—m-- Goi, ,; = !if+g-^ ■i:îoy443,
o-~^p=^ 5, (-^iS/f-F/— 797.), d-'ie—f— 636(385,
H 1^40 -\- p^ ai, /i^r; -îi + k —- i6 55(, c -— ^d + e =^ (SoSaaia,
m—-in^o.-. 47, g-=i3A — (■= 4i 67S, b — kc + d— 6649oa33,
/ =3»i-^/izr; (63, f=zi!,g — h — m&ç,t^i, «=n.ii + c = 347483377;
d'oij a — 34741^3377, nombre dont le carré 120 744 (>97 ^91 3'24 laç), multiplié par 433, donne 52282453927143347^07 qui surpasse d'une unité le carré du nombre 7 23o66oG84- Par conséquent, 5025068784834899736,
tlouble produit des racines 3474^3377 et 72306G0684. est le nombre a primitivement cherché, dont le carré
aàaSi 316293 3i3 0Ç)5 §58983939617 (73 869696, multiplié par 433, donne
iOij33 8(9954575467 506940045 854 235 853 578 368,
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qui est inférieur d'une unité au carré de 104 564 907 85.'i 2S66()3 713. Ainsi le carré cherché, d'au moins 38 figures, se découvre après i.5 positions, en continuant les opérations jusqu'à p seulement.
Je m'arrêterais ici. sans une ou deux remarques qu'il me reste à ajouter comme bon poids; non qu'elles soient en rien nécessaires au sujet, mais parce qu'elles n'en seront peut-être pas moins intéressantes.
En premier Heu, quoique l'abrégé- qui vient d'être exposé tout à l'heure pour trouver a au moyen d'un a ou o accessoire (dont le carré, multiplié par n, soit supérieur d'une unité à un carré), d'où l'on passe à Va vrai (dont le carré, multiplié par n, soit inférieur d'une unité ii un carré); quoique cet abrégé soit absolument valable et pratique, si, néanmoins, il plaisait de le négliger et de poursuivre le travail commencé jusqu'à ce que l'on arrive à l'a véritable, il sera facile d'y parvenir sans calculs pénibles parce que les mêmes équations reviennent dans le même ordre. Par exemple, pour le nombre pris ci-dessus 109, après avoir trouvé les équations qui concernent a. b, c, d, etc. jusqu'à m (qui a pour valeur 85i 525, c'est-à-dire celle de l'a ou a succédané), on retrouvera les mêmes équations pour m, n. o, p, etc. qu'auparavant pour a. b, c, d, etc., en exceptant toutefois les deux dernières pour X et y, auxquelles on s'arrêtera, mais qui, si l'on ne veut pas s'arrêter là, n'en seront pas moins reconnues conformes à celles pour k et /. Ainsi le calcul institué pour trouver les équations pourra être arrêté dès que l'on sera arrivé à / ou m (c'est-à-dire au point où l'on déterminerait l'a ou a accessoire). Celui qui voudra employer ce moyen pourra donc, sans grande perte de temps, négliger l'abrégé qui a été indiqué en dernier lieu.
L'autre remarque que je voudrais faire est celle-ci. Nous avons jusqu'à présent exposé le mode de recherche de la racine du premier carré, grâce à laquelle on peut très facilement, suivant la série antérieurement exposée, trouver successivement les racines de tous les carrés en nombre infini. Mais, si l'on ne voulait pas employer cette série, on pourrait obtenir les racines de ces autres carrés par le même
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procédé qui sert à déterminer la première (toutefois avec un travail un peu plus long). 11 suffirait de continuer les opérations commencées jusqu'à ce que l'on arrive à la racine du second, troisième, quatrième carré.
Ainsi, par exemple, prenons, comme cj-dessus, u = i3. Etant arrives i) l'équation
nous en avons conclu ci-dessus que l'on pouvait poser c = 2./, en supposant d'ailleurs/= i , et dé là en rétrogradant, nous en avons déduit les autres valeurs jusqu'à celle de a, racine du premier carré. Mais si, au contraire, on pose/>r, on aura c < 3/ et, par suite, posant e=if — g, il faudra poursuivre jusqu'à ce que l'on retombe de nouveau sur une équation semblable, ee qui aura lieu quand on arrivera à /, m, et, en effet, ou trouvera
Posant alors /« = i , on aura /=2m=2, d'oîi, en rétrogradant, « = a33 640, racine du second carré. Mais si, au contraire, on pose encore, non pasm — i, mais m;>i, on aura /< a/«. Posant donc 1^1^ -im — II, il faudra poursuivre jusqu'à eo que l'on retombe encore sur une équation semblable, savoir
d'oii posant .î = i , on aura /■=3 et te = SoSsG |54o. Si l'on posait autrement * >■ i , procédant toujours de même, on aurait la racine du quatrième carré, puis celle du cinquième, etc., ad libàum,
f-^g-f'--- '77EI96'
p-_^Zq — r= 38, /i — 204-/)~i8o
c-^'id — e— 64019918,
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Au reste, pour ce calcul, comme auparavant, des que l'on aura obtenu le premier a, les opérations seront facilitées par le retour constant des équations semblables, comme on le voit dans l'exemple ci-dessus, où l'on a tant les a vrais (que j'appellerai A, B, C, etc.) que les a succédanés (que je désigne par les lettres a, p, y, etc.), c'està-dire tous ceux dont les carrés, multipliés par le non-carré donné, sont soit inférieurs, soit supérieurs d'une unité par rapporta un carré. Si, en effet, là où par exemple se trouve * = i , on pose / = i , on aura fl, la première racine, là où est n; si, au contraire, au lieu de * = i, on pose 7« = I, on aura, là où est^, « =■ B racine du second carré, de même que l'on a maintenant « = C racine du troisième carré. Au contraire, en répétant toujours les mêmes opérations, on obtiendra D, E, F, etc., tant que l'on voudra. Ce qni, mutatis mutandis, doit aussi être entendu de a. p, 7, S, etc.
On peut cependant remarquer que de même que de a, lorsqu'il est connu, on peut, par la règle donnée ci-dessus, déterminer A (puisque de i3 X 5'— i8-= I, on conclut 2 x 5x 18 = 180 = A), l'on pourra par A connaître B; par p, C; par B, D; par y, E; par C, F, etc. Le plus souvent, il en est absolument de même; il n'y a que parfois une légère différence. Ainsi par exemple si l'on prend le non-carré 21, et par conséquent
3I«^+l=55rj'-IO«t + i^
ouhien = i6n^+ 8a6-|- If-,
■ nous aurons dans un cas les nombres 1.2. 5. 12 ou bien 1,2. 3. 5. 12. dans l'autre 1.2.7.12 ou 1.2. 5. 7. 12 ou bien encore 1.2. 3. 5. 7. 13, suivant que nous prendrons de différentes façons les différences soit additives, soit soustractives, soit des deux sortes. Mais en tout cas on aura a = 1 2 pour la première racine ; et les autres s'obtiendront successivement en poursuivant comme ci-dessus. On remarquera cependant que non seulement les carrés des nombres A, B, C, etc., multipliés par le donné 21, sont inférieurs d'une unité par rapport à un carré, mais que les produits par 21 des nombres «, ^, y, etc. sont supérieurs à un carré, non pas cette fois d'une unité, mais du
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moins d'une partie aiiquote du double produit dos raeinos des deux carrés, partie qui peut servir, comme on l'a vu, ix trouver la raciue d'un carré cherché. Par exemple,
■ -3 ^ —12 ■=! A racine clierchce,
et de même pour les autres. Ainsi a fera connaître A; A, B; p, C; B, D; y, E, etc. fit il en sera ordinairement de même pour les autres nombres. Toutefois il peut arriver que l'on ait seulement A, B, C, etc. Mais il n'y a pas à s'arrêter plus longuement à ce sujet.
2d ™ 2 a. J— le -a—- 518 |3. k— ii—h— 23378-/.
3c + rf= 5, g^^ 2/ + e — 55i, / := 2 A -I- i := 6o6o5,
he = i2 A. h-- 2^-f-/=i330 B. m~ ai -i- A- = i45i88 C
Voilà, trîis illustre Lord, ce qui m'a paru devoii' être dit pour expliquer cette solution du problème de Fermât.
Ainsi le très noble Fermât (pour en finir) a son problème résolu par une méthode si multiple à la fois et si heureuse que je ne crois pas qu'il ait pu être traité plus complètement, je ne dis pas par M. Frenicle, lequel a déjà publié ce qu'il a fait là-dessus, mais par Format lui-même. Je no veux pas aller plus loin, car je ne pense point que ni l'un ni l'autre prétende triompher soit de nous (au moins de Votre Seigneurie), soit de notre nation. Mais il me reste à féliciter Votre Seigneurie qui, provoquée par le très noble Fermât à un coup de lance littéraire, a su maintenir sans tache l'ancienne gloire acquise autrefois par les Anglais contre les Français, qui a su prouver que les champions de l'Angleterre sont aussi puissants dans la science que dans la guerre. Votre très noble adversaire a pu croire que ces ma-
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litres lui étaient réservées et qu'elles seraient inaccessibles pour los autres (car toute terre ne porte pas tout fruit); il avoue cependant qu'î7 sera pourtant ravi d'être détrompé par cet ingénieux et sacant Seigneur; il aura donc, lui aussi, à vous féliciter. Pour moi, je ne puis que vous rendre très humblement grâces d'avoir jugé digne d'être appelé h prendre part ii cette victoire.
Très insigne Lnrd,
Votre très humble et très obéissant serviteur,
John Wallis.
Oxford, ao/3o janvier 1637/8,
LRTTRE XX.
ViCOJITE BitOL-KCKIiU A ,luii\ Walljs.
Monsieur, j'ai reçu hier de Sir Kenelm Digby, avec les deux cijointes, une lettre à mon adresse qui ne renfermait que des compliments et un renvoi aux deux autres. Je ne suis pas fâché de voir qu'en somme le désir que M. Frenicle a évidemment de nous faii'p toute l'opposition possible, n'aboutit qu'à des objections aussi triviales que celles que renferme sa Lettre. Mais je regrette que sa passion l'ait égaré au point qu'il se soit exprimé aussi incivilement. Ses arguments sont si faibles qu'ils méritent h peine une réponse. Sa chicane sur votre solution par le nombre i est bien mauvaise; car chacun sait que quelques-uns sont de l'opinion que i n'est pas un .nombre; mais ceux-là même savent tout aussi bien que, dans l'opinion des autres, il en est un. Et que soit M. Fermât qui a proposé le problème, soit M. Frenicle, qui fait maintenant cette objection, aient pris I comme nombre, cela est évident d'après leurs écrits. Mais que I fût une solution telle que l'attendait l'auteur du problème, personne ne peut le supposer, et cette solution n'était pas donnée comme telle, mais plutôt pour montrer combien le problème, tel qu'il était énoncé, pouvait être facilement résolu ; il aurait dû être conçu autrement ou bien il fallait faire l'exception. Quant à la chicane contre
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ma soluÈion, elle provient de ce qu'il n'en a pas saisi le sens que vous avez pleinement exprimé ; car autrement il n'aurait aucun motif pour son objection, les parties aliquotes étant restreintes aux parties actuelles exclusivement. Que je ne me sois à aucun égard mis d'accord avec l'exemple 343, cela est parfaitement vrai ; mais le problème ne le demandait nullement et il est tout aussi vrai qu'aucune de ses solutions ne s'y rapporte davantage. Car si le cube t n'a pas de parties aliquotes, aucun des siens n'est cube de nombre premier, comme dans l'exemple donné 3^3 est cube de 7 nombre premier. Quelques amis, en compagnie desquels je suis maintenant, ne me permettent pas de vous dire autre cbose, sinon que je suis.
Monsieur, voire très fidèle ami et serviteur,
Br.ocscKEu.
i8/aS février iGàj/H.
LETIKI': XXI
(joinffi, ainsi que la suivante, à celle qui précèdi!). Kenelm Digbï a John Wai.lis.
Très honoré Monsieur, je puis sembler être un de ces débiteurs qu se sont mis si fort en retard qu'ils ne peuvent espérer satisfaire leurs créanciers ni oser se présenter devant eux; car il y a maintenant prè: de quatre mois que j'ai reçu votre très obligeante Lettre du 3 sep tembre dernier (vieux style). Je pourrais m'excuser, et avec vérité sur ce que j'ai longtemps été hors de la ville, et imputer ainsi mon silence à ce motif. Mais il n'y a là qu'une excuse qui, pas plus que l'embarras des déplacements ou le dérangement des voyages, ne peut être alléguée pour justifier suffisamment la vingtième partie du retard qoeje mets à reconnaitre humblement, comme je le dois, l'excessive faveur et les politesses infinies de cette noble et généreuse Lettre. Le plus sage pour moi est aussi le moyen le plus candide; c'est d'avoir recours à la pleine et absolue vérité, qui ne manquera jamais de soutenir qui l'aime, aussi longtemps que ses intentions sont sincères et
Hosted by
COMMERCIUM DE WALLIS. oOo
respectueuses. Qu'elle fasse donc valoir ce moyen en ma faveur! Les obligeantes expressions de votre Lettre étaient tellement hors de proportion ou de possibilité pour mon mérite que je jugeai que des remerciments purs et simples seraient un trop mince retour pour une si haute faveur. Je fus désireux de mettre en compte avec moi quelque autre qui pût vous offrir quelque chose d'assez agréable pour pouvoir rendre bienvenue ma Lettre y servant d'introduction. D'après cela, j'envoyai k M. Fermât votre ingénieux et noble théorème sur le segment d'une pyramide ou d'un cône, le priant de m'en donner la démonstration pour que je pusse vous la transmettre. Et là-dessus, jusqu'à ce que j'eusse sa réponse, je différai do vous écrire, car je pensais qu'il me l'enverrait par le premier ou le second courrier. Mais, depuis ce temps, je n'ai rien eu de lui que des excuses successives, me remettant toujours à la prochaine fois. Il est vrai que j'étais précisément tombé sur l'époque du déplacement dos juges do Castres à Toulouse, oii il est juge suprême à la Cour souveraine du Parlement ; et depuis, il a été occupé par dos causes capitales de grande importance, dans lesquelles il a fini par donner une sentence qui a fait beaucoup de bruit et a été très applaudie; il s'agissait de la condamnation au feu d'un prêtre ayant abusé de ses fonctions. Cette affaire vient seulement de finir et l'exécution s'en est ensuivie. Mais ce qui peut être une excuse pour un autre ne l'est pas pour M. Fermât, qui est incroyablement vif et pénétrant en tout ce qu'il entreprend. Aussi, si pendant tout ce temps il n'a pas donné la démonstration de votre théorème (ni aucune autre réponse, mais seulement de grands éloges et applaudissements, toutes les fois que je lui ai écrit à ce sujet), ce m'est maintenant une preuve évidente qu'en fin de compte je ne dois pas en attendre de lui. Je ne dois donc pas espérer devoir ma soif sur ce point satisfaite autrement que par votre obligeance ; et pour cela,quand j'aurai le plaisir de vous rendre mes devoirs à Oxford, je vous demanderai humblement cette démonstration. Car certainement, dès que je serai de retour en Angleterre (ce qui, je l'espère, ne sera pas long), un des premiers voyages que j'ai l'intention de faire est celui de te
Hosted by
célèbre séjour des Muscs et des sciences les plus profondes, afin que je puisse vous témoigner de vive voix la grande estime et l'extrême respect que j'ai pour vous, afin que je puisse également recevoir la faveur de saluer, sur votre présentation, vos dignes et nobles collègues et amis les Docteurs Wilkins et Ward, que j'honore infiniment.
Comme j'étais ainsi désespéré de recevoir co que j'attendais de >i. Fermât, et que je me résolvais donc à rompre mon silence, et ii vous supplier humblement de l'excuser, en vous en disant la véritable cause, j'ai reçu de vous une nouvelle faveur : votre très obligeante Lettre du 21 novembre dernier, qui ne m'est arrivée que très tardivement, par suite, à ce que j'ai compris, de l'absence de Londres de Mylord Brouncker et aussi par le fait de M. White; car elle n'est parvenue ici que par la dernière poste. M. Frenicle était à dîner avec moi lorsqu'on me l'apporta; là-dessus quelques affaires indispensables me forcèrent à m'absenter pour quelques heures; pendant ce temps, je la lui laissai à sa disposition, aprbs l'avoir seulement parcourue rapidement à part moi. A mon retour, je trouvai qu'il avait écrit à la hâte et dans ma chambre, où je l'avais laissée, quelques réflexions sur la première partie de votre Lettre, et sous forme d'une épitre adressée à moi-même; il se réservait d'ailleurs de m'envoycr ou m'apporter ses considérations sur la seconde partie de ce jour-là en huit; car il allait quitter la ville le lendemain matin pour quatre ou cinq jours, .l'ai longtemps discuté avec moi-même pour savoir si je vous enverrais ou non son écrit, où il exprime des sentiments si différents des vôtres. En dernier lieu deux raisons m'ont convaincu que le mieux serait de vous l'envoyer; d'une part, il désirait très sérieusement que je le fisse; si je ne l'avais pas fait et que des lors vous n'eussiez pas su quoi y répondre, il aurait pu mal juger votre silence et se complaire dans la croyance à son avantage dont, je ne doute pas, vous ne serez pas longtemps à le détromper. D'un autre côté, la variété des opinions entre des hommes éminents et savants ne fait pas peu pour le progrès de la Science, en donnant occasion de décou-
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vrir de profondes et abstruses vérités. J'ai donc l'ait copier par mon secrétaire cette Lettre adressée à moi (car elle était écrite tellement ù la hâte par une main française que vous n'auriez jamais été capable de la lire) et je vous l'envoie ci-incluse, comme je ferai pour sa prochaine, aussitôt que je l'aurai reçue.
Après vous avoir si longtemps importuné à ce coup, je serais trop blâmable, si je prolongeais davantage votre ennui, en vous faisant une apologie de mon procédé. Je ne puis mieux l'amender qu'en ne continuant pas à mal faire; je coupe donc court, en marquant moimême que je suis vraiment,
Noble et illustre Sir,
Votre très humble et très affectionné serviteur et admirateur,
'arU, 6 février i658.
(Nouveau style.)
LETTRE XXII
(joinlB à la procède utc ) DE i'nEXlCLE A KeNEI.M DlCBÏ.
Il me parait véritablement étonnant, très illustre Seigneur, que des mathématiciens, d'ailleurs éprouvés, aient pu se méprendre dans leur réponse aux deux problèmes numériques du clarissime M. Fermât, sur les cubes et carrés à ajouter à toutes leurs parties aliquotes; qu'ils n'aient pas hésité à présenter pour la seconde et la troisième fois l'unité comme une solution, ainsi qu'on peut le voir dans la lettre du clarissime VValIis, datée d'Oxford le 21 novembre, que vous avez bien voulu me donner à lire. Car quel arithméticien, même du vulgaire, même des apprentis les plus novices, ne rougirait pas de donner cette solution, quand bien même l'unité résoudrait parfaitement la question? C'est qu'elle contient en soi tous les degrés et toutes les figures des nombres, en sorte que, sans être nombre elle-même, elle les rcpré-
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sente fous en quelque sorte; mais aux problèmes dont i! s'agit, l'unité elle-même ne peut satisfaire. En voici les énoncés :
II. On demande aussi (p. 3i r, lignes 26 à 27 ) — cube
Ainsi on demande un nombre qui ait des parties aliquotes; mais un nombre est une pluralité d'unités, et l'unité elle-même n'est pas un nombre; elle ne résout donc pas la question, où l'on demande un nombre, non pas quelconque, maïs qui ait des parties aliquotes qui puissent lui être ajoutées et qui soit de même nature que le nombre 3/j3, dont les parties sont énumérées. Mais quelles sont les parties de l'unité? Il est clair que si elle n'on a pas, ainsi que l'avoue Wallis luimême, elle n'est aucunement de la même nature que le nombre 3^3, cube ayant des parties aliquotes, qui, ajoutées à ce nombre, en donnent un autre carré.
Si d'ailleurs on veut, pour les parties des nombres, aller jusqu'aux . fractions, l'unité, comme aussi bien tout nombre quelconque, a une infinité de parties (si l'on prend les fractions comme des parties) que dès lors on ne peut additionner. On est donc si loin de la question que je suis stupéfait et honteux de voir un pareil savant, non seulement accepter cette réponse comme une solution, mais encore la louer et l'approuver; bien plus, oser affirmer que cette prétendue solution répond très exactement aux questions.
Venons maintenant à l'autre solution du très noble mylord Brouncker, par des nombres fractionnaires, et examinons si elle peut être admise.
J'ai dit plus haut que si l'on reçoit les fractions comme parties, on peut à tout nombre, entier ou fractionnaire, assigner une infinité de parties.
On ne peut donc faire aucune addition de ces parties. Si, par «xemple, on prend pour le cube -^> pourquoi, à côté des parties énumérées, ^> ^f g?j ne pas compter tout aussi bien ^. -^î gi etc., ^> -—, Zi etc., ou même — jt? Car il n'est nullement besoin, pour
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avoir des parties, de conserver toujours le même dénominateur. En
ment, pour le même nombre -^7-' d'autres = -' 7^' 373 ^^^' ajoutées aussi avec ce nombre, ne donneront pas un carré.
Mais quand il n'y aurait pas pour -^ d'autres parties à considérer légitimement que celles qui ont été données et qui gardent le même dénominateur, qui ne voit qu'il n'y a là que ce même nombre 343 donné par M. Fermât, sauf un tout petit changement, et que la solution est absolument dérivée de la sienne? Si, étant donné le triangle rectangle 3. 4-5, on en cbercbait un autre pareil, sutïïrait-il, comme solution légitime et digne d'un homme de science, de fournir son multiple 6.8. loî Pourquoi aussi ne pas, de même, donner avec des fractions un nombre carré qui, ajouté à ses parties, fit un cube? II n'y a pas évidemment d'autre motif, si ce n'est que M. Fermât n'a pas, pour le carré, donné d'exemple comme pour le cube. Mais maintenant que, dans l'opuscule écrit en latin et qui, très noble Seigneur, vous est dédié, se trouve un carré satisfaisant à la question, il sera facile, par le même moyen, en divisant ce carré par des carré-cubes, d'en fournir autant qu'on voudra.
Je ne suis pas plus satisfait du motif allégué pour ne pas fournir plusieurs cubes : parce que Fermât, dit-on, n'en demande pas plusieurs. Quant à regarder ce problème comme ne valant pas la peine de recherches ultérieures, cette dernière excuse pourrait être admise, si l'on n'avait pas consacré ses veilles à la question avant de feindre qu'on la néglige. Il y a dans cette ville de très éminents mathématiciens, qui, quoique nommément provoqués par M. Fermât à la solution de ces problèmes, ont préféré se taire plutôt que de faire quelque réponse déplacée (seul Frenicle les a abordés et en a obtenu la solution ; chacun peut se glorifier de ce qui lui est particulièrement donné ; il a cela, d'autres ont autre chose; il faut reconnaître qu'on peut dire franchement : Nous ne pouvons pas, tous, faire toutes choses); mais ce silence n'a cause aucun préjudice à leur réputation. Mais quand Wallis
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présente à plusieurs reprises l'unité comme étant le cube cherché, el qu'il néglige d'en rechercher d'autres, parce que Fermai n'en demande pas plusieurs, il est inexcusable, puisqu'on donnant l'unité, il ne donne en fait aucun cube. Il est d'ailleurs aisé de déprécier ce à quoi on ne peut atteindre; mais il ne convient guère à un professeur de Mathématiques de demandera quoi peuvent être utiles ces problèmes; on pourrait tout au plus nous pardonner ce langage à nous, qui ne faisons pas profession de ces sciences, mais nous y exerçons pour notre seul plaisir.
On aurait aussi bon droit de demander à Wallis à quoi bon, et pour quel profit, la peine qu'il a prise si longtemps à la recherche malheureuse de la quadrature du cercle, ou même à la composition de son Arithmétique des infinis; rien de tout cela ne peut servir à aucun usage mécanique ; mais à quoi bon presque toute la Géométrie et l'Arithmétique, si l'on excepte quelques faibles parties, d'ailleurs les plus vulgaires, et que méprisent les savants, tandis qu'elles servent aux calculs des géodèles, des arpenteurs, des marchands, ou des praticiens des deux architectures, et autres pareils? Car tout le reste, plus secret el plus précieux, ne regarde que la subtilité et la perfection de la Science ; mais c'est le propre de l'intellect humain que de rechercher la vérité, il n'y a pas d'autre motif qui ait engagé tant d'hommes cmineuts ii s'adonner à l'étude, et l'on ne peut traiter d'inutile, en Science, l'acquisition d'aucune vérité.
Allant plus loin, je vois qu'il propose un problème assez élégant; il demande, en effet, les nombres carrés qui ajoutés, chacun à la somme de ses parties aliquotes, font le même nombre ; comme sont i6 et i5, dont chacun, ajouté à la somme de ses parties, fait 3t. Mais il semble avoir proposé là, à peu prfes au hasard, la première question qui lui venait h l'esprit, comme s'il avait cru que Fermât eût procédé de la sorte en posant ses problèmes ; je demande donc à Wallis s'il a de tels carrés, ou du moins s'il sait d'une façon certaine et démonstrative qu'il y a ou qu'il n'y a pas, dans toute la multitude des nombres, d'autres tels carrés premiers entre eux que i6 et ^5. Après cela, il aura
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une, réponse ; car il ne doit pas ignorer si ce qu'il propose est impossible ou non, et un mathématicien ne propose pas h la légère et sans mûr examen ce qui lui passe tout d'abord à l'esprit, à moins qu'il ne le fasse, pour son instruction, sur des questions qu'il aurait vainement essayé do résoudre.
Au reste, si, dans cette première partie, Wallis n'a guère réussi, il n'a guère été plus heureux dans le reste; il l'a même été encore moins, alors qu'il donne comme solutions différentes des nombres multiples, et que n'ayant rien fait que multiplier par 2, 3 ou un autre nombre, il se vante d'avoir montré Ih-dessus une suffisante preuve de ses forces. II me serait très facile de le faire ressortir avec nombre d'autres absurdités; mais je n'ai pas maintenant le loisir do tout discuter en particulier; cependant votre bonté et vos faveurs me font tellement votre esclave que je ne puis refuser aucun travail pour accomplir vos ordres ou me prêter à vos désirs; vous me trouverez donc toujours tout prêta vous obéir. Je vous salue.
LETTRE XXIII
John Wallis a Riînelm Dic.bï.
Très illustre Seigneur, votre lettre datée de Paris, 6 février style nouveau, m'est arrivée le 19 février vieux style, au moment où j'allais me coucher, envoyée par le très honoré vicomte Brouncker, qui l'avait reçue la veille, en même temps que la lettre y incluse de M. Frenicle h vous : dès le lendemain, je préparais ma réponse, mais j'ai différé de l'envoyer jusqu'à présent, parce que vous me faisiez espérer, pour la semaine suivante, l'envoi d'une autre lettre que nous n'avons pas encore reçue; je croyais donc pouvoir répondre à tout ensemble, et cela d'autant plus que, quand vous avez écrit votre dernière, vous n'aviez pas encore reçu, comme il semble bien, la mienne datée du 26 décembre, ni même celle que vous a envoyée un peu auparavant le vicomte Brouncker. Je ne puis faire autrement que de vous remercier
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très humblement de la très grande faveur dont vous continuez h m'honorer, et me féliciter, en même temps que notre Oxford, de l'espoir que vous nous donnez de dissiper bientôt par votre présence la tristesse que nous cause la mort de votre si savant ami Longbain ; perte presque irréparable, survenue le 9 février à la suite d'une pleurésie. Voilà, en bien peu de temps, trois hommes incomparables, Armagh. Selden, Longbain, disparus au grand dommage de la Science et aux amers regrets de l'Angleterre.
Quant à la lettre du très noble Frenicle, que renfermait la vôtre, je suis embarrassé pour répondre. Car s'il s'agit d'injures, j'aime mieux me taire que de donner la réplique.
Que le nombre i n'ait pas de parties aliquotes, cela n'est pas nouveau et je ne l'ignorais pas. Mais que i ne soit pas cube, qu'il ne soit pas nombre, j'aurais bien pu croire que quelque autre l'eût dit, mais non pas Frenicle, qui l'a déjà donné et comme nombre et comme cube, (^ar, si la renommée no m'a pas trompé, il a fourni, pour un autre problème de Fermât, I et 1728 comme deux nombres cubes dont la somme est égale à celle des deux cubes looo et 729. Il l'appelle encore nombre dans le livre qu'il a publié et que j'ai la reconnaissance de devoir à votre obligeance. Page 6 : « Soient posés, dit-il, les deux nombres i fii 7 11 à un endroit où il parle de cette même question. Il l'appelle carré, page 17, en reproduisant les paroles de Fermât, dans l'exposition de la seconde question : « Le carré i , multiplié par 3, après addition de l'unité, /ail 4- » Et Frenicle, page 21 à la fin, confirme cette expression par ses propres termes, qui énoncent la même chose. De même, page 23, « produit de 5 par le carré 1 » ; page 25, ligne 19 ; « ie nombre 7 multiplié par le carré 1 », et, ligne 23 : « Le plus petit nombre sera donc carré, à savoir q, et le plus grand, 11, multiplié par le carré i . » De même, en d'autres nombreux endroits. Gomment donc, s'il avoue qu'il est carré, niera-t-il qu'il soit cube? ou bien si, pour les clarissimes MM. Fermât et Frenicle, il est aussi bien nombre que carré et cube, je ne vois pas pourquoi il ne le serait pas pour nous.
Quand nous ne serions, moi et le très honoré Vicomte, qne des arith-
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méticiens du vulgaire ou même des apprentis les plus novices, nous ne pouvons bien comprendre ce qui peut étonner, faire rougir ou rendre stupéfait et honteux votre clarissiroe Correspondant. Le problème proposé était bien de trouver un cube te! qu'ajouté à la somme de toutes ses parties aliquotes il fit un carré. Or je dis que i est cube, qu'au moins Frenicledoit le tenir pour tel, et qu'ajouté à la somme de toutes ses parties aliquotes, qui sont nulles, il vient toujours i , qui est aussi carré. On demande aussi un carré tel qu'ajouté à la somme de toutes ses parties aliquotes, il fasse un cube. Or je dis que i est encore carré (du moins il doit être carré pour Fermât et pour Frenicle, puisqu'ils l'ont assez souvent affirmé comme tel), et qu'ajouté à la somme de ses parties aliquotes, qui sont nulles, il vient toujours i, qui est cube. Pourquoi donc craindrîons-nous d'aOirmer non pas deux, trois fois, mais quatre, cinq, s'il le faut, qu'un seul et même nombre i satisfait aux deux questions?
J'ignore absolument ce qui peut émouvoir la bile de votre clarissime Correspondant, qui n'a pas été mis en cause, je ne dis pas provoqué, et avec qui, quand j'ai écrit la lettre qu'il attaque, je n'avais jamais eu aucune affaire; dont je n'avais jamais vu le Livre, dont je n'avais rien entendu dire; que je suis donc bien loin d'avoir blessé en quoi que ce soit. Ce n'est pas parce que, soit lui, soit Fermât, ce dont je ne puis douter, attendaient quelque autre nombre, ou parce que lui-même (ce que j'ignorais alors) en avait donné d'autres, qu'ils doivent être fâchés de voir qu'on leur fournit ce nombre inattendu, que Fermât, proposant le problème, n'avait pas prévu, et contre lequel il ne s'était donc pas précautionné, ou que Frenicle, dans sa solution, n'a pas aperçu et n'a donc pas produit. C'est de même que Fermât n'a sans doute pas prévu et que Frenicle n'a pas découvert que la troisième question pouvait être résolue par des fractions; que, par suite, il demandait simplement des carrés, alors qu'il ne voulait que des carrés entiers.
Pour ce que dit votre clarissime Correspondant des parties: aliquotes d'un nombre fractionnaire, sur ce que nous avions seulement avancé hypothétiquement (à savoir si Fermât y admettaitaussi des parties ali-
Hosted by
ai'i ŒUVRES DE FERMAT. — TRADUCTIONS.
quotes), je ne veux pas déterminer s'il faut l'attribuer à la chaleur de sa passion ou plutôt à sa hâte; mais j'ai bien peine à croire qu'il ait réfléchi posément, lorsque, comme parties aliquotes du nombre -q,- ' il demande qu'on, compte ^, ~, |' etc., ou encore ^-^^ ^> |, etc., nonmoinsque^. ^, ||-
Que ces parties ne doivent pas être regardées comme aliquotes (pas même pour la quantité continue, et non seulement pour la discontinue), cela est certain tant par Euclide, VU, déf. 3 et 4, que par V, déf. 1, oii, pour la nature de la partie (altquote), il est spécifié qu'elle doit mesurer le tout, c'est-à-dire que, prise un certain nombre de fois, elle doit lui devenir égale ; or cela n*a pas lieu pour celles qu'il propose. Par exemple, ie nombre ^> pris G fois, est inférieur au nombre -^; mais, pris 7 fois, il lui est supérieur. 11 n'en est donc pas une partie aliquote, mais bien aliquante, ou, autrement, il en est plusieurs parties, suivant le langage d'EucIide ; de même pour les autres. Quant A -^! qu'il prétend de même être une partie aliquote du même nombre
-^i on peut, à vrai dire, soutenir cela sous un meilleur prétexte, puisqu'il faut au moins l'admettre pour la quantité continue, au même titre que - sera tenu pour partie aliquote du nombre i, ou - pour
partie aliquote du nombre 3. Mais pour la quantité discontinue, on ne doit pas l'admettre. De même, en effet, que celui qui compte comme
unités 343 (ou -~] suppose séparées en acte ces unités, mais non pas les moitiés ou autres parties des unités, de même pour -g^-i celui qui compte les 64"™ suppose ces 64'"** (en tant que comptés) séparés en acte et dénombrables ; mais il ne fait pas cette supposition pour les 128'"*' qu'on peut bien dire exister en puissance et comme mesurables (de même que les moitiés dans les unités), mais non pas distingués en acte.
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Si j'ai négligé de pousser plus loin la solution du problèm« proposé, j'en ai donné plusieurs fois les motifs. Si votre clarissime Correspondant n'y ajoute point de foi, on ne peut guère croire qu'il le fasse alors que je les répéterais encore h nouveau.
Mais, puisqu'il insiste d'une façon si importune, en allant prcï^que jusqu'aux injures, pour le cas où je ne le ferais point, je veux bien (pour la première fois) lui donner satisfaction en abordant sérieusement cette question du cube dans le sens où il la prend. Il verra ainsi que ses mystères des parties aliquotes ne nous sont pas inaccessibles et il n'aura pas à répéter son : « Il est facile de déprécier ce que l'on ne peut atteindre. » Nous disons donc :
i. Il est clair qu'une puissance quelconque d'un nombre premier, ajoutée à la somme de ses parties aliquotes, est la somme d'une progression géométrique (soit i . R.R". R^ etc.), dont le premier tenne (A) est I, tandis que la racine ou raison commune de la progression (R) est ce nombre premier, et que le nombre des termes (T) est supérieur d'une unité à l'exposant de la puissance en question.
2. On sait également qu'en généra! {voir notre Mathesis universalis, prop. 08, Chap. 33) la somme d'une progression géométrique est
3, De même, puisqu'il s'agit d'une puissance cubique, et dès lors 3™^, 6""*, 9"*^ ou autre, dont l'exposant est divisible par 3, il est clair que le nombre T des termes, en tant que supérieur d'une unité à l'exposant de la puissance proposée, sera l\, 7, 10 ou quelque autre nombre supérieur d'une unité à un multiple de 3.
4. Si donc nous divisons la puissance 4'"*, 7™^, 10"'^, etc. d'un nombre premier quelconque, diminuée d'une unité (à savoir R*^ — 1), par l'excès sur l'unité du même nombre premier (soit R— i), nous
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aurons la somme d'une certaine puissance cubique (3™", 6™'', g"", etc.) de ce nombre, et des parties aliquotes de cette puissance.
5. Traitant d'après cette règle tous les nombres premiers plus petits que loo, je trouve que, pour le nombre 2, le cube ajouté à ses parties aliquotes est i5 = 3 x 5; que son cuboeube (ou puissance 6™*), augmenté de même, est 127 nombre premier; que la 9™^ puissance, augmentée de même, est io23 = 3 x 1 1 X 3i .
De même pour les autres, suivant le Tableau ci-dessous, où les sommes avec les parties aliquotes sont décomposées en facteui-s premiers.
Ciibo ajoute à la somme Je ses parties aliquolos
aoin
e. Giibp augmenté.
Racine. Culie augmente.
2X3>;5x7Xi7
2XaX2x3x5xi74i
2X2x3ixi86i
X2X2X5XI
3X2x5xi3x37X4i
2X2X2x3x5x7Xf3
Celui qui le jugera utile pourra, de la même manière, faire cette détermination pour les cubes de davantage de nombres premiers ou pour d'autres puissances cubiques de ceux-ci.
6. Il est clair, d'après un tel examen de ces cubes, qu'il n'y en a aucun qui seul puisse satisfaire à la condition proposée, à l'exception de I et du cube du nombre 7. Comme en effet il n'y a pas de nombre premier, sauf i, qui puisse être carré, on ne peut attendre un autre carré, si ce n'est là où tous les facteurs sont par paires ; ce qui a bien lieu pour le nombre 7, où l'on a 2.2.3.2.5.5; mais nulle part ailleurs,
(') Dans la senonde édition, 2603 est remplace par le produit 19 x 137.
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7. Ainsi, p<iur avoir un autre carré égal à la somme d'un cube et de ses parties aiiquotes, à moins d'examiner les cubes d'autres nombres premiers ou d'autres puissances de ceux-ci, il faut prendre un cube formé par les puissances cubiques de deux ou plusieurs nombres premiers.
8. Si l'on multiplie entre elles des puissances quelconques de deux ou plusieurs nombres premiers, le produit augmenté de ses parties aiiquotes est égal au produit des puissances composantes, augmentées chacune de ses parties aiiquotes. Si, par exemple, on multiplie a* -i- a- -H a + I par b^-i-b+ i, on aura la somme du nombre a' b^ et de ses parties aiiquotes; en multipliant par c-f- i, on aura la somme du nombre a^b^c et de ses parties aiiquotes. Ce qui peut d'ailleurs s'étendre en général à deux nombres quelconques premiers entre eux.
9. Par conséquent, un cube formé de deux ou plusieurs des cubes ci-dessus (pourvu qu'ils ne proviennent pas du même nombre premier), après addition de ses parties aiiquotes, sera égal au produit des cubes composants, augmentés de même. Par exemple, le cube du nombre a, ainsi augmenté, est i5 = 3x5; celui du nombre 3 est 4o =2X2X2x5; donc le cube du nombre 6 ou 2x3, ainsi augmenté, sera égal au nombre fîoo = i5x/io = 3x5x2. X2X2X.t. De même pour les autres.
10. Dès lors, pour qu'un cube ainsi composé, augmente de ses parties aiiquotes, fasse un carré, il faut prendre des cubes composants tels qu'en prenant tous les facteurs premiers de ces cubes ainsi augmentés, ils soient doubles, ou autrement que chacun de ces facteurs premiers se présente un nombre pair de fois.
11. Or, parmi les facteurs des cubes augmentés ci-dessus, les nombres premiers ^i, -ji, ii-j, iS^, t8i, 333, 2.^7, 281, l\i\, 449» 52i, 941, 1093, 1741. fSGi, 2321, 26o3('), 3i2i, 8191 et 19531 ne se pré-
(') Ce nombre afio5 a été supprimé dans la seconde édition, qui a ajoute \Z-].
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sentent qu'une fois; il est donc clair que les cubes où ils figurent, c'està-dire les cubes des nombres 19, 29, 37, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 89, 97, le second, le quatrième et le cinquième cube du nombre 2, le second cube de 3, et le second et le troisième cube de 5 doivent être immédiatement éliminés comme impropres à la question (tant que l'on ne fera pas le calcul pour encore plus de cubes), puisqu'il ne pourra y avoir de paire de ces facteurs dans aucune combinaison des cubes ci-dessus. Mais si l'on élimine le cube du nombre 6 1. il faudra aussi éliminer le troisième cube du nombre 2, puisque le facteur 3i ne se rencontre pas ailleurs. A la suite de cette dernière élimination, il faudra faire celle du cube de 43, dont le facteur 11 n'aura plus de pareil; car il ne se rencontre nulle part ailleurs que dans le troisième cube du nombre 3, où il est déjà en double. Après cette élimination, on fera encore celle du cube du nombre 3 1 , où 37 sera désormais solitaire. Enfin on éliminera le cube de 17, car nulle part ailleurs on ne trouve 29 solitaire (car il est double pour le cube de 4i)-
12. Des cubes qui restent, il est clair que celui de i, qui ne change rien dans la multiplication, est inutile pour la composition. De même celui du nombre 7, où les facteurs de la somme sont tous par paires; toutefois quand nous aurons trouvé un autre cube satisfaisant au problème, ce cube de 7 pourra nous servir, puisque son produit avec l'autre satisfera également, un carré, multiplié par un carré, donnant un carré (remarque qui doit d'ailleurs s'entendre de deux cubes quelconques premiers entre eux et satisfaisant au problème); en attendant toutefois cet autre cube, il faut écarter celui de 7, dont les facteurs étant tous par couple, no peuvent s'accoupler avec aucun autre facteur solitaire.
13. Examinons donc les autres cubes séparément. Le facteur 53 ne se rencontre que pour les nombres 23 et 83; il est donc clair qu'il faut combiner les cubes de ces nombres ou bien les éliminer tous deux. Mais, en réunissant les facteurs en regard de chacun d'eux, on trouve,
en dehors de 2 pris six fois, 3, 5, 53 pris chacun deux fois, les soii-
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taires 2, 7, r3; on cherchera donc ailleurs des facteurs pour les coupler. Comme i3, parmi les facteurs déjà éliminés, ne se rencontre que pour 47 et 5, essayons ces deux nombres; si aucun ne réussit, il faudra éliminer 83 et 23.
Au nombre fx"], on trouve, outre les paires 2, 3, 5, i3, 17 qui, réunis aux trois solitaires précédents 2, 7, i3, couplent bien 2 et i3, mais donnent désormais comme solitaires 3, 5, 7, 17. Réunissons-les aux facteurs en regard de r3, où l'on peut seulement espérer de coupler 17, comme là 5, 7, 17 sont solitaires, il ne reste plus que 3 d'isolé. Si nous lui cherchons un double dans les facteurs au nombre 4i, 7 restera solitaire sans espoir désormais de compagnon; si noua prenons les facteurs pour 5, i3 sera de même cette fois abandonné à lui seul. Allons au nombre 11, il restera comme solitaires 2 et Gi; pour le dernier de ceux-ci, nous pouvons bien trouver un compagnon dans le troisième cube du nombre 3, mais 2 n'en restera pas moins isolé sans espoir d'appareillage. Au premier abord, on pourrait croire qu'on peut recourir au premier cube de 3, mais on doit se l'interdire, puisque le troisième cube du même nombre 3, qui a déjà été pris, comprend le premier. Si enfin (seul espoir qui nous reste), pour trouver un compagnon au solitaire 3, nous allons au nombre 2, il viendra comme solitaire 5; et cherchant, pour coupler celui-ci, au premier cube de 3 (le seul qui, n'ayant pas encore été rejeté, puisse nous donner espoir), il restera le nombre 2 solitaire et sans espoir de compagnon; car, pour la raison déjà indiquée, on ne peut recourir au troisième cube de 3 pour trouver le second de la paire. Ainsi il ne reste aucun moyen, comme le prouve l'inspection du tableau; donc, des nombres 47 et 5, le premier ne réussit pas.
Il reste donc à essayer le nombre 5 pour trouver, s'il est possible, des compagnons aux solitaires 2, 7, r3 ci-dessus mentionnés. Or on y trouve, outre les doubles, les solitaires 3, i3 qui, réunis aux solitaires 2,- 7, i3, laissent encore comme solitaires 2, 3, 7. D'ailleurs 7 ne se trouve nulle part ailleurs qu'aux nombres i3 et 4i> dont aucun des deux ne peut satisfaire. i3, en effet, laisserait solitaire sans espoir
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de compagnon le nombre 17, qui nous rejetterait inutilement au nombre 4? déjà écarté. 4if 3u contraire, permettrait de doubler les nombres 3 et 7, mais 2 resterait toujours solitaire sans espoir de compagnon, si ce n'est par les nombres 3 ou ii, séparément et non ensemble; or 3 laisserait comme solitaire 5, auquel on ne peut trouver de compagnon que par 2, qu'il faut abandonner sans espoir, car il laisse à son tourle solitaire 3, et nous renvoie inutilement à 1 1 comme seul moyen de trouver le compagnon cherché. On ne peut davantage prendre 1 1 au lieu de 3 pour coupler le facteur 2; car il resterait alors comme solitaires 3 et Gi, et si pour le dernier on peut se procurer un double au troisième cube de 3, pour le premier, 3, il n'y en aura pas car on ne peut l'espérer de 2 qui laisserait 5 à abandonner solitaire. Ainsi, tout pesé, il est certain qu'on ne peut trouver de ressources n par 5 ni par 47; il faut donc éliminer et le nombre 83 et tout aussi bien le nombre 23.
14. Prenons maintenant le nombre 47; on y trouve, outre les doubles, les facteurs solitaires 2, 3, 5, i3, 17; or i3 ne se rencontre pas dès lors ailleurs qu'au nombre 5, ni 17 ailleurs qu'au nombre i3; il est donc clair qu'il faudra soit combiner ensemble les cubes de 5, i3 et 47f soit les éliminer tous ensemble.
Or 5 fournit les facteurs solitaires 3, i3, et le nombre i3, les facteurs solitaires 5, 7, 17, tandis que 47 nous donnait les facteurs solitaires 2, 3, 5, i3, 17. Réunissant tous ces facteurs, il reste, en dehors de ceux qui se doublent par la réunion, les solitaires 2 et 7. Parmi les nombres non éliminés, 4' est désormais le seul où l'on trouve 7; il faut donc combiner ce nombre avec les trois autres, ou les éliminer tous quatre ensemble.
Mais 4 r , outre les doubles, donne les facteurs solitaires 3 et 7, qui, réunis aux précédents 2 et 7, permettent de doubler 7, mais laissent encore comme solitaires 2 et 3, auxquels il faut désormais chercher des compagnons. On peut les trouver de deux manières différentes, sans plus.
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En premier lieu, le nombre ii fournit, outre les doubles, les facteurs solitaires 2, 3, 61 qui, unis aux précédents 2 et 3, les doublent, en ne laissant comme solitaire que 61 , pour lequel on trouvera un compagnon au troisième cube de 3, où 61 est le seul facteur solitaire. Par conséquent, si avec les quatre cubes des nombres précités 5, i3, 4i, 47, on combine celui du nombre 11 et le troisième cube ou la neuvième puissance du nombre 3, le cube formé par cette combinaison, étant augmenté de la somme de toutes ses parties aliquotes, fera un carré dont les facteurs premiers seront les mêmes que ceux des cubes composants augmentes de même ; ces facteurs premiers seront donc : 2 seize fois, 3 quatre fois, 5, 7, 1 1, i3, 17, 2g, 61 deux fois.
D'ailleurs si ce même cube, ainsi trouvé, est multiplié par le cube du nombre 7, le produit sera encore cube et, augmenté de ses parties aliquotes, il fera un carré qui aura de plus que le précédent les facteurs 2 quatre fois, et 5 deux fois.
D'ailleurs le cube ainsi composé ne laisse d'intact, parmi ceux du Tableau ci-dessus, que le cube i qui ne change rien, et le cube du nombre 2 qui, augmenté de ses parties aliquotes, fait 3x5, nombre non carré; en effet, le premier cube du nombre 3 se trouve compris dans le troisième et ne peut rentrer dans la combinaison; dès lors il est clair que le cube ainsi composé ne peut plus être combiné avec aucun de ceux du Tableau, en sorte que le produit ainsi formé, étant augmenté de ses parties aliquotes, fasse un carré.
En second lieu, on peut cependant compléter autrement le cube formé par la combinaison de ceux des nombres 5, [3, 41. 47. qui, comme j'ai dit, laissent comme solitaires les facteurs 2 et 3; mais il faut cette fois laisser de côté le cube du nombre 1 1 et dès lors le troisième cube de 3, qui doivent être, comme ci-dessus, pris ensemble ou écartés ensemble, à cause du facteur 6t qui ne se trouve pas ailleurs. Le cube du nombre 2 fournira les facteurs solitaires 3 et 5, et le premier cube du nombre 3 les facteurs solitaires 2 et 5; de la sorte, les facteurs solitaires précédents 2 et 3 trouveront des compagnons, et 5, rencontré de part et d'autre, sera doublé. Ainsi, en combinant avec les
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cubes des nombres 5, i3, /ji, 47 «eux de 2 et de 3, on aura un cube qui, augmenté de ses parties aliquotes, fera un carré dont les facteurs premiers, les mêmes que ceux des cubes composants augmentés de même, seront : 2 quatorze fois, 3 et 5 quatre fois, 7, i3, 17 et 29 d€ux fois.
Le même cube, multiplié par celui de 7, donnera encore un cube jouissant de la même propriété, et aux facteurs du carré déjà énumérés, il faudra ajouter 2 quatre fois et 5 deux fois.
D'ailleurs le cube ainsi composé ne laisse d'intact dans le Tableau que celui du nombre 11, à écarter, comme on l'a dit, à moins que l'on en prenne en même temps le troisième cube de 3, ce que l'on ne peut, puisque le premier cube de 3 est déjà entré dans la combinaison. 11 est donc clair que le cube ainsi formé ne peut plus être combiné avec aucun de ceux du Tableau de manière à en donner un nouveau satisfaisant à la condition imposée.
Mais il est également manifeste que les facteurs solitaires 2 et 3 qui restent, comme j'ai dit, après la combinaison des cubes de 5, i3, 4i. 47, ne peuvent trouver de compagnons que par le cubs de ri avec le troisième cube de 3, ou par le cube de 2 avec le premier cube de 3; car il n'en reste après ceux-là plus d'autres que les cubes de i et 7, dont ni l'un ni l'autre ne peuvent satisfaire. Ainsi il n'y a pas d'autres manières de compléter ce cube, en dehors de celles qui ont été indiquées.
15. En écartant d'ailleurs les cubes des nombres 5, i3, 4'. 4? qui, comme on l'a montré, doivent être soit pris ensemble sott mis de côté ensemble, il est impossible de composer avec ceux qui restent le cube demandé. En effet, si l'on écarte, pour les raisons précitées, les cubes de I et de 7, il ne reste que ceux de 2 et de 1 1 , avec le premier et le troisième cube de 3. Si l'on prend le cube de 1 1 et le troisième cube de 3, puisqu'on doit les prendre ou les écarter ensemble, à cause de 61 qui s'y trouve des deux côtés et n'est nulle part ailleurs, il restera comme solitaires 2 et 3, qui ne peuvent être doublés tous deux par le
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cube de 2, tandis que le premier cube de 3 ne peut être admis, puisqu'on a déjà pris le troisième. Qu'on écarte au contraire le cube de 1 1 et le troisième cube de 3, les deux qui restent, celui de 2 et le premier de 3, ne peuvent évidemment, par leur combinaison réciproque, satisfaire à la condition imposée; les facteurs 2 et 3 resteraient en effet solitaires.
16- Ainsi, tout considéré, il est établi que, parmi les cubes du Tableau, il n'y en a pas de simples, sauf ceux de i et de 7, qui, ajoutés à la somme de leurs parties aliquotes, fassent des carrés. 11 n'y en a pas non plus de composés de ces mêmes cubes, qui jouissent de ladite propriété, si ce n'est les quatre déjà indiqués, dont le premier est formé du produit des cubes des nombres 5, i3, 4i) 4?. ii-3, 3, 3; le second, des mêmes et du cube de 7; le troisième, des cubes de 5, i3, 4i. 47' 2.3; le quatrième, des mêmes et du cube de 7.
Celui qui voudra davantage de cubes de ce genre et le croira utile pourra, de la même façon que nous avons fait pour les nombres premiers inférieurs à 100, examiner davantage de nombres premiers, ou du moins davantage de leurs puissances. Qu'il me suffise en tout cas d'avoir donné la véritable méthode de recherche, afin que Frenicle apprenne que, si j'ai négligé cette question plus tôt, ce n'est point par impuissance.
Ayant d'ailleurs effectué les calculs, je trouve que les quatre cubes, composés ci-dessus, sont identiquement les mêmes que les quatre donnés par M. Frenicle, et peut-être trouvés par le même procédé.
La méthode exposée pour la question du cube, qui, ajouté à ses parties aliquotes, fait un carré, peut, mutatis mutandis, s'appliquer entièrement à l'autre question du carré, qui, ajouté à ses parties aliquotes, fait un cube. On examinera, à cet effet, aussi loin que l'on voudra, les puissances quadratiques (a""', 4™*. 6'"*, etc.) des nombres premiers pour voir quel nombre on obtient, pour chacune d'elles, en l'ajoutant à ses parties aliquotes, et comment ce nombre est composé on facteurs premiers; puis, on combinera ces puissances quadratiques
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en sorte que les facteurs premiers qui leur correspondent puissent se grouper, non plus par 2, comme tout à l'heure, mais par 3 .
Enfin ia même clef, maniée avec intelligence, révélera d'autres mystères semblables sur les parties aliquotes; je les laisse à ceux qui se plaisent a s'exercer sur ce sujet.
Quant à la question que j'ai proposée, d'ailleurs en passant, et non pas à M. Frenicle, mais à M. Fermât, à savoir de deux nombres carrés qui, ajoutés à leurs parties aliquotes, fassent le même nombre (par exemple 16 et 25), je dirai que, quand M. Frenicle s'informe de la possibilité, il s'informe de ce qui est demandé. Il m'est indifférent ou bien qu'il résolve le problème, ou qu'il le montre insoluble (les deux cas compteront également pour une solution légitime), ou encore qu'il [e néglige entièrement; car je n'y attache pas grande importance et, qu'il le résolve ou non, il n'y gagnera, ni n'y perdra grande gloire, Cependant puisqu'il le demande, qu'il sache que la question que j'ai proposée est susceptible de solution et que je le sais d'une façon certaine.
Enfin, pour le théorème que j'avais proposé depuis longtemps et dont vous n'attendez plus, dites-vous, la démonstration d'ailleurs que de moi, je mettrai ici, d'après votre désir, et ce théorème et sa démonstration.
Théorème. — Soit un tronc [^age 4i5, ligne pénultième) le volume
du tronc (page 4i6, ligne 5).
Démonstration. — Soit X la différence des droites A et E {Jig. 4).
Fig. V
c'est-à-dire X = A ~ E. Posons ^ = -^ ^ ^; S sera la hauteur totale
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de la pyramide (ou du cône), P celle de la partie retranchée du coté du sommet. Par suite, SA^ sera le triple de la pyramide ou du cône, PE^ le triple de la partie retranchée; enfin SA* — PE^ sera le triple du tronc restant.
Mais on a S= 4-i P= -J^; donc le triple du tronc
SA^-PE^_ ^ _^-_^l..
Or A= - E' = (A^ -H AE + E^) X (A - E); donc
et le triple du tronc sera (A^ + AE + E") x F.
Mais, si l'on forme le triangle comme il a été dit, soient T sa base et R le rayon du cercle circonscrit, on aura 'P égal d'une part à
A=4-AE + 'E
de l'autre à 3R^, égalités qui seront démontrées tout à l'heure. Par conséquent le triple du tronc sera T*F ou 3R^F; donc R*F sera le volume du tronc. c. q. r. n.
Quant à ce qui reste à prouver, si savoir que
A=-hAE + E^z3:T^— 3R%
voici comment Je procède :
Si le triangle est inscrit dans le cercle, comme on l'a dit, l'angle formé par les côtés A, E est un angle à la circonférence de 120"; il comprend donc un arc de 240", et la droite T qui ferme le triangle est corde d'un arc de 240°, donc d'un de 120" (différence avec le cercle entier); c'est donc le côté du triangle équilatéral inscrit; donc T*=3R=.
Mais, d'autre part, on montrem que
A^-+-AE + E'i;=3R^
Si la droite A est considérée comme sous-tendant l'arc simple, la sous-
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tendante de l'arc triple sera 3A — ît^- Si, au contraire, E est la soustendante de l'arc simple, celle de l'arc triple sera 3E — —■ Mais c'est une seule et une même corde, soit C, qui sous-tend, soit l'arc 3A, soit l'arc 3E. Puisqu'en effet A + E forme le tiers du cercle, 3A4-3E fera le cercle entier. Dès lors la corde, qui d'un côté sous-tend 3A, souslendra de l'autre 3E, différence entre le cercle entier et 3A. On aura donc
(l'OM
FA' - FE' _ A^-E^ A-E~ " A-E
Mais, à cause de l'angle de 120", la somme des arcs A -h E fait le tiers du cercle ; donc 3 A -1- 3E fera le cercle entier, donc 3A et 3E aurout la même sous-tendante, et, par suite.
Donc 3R-A - A» = 3R^E - E^ ou 3R^\ - 3R^E = A' - E', et
Doue le triple du tronc de cône sera 3R^F, et le tronc de cône R'F.
Il me reste à vous demander pardon de ma prolixe importunité et à
Hosted by
COMMERCIUM DE WAl.HS. 527
vous supplier, si vous le voulez bien, de ne pas dédaigner de conlinuer votre amitié à celui que vous vous êtes gagné, et qui est,
Très illustre Seigneur,
Votre très humble et très dévoué serviteur,
JoHM Wallis.
Oxford, 4/14 mars 1657/8.
Pour l'allusion de votre très noble Correspondant à ma recherche malheureuse de la quadrature du cercle, je ne saisis pas bien ce qu'il prétend. Voici la quadrature que j'ai donnée :
Le produit des carrés des nombres impairs, 3, 5, 7, 9, etc. à l'infiniest au produit des mêmes carrés diminués chacun d'une unité, comme le carré du diamètre est à l'aire du cercle.
En quelque point d'ailleurs que l'on veuille arrêter cette multiplication de carrés, on tombera entre les limites suivantes : Si le produit des carrés est multiplié par la racine carrée de la somme de l'unité et de la partie aliquote de celle-ci, qui a pour dénominateur la racine du dernier carré, on a une quantité trop forte; si, au contraire, le dénominateur est la même racine augmentée d'une unité, on a une quantité trop faible. Ainsi
est plus grand que le rapport du carré au cercle,
est, au contraire, plus petit.
J'ajoute que ce rapport est également celui du rectangle des axes conjugués ou d'un parallélogramme quelconque circonscrit à l'aire de l'ellipse.
Si votre très noble Correspondant regarde cette quadrature comme fausse, qu'il la réfute, s'il en est capable. Qu'il montre, veux-je dire, que le rapport du cercle au carré du diamètre est plus grand ou plus petit que ce que j'ai assigné. Mais s'il n'a voulu faire qu'une insinuation moins grave, parce que cette quadrature ne lui plaît pas ou qu'il
ft-
xv'.i
xv/T^
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la juge indigne de son estime ; je veux lui rappeler ses paroles : « Il est facile de déprécier ce qu'il n'est pas possible d'atteindre », ou plutôt celles-ci : « Si vous savez quelque chose de mieux, donnoz-nous-le de bon cœur. »
LETTRE XXIV
ViaonTE Brouncker a John Wallis.
Sir, je vous envoie ci-joint une copie (lettre XXVII) de ce que j'ai écrit à sir Kenelm Digby, après avoir lu attentivement les autres lettres, qui viennent de lui ; je désirerais que ma réponse partît avec votre dernière, ou au moins la suivît, si vous avez déjà fait l'expédition. Je n'ai pas le temps de vous rien dire, si ce n'est, ce que je ne puis oublier, de vous assurer encore que je suis,
Sir, votre très fidèle ami et serviteur.
LETTRE XXV
(jointe ainsi que la suivante à colle qui pi'iîoùiie). Kenelh Di(inY A John Wau.is.
J'espère que vous avez déjà reçu ma lettre que je vous envoyais le 6 de ce mois, et dans laquelle j'avais enfermé copie d'un écrit à moi adressé, que M. Frenicle avait rédigé à la hâte, immédiatement après avoir vu la lettre dont vous m'avez fait le plaisir de m'honorer le 2 1 novembre dernier, et qui est restée si longtemps en route. Cet écrit ne contenait que ses réflexions sur la première partie de votre lettre, le temps ne lui permettant pas d'en mettre davantage. Le lendemain matin, il quitta la ville pour quelques jours; mais, à son retour, il me demanda à étudier de nouveau votre lettre, et le matin suivant me la rapporta avec le papier ci-ioclus, en réponse à la seconde partie. 11 l'a rédigé comme s'il était écrit par une personne tierce, et il désirait me
Hosted by
voir cacher son nom; c'est pour qu'on ne puisse pas croire qu'il fasse vanité de posséder des connaissances extraordinaires dans une Science dont il prétend être très ignorant, n'y ayant jamais eu aucun maître et ne l'ayant même que peu étudiée, mais s'en étant seulement occupé pour se récréer et satisfaire à la propension de son génie. Mais moi qui fais profession de candeur et manières franches en toutes choses et pour toute personne, je ne voudrais pas que vous restiez à ignorer qui est votre antagoniste, du moment où je le connais. Or, quoiqu'il ne soit, à son idée, qu'un très mince mathématicien, aujourd'hui, pour la partie qui concerne les nombres, toute la France (même M. Roberval et M. Fermât, de même que M. Descartes quand il vivait) le reconnaît comme le maître, supérieur aux autres à une énorme distance. Et surtout, ce qu'ils font avec beaucoup de travail, nombre de circuits et d'opérations, il le fait immédiatement au vu de la question, sans opération, comme s'il avait une connaissance intuitive de ces choses, et tout son embarras est pour le mettre sur le papier. Cependant j'ai longtemps débattu en moi-même si je vous enverrais ou non ces deux derniers papiers; car, quoique les expressions y soient modestes et courtoises en comparaison de ce que les savants hommes de ce pays écrivent l'un contre l'autre (comme vous pouvez le voir dans les disputes entre Gassend et Descartes, Morin et Gassend, Descartes et Fermât, Fermât et Frenicle), je réfléchis qu'elles sont plus aigres qu'il n'est d'usage en Angleterre, et que celles que j'emploierais certainement, dans un cas semblable, pour une différence d'opinion. Mais ce qai a principalement fait pencher la balance pour me décider a été la considération que, si je ne vous faisais pas voir ce que ces personnes disent contre vous, et que par suite vous ne leur répliquiez pas, elles pourraient penser qu'elles triomphent de notre nation et de notre Université, ce que, j'en suis sûr, vous empêcherez bien, dès que vous saurez ce qu'on objecte contre vous. D'autre part, j'aipensé qu'il rentre dans les égards que je vous dois et que je professe à votre endroit, que vous soyez informé de quoi que ce soit que j'apprends et qui vous concerne.
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Il m'est dur d'arrêter ma plume quand je cause avec vous, tant j'ai de plaisir à garder, présente à ma pensée, une personne aussi éminente. Mais je ne dois pas tant m'aimer moi-même que j'abuse, pour ma satisfaction, de votre patience et de votre fatigue. Je ne veux donc pas vous incommoder plus longtemps aujourd'hui, si ce n'est pour prendre congé de vous en vous baisant les mains, et en restant
Votre très humble et très affectionné serviteur,
Kenelm Digby.
Paris, 20/10 février 1657/a.
M. Frcnicle désire beaucoup savoir quelle solution vous donnez au problème que vous proposez vous-même; vous pourrez voir alors ce qu'il pense à ce sujet.
LETTRE XXVI
Frekicli; a Keneoi Diiîuï.
J'aurais préféré, très illustre Seigneur, garder le silence sur ce qui reste encore, dans la Lettre du Clarissime Wallis, à discuter touchant les nombres, et ne pas avoir à m'arrêtera chaque détail; mais, puisque vous attendez de moi que je vous fasse connaître mon opinion sur ces questions, il ne serait pas juste d'éluder vos désirs.
Il s'agit maintenant d'un autre problème du Clarissime Fermât.
Tout d'abord Fermât (comme le dit la Lettre de Wallis) expose en ces termes un certain théorème :
Étant donné un nombre non carré quelconque, il y a mm infinité de carrés déterminés tels qu'en ajoutant l'unité au produit de l'un d'eux par le nombre donné, on ait un carré.
Il donne comme exemple le nombre 3 dont le produit par le carré i ou 16, étant augmenté d'une unité, fait le carré 4 ou 49; il afiirme qu'il y a une infinité d'autres carrés dont le produit par 3 satisfait à la même condition. Or, pour trouver ces carrés, Wallis donne une
méthode légitime.
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A la vérité, pour les carrés servant au nombre ô, il a mis un nombre
pour un autre; maïs cette erreur est excusable, car elle vient non de
riiçnorance, mais d'une inadvertance; il a en eiTet multiplié 56 x 97
non par 2 suivant la règle, mais par 3. Il faut donc, au lieu de
3 X 56 X 97 =:i62g6, lire a x 56 x 97 ^10864 (').
Mais, soit dit sans le fâcher, cette affirmation, qu'il y a une infinité de carres dont le produit, par 3 ou un autre nombre non carré, donne ainsi un carré, c'est le théorème énoncé que Fermât dit avoir démontré et qu'il n'avance que pour l'exemple et le préambule ; ce n'est point le problème qu'il demande de résoudre. Car ce qu'il s'agit de trouver, ce sont les carrés qui, multipliés par un nombre quelconque non carré, donnent, par l'addition de l'unité, des carrés, de même que les produits par 3 des carrés i et 16, après addition de l'unité, donnent des carrés. Il est d'ailleurs assez clair par là que les carrés demandés doivent être entiers.
Certainement Wallis pourrait s'excuser si Fermât n'avait proposé aucun exemple ou s'il avait indiqué des nombres fractionnaires aussi bien que des entiers. Mais l'exemple n'étant donné qu'en entiers, il était assez compréhensible que la question portait sur des entiers, ainsi que Fermât l'a plus tard expressément déclaré. Ne demandaifril pas des nombres tels que 3 et i6? 11 est donc bien clair que Wallis cherche des équivoques pour éluder le problème, qu'il a choisi ce qui était le plus facile et s'est dérobé devant ce qui était le plus ardu.
Mais on demandait des nombres carrés et je ne vois rien dans la solution que des species, lettres ou caractères, dont plusieurs ne me sont pas familiers, et qui représentent les nombres et les carrés, sans que les carrés demandés soient aucunement exprimés; tous, au contraire, restent inconnus; je ne vois donc pas qu'on ait satisfait à la question qui demandait certains carrés déterminés. En effet. Fermât proposait, comme exemple pour les autres à chercher, de donner les
lusei'VG dans la traductioQ (l'indicelioii du
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carrés dont le produit par les nombres 6i, 109 ou 127, étant augmenté d'une unité, fait un carré. Et certainement, si tous les carrés quelconques étaient également faciles à trouver, comme cela arrive pour les fractionnaires, il n'eût pas choisi ces nombres-là plutôt que d'autres.
Maintenant, pour les entiers, que nous donne Wallis? En tout cas, aucun carré de ceux qui sont demandés, à savoir dont le produit par un nombre autre que 3, pris comme exemple par Fermât, étant augmenté de l'unité, fait un carré. Il reconnaît que la règle donne non pas les seuls carrés entiers, mais tous indistinctement, tant entiers que fractionnaires. Sans doute, s'il avait trouvé une méthode pour séparer les entiers des fractionnaires, il aurait résolu la question. Mais il y a une infinité de fractionnaires pour chaque entier, et les carrés entiers sont en très petit nombre par rapport aux fractionnaires; si donc il n'y a pas une méthode quelconque pour opérer la séparation et qu'il faille livrer au hasard une pareille recherche, c'est comme si l'on donnait à chercher une perle ou un diamant dans tout le sable de la mer, ou comme on dit communément, une aiguille dans une meule de foin. Si, au contraire, Wallis a une certaine méthode qui puisse servir à trouver les carrés pour les différents nombres, puisque dans l'opuscule latin de Frenicle ces carrés sont donnés pour chaque nombre non carré jusqu'à 1 5o, qu'il poursuive jusqu'à 200, ou s'il n'a pas le loisir de pousser aussi loin, que le clarissime savant s'exerce seulement sur le suivant i5r; je ne parle pas de 3i3 qui, peut-être, serait au-dessus de ses forces; autrement je ne serai jamais persuadé qu'il a obtenu la solution du problème, qu'il a en général tous les carrés pour chaque nombre ou du moins un carré pour un nombre quelconque; car je n'en demande qu'un soit pour i5i, soit pour 3i3. Il dit qu'il démontre que sa méthode donne tous les carrés; mais il n'y a pas de meilleure démonstration que de fournir les nombres euxmêmes, surtout quand on en demande aussi peu.
Ou bien qu'il fasse, par quelque méthode certaine, la déduction dos carrés qui servent pour les nombres 61 et 109 et qui sont dans
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les colonnes 2 et 3 du Tableau de l'opuscule précité de Freniclo; ini encore qu'il recherche les nombres de la colonne 4 dudit Tableau, nombres grâce auxquels il est très facile de coustruire les carrés; ceux-ci se trouvant dans le Tableau, il y a certainement lieaucou]) moins de difficultés pour ce que je lui propose ici.
Reste la dernière solution de Wallis, dans laquelle il donne, do nombreuses manières différentes, deux cubes dont la somme est égale à celle de deux autres cubes. Cette question doit être très facile, car vous savez qu'elle a été résolue de diverses façons aussi aisément; cependant, quoique Wallis ait donné de nombreux couples de cubes, il n'en a pas fourni d'autres que ceux qu'il a déduits, par une simple multiplication ou division, de ceux que vous lui avez communiqués comme venant de Frenicle. Pourvu que vous avez un original de votre Lettre à Wallis qui renfermait ces cubes, vous reconnaîtrez aisément qu'on trouve, parmi eux, les cinq combinaisons suivantes sur lesquelles repose toute la série des cubes donnée par Wallis :
Racines des cubes.
Les vingt-deux autres, en effet, qui suivent ci-après sont celles que Wallis dit différer de celles de Frenicle; or, à côté de chacune d'elles, a été indiqué le numéro de celle des combinaisons ci-dessus qui lui a donné naissance et le nombre par lequel, pour la construction de ses cubes, Wallis a multiplié ou divisé les cubes qu'il avait reçus de votre main; le mot en marque la multiplication, le mot/^a/- la division.
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1° en 3,
i" par 3
, 3» par 3,
, 2" en ;
, 4" pur 3,
, 4" par 3
, 5" par 3,
3° par 3
3" en ,-;,
2" en 3
I- en
Vous n'avez donc pas à vous étonner s'il s'engage si facilement à fournir jusqu'à cent combinaisons pareilles dans l'espace d'une heure- Quoi de plus facile que de multiplier ou de diviser ainsi de petits nombres? Une seule combinaison de cubes en fournira très aisément plus de mille sans aucun embarras. Car, dans cette opération, il n'y a pas d'autre fatigue, il n'y a pas d'autre rechercbe subtile ou d'autre habileté que de multiplier les termes d'une combinaison donnée quelconque, soit par exemple la première i, 12 = 9, ro, par chaque nombre 2, 3, 4- 5, successivement aussi loin qu'on voudra aller; ou bien, ce qui est encore plus facile, que de diviser par chaque nombre les racines des cubes, ainsi que l'indique le Tableau suivant, et cela il l'infini; sans qu'il y ait aucun besoin démultiplication ou de division, si l'on ne veut pas faire les réductions.
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Il n'y avait donc pas besoin d'embrouiller de telle façon ces cinq combinaisons de cubes, à moins qu'il ne voulût déguiser davantage ses solutions factices ot dérivées d'autres connues. Tl eûtmieuxfait ou de garder absolument le silence ou de donner quelques combinaisons nouvelles et non multiples d'autres connues; ce qui était d'ailleurs très facile h trouver, comme les suivantes, données aussi par Frcniclc et dans lesquelles les termes n'ont aucune commune mesure :
Il ne lui convient donc pas de se vanter d'avoir prouvé ses forces dans des choses aussi insignifiantes, qui mériteraient à peine quelque éloge à de petits enfants, ou du moins il n'a pas à les faire prendre pour un effort gigantesque.
Au reste, il me parait avoir reculé devant la solution de ces problèmes où il n'y a aucune ambiguïté sur la nature des nombres entiers ou fractionnaires, comme : Diviser un nombre cube donné en deux cubes rationeb, et Diviser un nombre, somme de deux cubes, comme 28, en deux autres'cubes rationels, problèmes où il est assez clair qu'on ne peut toujours satisfaire à la question en nombres entiers, oii il faut donc aussi employer les fractions.
Voilà, très noble Seigneur, ce qui m'est venu h l'esprit au sujet des solutions données par Wallis aux questions numériques de Fermat; voilà ce que j'en pense, mais que je n'aurais jamais entrepris d'exposer, si je n'avais pas voulu obéir à vos ordres, auxquels vous me trouverez toujours absolument préparé. Je vous salue.
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LETTRE XXVH.
VicoMTK îîiioi-.NCiimi A KE.\Er,M ^hr.r.Y.
Sir, il y :i environ quinze jours ou trois semaines que j'ai reçu i;i lettre du 6 février, dont vous vous êtes plu à m'honorer, et pour litquello je vous remercie très humblement. Et hier j*ai eu votre lettre du 20/10 février iGSSjy au D' Wallis, dont, avec la liherté que vous me donnez, j'ai pris connaissance en même temps que de celle de M. Frenicle qu'elle renferme. J'ai appris de la sorte que vous n'aviez pas encore reçu la dernière lettre du D'' Wallis, écrite, je crois, très peu de temps après la mienne, qui a eu la bonne fortune d'arriver entre vos mains; cependant à l'absence de M. White, le D'' Farrar s'était chargé de vous faire sûrement parvenir cette lettre du D'' Wallis.
Autrement je suis assuré que M. Frenicle aurait omis au moins la plus grande partie de ce qu'il lui a plu de dire dans ses deux écrits ; car cette lettre vous présente une méthode bien aisée, claire et certaine pour la solution en entiers du problème en question ; car, quoiqut^ W. Frenicle se plaise à dire : « Puisque dans l'opuscule latin de Frenicle ces carrés sont donnés pour chaque nombre non carré jusqu'à i5o, qu'il poursuive jusqu'à 200, ou, s'il n'a pas le loisir de pousser aussi loin, que le clarissime savant s'exerce seulement sur le suivant i5i; je ne parle pas de 3i3, qui peut-être serait au-dessus de ses forces; autrement, etc. », dans l'espace d'une heure ou deux au plus ce matin, en employant la méthode exposée dans cette Lettre, j'ai trouvé que
3i3 X 7]7oG85'— i--'i3(i^6a3(i8\ et ensuite que
3i3 X (2 X7J70tiS5x iat>8633t)8)" ,
c'est-à-dire
3[3x j8i938oi58564ilio + ! ~ 32jS8i2o82yi34«;Î9 , ce que je crois pouvoir me contenter de vous écrire, afin que il. Pre-
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nicle puisse savoir par là qu'il ne manque rien pour la parfaite solution de ce problème. Il ne me reste maintenant, noble Sir, qu'à vous assurer que mon père et ma mère ne peuvent pas, qu'aucun autre ne peuf qlus vous honorer et vous estimer, ou ètru plus lier de votre amitié que ne le fait celui qui est.
Sir, votre très humble et très fidèle serviteur,
Bjioukcker.
13/23 mars 1657/8.
LETTRE XXVIII
John Wallib \ Keselm Bigbï.
Très illustre Seigneur, j'avais déjà répondu à la Lettre en date du 6 février, dont vous m'avez honoré, et en même temps à celle de Frenicle qui s'y trouvait renfermée, avant de recevoir les suivantes du 20/10 février, qui m'arrivent à cette heure- Je reconnais en même temps et à mon grand regret que, lorsque vous avez envoyé ces dernières, vous n'aviez pas encore reçu celle que je vous avais adressée en date du 26 décembre. Si M. Frenicle l'avait vue, il n'aurait certainement pas écrit, sinon sa première lettre, au moins sa dernière, ou en tout cas la plus grande partie de celle-ci.
En ce qui regarde le problème de M. Fermât, sur les carrés en nombre infini, dont le produit par un non-carré est inférieur d'une unité à un carré, et quant au théorème préliminaire, nous avons et démontré le théorème et résolu le problème; tous les deux étaient proposés, du moins à nous; je ne sais pas s'ils l'ont été de même à Frenicle, mais il n'a pas à me reprocher d'avoir traité ce théorème hors de propos. En tout cas, nous avons résolu le tout, non seulement en fractions, mais aussi en entîers. Une fois, en effet, que Fermât a eu précisé sa question, en la bornant aux entiers, nous avons enseigné à séparer ceux-ci des nombres fractionnaires, et nous avons fait tout ce que réclame aujourd'hui Frenicle; ce qu'il ne niera plus, une fois qu'il aura vu cette lettre du 26 décembre. Nous n'avons pas donné
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seulement les règles, ce qui pourtant eût sufïî, mais nous en avons aussi montré l'application, non pas à la vérité sur les nombres 6i, 109, 127, qui avaient été, ce semble, proposés à Frenicle, mais bien sur d'autres qui ne sont en rien plus faciles, 109, 149. 433, que Fermât nous avait proposés. Lord vicomte Brouncker vient également d'appliquer ces règles au nombre 3i3, que Frenicle nous a propose comme insurmontable. On le fera avec autant de facilité pour i5r et pour tout autre. Frenicle ne doutera plus, quand il aura reçu la lettre ci-dessus mentionnée, que nous ne soyons parfaitement maîtres de toute difRculfé là-dessus.
Quand il avance que, pour fournir diverses combinaisons de cubes, par couples dont les sommes fussent égales, je me suis borné à multiplier ou à diviser par un même nombre quelques autres combinaisons de ce genre, il dit une chose qui est parfaitement vraie, mais il n'a pas à me la reprocher, puisque lui-même m'a précédé dans cette voie. Voici, en effet, les nombres qui m'étaient communiqués comme venant de lui.
Il est clair que les nombres des combinaisons 3 et 4 ne sont autre chose que des équimultiples de ceux des combinaisons i et 2. Si Frenicle n'ignore pas que la chose est facile, il ne voudra pas, je l'espère, prétendre que je ne pouvais le savoir. Si l'on connaît de fait une seule combinaison de ce genre, déduite de l'inspection de la Table des cubes, ou choisie parmi celles que Frenicle a indiquées, ou enfin obtenue de quelque autre manière, il est certain que l'on pourra immédiatement en fournir une. infinité. Que l'on ait, en effet, par exemple.
4io4^
gî-i- iS^—l'-h l6\
i8'-)-ao3— 2'-i-a43,
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on aura aussi
quel que soit le cube e*, entier ou fractionnaire. De même, si un cube quelconque peut être partagé en deux autres, un cube donné arbitraire pourra l'être également; car si, par exemple,
on aura
J'ajoute qu'il en est de même pour la question que j'ai proposée. Ainsi, par exemple, i6 et 25, ajoutés chacun à ses parties aliquotes, donnent des sommes égales; il en sera dès lors de même de i&e^ et de 25e^ quel que soit e^, pourvu que, d'une part, e^ et i6, de l'autre, eet 20, soient des nombres premiers entre eux; chose que, j'en suis persuadé, M. Frenicle sait parfaitement.
Quant à la faute de calcul qu'il signale, je la reconnais; je l'avais déjà remarquée depuis longtemps et corrigée sur ma minute; si elle ne l'a pas été sur la lettre même, il n'y a là qu'un lapsus dû à la trop grande précipitation de ma plume, et n'imporjte qui peut te corriger d'après le contexte. S'il en trouve d'autres pareils, j'espère qu'il les excusera de même, à charge de revanche. Car il a commis une semblable erreur, si je ne me trompe, page 4 de son Inquisitio. Pour le second cube, il met 633 359 ^" ^'^^ ^^ 655359 pour le compte des parties aliquotes. Or là le lecteur n'est pas averti par le sens de la phrase, et l'erreur ne peut être remarquée que par quelqu'un qui sache calculer les parties aliquotes d'un grand nombre et reprenne l'opération dès le début.
Enfin, pour le problème de Fermât, du nombre cube qui, ajouté à la somme de ses parties aliquotes, fait un carré, je l'ai débrouillé dans ma dernière lettre en date du 4 mars ; votre très noble Correspondant n'a donc plus à insister sur ce sujet. Pour que d'ailleurs il ne me reproche pas encore de donner seulement les méthodes, et non des nombres qui, au moins, soient différents des siens, j'ai mis ci-dessous
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six cubes tels que, ajoutés chacun avec leurs parties aliquotes, ils
donnent des carrés :
Racines des cubas. Racines des cari-éE.
3x3x5xi3x 17x31x41x191 a"x3'x5'X7xi3xi7X39'x37
ax3x5x7Xi3xi7x3ix4'xi9i 2"x3'x5=x7Xi3x 17x29^x37
3'x5xiixi3xr7x3ixïlixi9i a'>x3"x5 X7Xiixi3xi7X29=x37x6i
3'x5x7xiixi3xr7x3ix',ixi9i 3"x3'x5'x7Xiixr3x i7X39'x37x6i
17x31x47x191 a"'x3'xiïxi3xr7X39x37
J'ajoute que le second et le quatrième de ces cubes satisfont à la question des deux cubes posée par Frenicle, au bas de la page 3 de son Inquisitio.
Ce que je pense des recherches de ce genre sur les nombres, je l'ai déjà dit, et je ne répète pas à quel point c'est malgré moi que je m'y laisse entraîner. C'est là, il est vrai, une excuse que je ne devais pas invoquer quand il s'agissait de satisfaire aux sollicitations pressantes de deux clarissimes savants, et, avant tout, d'exécuter vos oi'dres. Mais cependant, si je puis le dire sans les blesser, je ne vois pas ce qui pourrait mieux profiter réellement à la Science que l'exposé méthodique qu'ils pourraient faire au monde savant de ce qu'ils regardent comme leur appartenant en propre, plutôt que de proposer à d'autres, ainsi qu'ils l'ont fait, de trouver à nouveau ce qu'ils pensent avoir inventé; ils ne retireraient pas moins de gloire d'une façon que de l'autre. Je vous salue, très noble Seigneur, et je vous prie de continuer à accorder vos faveurs à
Votre très humble et très obéissant serviteur,
John Walijs.
Oxford, !5/25 mars 1607/8.
Sir, je vous demande la permission d'ajouter un mot. Nous avons pensé k publier toute cette Correspondance que nous venons d'avoir en France, si toutefois vous donnez votre approbation à cette idée et
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si vous la croyez bonne (l'avance prise sui" nous par M. Frenicle nous fait juger la chose nécessaire); toutefois, il peut convenir d'omettre dans vos lettres un ou deux passages, où vous établissez une comparaison entre ... et ..., et dont je ne sais pas si vous ne regretteriez pas la publication. Si vous voulez bien m'honorer de vos ordres, j'aurai soin de m'y conformer exactement.
LETTRE XXIX
Wallis a Vicomte Brouscker.
II y a quatre jours, très illustre Seigneur, que je vous ai envoyé une réponse à la seconde lettre de M. Frenicle ; j'ai écrit cette réponse à la hâte après dîner le jour même où j'ai reçu la lettre, le courrier devant partir dès le lendemain matin; je n'ai donc eu le temps de vous rien dire à ce sujet. A quel point M. Frenicle épluche, rabaisse, raille et méprise tout ce qui vient de nous, vous n'avez pas besoin qu'on vous le fasse remarquer, et qu'il le fasse d'ailleurs sans motif, vous le savez très bien. Faut-il l'attribuer au caractère de l'homme ou à celui de sa nation, je ne le rechercherai pas; je pense même qu'il est préférable de ne pas faire attention à ce qui regarde ses procédés; car aux yeux des hommes sérieux, au moins en Mathématiques, tout cela n'a aucune signification, et tout cela s'évanouira, de son propre aveu, dès qu'il aura vu nos lettres précédentes, si du moins vous avez transmis celle que je vous ai adressée le 20 janvier, et qui développe amplement l'appendice de celle du 17 décembre.
Vous vous souvenez, je pense, de la chaleur qu'il a mise, dans sa première lettre, à repousser notre réponse aux deux premières questions de Fermât; il soutenait qu'en indiquant Vunàé, je ne donnais ni un carré ni un cube. Vous pouvez donc voir combien il est peu d'accord avec lui-même, quand dans sa seconde lettre, comme s'il avait oublié sa cavillation, il donne à son tour l'unité comme un cube, puis comme un carré, une et deux fois.
Vous n'ignorez pas non plus avec quelle confiance il se persuade
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que nous n'avons pu, que nous ne pouvons encore résoudre à sonsens ni ces deux questions de Fermât, ni même la troisième; comment il nous insulte en vérité, triomphant de nous et s'en jouant comme d'en- Cants.
Mais vous savez aussi combien vaine est cette confiance, puisque nous avons satisfait, même à son sens, à toutes ces questions. Pour ma part, j'attendrai en silence qu'il sonne sa retraite, quand il aura reconnu qu'il a sonné la marche triomphale avant la victoire. Cependant vous pourrez ajouter à ma dernière lettre, si vous ne l'avez pas encore expédiée, ces deux nombres qu'il demande, dans le cas où votre lettre antérieure se serait perdue par quelque hasard :
3i3 X 1 819 38o i58 564 160' + 1 — Sa 188 1 30 i^^'iV^^' ,
Mais vous pouvez voir que les soupçons du clarissime savant ne se rapportent pas seulement aux questions de Fermât, mais aussi aux nôtres. Il désire absolument savoir ce que j'ose affirmer sur le problème que j'ai proposé en passant, des deux carrés qui, étant ajoutés chacun avec ses parties aliquotes, font la même somme; il nous croit peut-être assez peu dégrossis pour ne pas comprendre nos propres questions. 11 ne fait pas seulement cette réclamation dans sa première lettre, mais il y revient par l'intermédiaire du très noble Digby. Vous voyez ce que j'ai dit là-dessuS, quoique je pense qu'il est à la charge de celui qui résout le problème, de déterminer si la question est susceptible ou non de l'être; mais comme il m'interrogeait là-dessus, j'ai répondu qu'elle est soluble; j'ajouterai même, s'il le veut, qu'elle est soluhle à son sens. De plus j'ai montré que non seulement 16 et 25, nombres que j'avais donnés, satisfont à la question, mais qu'il en est de même des équimultipies de ces nombres par un carré quelconque premier avec chacun d'eux, comme, par exemple, 16 x 9 et 25 x 9, ou encore 16 x 49 et 25 x 49. '^'-c.
Il répondra peut-être que cette solution n'est pas légitime et ne
convient pas à un homme de scienc(;. Mais pourquoi cela? Parce qu'elle est facile et qu'elle revient simplement à multiplier par 2, 3 ou quelqu'autre nombre, etc. Mais un problème n'en est pas moins résolu, pour être facilement résolu. Il dit qu'étant donné le triangle rectangle 3, 4. 5 (c'est-à-dire un triangle dont les côtés soient respectivement proportionels aux nombres 3, 4. 5), si l'on en demandait un autre pareil (entendant dont les côtés fussent exprimables en nombres rationels), il ne suffirait pas de fournir le multiple 6, 8, ro : peut-être bien, car alors ce ne serait pas un triangle d'espèce différente, mais bien identique, puisque si les côtés sont respectivement proportionels aux nombres 3, 4. S. ils le sont également à 6, 8, to, etc. : cependant si, étant donnés les trois nombres 3, 4, 5, dans lesquels le carré de l'un est égal à la somme des deux autres, on en demandait d'autres pareils, on répondrait très bien et tout a fait en mathématicien, que les doubles, les triples, les quadruples et les autres équimultiplcs quelconques de ces nombres ont la même propriété; car on ne peut nier que ce ne soient là à'autres nombres. Et celui qui ne voudrait pas de cette réponse devrait l'exclure par une condition expresse, ou autrement on le regarderait comme ayant proposé sa question d'une façon imparfaite et peu exactement; car les problèmes mathématiques sont de droit strict, comme le sait bien le clarissime savant. Il est certain qu'au contraire celui qui saisit la possibilité d'une réponse aisée ne doit pas être accusé de l'avoir fait; il faudrait plutôt le traiter do peu clairvoyant, s'il ne le faisait pas. Et en vérité, si le elarissimo savant ne reconnaît pas la vérité de ce que je dis, je ne puis que m'étonner de sa subtilité. Quant à moi, s'il avait ainsi répondu à mon problème, comme je n'avais pas exclu cette réponse, je serais si loin de ne pas la considérer comme satisfaisante, qu'au contraire j'attribuerais à une simple inadvertance qu'il ne la fit pas. C'est absolument comme si, à qui demanderait un nombre divisible par 2 et par 3, il donnait 126, rSa, en négligeants et 12.
Mais si vous me demandiez vous-même s'il n'y a pas encore d'autres carrés, on dehors de 16, aS et leurs équimultlples, qui jouissent de la
même propriété, je vous répondrais ouvertement, très illustre Seigneur, et même si vous jugez bon de ne pas le tenir plus longtemps dans l'incertitude, je ne refuse nullement que vous informiez Frenicle qu'il y en a encore d'autres et en très grand nombre, en sorte que je ne suis nullement tenu de les donner. Mais, pour ne pas paraître dire cela sans preuve, j'ajoute que les carrés des nombres 8 x 3 x 37 et 2 X 19 X 29, ajoutés chacun à ses parties aliquotes, font la même somme; ce qui sera de même également vrai pour leurs multiples par un carré quelconque premier avec chacun d'eus.
Racines des eari'és. Som.no ilos oarrûs et île leurs parliûs.
8x 3x37, i27Xi3x 3 x 7 x 67,
3 X 4x II x 19X 37, i3 x 3i X 7 X 19 X 3 x 127 x 3 x 7 x 67, 7 X 8 x 29 X 67, 3 X 19 X 137 X i3 X 67 X 3x7x7x31.
Si Frenicle se plaint encore que ces carrés ne soient pas deux à deux premiers entre eux, je ne vois pas ce que cela peut faire pour la question dont il s'agit, en tant qu'ils ne sont pas équimultiples de 16 et 25, et ce sont, je crois, les seuls qu'il prétendait exclure; mais en voici deux autres, premiers entre eux :
Deux autres encore, premiers de même entre eux :
(3x5x11X19x37)% i3 x 3i x 7 x 19 x 3x127x3x7x67, (7x8x29x67)% 3xi9Xia7Xi3x67X 3x7X7x3i.
Si, en dehors de ceux-là et de leurs multiples (comme je l'ai dit), on en désire encore d'autres, on peut les chercher à peu près par la même méthode (^mutatis mutandù) que celle que j'ai employée pour rechercher un cube qui, ajouté à ses parties aliquotes, fit un carré. Si
jamais ceci tombe sous les yeux de Frenicle, il donnera, je crois, son
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assentiment et à l'avenir, ses jugements seront plus réservés; il ni^ pensera plus que ce qui lui appartient soit tellement à lui que d'autres ne puissent y parvenir; c'est ainsi que, si je no me trompe, Fermât a déjà reconnu ce qui en est.
Quant à ce qui regarde ces deux très nobles savants, Format et Frenicle, et les relations que nous avons jusqu'ici eues avec eux, relations dans lesquelles leur première attente a sans doute été trompée, ils me paraissent, autant que j'en puis juger par leurs lettres, d'un caractère opposé. Pardonnez-moi, si je vous exprime librement ma pensée, confiant dans votre indulgence accoutumée. Je ci'ois Frenicle plus adonné à l'Arithmétique, recherchant les questions particulières (qui ne se ramènent que très difficilement ou même ne peuvent se ramener à une équation universelle, embrassant fous les différents cas), et spécialement celles qui concernent les parties aliquotes ; aussi a-t-il laissé sans y toucher tout ce que nous avons fait en Géométrie. Fermât au contraire n'est pas moins habitué aux questions géométriques; il recherche des règles générales ou des théorèmes universels; et peut-être reconnaîtrait-il plus volontiers le mérite d'un adversaire. Peut-être l'un a davantage la gravité des Espagnols, dont il est voisin, l'autre la vivacité française. Je reconnais volontiers la pénétration de leur esprit et leur haute valeur; cependant (quoi qu'on puisse penser de moi), je ne crois pas qu'ils aient à dédaigner notre nation, si ce n'est en ce que nous serions moins fanfarons.
Vous voyez, très insigne Seigneur, avec quelle liberté j'en use avec vous, grâce à votre bonté qui me le permet. Mais il ne faut pas que cette liberté semble dégénérer en une trop grande licence, et je cesserai de vous importuner plus longtemps, quand j'aurai fait profession d'être.
Très illustre Seigneur,
Votre très humble, très obéissant et très respectueux
Joiix Wallis.
Oxford, J9/29 mars ifi.'ijS.
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LETTRE XXX
Vico.MTK Brouncker a John Wallis.
Sir, If!s paj^iicrs que je vous adresse ci-joiiit m'ont été envoyéH. depuis un jour, par le D'"Scarbrough. J'imagine, à les voir, que M. Frcnicleachez lui une grande Table de nombres (carrés, cubes, etc.) avec la décomposition en facteurs premiers de la somme de chacun d'eux et de ses parties aliquotes; ce qui lui rend aisées de pareilles solutions, presque à la simple inspection, en suivant d'ailleurs la méthode que vous avez dernièrement indiquée pour résoudre ces problèmes et qui est universellement applicable à tous ceux de même nature. Mes hommages à votre femme, et soyez bien assuré que je suis,
Sir, votre très fidèle ami et humble serviteur.
LETTRE XXXI
rilEMCl.E A ReNEIJI Dl(i!iY,
Voici, comme vous me l'avez demandé, très honoré Chevalier, quelques solutions du problème du clarissime savant Wallis; il n'y a pas là toutes celles qui se sont présentées à moi, car elles sont si nombreuses que je ne serais pas paiTenu h les écrire. Pour plus de brièveté, j'avais jugé à propos de réduire le calcul à peu de nombres qui devaient me les fournir; mais de ce peu de nombres j'ai vu sortir tant de solutions si variées que j'ai été obligé d'y mettre une borne, car les premières en faisaient naître toujours de nouvelles, indéfiniment diversifiées; de la sorte, je n'ai pu, en aussi peu de temps, les ranger dans l'ordre que je m'étais proposé, ce que je ferai, avec l'aide de Dieu, au premier jour.
Voici quel était le problème : Trouver deux carrés, tels que chacun
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d'eux, ajouté avec toutes ses parties alitjuotes, fasse une même somme. Comme exemple étaient donnés les carrés i6 et 23, dont chacun, ajouté à ses parties alîquotes, fait 3i, On en demande d'autres semblables.
Ainsi on ne demande qu'un eouple d'autres carres, ee qui ne présente évidemment aucune difficulté, si, pour ce problème, on admet les carrés multiples. OrWallis n'aurait pas, pour lui. le droit de les refuser, puisque pour un certain problème de M. Fermât, relatif h un nombre, somme de deux cubes, à décomposer en deux autres cubes (comme 1729, somme des deux cubes i et 1728, peut être décomposé en deux autres cubes 729 et 1000); puisque, dis-je, pour la solution de ce problème très facile, il s'est contente de fournir des multiples de nombres communiqués.
Voici donc une l'ègle qui permettra de résoudre facilement le problème de M. Wallis. Qu'on multiplie les carrés iG et iS par un autre carré quelconque impair et non divisible par 5; on aura deux nouveaux carrés satisfaisant à la question. Ainsi les carrés des nombres 12 et 1 5, 2^ et 35, 36 et 45, /j'i et 55, 52 et 65, etc.. forment des solutions. Qu'on ajoute, en effet, à ses parties aliquotcs chacun des carrés i44 6t 225, on a pour somme 4o3, Les carrés 7S4 ei 1225 font, de même, X767. Les carrés 1296 et 2025 feront, toujours chacun avec les parties aliquotes, la somme 3751; et ainsi des autres. Mais cette solution est indigne d'un mathématicien, et la question, entendue dans ce sens, est telle qu'elle n'aurait pas dû être proposée. Il faut donc croire que, dans son problème, M. Wallis a eu une autre intention, et qu'il s'attend à une autre solution, sans pouvoir consentira celle-ci.
Supposons donc le problème proposé comme suit : Trouver deux carrés premiers entre eux, tels que chacun d'eux, ajouté avec ses parties aliquotes, fasse une même somme.
Voici maintenant les côtés de carrés satisfaisant à la question. Si, en effet, on ajoute à ses parties le carré du nombre 326, on a pour somme 187 i3t; de même, le carré du nombre 407, ajouté ii ses
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parties, donne la même somme 187 [3i. Après les six premiersi coupies, cette somme est donnée par ses facteurs.
[N. B. — Il a paru désirable, pour la commodité du lecteur, de résoudre en leurs facteurs les nombres composés donnés par Frenicle, et, en même temps, de faire disparaître quelques fautes; on pourra ainsi, plus aisément, se rendre compte de tout le procédé et en examiner l'application .]
(■= ^. 7. ig. 37. 61. 73. 3(17)
i5io iii4o8
= 2-5-i5i) ,1980801 (=■>.'. 3. 11. su) 7' i3«
[809 (=3.7i.3i.ioij3) i83 169 3, [9, 3i, 37, ^O: 73, '*>9
14001 (^- 3. 7. 13.37. fil. 499) 507419 9, 49, ()7, 73, 36i, 3fi7
= 3.13.359) l--= ii.ifi3.:i83)
10686 7'i4 tJ2
= s-3.i3.i37) 3i48ri8a7i (= 2^3- ii -i3.2ii) 3' 13'
(7351 (-3. 75. [3. 37. 61. 73) n939.l1 7,9,19, 31,37, 6[.i'J7,iti9
ôtéf. des caiTds.
Som
= ii.37)
\^sui\'aient ici ij autres paires de carrés.^
On peut trouver davantage de couples de carrés, mais il vaut mieux passer à autre chose; car on peut obtenir la même somme en ajoutant à leurs parties, non seulement des carrés pris deux à deux, mais aussi des carrés pris'trois à trois, quatre à quatre, cinq à cinq, sixàsix, etc. et d'ailleurs premiers entre- eux. J'appelle premiers entre eux des carrés pris trois à trois, quatre h quatre, etc., quand aucun nombre
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lie peut les diviser tous. Ainsi les carrés 9, 16, 23j, 324 seront dits premiers entre eux, parce qu'il n'y a aucune mesure commune" aux quatre, quoiqu'il y en ait trois qui aient 9 comme commune mesure.
Jssemhlages de tmù ciirrés.
Côtés dos oan'és. Sommo,
245828 (=2'. II. 37.15]) I33i5i733i33 (=3^7^19.31.67.1093) 294867 (=33.67.163) 307 î85 (= 5.11.37.151)
Côtés des carrés. Sommi!.
589734 (— -2. 3>. 67.163) 34 486 3o4 061 447 [nombre iiiexafit, auquel
G14 J70 (=2.5.11.37.151) il faut substituer
\suivaient 26 autres groupes de 3 carrés.]
Il me reste encore bien d'autres assemblages de trois carrés satisfaisant à la question et que j'ai bien trouvés, mais que le dél'aut de temps ne m'a pas permis de ranger de façon, très noble Seigneur, à vous les présenter; de même, pour les assemblages de quatre, cinq, six, etc., que vous recevrez, quand ils seront prêts, avec ceux de trois précités; cependant, pour vous donner au moins un ou deux exemples de co que je vous promets, je mettrai ceux-ci en attendant les autres.
Assemblages de quatre carrés.
Côtés des cari'és.
(2^.7,107 =) 29960 Somme : 20421 219 = 3.7.13. 19.31 . 1-27 (22.3.11,19=) 23o8 {suivaient trois autres assemblages peu-
(3 .5.11.19=) 3'35 quatre.'\
Assemblages par cinq.
i39 9i4 38i7,o (=2. 3. 5. 11. 13. 19. 83. [37.150 165476277890 (=2. S. 7.11.47. 107.151. 283) 167186334770 (=2. 5. 7. 13.83. 107. 137. i5i) 198242772631 (= 3'. 7. II, 47. 67. 107. 283) 200291443443 (=3^7-l3■67■83.I07.I37) Somme 13.27.31.37.61.73. 127.361 .367. [093.2.^01
( 1 1 Frciiiclc avait donne, par faute do co|"iie, ■'■!i)6.
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Asscmlilniie
;g '188991 i3o (=a.3.i.ii.i<).29.47-'i7-i39)
ii.3.ii.i3.T9.37.i<ji.3J
95o73ao6 3io (= 2.5.7.29.47.67.107.139)
98813140244 (= à*. 7. 13.37. 107. 191. 359) 103397595015 (=3.5.11.13.19.37.191.359) i23 5i6 4'j5 3oJ {=^ 5.7.13.37.107.191.35^) Somme 19. '27. 37.(11. G;. (37.499.961 .2197.2401
Voici d'autres assemblages de carrés par deux, trois, etc.
\suwaient ici de nombreux assemblages de carrés envoyés plus tard, à savoir : par deux, 6; par trois, S2; par quatre, 20; par cinq, 3; par six, 5 ; puis, par deux, 5 ; par trois, 5 ; par quatre, 7 ; par cinq, 3 ; par six, 6 ; par sept, 4 ; paf huit, 1 ; par neuf, i ; puis, par cinq, i ; par six, 3 ; par sept, 2 ; par huit, 2 ; par neuf, 3 ; par dix, 2 ; par onze, i ; par douze, 2 ; par treize, 2 ; par quatorze, i ; par quinze, j ; par dixneuf, 1 . 3' ai cru sans intérêt de les reproduire tous, pour ne pas remplir plusieurs feuilles de nombres ; cependant, j'en ai relevé le compte, pour ne pas paraître vouloir faire tort à l'auteur.^
\Il s'est d'ailleurs, dans la Lettre XIJII, excusé sur la hâte de son travail de nombreuses fautes de calcul ou de plume, qui se sont glissées dans ses chiffres; cette excuse est d'autant plus valable qu'une partie de ces fautes peut être du fait du copiste. Remarquons toutefois que Frenicle s'est écarté de la règle qu'il nous avait proposée, à savoir que les carrés fussent premiers entre eux. Cela n'a pas lieu pour les siens; quand, par exemple, il propose un groupe de six carrés, il regarde comme suffisajit qu'aucun même nombre ne divise tous les six, tandis qu il n y aura pas un seul couple de deux carrés premiers entre eux (ainsi qu'on le reconnaîtra immédiatement et comme lui-même l'avoue) ; c'est de la sorte qu'il a pu donner autant de groupes. En ce qui me concerne, dans mes solutions de la Lettre XXIX, pour composer les racines des carrés, je n'ai employé que les nombres premiers inférieurs à roo, jugeant inutile d'aller plus loin; et, dans ces limites, il n'y a pas d'autres combinaisons que celles que j'ai données. Toutes celles que Frenicle a données, ainsi que je l'ai vérifié.
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comprennent au moins un facteur premier supérieur à loo et pouvant aller jusqu'à prés de 5oo {comme si pour des nombres inférieurs la combinaison était impossible). C'est ainsi qu'il a pu fournir autant de solutions. ]
LETTlîn: XXXII.
.louN Wali.is a Vicomte Bhoum:ri;li.
Vous avez eu la bonté de m'envoyer et j'ai reçu la semaine dernière, très illustre Seigneur, les solutions données par Frenicle au problème que j'avais jadis proposé sur les deux carrés qui font la même somme par l'addition avec leurs parties aliquotes. Je vois par là que le très noble savant a non seulement résolu cette question, mais qu'il y a pris beaucoup plus d'intérêt que je n'avais fait moi-même.
Sa première solution est la même que ma première; car un carré impair non divisible par 5 est exactement la même chose qu'un carré qui soit à la fois premier avec i6 et avec 25.
Quant aux autres solutions, je crois qu'elles ont absolument la même origine que les miennes, qu'elles ont été trouvées par une méthode tout k fait semblable ou du moins à peine meilleure.
Si ces solutions sont si nombreuses, il ne faut guère s'en étonner, du moment où il a jugé l'affaire digne de ses peines. Car si je ne me trompe, et comme vous le pensez aussi, il doit avoir à sa disposition une Table suffisamment étendue donnant jusqu'à peut-être 5oo ou même au delà les carrés, cubes (peut-être même d'autres puissances) des nombres premiers, avec la décomposition en facteurs de la somme de chacun et de ses parties aliquotes; de la sorte il est facile, de la manière que j'ai indiquée, d'obtenir un certain nombre de solutions. Qu'après en avoir trouvé suffisamment, une personne aussi sagace puisse, en les combinant, transformant et mêlant ensemble de diverses façons, en déduire beaucoup d'autres, on ne peut en douter, dès que l'on sait de combien de manières on peut transposer sept ou huit lettres ou changer les rangs d'autant de cloches. Quoi qu'il en soit, je
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suis convaincu que la découverte do ce mystère, qui nous apparLient, et d'où, avec ces problèmes, en découlent une infinité d'autres, ne sera pas moins agréable aux mathématiciens que ne le serait, sans l'indication de la métbode, l'énoncé de mille nombres de la sorte.
Au reste, je n'ai jamais pensé que Frenicle ne résoudrait pas cette question que j'avais proposée d'ailleurs à un autre que lui. Puisqu'il avait dès longtemps résolu celles de Fermât, il n'était pas douteux qu'il ne réussit aussi faciteinenf sur la mienne, qui dépendait du même principe.
En tout cas, j'aurais préféré qu'il se fût au moins épargné la peine de former en nombres les racines des carrés par la multiplication successive des facteurs qu'il a évidemment trouvés tout d'abord; car il aurait été d'autant plus facile d'examiner, si on l'eût voulu, les nombres qu'il a donnés, ce qui ne peut maintenant se faire qu'en détruisant son travail; mais je ne m'embarrasserai pas de cet examen, qui n'est pas si important. Peut-être a-t-il craint que, s'il avait exposé la cbose aussi simplement, j'en eusse conclu sa méthode qu'il croyait que j'ignorais.
D'autre part il lui a plu de changer la question que j'avais proposée, en introduisant la condition que les carrés à donner soient premiers entre eux. Il a voulu ainsi éviter qu'on eût la grande facilité de donner les multiples de i6 et 23, qui satisfont à la question, par un carré quelconque premier avec l'un et l'autre. Je ne regrette pas absolument cette condition, mais j'ai deux motifs pour ne pas la regarder comme tout à fait nécessaire. En premier lieu, la limitation dont il s'agit exclut plus de carrés qu'il ne faut, car il est clair que, même étant connus 16 et aS comme satisfaisant à la question, il y a beaucoup d'autres carrés, même non premiers entre eux, dont la recherche n'est en rien facilitée par cette connaissance ou même par celle d'autres carrés premiers entre eux. Ainsi je le fais juge s'il est en rien plus facile de trouver 8 x 3 x 37 et 2 x 19 x 2g ou bien 3 X 4 X 1 1 X 19 X 37 et 7 X 8 X 29 X 67 que j'ai donnés, quoiqu'ils ne soient pas premiers entre eux, que s'ils l'étaient. En second lieu.
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quoique la chose soit facile pour Frenicle (en tant qu'il sait qu'un nombre formé de deux ou plusieurs nombres premiers entre eux, si on l'ajoute à ses parties aliquotes, donne une somme égale au produit de ces nombres premiers entre eux. augmentés chacun de ses parties aliquotes; ce qui est le principal mystère dans les questions de ce genre), celui qui ignore ce principe n'aura pas plus de facilité pour reconnaître, comme propres a la question, les équimultiples des nombres donnés plutôt que d'autres carrés premiers entre eux; au contraire, celui qui connaît le principe n'aura pas beaucoup plus de facilité pour trouver la méthode de recherche applicable aux autres carrés premiers entre eux.
Enfin il donne non seulement des assemblages par deux, mais par trois, quatre, cinq, etc. Mais le très noble savant sait très bien que, à part la peine du calcul, il n'y a là rien de nouveau par rapport à la question que j'ai proposée; les assemblages de trois, quatre, etc., voire même de cent, se trouvent en effet par la même méthode absolument que ceux de deux; et même, dans le petit nombre de ceux que j'ai indiqués, il trouvera trois carrés remplissant la condition dont il s'agit; savoir ceux de 3 x 4 X 1 1 X 19 x 37, de 3 x 5 x ii x 19 x Sy et de 7 X 8 X 29 X 67, puisque chacun d'eux, ajouté à ses parties aliquotes. donne comme somme
3xax7X7Xi3xi9x3]xG7X 127.
Il n'y aurait non plus rien de nouveau si ce que j'ai proposé pour les carrés l'eût été pour les cubes, bicarrés, etc.; si ce que j'ai proposé pour l'égalité des sommes l'eût été pour leur relation dans un rapport donné (possible). Dans des cas de ce genre, le calcul peut être plus long avant que le but soit atteint, mais les solutions dépendent toujours du même principe, et sont à chercher toujours par le même procédé; ce que sait parfaitement notre si sagace Correspondant. Cela peut au reste s'appliquer aux autres questions de ce genre en nombre infini.
Il me reste encore à vous dire que je viens précisément de recevoir
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de Hollande une lettre que m'a écrite M. Schooten et que je crois devoir communiquer ii V. S. Après l'avoir lue, je suis absolument dans la croyance que la méthode dont s'est servie M. Frenicle pour la solution de la troisième question de Fermât (celle du carré dont le produit par un nombre donné non carré soit inférieur d'une unité à un carré) ne vaut pas celles qui ont été données d'ici, au moins la seconde. Je vois en effet qu'il a hésité sur le donné non carré 109, ce qui est clair même d'après son traité imprimé, où il dit que le carré qui se rapporte à ce nombre lui a été communiqué par M. Fermât; je vois aussi que cette méthode montrée, semble-t-il, h M. Huygens, lui a paru tellement pénible qu'il a reculé devant l'application; la nôtre au contraire est si commode qu'en très peu de temps elle peut fournir des nombres très considérables. Mais de fait je n'ai pas encore vu celte méthode de Frenicle, qu'il a jugé à propos de taire dans son Traité imprimé, et je n'en puis parler que par conjectures; je ne veux donc faire aucune affirmation téméraire. Quant à la lettre de Schooten, s'il plaît à V. S. qu'elle soit jointe aux nôtres lors de l'impression de celles-ci (ce qui me paraît intéressant et ce qu'il désire lui-même), je vous prie de me le faire savoir et m'empresserai d'accomplir, autant que possible, votre vœu, comme,
Très illustre Seigneur,
Votre très obéissant et très respectueux John Wallis.
LETTRE XXXIIT.
FRANgois Schooten s J. Walt.is.
Clarissime savant, l'exemplaire de la première partie de vos Œuvres mathématiques que vous m'avez destiné, en même temps qu'un autre pour Huygens, m'a été parfaitement remis par M. Thrommje; je vous en fais mes meilleurs remercîments, tandis que j'ai le chagrin de voir que mes Exercitationes ne vous ont pas été remises, quoique, au
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moment oii elles ont paru, j'en aie donné un exemplaire à l'imprimeur, qui devait l'envoyer à Londres avec d'autres et le faire de là parvenir à Oxford à votre adresse et en mon nom. Je suis très heureux d'apprendre qu'elles ne vous ont pas déplu, et que vous avez également apprécié ce que le très noble Huygens a ajouté à la fin sur les raisonnements dans le jeu de dés. Votre jugement à cet égard nous est, plus que mille autres, un clair garant que nous n'avons ni l'un ni l'autre mal employé nos efTorts en essayant soit de rétablir soit de pousser plus avant les Matbématiques, Mais surtout je suis charmé du mutuel accord qu'on peut immédiatement remarquer entre vos écrits et les miens, comme en autres choses sur ce que nous avons dit l'un et l'autre des progressions et où l'on dirait que nous nous étions communiqué nos pensées à l'avance.
Vous me parlez des questions de Fermât proposées l'année dernière à tous les mathématiciens de l'Europe, Voici ce qui m'est arrivé à ce sujet. Ce fut le 26 janvier de l'année passée que le très illustre M. Guillaume Boreel, député auprès du Roi de France Très Chrétien par les Provinces-Unies, envoya de Paris aux professeurs de Mathématiques de l'Académie de Leyde une lettre qui renfermait deux questions numériques avec ce titre (') :
« Deux problèmes mathématiques proposés, comme s'ils étaient insolubles, aux mathématiciens de France, d'Angleterre, de Hollande et du reste de l'Europe, envoyés le 3 janvier lâSy par M. de Fermât, Conseiller du Roi au Parlement de Toulouse, à M. Claude Martin de Laurendière, Docteur Médecin, et reçus par celui-ci le 21 janvier. »
« Premier problème. — Trouver un cube (voir page 3i i , lignes 21 à 35 ) ; . . . propriété. »
« Seco.nd problème. — - On demande (^voir page 3i 1, lignes 26 à 2y) .... un cube, »
Cette lettre fut reçue par M. Golius le 7 février, la veille du jour oii
(1) Foir la Pièce 79 de la Correspondance de Fermât, T. II, p, 33a.
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il devait déposer les fonctions de Recteur Magnifique; il l'ouvrit en ma présence seulement le 1 1 du même mois. J'y fis alors la réponse suivante et aussitôt après l'avoir communiquée à M. Golius, je l'adressai le 17 février audit M. Boreel à Paris, avec une lettre de transmission et deux problèmes sur le même sujet que je proposais en retour à M. Fermât (').
« Réponse aux questions proposées aux mathématiciens de toute l'Europe par M. de Fermât, Conseiller du Roi au Parlement de Toulouse, n
« Pour résoudre la première question, où il s'agit de trouver un nombre cube dont la somme avec les parties aliquotes fasse un carré, je cherche à parlir de l'unité 4, 7, 10, i3 ou davantage de nombres en proportion continue (en augmentant successivement de 3 leur nombre), tels que leur somme fasse un carré; le dernier des termes proportionels sera le cube demandé. Quant au second terme proportionel, je prends successivement les différents nombres premiers, en commençant par les plus faibles. »
« Puisque les proportionels
donnent comme somnie les nombres i5, 4o, i56, qui ne sont pas carrés, ayant pris pour seconds termes de ces séries les nombres premiers 2, 3, 5, je prends maintenant pour second terme le nombre premier 7 et j'ai les proportionels : 1.7. 49-343, dont la somme est 4oo, carré de côté 20. Je trouve ainsi que 343 est de tous le plus petit cube qui satisfasse à la question ; c'est d'ailleurs celui qui a été donné par M. de Fermât. Prenant ensuite toujours quatre proportionels différents, et employant successivement tous les nombres premiers de 2 à 97, je n'ai rencontré aucun autre carré que celui déjà indiqué; et j'ai reculé dès lors devant la poursuite de ces calculs, ne pouvant.
(1) La Lettre qui suit se trouve également publiée {en latin) dans le Tomo II des Œuvres i.-omplèics de Christ'uiwi Hujge/is fn" 377 de la Corresiio(idance).
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d'ailleurs reconnaître une voie plus abrégée pour paivenir sûrement au but (' ). >.
» Si l'on prend de même sept proportionels
I. ■>.. 4. 8. 16. 33, 04. , 1.3,9. 27. 8i. 343. 739., etc
les sommes 127, 109.3, etc. ne sont pas carrées; mais je n'ai pas eu If courage d'entreprendre de plus longues recherches sur 7 proportionels et la fatigue des calculs m'a de même empêché de les tenter sur 10, i3, 16 ou plus de proportionels. Mais je n'en ose pas moins juger que, quoique les cubes en question doivent être en nombre infini, à ce que je pense du moins, personne ne peut en trouver facilement au delà d'un certain nombre, comme 5 ou G, eu égard à la grande distance qui les sépare. »
« M. de Fermât reconnaîtra d'ailleurs que le moyen de trouver ainsi ces nombres est infaillible, dès qu'il saura que, pour déterminer les proportionels précités, je me sers des expressions analytiques a', a", a", a'^, etc., ou s'il s'agit de nombres ayant i5, 27, 39, /|8, 5i, 63, (»9 ou 7J etc. parties aliquotes,.je me sers, en outre des notations précédentes, de celles-ci : a^b^, a'b^, a^b^, a'b", a'^b^, a^b^c^ ou a''b*, a^b^ ou a'*è*, etc., comme pouvant être utiles pour cette affaire, c'està-dire pour représenter les nombres cubes à trouver. Mais, comme ces expressions indiquent, pour trouver les nombres cherchés, des calculs encore plus fastidieux, je ne crois guère que cette voie puisse être heureusement tentée. Mais je n'ajouterai rien, car, en dehors des moyens indiqués, il n'en existe pas pour trouver certainement ces nombres, à moins que M. de Fermât n'ait peut-être imaginé, pouj' établir les égalités, quelques abrégés qui pourraient diminuer singulièrement l'embarras de cet examen; il ferait certes, en les communiquant, une chose qui me serait très agréable. »
( I ) Los mots en ilalique sont indiqués comme à supprimor.
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" Dr même pour résoudre la seconde question, où on demande un carré tel que sa somme avec ses parties aliquotes fasse un cube, je cherche à partir de l'unité 3, 5, 7, 9. 11, i3, etc. ou davantage'(en augmentant toujours par 2) de nombres en proportion continue, tels que leur somme fasse un cube, et, pour second terme, j'essaye un nombre premier quelconque, comme il est indiqué par
Si, en effet, cette somme est un cube, le dernier proportîonel sera le carré cherché. Ainsi je me sers de a^, «% a^, a% a'", etc. pour trouver les nombres ayant 2, 4. 6, 8, 10 parties aliquotes, ou bien encore de «^&* pour ceux qui en ont 8, de a'&^ pour i4 parties, a^b"^ pour 20, a'h^ pour i(\, a-b-c'- ou a^b^ pour 26 parties, etc. Mais, comme ces dernières expressions correspondent à des modes de recherches de plus en plus difliciles pour ces carrés, j'ai peine à croire qu'elles puissent servir heureusement pour parvenir au but proposé. »
" En montrant l'existence de tous ces modes, par lesquels il est évident que l'on peut certainement obtenir les nombres cherchés, pourvu qu'on ne recule pas devant le travail d'examiner successivement, comme j'ai dit ci-dessus, tous les nombres premiers en commençant par les plus petits, j'espère avoir satisfait pleinement au désir du clarissime Fermât. »
« Écrit àLeyde, le 17 février 1607, par moi, François van Schootcn, professeur de Mathématiques à l'Académie de Leyde. »
Suivent (') deux problèmes du même genre, proposés en retour à M. de Fermât :
« Premier problèmil. — Trouver deux cubes dont la somme fasse un cube ou, s'il ne peut les obtenir, m,ontrer que le problème est impossible. »
" Deuxième problème. — Montrer si l'on peut, ou non, trouver d'autres nombres parfaits que ceux que fournit la méthode d'Euclide (IX, prop. dern.), c'est-à-dire la progression suivant la raison double. »
(') i'ioftO 378 de la Correxpimdaace de Hurgeiu:
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Voilà ce que j'ai répondu alors, et les questions que j'ai proposées à mon tour.
En traitant ces questions, je m'étais seulement proposé d'indiquer h leur auteur la façon dont elles devaient être résolues. 11 sera facile à votre perspicacité de reconnaître que j'atteignais ce but, puisqu'on ne peut donner aucun nombre qui ne soit pas soumis à quelqu'une des conditions précitées (comme on peut le déduire de mes Eœercita-liones, section 3), ou ne puisse être trouvé par les modes indiqués. Quant aux nombres eux-mêmes, ils ne me paraissaient pas avoir tant de valeur que la méthode pour les trouver certainement ne dût sulfire à M. de Fermât. C'est aussi ce que j'avais surtout en vue pour les deux problèmes ajoutés par moi, en sorte que, si les nombres que je demandais ne se rencontraient pas aisément, il suffit de montrer l'impossibilité du premier problème, et de prouver que le second ne peut être résolu par un moyen différent de celui d'Euclide. Mais à tout cela, rien que je sache ne m'a été répondu par M. Fermât, ou du moins aucune réponse ne m'est parvenue; je n'ai pas cru cependant devoir aucunement le presser à ce sujet, afin de ne pas sembler prétendre à une grande gloire pour la solution d'un problème qui n'a évidemment aucun usage, ni aucune utilité. Ainsi je ne sais même pas si M, de Fermat a reçu ou non ma réponse, ni quel jugement il a porté sur elle dans le cas où il l'aurait reçue.
J'avoue d'ailleurs qu'à cette époque il ne m'est venu à l'esprit aucun des abrégés qui auraient pu, comme je le croyais, servir à diminuer considérablement le travail; c'est pour cela que je disais à Fermât, qui, sans aucun doute, devait posséder ces abrégés avant tout autre, que, s'il en connaissait de généraux touchant cette matière, il ferait une chose très digne de reconnaissance s'il voulait bien nous les communiquer.
Après avoir ainsi résolu les questions de Fermât, j'ai cru devoir les communiquer au clarissime M. Hudde et lui proposer de les résoudre. Voici ce qu'il me répondit, le 23 février, d'Utrecht où il était alors : '( Quant aux questions proposées par M. Fermât et à la solution que
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VOUS en avez donnée, j'avoue que les problèmes ne me déplaisent pas. mais qu'il n'en est pas de même de la raison par laquelle vous vous efforcez de me persuader que je dois, moi aussi, m'efforcer d'en chercher la solution ; à mon avis, ce qui est le plus nécessaire et utile doit passer avant ce qui l'est moins; si donc j'ai encore quelque loisir à consacrer à la Science, j'ai la confiance de pouvoir le dépenser sur des questions, non seulement beaucoup plus utiles, mais aussi beaucoup plus générales et plus intéressantes, et qui semblent promettre une gloire plus brillante au savant qui les étudiera. Aussi je n'ai pu prendre sur moi de m'appliquer à la solution de ces problèmes ; cependant, pour l'amour de vous seul, je me suis résolu, au détriment de tous mes autres travaux, à leur consacrer la journée d'hier pour vous faire part de ce que je parviendrais à découvrir, pour l'abrègement du travail, et cela dans le cas où vous n'auriez pas encore envoyé votre réponse à Paris. » Voici la règle que j'ai choisie entre beaucoup et que j'emploierais
■ pour la solution de la première question, où il s'agit de trouver un nombre cube, tel qu'ajouté à toutes ses parties aliquotes, il fasse un carré. Qu'on prenne un carré (en commençant par les plus petits), tel que son double, moins l'unité, soit un nombre premier; que de
■ ce dernier nombre on retranche i , et qu'on multiplie le reste par le ' carré que l'on a pris, ou bien, ce qui revient au même, par la plus ' grande moitié de ce nombre premier. Si, on ajoutant i au produit,
■ on a un carré, le nombre premier précité sera le côté du cube I cherché.
» Par exemple ;
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carré; donc ; csl ie côté du cube demandé
ï88oïi> 467544
I) Les places vides dans ce Tableau sont colles qui ne correspondent
pas à des nombres premiers, comme le demande la règle; mais, ce
qui peut-être excitera votre étonnement, tous les nombres eorres-
' pondant à ces places sont divisibles soit par y, soit par i^. En tous
■ cas, si j'ai bien calculé, il est certain par là qu'au-dessous du
■ nombre cube de 1 1 5o, soit 1 52o 875 ooo, il n'y a qu'un seul cube, I 343, qui satisfasse à la question, en ne comptant toutefois que ceux
■ qui ont trois parties aliquoles, c'est-h-dire ceux auxquels ia règle I est appropriée.
» En effet, le premier nombre que nous trouverions ensuite est su- I périeur à i iSo, tandis que le coté 7 du cube 343, trouvé par le [ire-
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Il mier carré, est précisément celui du cube donné par l'autenr comme Il satisfaisant au problème.
I) Maintenant, quand je pèse vos paroles : PrenaiU ensuite, etc. Il (p. 556/7) ... sûrement au but, je n'ai aucun doute que le procédé i> que j'ai indiqué ne soit plus facile pour atteindre le résultat proposé. Il puisque je suis arrivé à i i5i en une heure et demie environ ; et, si » j'avais eu sous la main votre Catalogue des nombres premiers, je me Il serais épargné à peu près la moitié du travail. Aussi il vous sera » facile, si vous le jugez intéressant, de poursuivre la recherche pour » des nombres encore plus grands.
H Le calcul suivant indique comment j'ai trouvé cette règle :
» Soit a^ le nombre cube h trouver, a étant un certain nombre prci> mier.
n Les parties aliquotcs de ce cube sont i, a, a-, dont la somme i> avec «" fait i + a + «- + a', qui doit être égale à un carré.
Il Posons donc
Il divisant, de pari et d'autre, par i + « :
ji d'oii -^— - = i' ou « — I H — — fy-.
» Mais, puisque a doit être un nombre premier, - -- pourra être » divisé par 2 (haut et bas). D'ailleurs cette fraction, ajoutée à l'en- 11 tier « — I, ne pourra, comme il le faut, donner un carré, si son dé- II nominateur - + - n'est pas lui-même un carré. On tire de là une i> grande simplification, puisque tout d'abord il sutfif de faire que » — h - soit carré, c'est-à-dire que « + i = ^n ou a -— 20 — ^ ■ C'est Il de là que j'en viens à dire dans ma rfîgie : Qu'on prenne un carré Il tel que son double moins l'unité soit un nombre premier, etque je passe Il celui qui n'a pas cette propriété, comme ne pouvant servir pour le » but proposé. Cet artifice permet de diminuer singulièrement le tra-
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» vail, non seulement pour a', mais encore pour les autres expres- » sions. »
» Voilà, mon très cher ami, a quoi mon temps s'est dépensé, en » sorte que, pour la solution de l'autre problème, je n'ai rien qui vaille » la peine de vous être communiqué, non plus que pour les autres )> modes de chercher les cubes, soit para", a", a'^, etc., soit par «"i\ 1) dans les cas où les parties aliquotes ne forment pas une progression, » comme dans les précédents. »
Quand j'ai reçu cette Lettre, j'avais déjà envoyé la mienne à Paris; mais j'apprenais qu'entre i et i 020 873 ooo on ne peut trouver aucun cube, sauf celui déjà connu 343, en se servant de la voie la plus facile, celle de a'; les autres voies par a", a", etc. ou a't", a'i', etc., devant être regardées comme plus dilïiciles, nous avons pensé, moi et M. Golius, qui s'était également proposé de résoudre ces problèmes, devoir nous abstenir de recherches numériques ultérieures, jugeant que nous pouvions mieux employer de bonnes heures aux Mathématiques.
Peu de temps après, à savoir le 9 mars, j'ai reçu de la Haye une lettre du très noble Huygeos, laquelle en renfermait une autre à moi adressée de Paris par M. Mylon, jurisconsulte, et en même temps une page redemandée depuis par Huygens, qui m'écrivait là-dessus (' ) :
« Voici une lettre pour vous de notre ami Mylon, et aussi une page » dont il a voulu que je prisse également connaissance; je vous >< prierai, en raison des questions de M. de Fermât, de me la ren- " voyér à votre commodité. »
Voici ce que contenait cette page (^) :
Cl M. de Fermât a proposé à tous les arithméticiens par M. Digby,
» i. Trouver un cube (ro/rpage 3ii, lignes 21 à 25) la même
» propriété.
(I) F^oir CorrespODiJaDCC do Huygons, n" 373. (') F'oir Correspondance de Huygens, n" 374.
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» 2. On demande aussi («oi/' page 3 u, lignes 26 à 27) .... fasse » un cube.
» M. de Frenicle a résolu ees questions et M. Martin, qui en a les )) solutions, les fait imprimer, à ce qu'on m'a dit.
» Depuis ( ' ) peu M. de Fermât a écrit ceci à M. de Frenicle.
[Suit la pièce LXXX de la Correspondance de Fermât, Tome II, page 333.]
» A quoi M. de Frenicle a envoyé l'ordre qu'il tient pour résoudre 1) ces questions, dont le calcul est extrêmement long. »
En répondant là-dessus à Huygens et à Mylon, je priai M, Mylon de présenter à M. Frenicle mes très respectueuses salutations et en même temps j'envoyai la page 426 de mes Exercitaùones, page que je venais d'avoir imprimée et où l'on peut voir combien je lui portais d'égards, à ce point que, pour ces questions auxquelles mes autres études ne m'avaient pas permis de consacrer assez de temps, je témoignais que je lui concédais volontiers la palme, Mylon répondit le 12 avril (-), et le 21 du même mois (^), Huygens m'envoya de la Haye cette réponse, 011, entre autres choses, il disait :
" J'envoie à M. de Zuylechem les pensées de M. Frenicle touchant » les propositions numériques de M. de Fermât et vos solutions, et le
» prie de vous en faire part. »
Voici quelles étaient ces pensées de M. Frenicle (^) :
« M. Frenicle trouve que c'est plus tôt fait d'examiner tous les Il cubes de suite pour voir ceux qui satisfont (qui est la question n proposée par M. de Fermât) que de se servir de la méthode de » M. Schooten. Néanmoins, pour s'en servir, il donne ce théorème :
)> 11 n'y a aucune puissance dont la racine soit un nombre premier
(1) Corrospondance de Huygens, n" 371.
(^) f^oiV Correspondance de Huygens, n" 382. (3) Voir Correspondance de Huygens, n° 386. (') Correspondance de Huygens, n" 383.
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et l'exposant un nombre impairement pair, qui puisse avoir un quarré pour la somme de ses parties.
» Donc M. Schooten doit exclure ces nombres de sa métbode. Il en peut encore exclure beaucoup d'autres, savoir ceux où les proportionelles sont en multitude impaire, car leur somme ne sera point un quarré et n'a pas besoin d'être examinée, si le nombre de la proportion n'est pareil à 79, 199 et autres dont il se trouve fort peu, se trouvant plusieurs milliers de nombres où il n'y en a que cinq ou six.
Il Davantage le second nombre de la proportion continuelle doit être un de cotte progression (')
I. 7. 4i. 339. iSgS. 8119. l.\jZ9.\, a. b. c. d
et entre ceux-là il n'y aura que ceux qui auront ces deux propriétés :
>i La première, que ce soit un nombre premier;
(') En cette progression
f, fois „_ 1 =, t,
Les nombres de la préfiédenie progression se trouvent encore autrement par la seule addition, comme en celle qui suit, eu laquelle il n'y aura que ceus de la colonne /; (]iii sont vis-ù-vis des impairs de la colonne g qui soient utiles.
La conslruetion do cette aisée par addition, car
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I) La seconde, qu'il soit moindre de l'unité qu'un double quarré. » Or, par les lettres finales et autres propriétés des doubles quarrés, on peut voir aisément qu'il n'y en 3 aucun qui puisse satisfaire, outre 7, si le cube n'a plus de 60 lettres. Il se trouve par ces ' deux propriétés qu'il n'y a que deux nombres à examiner s'ils sont doubles quarrés pour aller jusqu'à la racine de ce cube de 60 lettres. Et cet examen est d'ajouter 1 et prendre la racine
■ quarrée de la moitié, car les autres ou sont composés ou leurs ' finales montrent qu'ils ne sont pas doubles quarrés moins i.
» M. Frenicle propose ce problème :
» Trouver tin nombre triangulaire, dont le sextuple plus 1 soit nombre I cube. » j'écris de l'autre part ce que j'ai pu tirer sur-le-champ de M. de
■ Frenicle, louchant les propositions numériques de M. de Fermât;
■ je vous supplie d'en faire part à M. Schooten, etc.
I) Voici la solution de M. de Frenicle pour les nombres suivants :
Pour i3 c'osl le quarré de. 64i) Pour 33 c'est le quorrc de <23>
■il - » .■.049
quarréquarréde. .
quarré de
)> Pour 6t, c'est le quarré de i 766319049, lequel quarré, étant » diminué de r, donne le quarré de 226153980. Or le quarré qui » satisfait à 61 a 19 (') lettres, quoiqu'il n'étoit besoin, pour le >i trouver par la méthode de M. Frenicle. que de 5418, 11/118,23718 » et 29718.
)i Pour 109, il n'y en a point au-dessous de -jS lettres.
)) Pour 127, c'est le quarré de 4730624. »
Là-dessus, Huygens ajouta ce qui suit :
<' Je vous laisse à examiner ce que Mylon m'a écrit des pensées
(I ) Lisez 17.
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» de M. Frcnicle sur la question proposée par M. Fermât, li parait » donner, pour la recherche des cubes dont il s'agit, certains abrégés » importants, plus peut-être que vous n'aviez cru qu'on pût les » trouver, mais il conviendrait de rechercher sur quelles raisons il " s'appuie. Quant à l'autre question, proposée par Fermât, trouver » un quarré dont le produit par un nombre donné, étant augmenté » de l'unité, etc., je l'avais résolue par une certaine règle indiquée 'I pour cela. J'estime que c'est la même dont Frenicle s'est servi pour 1) trouver les nombres que Mylon m'a envoyés, mais le travail était >i immense et tel que je n'aurais pas voulu l'entreprendre. »
Quelque temps après, savoir le iS mai, Mylon m'écrivait la lettre suivante (') :
'( Monsieur, j'ai fait voir à M. de Frenicle votre petit papier imprimé » dont il vous remercie. Un de ses amis veut ici faire imprimer le déti » de M. de Fermât et la solution du dit S"' de Frenicle. il y prétend » Joindre la vôtre avec les abrégés, exclusions et théorèmes de son » ami. J'ai prié qu'on ne le fit pas sans savoir votre volonté. Prenez » donc la peine de me mander, par la voie de M. de Zuyiechem (puis- » qu'il a cette bonté), si vous trouverez bon d'être nommé ou non, ou » si vous ne désirez pas que votre solution soit imprimée. Je tâcherai ;i de faire suivre en cela votre intention, étant, etc. »
Au-dessous se trouvait ce qui suit (^) :
(1 M. de Frenicle vous envoie ces théorèmes sur votre deniiisro ques- » tion :
•i- l. Pour les nombres pairs parfaits, il n'y ci\ a aucun que ceux u qui se trouvent par la méthode donnée par Euclide.
» 2. Pour les impairs, s'il y en a aucun, îl doit être multiple d'un » quarré par un nombre premier, pairement pair plus i.
' I ) Comparez CoiTCSpoiidance de Huygor \}) Comparez Correspondance de Hnygeii
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» Théorème, — H n'y a aucun qiiarré qui, multiplié par 19, surpasse » de l'unité un quarré multiplié par 7. »
Je répondis par la lettre suivante (' ) :
'1 Monsieur, puisque tous avez eu la bonté de me mander qu'un des amis de M. Frenicle veut faire imprimer le défi de M. de Fermât et la solution dudit S"" de Frenicle, et qu'il prétend d'y joindre aussi la mienne avec ses abrégés, exclusions et théorèmes que M. de Frenicle a inventés pour Ja raccourcir, je n'ai pas voulu manquer de vous en remercier et de vous écrire que tout ce qu'on fera me sera agréable, soit qu'on l'imprime ou non. Car, n'ayant employé guère de temps pour la chercher et remarquant qu'il eût fallu faire grande opération pour trouver les nombres requis, je me suis contenté d'y enseigner seulement les chemins par lesquels je voyois clairement que les mêmes nombres, s'il y en avoit plusieurs tels, se dussent trouver infailliblement, en cas qu'on voulût prendre la peine d'examiner généralement de suite tous les nombres qui y pourroient aucunement servir, sans penser particulièrement quels nombres en fussent exempts, de même comme a fait M. de Frenicle; de sorte que ma méthode n'étant que analytique, c'est-à-dire expliquant comment on peut par le moyen de l'Algèbre découvrir les chemins par lesquels ces nombres peuvent être cherchés, je serois d'avis que, si on la veut faire imprimer, l'on y ajoutât ces mots : » Moyen analytique de chercher ces nombres, trouvé par François de Schooten, ou bien
n Suit le mode de recherche de ces nombres par l'Algèbre, comme l'a trouvé Fr. de Schooten.
» Ce qui la feroit plus recommandable, seroit d'y ajouter de plus les abrégés, exclusions et théorèmes de M. de Frenicle, afin que cela ne semble pas être trouvé pour rien, mais y serve pour embellissement et plus grande perfection de cette matière. Je vous en
( ' ) Cette Lettre àe Selioolen esi en frain.'iiis, s^îiiif les mois imprimés on italique.
Hosted by
COMMERCTUM DE WALLIS. 569
n laisse tout le pouvoir. Dans ma solution, je voudrais bien que ces » mots en fussent effacés :
» ne pouvant d'ailleurs reconnaître une voie plus abrégée pour parti venir sûrement au but, M et au lieu de ces mots
« à moins que M. de Fermât n'ait peut-être imaginé pour établir les 1) égalités quelques abrégés, etc.
" j'aimerois plutôt ceux-ci :
M à /noins que M. de Fermât n'ait peut-être imaginé pour établir les éga- » lités quelques abrégés généraux (qui en tout cas ne se sont pas pre- » sentes à mon esprit).
» En finissant, je demeuve, etc. «
De Lcyde, ce 29 de mai 1657.
Les choses en étaient là quand enfin parut à la lumière le Traité intitulé : Solution de deux problèmes, etc., et qui est, je pense, le même que celui dont vous m'avez parlé dans votre Lettre; le susdit ambassadeur prit soin de nous en faire expédier deux exemplaires, le 26 octobre, l'un pour moi, l'autre pour Huygens. Dès que je l'eus vu, je ne pus que m'étonner de l'orgueil de l'auteur, qui. dans son avantpropos, adressé à M. Digby, ne rougit pas de s'exalter en ces termes :
Très illustre Seigneur, voici que Paris donne cette solution de problèmes que ni vos Anglais, ni les Belges n'ont aucunement pu trouver; la Gaule celtique est Jîére d'enlever la palme à laNarbonnaise, etc.
et autres semblables plus loin ; comme si ce fût une affaire d'État que de connaître ces nombres et que chacun dût attacher tant d'importance à cette solution qu'il ne sût où employer plus utilement son temps. A voir le titre même, je n'ai pu ne pas ressentir une certaine indignation en voyant l'auteur de ce Traité y amener une certaine Inquisition sur ma solution; car je n'avais jamais attendu de France aucune Inquisition; et jc croyais même l'auteur trop sensé pour faire ou laisser faire, sur une chose aussi indifférente et de si faible impor- Febmat. — lu. 7^
Lance, rien de pareil conire quelqu'un qui ne lui avait, que je sache, fait aucune offense; qui, au contraire, avait témoigné (les plus grands égards pour lut.
Peu après que ce Traité fut parvenu dans mes mains, je reçus de la Haye une lettre de l'illustre Huygens, à qui, comme je l'ai dit plus haut, un autre exemplaire avait été envoyé de Paris. Dans cette lettre, il me disait entre autres choses (') :
« Les problèmes de Frenicle vous ont été, je n'en doute pas, en- » voyés par l'auteur. En les voyant, je ne puis que m'étonner de la » diversité des goûts des humains. »
Mais, quant à ce qu'y affirme l'auteur, que la plupart des mathématiciens tant d'Angleterre que de Hollande s'occupent de la solution de ces problèmes, en ce qui concerne les Hollandais, je ne connais guère personne qui ait jugé intéressant de les aborder; au contraire, les plus exercés, à qui je les avais proposés, n'ont semblé y reconnaître aucun usage ni aucun profit, et personne ne s'est trouvé parmi eux qui ait estimé assez la gloire à en retirer pour vouloir prendre la peine de rechercher la solution.
Vous me demandez, très honorable Monsieur, à quel point on s'est franchement comporté avec moi dans cette affaire; je crois que ce qui précède suffit pour vous le faire connaître. J'ai cru devoir vous tout exposer, avec plus de longueurs peut-être que n'en réclamait le sujet, surtout parce que j'ai compris à votre lettre que vous aviez l'intention de faire imprimer tant vos solutions que les lettres que vous avez reçues à cette occasion. J'estime que la mienne, ou au moins une partie, rentrera dans votre plan et dans votre narration. Si donc vous croyez devoir en imprimer quelque chose, vous ne le ferez certainement pas contre mon gré.
J'ai cru devoir communiquer à Huygens ce que vous avez remarque sur la lune de Saturne et sur l'aspect de cette planète; il y pourra
(') Le 23 iTuvembre iù5j [Correspondance de Huygens, n" 431).
reconnaître votre soigneuse et excellente application sur cette matière,
de laquelle il est lui-même, je crois, attentivement occupé pour le
moment. Mais, pour ne pas vous retenir trop longtemps, je mets fin à
cette lettre, en vous souhaitant tout bonheur et toute prospérité.
Adieu,
Votre très affectueux et très respectueux,
Fr. de Schooten.
Lcydc, le j8 mars i658.
St. grég.
Je suis heureux que vos remarques sur le texte de Pappus, d'après les manuscrits grecs, correspondent exactement âmes conjectures. Si je les avais connues plus tôt, j'aurais pris soin de faire imprimer en même temps ce véritable sens de Pappus, ce qu'il faut maintenant réserver pour la prochaine édition, s'il y a lieu d'en donner une. Cependant je vous remercie à cette occasion et vous recommande de tout cœur au Dieu qui peut tout donner. Encore une fois adieu.
LETTRE XXXIV
( à Uquellu liaient jointes les quatre suivantes). Vicomte Broiimcker a Sib John Wallis,
Sir, étant pressé, je ne puis que vous adresser les lettres ci-jointes comme elles me sont arrivées, et vous dire qu'ayant résolu, dans le propre sens qu'il lui donne, cette proposition qu'il semblait estimer la plus difficile, je ne me regarde pas comme obligé en aucune façon d'essayer la solution de ces autres qu'il envoie, comme présumant que la précédente aurait dépassé mes forces. Autrement, je ne les regarde pas comme si difficiles, et je crois que si j'en avais le désir et le loisir, il pourrait aussi là-dessus recevoir pleine satisfaction de.
Sir, votre fidèle et humble serviteur, Broukcker.
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Quant à ce qu'il dit concernant vous-même, je ne pense pas que cela mérite la moindre réplique. Le lecteur sera sans doute pleinement satisfait par ce que vous avez déjà dit.
LETTRE XXXV
Kenelm DiiiBY A viROHTE BiioracKuK.
Mylord, j'ai reçu il y a deux jours la lettre que votre Seigneurie a bien voulu m'écrire le i3 mars, et, en même temps, deux autres du docteur Wallis à moi, et une du même à votre Seigneurie. Je vous fais mes très humbles et très sincères remercîments pour la vôtre, que j'ai reçue avec un excès d'allégresse, de joie et de respect; en premier lieu, pour votre excessive civilité et bienveillance à mon égard; ensuite, pour votre noble et savante réponse à la requête de M. Frenicle. Maintenant, ni lui, ni M. Fermât n'auront plus à chicaner ni votre Seigneurie, ni le docteur Wallis; j'écris, à ce dernier, longuement (eu égard à la difficulté que j'éprouve maintenant pour écrire beaucoup), et je prends la liberté de vous demander de bien vouloir lui faire remettre ma lettre, que je laisse ouverte, pour que vous puissiez v jeter les yeux à votre fantaisie.
Mais surtout, Mylord, je vous félicite de tout cœur pour l'heureuse étoile qui a présidé à votre naissance, et qui, dans une qualité et un rang si élevés, vous a gratifié aussi d'une part si excellente d'intelligence que vous pouvez être justement envié par les plus éminents de ceux qui font leur tâche de l'étude et de la Science. Ma lettre ci-jointe pourra faire connaître à votre Seigneurie avec quel retard j'ai reçu la dernière lettre du' docteur Wallis. Si vous voyez le D' F., je vous prie de lui reprocher la précaution horS de propos qui lui a fait garder si longtemps cette lettre. Si je n'étais pas tout à fait épuisé (tant je suis débile maintenant) par ma lettre au D' Wallis, votre Seigneurie ne serait pas si facilement délivrée à cette fois do l'embarras que je lui cause; mais la raison que je viens de dire m'empêche de poursuivre
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plus longtemps, si ce n'est pour baiser humblement votre main et me dire,
Mylord, votre très humble et très obéissant serviteur,
Kenelm Dicgy.
Paris, 4 mai if)58.
LETTRE XXXVI
(jointe à la précédente),
liENELM DlGBY A JoiIN WaLLIS.
Très digne et très honoré Monsieur, la lettre que vous m'avez fait la faveur de m'écrire le 26 décembre ne m'est parvenue que tout dernièrement, en même temps qu'une autre écrite, vers la même époque, par vous à mylord Brouncker; celui-ci semble les avoir remises au D' F. pour me les envoyer, par ce motif que M. White n'était pas alors à Londres. Le docteur (comme toujours quand on se met à négliger) garda la lettre par devers lui jusqu'à ce que, plusieurs mois après, ayant été informé de la chose, je lui écrivis, le priant d'aller trouver Mylord et s'accuser devant lui de son oubli, pour me disculper moi-même, et en même temps de m'envoyer immédiatement la lettre.
Il me la fit, en effet, parvenir par le premier courrier, en me disant qu'il avait été voir Mylord pour me décharger de tout blâme de négligence ou de manque de respect. Je vous déclare, ainsi que je le fais ii tout autre, quand l'occasion s'en présente, que j'admire singulièrement le grand fonds qui vous fournit (comme il ressort de votre réponse immédiate) une si étonnante abondance de matière que, dans l'espace d'une nuit, vous écrivez plus que n'aurait fait un autre en un mois entier. On admire justement saint Jérôme, pour avoir achevé en 'une nuit le Traité qu'il nous a laissé contre Jovinien; mais vos réponses numériques étaient sur tel sujet, demandaient telle méthode pour le traiter, qu'un effort beaucoup plus prolongé eût dû être attendu. On peut comparer cela à un fil qui est couramment et aisément tiré du lin qui le donne tout prêt; ce fil glisse et se tord par le facile travail de la simple rotation du rouet. Mais chaque trait de voire
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plume demandait, dans cette occasion, une nouvelle taille de pierre en forme dans le bloc brut, pour assembler la voûte que vous bâtissiez; assemblage qui, pour la moindre partie, réclamait l'exactitude la plus stricte et la plus parfaite dans le tout et dans le détail. Là-dessus l'admiration est justement acquise à l'aisance avec laquelle vous avez accompli ce travail d'Hercule, en vous jouant vraiment. Quand je le considère sous ce rapport, je suis en vérité troublé d'avoir quelque peu contribué à vous en charger (quoique je n'aie été qu'un instrument passif); mais à le voir sous une autre lumière, à reconnaître ce qui en est en vérité, je veux dire combien peu il vous a coûté, quel progrès il a réalisé et quel honneur en rejaillira sur notre nation, j'avoue alors que je suis heureux de l'opposition qu'on vous a faîte ; non que j'approuve l'aigreur qui, parfois, accompagne les disputes, et spécialement en Mathématiques (où l'on ne doit considérer que la démonstration, les parties ne devant s'occuper que du seul sujet en question). Mais le genre et le style de ce pays leur fournit une excuse; on y est d'ordinaire dans les discussions très aigre ou plutôt méchant (à mon sens), de part et d'autre, et si vous n'aviez pas été un étranger, et, de fait, quelqu'un pour qui ils ont une grande estime, ils auraient encore été moins sans gêne à votre égard, car, à leur compte, tout ce qu'ils disent dans ce goût n'est qu'une ronde et habituelle familiarité, loin de toute injure ou offense. M, Fermât m'a envoyé, il y a quelque temps, une lettre où il revient sur quelques points de vos envois antérieurs; il s'en rapportait à ma discrétion pour vous communiquer ce qu'il écrivait.
Aussi longtemps qu'il m'a laissé le choix, je ne vous en ai point envoyé copie; mais maintenant, par le dernier courrier, il me demande de le faire; je vous adresse donc une transcription de cet écrit. Certainement vous avez la satisfaction d'avoir affaire en même temps aux deux plus grands hommes de France (de l'aveu de tous les plus éminents), et je ne doute pas que vos derniferes lettres des 4 et i5 mars (que j'ai reçues précisément ce matin, en même temps qu'une de vous du même temps à Mylord Brouncker) ne vous assurent de leur part et de
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celle de tout le monde une pleine et entière déférence. Quoique, depuis que j'ai reçu ces lettres, je n'aie eu que le temps de les parcourir rapidement, tandis que de tels morceaux ont besoin d'être examinés sérieusement et h loisir (spécialement pour un joueur aussi faible que moi dans ces parties), je vois assez la lumière qui y éclate pour la saluer comme un Soleil, non pas à son lever, mais à son midi en culmination, au plus haut point du zénith. J'ai la confiance que ces derniers écrits ne susciteront plus de chicanes contre eux; je vais tout aussitôt m'empresser de les envoyer à M. Fermât et à M. Frenicle, et je vous transmettrai de même immédiatement ce qu'ils m'en diront.
Votre précédente lettre, celle qui est restée si longtemps dans les mains du Docteur F., a été envoyée par le dernier courrier à M. Frenicle, qui est dans cette ville, mais que mon indisposition ne me permet pas d'aller voir moi-même. Il m'a répondu un mot par mon homme, me disant qu'il écrirait h cette occasion quelque chose que j'aurais aujourd'hui avant le départ de la poste pour Londres. Je vais garder mon paquet ouvert jusqu'au dernier moment, qui n'est pas bien éloigné, et si quelque papier me vient de M. Frenicle, je le comprendrai dans l'envoi.
Je vous fais donc mes très humbles et sincères remerciments pour la belle démonstration que vous avez bien voulu m'envoyer. En vérité, elle m'a infiniment plu et je suis sûr qu'elle plaira de même à tous ceux qui la verront. Je vous aurais demandé la permission de la rendre publicijuris en la faisant imprimer, mais le post-scriptum de votre lettre du i5 mars me fait connaître que vous avez l'intention de publier ce qui s'est passé entre vous et ces Messieurs, par mon entremise ; si vous le faites, j'espère et désire très vivement que cette excellente production de votre seul cerveau trouve là une place, qui sera certes plus belle et honorable si elle est accompagnée de plusieurs sœurs du même père et assistée d'un cortège venant des familles des deux plus riches seigneurs de cette nation en ce genre de trésors, que si elle se présentait toute seule sans compagnie ni entourage. Quant à ce que vous avez bien voulu me demander très civilement et très obligeam-
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ment mon avis à l'occasion de la publication de ces lettres, je ne puis que vous remercier très humblement de votre égard par moi. Si j'avais imaginé qu'elles devaient survivre à leur lecture- par vous, moi qui les écrivais, comme si j'avais été à converser avec vous de vive voix, j'y aurais certes marqué avec plus de soin et d'attention le respect que je professe pour vous.
Si ma santé et ma force me le permettaient, je vous entretiendrais de diverses particularités que je suis obligé de remettre à une autre fois, quoiqu'on vérité vous puissiez raisonnablement trouver cette lettre assez longue et fastidieuse pour avoir plutôt besoin de pardon et d'excuse ; mais j'ai tant de plaisir à vous entretenir qu'il me coiite beaucoup d'en finir. Comme je viens seulement de me relever d'une maladie qui m'a retenu près d'un mois dans mon lit, je ne suis pas capable d'écrire plus longtemps ; c'est d'ailleurs la première fois depuis que je suis levé, que j'emploie ma plume pour une alîaire de quelque importance. En envoyant hier votre lettre à M. Fermât, j'ai été obligé d'employer la main de mes secrétaires. Je vous souhaite tout bonheur et, prenant respectueusement congé de vous. Je demeure.
Digne Monsieur,
Votre très humble et très obéissant serviteur, Kemelm Digby,
LETTRE XXVIII
Fbeniclk a Keniîi.m Digbï.
Je m'étais proposé, très illustre et très honoré Seigneur, de ne plus rien écrire à propos de ces disputes qui me sont fastidieuses et auxquelles je répugne grandement; cependant, cette fois encore, j'ai cru devoir vous adresser quelques remarques pour vous faire comprendre que le clarissime Wallis, dont je connaissais déjà la science, me fournit surtout un sujet d'étonnement, quand je vois qu'un homme aussi pénétrant a pu s'oublier assez lui-même pour donner des solutions telles que celles qu'on lit dans sa lettre du 21 novembre et qu'il soutient encore comme légitimes. Il n'a pas d'ailleurs à me reprocher de ne pas avoir d'estime pour lui ou pour ses œuvres; il en est tout autrement; mais si j'ai eu de lui une opinion autre que celle qu'il méritait, qu'il s'en accuse lui-même; car c'est bien lui qui avait été la cause de cette fausse appréciation, en présentant comme choses sérieuses de vraies plaisanteries, s'il m'est permis de le dire. Sans doute il n'avait pas voulu appliquer sérieusement son esprit sur ces matières; car, à voir ses dernières solutions et sa dernière lettre, je le reconnais comme très habile et très perspicace, quoique trop attaché à défendre les opinions qu'il a une fois émises; il ne réfléchit pas combien il est habituel aux hommes de se tromper et combien il est honnête et louable de reconnaître son erreur et de s'abstenir d'un entêtement hors de saison.
Qu'il n'estime pas non plus que j'aie prétendu triompher de lui ou lui faire quelque insulte; mais ma réponse à sa lettre était bien en rapport avec celle-ci ; aussi suis-je prêt à lui donner satisfaction pour tout ce que renferment les deux épîtres dont il se plainf et à montrer qu'elles ne contiennent rien qui ne s'appuie sur des raisons qu'il faille admettre, rien qui ne réponde justement à sa lettre précitée du 21 novembre. Il n'a pas à in'objecter que j'ai dû avoir une fausse opinion de FtHHiT. — m. 73
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lui, puisque je n'ai pu le juger autrement que par ses œuvres : " A leurs fruits vous les connaîtrez ». Et il n'y a pas de mathématicien qui ne juge que, du moment où je ne gardais pas un silence absolu, j'aie fait preuve à son égard de plus de courtoisie qu'il n'était en droit de s'y attendre. Et en vérité, si dans ces réponses il y a quelque chicane, elle a eu au moins cette utilité qu'elle a pu faire connaître en partie ce qu'il vaut vraiment, soit à moi, soit aux autres qui ont vu sa dernière lettre, car c'a été pour lui un aiguillon qui l'a forcé à examiner plus attentivement les questions et à s'en rendre maître. I! est clair en effet désormais qu'il possède la troisième de Fermât et la sienne; quant aux deux premières de Fermât, il reste un doute jusqu'à ce qu'il ait fourni, en dehors de l'unité, un autre cube et un autre carré qui, ajoutés à leurs parties, fassent l'un un carré, l'autre un cube, ou jusqu'à ce qu'au moins il résolve le problème posé pages 3 et 4 de V Inquisition de Frenicle sur la solution de Schooten et trouve en nombres les trois cubes et le carré exprimés analytiquement.
Le clarissime Wallis doit aussi faire attention à ne pas prendre le silence de Fermât comme la reconnaissance qu'il a eu satisfaction et qu'il admet de pareilles solutions; car il en est tout autrement. Ce silence vient de ce que Fermât le voit seulement attaché à ces solutions non acceptables et qu'il préfère le laisser dans cette fausse estime et dans la vaine joie qu'elles lui donnent plutôt que d'essayer en vain de le détourner d'elles.
Enfin, dans la dernière lettre du clarissime Wallis du 19 mars, il y a un point oii il ne me paraît pas agir franchement, quand il soutient que de mes deux épitres précitées la seconde contredit la première, puisque, dît-il, la seconde reçoit l'unité comme cube et comme carré, ia première la rejette. La première en effet ne refuse nullement à l'unité le caractère de cube ou de carré qui lui est communément attribué ; mais, comme l'unité n'a pas de parties, on nie qu'elle puisse être présentée comme le cube ou le carré cherché, qui doit être ajouté à ses parties, qui doit donc en avoir. Si donc dans la première on dit que Wallis, en donnant l'unité, n'a pas donné un cube, il est plus
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clair que le jour qu'il faut entendre, non pas que l'unité n'est pas un cube absolument parlant, mais bien qu'elle n'est pas un cube satisfaisant à la question.
En ce qui concerne ces solutions, qui sont tellement faciles qu'il suffise pour les trouver de multiplier par 2 ou 3 un nombre donné, je ne sais si, dans votre Angleterre, on a coutume de les admettre; mais ici on ne le ferait pas, et s'il est vrai que le problème est imparfaitement proposé quand on peut y satisfaire de la sorte, contre la pensée de l'auteur, cependant nous ne croyons pas qu'il faille astreindre les mathématiciens à faire leurs propositions avec une précaution absolue, surtout quand elles viennent de savants comme l'est hors de doute le très docte Fermât et quand elles sont énoncées seulement à la hâte et pour faire plaisir; c'est à celui qui donne la solution à la fournir juste et digne d'elle-même. Si quelqu'un proposait au contraire un pareil problème, ayant en vue une solution aussi simple, on prendrait cela pour une injure; car le proposant paraîtrait tenir son correspondant pour tout à fait inhabile, à sembler regarder comme suffisant de lui proposer ce qu'on ne devrait pas même demander à un enfant.
Voilà, très illustre Seigneur, ce que j'ai cru devoir vous faire remarquer; vous saurez par là ce que je pense maintenant du clarissime Wallis, comme vous savez que c'est malgré moi, sur votre invitation et forcé par vous (car pour moi vos désirs sont des ordres), que j'ai porté un jugement sur sa lettre, et que je serai d'ailleurs et toujours votre très attaché et tout dévoué. Adieu.
LETTRE XXXIX
John Wallis a Keneiw Digbï.
La lettre que vous m'avez envoyée, très noble Seigneur, en date de Paris 4 mai, style nouveau, a été reçu par nous le 3 mai de notre style ; autant j'ai été heureux de cette rapidité, autant j'ai regretté le retard qu'a au contraire subi la lettre que je vous ai adressée. D'autre pari,
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quelque plaisir que devait nécessairement me faire la vôtre, surtout en me témoignant la bienveillance que vous m'accordez et l'honneur que vous me faites, je ne puis vous dissimuler que sur un ou deux points je n'aie été fâché, et surtout en apprenant le mauvais état de votre santé. Qui sait ce que vous valez pour le progrès des Sciences doit nécessairement s'inquiéter vivement de votre santé, car il n'ignore pas ce qui en dépend. Mais la divine Providence sera à remercier de vous avoir conservé sain et sauf pour l'avantage des Belles-Lettres dont vous serez encore l'honneur et l'ornement. Je regrette encore, en lisant les éloges que vous me prodiguez et que je dois à votre bonté, non à mon mérite, d'être incapable non seulement de m'en rendre digne, mais même de vous en remercier comme je le devrais. Car la facilité de votre style, la vivacité de votre esprit dans le rôle de la bienveillance sont de telle nature que je ferais preuve de toute imprudence en voulant lutter là-dessus avec vous, en essayant d'égaler mes expressions aux bontés dont vous me comblez. J'avoue donc à quel point je suis impuissant et je me prosterne vaincu, n'ayant rien à répondre pour témoigner la gratitude de mon cœur humblement dévoué; croyez bien qu'elle est au-dessus de tout ce que je peux dire, accordez à mon aveu la grâce qu'il implore et daignez me continuer la faveur que vous m'avez jusqu'ici accordée. Je vais rapidement achever ce qui me reste à dire.
Pour la lettre de M. Freniclc, incluse dans la vôtre, je me plais ii en reconnaître ramabilitc, mais je n'ai guère à y répondre si ce n'est pour le remercier de l'opinion qu'il a désormais conçue et qu'il professe sur mon compte. J'admets avec joie l'excuse ou la défense qu'il présente pour ses lettres antérieures. Je ne disputerai pas pour le voir encore juger d'entêtement hors de saison ce que j'ai regardé comme une juste défense de moi-même; ni pour le voir douter encore si je puis répondre aux deux premières questions de Fermât ; quand il aura pesé mes lettres des 4 et 1 5 mars, ce doute s'effacera. Enfin je n'examinerai plus si dans ses lettres précédentes il a, oui ou non, nié que l'unité fût un carré ou un cube. Tout cela np vaut pas la peine de contredire ce
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très noble Seigneur. Eafui notre question (de carres qui, ajoutés à la somme de leurs parties aliquotes, fassent une même somme), que nous avions jadis proposée en passant à Fermât, je vois, par une lettre récemment reçue, que Frenicle l'a résolue et qu'il y a même attaché beaucoup plus d'importance que je ne l'aurais fait. Mais on devait bien attendre qu'il la résolût très facilement, puisque la solution dépend tout h fait des mêmes principes que celle des questions de Fermât qu'il avait déjà trouvée.
Je ne pense pas non plus devoir longuement répondre à la lettre de M. Fermât. Deux points sutRsent. D'une part, il dit que j'aurais avancé, ou au moins que je n'aurais pas douté que mylord vicomte Brouncker ne puisse résoudre, pourvu qu'il veuille s'y essayer, ce problème du cube donné à partager eii deux cubes rationels. Maintenant il affirme que la proposition est impossible, et je me serais donc avancé à la légère et bien témérairement. Je répondrai à votre clarissime Correspondant qu'il ne cite pas exactement ce que j'ai avancé; car il passe sous silence ce que j'avais ajouté : du moins en tant que la nature de la chose peut le permettre. Si j'avais précisément fait cette addition, c'est que je soupçonnais déjà de prime-abord que la chose était impossible; mais, ne l'ayant pas examinée, je n'avais rien à affirmer. Je ne parlais donc de solution que suivant ce que permettait la nature de la question, c'est-à-dire l'exécution si la chose est possible, sinon, la reconnaissance de l'impossibilité. Au reste, je ne me trompais pas dans mes conjectures, puisque, bientôt après, le très honoré Lord me faisait entendre ce que dit maintenant Fermât. La lettre qu'il m'écrivit particulièrement porte, en effet :
« Sir, cette nuit passée j'ai reçu votre .... Votre opinion concer- » nant M. Fermât est effectivement la même que la mienne, spécialc-
» ment au sujet de son dernier papier Ses déterminations négatives
» sont, à mon avis, sa plus grande gloire, et c'est là où il se regarde » lui-même comme singulier. Autrement il ne proposerait certaine- )i ment pas une chose impossible comme : Partager un nombre cube » donne en deux cubes rationelSf ce qui ne se peut. Cette question ne
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» doit pas être confondue avec l'autre, déjà résolue aii moins de plu- » sieurs manières, par M. Frenicle, comme vous savez....
Le second point concerne ce que M. Fermât dit des hyperboles; il pense que je n'ai pas foi à ses assertions sur le centre de gravité dans les hyperboles infinies. C'est tout le contraire ; je n'avais aucun soupçon que votre très noble Correspondant n'eût pleinement dit la vérité en affirmant qu'il avait approfondi ce sujet depuis de longues années, au moins dans les hyperboles entières et peut-être aussi dans les semihyperboles, quoiqu'il n'en eût pas encore parlé. Je ne doute pas davantage qu'il ne puisse résoudre la question ci-dessous qu'il propose; je crois amplement qu'il a nombre d'excellents théorèmes, soit sur les hyperboles, soit sur les autres matières élevées de la Géométrie, soit même en Arithmétique, et il en a déjà donné assez de spécimens.
Voici la question qu'il propose : Étant donnée la vraie hyperbole ABC i^fig. 5), ayant pour asymptotes NM, NO, à l'une de celles-ci, soit
NO, on mène des parallèles MA, HB. On propose de couper la ligure AMHB (limitée par la ligne hyperbolique et les trois droites AM, MH, HB) au moyen d'une droite QB parallèle à HB et MA, en sorte que le segment BQHB soit au reste AMQR en raison donnée.
Voici ma solution : Si la raison est énonçable en vrais nombres entiers, soit comme de 3 à 2 ou de a à e; entre les droites NH, HM, on cherchera autant de moyennes proportionelles (du moins celle qui sera utile de ces moyennes) qu'il y a d'unités dans la somme des deux nombres moins r (par exemple, 4 = 3 + 2 ~ i ou 0; + e — i); soit de
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ces moyennes NQ la 3™'' (ou celle dénommée par à) à partir de NH, ou la 2"°^ (ou celle dénommée par e) à partir de NJVI. Je dis que la droite QR, menée parallèlement par Q à HB ou à MA, résout le problème. Si, au contraire, la raison n'est pas énonçable, on pourra obtenir une approximation au moyen des logarithmes, mais non pas une solution rigoureusement géométrique.
Quant au reste, ou j'en ai déjà sufFisamment parlé auparavant, ou bien on peut le passer sous silence. Je n'ai, en effet, pas le loisir et je ne crois pas intéressant de descendre aux minuties de détail.
Cependant, pour donner un retour à votre très noble Correspondant, je désire lui proposer une question qui ressemble à la sienne ci-dessus et qui n'est peut-être pas moins élégante.
Étant donnée la conchoïde AO i^fig. 6), dont A est le sommet, P le pôle, CRH la règle (coupant à angle droit AP au point C), on décrit de C comme centre le quart de cercle AR du côté OH.
On propose de décrire une figure de même genre que la figure conchoïde indéfinie OARH (entre la droite RH indéfinie, la conchoïde AO indéfinie et Iq quart de cercle AR), telle que cette nouvelle figure wapï] soit en raison donnée avec la proposée.
Ou, s'il préfère un énoncé sous forme de théorème, pour ne pas sembler proposer des énigmes, je dirai :
Le rapport de la figure conchoïde indéfinie OARH à une autre quelconque «apï] du même genre est composé des rapports CA à xa et CP à xu (les lettres a, x, it, p, ï], w dénotant dans une figure les mêmes
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points que dans l'autre A, C, P, R, H, 0). quelle que soit d'ailleurs la
variation du rapport des droites AC, CP.
Je lui communiquerai, s'il le désire, soit la recherche, soit la démonstration.
Il me reste encore à vous dire, très illustre Seigneur, que je comprends par votre lettre que les deux personnages avec lesquels nous avons eu affaire sont très considérables. Il se peut donc bien qu'un étranger comme moi, n'étant pas suffisamment au courant des choses et des dignités de ce pays, les ait traités un peu plus familièrement qu'il ne convenait à leur dignité, que j'aie agi d'ailleurs pour mon compte ou pour celui du très honoré Vicomte. Si j'ai fait quelque faute de ce genre, c'a été contre mon gré et j'espère que vos très nobles Correspondants, qui ont daigné d'eux-mêmes descendre avec moi dam l'arcne, ne s'en prendront pas à quelqu'un plus habitué à la poussière des écoles qu'à celle des Cours. Que cette excuse me serve aussi à votre endroit, si j'ai pu me rendre coupable envers vous, car en tout je voudrais avoir observé les lois de la convenance, en tant que je suis. Très illustre Seigneur, Votre très humble et très obéissant serviteur,
Oxford, 5/i5 n
John Wallis.
LETTRE XL
John Wallis à Vicomte Brouncker.
Très tllustre Lord,
J'entends que vous avez reçu, en sûreté, ma dernière lettre à envoyer à Paris. Quant aux démonstrations que vous me demandez, les voici :
La solution du problème de Fermât (de l'espace hyperbolique à partager dans un rapport donné) se démontre comme suit (^^. 5, p. 582) :
Si l'on prend sur l'asymptote les droites NH, NI, NK, NQ, NL, NM
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en proportion géométrique, que des points H, 1, K, Q, L, M on mène des droites parallèles h l'autre asymptote, l'espace hyperbolique ABHM est divisé en cinq parties égales, comme l'a démontré Grégoire de Saint-Vincent, Livre X, je crois. Par suite, si l'on a d'un côté deux parties, de l'autre trois, il est clair que QR divise dans le rapport 2
il 3. C. Q. V. D.
Quant à mon problème ou théorème de la figure en conque, en voici une brève explication (Jïg- d, page 583).
Soit la conclioïde AOO, dont P est le polo, A le sommet, CHH la règle; CAR le quart de cercle, DM une ordonnée quelconque du quart de cercle, DO, de la conchoïde; et le reste construit comme dans la iigure. Posons, pour plus de facilite dans le calcul,
IIO = CA^CH — CM — /■, GP=p, CD — c el PV=p + c — l,
par conséquent
A cause des parallèles et des triangles semblables, on a
CD _ c _ FC _ p „ PD _ l
itO " / ~ FH ~ pr '^ PO ~ Ir '
d'où
D'ailleurs, par Kuclidc, 1, 47.
CM* — cïj' -- ma = /-^ — c^
et
I)Ô'= PÔ'- PÏ)'= ^' - ;== — =-^' = ^^^^/^
Par conséquent.
Mais
DO — DM-hMO, DM = v'' = — c% donc Mû = >^- — — /
Fliimat. ~ Ul. 74
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(;ela posé, si dans des conchoïdes différentes AO, Âw, la quantité (^A reste toujours la même et que, par suite, r et c no changent pas, tandis que PC ou p devient -k, on aura toujours
Par suite, la somme de toutes les MO à celle des Mw, c'est-à-dire, en raison de la hauteur commune de part et d'autre, la figure RMAO sera h la figure RMAw comme jd à tu.
Si maintenant PC ou p reste, au contraire, sans changement, tandis que CA, donc CD changent, soit r en p et c en x, on aura
MO _ " ~~j '' _ a _ r
En effet, la somme des sjr^ — c^ est à celle des ^p^ — x^ , c'est-à-dire ic quart de cercle est au quart de cercle, comme r^ à p% ou en raison doublée des rayons. De même, on a toujours r = -• Par suite, la
somme des ■ est à celle des ■ ° - - , comme — à — ' c'est-à-dire
comme rà p.
Si enfin il y a changement tant dans la quantité PC que dans la
quantité CA, soit de /> en -û et de /■ en p, la somme des MO ou ■ p
sera à celles des (aw ou ^^ ~^. tu, c'est-à-dire la figure RMAO sera à la figure p[jLa(j> en raison composée de /> à tt et de r à p, c'est-à-dire dans le rapport ^ ou du rectangle PCA au rectangle T.y.a.. <;. y. r. i>.
Cela connu, il sera facile soit de partager dans un rapport donné la figure en conque RMAO, soit de construire une autre figure qui soit avec elle dans un rapport donné.
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Enfin, vous me demande/, la solution d'un troisième problème qui ne concerne pas les lettres de Fermât, et qu'un de mes amis, au commencement de février dernier, me donna par écrit un soir que je le rencontrai par hasard. J'ai récemment appris du même ami qn'elle a été imprimée sous le titre :
H Les professeurs de Mathématiques les plus en renom pl les autres H célèbres mathématiciens d'Angleterre sont instamment priés par )) Jean de Montfert de vouloir bien résoudre ce problème. »
Il On donne, en nombres, dans une ellipse : les diamètres extrêmes, » la distance du centre à un point de l'axe transverse, et l'angle avec w l'axe d'une ligne qui le coupe en ce point. Trouver en nombres les 1 segments de cette ligne prolongée, s'il est besoin, et compris entre >i l'axe transverse et l'ellipse.
Il Étant données {fig. 7)
AC ^^ 1,00000, aC =0,76604, CB =o,5oooo, CBD:=7o",
» on demande BD et BF. "
Je crus que cette question était de mon ami, car il n'avait donné aucune indication contraire, et je ne lui demandai pas de qui elle était. Je la résolus le lendemain matin un peu plus généralement, à peu près sous la forme qui suit, car je ne m'en souviens pas exactement. Je ne m'en suis plus occupé, la chose ne me paraissant offrir ni grande difficulté, ni grande importance; au reste, à ce que j'apprends, elle a reçu de divers diverses solutions, que, du reste, je n'avais pas encore vues.
On donne dans une ellipse les diamètres extrêmes (ou bien deux diamètres conjugués quelconques avec l'angle de leur inclinaison) AP, ap. L'un d'eux, soit AP, est rencontré en un point donné B (soit en dedans de l'ellipse, soit en dehors sur le diamètre prolongé) par une droite DF qui coupe l'ellipse aux points D et F. Trouver les droites BD, BF.
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Des points D, F, au diamètre AP, menez les ordonnées DE, FE. Posons, pour la commodité du calcul,
AP — 'id, ap = 2ë, DE on FE^n, RG = i, CE - c.
Par conséquent, BE^\c— b\, différence entre BC et CE. Nous supposons, en effet, que FE et DE tombent au-dessus de la droite ap, en sorte que si DE tombe au-dessous de aCp, ii faut réputer CE comme nne quantité négative, ou bien, ce qui revient au même, on aura BE = c- rp b, ce qui ne troublera pas !e calcul.
Dans les triangles DBE, FBE, on donne encore les angles (l'angle en B étant donné et l'angle en E droit ou au moins donné), donc on donne le rapport des côtés, qui est celui des sinus des angles opposés ;
soit donc
DE(ou FE) "
-■ Comme BE = |c -
è| et DE (ouFE) = «,
Or, dans une ellipse, l'ordonnée DF ou FE est, ou bien moyenne proportionelle entre les segments AE, EP du diamètre (si aC = AG), ou est, à cette moyenne proportionelle, dans le rapport aC à AC. Donc, les carrés étant proportionels aux carrés.
ACj^dj _
y/AË.ËF
«C(=â) l)E(ouFE = fl)
AE X EP = (lAP - CE) X (iAP + CE) = (<
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Puis donc que
m^b^fP~n''d^è^ 2m*bd^
Résolvant l'équation :
m'bd^±ndS^/m
■ ^C^.t:CE.
Il faut remarquer que des quantités ainsi désignées avec ambiguïté par les signes ±, la plus grande, correspondant au signe +, est la distance CE du point E le plus éloigné du centre; la plus petite, correspondant au signe — , est la distance CE du point E le plus proche, lequel est d'ailleurs situé au-dessus du centre vers B (comme le suppose la figure), si la quantité est positive, c'est-à-dire si
m^ bd^ > ndS V m' d^ -H /l' ô' — m' &' .
Il sera, au contraire, au-dessous du centre, si l'inégalité est renversée, et, par suite, la quantité négative, ou enfin si, par suite de l'égalité entre ces deux termes, ils se détruisent réciproquement, E sera au centre. Il peut même arriver, si B est pris en dehors de l'ellipse,
que
auquel cas l'équation est impossible, preuve qu'alors la droite rencontrant sous l'angle donné le diamètre prolongé au point donné B, est tout entière en dehors de l'ellipse, et que les points D et F n'existent pas. S'il y avait égalité, que m^b^ se détruisit avec m^d^ + n^B^, la droite ainsi menée toucherait l'ellipse sans la couper, et les points D,
Hosted by
F coïncideraient. Tout cela est assez clair, pour qui connaît bien la nature des équations, et n'a pas besoin d'être plus longuement explique.
Ayant désormais les points B donné, E trouvé, on aura BE côte du triangle DBE ou FBE et, par suite, connaissant aussi tous les angles, comme on l'a dit, !e côté BD ou BF; on aura, en effet,
sinD(ouy) _ __ R E
sinE ~ lîD{ouBE)'
Voilà, très noble Lord, ce que, pour obéir à vos ordres, devait vous présenter
Le fidèle exécuteur de vos volontés,
John Wallis.
LETTRE XLL
Kenelh Digbï a m. Th. Whitk.
Très honoré Monsieur, je vous remercie humblement de votre lettre du 1*'' avril, et je vous assure que j'ai été très charmé de ce que vous m'avez envoyé de la part de mylord Brouncker et du docteur Wallis. Ils se sont maintenant montrés effectivement tous deux de très grands personnages. J'ai rencontré quelques-uns des plus capables mathématiciens, depuis que j'ai reçu leurs lettres; je les leur ai montrées et ils ont maintenant pour eux la plus grande vénération. En fait, c'est M. Frenicle qui a été l'occasion de ces visites, car il parlait si hautement de ces lettres qu'il a donné le désir de les voir; car, quoiqu'il ne veuille rien abandonner de ce qu'il a écrit pour les discuter, maintenant il divulgue à tout le monde l'estime qu'il en fait, ce que je tiens pour la marque d'un noble esprit. Je laisse ouvert mon paquet pour le docteur Wallis; vous pourrez le lire et le donner ainsi à mylord Brouncker, que je prie, une fois qu'il en aura vu le contenu, de le sceller et de l'expédier au Docteur.
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J'ai écrit par la dernière poste à sa Seigneurie ; aussi ne veux-je pas le déranger encore par une lettre spéciale pour lui; mais je vous prie de lui présenter mes humbles respects. En vérité, ces dernières lettres de sa Seigneurie et du Docteur ont amené Un grand changement dans les opinions sur leur compte. On les regarde maintenant comme les plus grands mathématiciens du temps, et laissez-moi vous le dire en particulier, je demandais à M. Frenicle, combien il était estimé dans la balance contre l'un ou l'autre; il répondit aussitôt qu'il ne pesait pas devant eux. qu'il n'était qu'un mauvais écolier en présence des plus grands maîtres du temps. Je ne veux pas vous retenir plus longtemps, mais je reste
Votre tri^s humble et très affectionné serviteury
KliKELS! DiGTiY.
LETTRE XLil.
KBNEi.n DiGBï \ John Wallis.
Très honoré Monsieur, quoique je vous aie ennuyé d'une longue lettre (la quatrième de ce mois) par le dernier courrier, je ne puis encore m'empèeher de vous en adresser Une nouvelle aussi tôt; c'est un effet de l'excessif contentement que m'ont procuré les vôtres des 4 et i5 mars; je suis encore obligé de vous le témoigner en un ou deux mots. En vérité, depuis bien longtemps, rien ne m'a fait autant de plaisir que ces lettres, tant ce que vous avez envoyé en mémo temps à mylord Brouncker, que ce que sa Seigneurie m'a également écrit, avec tant de science, de profondes et subtiles spéculations. Vous venez de faire paraître ici nos mathématiciens comme des Samsons, qui peuvent aisément rompre et mettre en pièces toutes les cordes et tous les pièges des Philistins qui vous assaillaient chaudement. Et les plus grands hommes d'ici sont maintenant forcés d'avouer que l'Angleterre ne le cède à aucune nation du monde en ces noble's spéculations. M. Frenicle dit maintenant bien haut et bien fort combien il révère
VOS profondes connaissances; il se plaint seulement que vous l'ayez si longtemps laissé s'enfoncer dans son erreur, en badinant si longuement avec lui comme s'Ji eût été un joueur trop faible pour vous, avant d'en venir avec lui à votre meilleur jeu et à l'emploi de vos forces.
Il m'a promis de m'envoyer aujourd'hui une lettre pour exprimer ces sentiments dans ce sens. Aussi vais-je garder mon paquet ouvert jusqu'à la dernière heure, si sa lettre n'arrive pas avant, afin que vous puissiez l'avoir par ce courrier. Car je crois qu'il ne vous déplaira pas de voir un aussi grand personnage en cette matière reconnaître la vérité comme il devait le faire et s'y soumettre franchement. J'ai aussi envoyé vos lettres à M. Fermât, et, si je reçois son sentiment sur elles, je vous le communiquerai.
Je baise vos mains et reste, digne Monsieur,
Votre très humble .et très obéissant serviteur, Kf.>;klm Dir.nv.
LETTRE XLUI.
Freniole a. Kemîlm DiGUï.
J'ai lu les dernières lettres du clarissime Wallis, en date des 4 et i5 mars, que vous m'avez communiquées, très illustre et très honoré Chevalier. Elles m'ont clairement fait connaître maintenant combien Wallis a fait de progrès dans les Sciences mathématiques; mais mon esprit demeure en suspens quand je me demande ce qui a induit un homme aussi savant à vouloir être aussi longtemps méconnu par nous. Quel motif pouvait-il avoir, quand c'est de son devoir et de sa profession de faire connaître la Science? Je l'avoue, j'y ai été quelque peu trompé; mais, si j'ai commis quelque faute, elle doit lui être imputée, non à moi. Tel il se montrait, tel il devait être jugé, et pourtant ce jugement défavorable, je ne le portais pas de mon plein gré, mais à regret. Aussi, tant qu'il y avait lieu de blâmer, je n'aurais pas voulu
que le blàmc parût venir de moi, j'aurais désiré que mon nom fût caché et que ce que je disais parût un avis plutôt qu'un reproche; je ne voulais pas sembler m'être attaqué, même avec quelque raison, à une personne aussi illustre. Mais puisqu'il faut passer h l'approbation, ce n'est plus en secret et à contre-cœur, mais ouvertement et avec joie, que je paraîtrai, sous mon nom, à la face de tout le public savant. 3'avais jugé Wallis endormi, j'ai plaisir à l'apprécier éveillé. J'avais déjà vu un Hercule, mais jouant avec des jeunes filles; aujourd'hui je le contemple triomphant des hydres et des monstres; d'abord poursuivant de frivoles et puérils amusements, il accomplit maintenant des labeurs effrayants et gigantesques. C'est au reste le clarissime Schooten que visaient spécialement les problèmes sur les cubes à ajouter à leurs parties; mais il a été prévenu par la sagacité de l'illustre savant, par la puissance de cet Atlas auquel convenait bien une pareille preuve de sa force, qui doit se consacrer à de tels exercices et non pas à des minuties.
. Que la Hollande cède donc à l'Angleterre, Leyde à Oxford; si les Gaules Narbonnaise et Celtique pourraient disputer la palme au Kent et à l'Oxford de la Bretagne, si elles pourraient lutter à forces égales, ou même peut-être supérieures, ce n'est pas à moi à le décider; je laisse à d'autres à le juger. Jusqu'à présent le combat n'a pas été égal et les chances n'étaient pas les mêmes.
Je prie votre clarissime Correspondant de m'excuser si j'ai écrit à son sujet plus librement que je n'aurais dû. Vous savez ce qui m'y a poussé, vous savez que je ne voulais lancer contre lui aucune injure, aucune invective, que je no voulais rien ternir de sa réputation; j'ai tenu cachées les lettres dont il se plaint, j'ai refusé de les montrer même à mes amis qui les demandaient; j'aurais désiré, s'il eût été possible, que Wallis seul les lût. Vous savez que je n'ai agi que pour le stimuler, afin de pouvoir éprouver son mérite, et certes il l'eût mieux fait paraître, s'il eût donné les solutions des cubes avant d'avoir reçu l'opuscule latin que je vous ai dédié, très noble Seigneur, s'il n'eût eu par suite aucun secours. Car il ne manque pas do gens qui
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auront dos soupçons et qui peuvent dire que le clai'issime Wallis s'est fatigué à la recherche de ces solutions, mais que son labeur n'ayant pas réussi, pour produire au moins quelque chose, il a donné comme solution l'unité au lieu des nombres cube et carré qui auraient résolu réellement les questions; il a été facile, ajoutent-ils, à un homme, d'ailleurs sagace, de marcher par un chemin déjà frayé, par une voie battue et aplanie; lorsqu'il a pu voir les parties cubiques des cubes donnés et considérer les parties de la somme des mêmes cubes décomposés, il lui a été aisé de fabriquer sa méthode. Si je répète ces imaginations, ce n'est pas que je veuille rien ôter ni dérober h la gloire due à Wallis, mais tout cela ne parait pas absolument dépourvu de raison et on conjecture que mon opuscule ne lui a pas été sans utilité pour trouver sa méthode. Mais pour mes lettres, ce qui y a semblé méchant et dur pour Wallis a tourné à son avantage; car si mes piqûres ne l'eussent aiguillonné, si j'avais approuvé sa solution, peut-être, content de celle-ci, n'aurait-il pas été plus loin. Que votre clarissime Correspondant ne continue donc pas à m'en vouloir, comme si mes attaques ne lui avaient pas été vraiment utiles, ainsi qu'à tous les savants avec lui; qu'il avoue au contraire que j'ai bien mérité de lui et des autres, en dissipant par la bourrasque de mes chicanes les nuages qui couvraient encore à nos yeux la brillante lumière que possède Oxford et celle, non moins éclatante, qui resplendit sur Londres. Que le clarissime Wallis ne croie pas davantage que je porte envie à la gloire de quelqu'un, ni que moi, qui vénère le mérite où qu'il soit, méprise quelque nation, la vôtre surtout; car j'ai visité autrefois votre Angleterre et j'ai toujours eu pour elle un penchant particulier. J'ai même eu grande joie de reconnaître enfin l'erreur que je partageais avec quelques autres, si j'ai été tant soit peu fâché que votre clarissime Correspondant ait voulu nous cacher si longtemps ses forces. Qu'il ne pense pas enfin que je prise tant ce que je fais; au contraire, j'en fais d'ordinaire bien peu d'estime, ce qui peut amener que je m'étonne si d'autres, qui s'occupent des mêmes questions, n'y parviennent pas, et que j'aie honte de les voir
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parfois s'égarer bien loin. Mais assez là-dessus; venons à ce qui regarde la Seience.
Je regrette que votre clarissime Correspondant nous présente encore l'unité comme une solution légitime et ne veuille pas faire attention que, comme je l'ai souvent répété, si l'unité n'a pas de parties, elle ne peut leur être ajoutée. L'unité, dit-il, est un cube qui, ajouté à ses parties aliquotes, c'est-à-dire à rien, redonne i, qui est carré. Je réponds : Si l'unité peut être ajoutée à ses parties, celles-ci sont quelque chose; si elles ne sont rien, comment y aurait-il des parties? Je m'étonne comment un savant aussi perspicace s'en tient à une contradiction aussi évidente, surtout quand il s'agit de nombres, non pas d'irrationels; s'il se refuse à admettre ce que je dis, qu'il reste en paix, je n'insisterai pas davantage. Laissons donc une vaine dispute sans importance et venons à la défense de ce que me reproche votre clarissime Correspondant. J'ai à montrer brièvement comment j'ai pu regarder l'unité comme cube et comme carré, même comme un nombre, mais comment en cela je n'ai pas exercé une tyrannie à l'égard de Wallis en lu! refusant le droit d'en faire autant. Que l'unité soit universellement regardée comme un cube et comme un carré, je n'ai pas à le nier, mais il ne s'agit pas de cela, que je n'ai jamais contredit; mais qu'on la prenne pour un nombre, cela n'est pas accordé, et l'on conteste notamment qu'elle puisse recevoir l'appellation de nombre, alors qu'elle est solitaire, quoique, pour plus de brièveté, quand elle se trouve avec un ou plusieurs nombres, il soit préférable de dire nombres au pluriel et non, par circonlocution, tels nombres avec l'unité.
J'arrive désormais à ce qui regarde les parties aliquotes. Dans ce que j'ai avancé à ce propos, je voulais seulement indiquer que pour les nombres fractionnaires il n'y a pas proprement de parties aliquotes en nombre déterminé, qu'elles devraient être considérées comme en nombre infini ou indéfini et que par suite on n'a pas à les admettre. Si donc j'ai énuméré ^> -^ dans les parties aliquotes du nombre -^?
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je l'ai fait parce qu'elles ont avec leur entier une relation par nombre de même qualité que le nombre entier lai-même, puisque de part et d'autre on a un nombre joint à des fractions ; j'ai donc pensé qu'elles ne devaient pas être écartées. Pour m'expliquer plus clairement, le nombre -jrr = 5?7-: c'est donc le nombre 5 avec la fraction -j^.x les rela-
tifs des parties s-' —^■i „ sont d'autre nart -^i A--, -tt-! ou bien ^ 32 16 8 "248
iji-î 85-?i 43o' c'est-à-dire des nombres entiers avec des fractions ou de même nature que le nombre entier auquel se rapportent ces parties. Ces nombres doivent donc être admis comme parties k aussi bon droit que ceux donnés par le très noble, très savant, et très honoré par moi lord Vicomte Brouncker, ornement de la ville de Londres. Ces derniers ont en effet des relatifs qui diffèrent de leur nombre, savoir 343, 49» 7. nombres entiers alors que le proposé est entier avec une fraction. Si donc chacune des parties assignées par moi n'est pas vraiment une partie, mais fait plusieurs parties, le nombre aussi auquel elles se rapportent n'est pas une, mais plusieurs parties. D'un autre côté, je reconnais dans chaque nombre entier une propriété qui fait défaut aux parties aliquotes données par l'illustrissime Vicomte, c'est que chaque partie aliquote d'un nombre composé quelconque a comme relatif une autre des parties du même nombre ou du moins elle-même (si le nombre est carré), sauf toutefois l'unité qui a pour relatif non une partie, mais le nombre total. Or dans les parties indiquées dont il est question, la première ^ correspond au nombre 343, la suivante ^ au nombre 49. la dernière enfin au nombre 7. Ces relatifs, qui devraient être des parties du nombre, se trouvent plus grande que lui. Je rends grâces au clarissime Wallis de m'avoir averti d'une faute due à la négligence du typographe; peut-être sans lui ne l'aurais-je jamais remarquée; vous savez au reste que ce lapsus ne m'est pas imputable et que dans l'original vous pouvez lire le nombre exact et tel que le clarissime Wallis l'a corrigé. Cependant je dois craindre d'avoir laissé échapper des fautes du môme genre dans les solutions
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de la question du très savant Wallis, car je les ai données à la hâte, au fur et à mesure que je les trouvais, et sans les revoir; je demande donc qu'on veuille bien m'éxcuser s'il y a lieu; je substituerai les nombres véritables à ceux qui seraient fautifs.
Puisque enfin le clarissime Wallis a trouve comme moi, quoi<|ue un peu aidé pour les deux premiers, cinq cubes donnant un carré, je lui en envoie un sixième, le plus éloigné de tous, et qui est noté analytiquement page 4 de l'opuscule latin précité ; j'y ajoute un second carré. Mais comme il est peut-être occupé à de graves spéculations, pour ne pas le retenir longtemps à leur examen, je les donnerai en parties avec les parties des sommes relatives à chaque cube ou carré partiel.
Racines cubes partiels.
s somines des cubes partiels it de leurs parSies.
■es partiels.
Mais quelque plaisir que je prenne à abuser de votre patience, pour vous occuper si longtemps à cet entretien, très illustre Seigneur, pour
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qui j'ai autant de respect que d'affection, je n'oserais certes pas le
faire si je n'avais pas tant de confiance en votre bienveillance pour.
Très excellent Chevalier,
Votre très dévoué et très obéissant
B. Fremci-e de Bessy.
LETTRE XLIV
John Wallis a Kenei.m Digby.
Te VOUS rends très humbles grâces, illustrissime Seigneur, pour votre lettre du 8 mai, que j'ai reçue avec celle de Frcnicle y incluse. Si je ne puis revendiquer comme m'étanf dues les louanges dont vous m'accablez (car qui peut les mériter pour la solution de quelques problèmes d'Arithmétique ou de Géométrie?), je ne puis estimer peu de chose de recevoir de vous de tels éloges spontanés. Qu'ils viennent d'une appréciation dont chez de telles personnes le poids est toujours considérable, qu'ils ne soient dus qu'à l'aiTection, on doit également priser soit l'estime, soit l'amour des grands hommes, et si je puis du moins être assuré de l'une ou de l'autre, je dois le reconnaître avec gratitude. En tout cas je suis heureux, illustrissime Chevalier, d'avoir heureusement répondu, soit il vos désirs, soit aux questions de vos clarissimes Correspondants, et s'il reste encore quoique point où ils ne croient pas avoir encore entière satisfaction, comme j'ai résolu leurs principales propositions, et donné les méthodes de solution (que d'ailleurs le temps me manque), je ne crois pas que le reste vaille la peine de nous embarrasser d'escarmouches sans fin. Je ne doute pas en effet qu'ils ne pensent bien, au vu de nos solutions, que nous pouvons également résoudre le reste, pourvu que nous ayons le désir et le loisir de nous en occuper; et je ne crois pas non plus que vos très nobles Correspondants exigent que nous le fassions. Car ils ont négligé toutes nos questions, sauf celle des deux carrés qui.
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ajoutés à leurs parties aliquotes, fassent la même BOinme, point sur lequel j'ai eu ample satisfaction ; ils ne doivent donc pas se fâcher si je ne réponds pas à quelques-unes de leurs demandes.
Cependant, pour ne pas paraître tergiverser, voici ce que je dirai à la hâte sur les deux questions qui restent dans la dernière lettre de Fermât.
En premier lieu, il demande deux cubes rationeis faisant la même somme que les deux donnés i et 8. Je réponds que les cubes du nombre
positif — et du négatif — donnent la même somme que i et 8, car
Le même moyen qui m'a donné un cube positif et un négatif ou, ce qui revient au même, la différence de deux positifs égale à la somme des deux cubes donnés, ce même moyen fournira aussi deux positifs; mais le couple ci-dessus s'est présenté d'abord. Certes, votre très savant Correspondant ne peut estimer plus diiïicile de trouver deux cubes rationeis qui fassent une somme donnée (possible) que deux qui fassent une différence donnée (possible), quoique le calcul puisse être plus long soit d'une façon soit de l'autre. Au reste, dans le cas proposé, il ne s'agit que de trouver deux cubes dont la somme fasse neuf fois un cube; en prenant une Table de cubes et en employant des abrégés qui se présentent d'eux-mêmes à un homme exercé, et analogues à ceux que nous avons déjà mis en œuvre pour le troisième problème de Fermât, il n'y a pas une grande difficulté pour qui veut entreprendre le calcul, car ces cubes, divisés par le troisième, donneront pour somme le nombre 9 = 8 + t. Telle est la méthode à employer pour toute somme ou différence possible de cubes à chercher.
En second lieu, il propose de démontrer ce théorème : Il n'y a en nombres aucun triangle rectangle dont l'aire soit un nombre carré. Voici comment je le prouve :
Dans la iigure ci-contre {Jig. 8), dont le tracé est immédiat, les côtés
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du triangle rectangle BCD ne peuvent être énonçables en nombres, si AD et DE ne sont pas entre eux comme tics nombres plans semblables (autrement leur produit ne sera pas un nombre carré, et la racine BD
no sera pas énonçablo) ou comme des nombres carrés. Soient les nombres -ia^, ae^. Des lors CB, CD, BD seront proportioncls à a^+ e-, a- — e*, 2ae, et CD, ^BD le seront à a" — e^, ae. Dès lors, comme la différence de deux carrés et leur moyen proportionel ne peuvent être des plans semblables, leur produit ou l'aire du triangle ne peut être un carré, c. q. r. d.
Au reste, je n'ai rien appris du sentiment de Fermât sur nombre de nos lettres, car pour toutes celles qui ont suivi la date du 5 novembre, le silence est complet.
Quant à votre dernière lettre et k celle de Frenicle, je n'ai qu'à vous remercier pour mettre enfin un terme à ces discussions et aussi à l'ennui qu'elles vous ont occasionné hors toute mesure et dont je demande pardon pour.
Très illustre Chevalier,
Votre très humble, très obéissant et dévoué serviteur,
John Wallis.
Osford, 2o/3ojuiii ifij8.
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APPENDICE AUX LETTRES PliÉCÉDENTES O.
LETTRE XLV
John Waixis a Vicomte Bbounckeh .
Très illustre Lord, les lettres qui précèdent étaient déjà imprimées et commençaient à être distribuées quand j'ai reçu aujourd'hui, par votre intermédiaire, une lettre de l'illustrissime chevalier Digby, datée du 19 juin, qui en renfermait une autre de M. de Fermât. Celle du 25 mai dont il parle doit être perdue avec ce qu'elle pouvait renfermer, ou du moins rien ne m'est parvenu. Mais pour celles que je viens de recevoir, en raison de plusieurs propositions de Fermât, élégantes et dignes de lui, je les ai aussitôt envoyées à l'imprimerie, pour les joindre comme appendice aux autres, au moins dans les exemplaires qui ne sont pas encore parus. Ainsi le public .pourra connaitre des spécimens d'un tel génie, bien dignes d'un homme aussi supérieur, et ce sera une raison pour forcer cet illustre savant de mettre au jour ce qu'il garde jusqu'à présent pour lui. 11 est bien établi que dans ces matières il est au premier rang, qu'il s'est particulièrement occupé de questions sur les nombres généralement négligées jusqu'à présent, qu'il a fait aussi en Géométrie des recherches d'une admirable subtilité; on ne peut donc permettre qu'il garde pour lui et les siens tout ce trésor qui serait d'un si grand prix pour l'univers savant. Je suis sûr que là-dessus votre Seigneurie est entièrement de mon avis, comme elle le sera pour les remereîments à lui faire en raison de l'affabilité qu'il nous témoigne et de l'éloge dont il nous honore, éloge que nous avons plaisir h lui retourner. Mais il faut ou ne pas répondre à su
(I) Dans la seconde édition du CoiAmercium, la distinclion comme appendice a été supprimée, et les lettres suivantes sont imprimées dans l'ordre XLVI, XLVH, XLV; leur n numérotage est indiqué entre parenthèses et en chiffres modernes. Fkbm*t. — m. 76
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lettre ou différer de le faire, puisque nous avons eu à peine le Lenips de la lire avant de l'envoyer à l'imprimerie, pour suivre le reste déjà terminé. D'ailleurs ce qu'il a déjà fait lui-même, il n'est pas nécessaire que nous le fassions à notre tour; là où il peut être arrêté, si notre aide pouvait lui être utile, nous ne la refuserons pas. Après vous avoir écrit à la hâte, il me reste à me dire.
Très illustre Lord, Votre très respectueux et très obéissant
Joii>- Wau.is.
Osford, 3/[:S juillet ïGiS.
LETTRE XLVI
Keset-m Diubï a Johh Wallib.
Noble Sir, j'ai dernièrement re^^u de M. Fermât le papier ei-inclns avec prière de lui de l'envoyer à Mylord Brouncker et à vous-même. J'espère que vous aurez reçu mes lettres des 8 et iS mai. Mais le principal objet de celle-ci sera de prendre congé de vous pour plusieurs mois; car je vais entreprendre un long voyage qui me prendra au moins tout cet été. Si je retourne à Paris, je vous en informerai (}n vous présentant mes humbles respects. En même temps je cesse de vous importuner et je reste,
Noble Sir, Votre très humble et très obéissant serviteur, que vous honorez grandement, Kenelm Digry.
RÉPLIQUE ANONYME AU COMMERCIUM
[A lu suite dé l'exemplaire VgiS du Commerciam Epistolicum de Wallis à la Bibliothèfiue Nationale, et dans l'un des manuserils de Boulliau (Bibl. Nal. franc. n° 13040) se trouve un imprimé anonyme de trois pages sue une demifeuille petit 10-4°. Celle pièce, qui constitue une réplique au Commercium, étant très rare ('), j'en reproduis ci-après le texte lalin, suivi de la traduction. Quant à l'auteur, si la question est posée entre Frenicle et Fermât, il ne peut guère, ce semble, y avoir de doute, quoique Libri ait bésité un moment {voir Tome 1, Avertissement, pages xxm, lignes 9 à 12), et que, dans ses Recherches sur les manuscrits de Fermât, M. Ch. Henry se soi), contre Libri, prononcé en faveur de la seconde hypothèse. J'estime, en effet, que Fermât doit êlre absolument écarté, si l'on considère le fait môme de l'impression, le ton de la réplique, enfin certaines particularités de l'orthographe; tout, au contraire, nous indique Frenicle, si ce n'est qu'en tous cas l'auteur aura voulu déguiser sa personnalité. C'est, en effet, Frenicle lui-même qui esl désigné dans la pièce sous l'initiale « F. », tandis que Fermât est indiqué par l'expression « amicus noster- «. On ne peut donc exclure absolument la possibilité que l'imprimé anonyme soit dû à un troisième mathématicien français, plus ou moins lié également avec Digby (par exemple, Carcavi, Mylon ou Martin de Laurendière); mais il aurait alors été au moins inspiré par Frenicle; la pièce doit donc valoir comme de ce dernier. ]
Illl-stbissimo et ci.arisbimo yiro I). K, !) (-).
Commcrcii Epistolici tandem data nobis tuo beiieflcio est copia, in qua primuiii illud inquirendum venit an in commercium publicum cadere debueriiit epistolse privatte, non solum non consentientibus, sed ne suspicantibus iilud quidem aut scientibus earum authoribus : hac enim in re aliquam saltem juri gentium vim factam nemo merito inficias eat. Sed nil forsan expcdit qusestionibtis mathematicis etbicas
(') La réédition, donnée par M, Cli. Henry dans ses Itecherches (pages 178 à 180), a été faite, en réalité, sur une copie d'Arbogost, et prosenlc par suite quelques inexactitudes. Oj D(omino)8,(6nelm)D(igby).
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immisccri : detur itaquc venia illustrissimœ et doctissimae natioiii, qute gloriatn suam intra sepfa nimis aQgusfa noiuit continere. Vicit nempc amor patrise, cujus famam exteodere enixe semper et cupiunt et laborant, boni cives. Sed an ipsi satis liac in parte ab illis consultum sit, videntur aliquantulum ambigere nostrates el ad illud poetÉe, tcntabundi licetac dubitabiindi, quadaintenus respicere.
Quondain ctiam viclis redit iii priBcordia virUis, Victoresqiic cadunl Danai ( ' ) ....
An autem instaurarc ipsis praelium liceat aiit, aliqua sallem rationc, victoriae a se dcdecus amoliri, tuum (Vir clarissimc), postquam haîc paucissima legeris, erit judicium.
Quse hactenus viris vestratibus proposita sunt, in duas commodn species dividi possunt : vel enim in problemata specialia, vel in theorcmata aut problemata universalia et generalia. Ad priorem speciem spectant problemata de partibus aliquotis, et spéciales qusestionis de quadratis unitate diminutis casus. Horum legittniam solutionem ab ipsrs accepimus : attamen prœcesserat libelius Doraini F. (-), cujus ope cum facillimum fuerit numéros ab ipso exhibitos àvaXûstv ('), ot construclionis formam et processum inde nnilo negotio elicerc. i-nv/ouGi (') nonnulli et, ad reraovendum, si quis supersit, scrupulum, demonstrationes theorematum generalium, qua; estsecunda propositarum qusestionum species, et in qua nuUum aut spécimen aut anxilium à nosfris habaerunt, ab ipsïs merito exposcunt : qua in parte quid aut tentaverint aut produxerint veslrates, en accipe :
Theorema prœcipuum hoc erat : Dato quovis numéro non quadrato in integris, dantur infîniti quadrati in integris, qui in datum numeruin ducti, adscita unitate, conficiunt quadratum. Verba autem in m- /Cjorâ bic addimus; licet enim, ex iis qua; in scripto amici nostri (M
(1) Virgile, Enéide, II, 367^8.
('} La Solutio duorum prohlematum etc. qui est perdue.
(^) àvakùaivt I.
(S) Pièce 8r de la Correxpondance de Fermât : traduction ci-avant p. Jiï.
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prsecesserant, luce clarius sit do integris tantum ibi qua;stionem essi', tollere tamen omnino ambigua non gravamur. Hujus theoremalis dcmonstrationem facilem sibi author Commercii asscrit paginis 82 et 8'i imo hanc ibi coiitineri diserte innuit; sed analystse nostri ne vestî^ gium quidem demonstrationis illic agnoscunt.
Secundum theorema negatiïum hoc erat ; NuUus numerus ciibus in duos cubos rationales diçidi potest, Hujus cum demonstrationem non dederit F. in libello à se anno 1G57 edifo ('), — licet in eo quœstioncm proposuerit liuic consimilem his verbis : Invenire 2 vel 3 vri 4 etc. hexagona (*) centralia quorum latus unitate tantum différât, el eorum summa sit œqualis cubo. Quœstio eniin illa ad problema nos^ trum (') reduci potest, in quo datum cubum in duos cubos rationales dividendura proposuimus, modo unitas, ut vultipseF. exhexagoni (') definitione, inter hœc hexagona (^) non computetur ; — debuerani vestrates huic statim démon stratio ni incumbere. Sed nescio qua ra^tione factum sit ut neglexerlnt omnino ea in quibus nostratcs ipsis non praeiverant.
Tertium theorema générale, quod sub forma problematis concipi potest, hoc erat : Datus quivis numerus de (") duobus cubis composllus in duos alios cubos est divisibilis; — vel, si problema universaiti proponendutn mavis : — Datum numerum ex duobus eubis composilum in duos alios cubos rationales dividerc; quae diviaioper nos potest infinities variari. Huic autem propositioni non tantum canon nulliis generalis datus est, quem tamen inquirebamus, sed in spécial! problematis in numéro 9 propositione, ioco summîe quae profond* et alistrusje est disquisitionis, data est differentia tantum; in quo easu nu!lam aut Vieta aut Bachetus in Diopliantum agnoverant difficultatem.
(I) La Solutio précédommenl meatioimée, {') Exagonal.
(') Le problème avait été proposé par Fermât (Lettre LXXXIU, traduction ci-avant p. 3i3). mais nostrum doit s'entendre : « de notre compatriote ". (*) Exagnni I.
(S) Exagonal,
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cuin problema nostrum ne attiiigorinl (') quidcin, imo illiid ditficîlli-
mum videaiitur judioasse (-).
Quartum problema nugativum hoc eral : NuUum iti nurnoris est triangulum rectangulum cujas area sit numerus quadratus. Hujus démo lis trationem existimat author Commepcii dédisse in pagina soi libeili uUima : sed ne hîc quidem deraonstrationem uUam deleximus. Supponit quippe pt'o medio demonstrationis theorema sequens : Differentia duorum qnadratorum atquo eorumdem médius proportionalis non possuiit esse plani similes : qiiod nihil aliud est quam obseurum per obscurius aat saltem seque obseurum probare. Licet enim verum nobis esse constet theorema illud suppositum, cur tamen illud non demonstraverit author non video, cum non minorem ipsius demonstratio, quam demonstratio tlieorematis, habeat dilficultatem.
Vides itaque (Vîr Clarissime) quos evelli nostratibus scrupulos ab authore iUo operse pretium sit, ut omni ex parte victoriani consequatui". Major certe (*) vise pars ab ipso jam peracta est, nec Phiiistinis ul!a satis tuta latebra aut offugium est contra Samsoncm. Effice (') igitiir (Vir Clarissime) ut tanti et tam célèbres viri fractos jam et iabantes adversarïos ab his quatuor vix satis fidis propugnaculis actutum dejiciant, quo peracto plen* vestratium victorije, consentientibus vel nostratibus, plenus etiam triumphus acccdet. Nec addictum me minus ant jussis vestris obsequentem aut tu, Vir Illustrissime, aut ipsi quoque in posterum experientur. Vale.
A l'illubtiussiuk et cl*hissi.«e Sm Kdmilm Dighv.
Grâce :i vous, nous avons enfin entre les mains ce Commercium epàtolicum qui soulève nne première question, à savoir si des lettres particulières auraient dû être livrées au public non seulement sans l'aveu
(1) VSs,Q7.attigennt.
(') ceflcC I.
(1) Effigel.
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de leurs auteurs, mais même ii leur issu et avant qu'ils en eussent conçu le moindre soupçon; personne ne pourra contester à juste titre que dans cette occasion le droit des gens n'ait au moins subi une certaine atteinte. Mais il ne faut peut-être pas mêler des questions morales à des sujets matliématiques; souffrons donc une pareille licence à une illustre et savante nation, qui n'a pas voulu limiter sa gloire par des barrières trop étroites. C'est l'amour de la patrie qui l'a emporté; les bons citoyens désirent à tout prix étendre sa renommée et consacrent leurs efforts à ce but. Mais a-t-il été, dans ce cas, complètement atteint? Nos compatriotes semblent quelque peu en douter et, quoique avec hésitation et sans assurance, se rappeler ces vers du
poète :
Mais parfois le courage revient iiu %'aiiifiu, lîL le Grec trioinpiiant sucijomhe à so» loai:
Peuvent-ils renouveler la lutte ou, pour quelque motif au moins, éviter le déshonneur de la défaite? Il vous appartiendra d'en juger, quand vous aurez lu ces quelques lignes.
Ce qui, jusqu'à présent, a été proposé à vos compatriotes peut être aisément distingué en deux classes de questions : d'une part, les problèmes particuliers, de l'autre, les théorèmes ou problèmes universels et généraux. Dans la première classe rentrent les problèmes des parties aliquotes et les cas particuliers de la question sur les carrés diminués de l'unité. Nous avons reçu d'Angleterre une solution légitime pour tous les problèmes de cette classe ; cependant elle avait été précédée par l'opuscule de M. F(renicle), grâce auquel il était très facile d'analyser les nombres qu'il avait donnés et de déduire ainsi sans aucune peine le mode et le procédé de construction. On peut donc suspendre son jugement et afin d'écarter tout scrupule, s'il en reste, réclamer à bon droit de vos compatriotes les démonstrations des théorèmes généraux qui constituent la seconde classe des questions proposées et pour lesquels ils n'ont eu de notre côté ni modèle ni secours. Or qu'ont-iis tenté ou produit à ce sujet? Je vais le dire.
Le principal théorème était le suivant : Etant donné un nombre
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entier non carré, on peut déterminer une infinité de carrés entiers, tels que le produit de chacun d'eux par le nombre donné, après addition de l'unité, fasse un carré. J'ajoute ici le mot entiers; quoiqu'en effet, d'après ce qui précédait dans l'écrit de notre ami (Fermât), il soit plus clair que le jour que la question portait seulement sur les nombres entiers, je n'ai aucune raison pour ne pas écarter désormais toute ambiguïté. Or l'auteur du Commercium affirme, pages 82 et 83 ('), qu'il peut facilement démontrer ce théorème; bien plus il fait entendre que la démonstration est expressément contenue dans ce passage; mais nos analystes ne peuvent en reconnaître aucune Irace.
Le second thcorcme était celui-ci : Aucun nombre cube ne peut être partagé en deux cubes rationels. Dans l'opuscule qu'il a publié en 1657, F(renicle) n'a pas donné la démonstration de ce théorème ; cependant ii y a proposé une question analogue en ces termes : Trouver deux, trois ou quatre, etc. hexagones centraux, tels que leurs côtés diffèrent seulement d'une unité et que leur somme soit égale à un cube ('). Cette question peut en effet se ramener au problème précédemment énoncé, partage d'un cube donné en deux cubes rationels, pourvu que l'on ne compte pas l'unité parmi les hexagones centraux, ainsi qu'au reste l'entend F(renicle) d'après sa définition de l'hexagone. Vos compatriotes auraient donc dû s'attacher aussitôt à chercher la démonstration désirée; mais je ne sais comment il se
(1) Foir- ci-avant pages 433 à 435-
(') Frenicle entend par hexagone contrai do côté n, le nombre
La somme de/i hesagones eenlraux consécutifs (des côtés n à «-!-/) — i) s
Demander qu'elle l'asse un cube, revient donc à proposer do résoudre entiers l'équation
Frenicle esclnt naturellement la solution n = 1, p = 1/.
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fait qu'ils aient absolument négligé les questions pour lesquelles ils n'ont pas été devancés par les nôtres.
Le' troisième théorème général, qui peut être con(;a sous forme de problème, était le suivant : Tout nombre donné somme de deux cubes peut être partagé en deux autres cubes; ou si vous préférez la proposition comme problème général : Un nombre somme de deux cubes étant donné, le partager en deux autres cubes. Nous pouvons faire varier ce partage à l'infini. Or pour ce problème aucune règle générale n'a été fournie, comme nous le demandions, et dans le cas particulier du nombre donné g, au lieu de le donner comme somme, ce qui demande une profonde et abstruse recherche, il n'a été donné que comme différence; chose à laquelle ni Viète ni Bachet sur Diophante n'ont trouvé aucune difficulté, tandis qu'ils n'ont pas même abordé notre problème, qu'au contraire ils semblent l'avoir trouvé très difficile.
Enfin il y avait un quatrième théorème général négatif : Il n'y a en nombres aucun triangle rectangle dont l'aire fasse un nombre carré. L'auteur du Commercium estime qu'il en a donné la démonstration à la dernière page de sou Livre ('); mais nous n'avons pas davantage pu y découvrir aucune démonstration. Il suppose, en effet, comme moyen de démonstration le théorème suivant : La différence de deux carrés et leur moyen proportionel ne peuvent être des plans semblables [c'est-à-dire des nombres dans le rapport de deux carrés entiers]. Mais ce n'est là que prouver ce qui est obscur par une autre assertion'encore plus obscure ou au moins aussi obscure. Nous reconnaissons à la vérité comme exact ce théorème supposé, mais je ne vois pas pourquoi l'auteur du Commercium n'en a pas donné la démonstration qui certainement présente autant de difficulté que celle de l'énoncé proposé.
Vous voyez ainsi quels scrupules cet auteur doit encore écarter poui' remporter sur les nôtres une victoire complète. Sans aucun
(■1) LoUi-û XLIV, pagGGiK).
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		iS

		i2=— 33=ri

		C-—11 et par conséc[(ienl ^r=3i49 — i/i4=^û

		he = i2 A. h-- 2^-f-/=i330 B. m~ ai -i- A- = i45i88 C

		LETTRE XXII

		II. On demande aussi (p. 3i r, lignes 26 à 27 ) — cube

		LETTRE XXIII

		X2X2X5XI

		A=4-AE + 'E

		FA' - FE' _ A^-E^ A-E~ " A-E

		LETTRE XXIV

		LETTRE XXV

		LETTRE XXVI

		I- en

		LETTRE XXVIII

		LETTRE XXIX

		LETTRE XXX

		LETTRE XXXI

		ii.3.ii.i3.T9.37.i<ji.3J

		I. ■>.. 4. 8. 16. 33, 04. , 1.3,9. 27. 8i. 343. 739., etc

		carré; donc ; csl ie côté du cube demandé

		I. 7. 4i. 339. iSgS. 8119. l.\jZ9.\, a. b. c. d

		LETTRE XXXIV

		LETTRE XXXV

		LETTRE XXXVI

		LETTRE XXVIII

		LETTRE XXXIX

		LETTRE XL

		LETTRE XLIV

		LETTRE XLV

		LETTRE XLVI
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