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DE LA PREMIÈRE ÉDITION
On a déjà plusieurs Traités de Méchanique, mais le plan de celui-ci est entièrement neuf. Je me suis proposé de réduire la théorie de cette Science, et l'art de résoudre les problèmes qui s'y rapportent, à des formules générales, dont le simple développement donne toutes les équations nécessaires pour la solution de chaque problème. J'espère que la manière dont j'ai tâché de remplir cet objet ne laissera rien à désirer.
Cet Ouvrage aura d'ailleurs une autre utilité : il réunira et présentera sous un même point de vue les différents principes trouvés jusqu'ici pour faciliter la solution des questions de Méchanique, en montrera la liaison et la dépendance mutuelle, et mettra à portée de juger de leur justesse et de leur étendue.
Je le divise en deux Parties : la Statique ou la Théorie de l'Équilibre, et la Dynamique ou la Théorie du Mouvement; et chacune de ces Parties traitera séparément des corps solides et des fluides.
On ne trouvera point de Figures dans cet Ouvrage. Les méthodes
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que j'y expose ne demandent ni constructions, ni raisonnements géométriques ou méchaniques, mais seulement des opérations algébriques, assujetties à une marche régulière et uniforme. Ceux qui aiment l'Analyse verront avec plaisir la Méchanique en devenir une nouvelle branche, et me sauront gré d'en avoir étendu ainsi le domaine.
DE L ACADEMIE ROYALE DES ÇCIENCES
Du 'viiigt-sept février mil sept cent quatre-vingt-huit.
Messieurs de la Place, Cousln, le Gendre et moi, ayant rendu compte d'un Ouvrage intitulé : Méchanique analitique, par M. de la Grange, TAcadémic a jugé cet Ouvrage digne de son approbation, et d'ôlre imprimé sous son Privilège.
Je certifie cet Extrait conforme aux registres de TAcadémie. A Paris, ce 27 février 1788.
Le Marquis DE CONDORCET.
AVERTISSEMENT
DE LA DEUXIÈME ÉDITION
On a déjà plusieurs Traités de Mécanique, mais le plan de celui-ci est entièrement neuf. Je me suis proposé de réduire la théorie de cette Science, et l'art de résoudre les problèmes qui s'y rapportent, à des formules générales, dont le simple développement donne toutes les équations nécessaires pour la solution de chaque problème.
Cet Ouvrage aura d'ailleurs une autre utilité : il réunira et présentera sous un même point de vue les différents principes trouvés jusqu'ici pour faciliter la solution des questions de Mécanique, en montrera la liaison et la dépendance mutuelle, et mettra à portée de juger de leur justesse et de leur étendue.
Je le divise en deux Parties : la Statique ou la Théorie de l'Équilibre, et la Dynamique ou la Théorie du Mouvement; et, dans chacune de ces Parties, je traite séparément des corps solides et des fluides.
On ne trouvera point de Figures dans cet Ouvrage. Les méthodes que j'y expose ne demandent ni constructions, ni raisonnements géométriques ou mécaniques, mais seulement des opérations algébriques, assujetties à une marche régulière et uniforme. Ceux qui aiment l'Analyse verront avec plaisir la Mécanique en devenir une nouvelle branche, et me sauront gré d'en avoir étendu ainsi le domaine.
XIV AVERTISSEMENT
Tel est le plan que j'avais tâché de remplir dans la première édition (le ce Traité, publiée en 1788. Celle-ci est, a plusieurs égards, un Ouvrage nouveau, sur le même plan, mais plus ample. On a donné plus de développement aux principes et aux formules générales, et plus d'étendue aux applications, dans lesquelles on trouvera la solution des principaux problèmes qui sont du ressort de la Mécanique.
On a conservé la notation ordinaire du Calcul différentiel, parce qu'elle répond au système des infiniment petits, adopté dans ce Traité. Lorsqu'on a bien conçu l'esprit de ce système, et qu'on s'est convaincu de l'exactitude de ses résultats par la méthode géométrique des premières et dernières raisons, ou par la méthode analytique des fonctions dérivées, on peut employer les infiniment petits comme un instrument sûr et commode pour abréger et simplifier les démonstrations. C'est ainsi qu'on abrège les démonstrations des Anciens par la méthode des indivisibles.
Nous allons indiquer les principales augmentations qui distinguent cette édition de la précédente.
La première Section de la première Partie contient une analyse plus complète des trois principes de la Statique, avec des remarques nouvelles sur la nature et la liaison de ces principes; elle est terminée par une démonstration directe du principe des vitesses virtuelles, et tout a fait indépendante des deux autres principes.
Dans la deuxième Section, on démontre d'une manière plus rigoureuse que le principe des vitesses virtuelles, pour un nombre quelconque de forces en équilibre, peut se déduire du cas où il n'y a que deux forces, ce qui ramène directement ce principe à celui du levier; on réduit à une forme plus générale les équations qui résultent de ce principe, et l'on donne les conditions nécessaires pour qu'un système
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de forces soit équivalent à un autre système de forces et puisse le remplacer.
Dans la troisième Section, on établit d'une manière plus directe les formules des mouvements instantanés de rotation et de la composition de ces mouvements, et Ton en déduit la théorie des moments et de leur composition; on y expose une propriété peu connue du centre de gravité, et Ton donne une nouvelle démonstration des maxima et minima qui ont lieu dans l'état d'équilibre. *
La quatrième Section contient des formules plus générales et plus simples pour la solution des problèmes. qui dépendent de la méthode des variations; et, par la comparaison de ces formules avec celles de l'équilibre des corps de figure variable, on y montre comment les questions relatives à leur équilibre rentrent dans la classe de celles qui sont connues sous le nom àe problème général des isopérimètres y et se résolvent de la même manière.
La cinquième Section offre quelques problèmes nouveaux et des remarques importantes sur quelques-unes des solutions déjà données dans la première édition.
Dans la sixième Section, on a ajouté quelques détails à l'analyse historique des principes de l'Hydrostatique.
On a donné, dans la septième Section, plus de rigueur et de généralité au calcul des variations des molécules d'un fluide, et l'on a rendu beaucoup plus simple l'analyse des termes qui se rapportent aux limites de la masse fluide; on a déduit de ces termes la théorie de l'action^des fluides sur les solides qu'ils recouvrent ou sur les parois des vases qui les renferment, et l'on en a tiré une démonstration directe de ce théorème que, dans l'équilibre d'un solide avec un fluide, les forces
qui agissent sur le solide sont les mêmes que si le fluide ne formait XI. ^
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qu'une seule masse avec le solide. On a ajouté aussi, tant dans cette Section que dans la suivante, qui traite de Téquilibre des fluides élastiques, quelques applications des formules générales de Téquilibre des fluides.
La deuxième Partie, qui contient la Dynamique, oflre un plus grand nombre d'augmentations.
Dans la première Section, on a rendu plus complète et plus exacte dans quelques points l'analyse historique des principes de la Dynamique.
Il y a dans la deuxième Section une addition importante, où Ton montre dans quels cas la formule générale de la Dynamique et, par conséquent aussi, les équations qui en résultent pour le mouvement d'un système de corps sont indépendantes de la position des axes des coordonnées dans l'espace, ce qui donne le moyen de compléter une solution où l'on aurait supposé nulles quelques constantes, par l'introduction de trois nouvelles constantes arbitraires.
Dans la troisième Section, on a donné plus d'extension aux propriétés relatives au mouvement du centre de gravité et aux aires décrites par un système de corps; on y a ajouté la théorie des axes principaux ou de rotation uniforme, déduite de la considération des mouvements instantanés de rotation par une analyse difl^érente de celle qu'on y avait employée jusqu'ici; et l'on y démontre quelques théorèmes nouveaux sur la rotation d'un corps solide ou d'un système de corps, lorsqu'elle dépend d'une impulsion primitive.
La quatrième Section est, à peu de chose près, la même que dans la première édition.
Mais la cinquième Section est entièrement nouvelle; elle renferme la théorie de la variation des constantes arbitraires, qui a fait l'objet
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de trois Mémoires imprimés parmi ceux de la première Classe de l'Institut pour Tannée 1808, mais présentée d'une manière plus simple et comme une méthode générale d'approximation pour tous les problèmes de Mécanique où il y a des forces perturbatrices peu considérables par rapport aux forces principales.
Nous observerons ici, pour donner à cette théorie toute l'étendue dont elle est susceptible, que la fonction V, qui dépend des forces principales, ne peut être qu'une fonction exacte des seules variables indépendantes Ç, ^, (p, ... et du temps /, mais qu'il n'est pas nécessaire que la fonction désignée par û, et qui dépend des forces perturbatrices, soit aussi de la même nature. Quelles que soient ces forces, si on les décompose, pour chaque corps m du système, en trois X, Y, Z, suivant les coordonnées x^ j, 5, et tendantes à les augmenter, il n'y aura qu'à réduire ces coordonnées en fonctions des variables indépendantes 5, 'j», (p, ..., et l'on pourra substituer à la place des différences partielles -^j ^> ••• les sommes respectives
Sm(x|.v|.z|), SH^g-vl^z^), ....
et, par conséquent, à la place de Au, la quantité
OÙ la caractéristique A se rapporte aux constantes arbitraires; de sorte qu on pourra changer -r- en
S"W-î-^fe'-4.)
et ainsi des autres différences partielles de û. De cette manière, la méthode sera applicable à des forces perturbatrices représentées par des variables quelconques.
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Enfin la sixième Section, qui est la dernière de ce Volume, et qui répond au paragraphe premier de la cinquième Section de l'édition précédente, est augmentée de différentes remarques, et surtout de la solution de quelques problèmes sur les oscillations très petites des corps; elle est terminée par la théorie des cordes vibrantes, que j'avais donnée dans le premier Volume des Mémoires de Turin, et qui est présentée ici d'une manière plus simple et à l'abri des objections que d'Alembert avait faites contre cette théorie, dans le premier Volume de ses Opuscules.
AVERTISSEMENT
DE LA TROISIÈME ÉDITION
La Mécanique analytique est un Ouvrage de premier ordre dont nous n'avons pas besoin de faire ici l'éloge. Il nous suffira de rappeler que les géomètres le regardent, d'un commun accord, comme le chefd'œuvre de son illustre auteur.
La netteté et l'élégance du style, non moins que l'enchaînement méthodique des diverses parties, témoignent assez que Lagrange ne s'est pas contenté de mettre au jour des idées neuves et fécondes, et que la rédaction même et la revision des détails ont été pour lui l'objetT^ d'un soin minutieux.
En lisant les notes très courtes placées au bas des pages, on verra cependant qu'un assez grand nombre d'inadvertances subsistaient dans la deuxième édition. J'ai cru devoir les signaler. Mais cette critique minutieuse, qui porte parfois sur le sens d'un mot ou sur quelques termes d'une formule, n'implique dans aucun cas l'idée d'une opinion opposée a celle de Lagrange, et que j'aurais la hardiesse de proposer au lecteur. Toutes mes notes ont pour but de développer le sons du texte lorsqu'il ne me semble pas assez clair, ou de le rectifier dans des cas où l'incorrection n'est pas douteuse.
Lorsque les progrès de la Science ont exigé des développements plus
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considérables, les notes ont été renvoyées à la fin du Volume. Les lecteurs me sauront gré d*y avoir placé, tout d'abord, deux dissertations remarquables publiées déjà dans le Journal de M. Lioimlle par M. Poinsot et M. Dirichlet, qui critiquent l'un et l'autre, avec beaucoup de justesse, des passages importants de la première Partie, et indiquent en même temps de quelle manière il convient de les modifier.
En reproduisant ces écrits, dans lesquels une partie de la tâche que je m'étais imposée se trouve accomplie avec tant de supériorité, je suis heureux de penser que cette nouvelle édition se trouve, en quelque sorte, placée sous le patronage de deux noms illustres.
Paris, le i > juin i85:^
DE LA QUATRIÈME ÉDITION
Au moment de publier cette nouvelle édition de la Mécanique analytiqucy nous avons pour premier devoir de rendre hommage au géomètre éminent qui avait entrepris en 1867 la publication des Œuvres de fMgrange et qui n'aura pas eulajoiedela voir complètement terminée. Par les tendances et les affinités de son esprit, M. Serret était admirablement préparé k remplir la tache qui lui avait été confiée. Recherchant avant tout la précision et Télégance de l'analyse, il avait cultivé ces qualités précieuses qu'il possédait comme un don naturel, et les avait encore augmentées par l'étude attentive, longtemps poursuivie, d'un maître incomparable. Si, plus tard, comme nous aimons k l'espérer, nos descendants lisent encore les meilleurs travaux de notre époque, plus d'un sans doute, confondant un peu les dates, sera tenté de considérer M. Serret comme un continuateur et comme un élève de Lagrange. Toutes les obligations que le devoir et l'affection imposent à un disciple pieux et fidèle, M. Serret les a en effet remplies vis-k-vis de notre grand géomètre. S'inspirant de son esprit, il a développé ou continué plusieurs de ses recherches; et surtout il lui a élevé le plus beau monument en publiant, avec l'appui du Gouvernement, cette magistrale édition des Œuvres de Lagrange, pour laquelle il n'a épargné aucun soin, aucun travail, aucun sacrifice.
XXII AVERTISSEMENT DE LA QUATRIÈME ÉDITION
Chargé de terminer son œuvre, nous nous sommes conformé à ses intentions, et au vœu unanime des géomètres, en reproduisant la belle édition que M. Joseph Bertrand a donnée, en i853, de la Mécanique analytique. Les notes dont M. Bertrand a accompagné le texte, celles qu'il a placées à la fin des deux Volumes, ont été lues et étudiées par tous les géomètres; on nous aurait reproché de ne pas conserver cet admirable commentaire, digne d^un Ouvrage qui méritera toujours d'être regardé comme une des plus belles productions de la Science française.
Un jeune géomètre, M. G. Robin, qui s'est déjà fait connaître avantageusement par plusieurs travaux de Physique mathématique, a bien voulu nous aider dans la correction des épreuves. Nous nous empressons de le remercier ici du concours dévoué qu'il nous a prêté et qui nous a été très utile.
Paris, le 24 juin 1888.
Gaston DARBOUX.
SECTION PREMIÈRE
si:r les difféuents principes de la statique.
La Statique ost la science de l'équilibre des forces. On entend, en ^'énéral, par /b/re on puissance la cause, quelle qu'elle soit, qui imprime ou tend à imprimer du mouvement au corps auquel on la suppose appliquée; et c'est aussi par la quantité du mouvement imprimé, ou prêt à imprimer, que la force ou puissance doit s'eslimer. Dans l'état d'équilibre, la force n'a pas d'exercice actuel; elle ne produit qu'une simple tendance au mouvement; mais on doit toujours la mesurer par l'effet qu'elle produirait si elle n'était pas arrêtée. En prenant une force quelconque ou son effet pour l'unité, l'expression de toute autre force n'est plus qu'un rapport, une quantité malbémaliquc, qui peut être représentée par des nombres ou des lijj[nes; c'est sous ce point de vue que l'on doit considérer les forces dans la Mécanique.
L'équilibre résulte de la destruction de plusieurs forces qui se conibattcmt et qui anéantissent réciproquement l'action qu'elles exercent XL I
los unes sur les autres; et le but de la Statique est de donner les lois suivant lesquelles cette destruction s'opère. Ces lois sont fondées sur (les principes généraux qu'on peut réduire à trois : celui du léguer, celui de la composilion des forces, et celui des vitesses xHrtuelles.
1. Archimède, le seul parmi les anciens qui nous ait laissé une théorie de l'équilibre, dans ses deux Livres de .Equiponderantihus, ou de Planorum œr/udlbnis, est l'auteur du principe du levier, lequel consiste, comme le savent tous les mécaniciens, en ce que si un levier droit est chargé de deux poids (|uelconques placés, de part et d'autre du point d'appui, à des distances de ce point réciproquement proportionnelles aux mêmes poids, ce levier sera en équilibre, et son appui sera chargé de la somme des deux poids. Archimède prend ce principe, dans le cas des poids égaux placés à des distances égales du point d'appui, pour un axiome de Mécanique évident de soi-même, ou du moins pour un principe d'expérience; et il ramène à ce cas simple et primitif celui des poids inégaux, en imaginant ces poids, lorsqu'ils sont commensurables, divisés en plusieurs parties toutes égales entre elles, et en supposant que les parties de chaque poids soient séparées et transportées, de part et d'autre, sur le même levier, à des distances égales, en sorte que le levier se trouve chargé de plusieurs petits poids égaux et placés à distances égales autour du point d'appui. Ensuite il démontre la vérité du même théorème pour les poids incommensurables, à l'aide de la méthode d'exhaustion, en faisant voir qu'il ne saurait y avoir équilibre entre ces poids, à moins qu'ils ne soient en raison inverse de leurs distances au point d'appui.
Quelques auteurs modernes, comme Stevin dans sa Statique, et Galilée dans ses Dialogues sur le mouvement, ont rendu la démonstration d'Archimède plus simple, en supposant que les poids attachés au levier soient deux parallélépipèdes horizontaux pendus par leur milieu, et dont les largeurs et les hauteurs soient égales, mais dont les longueurs soient doubles des bras de levier qui leur répondent inversement. Car, de cette manière, les deux parallélépipèdes sont en raison inverse de
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leurs bras de levier, et en même temps ils se trouvent placés bout à bout, en sorte qu'ils n'en forment plus qu'un seul, dont le point du milieu répond précisément au point d'appui du levier. Arehimëdi» avait déjà employé une considération semblable pour déterminer le centre de gravité d'une grandeur composée de deux surfaces paraboliques, dans la première proposition du second Livre de rK(|uilibre des plans.
D'autres auteurs, au contraire, ont cru trouver des défauts dans la démonstration d'Arcbiméde, et ils l'ont tournée de différentes façons pour la rendre plus rigoureuse; mais il faut convenir qu'en altérant la simplicité de cette démonstration, ils n'y ont presque rien ajouté du coté de l'exactitude.
Cependant, parmi ceux qui ont chercbé à suppléera la démonstration d'Arcbiméde, sur l'équilibre du levier, on doit distinguer Huygens, dont on a un petit écrit intitulé : Dcmonstratio œquiUhru bilanris (*), et imprimé en iGcj'i dans le Recueil des anciens Mémoires de r Académie des Sciences,
Huygens observe (|u'Arcbimede suppose tacitement que, si plusieurs poids égaux sont appliqués à un levier borizontal, à distances égales les uns des autres, ils exercent la même force pour incliner le levier, soit qu'ils se trouv(uit tous du même côté du point d'appui, soit qu'ils soient les uns d'un coté et les autres de l'autre côté du point d'appui ; et, pour éviter cette supposition précaire, au lieu de distribuer, comme Arcbiméde, les parties aliquotes des deux poids commensurabb*s sur le même levier, de part et d'autre des points où les poids entiers sont censés appliqués, il les distribue de la même manière, mais sur deux autres leviers borizontaux, et placés perpendiculairement aux extrémités du levier principal, en forme de T : de cette manière, on a un plan borizontal cbargé de plusieurs poids égaux, et (|ui est évidemment en équilibre sur la ligne du premier levier, parce que les poids se trouvent distribués également et symétriquement des deux côtés de cette
('; Cet écril irilnygcns fait parlio de ses 0£iwres publiées |ar S'Gravesande en 17'ii «Lyon), l. r% p. 28J1. (/. Bertrand.)
lij^ne. Mais Huygcris démontre que ce plan est aussi en équilibre sur une droite inclinée à celle-là, et passant par le point qui divise le levier primitif en parties réciproquement proportionnelles aux poids dont il (»st supposé chargé, parce qu'il ftiil voir que les petits poids se trouvent aussi placés à distances égales de part et d'autre de la même droite : d'où il conclut que le plan et par conséquent le levier proposé doivent être en équilibre sur le même point.
Cette démonstration est ingénieuse, mais elle ne supplée pas entièrement à ce qu'on peut, en effet, désirer dans celle d'Archimède.
2. L'équilibre d'un levier droit et horizontal, dont les extrémités sont chargées de poids égaux, et dont le point d'appui est au milieu du levier, est une vérité évidente par elle-même, parce qu'il n'y a pas de raison pour que l'un des poids l'emporte sur l'autre, tout étant égal de part et d'autre du point d'appui. Il n'en est pas de même de la supposition que la charge de l'appui soit égale à la somme des deux poids. Il parait que tous les mécaniciens l'ont prise comme un résultat de l'expérience journalière, qui apprend que le poids d'un corps ne dépend (jue de sa masse totale, et nullement de sa figure (*). On peut néanmoins déduire cette vérité de la première, en considérant, comme Huygens, l'équilibre d'un plan sur une ligne.
Pour cela, il n'y a qu'à imaginer un plan triangulaire chargé de deux poids égaux aux deux extrémités de sa base, et d'un poids double à son sommet. Ce plan sera évidemment en équilibre, étant appuyé sur une ligne droite ou axe fixe, qui passe par le milieu des deux côtés du triangle; car on peut regarder chacun de ces côtés comme un levier chargé dans ses deux extrémités de deux poids égaux, et qui a son point d'appui sur l'axe qui passe par son milieu. Maintenant on peut envisager cet équilibre d'une autre manière, en regardant la base
(•) D'Alombcri est, jo crois, le premier qui ail cherché à (icmonlrer celte proposition: mais la (iémonst ration (ju'il en a donnée dans les Memoims de V Acadcmic dea Sciences de 1769 n'est pas entièrement satisfaisante. Celle que M. Fouricr a donnée depuis dans le V'Ciiiiier du Journal de l'Éenle Polytrchnifinc est rigoureuse et très ingénieuse; mais elle n'est pas tirée de la nature du levier. {Note de La^ran^e,)
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même du triangle comme un levier dont les extrémités sont chargées de deux poids égaux, et en imaginant un levier transversal qui joigne le sommet du triangle et le milieu de sa base en forme de T, dont une des extrémités soit chargée du poids double placé au sommet, et l'autre serve de point d'appui au levier qui forme la base. Il est évident que ce dernier levier sera en équilibre sur le levier transversal qui Ir soutient dans son milieu, et que celui-ci sera, par conséquent, en équilibre sur l'axe sur lequel le plan est déjà en équilibre. Or, comme l'axe passe par le milieu des deux cotés du triangle, il pa^ssera aussi nécessairement par le milieu de la droite menée du sommet du triangle au milieu de sa base; donc le levier transversal aura son point d'appui dans le point de milieu et devra, par conséquent, être chargé égalementaux deux bouts : donc la charge que supporte le point d'appui du levier qui fait la base du triangle, et qui est chargé à ses deux extrémités de poids égaux, sera égale au poids double du sommet et, par conséquent, égale k la somme des deux poids.
Si, au lieu d'un triangle, on considérait un trapèze chargé à ses quatre angles de quatre poids égaux, on trouverait de la même manière que les deux leviers de longueurs inégales, formant les côtés parallèles du trapèze, exercent sur leurs points d'appui des forces égales.
3. Cette proposition une fois établie, il est clair qu'on peut, ainsi qu'Archimède le fait, substituera un poids en équilibre sur un levier deux poids égaux chacun à la moitié de ce poids et placés sur le même levier, à distances égales de part et d'autre du point où le poids est attaché; car l'action de ce poids est la même que celle d'un levier suspendu par son milieu au même point et chargé, à ses deux bouts, de deux poids égaux chacun à la moitié du même poids; et il est évident (|ue rien n'empêche d'approcher ce dernier levier du premier, de manière qu'il en fasse partie. Ou bien, ce qui est peut-être plus rigoureux, il n'y a qu'à regarder ce dernier levier comme étant tenu en équilibre par une force appliquée à son point de milieu, dirigée de bas en haut, et égale au poids dont les deux moitiés sont censées appliquées à ses
(»xtP(Mnil('»s; alors, en appliquant ce levier en équilibre sur le preniier levier qui est supposé en équilibre sur son point d'appui, l'équilibre total subsistera toujours, et, si l'application se fait de manière que le milieu du second levier coïncide avec l'extrémité d'un des bras du premier levier, la force qui soutient le second levier pourra être censée appliquée au poids même dont ce bras est chargé, et qui, étant soutenu, n'aura plus d'action sur le levier, mais se trouvera ainsi remplacé par deux poids égaux chacun a sa moitié et placés de part et d'autre de ce poids sur le premier levier prob)ngé. Cette superposition d'équilibres est, en Mécanique, un principe aussi fécond que l'est, en Géométrie, la superposition des figures.
1. On peut donc regarder l'équilibre d'un levier droit et horizontal, chargé de deux poids en raison inverse de leurs distances au point d'appui du levier, comme une vérité rigoureusement démontrée; et, par le principe de la superposition, il est facile de l'étendre à un levier angulaire quelconque, dont le point d'appui serait dans l'angle et dont les bras seraient tirés en sens contraire par des forces perpendiculaires à leurs directions. En effet, il est évident qu'un levier angulaire à bras égaux, et mobile autour du sommet de l'angle, sera tenu en équilibre par deux forces égales appliquées perpendiculairement aux extrémités des (l(»ux bras, et tendant à les faire tourner en sens contraire. Si donc on a un levier droit en équilibre, dont l'un des bras soit égal à ceux du levier angulaire et soit chargé à son extrémité d'un poids écjuivalent à chacune des puissances appliquées au levier angulaire, l'autre bras étant chargé du poids nécessaire pour l'éipiilibre, et qu'on superpose ces leviers de manière que le sommet de l'angle de l'un tombe sur le point d'appui de l'autre, et que les bras égaux de l'un et de l'autre coïncident et n'en forment plus qu'un, la puissance appliquée au bras du levier angulaire soutiendra le poids suspendu au bras égal du levier droit, de manière qu'on pourra faire abstraction de l'un et de l'autre, et supposer le bras formé de la réunion de ces deux-ci anéanti. L'équilibre subsistera donc encore entre les deux autres bras formant un
levier angulaire tiré à ses extrémités par des forces perpendiculaires et en raison inverse de la longueur des bras, comme dans le levier droit.
Or une force peut être censée appliquée à tel point que Ton veut de sa direction. Donc deux forces, appliquées à des points quelconques d'un plan retenu par un point fixe et dirigées comme on voudra dans ce plan, sont en équilibre lorsqu'elles sont entre elles en raison inverse des perpendiculaires abaissées de ce point sur leurs directions; car on peut regarder ces perpendiculaires comme formant un levier angulain» dont le point d'appui est le point fixe du plan : c'est ce qu'on appelle maintenant le principe des moments, en entendant par moment le produit d'une force par le bras du levier par lequel elle agit.
Ce principe général suffit pour résoudre tous les problèmes de la étatique. La considération du treuil l'avait fait apercevoir dès les premiers pas que l'on a faits après Arcbimède, dans la tbéorie des macliines simples, comme on le voit par l'Ouvrage de (îuido Ubaido, intitulé : Mecaniconmi liber, qui a paru à Pesaro, en i >77; niais cet auteur n'a pas su l'appliquer au plan incliné, ni aux autres machines qui en dépendent, comme le coin et la vis dont il n'a donné qu'une théorie peu exacte.
5. Le rapport de la puissance au poids sur un plan incliné a été longtemps un problème parmi les mécaniciens modernes. Stevin l'a résolu le premier; mais sa solution est fondée sur une considération indirecte et indépendante de la théorie du levier.
Stevin considère un triangle solide posé sur sa base horizontale, en sorte que ses deux côtés forment deux plans inclinés; et il imagine qu'un chapelet formé de plusieurs poids égaux, enfilés a des distances égales, ou plutôt une chaîne d'égale grosseur, soit placé sur les deux côtés de ce triangle, de manière que toute la partie supérieure se trouve appliquée aux deux côtés du triangle, et que la partie inférieure pende librement au-dessous de la base, comme si elle était attachée aux deux extrémités de cette base.
Or Stevin remarque qu'en supposant que la ehainc puisse glisser librement sur le triangle, elle doit cependant demeurer en repos; car, si elle conimen(;ait a glisser d'elle-même dans un sens, elle devrait continuer à glisser toujours, puisque la même cause de mouvement subsisterait, la cliaîne se trouvant, à cause de l'uniformité de ses parties, placée toujours de la même manière sur le triangle; d'où résulterait un mouvement perpétuel, ce qui est absurde.
Il y a donc nécessairement équilibre entre toutes les parties de la chaîne; or on peut regarder la portion qui pend au-dessous de la base comme étant déjà en équilibre d'elle-même. Donc il faut que l'efTort de tous les poids appuyés sur l'un des côtés contrebalance l'effort des poids appuyés sur l'autre côté ; mais la somme des uns est à la somme des autres dans le même rapport que les longueurs des côtés sur lesquels ils sont appuyés. Donc il faudra toujours la même puissance pour soutenir un ou plusieurs poids placés sur un plan incliné, lorsque le poids total sera proportionnel à la longueur du plan, en supposant la hauteur la même : mais, quand le plan est vertical, la puissance est égale au poids; donc, dans tout plan incliné, la puissance est au poids comme la hauteur du plan à sa longueur.
J'ai rapporté cette démonstration de Stevin, parce qu'elle est très
ingénieuse et qu'elle est d'ailleurs peu connue. Au reste, Stevin déduit de cette théorie celle de l'équilibre entre trois puissances qui agissent sur un même point, et il trouve que cet équilibre a lieu lorsque les puissances sont parallèles et proportionnelles aux trois côtés d'un triangle rectiligne quelconque. {Foîr les Éléments de Statique et les Additions à la Statique de cet auteur, dans les Hypomnemata mathematica, imprimés à Leyde en i6o5, et dans les Œmies de Stevin, traduites en français, et imprimées en iG34 par les EIzevirs.) Mais on doit observer que ce théorème fondamental de la Statique, quoiqu'il soit communément attribué à Stevin, n'a cependant été démontré par cet auteur que dans le cas où les directions de deux des puissances . font entre elles un angle droit.
Stevin remarque avec raison qu'un poids appuyé sur un plan incliné,
et retenu par une puissance parallèle au plan, est dans le même cas que s'il était soutenu par deux fils, l'un perpendiculaire, et l'autre parallèle au plan; et, par sa théorie du plan incliné, il trouve que le rapport du poids à la puissance parallèle au plan est comme l'hypoténuse a la hase d'un triangle rectangle formé sur le plan par deux droites, l'une verticale et l'autre perpendiculaire au plan. Stevin se contente ensuite d'étendre cette proportion au cas où le fil qui retient le poids sur le plan incliné serait aussi incliné à ce plan, en construisant un triangle analogue avec les mêmes lignes, l'une verticale, l'autre perpendiculaire au plan, et en prenant la hase dans la direction du fil; mais il faudrait pour cela qu'il eût démontré que la même proportion a lieu dans l'équilihre d'un poids soutenu sur un plan incliné par une puissance ohlique au plan, ce qui ne peut pas se déduire de la considération de la chaîne imaginée par Stevin.
6. Dans les Mécaniques de Galilée, puhliées d'ahord en français par le P. Mersenne en i63/i, Téquilihre sur un plan incliné est réduit a celui d'un levier angulaire k deux hras égaux, dont l'un est supposé perpendiculaire au plan et chargé d'un poids appuyé sur le plan, et dont l'autre est horizontal et chargé d'un poids équivalent à la puissance nécessaire pour retenir le poids sur le plan ; cet équilibre est ensuite réduit a celui d'un levier droit et horizontal, en regardant le poids attaché au hras incliné comme suspendu à un hras horizontal formant un levier droit avec le hras horizontal du levier angulaire. Ainsi le poids est à la puissance qui le soutient sur le plan incliné, en raison inverse de ces deux hras du levier droit, et il est facile de prouver que ces hras sont entre eux comme la hauteur du plan à sa longueur.
On peut dire que c'est là la première démonstration directe qu'on ait eue de l'équilihre sur un plan incliné. Galilée s'en est servi depuis pour démontrer rigoureusement l'égalité des vitesses acquises par les corps pesants, en descendant d'une même hauteur sur des plans diversement inclinés, égalité qu'il s'était contenté de supposer dans la première édition de ses Dialogues.
XI
Il eut été facile à Gaiiiée de résoudre aussi le cas où la puissance qui retient le poids a une direction oblique au plan; mais ce nouveau pas n'a élé fait que quelque temps après, par Roberval, dans un Traité de Mécanique imprimé, en iG36, dans V Harmonie universelle de Mersenne.
7. Roberval regarde aussi le poids appuyé sur le plan incliné comme attacbé au bras d'un levier perpendiculaire au plan, et il considère la puissance comme une force appliquée au mémo bras, suivant une direction donnée; il a ainsi un levier à un seul bras, dont une extrémité est fixe, et dont l'autre extrémité est tirée par deux forces, celle du poids et celle de la puissance qui le retient. Il substitue ensuite à ce levier un levier angulaire à deux bras perpendiculaires aux directions des deux forces et ayant le même point fixe pour point d'appui, et il suppose les deux forces appliquées aux bras de ce levier suivant leurs propres directions, ce qui lui donne pour l'équilibre le rapport du poids à la puissance, en raison inverse des deux bras du levier angulaire, c'est-h-dire des perpendiculaires menées du point fixe sur les directions du poids et de la puissance.
De la, Roberval déduit l'équilibre d'un poids soutenu par deux cordes qui font entre elles un angle quelconque, eu substituant au levier perpendiculaire au plan une corde attachée au point d'appui du levier, et a la puissance une autre corde tirée par une force dans la direction de cette puissance; et, par différentes constructions et analogies un peu compliquées, il parvient à cette conclusion : que, si de quelque point pris dans la verticale du poids, on mène une parallèle à l'une des cordes, jusqu'à la rencontre de l'autre corde, le triangle formé ainsi aura ses côtés proportionnels au poids et aux puissances qui agissent dans la direction des mêmes côtés, ce qui est, comme on voit, le théorème donné par Stevin.
J'ai cru devoir faire mention de celte démonstration de Roberval, non seulement parce que c'est la première démonstration rigoureuse qu'on ait eue du théorème de Stevin, mais encore parce qu'elle est
restée dans Toubli dans un Traité d'Harmonie, assez rare aujourd'hui, oii personne ne s'avise de la chercher. Au reste, je ne suis entré dans ce détail sur ce qui regarde la théorie du levier, que pour faire plaisir à ceux qui aiment à suivre la marche de l'esprit dans les sciences, et à connaître les routes que les inventeurs ont tenues et les routes plus directes qu'ils auraient pu tenir.
8. Les Traités de Statique qui ont paru après celui de Roberval, jusqu'à l'époque de la découverte de la composition des forces, n'ont rien ajouté à cette partie de la Mécanique; on n'y trouve que les propriétés déjà connues du levier et du plan incliné, et leur application aux autres machines simples : encore y en a-t-il quelques-uns qui renferment des théories peu exactes, comme celui de Lami sur l'équilibre des solides, où il donne^une proportion fausse du poids à la puissance qui le retient sur un plan incliné. Je ne parle pas ici de Descartes, de Torricelli et de Wallis, parce qu'ils ont adopté pour l'équilibre un principe qui se rapporte à celui des vitesses virtuelles, et dont ils n'avaient pas la démonstration.
9. Le second principe fondamental de la Statique est celui de la composition des forces. Il est fondé sur cette supposition : que, si deux forces agissent à la fois sur un corps ( *) suivant différentes directions, ces forces équivalent alors à une force unique, capable d'imprimer au corps le même mouvement que lui donneraient les deux forces agissant séparément. Or un corps, qu'on fait mouvoir uniformément suivant deux directions différentes à la fois, parcourt nécessairement la diagonale du parallélogramme dont il eût parcouru séparément les côtés en vertu de chacun des deux mouvements. D'où l'on conclut que deux puissances quelconques, qui agissent ensemble sur un même corps, sont équivalentes à une seule représentée, dans sa quantité et sa direction, par la diagonale du parallélogramme dont les côtés repré-
(>; Le mot corps désigne ici un point matériel. (./. Bertrand.)
sentent en particulier les quantités et les directions des deux puissances données. C'est en quoi consiste le principe qu'on nomme la composition des forces.
Ce principe (*) suffît seul pour déterminer les lois de l'équilibre dans tous les cas; car, en composant ainsi successivement toutes les forces deux a deux, on doit parvenir à une force unique qui sera équivalente à toutes ces forces, et qui, par conséquent, devra être nulle dans le cas d'équilibre s'il n'y a dans le système aucun point fixe; mais, s'il y en a un, il faudra que la direction de cette force unique passe par le point fixe. C'est ce qu'on peut voir dans tous les livres de Statique, et particulièrement dans la Nouvelle Mécanique A(i Varignon, où la théorie des machines est déduite uniquement du principe dont nous venons de parler.
Il est évident que le théorème de Stevin sur l'équilibre de trois forces parallèles et proportionnelles aux trois côtés d'un triangle quelconque est une conséquence immédiate et nécessaire du principe de la composition des forces, ou plutôt qu'il n'est que ce même principe présenté sous une autre forme. Mais celui-ci a l'avantage d'être fondé sur des notions simples et naturelles, au lieu que le théorème de Stevin ne l'est que sur des considérations indirectes.
10. Les anciens ont connu la composition des mouvements, comme on le voit par quelques passages d'Aristote, dans ses Questions mécaniques. Les géomètres surtout l'ont employée pour la description des courbes, comme Archimède pour la spirale, Nicomède pour la conchoide, etc. ; et, parmi les modernes, Roberval en a déduit une méthode ingénieuse de tirer les tangentes aux courbes qui peuvent être censées décrites par deux mouvements dont la loi est donnée; mais Galilée est le premier qui ait employé la considération du mouvement composé dans la Mécanique, pour déterminer la courbe décrite par un corps pesant, en vertu de l'action de la gravité et de la force de projection.
(*) Ce paragraphe manque d'exactitude : deux forces qui no sont pas dans le môme plan n'ayant pas de résultante, la remarque do Lagrange no peut môme pas ôtre appliquée, d'une manière générale, au cas d'un système solide. (J. Bertrand.)
Dans la seconde proposition de la quatrième Journée de ses Dialogues, Galilée démontre qu'un corps mù avec deux vitesses uniformes, l'une horizontale, l'autre verticale, doit prendre une vitesse représentée par l'hypoténuse du triangle dont les côtés représentent ces deux vitesses; mais il paraît en même temps que Galilée n'a pas connu toute l'importance de ce théorème dans la théorie de l'équilibre; car, dans le Dialogue troisième, où il traite du mouvement des corps pesants sur des plans inclinés, au lieu d'employer le principe de la composition du mouvement pour déterminer directement la gravité relative d'un corps sur un plan incliné, il déduit plutôt cette détermination de la théorie de l'équilibre sur les plans inclinés, d'après ce qu'il avait établi auparavant dans son Traité Délia Scienza mecanica, dans lequel il ramène le plan incliné au levier.
On trouve ensuite la théorie des mouvements composés dans les écrits de Descartes, de Roberval, de Mersenne, de Wallis, etc.; mais, jusqu'à l'année 1687, dans laquelle ont paru les Principes mathèmatiques de Newton et le Projet de la Nouvelle Mécanique de Varignon, on n'avait point pensé à substituer, dans la composition des mouvements, les forces aux mouvements qu'elles peuvent produire, et à déterminer la force composée résultante de deux forces données, comme on détermine le mouvement composé de deux mouvements rectilignes et uniformes donnés.
Dans le second corollaire de la troisième loi du mouvement. Newton montre en peu de mots comment les lois de l'équilibre se déduisent facilement de la composition et décomposition des forces, en prenant la diagonale d'un parallélogramme pour la force composée de deux forces représentées par ses côtés; mais cet objet est traité plus c^n détail dans l'Ouvrage de Varignon, et la Nouvelle Mécanique qui a paru après sa mort, en 1723, renferme une théorie complète sur l'équilibre des forces dans les différentes machines, déduite de la seule considération de la composition ou décomposition des forces.
11. Le principe de la composition des forces donne tout de suite les
conditions de l'équilibre entre trois puissances qui agissent sur un point, qu'on n'avait pu déduire de l'équilibre du levier que par une suite de raisonnements. Mais, d'un autre côté, lorsqu'on veut, par ce principe, trouver les conditions de l'équilibre entre deux puissances parallèles appliquées aux extrémités d'un levier droit, on est obligé d'employer des considérations indirectes, en substituant un levier angulaire au levier droit, comme Newton et d'Alembert l'ont fait, ou en ajoutant deux forces étrangères qui se détruisent mutuellement, mais qui, étant composées avec les puissances données, rendent leurs directions concourantes, ou enfin en imaginant que les directions des puissances prolongées concourent à l'infini, et en prouvant que la puissance composée doit passer par le point d'appui : c'est la manière dont s'y est pris Varignon dans sa Mécanique. Ainsi, quoique, à la rigueur, les deux principes du levier et de la composition des forces conduisent toujours aux mêmes résultats, il est remarquable que le cas le plus simple pour l'un de ces principes devient le plus compliqué pour l'autre.
12, Mais on peut établir une liaison immédiate entre ces deux principes, par le tbéorème que Varignon a donné dans sa NouveUe Mécanique (Section I, Lemme XVI), et qui consiste en ce que si, d'un point quelconque pris dans le plan d'un parallélogramme, on abaisse des perpendiculaires sur la diagonale et sur les deux côtés qui comprennent cette diagonale, le produit de la diagonale par sa perpendiculaire est égal a la somme des produits des deux côtés par leurs perpendiculaires respectives si le point tombe hors du parallélogramme, ou à leur diffé» rence s'il tombe dans le parallélogramme. Varignon fait voir, par une construction très simple, qu'en formant des triangles qui aient la diagonale et les deux côtés pour bases, et le point donné pour sommet commun, le triangle formé sur la diagonale est, dans lepremier cas, égal à la somme et, dans le second cas, à la différence des deux triangles formés sur les côtés; ce qui est en soi-même un beau théorème de Géométrie, indépendamment de son application à la Mécanique.
PREMIÈRE PARTIE.— SECTION J
Ce théorème aurait lieu également et la démonstration serait la même si, sur le prolongement de la diagonale et des côtés, on prenait partout où Ton voudrait des parties égales à ces lignes; de sorte que, comme toute puissance peut être supposée appliquée à un point quelconque de sa direction, on peut conclure, en général, que deux puissances, représentées en quantité et en direction par deux droites placées dans un plan, ont une composée ou résultante représentée. en quantité et en direction par une droite placée dans le même plan, qui étant prolongée passe par le point de concours des deux droites, et qui soit telle, qu'ayant pris dans ce plan un point quelconque, et abaissé de ce point des perpendiculaires sur ces trois droites, prolongées s'il est nécessaire, le produit de là résultante par sa perpendiculaire soit égal à la somme ou à la différence des produits respectifs des deux puissances composantes par leurs perpendiculaires, selon que le point d'où partent les trois perpendiculaires sera pris au dehors ou au dedans des droites qui représentent les puissances composantes.
Lorsque ce point est supposé tomber sur la direction de la résultante, cette puissance n'entre plus dans l'équation, et l'on a l'égalité entre les deux produits des composantes par leurs perpendiculaires; c'est le cas de tout levier droit et angulaire, dont le point d'appui est le même que le point dont il s'agit, parce qu'alors l'action de la résultante est détruite par la résistance de l'appui.
Ce théorème, dû à Varignon, est le fondement de presque toutes les Statiques modernes, où il constitue le principe général appelé des moments. Son grand avantage consiste en ce que la composition et la résolution des forces y sont réduites a des additions et des soustractions; de sorte que, quel que soit le nombre des puissances à composer, on trouve facilement la puissance résultante, laquelle doit être nulle dans le cas d'équilibre.
13. J'ai rapporté l'époque de la découverte de Varignon à celle de la publication de son Projet, quoique dans l'Avertissement, qui est à
Il) MÉCANIQUE ANALYTIQUE.
la tète (le la Nomdle Mécanique, on ait avancé qu'il avait donné deux ans auparavant, dans V Histoire de la République des Leures, un Ménooire sur les poulies à moufle, dans lequel il se servait des mouvements composés pour déterminer tout ce qui regarde cette machine; mais je dois observer que cet article manque d'exactitude. Le Mémoire dont il s'agit, sur les poulies, ne se trouve que dans les Nouvelles de la République des Lettres du mois de mai 1687, sous le titre de Nouvelle démoTislralion générale de V usage des poulies à moufle. L'auteur y considère l'équilibre d'un poids soutenu par une corde qui passe sur une poulie, et dont les deux parties ne sont pas parallèles. Il n'y fait point usage ni même mention du principe de la composition des forces, mais il emploie les théorèmes déjà connus sur les poids soutenus par des cordes, et il cite les Statiques de Pardis et de Dechales. Dans une seconde démonstration, il réduit la question au levier, en regardant la droite qui joint les deux points où la corde abandonne la poulie, comme un levier chargé du poids appliqué a la poulie, et dont les extrémités sont tirées par les deux portions de la corde qui soutient la poulie.
Pour ne rien omettre de ce qui regarde l'histoire de la découverte de la composition des forces, je dois dire un mot d'un petit écrit publié par La mi en 1687, sous le titre de Nouvelle manière de démontrer les principaux théorèmes des éléments des mécaniques. L'auteur observe que, si un corps est poussé par deux forces suivant deux directions diflerentes, il suivra nécessairement une direction moyenne; de sorte que, si le chemin suivant cette direction lui était fermé, il demeurerait en repos, et les deux forces se feraient équilibre. Or il détermine la direction moyenne par la composition des deux mouvements que le corps prendrait dans le premier instant en vertu de chacune des deux forces, si elles agissaient séparément, ce qui lui donne la diagonale du parallélogramme dont les deux côtés seraient les espaces parcourus en même temps par l'action des deux forces et, par conséquent, proportionnels aux forces. De là il tire tout de suite le théorème que les deux forces sont entre elles en raison réciproque des sinus des angles que
leurs directions font avec la direction moyenne que le corps prendrait s'il n'était pas arrêté, et il en fait l'application au plan incliné et au levier lorsque ses extrémités sont tirées par des puissances dont les directions font un angle ; mais, pour le cas où ces directions sont parallèles, il emploie un raisonnement vague et peu concluant.
La conformité du principe employé par Lami avec celui de Varignon avait fait dire à l'auteur de histoire des Ombrages des Savants (avril 1688) qu'il y avait apparence que le premier devait au dernier la découverte de son principe. Lami s'est justifié de cette imputation, dans une Lettre publiée dans le Journal des Savants du i3 septembre 1G88, à laquelle le journaliste a répondu au mois de décembre de la même année ; mais cette contestation, à laquelle Varignon n'a point pris part, n'a pas été plus loin, et l'écrit de Lami paraît être tombé dans l'oubli.
Au reste, la simplicité du principe de la composition des forces et la facilité de l'appliquer à tous les problèmes sur l'équilibre l'ont fait adopter des mécaniciens aussitôt après sa découverte, et l'on peut dire qu'il sert de base à presque tous les Traités de Statique qui ont paru depuis.
14. On ne peut cependant s'empêcher de reconnaître que le principe du levier a seul l'avantage d'être fondé sur la nature de l'équilibre considéré en lui-même, et comme un état indépendant du mouvement; d'ailleurs il y a une différence essentielle dans la manière d'estimer les puissances qui se font équilibre dans ces deux principes; de sorte que, si l'on n'était pas parvenu à les lier par les résultats, on aurait pu douter avec raison s'il était permis de substituer au principe fondamental du levier celui qui résulte de la considération étrangère des mouvements composés.
En effet, dans l'équilibre du levier, les puissances wsont des poids ou peuvent être regardées comme tels, et une puissance n'est censée double ou triple d'une autre qu'autant qu'elle est formée parla réunion de deux ou trois puissances égales chacune à l'autre puissance. Mais la tendance à se mouvoir est supposée la même dans chaque puissance, XI. 3
quelle que soit son intensité; au lieu que» dans le principe de la composition des forces, on estime la valeur des forces par le degré de vitesse qu'elles communiqueraient au corps auquel elles sont appliquées, si chacune était libre d'agir séparément, et c'est peut-être cette différence dans la manière de concevoir les forces qui a empêché longtemps les mécaniciens d'eniployer les lois connues de la composition des mouvements dans la théorie de l'équilibre, dont le cas le plus simple est celui de l'équilibre des corps pesants.
15. On a cherché depuis à rendre le principe de la composition des forces indépendant de la considération du mouvement, et a l'établir uniquement sur des vérités évidentes par elles-mêmes. Daniel Bernoulli (*) a donné le premier, dans les Commentaires de l'Académie de Pétersbourg, tome I*% une démonstration très ingénieuse du parallélogramme des forces, mais longue et compliquée, que d'AIembert a ensuite rendue un peu plus simple dans le premier Volume de ses Opuscules.
Cette démonstration est fondée sur ces deux principes :
1*^ Que, si deux forces agissent sur un même point dans des directions différentes, elles ont pour résultante une force unique qui divise en deux également l'angle compris entre leurs directions lorsque les deux forces sont égales, et qui est égale à leur somme lorsque cet angle est nul, ou à leur différence lorsque l'angle est de deux droits; 2? que des équi-multiples des mêmes forces, ou des forces quelconques qui leur soient proportionnelles, ont une résultante équi-multiple de leur résultante ou proportionnelle a cette résultante, les angles demeurant les mêmes.
Ce second principe est évident en regardant les forces comme des quantités qui peuvent s'ajouter ou se -soustraire.
A l'égard du premier, on le démontre en considérant le mouvement qu'un corps, poussé par deux forces qui ne se font pas équilibre, doit
(') La même démonstration a été reproduite et simplifiée par M. Aimé, Journal de Mathématiques de Liouville, T' série, t. 1", p. 335. (/. Bertrand.)
prendre, et qui» étant nécessairement unique, peut être attribué à une force unique agissant sur lui dans la direction de son mouvement. Ainsi Ton peut dire que ce principe n'est pas tout à fait exempt de la considération du mouvement.
Quant à la direction de la résultante dans le cas de l'égalité des deux forces, il est clair qu'il n'y a pas plus de raison pour qu'elle soit plus inclinée à l'une qu'à l'autre de ces deux forces, et que, par conséquent, elle doit couper l'angle de leurs directions en deux parties égales.
On a ensuite traduit en Analvse le fond de cette démonstration, et on lui a donné différentes formes plus ou moins simples, en considérant la résultante comme fonction des forces composantes et de l'angle compris entre leurs directions. {Voir le second tome des Mélanges de la Société de Turin, les Mémoires de l'Académie des Sciences, de 1769, le sixième Volume des Opuscules de d'Alembert, etc.) Mais il faut avouer qu'en séparant ainsi le principe de la composition des forces de celui de la composition des mouvements, on lui fait perdre ses principaux avantages, l'évidence et la simplicité, et on le réduit à n'être qu'un résultat de constructions géométriques ou d'Analyse.
16. Je viens enfin au troisième principe, celui des vitesses virtuelles. On doit entendre par vitesse virtuelle celle qu'un corps en équilibre est disposé à recevoir, en cas que l'équilibre vienne à être rompu, c'est-à-dire la vitesse que ce corps prendrait réellement dans le premier instant de son mouvement; et le principe dont il s'agit consiste en ce que des puissances sont en équilibre quand elles sont en raison inverse de leurs vitesses virtuelles, estimées suivant les directions de ces puissances.
Pour peu qu'on examine les conditions de l'équilibre dans le levier et dans les autres machines, il est facile de reconnaître cette loi, que le poids et la puissance sont toujours en raison inverse des espaces que l'un et l'autre peuvent parcourir en même temps : cependant il ne parait pas que les anciens en aient eu connaissance. Guido Ubaldi est
peut-être le premier qui Tait aperçue dans le levier et dans les poulies mobiles ou moufles. Galilée Ta reconnue ensuite dans les plans inclinés et dans les machines qui en dépendent, et il Ta regardée comme une propriété générale de l'équilibre des machines. {Voir son Traité de Mécanique et le scolie de la seconde proposition du troisième Dialogue, dans l'édition de Bologne de iG55.)
Galilée entend par moment d'un poids ou d'une puissance appliquée à une machine l'eff^ort, l'action, l'énergie, Vimpetus de cette puissance pour mouvoir la machine, de manière qu'il y ait équilibre entre deux puissances, lorsque leurs moments pour mouvoir la machine en sens contraires sont égaux; et il fait voir que le moment est toujours proportionnel à la puissance multipliée par la vitesse virtuelle, dépendante de la manière dont la puissance agit.
Cette notion des moments a aussi été adoptée par Wallis, dans sa Mécanique publiée en 1G69. L'auteur y pose le principe de l'égalité des moments pour fondement de la Statique, et il en déduit au long la théorie de l'équilibre dans les principales machines.
Aujourd'hui on n'entend plus communément par moment que le produit d'une puissance par la distance de sa direction à un point, ou à une ligne, ou à un plan, c'est-à-dire par le bras de levier par lequel elle agit; mais il me semble que la notion du moment donnée par Galilée et par Wallis est bien plus naturelle et plus générale, et je ne vois pas pourquoi on l'a abandonnée pour y en substituer une autre qui exprime seulement la valeur du moment dans certains cas, comme dans le levier, etc.
Descartes a réduit pareillement toute la Statique à un principe unique qui revient, pour le fond, à celui de Galilée, mais qui est prér sente d'une manière moins générale. Ce principe est, qu'il ne faut ni plus ni moins de force pour élever un poids a une certaine hauteur, qu'il en faudrait pour élever un poids plus pesant à une hauteur d*autant moindre, ou un poids moindre à une hauteur d'autant plus grande (tWrla Lettre 73 du tome I" publié en iGSy, et le Traité de Mécanique imprimé dans les Ouvrages posthumes). D'où il résulte qu'il y aura
équilibre entre deux poids, lorsqu'ils seront disposés de manière que les chemins perpendiculaires qu'ils peuvent parcourir ensemble soient en raison réciproque des poids. Mais, dans l'application de ce principe aux différentes machines, il ne faut considérer que les espaces parcourus dans le premier instant du mouvement, et qui sont proportionnels aux vitesses virtuelles, autrement on n'aurait pas les véritables lois de l'équilibre.
Au reste, soit qu'on regarde le principe des vitesses virtuelles comme une propriété générale de l'équilibre, ainsi que l'a fait Galilée, soit qu'on veuille le prendre avec Descartes et Wallis pour la vraie cause de l'équilibre, il faut avouer qu'il a toute la simplicité qu'on peut désirer dans un principe fondamental; et nous verrons plus bas combien ce principe est encore recommandable par sa généralité.
Torricelli, fameux disciple de Galilée, est l'auteur d'un autre principe, qui dépend aussi de celui des vitesses virtuelles; c'est que, lorsque deux poids sont liés ensemble et placés de manière que leur centre de gravité ne puisse pas descendre, ils sont en équilibre dans cette situation. Torricelli ne l'applique qu'au plan incliné, mais il est facile de se convaincre qu'il n'a pas moins lieu dans les autres machines. {Voir son Traité De motu gravium naturaliter descendenlium, qui a paru en 16G4.)
Le principe de Torricelli en a fait naître un autre, dont quelques auteurs ont fait usage pour résoudre avec plus de facilité différentes questions de Statique; c'est celui-ci : que dans un système de corps pesants en équilibre, le centre de gravité est le plus bas qu'il est possible. En effet, on sait, par la théorie de maximis et minùnis, que le centre de gravité est le plus bas lorsque la différentielle de sa descentes est nulle, ou, ce qui revient au même, lorsque ce centre ne monte ni ne descend, tandis que le système change infiniment peu de place.
17. Le principe des vitesses virtuelles peut être rendu très général de cette manière :
Si un système quelconque de tant de corps ou points que Von veut y tirés
chacun par des puissances quelconques, est en équilibre, et qu'on donne à ce système un petit mouvement quelconque, en vertu duquel chaque point parcoure un espace infiniment petit qui exprimera sa vitesse virtuelle, la somme des puissances, multipliées chacune par V espace que le point où elle est appliquée parcourt suivant la direction de cette même puissance, sera toujours égale à zéro, en regardant comme positifs les petits espcu^es parcourus dans le sens des puissances, et comme négatifs les espaces parcourus dans un sens opposé.
Jean Bernoulli est le premier, que je sache, qui ait aperçu cette grande généralité du principe des vitesses virtuelles, et son utilité pour résoudre les problèmes de Statique. C'est ce qu'on voit dans une de ses Lettres à Varignon, datée de 1717» que ce dernier a placée à la tête de la Section neuvième de sa Nouvelle Mécanique, Section employée tout entière à montrer par différentes applications la vérité et l'usage du principe dont il s'agit.
Ce même principe a donné lieu ensuite à celui queMaupertuis a proposé dans les Mémoires de l'Académie des Sciences de Paris pour l'année 1740, sous le nom de Loi de repos, et qu'Euler a développé davantage et rendu plus général dans les Mémoires de l'Académie de Berlin pour l'année 1 751. Enfin c'est encore le même principe qui sert de base à celui que Courtivron a donné dans les Mémoires de l'Académie des Sciences de Paris pour 1748 et 1749»
Et, en général, je crois pouvoir avancer que tous les principes généraux qu'on pourrait peut-être encore découvrir dans la science de l'équilibre ne seront que le même principe des vitesses virtuelles, envisagé différemment, et dont ils ne différeront que dans l'expression.
Mais ce principe est non seulement en lui-même très simple et très général; il a, de plus, l'avantage précieux et unique de pouvoir se traduire en une formule générale qui renferme tous les problèmes qu'on peut proposer sur l'équilibre des corps. Nous exposerons cette formule dans toute son étendue; nous tâcherons même de la présenter d'une manière encore plus générale qu'on ne l'a fait jusqu'à présent, et d'en donner des applications nouvelles.
18. Quant à la nature du principe des vitesses virtuelles, il faut convenir qu'il n'est pas assez évident par lui-même pour pouvoir être érigé en principe primitif; mais on peut le regarder comme l'expression générale des lois de l'équilibre, déduites des deux principes que nous venons d'exposer. Aussi, dans les démonstrations qu'on a données de ce principe, on l'a toujours fait dépendre de ceux-ci par des moyens plus ou moins directs. Mais il y a, en Statique, un autre principe général et indépendant du levier et de la composition des forces, quoique les mécaniciens l'y rapportent communément, lequel parait cire le fondement naturel du principe des vitesses virtuelles : on peut l'appeler le principe des poulies.
Si plusieurs poulies sont jointes ensemble sur une même chape, on appelle cet assemblage polispaste ou moufle, et la combinaison de deux moufles, l'une fixe et l'autre mobile, embrassées par une même corde dont l'une des extrémités «st fixement attachée, et l'autre est attirée par une puissance, forme une machine dans laquelle la puissance est au poids porté par la moufle mobile comme l'unité est au nombre des cordons qui aboutissent à cette moufle, en les supposant tous parallèles et faisant abstraction du frottement et de la roideur de la corde ; car il est évident qu'à cause de la tension uniforme de la corde dans toute sa longueur, le poids est soutenu par autant de puissances égales à celle qui tend la corde qu'il y a de cordons qui soutiennent la moufle mobile, puisque ces cordons sont parallèles et qu'ils peuvent même être regardés comme n'en faisant qu'un, en diminuant, si l'on veut, à l'infini le diamètre des poulies.
En multipliant ainsi les moufles fixes et mobiles, et les faisant toutes embrasser par la même corde au moyen de diff^érentes poulies fixes de renvoi, la même puissance, appliquée à son extrémité mobile, pourra soutenir autant de poids qu'il y a de moufles mobiles, et dont chacun sera à cette puissance comme le nombre des cordons de la moufle qui le soutient est à l'unité.
Substituons, pour plus de simplicité, un poids à la place de la puissance, après avoir fait passer sur une poulie fixe le dernier cordon qui
soutient ce poids, que nous prendrons pour l'unité; et imaginons que les différentes moufles mobiles, au lieu de soutenir des poids, soient attachées à des corps regardés comme des points, et disposés entre eux en sorte qu'ils forment un système quelconque donné. De cette manière, le même poids produira, par le moyen de la corde qui embrasse toutes les moufles, différentes puissances qui agiront sur les différents points du système, suivant la direction des cordons qui aboutissent aux moufles attachées à ces points, et qui seront au poids comme le nombre des cordons est à l'unité; en sorte que ces puissances seront représentées elles-mêmes par le nombre des cordons qui concourent a les produire par leur tension.
Or il est évident que, pour que le système tiré par ces différentes puissances demeure en équilibre, il faut que le poids ne puisse pas descendre par un déplacement quelconque infiniment petit des points du système (* ) ; car, le poids tendant toujours à descendre, s'il y a un déplacement du système qui lui permette de descendre, il descendra nécessairement et produira ce déplacement dans le système.
Désignons par a, ji, y, ... les espaces infiniment petits que ce déplacement ferait parcourir aux différents points du système suivant la direction des puissances qui les tirent, et par P, Q, R, . . . le nombre des cordons des moufles appliquées à ces points pour produire ces mêmes puissances; il est visible que les espaces a, p, y, ... seraient aussi ceux par lesquels les moufles mobiles se rapprocheraient des moufles fixes qui leur répondent, et que ces rapprochements diminueraient la longueur de la corde qui les embrasse des quantités Pa, QP, Ry, ... ; de sorte qu'à cause de la longueur invariable de la corde. Te poids descendrait de l'espace
P«4-Q(3-hRy-h....
(*) On a objecté, avec raison, à cette assertion de Lagranije l'exemple d'un point pesant en équilibre au sommet le plus élevé d'une courbe ; il est évident qu'un déplacement inCniment petit le ferait descendre, et, pourtant, ce déplacement ne se produit pas. La première démonstration rigoureuse du principe des vitesses virtuelles est due à Fourier(/o«rnal de l* École Polytechnique, tome II, an VU). Le même Cahier du Journal contient la démonstration que Lagrange reproduit ici. (/. Bertrand,)
Donc il faudra» pour l'équilibre des puissances représentées par les nombres P, Q, R, . . ., que l'on ait l'équation
Pa4-Qî3-hRy-i-... — o,
ce qui est l'expression analytique du principe général des vitesses virtuelles.
19. Si la quantité Pa-h Qp -hRy-h..., au lieu d'être nulle, était négative, il semble que cette condition suffirait pour établir l'équilibre, parce qu'il est impossible que le poids monte de lui-même; mais il faut considérer que, quelle que puisse être la liaison des points qui forment le système donné, les relations qui en résultent entre les quantités infiniment petites a, p, y, ... ne peuvent être exprimées que par des équations différentielles, et, par conséquent, linéaires entre ces quantités; de sorte qu'il y en aura nécessairement une ou plusieurs d'entre elles qui resteront indéterminées, et qui pourront être prises en plus ou en moins; par conséquent, les valeurs de toutes ces quantités seront toujours telles, qu'elles pourront changer de signe à la fois. D'où il s'ensuit que, si dans un certain déplacement du système la valeur de la quantité Pa -h Qp -f- Ry -h . . . est négative, elle deviendra positive en prenant les quantités a, p, y, ... avec des signes contraires; ainsi le déplacement opposé étant également possible ferait descendre le poids et détruirait l'équilibre.
Réciproquement, on peut prouver que, si l'équation
Pa-hQ;3 4-R/4-... = o
a lieu pour tous les déplacements possibles infiniment petits du système, il sera nécessairement en équilibre; car, le poids demeurant immobile dans ces déplacements, les puissances qui agissent sur le système restent dans le même état, et il n'y a pas plus de raison pour qu'elles produisent l'un plutôt que l'autre des deux déplacements dans
lesquels les quantités a, p, y, ... ont des signes contraires. C'est le XI. /i
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ciis (le la balance qui demeure en équilibre, parce qu'il n'y a pas de raison pour qu'elle s'incline d'un coté plutôt que de l'autre.
Le principe des vitesses virtuelles, étant ainsi démontré pour des puissances commensurables entre elles, le sera aussi pour des puissances quelconques incommensurables, puisqu'on sait que toute proposition qu'on démontre pour des quantités commensurables peut se démontrer également par la réduction à Vabsarde, lorsque ces (|uantités sont incommensurables.
.«IHMM.—
SECTION DEUXIÈME
FOHMULE GÉNÉRALE DE LA STATIQUE POUR L ÉQUILIBRE D UN SYSTÈME QUELCONQUE DE FORCES, AVEC LA MANIÈRE DE FAIRE USAGE DE CETTE FORMULE.
1 . La loi générale de l'équilibre dans les machines est que les forces ou puissances soient entre elles réciproquement comme les vitesses des points où elles sont appliquées, estimées suivant la direction de ces puissances.
C'est dans cette loi que consiste ce qu'on appelle communément le principe des vitesses virtuef/es, principe reconnu depuis longtemps pour le principe fondamental de l'équilibre, ainsi que nous l'avons montré dans la Section précédente, et qu'on peut, par conséquent, regauder comme une espèce d'axiome de Mécanique.
Pour réduire ce principe en formule, supposons que des puissances P, Q, R, ..., dirigées suivant des lignes données, se fassent équilibre. Concevons que, des points oii ces puissances sont appliquées, on mené des lignes droites égales à/>, y, r, ..., et placées dans les directions de ces puissances; et désignons, en général, par dp, dq, dr, ... les variations ou différeoces de ces lignes, en tant qu'elles peuvent résulter d'un changement quelconque infiniment petit dans la position des différents corps ou points du système.
Il est clair que ces différences exprimeront les espaces parcourus dans un même instant par les puissances P, Q, R, ..., suivant leurs propres directions, en supposant que ces puissances tendent a augmenter les lignes respectives p, q, r, Les différences dp, dq,
dr, . . . seront ainsi proportionnelles aux vitesses virtuelles des puis-
sances P, Q, R, .. ., et pourront, pour plus de simplicité, être prises pour ces vitesses.
Cela posé, ne considérons d'abord que deux puissances P et Q en équilibre. Par la loi de l'équilibre entre deux puissances, il faudra que les quantités P et Q soient entre elles en raison inverse des différentielles dp, dq; niais il est aisé de concevoir qu'il ne saurait y avoir équilibre entre deux puissances, à moins qu'elles ne soient disposées de manière que, quand l'une d'elles se meut suivant sa propre direction, l'autre ne soit contrainte de se mouvoir dans un sens contraire à la sienne; d'où il s'ensuit que les valeurs des différences dp et dq doivent être de signes contraires : donc les valeurs des forces P et Q étant supposées toutes deux positives, on aura, pour l'équilibre,
■pr^=z—-3. ou bien Vdp-h Qdf/=zo;
c'est la formule générale de l'équilibre de deux puissances.
Considérons maintenant l'équilibre de trois puissances P, Q, R, dont les vitesses virtuelles soient représentées par les différentielles dp, dq, dr. Faisons Q = Q'-f-Q", et supposons, ce qui est permis, que la parlie Q' (*) de la force Q soit telle, qu'on ait
elle fera alors équilibre à la force P, et il faudra, pour l'équilibre entier, que l'autre partie Q" de la même force Q fasse seule équilibre à la troisième force R, ce qui donnera l'équation
laquelle étant jointe à l'équation précédente, on aura, à cause de
( 1 ) Ce raisonnement n'est exact qu'autant que l'on considère un déplacement déterminé
du système. Si Ton ne fait pas cotte restriction, le rapport ^ peut recevoir toutes les
valeurs possibles, et l'équation Pdp-^Q'dq = o no peut être satisfaite pour aucune valeur déterminée de Q'. Il faudrait, par conséquent, pour compléter la démonstration de Lagrange, l'appliquer successivement à tous les déplacements possibles du système, en introduisant, à chaque fois, des liaisons nouvelles qui empêchent les autres déplacements de se produire. Lagrange, du reste, fait lui-môme cette remarque (Sect. U, n® 13). (/. Bertrand.)
Q'-hQ"=Q, celle-ci :
Pc//> + Q(/^4-Re//' = o.
S'il y a une quatrième puissance S dont la vitesse virtuelle soit représentée par la différentielle ds, on fera
Q = Q'4-Q'' et Vdp-hQ'dq—o,
ensuite
R — R'^.R'' et Q'dq-^R'dr^zo.
Alors la partie Q' de la force Q fera seule équilibre à la force P; la partie R' de la force R fera de même équilibre à l'autre partie Q'' de la même force Q, et, pour l'équilibre total des quatre force*-P, Q, R, S, il faudra que la partie restante R" de la force R fasse équilibre à la dernière force S, et que, par conséquent, on ait
Wdr-hSds—o.
Ces trois équations étant jointes ensemble donneront
Pdp-\- Qdq + Rdr 4-Se/5 = o.
Ainsi de suite, quel que soit le nombre des puissances en équilibre.
2. On a donc, en général, pour l'équilibre d'un nombre quelconque de puissances P, Q, R, . . ., dirigées suivant les lignes ^, y, r, . . ., ot appliquées à un système quelconque de corps ou points disposés entre eux d'une manière quelconque, une équation de cette forme
C'est la formule générale de la Statique pour l'équilibre d'un système quelconque de puissances.
Nous nommerons chaque terme de cette formule, tel que Vdp, le moment de la force P, en prenant le mot de moment dans le sens que Galilée lui a donné, c'est-à-dire pour le produit de la force par sa vitesse virtuelle; de sorte que la formule générale de la Statique con-
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sistera clans régalilé à zéro de la somme des moments de toutes les Forces.
Pour faire usage de cette formule, la difficulté se réduira à déterminer, conformément k la nature du système donné, les valeurs des différentielles dp^ dq, dr,
On considérera donc le système dans deux positions différentes et infiniment voisines, et Ton cherchera les expressions les plus générales des différences dont il s'agit, en introduisant dans ces expressions autant de quantités indéterminées qu'il y aura d'éléments arbitraires dans la variation de position du système. On substituera ensuite ces expressions de dp, dq, dr, ... dans l'équation proposée, et il faudra que cette équation ait lieu, indépendamment de toutes les indéterminées, afin que l'équilibre du système subsiste en général et dans tous les sens. On égalera donc séparément à zéro la somme des termes affectés de chacune des mêmes indéterminées, et l'on aura, par ce moyen, autant d'équations particulières qu'il y aura de ces indéterminées; or il n'est pas difficile de se convaincre que leur nombre doit toujours être égal k celui des quantités inconnues dans la position du système; donc on aura, par cette méthode, autant d'équations qu'il en faudra pour déterminer l'état d'équilibre du système.
C'est ainsi qu'en ont usé tous les auteurs qui ont appliqué jusqu'ici le principe des vitesses virtuelles k la solution des problèmes de Statique; mais cette manière d'employer ce principe exige souvent des constructions et des considérations géométriques qui rendent les solutions aussi longues que si on les déduisait des principes ordinaires de la Statique : c'est peut-être la raison qui a empêché qu'on n'ait fait de ce principe tout le cas et l'usage qu'il semble qu'on en aurait dû faire, vu sa simplicité et sa généralité.
3. L'objet de cet Ouvrage étant de réduire la Mécanique k des opérations purement analytiques, la formule que nous venons de trouvei* est très propre k le remplir. 11 ne s'agit que d'exprimer analytiquement, (»l de la manière la plus générale, les valeurs des lignes />, y, r, ...,
prises dans les directions des forces P, Q, R, ..., et l'on aura, par la simple différentiation, les valeurs des vitesses virtuelles dp, dq, dr, ....
Il faudra seulement faire attention que, dans le Calcul différentiel, lorsque plusieurs quantités varient ensemble, on suppose qu'elles augmentent toutes en même temps de leurs différentielles; et, si par la nature de la question quelques-unes d'entre elles doivent diminuer, tandis que les autres augmentent, on donne alors le signe moins aux différentielles de celles qui doivent diminuer.
Les différentielles dp, dq, dr, ..., qui représentent les vitesses virtuelles des forces P, Q, R, ..., devront donc être prises positivement ou négativement, selon que ces forces tendront à augmenter ou à diminuer les lignes /?, y, r, ... qui déterminent leur direction; mais, comme la formule générale de l'équilibre ne cbange pas en changeant les signes de tous ses termes, il sera permis de regarder indifféremment comme positives les différentielles des lignes qui augmentent ou diminuent ensemble, et comme négatives les différentielles de celles qui varient en sens contraire. Ainsi, en regardant les forces comme positives, leurs moments Pdp, Qdq, , . . seront positifs ou négatifs, selon que les vitesses virtuelles dp, dq, ... seront positives ou négatives, et lorsqu'on voudra faire agir les forces en sens contraire, il n'y aura qu'à donner le signe moins aux quantités qui représentent ces forces, ou à changer les signes de leurs moments.
Il résulte de là cette propriété générale de l'équilibre, (|u'un syslèux» quelconque de forces en équilibre y demeure encore si chacune des forces vient à agir en sens contraire, pourvu que la constitution du système ne souffre aucun changement par un changement de direction de toutes les forces.
4. Quelles que soient les forces qui agissent sur un système donné de corps ou de points, on peut toujours les regarder comme tendantes vers des points placés dans les lignes de leur direction.
Nous nommerons ces points les centres des forces, et l'on pourra
prendre pour les lignes p, q, r, ... les distances respectives de ces centres aux points du système auquel les forces P, Q, R, ... sont appliquées. Dans ce cas, il est clair que ces forces tendront a diminuer les lignes/?, y, r, ...; il faudrait, par conséquent^ donner le signe moins à leurs différentielles; mais, en changeant tous les signes, la formule générale sera également
Pdp-hQdq -hR^/-+-.. . = o.
Or les centres des forces peuvent être hors du système, ou bien dans le système et en faire partie, ce qui distingue les forces en extérieures et intérieures.
Dans le premier cas, il est visible que les différences dp, dq^ dr^ ... expriment les variations entières des lignes/?, q, r, ..., dues au changement de situation du système; elles sont, par conséquent, lesdifférentielles complètes des quantités/?, y, r, ..., en y regardant comme variables toutes les quantités relatives à la situation du système, et comme constantes celles qui se rapportent à la position des différents centres des forces.
Dans le second cas, quelques-uns des corps du système seront euxmêmes les centres des forces qui agissent sur d'autres corps du même système, et, à cause de l'égalité entre l'action et la réaction, ces derniers corps seront en même temps les centres des forces qui agissent sur les premiers.
Considérons donc deux corps (*) qui agissent l'un sur l'autre avec une force quelconque P, soit que cette force vienne de l'attraction ou de la répulsion de ces corps, ou d'un ressort placé entre eux, ou d'une autre manière quelconque. Soient/? la distance entre ces deux corps, et dp' la variation de cette distance en tant qu'elle dépend du changement de situation de l'un des corps; il est clair qu'on aura, relativement à ce corps, Vdp' pour le moment virtuel de la force P. De même, si Ton désigne par dp'' la variation de la même distance/?, résultante
(,') Lo mot corps, ici coinino plus haut, désigne un point matériel. (/. Bertrand,)
(lu changement de situation de l'autre corps, on aura, relativement h ce second corps, le moment Vdp" de la même force P; donc le moment total du à cette force sera représenté par V[(lp' -^ dp"*)-, mais il est visible que dp' -^dp" est la différentielle complète de/>, que nous désignerons par c^, puisque la distance/? ne peut varier que parle déplacement des deux corps : donc le moment dont il s'agit sera exprimé simplement par Vdp. On peut étendre ce raisonnement à tant de corps qu'on voudra.
5. Il suit de là que, pour avoir la somme des moments de toutes les forces d'un système donné, soit que ces forces soient extérieures ou intérieures, il n'y aura qu'à considérer en particulier chacune des forces qui agissent sur les différents corps ou points du système, et prendre la somme des produits de ces différentes forces multipliées chacune par la différentielle de la distance respective entre les deux termes de chaque force, c'est-à-dire entre le point sur lequel agit cette force et celui où elle tend, en regardant, dans ces différentielles, comme variables toutes les quantités qui dépendent de la situation du système, et comme constantes celles qui se rapportent aux points ou centres extérieurs, c'est-à-dire en considérant ces points comme fixes, tandis qu'on fait varier la situation du système.
Cette somme, étant égalée à zéro, donnera la formule générale de la Statique.
6. Pour donner à l'expression analytique de cette formule toute la généralité ainsi que la simplicité dont elle est susceptible, on rapportera la position de tous les corps ou points du système donné, ainsi que celle des centres, à des coordonnées rectangles et parallèles à trois axes fixes dans l'espace.
Nous nommerons, en général, .r, y, z les coordonnées des points auxquels les forces sont appliquées, et nous les distinguerons ensuite par un ou plusieurs traits, relativement aux différents points du système.
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Nous désignerons de même par a, b, c les coordonnées pour les centres des forces.
Il est visible que les distances/?, y, r, ... entre les points d'application et les centres des forces seront exprimées, en général, par la formulô
dans laquelle les quantités a, 6, c seront constantes ou du moins devront être regardées comme telles, pendant que ,r, y, z varient, dans le cas où elles se rapportent à des points placés hors du système et où les forces sont extérieures; mais, dans le cas où les forces sont intérieures et partent de quelques-uns des corps du système même, ces quantités a, />, c deviendront ^"^ y", :;*', . . . , et seront, par conséquent, variables.
Ayant ainsi les expressions des quantités finies />, y, r, ... en fonctions connues des coordonnées des différents corps du système, il n'y aura plus qu'à différentier à l'ordinaire, en regardant ces coordonnées comme seules variables, pour avoir les valeurs cherchées des différences dp, dq, dt\ ... qui entrent dans la formule générale de l'équilibre.
7. Mais, quoiqu'on puisse toujours regarder les forces P, Q, R, ... comme tendantes à des centres donnés, cependant, comme la considération de ces centres est étrangère a la question, dans laquelle on ne considère ordinairement comme données que la quantité et la direction de chaque force, voici des manières plus générales d'exprimer les différences dp, dq, di\ ....
Et d'abord, en supposant, ce qui est toujours permis, que la force P tend à un centre fixe, on a
et de là, en différentiant sans que a, h, c varient, si la force P est extérieure,
dp =: dx -H • dy H dz.
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Or il est facile de voir que > ? sont les cosinus des
angles que la ligne p fait avec les lignes x — a, y — h, z — c. I)on(î, en général, si Ton nomme a, |ï, y les angles que la direction de la forop P fait avec les axes des x,y, z, ou avec des parallèles k ces axes, on aura
=cosa, =:cosp, — cosy;
par conséquent,
dp =z cos a da- -h cos j3 dy -h cosy dz,
et ainsi des autres différences dq, dr,
Mais, si la même force P, étant intérieure, agit sur les deux points qui répondent aux coordonnées ^, v, z et ^', v', ^' pour les rapprocher ou éloigner l'un de l'autre, on aura alors, dans l'expression de/?,
et, par conséquent,
dp =: cosix{dj[: — dx') -h cosj3(c(v — dv') -H Q,o^y{dz — dz').
On remarquera, par rapport aux angles a, fi^ y, premièrement, que
cos'aH-cos*p -hcos-y — i,
ce qui est évident par les formules précédentes; en second lieu que, si l'on nomme e l'angle que la projection de la ligne /^ sur le plan destet y fait avec l'axe des x, on aura
=1 COS£, '^ =sin£,
en supposant
donc, mettant pour x — a, y — b leurs valeurs />cosa, /jcos^, on aura aussi
T,—-p v^cos' a -H cos* ? =^ /> \/i — cos- 7 =: p sin y ;
donc
= smyeosE, i^isiny sins,
et, par conséquent,
cosa = siny cosê, cos|3 ^= siny sine.
8. Je considère ensuite que, puisque dp représente le petit espace (|ue le corps ou point auquel est appliquée la force P peut parcourir suivant la direction de cette force, si l'on fait dp — o, ce point ne pourra plus se mouvoir que dans des directions perpendiculaires à celle de la ménoe force. Donc dp = o sera Téquation différentielle d'une surface à laquelle la direction de la force P sera perpendiculaire.
Cette surface sera une spliere si les quantités a, h, c sont constantes; mais elle pourra être une surface quelconque, en supposant ces quantités variables.
Supposons maintenant, en général, que la force P agisse perpendiculairement à une surface représentée par l'équation
Pour faire coïncider cette équation avec l'équation
{x — a) dx -\- {y — b) dy -^ {z — c) r/3 = o
<[ui résulte de la supposition dp = o, il n'y aura qu'à faire
re qui donne
.r — rt= jjT (- — c), y — b—^ i^ — c);
substituant ces valeurs dans l'expression de dp, on aura
, A ^.r -f- B dy 4- C dz dp—~
V'AM-B^-M
Ainsi, ayant l'équation différentielle de la surface à laquelle la force P est perpendiculaire, on a'ura l'expression de sa vitesse virtuelle dp.
On peut supposer
A djc -f- B f // 4- C r/^ = du^
a étant une fonction de x^ y^ z\ car on sait qu'une équation difîérentielie du premier ordre à trois variables ne peut représenter uno surface, a moins qu'elle ne soit inlégrable ou ne le devienne par un multiplicateur. On aura ainsi, par l'algorithme des différences partielles,
. du „ au ., du
ox ôy ôz
et l'expression de dp deviendra
du
dp=
Donc le moment d'une force P perpendiculaire à une surface donnée par l'équation du = o sera
Pdu
v/(iHf)MSJ
On déterminera de la même manière les valeurs des autres dillérences dq, dr, ..., d'après les équations différentielles des surfaces auxquelles les directions des forces Q, R, . .. sont perpendiculaires.
i). Mais, sans considérer la surface à laquelle une force est perpendiculaire, comme on peut représenter une quantité quelconque par une ligne, on pourra regarder /> comme une fonction quelconque des coordonnées, et la force P comme tendante à faire varier la valeur de p. Alors l?dp sera également le moment virtuel de la force P; et de même Qdq, Rdr, . .. seront les moments des forces Q, R, .. ., en les regardant comme tendantes à faire varier les valeurs des quantités y, r, . . ., supposées des fonctions quelconques des mêmes coordonnées. Cetle manière d'envisager les moments donne à la formule générale de l'é-
([uilihro une élendue beaucoui) plus grande et la rend susceptible * (Tiin plus grand nombre d'applications ( ' ).
10. Les valeurs des différences dp, dq, dr, ... étant connues en fonction des différentielles des coordonnées des différents corps du système, il n\ aura qu'à les substituer dans la formule générale
P dp -h Q df/ "h R^//- -h . . . ^ o,
et vérifier ensuite cette équation d'une manière indépendante des différentielles qu'elle renfermera.
Donc, si le système est entièrement libre, en sorte qu'il n'y ait aucune relation donnée entre les coordonnées des différents corps ni, par conséquent, entre leurs différentielles, il faudra satisfaire à l'équation précédente indépendamment de ces différentielles et, pour cet effet, égaler séparément à zéro la somme de tous les termes qui se trouveront multipliés par chacune d'elles; ce qui donnera autant d'é- <|uations qu'il y aura de coordonnées variables et, par conséquent, autant qu'il en faudra pour déterminer toutes ces variables et connaître par leur moyen la position de tout le système dans l'état d'équilibre.
Mais, si la nature du système est telle que les corps soient assujettis dans leurs mouvements à des conditions particulières, il faudra commencer par exprimer ces conditions par des équations analytiques que nous nommerons équations de condition ; ce qui est toujours facile. Par' exemple, si quelques-uns des corps étaient assujettis à se mouvoir sur des lignes ou des surfaces données, on aurait, entre les coordonnées de ces corps, les équations mêmes des lignes ou des surfaces données; si deux corps étaient tellement joints ensemble qu'ils dussent tou-
I M En rapprochant cet arliclo 9 des articles 6 et 18 (Sect. IV), on est conduit à rcntendre de la manière suivante : Lorsque des forces auront pour la somme de leurs moments virtuels un produit de la forme Vdp^ p étant une fonction quelconque des coordonnées, on dira que le système des forces proposées équivaut à une force P, qui tend à faire varier la fonction p, d'est là une locution toute conventionnelle. Le moi force s*y trouve complètement détourné do sa sijfnification habituelle. Celle locution, du reste, n'a pas été adoptée par les géomètres.
(/. Bertreuid.)
jours se trouver à une même distance k l'un de l'autre, on aurait évidemment l'équation
et ainsi du reste.
Ayant trouvé les équations de condition, il faudra, par leur moyen, éliminer autant de dilTérentielles qu'on pourra dans les expressions dp^ dq^ dr, . . ., en sorte que les différentielles restantes soient absolument indépendantes les unes dos autres et n'expriment plus que ce qu'il y a d'arbitraire dans le cbangement de situation du système. Alors, comme la formule générale de la Statique doit avoir lieu quel que puisse être ce cbangement, il faudra y égaler séparément à zéro la somme de tous les termes qui se trouveront affectés de cbacune des différentielles indéterminées; d'où il viendra autant d'équations particulières qu'il y aura de ces mêmes différentielles* et ces équations, étant jointes aux équations de condition données, renfermeront toutes les conditions nécessaires pour la détermination de l'état d'équilibre du système; car il est aisé de concevoir que toutes ces équations ensemble seront toujours en même nombre que les différentes variables qui servent de coordonnées à tous les corps du système, et suffiront, par conséquent, toujours pour déterminer cbacune de ces variables.
il. Au reste, si nous avons toujours déterminé les lieux des corps par des coordonnées rectangles, c'est que cette manière a l'avantage de la simplicité et de la facilité du calcul; mais ce n'est pas qu'on ne puisse en employer d'autres dans l'usage de la méthode précédente, car il est clair que rien n'oblige dans cette méthode a se servir de coordonnées rectangles plutôt que d'autres lignes ou quantités relatives aux lieux des corps. Ainsi, au lieu des deux coordonnées a:, j, on pourra employer, lorsque les circonstances paraîtront l'exiger, un
rayon vecteur p = \]x^ -f- y^ et un angle ç dont la tangente soit -> ce qui donnera
a:=::pcos9, / = P sincp,
en laissant subsister la troisième coordonnée z: ou bien on emploiera un rayon vecteur p = ya'^ -+- J^ -+- ^^ ^^'<^c deux angles 9 et ^j;, tels que
lango = •— y langvp =
ce qui donnera
.r =z p cos'l» COS9, j' = p cos'^y sine», ^=:psin'|',
ou d'autres angles ou lignes quelconques.
Remarquons encore que, comme il n'y a proprement que la considération des différences clx, dy, dz qui entre dans la méthode dont il s'agit, il est permis de placer l'origine des coordonnées oii Ton vou- <lra; ce qui peut servir à simplifier l'expression de ces différences.
Ainsi, en substituant pcosç et psiny au lieu de x et y, on aura, en
j^énéral,
dx = cos 9 ^p — p si n 9 r/9,
dy =: sin 9 r/p -f- p cos 9 ^9 ;
mais, en faisant 9 = 0, ce qui revient à placer l'origine de l'angle 9 dans le rayon p, on aura plus simplement dœ=zdp et dy=pdrf. Et ainsi des autres cas semblables.
12. En général, quel que soit le système de puissances dont on cherche l'équilibre et de quelque manière que les points où elles sont appliquées soient liés entre eux, on peut toujours réduire les variables qui déterminent la position de ces points dans l'espace à un petit nombre de variables indépendantes en éliminant, au moyen des équations de condition données par la nature du système, autant de variables qu'il y a de conditions, c'est-à-dire en exprimant toutes les variables, qui sont au nombre de trois pour chaque point, par un petit nombre d'entre elles ou par d'autres variables quelconques qui, n'étant plus assujetties a aucune condition, seront indépendantes et indéterminées. Il faudra alors que l'équilibre ait lieu par rapporta chacune
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de ces variables indépendantes (*), parce qu'elles donnent lieu à autant de changements différents dans la position du système.
13. En effet, si l'on dénote par E, ^j;, 9, ... ces variables indépendantes, en regardant les valeurs de/?, y, r, . . . comme fonctions de ces variables, on aura
, dr ^ dr ,, dr ,
et l'équation de l'équilibre 1? dp -h Q dq -\- K dr -\- . . . = o deviendra
dans laquelle, les valeurs de dl, rf^, rfç, . .. devant demeurer indéterminées, il faudra que l'on ait séparément les équations
n àp ^ ôq „ àr c/cp ^9 c/^
( < ) C*est-à-diro, il faudra que los coefficients des variations do chacune de ces variables soient nuls séparément. (/. Bertrand.)
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dont le nombre sera égal à celui des variables E, i, 9, . . . , et qui serviront, par conséquent, à déterminer toutes ces variables.
Chacune de ces équations représente, comme Ton voil, un équilibre particulier dans lequel les vitesses virtuelles ont entre elles des rapports déterminés; et c'est de la réunion de tous ces équilibres partiels que se forme l'équilibre général du système.
On peut môme remarquer que c'est proprement a ces équilibres partiels et déterminés que s'applique, sans exception, le raisonnement de l'article 1 de cette Section; et, comme dans le cas de deux puissances on peut toujours réduire leur équilibre à celui d'un levier droit dont les bras soient en raison des vitesses virtuelles, on peut, par ce moyen, faire dépendre le principe général des vitesses virtuelles du seul principe du levier.
1 î. Lorsque la quantité P dp -hQdq -hRdr -h . .. ne sera pas nulle par rapport a toutes les variables indépendantes, les forces P, Q, R, ... ne se feront pas équilibre, et les corps sollicités par ces forces prendront des mouvements dépendant des mêmes forces et de leur action mutuelle.
Supposons que d'autres forces représentées par P', Q', R', ... et dirigées suivant les lignes />', q\ r\ ..., agissant sur les corps du même système, leur impriment aussi les mêmes mouvements; ces forces seront équivalentes aux premières et pourront, dans tous les cas, être substituées à leur place, puisque leur effet est supposé exactement le même. Or, si ces mêmes forces P', Q', R', . . . , en conservant leurs valeurs, changeaient leurs directions et en prenaient de directement opposées, il est clair qu'elles imprimeraient aussi aux mêmes corps des mouvements égaux, mais directement contraires. Par conséquent, si, dans ce nouvel état, elles agissaient sur les corps du même système en même temps que les forces P, Q, R, . . ., ces corps demeureraient en repos, les mouvements imprimés dans un sens étant détruits par des mouvements égaux et contraires. Il y aurait donc nécessairement équilibre entre toutes ces forces, ce qui donnerait l'équation
(art. 2)
V dp -\-Qdq-\-\\dr -¥-,,. --P' dp'-- Q' dg'-- R' dr'—, . . = o;
d'où Ton tire
P c//> 4- Q ^y 4- R (Y/- -h. . .= P' dp'-\-Q' df/-hlV dr' -^ , . . .
C'est la condition nécessaire pour que les forces P', Q', R', ... agissant suivant les lignes />', q\ r\ ... soient équivalentes aux forces P, Q, R, ... agissant suivant les lignes p, q, r, ... ; et, comme deux systèmes de forces ne peuvent être entièrement équivalents (*) que d'une seule manière, puisque le mouvement d'un corps est toujours unique et déterminé, il s'ensuit que, si deux systèmes de forces P, Q, R, . . . , P» Q', R» .-. sont tels que l'on ait, généralement et par rapport à
toutes les variables indépendantes, l'équation
V dp -\- q dq -^-'^dr -{- . . ,-V' dp' ^ Q' dq' -\-W' dr' -\- . , ,.
ces deux systèmes seront équivalents et pourront, dans tous les cas, être substitués l'un à l'autre.
15. 11 résulte de la ce théorème important de Statique, que deux systèmes de forces sont équivalents et peuvent être substitués l'un à l'autre, dans un même système de corps liés entre eux d'une manière quelconque, lorsque les sommes des moments des forces sont toujours égales dans les deux systèmes; et, réciproquement, lorsque la somme des moments des forces d'un système est toujours égale à la somme des moments des forces d'un autre système, ces deux systèmes de forces sont équivalents et peuvent être substitués l'un à l'autre dans le mêm<' système de corps.
Si l'on fait dépendre les lignes/;, y, r, .. . des lignes ^, ^, 9, ..., la formule
P df/> H- Q c?<7 H- R e//' H- . . .
(*) C'esl-à-diro que doux systèmes qui sont équivalents, en ce sens qu'ils font équilibre à un môme troisième, peuvent être, par cela môme, considérés comme complètement équivalents. (/. Bertrand,)
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se transforme, comme dans l'article 13, en celle-ci,
Zdl-hWd\i-h<tKi^-h...,
dans laquelle
-— D^ nË^ n ÛL
(79 ôo c/9
On a donc également
Ainsi le système des forces P, Q, R, . . . dirigées suivant les lignes/;, y, r, ... est équivalent au système des forces E, W, $, ... agissant suivant les lignes ^, ^j;, 9, ... et peut être changé en celui-ci, dans le même système de corps tirés par ces forces (* ).
(1) II faul, pour qu'il en soil ainsi, quo les lignes €, ^^ ?, ... soient de telle nature, que leurs différentielles d^, d-^, dy^ ... expriment les vitesses virtuelles des points d'application des forces Z, M*, *, . . ., c'est-à-dire que chacune d'elles soit la projection orthogonale du déplacement du point sur la direclion de la force, f'oir à ce sujet une Note de M. Poinsot, insérée dans le Journal de M. Liou ville (i™ série, t. XI, p. 2}i), et que nous reproduisons à la fin du Volume. (/. Bertrand,)
DÉDUITES DE LA F0R3IULE PRÉCÉDENTE
1. Considérons un système ou assemblage quelconque de corps ou points qui, étant tirés par des puissances quelconques, se fassent mutuellement équilibre. Si dans un instant l'action de ces puissances cessait d'être détruite, le système commencerait à se mouvoir et, quel que pût être, son mouvement, on pourrait toujours le concevoir comme composé : i^ d'un mouvement de translation commun à tous les corps; 2° d'un mouvement de rotation autour d'un point quelconque; 3*^ des mouvements relatifs des corps entre eux, par lesquels ils cliangeraient leur position et leurs distances mutuelles. Il faut donc, pour l'équilibre, que les corps ne puissent prendre aucun de ces différents mouvements. Or il est clair que les mouvements relatifs dépendent de la manière dont les corps sont disposés les uns par rapport aux autres; par conséquent, les conditions nécessaires pour empêcher ces mouvements doivent être particulières à chaque système. Mais les mouvements de translation et de rotation peuvent être indépendants de la forme du système et s'exécuter sans que la disposition et la liaison mutuelle des corps en soient dérangées.
Ainsi la considération de ces deux espèces de mouvements doit fournir des conditions ou propriétés générales de l'équilibre. C'est ce que nous allons examiner.
§ I . — Propriétés de r équilibre d'un système libre relatis^es au mouvement
de translation.
2. Soil un nombre quelconque de corps regardés comme des points et disposés ou liés entre eux comme on voudra, lesquels soient tirés par les puissances P, P', P", ... suivant les directions des lignes />,/;',
//, On aura (Section précédente), pour l'équilibre de ces corps, la
formule générale
P Cij? -i- P' dp'-^ V"dp''-\-..,z=zO.
En rapportant à des coordonnées rectangles les différents points tirés par les forces P, P', ..., ainsi que les centres de ces forces, comme dans Tarticle 6 de la Section précédente, on aura, pour les forces extérieures,
Mais, si les corps qui répondent, par exemple, aux coordonnées a:-, j, z et aux .r, y, :;, agissent l'un sur l'autre par une force mutuelle que nous désignerons par P, en nommant/^ la distance rectiligne de ces deux corps, on aurait
et il faudrait ajouter à la formule générale le terme Pap, provenant de la force intérieure P; et ainsi de suite, si plusieurs forces agissent sur les mêmes corps.
S. Faisons, ce qui est permis,
.C^.X-hCy r— /-hTi, Zz=zz-h
et supposons qu'on ait substitué ces valeurs dans la formule précédente.
Puisque x, y, z sont les coordonnées absolues du corps tiré par la force P, il est clair que l, r^, ^, l\ r/, ^', ... ne seront autre chose que les coordonnées relatives des autres corps par rapport à celui-ci, pris pour leur origine commune; de sorte que la position mutuelle des corps ne dépendra que de ces dernières coordonnées, et nullement des premières. Donc, si Ton suppose le système entièrement libre, c'està-dire les corps simplement liés entre eux d'une manière quelconque, mais sans qu'ils soient retenus ou empêchés par des appuis fixes, ou des obstacles extérieurs quelconques, il est aisé de concevoir que les conditions résultantes de la nature dû système ne pourront regarder que les quantités ^, r), C l\ ri', Ct . . ., et nullement les quantités x, y, z, dont les différentielles demeureront, par conséquent, indépendantes et indéterminées.
Ainsi, après les substitutions dont il s'agit, il faudra égaler séparément à zéro chacun des membres affectés de dr, dy, dz, ce qui donnera ces trois équations (art. 2) :
-h . . . -h P ~- 4- ... in o,
hP^ -\-., ,— o, ay
On voit d'abord que les variables x, y, z n'entreront point dans l'expression de p; ainsi l'on aura
f)p dp dp
ojr Oy ôz
ce qui fera disparaître les termes qui contiendront les forces inlé rieures P,
dv
dp' àcV
dp' dv
ôv
dp' à y
dp' à y
Oz
dp' dz
dp' dz
On voit ensuite que les valeurs de
à£ dp^ àp^ d^ djy^ d£ dx dy^ dz dx dv dz
seront les mêmes que celles de
dp^ dr^ dp^ dp^ dp^ d£^ dx'' df' dz'' dx"' dy"' dz''
Or, si Ton nomme a, p, y les angles que la ligne/? fait avec les axes des X, y, z, ou avec des parallèles à ces axes, ol\ p', •/ les angles que la ligne/?' fait avec les mêmes axes, . . ., on a, comme on Ta vu plus haut (art. 7, Section précédente),
dp dp o àp
-~-=cosa, -— r=cos3, 3^=cosy; . dx dv dz '
et, de même,
dp' , dp' f., dp' ,
^=:cosa', ^p=cos!3', ^=cos-/,
Donc les trois équations ci-dessus deviendront
Pcosa -t-P'cosa'-h P^cosa^-h. . . = o, P cos;3 4- P' cos;3' -h P'' cos;5'' 4- . . . = o, Pcosy -hP'cosy' -hP^cos/ -h. . . = o,
lesquelles devront nécessairement avoir lieu dans l'équilibre d'un système libre. Ce sont les équations nécessaires pour empêcher le mouvement de translation.
1. Si les puissances P, P', P", . . . étaient parallèles, on aurail et les trois équations précédentes se réduiraient à celle-ci
laquelle montre que la somme des forces parallèles doit être nulle.
En général, il est facile de concevoir que, P représentant l'action totale (le la puissance P suivant sa propre direction, Pcosa représentera son action relative, estimée suivant la direction de l'axe des x, lequel fait l'angle a avec la direction de la force P; de même, Pcos^ et Pcosy seront les actions relatives de la même force, estimées suivant la direction des axes des y et des z, et ainsi des autres forces P' P'
De là résulte ce théorème de Statique, que la somme des puissances estimées suivant la direction de trois cures perpendiculaires entre eux doit être nulle par rapport à chacun de ces axeSy dans V équilibre d'un système libre.
>5 II. — Propriétés de l'équilibre relatives au mouvement de rotation.
5. Prenons maintenant, ce qui est permis, à la place des coordonnées X, j\ x\y\ ^'\y\ • • •» ^'» J» • • •» les rayons vecteurs p, p', p", . . ., p, ..., avec les angles 9, cp', 9", ..., 9, ..., que ces rayons font avec l'axe deso?; on aura, comme l'on sait,
et, de même,
a''=:p'cos9', j'z=:p'sin9', ..., j" ==00059, r==psiii9, ....
Faisons ces substitutions dans la formule générale de l'article 2 et supposons
9^=19 -H (7, 9" = 9 -Ho-', ..., 9 =19 -ho-, ...;
il est visible que c, a\ ..., t, ... seront les angles que les rayons p', p", ..., p, ... forment avec le rayon p; par conséquent, les distances des corps, tant entre eux que par rapport au plan des xy et au point qui est pris pour l'origine des coordonnées, dépendront uniquement des quantités p, p', p"', . . ., p, . . ., '7, c', . . ., c, . . ., 3, z\ z'\ . . ., -s, — Donc, si le système a la liberté de tourner autour de ce point paral- XI. 7
IMeinent au plan desxy, c'est-à-dire autour de l'axe des z qui est perpendiculaire à ce plan, Tangle 9 sera indépendant des conditions du système, et sa différence rfrp demeurera, par conséquent, arbitraire. D'où il suit que les termes affectés de cl^ dans l'équation générale de l'équilibre devront être ensemble égaux à zéro.
Il est facile de voir que tous ces termes seront représentés par Nr/o, on faisant
t/9 acp (/9 (/9
de sorte que l'on aura pour l'équilibre l'équation
En substituant les valeurs de .r, j, x'^ y\ ..., ^, j, ... dans les expressions de/;, //, ..,/>, ... (art. 2), et faisant de plus
^ — UcosA, i^illsinA, rt'=:R'cosA', Z>'z= R'sinB', ..., on aura
p ■=isjp^— 2pR cos(9 — A) 4- U*-t- (w — c)*,
//zny/p'^— 2p'Hc0S(9'-A')-hlV-4-(w' — ÔS
p =1 v/p-— 2pp cos(9 — 9) + p*-i- (^— 5)'
où il faudra encore mettre 9 -h '7, 9 -h <r', . . ., 9 -f- t, ... à la place de
Par ces dernières substitutions, on voit d'abord que les quantités/?, . .. ne contiendront plus l'angle y; ainsi l'on aura -^ = o, .. . :
par conséquent, les forces intérieures P, ... disparaîtront de l'équation,
et il n'y restera que les forces extérieures P, P',
Ensuite on aura
dp _ pRsin(9-A) (}/>'_ p'R' sin(o'— A')
et la quantité N deviendra
.r _ PRosin(9-A) P^R>^sin(9^- .V)
Comme on peut prendre les centres des forces P, P', ... partout où Ton veut dans la direction de ces forces, on peut supposer que ces forces soient représentées par les lignes mêmes /;, //, . . ., qui sont les distances rectilignes de leurs points d'application aux centres respectifs. De cette manière, on aura plus simplement
N = Rpsin(9 — A) -+- R'p' sin(9'— A') h-
Dans cette formule, les rayons R et p, qui partent de l'origine des coordonnées et qui renferment l'angle 9 — A, sont les côtés d'un triangle qui a pour base la projection de la ligne p sur le plan des .rv; par conséquent, la quantité Rpsin(9 — A) exprime le double de Taire de ce triangle, et ainsi des autres quantités semblables.
Or, ayant nommé ci-dessus (art. 3) y, y, . . . les angles que les directions des forces P, P', ... font avec Taxe des :; ou avec des parallèles à cet axe, il est clair que les compléments de ces angles seront les inclinaisons des lignes /), p\ ... au plan des xy : donc /^siny, /?'siny', ... seront les projections de ces lignes; et, si de Torigine des coordonnées on abaisse sur ces projections des perpendiculaires que nous nommerons n, R', . . ., on aura
Rp sin(9 — A) — H/? siny, R>' sin(9'— A') = \ï p' siny', et la quantité N se réduira à la forme
N=nPsin/4-n'P'sin/4-n''P'sin/
en remettant P, P', P', ... à la place dey>, p\p",
L'équation N = o donnera ainsi le théorème suivant
Dans r équilibre d'un système qui a la liberté de tourner autour d'un axe et qui est composé de corps qui agissent les uns sur les autres dune
maûière quelconque et sont en même temps tirés par des forces extérieures, la somme de cesfotves, estimées parallèlement à un plan perpendiculaire à Vaxe et multipliées chacune par la perpendiculaire menée de l'axe à la direction de la foixe projetée sur le même plan, doit être nulle, en donnant des signes contraiies aux fofves dont les directions tendent à faire tourner le système dans des sens contraires.
On énonce ordinairement ce théorème d'une manière plus simple, en disant que les moments des forces^ par rapport à un axe, doii^ent se détruire pour qu il y ait équilibre autour de cet axe. Car on entend aujourd'hui, en Mécanique, par moment d'une force ou puissance par rapport a une ligne, le produit de cette force estimée parallèlement à un plan perpendiculaire à cette ligne, et multipliée par son bras de levier, qui est la perpendiculaire menée de cette ligne sur la direction de la puissance rapportée au même plan. En effet, c'est uniquement de ce moment que dépend l'action de la force pour faire tourner le système autour de l'axe, puisque, si on la décompose en deux, l'une parallèle à l'axe, l'autre dans un plan perpendiculaire a l'axe, il n'y aura évidemment que cette dernière qui puisse produire une rotation. Nous donnerons, en conséquence, a ce moment le nom particulier de moment relatif à un axe de rotation.
7. FjC coefficient N du terme N rfç (art. 5) exprime, comme on le voit, la somme des moments de toutes les forces du svstème relativement a l'axe de la rotation instantanée drf. Ainsi, pour trouver la somme de ces moments relatifs à un axe quelconque, il n'y aura qu'à transformer la formule générale
qui exprime la somme des moments virtuels de toutes les forces, en y introduisant, pour une des variables indépendantes, l'angle de rotation autour de l'axe donné; le coefficient de la différentielle de cet angle sera la somme de tous les moments relatifs à cet axe, ce qui peut être utile dans plusieurs occasions.
8. Lorsque le système peut tourner en tout sens autour du point que nous prenons pour l'origine des coordonnées, il faut considérer à la fois les rotations instantanées autour des trois axes des œ, des y, des :r, et l'on aura, par rapport à chacun de ces axes, une équation semblable à celle que nous venons de trouver et qui renferme la propriété des moments; mais il ne sera pas inutile de résoudre le même problème par une analyse plus simple et plus générale.
Pour cela soit, comme dans l'article 5,
.rirrpcoso, r=ipsin9, .r'=p'coso', r'irr p' sincp', ...;
en faisant varier simplement les angles ç, 9', ..., de la même différence fl^<p, on aura
dx iz= — y d^y dy ^:rL X rfcp, dx' z= — )•' (/(p, dy^ =1 x' d(^y ....
Ce sont les variations de x, y, x\y\ . . ., dues a la rotation élémentaire d^ du système autour de Taxe des c.
On aura de même les variations de y, z, y' z\ . . ., dues à une rotation élémentaire d^ autour de Taxe des x, en changeant simplement dans les formules précédentes x, y, x\ y', ... en y, -s, y', z\ .. ., et rfç en rf^, ce qui donnera
dy z= — 3 d]^j dz = y d]^y dy' ^z— z' d]^ dz' ■= y' ^vj;,
En changeant, dans ces dernières formules, y, ^, y\ 5', . . . respectivement en 5, .r, z\ x\ . .., et dl en r/o>, on aura les variations provenant de la rotation élémentaire rfo> autour de l'axe des y, lesquell(!s seront
dzziz — X d(»}, dx = z d(s)y dz' = — x' ^o), dx' —: z' c^w, ....
Si donc on suppose que les trois rotations aient lieu k la fois ('), les
(*) En réalilé, les Irois rotations no peuvent avoir lieu ù la fois, mais successivement. 11 n'y a cependant aucun inconvénient à les considérer, dans le calcul, comme simultanées, car chacune d'elles, changeant infiniment peu la position du corps, ne peut exercer, sur les déplacements que les autres produisent, qu'une influence infiniment petite, et ne modifie le mouvement dû à ces autres rotations que d'une quantité infiniment petite par rapport ù sa propre valeur. (/. Bertrand.)
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variations totales des coordonnées Xy y, c, x\ y\ z\ ... seront, d'après les principes du Calcul différentiel, égales aux sommes des variations partielles ducs à chacune de ces rotations, de sorte qu'on aura alors ces expressions complètes
dx =5 6^0) — y d'^y dv ■=. x do — z r/j>, dz = y d}^ — x d^jiy dx' = z' d(i) — /' ^9, dr' =z x' do — z' d'\f, dz' = y' d^f — x' c^w,
En substituant ces valeurs dans la formule générale de l'équilibre (art. 2), on aura les termes dus seulement aux rotations rfi, rf<o, r/ç autour des trois axes des a% des j, des z, lesquels devront être séparément égaux à zéro lorsque le système a la liberté de tourner en tout sens autour du point qui fait l'origine des coordonnées.
Or on a, parla différentiation,
, (.r — a) dx -^ ( y — ù) dv 4- ( c — c) dz
dp =: -^ '-^ ^ ,
, , (j^' -^ a') dx' -h (y' -^ b') dv' ^ (z' -- c') dz' d/y — -1^ — 1— ^ — ,
,- {x-- x) (dx — dx) -+-(v— y) (dy — dy) -h(z — z) {dz — dz) dp — - — 1 ' •— ^^ —
. On aura donc, par les substitutions dont il s'agit,
. (a y — bx)d^ -\- {bz — cy) d^ -^ {ex — az)drs)
rp _ _ ,
dy- i^'y—^'^' ) ^?-^( ^' - c'y' ) d'\, -+- ( c' x' -a'z') dr,)
Et Ton trouvera dp = o, dp =z o, . . ., en mettant pour dx\ rfy, dz, . . . les valeurs analogues zdoy — yd^f, œdrf — cr/i, ydl — *rr/a>, . . .; d'où Ton peut tout de suite conclure que les termes ^dp, V' dp\ ... de la
même équation, qui résulteraient des forces intérieures du système, disparaîtront par ces substitutions.
On aura aussi ^^p = o si Ton fait a = o, i = o, c = o, c'est-à-dire si le centre des forces P tombe dans l'origine des coordonnées, ce qui fera aussi disparaître cette force.
9. Faisant donc abstraction des forces intérieures, s'il y en a, ainsi que de toute force qui serait dirigée vers le centre des coordonnées, on aura, en général, pour toutes les forces P, P', . . ., dirigées suivant les lignes />,/?', . . ., l'équation
en faisant
Ld^ -hM d(*i 4- N d^ = o,
^ X'ibz — cY) V'{b' z' — c'y') P P
_ V{cx — az) V'(c'x'—a'z') ^
P{ay — bx) P'(a'y' — b'œ') P P
et l'on aura, pour tout système libre de tourner en tout sens autour de l'origine des coordonnées, les trois équations
lesquelles répondent à celle de l'article 5, rapportée aux trois axes des coordonnées.
Car, en employant, à la place des coordonnées a, i, c, à, ... des centres de forces, les angles a, p, y, a', ... que les directions de ces forces font avec les trois axes des coordonnées, et faisant par conséquent, comme dans l'article 7 de la Section précédente,
a^^x — pcoscc, br=y — pcos^, c=^z — />cosy,
et ainsi des autres quantités semblables, on a
L =:P(7C0S"/ — z cosj3) -i- P' (y' cosy' — z' cos{3') -h. . . ,
M=^P{z cosa — ^cosy) -h P' (z' cosoc' — x' cosy')
N =:: P(a7COs|3— / cosa) -\-P' {x' cos^' — y cosol') -\-
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Or, Pcosa, Pcos^, Pcosy étant les valeurs de la force P, estimée suivant les directions des trois axes des Xy y, c, on voit tout de suite que o-Pcosp — jPcosa... est le moment relatif à Taxe des js, le terme rPcos3c ayant le signe négatif à cause que la force Pcosa tend à faire tourner le système en sens contraire de la force P cosp. De même, ^Pcosa — a^Pcosy, ... sera le moment relatif à Taxe des v, et yPcosy — ^P cos^, ... le moment relatif à Taxe des x; et ainsi des autres expressions semblables. De sorte que les trois équations L == o, M = o, N = o expriment que la somme de ces moments est nulle par rapport a chacun des trois axes.
On voit aussi que les coefficients L, M, N des rotations instantanées di^, doi, r/f ne sont autre chose que les sommes des moments relatifs aux axes des rotations instantanées rf]/, r/a>, r/ç (art. 7).
10. On pourrait douter si les rotations autour des trois axes des coordonnées suffisent pour représenter tous les petits mouvements qu'un système de points peut avoir autour d'un point fixe, sans que leur disposition mutuelle en soit altérée. Pour lever ce doute, nous allons chercher tous ces mouvements d'une manière plus directe.
Par le point donné, qui sert d'origine aux coordonnées x, y, z^ et par un autre point du système, imaginons une ligne droite, et par cette ligne et par un troisième point du système, un plan; rapportons à cette ligne et à ce plan les autres points du système, par de nouvelles coordonnées rectangles ^', ^', c' ayant la même origine que les premières Xj y, z. Il est clair que ces nouvelles coordonnées ne dépendront que de la situation mutuelle des points du système, et seront, par conséquent, constantes lorsque le système change de place, tandis que les premières varient seules par ce changement.
La théorie connue de la transformation des coordonnées donne d'abord ces relations, entre les trois premières et les trois dernières,
y 1= a'.r' -f- ^'y' -h y' Jz\
Les neuf coefficients a, p, y, a', ... ne dépendent que de la position respective des axes des deux systèmes de coordonnées et doivent être tels que les coordonnées ^, j^, z se rapportent aux mêmes points que les coordonnées ^', y, 5' ot que, par conséquent, les deux expressions
œ^ -\- y^->r Z' et x'^ -\- y'- -h z'^
soient identiques; ce qui donne ces six équations de condition,
a-4- a'*4- «"'=: I, a^ -h ol' P' -\- ol' ^" =zo. p^-h ?''+ ;5''*= I, ay -h OL'y' -h a"/" =■ o, / -h /* -h /'^= I, ?•/ 4- 3'/ 4- ?>"/ = 0;
de sorte que, parmi les neuf quantités a, p, y, a', ..., il en restera trois d'indéterminées.
Lorsque les axes des x', y\ z' coïncident avec ceux des a-, v, :î, on a
et, par conséquent,
Ainsi, en différentiant les formules précédentes et y faisant ensuite ces substitutions, on aura le résultat d'un déplacement quelconque infiniment petit du système dans l'espace autour du point donné.
On aura d'abord, en différentiant les expressions de a-, v, z dans l'hypothèse de x\ y\ z' constantes et substituant, après la différentiation, o?, j, ^ à la place de ces quantités,
dx 1=1 X doc -h f d^ -\- zd'/j dy = X dcx! -\- y d^' -f z dy\ dz zzzxda'-i-yd^'-^zdy".
Mais les six équations de condition étant différentiées donnent, par la substitution des valeurs a = i , p == o, y = o, ... trouvées ci-dessus,
dx =zOj dp -h dx' =: o,
dp' == o, dy -+- dx'' — o,
dy" = o, dy' 4- dP" -. o, XL 8
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d'où
doC ^=^ — d-jy d^^-dy'.
Ces valeurs étant substituées dans les expressions de dx^ dy, dz^ on aura celles-ci
dx =z — V da' + z dyy dy 1= œ dx' — z dp", dz z= — xdy -h y dp",
qui coïncident avec celles de l'article 8, en faisant
doL' =1 ^cp, dy = dfji, d^" = d'\f.
Ces formules des variations de x, j, :; ont donc toute la généralité que l'état de la question peut comporter; et les trois équations L = o, M = o, N = o, qui résultent de l'évanouissement des termes affectés de rf^, do}, rfç, dans l'équation générale de l'équilibre, sont, par conséquent, les seules nécessaires pour maintenir le système en équilibre autour du point donné, abstraction faite de ce qui dépend de la disposition mutuelle des points entre eux; de sorte que, lorsque cette disposition est invariable, l'équilibre du système ne dépendra que des trois équations dont il s'agit.
D'Alembert est le premier qui ail trouvé les lois de l'équilibre de plusieurs forces appliquées a un système de points de forme invariable, dans ses Recherches sur la pf^cession des équinoxes. II y est parvenu d'une manière très compliquée par la composition et la décomposition des forces. Depuis, elles ont été démontrées plus simplement par divers auteurs; mais nos formules ont l'avantage d'y conduire directement.
%\\\, — De la composition des mouvements de rotation autour de différents
axes y et des moments relatifs à ces axes.
11. Si l'on prend dans le système un point pour lequel les coordonnées Xyyy z soient proportionnelles à rf^, J<o, rfip, les différentielles
correspondantes dx^ dy^ dz seront nulles, comme on le voit par les formules de l'article 8. Ce point, et tous ceux qui auront la même propriété, seront donc immobiles pendant l'instant que le système décrit les trois angles d^, Jw, J<p, en tournant à la fois autour des axes des .T, y, z. Et il est facile de voir que tous ces points seront dans une ligne droite passant par l'origine des coordonnées (*) et faisant avec les axes des œ, j, z des angles >., (a, v, tels que
cos).
co
dr
ros »j.
dit)
do^
cosv
Cette droite sera Vaxe instantané de la rotation composée. En employant les angles >., [a, v et faisant, pour abréger,
dO ^ y^ldy- -f- dfsr -\- d'-J,
ou aura
d\ = d^) cos }., diù =^ dO cos u, f/cp zn dO cos v,
et les expressions générales de dx, dy, dz (art. 8) deviendront
dx =z {z cos tJL — y cos v ) dO, dy z= (x cosv — -3 cos >.) dO, dz =i (y cos > — vT cos |jl) dO.
( 1 ) En rapprochant ces résultats de ceux qui ont été obtenus dans le paragraphe précèdent, on voit qu'un mouvement quelconque infmiment petit d'un corps solide qui a un point Gxj peut être considéré comme une rotation autour d'un axe. Ce beau théorème est dû à Euler, qui en a donné une démonstration géométrique très simple. Euler avait aussi traité la question analytiquement. (P^oir les Mc'moircs de l'Aceulcmie de Berlin pour 1750.) Vingt-cinq ans plus tard, Euler reprend ce théorème dans les Commentaires de Seànt- Peter slmir^ pour 1775, et, après en avoir donné une démonstration géométrique qui ^'applique aux mouvements finis, il avoue que la preuve analytique exige des calculs si prolixes, qu'il a renoncé à les exécuter. Son Mémoire se termine ainsi : « Ncmo vero slupendum hune labo-
rem in se suscipere volet quamobrem cgregia ista proprielas geometris pulchfrrimam
occasionem praebere potest vires suas in ista proprietate penitus enucleanda exercendi. » (Novi Comnientarii, p. 207; 1775.) Dans le Journal de Lioimlle (i" série, t. V, p. 4o6), Olinde Rodrigues a donné, d'une manière très élégante, cette démonstration désirée par Euler. (J. Bertrand.)
Le carré du petit espace parcouru par un point quelconque étant
il sera exprimé par
[(ccosjjL— r cosv)--h (^cosv — -5C0S>.)*4- (r cos). — .r cosa)-]r/0- = [•^'-i-.>'*-+- ^'-— (J^'COS). H- y COSfJl -H :?cosv)']^{/*,
à cause de
cos').-t- cos';x-hcos*v=: I.
Or il est facile de prouver que
X cos). 4- >' C0S|JL 4- ;; cosv =i o
est Téquation d'un plan passant par l'origine des coordonnées et perpendiculaire à la droite qui fait les angles X, (a, v avec les axes des x, V, z\ donc le petit espace décrit par un point quelconque de ce plan sera
et, comme Taxe instantané de rotation est perpendiculaire à ce même plan, il s'ensuit que dO sera l'angle de la rotation autour de cet axe, composée des trois rotations partielles rfi, rfco, rfp autour des trois axes des coordonnées.
12. Il suit de là que des rotations quelconques instantanées rfi{/, r/w, dffy autour de trois axes qui se coupent à angles droits dans un même point, se composent en une seule rf9 = \/rf^}/*-h t/w^-hrfy^, autour d'un axe passant par le même point d'intersection et faisant avec ceux-là des angles \ ja, v, tels que
^ dh drj) do
dO ^ dO dO'
et, réciproquement, qu'une rotation quelconque rf9 autour d'un axe donné peut se décomposer en trois rotations partielles, exprimées par cosXr/9, cos;a r/0, cosv r/0, autour de trois axes qui se coupent perpendiculairement dans un point de l'axe donné et qui fassent avec cet axe
les angles X, tx, v; ce qui fournit un moyen bien simple de composer et de décomposer les mouvements instantanés ou les vitesses de rotation.
Ainsi, si Ton prend trois autres axes rectangulaires entre eux, qui fassent, avec Taxe de la rotation d}^ les angles V, >/', >."', avec Taxe de la rotation dia les angles ]l\ (//', i^/', et avec Taxe de la rotation do les angles v', v", v'", la rotation dh pourra se résoudre en trois rotations cosVr/^j/, cosV'rfi, cosV'r/']; autour de ces nouveaux axes; la rotation r/w se résoudra de même en trois rotations cos[A't/o>, cosjjL"r/w, cosa'r/w, et la rotation d^ en trois rotations cosv'rfy, cosv"r/y, cosv'"r/y autour des mêmes axes; de sorte qu'en ajoutant ensemble les rotations autour d'un même axe, si Ton nomme d^\ d^f, dh'" les rotations totales autour des trois nouveaux axes, on aura
dS' = cosX' d\t -h cosfx' dfj) H- cosv' r/9, dO" = cosX" d']t -4- cos (jl" d(Mi 4- cos v'^ do, dO^ — cosyfd^ 4- cos/x^^/o) -{- cosv'^c^9.
13. Les rotations d^, rfco, J9 sont donc réduites de cette manière.à trois rotations rfO', rfO", dV" autour de trois autres axes rectangulaires, lesquelles doivent par conséquent donner, par la composition, la même rotation rfO qui résulte des rotations dh, do), df, de sorte qu'on aura
(art. 11)
de^ = dO'^ -h dr/^ 4- dO"^ z= d^^' 4- r/o)« 4- ^9» ;
et, comme cette dernière équation doit être identique, il s'ensuit qu'on
aura ces relations :
cos'>/ 4- cos-X'' 4- cos*X*' =^ I,
cos* [l' 4- cos' jx" 4- cos* fx'^ == I ,
cos*v' 4- cos'v" 4- cos'v'^ =1;
COS>/ COS/x'4- COSX' cos jJl" 4- COsX'^ cos fj"::^ O,
cosX' cosv' 4- cosX'' cosv'' 4- cosX"' cosv" =z o,
COS/X'COSV' 4- COSfx'^COSv'' 4- C0S|Ul'^C0Sv'^ = O,
qu'on peut aussi trouver par la Géométrie.
Par ces relations on peut avoir tout de suite les valeurs de r/i, rfw, do en r/0', (I^\ dSf, en ajoutant ensemble les valeurs de rfO', â^'\ dkT , multipliées successivement par cosV, cosV, cosV; cos|x', cos'i.", ...; on trouvera de cette manière
dh — cosV dO'-\- cosr dO'-^ dosl" d'f, ^0) := cos \i! dQ' -h cos [x" dh" -h cos .a" d^j'^ y d"^ =. cosv' dO'-^ COSV* dO' ■+- cosv'^ dO"^,
14. Si Ton nomme, de plus, zs\ u", ct" les angles que Taxe de la rotation composée r/0 fait avec les axes des trois rotations partielles ^9', dV\ d^'\ on aura, comme dans l'article 11,
d'ï= co^in'dO, dO'^cosw'dO, dO'" =i cosw" d9 ;
et si, dans les expressions données ci-dessus (art. 12) de dh\ dh", rfO", on met pour r/}, r/co, df leurs valeurs en rfO de l'article H, cos>.rfO, cos[/.r/0, cosvrfO, la comparaison de ces différentes expressions de rfO', dh'\ rfô'" donnera, en divisant par rfO ces nouvelles relations,
COSnj' 1= COSX cos)/ -+- COSfZ cos/jl' -+- cosv cosv',
coscj" zn cosX cos//' 4- cos a cosfx' -i- cosv cosv", cosct"';^ cos/. cos >.''-+- cos.acos[x'^-f- cosv cosv*^,
qu'on peut aussi vérifier par la Géométrie.
15. On voit par là que ces compositions et décompositions des mouvements de rotation sont entièrement analogues à celles des mouvements rectilignes.
En effet si, sur les trois axes des rotations rf}, rfco, rfy, on prend, depuis leur point d'intersection, des lignes proportionnelles respectivement à d'^, r/w, d'p, et que l'on construise sur ces trois lignes un parallélépipède rectangle, il est facile de voir que la diagonale de ce parallélépipède sera l'axe de la rotation composée dh et sera en même temps proportionnelle a cette rotation dh. De là, et de ce que les rota-
lions autour d'un même axe s'ajoutent ou se retranchent suivant qu'elles sont dans le même sens ou dans des sens opposés, comme les mouvements qui ont la même direction ou des directions opposées, on doit conclure en général que la composition et la décomposition des mouvements de rotation se fait de la même manière et suit les mêmes lois que la composition ou décomposition des mouvements rectilignes, en substituant aux mouvements de rotation des mouvements rectilignes, suivant la direction des axes de rotation.
Maintenant, si dans la formule de l'article
L t/^i^ -h M c/o) 4- N t/cp,
laquelle contient les termes dus aux rotations d^, dm, d(f dans la formule générale P r//? -i- P V/>' + P" r//?" -h . . . , on substitue pour rf^, r/w, dip les expressions trouvées dans l'article 13, elle devient
(L cos)/ 4- M cosfx' -h N cosv' ) d9 (L cosX*' -h M cosfA" H- N cosv" ) dO" (L cosX'^H- M cosp'^H- N cosv*') dô".
Donc, par l'article 7, les coefficients des angles élémentaires dh\ dh\ dH" exprimeront les sommes des moments relatifs aux axes des rotations rfO', JO", r/O'". Ainsi, des moments égaux h L, M, N, et relatifs à trois axes rectangulaires, donnent les moments
L cosX' -h M cos/:x' -h N cosv', LcosX'-f-Mcosjx' -hNcosv", L cos X*' 4- M cos [j.'^ -+- N cos v*',
relatifs à trois autres axes rectangulaires qui font respectivement avec ceux-là les angles V, ;/, v'; \\ f, v";V\ tx", v'".
On trouve une démonstration géométrique de ce théorème dans le Tome VII des Nova Acta de l'Académie de Pétersbourg (*).
(*) Celte démonstration est d'Euler. (/. Bertrand.)
17. Si l'on suppose les rotations dl, r/o>, d^ proportionnelles à L, M, N, et qu'on fasse
on aura, par l'article 11,
L=iIIcos7, M — Ilcos|x, i\=iircosv,
et les trois moments qu'on vient de trouver se réduiront, par les relations de l'article lî, à cette forme simple
ricoscj', ncoscT% Hcoscj'^.
Or ct', n", n ' sont les angles que les axes des rotations rf6', r/6", dh" font avec l'axe de la rotation composée rfO. Donc, si l'on fait coïncider l'axe de la rotation r/0' avec l'axe de la rotation t/0, on a cj'= o et w", n'" chacun égal à un angle droit; par conséquent, le moment autour de cet axe sera simplement H, et les deux autres moments autour des axes perpendiculaires à celui-ci deviendront nuls.
D'où l'on conclut que des moments égaux à L, M, N, et relatifs ii
trois axes rectangulaires, se composent en un moment unique H égal à
yL-^-hM^H- N^ et relatif à un axe qui fait avec ceux-là les angles)., ;/., v,
tels ((ue
COSA=r-r=> COS(A= ^7 COSV^r^-
Ce sont les théorèmes connus sur la composition des moments; et il est évident que cette composition suit aussi les mêmes règles que celle des mouvements rectilignes. On aurait pu la déduire immédiatement de la composition des rotations instantanées, en substituant les moments aux rotations qu'ils produisent, comme Varignon a substitué les forces aux mouvements rectilignes ( ' ).
O) Cotte assimilation n'est pas permise. Une force qui agit sur un corps solide mobile autour (l'un axe donné produit une rotation proportionnelle à son moment; mais, pour doux axes différents, les moments d'inertie jouent un rôle, et l'on n'a pas le droit de substituer les moments aux rotations qu'ils produisent, {^oir, à ce sujet, un Mémoire do Poinsot, Mcmoiras de l'Institut, t. VII, p. 564. ) (•/• Bertrand,)
§ IV. ^ Propriétés de l'équilibre, relatives au centre de gravité.
18. Si, dans les formules de l'article 9, on suppose que toutes l«»s forces P, P', P", . . . agissent dans des directions parallèles entre elles, on aura
par conséquent, si Ton fait, pour abréger,
X=:P^--hP'^'+P"ar''H-..., Y=:Pr-^P'> +P' >''4-...,
les quantités L, M, N deviendront
L = Y cosy — Z cos^, M = Z cosa — X cosy, N =: X cos ? — Y ces a,
et les équations de l'équilibre seront
dont la troisième est ici une suite des deux premières. Mais, comme on a d'ailleurs (Sect. II, art. 7) l'équation
cos* a -h cos*j3-f- cos*y = i,
on pourra déterminer par ces équations les angles a, [i, y, et l'on trouvera
cosa =
-jzz ï
cos y
VX*H- Y*-i-Z*
Donc, la position des corps étant donnée par rapport a trois axes, il faudra, pour que tout mouvement de rotation du système soit détruit, XI. î)
que le système soit placé, relativement a la direction des forces, de manière que cette direction fasse avec les mêmes axes les angles a, ^, y qu'on vient de déterminer.
19. Si les quantités X, Y, Z étaient nulles, les angles a, p, y demeureraient indéterminés, et la position du système, relativement à la direction des forces, pourrait être quelconque; d'où résulte ce théorème : Si la somme des produits des forces parallèles par leurs distances à trois plans perpendiculaires entre eiuv est nulle par rapport à chacun de ces tmis plans y l'effet des forces pour faire tourner le système autour du point commun d'intersection des mêmes plans se trompera dètmit.
On sait que la gravité agit verticalement et proportionnellement à la masse; ainsi, dans un système de corps pesants, si l'on cherche un point tel, que la somme des masses multipliées par leurs distances k un plan passant par ce point soit nulle relativement à trois plans perpendiculaires, ce point aura la propriété que la gravité ne pourra imprimer au système aucun mouvement de rotation autour du même point. C^est ce point qu'on appelle centre de gravite, et qui est d'un usage si étendu dans toute la Mécanique.
Pour le déterminer, il n'y a qu'a chercher sa distance à trois plans perpendiculaires donnés. Or, puisque la somme des produits des masses par leurs distances à un plan passant par le centre de gravité est nulle, la somme des produits des mêmes masses par leurs distances à un autre plan parallèle h celui-ci sera nécessairement égale au produit de toutes les masses par la distance du centre de gravité au même plan, de sorte qu'on aura cette distance en divisant la somme des produits des masses et de leurs distances par la somme même des masses; et de là résultent les formules connues pour les centres de gravité des lignes, des surfaces et des solides.
20. Mais il y a une propriété du centre de gravité qui est moins connue et qui peut être utile dans quelques occasions, parce qu'elle est indépendante de la considération étrangère des plans auxquels on
rapporte les différents corps du système, et qu'elle sert à déterminer leur centre de gravité parla simple position respective des corps. Voici en quoi elle consiste.
Soit A la somme des produits des masses prises deux à deux et multipliées de plus par le carré de leur distance respective, cette somme étant en même temps divisée par le carré de la somme des masses.
Soit B la somme des produits de chaque masse par le carré de sa distance a un point quelconque donné, cetie somme étant divisée par la somme des masses.
On aura y^B — A pour la distance du centre de gravité de toutes les masses au point donné. Ainsi, comme la quantité A est indépendante de ce point, si Ton détermine les valeurs de B par rapport à trois points différents pris dans le système ou hors du système, à volonté, on aura les distances du centre de gravité à ces trois points et, par conséquent, sa position par rapport à ces points. Si les corps étaient tous dans le même plan, il suffirait de considérer deux points, et il n'en faudrait qu'un seul si tous les corps étaient sur une ligne droite donnée.
En prenant les points donnés dans les corps mômes du système, la position de son centre de gravité sera donnée uniquement par les masses et par leurs distances respectives. C'est en quoi consiste le principal avantage de cette manière de déterminer le centre de gravité.
Pour la démontrer, je reprends les expressions de X, Y, Z de l'article 18, et, prenant de plus trois quantités arhitraircs/, g, h, je forme ces trois équations identiques, faciles à vérifier :
-(P^-P'4.p''-l-...)[l>(^._/)2 4.lV(.r'-/)î-^I>''(J:''-/)*-^...]
= (P^P'+P* + ...)[P(v-^0^-+-P'(/-à')'+P''(.>'''-aO'-h...1 - PP'(7~/)^- PP''( V- r")^- P'P"(/- j^) -. . .,
[Z_(Ph_P'-hP''-u...)/,]^
= (P-hP'H-P''-f-...) {V{z - iiY-\-V'{z' - hy-^-v {z" - hy^, . ,]
«8 MÉCAMOUE ANALYTIQUE.
Les quantités P, P', P", . . . représentent les poids ou les masses des corps qui leur sont proportionnels, et les quantités a?, v, z, x',y, z', .r", . . . sont les coordonnées rectangles de ces corps. Or nous avons vu (arL 19) que, lorsque l'origine des coordonnées est dans le centre de gravité, les trois quantités X, Y, Z sont nulles. Si donc on fait dans les trois équations' précédentes X = o, Y = o, Z = o, qu'on les ajoute ensemble, et qu'on suppose, pour abréger,
{^ -/)'■+ Ly -^)'h-(- -/«)'= (o)',
K-/)'+ {y'-gy+ (z'-hy= (2)S
on aura, après avoir divisé par (P -t- P' + P" -<-... )^,
._ P(o)'+ P'(iV4- l"(2)^-h. . . PP'(o.i)'+ PP'(o,aV+ P'P'(i,a)' + . ■ . '"~ P-+-P'+P' + ... (l> + P'+P'-h...)*
Si l'on prend maintenant les trois quantités/, g^ h pour les coordonnées rectangles d'un point donné, il est visible que r sera la distance de ce point au centre de gravité qui est supposé dans l'origine des coordonnées, que (o), (i), (2), ... seront les distances des poids P, P', P", ... à ce même point, et que (0,1), (0,2), (1,2), ... seront les distances entre les corps ou poids P et P', P et P", F et P", .... Donc l'équation ci-dessus deviendra
d'où l'on lire ( ' )
(' ) On pourra consulter au sujet de ce théorème le Mémoire do Lagrange Sur iine noui^elie propriété du centre de gravité, inséré au tome V des Œuvres de Lagra/tge, p. 535,
§ V. — Propriétés de V équilibre, relatives aux maxima et minima.
21. Nous allons considérer maintenant les maxima et minima qui peuvent avoir lieu clans l'équilibre; et, pour cela, nous reprendrons la formule générale
P dp -}- Q dq -\- a dr -^ , . ,^=z o
de l'équilibre entre les forces P, Q, R, ..., dirigées suivant les lignes p, q, r, ... qui aboutissent aux centres de ces forces (Sect. II, art. 4). On peut supposer (*) que ces forces soient exprimées de manière que la quantité Vdp -hQdq -\-Rdr-\- » .. soit une différentielle exacte d'une fonction dep, q, r, . . ., laquelle soit représentée pTir U, en sorte que l'on ait
dn = P dp -h Q dg ^ Il dr -h ... ,
Alors on aura pour l'équilibre cette équation cfti = o, laquelle fait voir que le système doit être disposé de manière que la fonction U y vSoit, généralement parlant, un maximum ou un minimum.
Je dis généralement parlant, car on sait que l'égalité d'une différentielle à zéro n'indique pas toujours un maximum ou un minimum, comme on le voit par la théorie des courbes. •
La supposition précédente a lieu, en général, lorsque les forces P, Q, R, ... tendent réellement ou à des points fixes, ou à des corps du même système, et sont proportionnelles a des fonctions quelconques des distances, ce qui est proprement le cas de la nature.
Ainsi, dans cette hypothèse de forces, le système sera en équilibre lorsque la fonction n sera un maximum ou un minimum ; c'est en quoi consiste le principe que Maupertuis avait proposé sous le nom de loi de repos.
Dans un système de corps pesants en équilibre, les forces P, Q,R, ...,
le Chapitre \ll de la Statique do Poinsot, la quatrième Leçon des rorlesungen ûbcr Djuamik de Jacobi et enfin divers Mémoires insérés aux tomes VI et VU du Bulletin de la Société mathématique de France. (G. D.)
( * ) Lagrange ne veut pas dire qu'il en soit toujours ainsi ; il prévient seulement que les développements qui suivent se rapportent au cas où cela a lieu. (/. Bertrcuid.)
provenant de la gravité, sont, comme l'on sait, proportionnelles aux masses des corps et, par conséquent, constantes; et les dTstances/?, q, r, . . . concourent au centre de la Terre. On aura donc, dans ce cas,
Il^P/?-hQ^-f-R/ -h...;
par conséquent, puisque les lignes/?, y, r, .. . sont censées parallèles,
la quantité .-^ — j^ — tz exprimera la distance du centre de gravité
de tout le système au centre de la Terre, laquelle sera donc un minN mum ou un maximum, lorsque le système sera en équilibre; elle sera, par exemple, un minimum dans le cas de la chaînette, et un maximum dans le cas de plusieurs globules qui se soutiendraient en forme de voûte. Ce principe est connu depuis longtemps.
22. Si, maintenant, on considère le même système en mouvement, et que u\ iï\ u\ .. . soient les vitesses, et m\ m!\ nf^ ... les masses respectives des différents corps qui le composent, le principe si connu de la conservation des forces vives, dont nous donnerons une démonstration directe et générale dans la seconde Partie, fournira cette équation
Donc, puisque, dans Tétat d'équilibre, la quantité n est un minimum ou un maximum, il s'ensuit que la quantité /?i'a'^-hm"i/"^H-m*'i/'*^-i-..., qui exprime la force vive de tout le système, sera en même temps un maximum ou un minimum ; ce qui donne cet autre principe de Statique, que, de toutes les situations que prend successii^ement le système, celle où il a la plus grande ou la plus petite force vive est aussi celle ou il le faudrait placer d'abord pour qu il restât en équilibre, [Voir le^. Mémoires de V Académie des Sciences de 1 748 et 1 7^9 ( * )•]
23. On vient de voir que la fonction n est un minimum ou un maxi-
( ^) Ce principo y est énoncé, sans démonstration suffisante, par un géomètre peu connu, (le Courlivron. Lagrango le citait dans la première édition de son Ouvrage; dans la seconde, il a fait disparaître son nom pour y substituer la date du Mémoire.
(y. Bertrand.)
mum, lorsque la position du système est celle de l'équilibre; nous allons maintenant démontrer que, si cette fonction est un minimum, l'équilibre aura de la stabilité, en sorte que, le système étant d'abord supposé dans l'état d'équilibre et venant ensuite à être tant soit peu déplacé de cet état, il tendra de lui-même à s'y remettre en faisant des oscillations infiniment petites : qu'au contraire, dans le cas où la même fonction sera un maximum, l'équilibre n'aura pas de stabilité, et qu'étant une fois troublé, le système pourra faire des oscillations qui ne seront pas très petites, et qui pourront l'écarter de plus en plus de son premier état.
Pour démontrer cette proposition d'une manière générale, je considère que, quelle que puisse être la forme du système, sa position, c'est-à-dire celle des différents corps qui le composent, sera toujours déterminée par un certain nombre de variables, et que la quantité II sera une fonction donnée de ces mêmes variables. Supposons que, dans la situation d'équilibre, les variables dont il s'agit soient égales à r/, i, c, ,.,, et que, dans une situation très procbe de celle-ci, elles soient a-h iTf b -h ff c -h 5, .. ., les quantités j?, j, g, ... étant très petites; substituant ces dernières valeurs dans la fonction n et réduisant en série suivant les dimensions des quantités très petites oc, y, z, ..., la fonction n (* ) deviendra de cette forme
n = A -+- Ba: -h C/ ^- 1)^ 4- . . ,
•+■ Fjj'h- Gjtv 4- II r* -h Kj75 4- L>.3 -h M:;M-. . .,
les quantités A, B, C, ... étant données en a, 6, r, — Mais, dans l'état d'équilibre, la valeur de r/n doit être nulle, de quelque manière qu'on fasse varier la position du système; donc il faudra que la différentielle de n soit nulle en général, lorsque x, y, z, ,.. sont égales à zéro; donc
(*) M. Lojeuno-Dirichlot a simplifiô cette démonstration en la rendant plus rigoureuse. (Voir Journal de Crelle, t. 32, et Journal de Liouville, i™ série, t. XII, p. Î74.)
(7. Bertrand.)
r2 MÉCANIQUE ANALYTIQUE.
On aura donc, pour une situation quelconque très proche de celle (le l'équilibre, cette expression de n
n = A 4- F X- 4- G j;r H- Il r' + R.r;; -h L r5 + M c'* 4- . . . ,
dans laquelle, tant que les variables ôt, y, z, ... sont très petites, il suffira de tenir compte des secondes dimensions de ces variables.
2i. Maintenant il est clair que, pour que la quantité II soit un minimum, lorsque x, y, z, .. . sont nulles, il faut que la fonction
F^^ H- G ;r/ 4- H r' 4- K.iz 4- L je 4- M e- 4- ... ,
que je nommerai X, soit constamment positive, quelles que soient les
valeurs des variables x, y, z
Or cette fonction est réductible à la forme
en faisant
(j V K 3 Il ^''
'1/ ^ér
Donc, pour qu'elle soit toujours positive, il faudra que les coefticients/, g, A, ... soient positifs; et Ton voit en même temps que, si res coefficients sont positifs, la valeur de X sera nécessairement positive, puisque les quantités E, r,, s. . . . sont réelles lorsque les variables ,r, V, :;,... le sont.
Si, au contraire, la quantité n devait être un maximum lorsque a-, V, z, . . . sont nuls, il fîiudrait que la fonction X fût constamment néga-
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tive, et, par conséquent, que les coefficients/, g, h, ... fussent néf»atifs; et réciproquement, si ces coefficients sont négatifs, il s'ensuivra que la valeur de X sera nécessairement négative.
25. On aura donc, en ne tenant compte que des secondes dimensions des quantités très petites x,y, z, . ,.,
et Téquation de la conservation des forces vives (art. 22) deviendra
M'//'«-h M^/'^-l- ^rw^^'-h . . . = consl. — 2 A -^ ^/ç*— 2^ri»— îht:* — .. . . Or, dans l'état d'équilibre, on a, par hypothèse,
donc aussi (art. 19)
donc, si l'on suppose qu'on dérange le système de cet état, en imprimant aux corps M', M", M", ... les vitesses très petites V, V", V", . . ., il faudra que l'on ait u'=\\ u"=Y\ m"' = V'^, ... lorsque ? = o, r, = o, ^ = o. On tiura donc
M' V« 4- M" V» 4- M' V'"^ -h . . . = consl. - 2 A ;
ce qui servira à déterminer la constante arbitraire. Ainsi l'équation précédente deviendra
= M'V''-hM''V'''4- l\r V^M-. . .- 2/>*- ^^^rr-- 2/*;*-. . . ;
d'où il est aisé de tirer ces deux conclusions :
I" Que, dans le cas du minimum de n, dans lequel les coefficients /, ^^ hy ... sont tous positifs, la quantité toujours positive»
devra nécessairement être moindre, ou du moins ne i)Ourra pas être
plus grande que la quantité donnée M' V'=^ -h M'Y'- -h M'Y"* 4- . . . , qui XI. 10
ost elle-même très petite; par conséquent, si l'on nomme cette quan^ tité T, on aura, pour chacune des variables l, r,,^, . .., ces limites
AT ^,/T ^,/T
entre lesquelles elles seront nécessairement renfermées; d'où il suit que, dans ce cas, le système ne pourra que s'écarter très peu de son état d'équilibre et ne pourra faire que des oscillations très petites et d'une étendue déterminée ;
2" Que dans le cas du maximum de H, dans lequel les coefficients /, f(, h, ... sont tous négatifs, la quantité toujours positive
pourra croître à l'infini, et qu'ainsi le système pourra s'écarter de plus en plus de son état d'équilibre. Du moins l'équation ci-dessus fait voir que, dans ce cas, rien n'empêche que les variables E, r., ^, . . . n'aillent toujours en augmentant, mais il ne s'ensuit pas encore qu'elles doivent, en effet, aller en augmentant; nous démontrerons cette dernière proposition dans la sixième Section de la Dynamique.
Si tous les coefficients/, g, h, ... étaient nuls, on sait, par les méthodes de mavirnis et minimis, qu'il faudrait, pour l'existence d'un minimum ou d'un maximum, que les termes de trois dimensions disparussent et que ceux de quatre dimensions fussent constamment positifs ou négatifs; et c'est aussi de cette manière qu'on pourra juger de la stabilité de l'équilibre donné par l'évanouissement des termes de la première dimension, lorsque ceux de deux dimensions s'évanouissent en même temps.
26. Au reste, ces propriétés des maxima et minima, qui ont lieu dans l'équilibre d'un système quelconque de forces, ne sont qu'une conséquence immédiate de la démonstration que nous avons donnée du principe des vitesses virtuelles h la fin de la première Section.
En effet, soit/? la distance entre les deux premières moufles, l'une fixe, l'autre mobile, jointes par P cordons qui produisent une force
proportionnelle à P, et qu'on peut représenter simplement par P, en prenant le poids qui tend la corde pour l'unité; soient de même ç' la distance entre les deux moufles qui produisent la force Q, ria distance
entre les moufles qui produisent la force R, Il est évident que Pp
sera la longueur de la portion de la corde qui embrasse les deux premières moufles; pareillement, Qq, Rr, ... seront les longueurs des portions de la corde qui embrasse les autres moufles, de sorte que la longueur totale de la corde embrassée par les moufles fixes et mobiles
sera P/? -*- Qy 4- Rr h-
Ajoutons à cette longueur celle des différentes portions de la corde qui se trouveront entre des poulies fixes pour faire les renvois nécessaires au changement de direction, et que nous désignerons par a; ajoutons-y encore la portion de la corde qui se trouvera entre la dernière poulie de renvoi et le poids attaché à l'extrémité de la corde, et que nous désignerons par //; enfin soit /la longueur totale de la corde, dont la première extrémité est fixement attachée à un point immobile dans l'espace, et dont l'autre extrémité porte le poids; on aiira évidemment l'équation
/ = P/> H- Q^ -H Rr -h . . . -H a -h w,
d'où l'on tire
/f zz: / — a — Vp — Q 7 — R /• — ....
Or, en supposant les forces P, Q, R, ... constantes, c'est-à-dire indépendantes dé/?, q, r, ..., ce qui est toujours permis dans l'équilibre où l'on ne considère que des déplacements infiniment petits, il est visible ( * ) que la quantité P/? h- Qçr -h Rr 4- . . . sera la même que nous
( * ) Cette substitution do forces constantes à des forces variables changerait, au contraire, complètement la nature de la fonction n. Si l'on considère, par exemple, une attraction inversement proportionnelle à la distance et égale ù -> on aura
fPdp = / ^dp = ptlog/>;
en remplaçant, au contraire, P par une constante, on aurait pour intégrale P/->, ce qui diffère beaucoup du résultat précédent. On peut dire seulement que, pour la valeur des variables qui correspond à l'équilibre, les deux fonctions, qncriciue très différentes, ont la môme variation. (/. Bertrand,)
avons désignée par n dans l'article 21 ; ainsi Ton aura, on général,
u=L i — a — ir,
011 / et a sont des quantités constantes.
27. Maintenant il est clair que, comme le poids tend à descendre le plus qu'il est possible, l'équilibre n'aura lieu, en général, que lorsque la valeur de u qui exprime la descente du poids depuis la poulie fixe sera un maximum et que, par conséquent, celle de U sera un minimum ; et l'on voit en même temps que, dans ce cas, l'équilibre sera stable, parce qu'un petit changement quelconque dans la position du système ne pourra que faire remonter le poids, lequel tendra k redescendre et il remetti*e le système dans l'état d'équilibre.
Mais nous avons vu que, pour l'équilibre, il suffit que l'on ait û/lD =: o et, par conséquent, du = o^ ce qui a lieu aussi lorsque la valeur de a est un minimum, auquel cas le poids, au lieu d'être le plus bas, sera, au contrairéi le plus haut. Dans ce cas, il est visible qu'un petit changement dans la position du système ne pourra que faire descendre le poids, qui alors ne tendra plus à remonter, mais à descendre davantage et à éloigner de plus en plus le système du premier état d'équilibre; d'où il suit que cet équilibre n'aura point deslabilàé et qu'étant une fois troublé, il ne tendra pas à se rétablir.
SECTION QUATRIÈME
MANIERE PLUS SIMPLE ET PLUS GENERALE DE FAIRE USAGE DE LA FORMULE DE l'équilibre donnée DANS LA SECTION DEUXIÈME.
l. Ceux qui jusqu'à présent ont écrit sur le principe des vitesses virtuelles se sont plutôt attachés à prouver la vérité de ce principe par la conformité de ses résultats avec ceux des principes ordinaires de la Statique, qu'à montrer l'usage qu'on en peut ftiire pour résoudre directement les problèmes de cette science. Nous nous sommes proposé de remplir ce dernier objet avec toute la généralité dont il est susceptible^ et de déduire du principe dont il s'agit des formules analytiques qui renferment la solution de tous les problèmes sur l'équilibre des corps; à peu près de la même manière que les formules des sous-tangentes, des rayons osculateurs, etc., renferment la détermination de ces lignes dans toutes les courbes.
La méthode exposée dans la deuxième Section peut être employée dans tous les cas, et ne demande, comme on l'a vu, que des opérations purement analytiques; mais, comme l'élimination immédiate des variables ou de leurs différences par le moyen des équations de condition peut conduire à des calculs trop compliqués, nous allons présenter la même méthode sous une forme plus simple, en réduisant en quelque manière tous les cas à celui d'un svstème entièrement libre.
§ I. — Méthode des muUiplicaleun .
Soient
L =: O, M :=:. O, N zi: o, ...
les différentes équations de condition données par la nature du sys-
lème, les quantités L, M, N, . . . étant des fonctions finies des variables r, V, :;, .r, y', z\ ... ; en difTérentiant ces équations, on aura celles-ci :
dL — o, dM = 0, ^A' = o, . . . ,
lesquelles donneront la relation qui doit avoir lieu entre les différcntiolles des mêmes variables. En général, nous représenterons par
dL = o, ^M =: o, «/N =r o,
les équations de condition entre ces différentielles, soit que ces équations soient elles-mêmes des différences exactes ou non, pourvu que les différentielles n'y soient que linéaires.
Maintenant, comme ces équations ne doivent servir qu'à éliminer un pareil nombre de différentielles dans la formule générale de l'équilibre, après quoi les coefficients des différentielles restantes doivent être égalés chacun à zéro, il n'est pas difficile de prouver, par la théorie (le l'élimination des équations linéaires, qu'on aura les mêmes résultats si l'on ajoute simplement à la formule dont il s'agit les différentes équations de condition
dL = G, ^I =: o, dS =: o,
multipliées chacune par un coefficient indéterminé; qu'ensuite on égale à zéro la somme de tous les termes qui se trouvent multipliés par une même différentielle, ce qui donnera autant d'équations parti- «'uliferes qu'il y a de différentielles; qu'enfin on élimine de ces dernières équations les coefficients indéterminés par lesquels on a multiplié les équations de condition.
3. De la résulte donc cette règle extrêmement simple pour trouver les conditions de l'équilibre d'un système quelconque proposé.
On prendra la somme des moments de toutes les puissances qui doivent être en équilibre (Sect. II, art. 5), et l'on y ajoutera les différentes fonctions différentielles qui doivent être nulles par les conditions du problème, après avoir multiplié chacune de ces fonctions par un
coefficient indéterminé; on égalera le tout à zéro, et Ton aura ainsi une équation différentielle qu'on traitera comme une équation ordinaire de maximis et miniinis, et d'où l'on tirera autant d'équations particulières finies qu'il y aura de variables. Ces équations étant ensuite débarrassées, par l'élimination, des coefficients indéterminés, donneront toutes les conditions nécessaires pour l'équilibre. L'équation différentielle dont il s'agit sera donc de cette forme,
P d)? -h Q ^7 4- R ^/* 4- . . . -h >. ^/L -h /x cM -h V ^' H- . . . = o,
dans laquelle ^, ;x, v, ... sont des quantités indéterminées; nous la nommerons dans la suite équation générale de VéquUihre.
Cette équation donnera, relativement à chaque coordonnée, telle que X, de chacun des corps du système, une équation de la forme suivante
ox Ox Ox ox ox ox
en sorte que le nombre de ces équations sera égal à celui de toutes les coordonnées des corps. Nous les appellerons équations particulières de réquUibre.
4. Toute la difficulté consistera donc à éliminer de ces dernières équations les indéterminées X, ;a, v, ... ; or c'est ce qu'on pourra tonjours exécuter par les moyens connus, mais il conviendra, dans chaque cas, de choisir ceux qui pourront conduire aux résultats les plus simples. Les équations finales renfermeront toutes les conditions nécessaires pour l'équilibre proposé; et, comme le nombre de ces équations sera égal à celui de toutes les coordonnées des corps du système njoins celui des indéterminées)., a, v, , .. qu'il a fallu éliminer, que d'ailleurs ces mêmes indéterminées sont en même nombre que les équations de condition finies L = o, M = o, N = o, ..., il s'ensuit que les équations dont il s'agit, jointes a ces dernières, seront toujours en même nombre que les coordonnées de tous les corps; par conséquent, elles
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surtironl pour déterminer ces coordonnées el faire connaître la position que chaque corps doit prendre pour être en é<|uilil)re.
.V Je remarque maintenani que les ternies ).r/L, ar/M, ... de l'équation générale de l'équilibre peuvent être aussi regardés comme représ(MUant les moments de différentes forces appliquées au même système.
En effet, supposant dL une fonction différentielle des variables op\ y\ z\ r", v", . . . qui servent de coordonnées à différents corps du système, cette fonction sera composée de différentes parties que je désijijnerai par dL\ dL", . . ., en sorte que
d\J ne renfermant que les termes affectés de d,r\ dy\ dz' \ dL" ne renfermant que ceux qui contiennent r/;r", dy\ dz'\ et ainsi de suite.
De cette manière, le terme \dL de l'équation générale sera composé des termes \d\!, ldL'\ . • . . Or, si l'on donne au terme IdV la forme suivante
V \à-r'/ \ày'J \âz' J //dL'V- /dL'Y /àL'Y
il est clair, par ce qu'on a dit dans l'article 8, Sect. Il, que cette quantité peut représenter le moment d'une force
appliquée au corps dont les coordonnées sont. r', y', z' et dirigée perpendiculairement à la surface qui aura pour équation r/L'=o, en n'y regardant que or', y, z' comme variables. De même, le terme Idl/' pourra représenter le moment d'une force
appliquée au corps qui a pour coordonnées a", v", z" el dirigée perpen-
diculairement à la surface courbe dont Téquation sera dU= o, en n'y regardant que ocf\y^ z" comme variables, et ainsi de suite.
Donc, en général, le terme \dL sera équivalent à l'effet de différentes forces exprimées par
^vWKiHiy- V(i^)'-(ip)"*o")" •••■
et appliquées respectivement aux corps qui répondent aux coordonnées x\ y, z\ ocf\ y\ z\ . . . suivant des directions perpendiculaires aux différentes surfaces courbes représentées par l'équation rfL = o, en y faisant varier premièrement x\ /, z\ ensuite ot", y\ s", et ainsi du reste.
6. En général, on pourra regarder le terme XrfL comme le moment d'une force (*)>. tendante a faire varier la valeur de la fonction L, et, comme dL =3= d\J -h dU' -f- . , . , le terme >. rfL exprimera les moments de plusieurs forces égales à X et tendantes à faire varier la fonction L, en ayant égard séparément à la variabilité des différentes coordonnées .r', y, 5^, ocf\y\ z'\ • . . . Il en sera de même des termes [^r/M, vrfN, . . . (Sect. II, art. 9).
Comme, dans l'équation générale de l'équilibre (art. 3), les forces P, Q, R, . . . sont supposées dirigées vers des centres auxquels aboutissent les lignes /?, y, r, ... et, par conséquent, tendantes h diminuer ces lignes, il faudra également regarder les forces >., \h, ... comme tendantes à diminuer les valeurs des fonctions L, M
7. Il résulte de là que chaque équation de condition est équivalente à une ou plusieurs forces appliquées au système, suivant des directions données, ou, en général, tendantes à faire varier les valeurs de fonctions données (^); en sorte que l'état d'équilibre du système sera le
(>) Voiry à ce sujet, la note do l'article 9, Scct. II. (7. Bertrand.)
(') Cette proposition importante a la même généralité que le principe des vitesses virtuelles, et elle est souvent d'une application plus commode. Lagrange y a été conduit en
XI. II
même, soit qu'on emploie la considération de ces forces» ou qu'on ait égard aux équations de condition.
Réciproquement, ces forces peuvent tenir lieu des équations de condition résultantes de la nature du système donné; de manière qu'en employant ces forces on pourra regarder les corps comme entièrement libres et sans aucune liaison. Et de là on voit la raison métaphysique, pourquoi l'introduction des termes XrfLn- (jirfM -+-... dans l'équation générale de l'équilibre fait qu'on peut ensuite traiter cette équation comme si tous les corps du système étaient entièrement libres : c'est en quoi consiste l'esprit de la méthode de cette Section.
A proprement parler, les forces en question tiennent lieu des résistances que les corps devraient éprouver en vertu de leur liaison mutuelle, ou de la part des obstacles qui, par la nature du système, pourraient s'opposer a leur mouvement; ou plutôt ces forces ne sont que les forces mêmes de ces résistances, lesquelles doivent être égales et directement opposées aux pressions exercées par les corps. Notre méthode donne, comme l'on voit, le moyen de déterminer ces forces et ces résistances; ce qui n'est pas un des moindres avantages de cette méthode.
8. Dans les cas où les forces P, Q, R, ... ne sont pas en équilibre et où l'on demande de les réduire à des forces équivalentes dont les directions soient données, il suffira d'ajouter à la somme des moments des forces P, Q, R, — les moments résultant des équations de condition L = o, M = o, . . ., et l'on aura la somme des moments des forces équivalentes aux forces P, Q, R, . . . et k l'action que les corps exercent les uns sur les autres en vertu de ces mêmes équations de condition.
En employant ainsi toutes les équations de condition données par la nature du système proposé, on pourra regarder comme indépendantes les coordonnées de chaque corps du système et l'on ^ura pour chacune
suivant analytiquemcnt los conséquences de sa formule d^équilibrc ; mais M. Poinsot en a donné depuis une démonstration directe et fondée sur les principes élémentaires de la Statique. (Voir Journal de V École Polytechnique, XUI* Cahier, t. VI.) (/. Bertrand.)
de ces coordonnées, telles que x, une quantité de la forme
dx
dx
• ** dx
àijc
' dx
qui exprimera la force résultante suivant la direction de la ligne .r, laquelle devra être nulle dans le cas d'équilibre, comme on Ta vu dans rarticle3(*).
§ H. — Application de la même méthode à la formule de V équilibre des corps continus, dont tous les points sont tirés par des forces quelconques,
9. Jusqu'ici nous avons considéré les corps comme des points, et nous avons vu comment on détermine les lois de l'équilibre de ces points, en quelque nombre qu'ils soient et quelques forces qui agissent sur eux. Or un corps d'un volume et d'une figure quelconques n'étant que l'assemblage d'une infinité de parties ou points matériels, il s'ensuit qu'on peut déterminer aussi les lois de l'équilibre dos corps de figure quelconque par l'application des principes précédents.
En effet, la manière ordinaire de résoudre les questions de Mécanique qui concernent les corps de masse finie consiste k ne considérer d'abord qu'un certain nombre de points placés à des distances finies les uns des autres, et a cbcrcher les lois de leur équilibre ou de leur mouvement; à étendre ensuite cette recherche à un nombre indéfini de points; enfin à supposer que le nombre des points devienne infini et qu'en même temps leurs distances deviennent infiniment petites, et à faire aux formules trouvées pour un nombre fini de points les réductions et les modifications que demande le passage du fini à l'infini.
Ce procédé est, comme l'on voit, analogue aux méthodes géomé-
(*) Cette somme, calculée relativement aux points auxquels une des résultantes doit être appliquée, fournira les composantes do cette résultante. Il faudra, pour les autres points, régaler à zéro. On doit remarquer que le problème pourra être impossible ou indéterminé.
(/. Bertrand, )
triques et analytiques qui ont précédé le Calcul infinitésimal; et si ce Calcul a l'avantage de faciliter et de simplifier d'une manière surprenante les solutions des questions qui ont rapport aux courbes, il ne le doit qu'à ce qu'il considère ces lignes en elles-mêmes, et comme courbes, sans avoir besoin de les regarder, premièrement comme polygones, et ensuite comme courbes. Il y aura donc, à peu près, le même avantage a traiter les problèmes de Mécanique dont il est question par des voies directes, et en considérant immédiatement les corps de masses finies comme des assemblages d'une infinité de points ou corpuscules animés chacun par des forces données. Or rien n'est plus facile que de modifier et simplifier par cette considération la méthode générale que nous venons de donner.
10. Mais il est nécessaire de remarquer, avant tout, que, dans l'application de cette méthode aux corps d'une masse finie dont tous les points sont animés par des forces quelconques, il se présente naturellement deux sortes de différentielles qu'il faut bien distinguer. Les unes se rapportenj: aux dilférents points qui composent le corps; les autres sont indépendantes de la position mutuelle de ces points et représentent seulement les espaces infiniment petits que chaque point peut parcourir, en supposant que la situation du corps varie infiniment peu. Comme jusqu'ici nous n'avons eu que des différences de cette dernière espèce à considérer, nous les avons désignées par la caractéristique ordinaire d; mais, puisque nous devons maintenant avoir égard aux deux espèces de diflerences à la fois, et qu'il est, par conséquent, nécessaire d'introduire une nouvelle caractéristique, il nous parait à propos d'employer l'ancienne caractéristique d pour désigner les différences de la première espèce qui sont analogues a celles que l'on considère communément en Géométrie, et de dénoter les différences de la seconde espèce qui sont particulières à la matière que nous traitons par la caractéristique S, employée dans le Calcul des variations, avec lequel celui dont il s'agit ici a une liaison intime et nécessaire.
Nous nommerons même, par cette raison, variations les différences
affectées de S et nous conserverons le nom de différentielles à celles qui sont affectées de d. Du reste, les mêmes formules qui donnent les différentielles ordinaires donneront aussi les variations, en substituant ^ à la place de d.
11. Je remarque ensuite qu'au lieu de considérer la masse donnée comme un assemblage d'une infmité de points contigus, il faudra, suivant Tesprit du Calcul infinitésimal, la considérer plutôt comme composée d'éléments infiniment petits qui soient du même ordre de dimension que la masse entière; qu'ainsi, pour avoir les forces qui animent chacun de ces éléments, il faudra multiplier par ces mêmes éléments les forces P, Q, R, ... qu'on suppose appliquées à chaque point de ces éléments et qu'on regardera comme des forces accélératrices analogues à celles qui proviennent de l'action de la gravité.
Si donc on nomme m la masse totale et dm un de ses éléments quelconque, on aura Prfm, Qrfm, Rrfm, . . . pour les forces qui tirent l'élément dm suivant les directions des lignes/?, q^r, .. ,. Donc, multipliant respectivement ces forces par les variations S/?, Sy, Sr, . . . , on aura leurs moments, dont la somme, pour chaque élément r/m, sera représentée par la formule
( P è/> 4- Q iy -h R 0 r H- . . . ) ^m ;
et, pour avoir la somme des moments de toutes les forces du système, il n'y aura qu'à prendre l'intégrale de cette formule par rapport à toute la masse donnée.
Nous dénoterons ces intégrales totales, c'est-à-dire relatives à l'étendue de toute la masse, par la caractéristique majuscule x, en conservant la caractéristique ordinaire /pour désigner les intégrales partielles ou indéfinies.
12. On aura ainsi, pour la somme des moments de toutes les forces
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du système, la formule intégrale
1^ {PSp -h Q3^ -h ll3r 4-. . .) dm;
et celte quantité devra être nulle, en général, dans Tétai d'équilibre du système.
Comme, par la nature du système, il y a nécessairement des rapports donnés entre les différentes variations Ip, X^, Br, ... relatives à chaque point de la masse, il faudra les réduire à un certain nombre de variations indépendantes et indéterminées, et les termes multipliés par ces dernières variations, étant égalés à zéro, donneront les équations particulières de l'équilibre. Mais, ces réductions pouvant être embarrassantes, il conviendra de les éviter par le moyen de la méthode des multiplicateurs que nous venons de donner dans le paragraphe précédent.
13. Pour appliquer cette méthode au cas dont il s'agit ici, nous supposerons que
soient les équations de condition qui doivent avoir lieu par la nature du problème, par rapport à chaque point de la masse, et nous les nommerons équations de condition indéterminées.
Les quantités L, M, . . . seront ici des fonctions des coordonnées finies j?, y, z qui répondent à chaque point de la masse donnée, et de leurs différentielles d'un ordre quelconque.
Ces équations étant différentiées suivant S, on aura celles-ci :
ôL =: o, ôM = o, ....
On multipliera les quantités SL, SM, ... par des quantités indéterminées >., (X, ... ; on en prendra l'intégrale totale qui sera, par conséquent, représentée par la formule
j^(X(JL-i-/xôM-h...),
et, ajoutant cette intégrale à celle de l'article précédent, on aura l'équation générale de l'équilibre.
On observera qu'il n'est pas nécessaire que XL, 8M, ... soient les variations exactes de fonctions de x^ y, r, dx^ cly^ . . ., mais qu'il suffit que XL = o, SM ~ o, . , . soient les équations de condition indéterminées entre les variations de x,y, z, dx, dy, . . . (art. 2).
Mais il faut remarquer qu'outre les forces qui agissent, en général, sur tous les points de la masse, il peut y en avoir qui n'agissent que sur des points déterminés de cette masse, lesquels points sont ordinairement ceux qui répondent aux extrémités de la masse donnée, c'està-dire au commencement et à la fin de l'intégrale désignée par Si.
De même, il pourra y avoir des équations de condition particulières à ces points, et que nous nommerons équations de condition déterminées, pour les distinguer de celles qui ont lieu, en général, dans touto l'étendue de la masse; nous les représenterons par
ou plutôt par •
ÔA = o, oR = 0, qC =z o, . . . ( M.
Nous marquerons d'un trait, de deux, de trois, etc., toutes les quantités qui se rapportent à des points déterminés de la masse, et en particulier nous marquerons d'un seul trait celles qui se rapportent au
commencement de l'intégrale désignée par Vl, de deux traits celles
qui se rapportent a la fin de cette intégrale, de trois ou davantage celles qui se rapportent à des points intermédiaires quelconques.
(1) L'analyso do Lagrange est évidcmmont incomplète; il semble que Tillustre Auteur ait eu en vue seulement les corps dont les éléments peuvent être disposés suivant une suite linéaire. Dans le cas d'an système à trois dimensions, par exemple, il peut y avoir des conditions relatives à chaque élément de la surface qui limite le système, ou même de toute autre surface située dans Tinlérieur; il peut y en avoir d'autres se rapportant à tous les points de certaines lignes et non pas seulement à certains points isolés pris sur la surface ou dans l'intérieur du corps. ( 6'. D. )
Ainsi il faudra ajouter à Tintégrale
Q ( P ô/> -+- Q a^ 4- R ôr -+-...) ^m la quantité
et à l'intégrale
la quantité
j^(XaL-h[iôM-h...)
aaA-+-pôB-hyôC4-...,
de sorte que Téquation générale de l'équilibre sera de cette forme :
Q ( P 5/7 -+- Q a^ 4- R ar -4- . . . ) ûfm 4- C ( ^ 3L + ji ôM -+- . . . )
-f- P'a/?'-+- Q'a^'-h R'ar'4-. . .4- p''a/>''4- Q'a/-h RMr^-H. . .
aaA -h(3aB-+-yaC-h...=:o
14. Comme les fonctions L, M, ... peuvent contenir non seulement les variables finies œ^ y, z, mais encore leurs différentielles, les variations SL, SM, . . . donneront des termes multipliés par S^r, Sy, Ss, tdx, Srf^, ..., et l'équation précédente, lorsqu'on y aura substitué les valeurs de S/?, 8y, 8r, . . . , 8L, SM, ... en Sa-, Sy, 83, Scir, Srf^, Srfs, . . ., ainsi que celles de ^p\ 8p", ..., Sy', 8y", ..., SA, SB, ... en Sa?', Sj/', ..., Sj', Sy, ..., Srfj?', ..., déduites des circonstances particulières de chaque problème, aura toujours une forme analogue à celles que le Calcul des variations fournit par la détermination des maxima et minima des formules intégrales indéfinies; ainsi il n'y aura qu'à y appliquer les règles connues de ce calcul.
On considérera donc que, comme les caractéristiques rfet S marquent deux espèces de différences entièrement indépendantes entre elles, quand ces caractéristiques se trouvent ensemble, il doit être indifférent dans quel ordre elles soient placées, parce qu'en supposant qu'une quantité varie de deux manières différentes, on a toujours le même
résultat, quel que soit l'ordre dans lequel se font ces variations. Ainsi ^dx sera la même chose que d^ix, et pareillement ^d^x sera la même chose que d^hc, et ainsi de suite. On pourra donc toujours changer i\ volonté l'ordre des caractéristiques sans altérer la valeur des différences, et pour notre objet il sera à propos de transporter la caractéristique d avant la S, afin que l'équation proposée ne contienne que les variations des coordonnées et les différentielles de ces mêmes variations.
Il en est de même des signes d'intégration / ou x, par rapport a la
caractéristique des variations S. Ainsi l'on pourra toujours (dianger les
symboles ^ j on ?5^ en /S ou ^S.
C'est en quoi consiste le premier principe fondamental du Calcul des variations.
15. Or les différentielles d}ix, r/Jy, d'Hz, d^}^x, . . . , qui se trouvent sous le signe V, peuvent être éliminées par l'opération connue des intégrations par parties; car, en général,
fo. dôx -aôx— Çèx dO, fa d' oj' — adou- -^dilojT-i- fox d'il,
et ainsi des autres, où il faut observer que les quantités hors du signe /
se rapportent naturellement aux derniers points des intégrales, mais que, pour rendre ces intégrales complètes, il faut nécessairement en retrancher les valeurs des mêmes quantités hors du signe, lesquelles répondent aux premiers points des intégrales, afin que tout s'évanouisse dans ces points; ce qui est évident par la théorie des intégrations.
Ainsi, en marquant par un trait les quantités qui se rapportent au
commencement des intégrales totales désignées par Vl, et par deux
traits celles qui se rapportent a la fin de ces intégrales, on aura les XI. 12
réductions suivantes
Q £> cr- Sx — ^' dox" - dir ox" — il' dix' -r da' ox' -H ^ âx d'il.
lesquelles serviront à faire disparaître toutes les différentielles des variations qui pourront se trouver sous le signe V, Ces réductions constituent le second principe fondamental du Calcul des variations,
16. De cette manière donc, Téquation générale de l'équilibre se réduira à la forme suivante
C {E dx -^ISy 4- n'ôz) -h A ■= o,
dans laquelle £, i, U' seront des fonctions de ^\y, ^ et de leurs différentielles, et A contiendra les termes affectés des variations ^x\ Sy', ^z; ?5.r", Sv", ... et de leurs différentielles.
Donc, pour que cette équation ait lieu indépendamment des variations des différentes coordonnées, il faudra que l'on ait: i^^H, 1, W
nuls dans toute l'étendue* de l'intégrale V, c'est-à-dire dans chaque
point de la masse; 2*^ chaque terme de A aussi égal à zéro. Les équations indéfinies
S =11 o, i irz o, M * =1 o
donneront, en général, la relation qui doit se trouver entre les variables .r, j, z; mais il faudra pour cela en éliminer les variables indéterminées )., ;y,, . . ., lesquelles (art. 13) sont en même nombre que les équations de condition indéterminées
Or je remarque que ces équations ne sauraient être au delà de trois;
car, puisque ce sont des équations indéfinies entre les trois variables X, V, z et leurs différentielles, il est clair qu6, s'il y en avait plus de Irois, on aurait plus d'équations que de variables, en sorte qu'il faudrait que la quatrième fut une suite nécessaire des trois preniiëres, et ainsi des autres. Donc il n'y aura jamais plus de trois indéterminées)., [/., v à éliminer, en sorte qu'on pourra toujours trouver les valeurs de ces indéterminées en fonction de x,y, z. Mais les équations qui disparaîtront par ces éliminations seront remplacées par les équations mêmes de condition, de sorte qu'on pourra toujours connaître les valeurs de a:, y, z qui doivent avoir lieu dans l'état d'équilibre de tout le système. Au reste, les équations de condition L = o, M = o, ... pourraient contenir encore d'autres variables w, r, . . . avec leurs différentielles, qui devraient être éliminées par le moyen d'autres équations telles que
dans ce cas, on pourrait traiter ces nouvelles équations de condition
comme celles qui sont données par la nature du problème, et, prenant
des coefficients indéterminés <7, u, ..., il n'y aurait qu'à ajouter aux
termes
1 oL -h |JL ôM 4- . . . ,
qui sont sous le signe d'intégration dans l'équation générale de l'article 13, les termes
a ôU -f- 'j ô V 4- . . . ;
et, après avoir fait disparaître foutes les différentielles des variations ir, Sy, §5, 8w, S(^', .. ., l'équation finale de l'article 13 contiendra sous le signe des termes affectés des variations hi, Sr, . . ., qui devront, par conséquent, être égalés séparément à zéro. On aura ainsi autant de nouvelles équations que d'indéterminées g, u, ..., par lesquelles il faudra les éliminer; ensuite on éliminera les nouvelles variables w,
r, ... par les équations données U = o, V = o, Cette méthode
sera surtout utile lorsque, dans les fonctions L, M, . . . , il se trouvera des quantités intégrales; car, en substituant a leur place de nouvelles
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indéterminées, on pourra faire disparaître tous les signes d'intégration, ce qui rendra le calcul plus facile.
17. A l'égard des autres équations résultantes des différents termes de la quantité A qui est hors du signe, ce ne seront que des équations particulières, qui ne devront avoir lieu que par rapport à des points déterminés de la masse, et qui serviront principalement à déterminer les constantes arbitraires que les expressions de a:, y, z, déduites des équations précédentes, pourront contenir. Pour faire usage de ces équations, on y substituera donc les valeurs déjà trouvées de X, [x, . . ., ensuite on en éliminera les indéterminées a, p, ... et Ton y joindra les équations de condition A = o, B = o, . . ., qui serviront à remplacer celles que l'élimination dont il s'agit fera disparaître.
18. Quoique les termes P?5p, QSy, ..., dus aux forces accélératrices P, Q, ..., ne demandent aucune réduction tant que ces forces agissent suivant les lignes/?, q, ..., parce que les quantités/?,^, ... ne sont fonctions que des variables finies x, y, z, il n'en sera pas de même lorsqu'on emploiera des forces dont l'action consistera à faire varier une fonction donnée (Scct. II, art. 9); il faudra alors, si cette fonction contient des différentielles, employer pour ces tcripes l^s mêmes réductions que pour les termes >. SL, . . . , et l'on parviendra toujours à une équation finale de la même forme. Ce cas a lieu lorsque Ton considère des corps élastiques, soit solides ou fluides. ,
§ III. — Analogie des problèmes de ce genre avec ceux de maximis
et minimis.
19. Non seulement le Calcul des variations s'applique de la même manière aux problèmes sur l'équilibre des corps continus et aux problèmes de maximis et minimis relatifs aux formules intégrales, mais il fait naître entre ces deux sortes de questions une analogie remarquable que nous allons développer.
Nous commencerons par donner une formule générale pour la variation d'une fonction différentielle quelconque k plusieui'S variables.
On sait que, dans les fonctions de plusieurs variables et de leurs différentielles des ordres supérieurs au premier, on peut toujoui's prendnî une des différentielles premières pour constante, ce qui simplifie la fonction sans rien oter a sa généralité; mais alors, dans les différentiations par ^^ il faut aussi i*egarder comme constante la variable dont la différentielle a été supposée constante; et, si Ton veut attribuer des variations à toutes les variables, il faudra rétablir la variabilité de la différentielle supposée constante.
dy ci* y
20. Soit U une fonction de x, r, ~) -—^^ • • • j ^\xdx est supposé constant; si Ton fait, comme dans la Théorie des fonctions,
dy , dy' „ dy" „
dx'^-' . dx ~^ ' ^/^ ~ '
la quantité U deviendra fonction de x, y,y\y\ . . . , et la variation Sli sera, en employant la notation des différentielles partielles, de la forme
dx dy " dy * ôy^ '^
Maintenant, en faisant tout varier, on aura
3v'=ô^= ^' — ^' ^_. ^__ yi^__ _ df^^y^yix') ^ ^,^^ dx dx dx dx dx " dx dx
,^..^^(^y-yox)^
dx^ ^
Substituant ces valeurs et faisant, pour abréger,
oy — y ox =11 ou
et, par conséquent,
dy::^âa + v'(5.r,
on aura
\djr ôf^ dY"^ ôv "^
'^ôy'^''~^ôy dx '^ oy dx^ "^••••
Mais, en différentiant par r/la fonction U et substituant y ^/j? pourrfy, y" dx pour (ly\ on a
,,, (ÙM au , (}U , àV„ \ ,
A\\\\ Ton tire
a.r c// " ày * «^/"
Donc enfin
.,- dM. . (?U . ()U don /)U r/S//
a./' ùy ov dx a y dx^
Si la quantité U contenait une autre variable :; avec ses difrcrcnlielles
d' d^z ' ' dz dz'
-1^) -7-^» •• » en faisant -^ = z\ ~ = z'\ ... et opérant de la même manière, on trouverait les termes suivants
dz ôz' dx dz" dx^
dans lesquels
ov^=.oz — z ox
à ajouter à la valeur précédente de SU, et ainsi de suite.
21. Donc, si Ton a la fonction intégrale JMdxk rendre un maximum ou un minimum par les principes du Calcul des variations, on fera
è l\}dx=.lè(\} dx) — f(dV dx-i-\] ddx) = o.
Substituant la valeur de SU, changeant ^dx en d^x et faisant disparîiitre, par des intégrations par parties, les différences de ^x, hi, Sr, il
ne restera sous le signe que des termes de la forme
(Z ôj: -h r ou •+- W oi') dx,
dans lesquels
Y_d}l_ £ ô^ _r^ ^i __ ~ ÔY dx dy "^ dx^' 0/ '"'
xir-.àV _d_ â\] d^ dj] dz dx dz' dx^ dz"
Ces termes doivent être nuls, quelles que soient les variations ^x\ ?{>', î5j; or, en remettant pour SwetSç^ leurs valeurs %y — v'?5.r, %z — z'Kv, les termes dont il s'agit deviennent, à cause de 3 = o,
[T ar 4- ^' oz — {Xy' -h ^Vz') rU] dx,
d'où Ton ne tire que les deux équations
la troisième, dépendante de ^a?, étant contenue dans ces deux-ci.
On voit par là qu'on peut se dispenser d'attribuer aussi une variation h la variable .r, dont l'élément est supposé constant dans la fonction U, puisque les équations nécessaires à la solution du problème résultent uniquement des variations des autres variables. C'est une remarque qui a été faite dés la naissance du Calcul des variations el qui est une suite nécessaire de ce Calcul.
Cependant il peut être utile de considérer toutes les variations à la fois, par rapport aux limites de l'intégrale, parce qu'il peut résulter de chacune d'elles des conditions particulières dans les points qui répondent à ces limites, comme nous l'avons fait voir dans la dernière Leçon sur le Calcul des fonctions.
22. La fonction intégrale dont on demande le maximum ou le minimum peut contenir aussi d'autres intégrales; mais, quelle qu'elle soit, on peut toujours la réduire h ne contenir que des variables finies avec leurs différentielles et à dépendre d'une ou de plusieurs équations de
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rondition entre ces mêmes variables, auxquelles on pourra toujours satisfaire par la méthode des multiplicateurs.
Supposons, par exemple, que U soit une fonction de or, y, z et de leurs différentielles, et qu'en même temps la variable z dépende de l'équation de condition L = o. Cette équation étant différentiée par ^ donnera 55L = o; il n'y aura donc qu'à multiplier celle-ci par un cocflicient indéterminé X, ou par Idx, pour l'homogénéité, lorsque L est
une fonction finie, ajouter l'équation intégrale /xSJLrflr = o à Téqua-
tion du maximum ou minimum ^ j \]clx= o, et considérer ensuite les
variations ?>a:, \y, Sg comme indépendantes. Or on a, en regardant L comme fonction de x, y,y\y\ ...» ^, -', ^'\ .. .,
Donc, si l'on fait les mêmes substitutions que ci-dessus pour \y\ 8^', ^,v", . . ., on aura aussi
^, c/L ^ ()L ^ dL ^ ôL don dL dov
OL = -7- OV H- -^-QU -\- ~r- Oi' -h -r— , -T h -r-T -7 r . . . ,
ax or ôz UY "-^ Oz aw
et les termes sous le signe provenant de l'équation
( oU cLr H- }. oL du- ) ^=. o
seront de la forme
dans lesquels on aura Z—l dL.
(Z ô.r 4- y ait -h ^' Oi' ) d.Vy
„, \d\^ . ÔL d fdV, .ÔL\ d' fdl] .dL\ 1,
Or, L = o étant l'équation de condition, on aura aussi dL= o, ce (|ui donnera Z = o. Ainsi, en égalant à zéro les coefficients des trois
variations hc, }yy, ^z, on n'aura que les deux équations
dont Tune servira a éliminer l'indéterminée X, de sorte quil ne restera, pour la solution du problème, qu'une seule équation en ^» v, z^ qu'il faudra combiner avec l'équation donnée L = o.
Comme, en supposant dx constant, on a
, dv n d}y , dz „ ct'Z
•'-;^' y~iF*' ■•" '--lie' --2i»'
on voit qu'il suffit de faire varier dans les fonctions U, L, ... les variables jk, z^ ..., avec leurs différentielles; on aura ainsi, en employant avec la caractéristique 8 la notation des difféi-ences partielles,
oy ^ ody *^ od\y oz ■ ôdz ôd^z
(»l, si Ton veut avoir égard en même temps à la variation de x, il n'y aura qu'à ajouter à l'expression de SU le terme ^ 5b? et changer 55v en Sv — j- ?5.r, ^z en Ss — 7^ 55j?, ....
a.v cLr.
De cette manière, on aura d'abord, après les réductions,
o Tu d.r - f( y oy + W oz -+-...) d.r
4- 1'' ô>' -h V r/â>' + . . . 4- W' èz -;- M-'" ^ô:; 4- . . . ,
en faisant
èy ddy $d^y
^., ôU , oU
* — > j-t • • • > ôd*y
XI. i
î)S MÉCANIQUE ANALYTIQUE.
,w. oU , au ,, oU
OZ 0 ctz 0 cl' z
0 dz il <î* z
(U, pour avoir égard ensuite à la variation de r, on ajoutera, dans tous os termes, j-hx a 6v et — -T-Jio? a hz.
ctx •■- dx
'1\. Telle est la méthode générale pour les problèmes de maximis et minimis, relatifs aux formules intégrales indéfinies auxquelles le Calcul des variations a été d'abord destiné; et Ton voit qu'en faisant même varier toutes les variables, elle ne donne cependant qu'autant d'équations moins une qu'il y a de variables, ce qui est d'ailleurs conforme à la nature de la chose, puisque ce n'est pas la valeur individuelle de chacune des variables qu'on cherche, comme dans les questions ordinaires de maximis et minimis, mais des relations indéfinies entre ces variables, par lesquelles elles deviennent fonctions les unes des autres et peuvent être représentées par des courbes a simple ou à double courbure.
25. Appliquons maintenant la même méthode aux problèmes de la Mécanique et supposons, pour plus de simplicité, que la formule
P ^/? 4- Q dq -h U dr H- . . .
soit intégrable et que son intégrale soit II, comme dans l'article 21 de la Section III; on aura aussi
Vop 4- Q â^ -h IloV -h. . ..= ÔII, et l'équation générale de l'équilibre (art. 13) deviendra
V (oII dm -H >. oL -h /x ôM -i- . . . ) = o,
PREMIÈRE PARTIE.- SECTION IV. OU
en faisant ici abstraction des équations de condition relatives à des points déterminés.
Comme la masse de chaque particule dm du système ne doit |)as varier pendant que la position du système varie, il faudra supposer ?5r/m = o et, par conséquent, ?5L = Wm (*).
Lorsque le système est linéaire, on a, en général, dm = U dx, U étant une fonction comme dans l'article 20; on aura donc
5L — oV dx + U 5 dx,
et la formule J^^^L donnera sous le signe les termes
(£. ô.r + r ôw -f- W ôc) dx,
dans lesquels on aura (art. 22)
' "" dy dx y dy) "*" dx^ y ôy)
âz
dx\ dz'J ' dx^yOz") ""
26. Donc, s'il n'y a point d'autre condition, l'équation provenant des termes sous le signe V sera
on ^m -{-{Zdx -\-Xèu-h ^' ov) dx — o,
qu'on devra vérifier séparément par rapport à chacune des variations ^Xy 8j, }iz.
Or, n étant une fonction de x, y, z, on a
,„ du^ f)ii, àn^
oII = -r- ox + -T- «îr + -r- oz; dx OV ' oz
et, comme
^ «* . dy ^ ^ -N ^^ -N
ouz=L of -'- oXy oi' =.oz — — ox,
(1) Eu d'autres Icrmcs, la prcinicro dos conditions relatives à un point (luelconque du système est que la masse de cha(iue particule demeure invariable dans tous les déplacements virtuels. ( G. D. )
Téquation précédente devient
hYdx\ or 4- ( -Tzdm -^Wdx ) dj = o
laquelle donne ces trois-ci :
dU
^ dm 4- Z e/x — Ydy — Wdz = o,
-r— dm 4- 1 rtwF =1 o,
or
dz
dm 4-^''r/.r = o.
Ainsi Ton a ici autant d'équations que de variables, ce qui parait mettre une différence entre les problèmes de ce genre relatifs à la Mécanique et les problèmes de maximis et minimis.
27. Mais j'observe d'abord qu'à cause de l'indéterminée \, les trois équations se réduisent à deux, par l'élimination de cette indéterminée; et, quoiqu'on général les équations de condition remplacent toujours celles qui disparaissent par l'élimination des indéterminées, la condition introduite ici Srfm = o, c'est-a-dire dm constant, ne peut pas fournir une équation particulière pour la solution du problème, parce que, suivant l'esprit du Calcul différentiel, il est toujours permis de prendre un élément quelconque pour constant, puisqu'il n'y a, à proprement parler, que les rapports des différentielles entre elles, et non les différentielles elles-mêmes, qui entrent dans le calcul. Ainsi les trois équations seront réduites à deux et ne serviront qu'à déterminer la nature de la courbe, comme dans les problèmes de maximis et minimis.
28. J'observe ensuite qu'on peut aussi rappeler les problèmes de Statique dont il s'agit ici à de simples problèmes de maximis et minimis.
Car, si Ton ajoute ensemble les trois équations trouvées ci-dessus, après avoir multiplié la première par dx, la deuxième par dy et la troisième par dz, on aura, à cause de
Téquation
mais on a
an , an, du. ,„
-7— aj? 4- -T— dy -\- -^— dzi=: aU, uv dy ' oz
dW dm -h 2 dx* = o ;
Edx = ld{] — dl[]=:—lid).,
et, comme dm = Ue/.r, on aura, en divisant par rfm, dli — (tk = o; d'où Ton lire
a étant une constante arbitraire.
Ainsi, à cause de Mj = Wm, le terme >.SL, dans l'équation de l'article 25, deviendra
et puisque Xllr/m -f-nSrfm = S(IIrfm), cette équation deviendra
c'est-à-dire
V d{Udm)-ha W ât/m = o, ô^nrfm4-«dvrfm=o;
c'est l'équation nécessaire pour que la formule intégrale Vlï^/m devienne un maximum ou un minimum parmi toutes celles où la formule ^e/m aura une même valeur.
De cette manière on pourra, comme dans les questions de rnaximis et minimisy regarder une des variables comme constante, relativement aux variations par ^, ce qui simplifie l'analyse; mais la méthode générale a l'avantage de donner la valeur du coefficient >., qui, par la théorie exposée dans la présente Section, exprimera (*) la force avec
( ») Foiry à ce sujet, Tarticle 6, Section IV, et la note relative à Tarticlo 9, Section IJ.
(/. Bertrand.)
laquelle Télément dm résiste à Taction des forces P, Q, R, ... qui ajçissent sur le svstènie.
29. Nous avons supposé, pour plus de simplicité, qu'il n'y avait point d'autre équation de condition; mais, s^'il y avait de plus l'équation M = o, M étant une fonction de or, j, z, y\ y", . . ., z\ z'\ . . . , il faudrait ajouter au terme l^L sous le signe, dans l'équation de l'équilibre, le terme (/.8M, ou plutôt, pour l'homogénéité, le terme aXMrte, (*e qui donnerait à ajouter aux valeurs de S, r, W de l'article 25 les (I nanti tés respectives
^ Or dx \^ Oy ) "^ dx^ Y' dy")
dM d i (m \ d^ ( im \
Ainsi l'on aurait trois équations de la même forme que celles de l'article 26, lesquelles, par l'élimination des deux indéterminées >. et j/., se réduiraient à une seule; mais, en y joignant l'équation de condition M = o, on aurait, comme auparavant* deux équations entre les trois variables x, y, z.
Ces trois équations donnent, comme dans l'article 28, l'équation
dW d\\i 4- S dx'^ = o.
Ici Ton a
E dx :=— \J d). -j- iJ. dM ;
mais l'équation M = o donne aussi dM = o; donc on aura simplement,
comme dans l'article cité,
S.dx = ^Vdl,
et de là on trouvera le même résultat
ô V n dm -^ ad dm = o.
30. Donc, en général, le problème de l'équilibre d'un système de particules dm animées des forces P, Q, R, . . . , qui agissent suivant les
directions des lignes/;, 7, r, ..., et qu'on suppose telles que l'on ait
se réduit simplement à rendre la formule intégrale Vllr/m un maximum
ou un minimum, en ayant d'ailleurs égard aux conditions particulières du système; ce qui, comme l'on voit, fait rentrer tous les problèmes de l'équilibre dans la classe des problèmes de rnarirnis et minimis connus sous le nom \\q problèmes des isopèrùnètres.
Dans le cas de la chaînette, en prenant les ordonnées y verticales, on a n = gy^ g étant la force constante de la gravité. Donc il faut que
la formule Vyr/msoitun maximum ou un minimum parmi toutes colles
de gravité à l'horizontale; donc, puisque la masse entière est supposée donnée, il faudra que cette distance soit la plus grande ou la plus petite : ce qu'on sait d'ailleurs.
31. Jusqu'à présent nous n'avons considéré que des fonctions de variables regardées comme indépendantes; mais, si la variable :; était censée fonction de x, y et que l'on eût une fonction U qui contint x\ y, z avec les différences partielles de z relatives àr et j, on pourrait demander la variation SU en ayant égard aux variations simultanées de x^jy z.
Soit, pour plus de simplicité,
ôJc--^' Ihr--'^ J?-^^ ~dJd^'-^'' 'd?-'''
t- V fc
SV y dm dm est la même; mais ^ est la distance du centre
la quantité U sera fonction de a-, v, z, z\ z^, z'\ z,, z^^, . . . , et l'on aura
OJc Ov oz dz' uz, Oz oz,
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et la difficulté se réduira à trouver les valeurs des variations Ss', iSs,, ^z'\ . . ., en faisant varier à la fois les éléments dx, dy dans les différences partielles.
Nous pouvons supposer, pour rendre le calcul plus simple, que la variation %x est une fonction de x indépendante de y, et la variation %y une fonction de y indépendante de x. Nous verrons par la suite que cette supposition a toute la généralité que Ton peut désirer (*).
{}) li y a ici un point qui api>clle quelques explications. Dans le passage d'une surface à la surface infiniment voisine, on peut, à coup sûr, établir la correspondance de telle manière (juo <?-r, 8y aient, on chaque point de la surface primitive, telles valeurs que l'on voudra. S'il s'agit d'étudier un problème de maximum et de minimum, il n'y a donc aucun inconvénient, mtVmo pour les conditions aux limites, comme ou s'en assurera aisément, à supposer que ^x no dépende que de x et ^y de j. Mais plus loin (Sect. V, art, 44) Lagrange applique les formules des articles 3i à 3i, établies dans cette hypothèse, au cas où $x, $y définissent un déplacement virtuel quelconque et sont, par conséquent, des fonctions de x et de y tout à fait arbitraires. Il ne sera donc pas inutile de rétablir le calcul dans rhypothèse où ^.r, h' sont quelconques.
Posons
( I ) oz — z' ^x — z,^) = n ;
on aura
( 2 ) du = dSz — z'dox — zd^y — dz'Sx — dz âr.
(écrivons Téquation aux différentielles totales
dz ^= z' dx -\- z dy et diiférentions-la par $, Nous aurons ( 3 ) odz = z'^dx -h z,^dj -\- $z'dc -^ oz,dy.
Ajoutons les équations (2) et (3) et remarquons que l'on peut intervertir l'ordre des caractéristiques d, (?, ce (|ui fait disparaître les termes en d§. Il viendra
( i ) du — Sz'dx -h (?3, dy — dz'Sx — dz^Sy,
Dans cette équation, dx^ djr peuvent prendre toutes les valeurs possibles. Supposons d'abord
dy = o :
on aura
Un
du = -r- dx, dz = z'*dx, dz = z'.dx, Ox
el, par conséquent, l'équation (4) nous donnera la formule
Ox • '
Cela posé, on aura, en diflérentiant
„ , ^ dz 5()z dz od'T
qui fera connaître ^z'. On trouvera de môme, en faisant de = o, (6) -^ = ^z,— z'Jx — zJj-\
ce sont les deux premières formules de Lagrange. Comme elles s'appliquent à une fonction quelconque, on peut y remplacer z par z'. La valeur de u deviendra alors
iz'—z'^x^z'fir,
et les formules (5) et (6) nous donneront
-^(^z'- z'âx - zlSf) = âz"- z"'^jc - z:$j', y- (<yy — 3"<?.r — z,$f) = Bz.— z^^x — z:,^j\
On peut se servir encore des équations (5) et (6) pour simpliGer les formules précédentes, et l'on trouvera alors
= de* — 3 OX — z'tQ)\
dx^
-^z', — z'',$x-^z,By.
dx df A ces relations on peut évidemment ajouter la suivante
-^ = ^z^-z'M-zJjr,
qui complète l'ensemble de celles que Lagrange démontre dans Thypothèse particulière où il s'est placé et par l'emploi de différentiations qui sont légitimes, mais ne sont peut-être pas sufBsamment expliquées.
L'affirmation de Lagrange, « nous verrons par la suite que cette supposition a toute la généralité que l'on peut désirer », parait se rapporter à une autre partie du calcul, donnée à l'article 3i, celle qui est relative à la variation de l'élément superficiel dxcfy. Dans le cas où Sx dépend de la seule variable x et $/ de la seule variable j, la variation du rectangle dxdy est en effet très facile à calculer; car ce rectangle se transforme en un rectangle de côtés dr-hS(Lc, dy-^Sdy, et, par conséquent, sa variation s'obtient immédiatement et est é.a:ale à
dx dd) -h d) âdx = dxdy ( —r^ H r- V
' \ dx dj I
Le calcul serait moins simple si Sx, Sy dépendaient à la fois des deux variables jrel j. Mais ce calcul est complètement développé pour le cas de trois variables aux articles 12, 13 et 1 i de la Section VII, auxquels Lagrange a eu sans doute l'intention de renvoyer le lecteur.
XL i4
Il est clair (\\\e
ZZ2 cl =: "
ôjo Or djc ÔJ' ^
ainsi Ton aura
ou bien
^ . doz ,dS.z' â(oz — z'o.r) dz' ^
nz'— z' -r— := — ^ 4- -T- o.r,
Ox ux ôx ox
^ , dioz — z ox — z,oy) àz\ Oz, ^
Ox ox ()x '■
On aura de même
dioz — z' Sx — z.or) dz\ ôz, ^
OZ, — ~ '- h -r- OO: 4- -r- 0>-,
Or ôv Or
à cause de
dôx . ddv
-r— zzi o cl -T— =o.
Of ox
On aura ensuite
^ ^ ^dz' doz' dz' ôox
ôx Ox Ox ôx
Substituant la valeur de ^z\ on aura
^„ <)^{oz — z'ox -^ ZfOy) d'z\ d^z, ^
OZ" — r-— : h — -• OX -H -T— ' àV.
ôx^ ô>i^ ax^ •
Orl aura de nièiTie
. , .ôz' ôdz' dz' ddv or Or or or
Substituant aussi la valeur de ^z\ on aura, à cause de -^^ = ^>
ox Ov
., O^Sz — z'ox—z,Sy) (V-z' . ô^z, .
OZ, — — '— h - — -- ox H- 3 f- 0>'.
OXOY ÔX ÔV ÔX ÔY '
On trouvera pareillement
ô^oz—z'dx — z.ov) ô'z\ ô'z,^ " <;>'* ôy* ÔY* "
(»t ainsi de suite.
Xi. Donc, si Ton fait, pour abréger,
dz ^ ôz ^
-r- OX — -T-
ôx ôy
OZ r- dx r- oy z= ou.
dz, dz' dx à Y
dz' dz, dy dx
d'z' dz" dx* dx
i^^z' dz.
d^z, dz', dxdv dv
d'z' dz„
dvd y dx^
dy^ dx '
et qu'on observe que
d' z. _ dz'' dx' '^ dr'
fv dv oy Ox
on aura plus simplement
^ , ddti dz' ^ dz' ^
dx dv
dx dy *
dz" , dz" .
dx dy "
dz', ^ dz', ^ dx dy '■'
" ox H r-^ 0 >•
dx
OZ
dôu dv
àz'
d-oa dx^
d*du dx dv
d^da
"- dy- ^ dx '^^^ dy^'
Faisant ces substitutions dans l'expression de SU, mettant
dz ^ dz ^
ou + T- o.r -f- -r- 0 )' dx dv *
à la place de Ss et ordonnant les termes par rapport a S.r, ^v, hi, on aura
\<^a7 (^-3 dx ' dz' dx dz, dx dz" dx dz, dx
dV dU dz dU dz' dU dz, diJ dz" dV dz'
fU ^' dVdz^ \ .
h" dy '^'dz, dy -^"')'^^'
dv dz dv dz' dv dz, dv d
d[} . d\} ddu d{} dou d[] d^àu dU d-àu ou
dz dz' dx dz, dv dz" dx^ dz', dx dy
Désignons par (;t- )> (tt) 1^^ diirérences partielles de U, relatives k.r et y, en regardant s comme fonction de ces deux variables; il est
clair qu'on aura
dx I ôjc ôz ôx âz' dx dz, âx
/çRJ\ ^ dU dz rKJ d^ dUâz, \dy J ^ dy ôz ôy ôz' ôf ôz, ôy
Ainsi la variation complète de U se réduira à cette forme simple
du.
-r— OU
ÔZ
Ô\J ôou ôllôSu Ô\] ô^ ÔV ô'âu ÔU ô'du ôz' ôx ôz, ôf ôz" ôx^ ôz', ôx ôy ôzi, ôy*
34. Donc, si Ton a une fonction intégrale double ^jiUrfj?rf>^ à rendre un maximum ou un minimum, on aura l'équation
d^^Udxdy=^^d{{]dxdy)^o.
Or, en faisant tout varier, on a ^{{Jdxdy) = Wdxdy-^\]}i{dxdy), où il faut remarquer que, dxdy représentant un rectangle qui est l'élément du plan des xy, ce rectangle demeurera rectangle après les variations 8.r, Xv des coordonnées x, y, dans la supposition adoptée que Sa? ne dépende point dej, ni ^y de x; de sorte que la variation de dxdy f>ersL ^\m\i\ementdy%dx -hdx^dy; donc, comme
ddx =1 dSx = -j— dx, Sdy =zSdyz=: -j- dy,
puisque X.r et ty sont censés fonctions de x seul et de y seul, on aura
ô ( U ^o: rf/ ) = ( a U -4- U ^ 4- U ^ ") ^x df r .
Substituant la valeur de SU et faisant disparaître par des intégrations partielles les différentielles des variations Sr, S/, Sw. il restera sous
le double signe xSl les termes
(S ax -+- r 0/ 4- V ôa) cfx dy.
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dans lesquels
dz \âx J \ ôr ) \dx^ 1 \ dx ùy ) \ ùy^ ) en faisant, pour abréger.
dz'
ôz.
dz''
ôz,
et supposant que les différentielles partielles renfermées entre deux parenthèses représentent les valeurs complètes de ces différences, en y regardant z comme fonction de x, y.
S5. Ainsi, à cause de ht = 8:; — ^\v — —^y, les termes sous le
ÔX ÔY *^
double signe donneront simplement Téquation
V ôx ôy ' )
d'où, en égalant séparément à zéro les coefficients de S^, t^Xy Sy, on n*aura que l'équation ^ = o, comme si Ton n'avait fait varier que la seule variable z.
On voit donc que, dans les questions de maximis et minifnis relatives à des intégrales doubles, dans lesquelles une des trois variables est fonction des deux autres, il n*y a rigoureusement qu'une seule équation qu'on peut trouver directement, en ne faisant varier par S que la seule v^iriable qui est. censée fonction des deux autres (*); et cette
{^) W ost évident a priori qu'il suffit do faire varier z\ car, quelles que soient deux surfaces infiniment voisines, on peut toujours passer de l'une à l'autre en donnant ù z un accroissement qui dépende d'une manière convenable des doux autres coordonnées .r et/. \\ pourra être plus ou moins commode de considérer celles-ci comme ayant ou n'ayant pas la même valeur aux points correspondants ; mais il est évidemment permis de faire Tune ou l'autre hypothèse. (/. Bertrand.)
équation est celle de la surface qui satisfait à la question. C'est ainsi qu'on a trouvé l'équation aux différences partielles de la moindre surface, en faisant U = y i -+- (^')^^" (^O* 5 ^^ ^^ fl"^ "^"s venons de démontrer prouve que cette équation remplit complètement les conditions du problème, quelques variations qu'on attribue aux trois coordonnées de la surface.
36. On peut appliquer les formules des variations que nous venons de trouver à l'équilibre d'un système superficiel de particules dm tirées par des forces quelconques.
En n'ayant égard qu'a la condition de l'invariabilité de dm, on aura d'abord, comme dans l'article 25, l'équation générale de l'équilibre
CC(8n6fm-i-Xôé/m)=:o.
Ici la valeur de dm sera de la forme VJdxdy, et l'on aura, par conséquent (art. 3i),
Substituant cette valeur, ainsi que celle de SU de l'article 33, dans la formule intégrale Nl^>.î5rfm, et faisant disparaître, par des intégrations par parties, les différences des variations hc, 8/, Sa, il ne restera sous le double signe que les termes
(iôx -h Vov -f- W ou)dxd}\
dans lesquels
d.vôfj \ ôy*
en conservant les valeurs de U', U,, U", U,', ... de l'article 34
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Ajoutons à ces termes ceux qui proviennent de l'intégrale xxSlU/m, savoir, en substituant les valeurs de 8ll et ^m,
( -r— o.r -H -r— o>' -+- -r- 0^ L ax dy, \ajr OY '■' ()z ]
et remettons pour Sa sa valeur S:; — y^Jia?— y;?>y (art. 33); l'équation {générale de l'équilibre contiendra, sous le double signe XX» l^s termes suivants, ordonnés par rapport aux variations %x^ Sy, tz.
|[S-(ê)>--lih
d'où l'on tire les trois équations
oz
La dernière donne W== — U -t-> et, cette valeur étant substituée dans
oz
les deux autres, on a, après avoir divisé par U,
dx ùz dx \à.rj
an ànfU_/di\_^
()y Oz Or KOy J ~
La première donne >. = IH-fonct.j; la seconde donne >. = n -*- fonct..r; donc on aura
a étant une constante. Substituant cette valeur dans l'équation gêné-
raie de Téquilibre, elle deviendra
C C [ô(n ^m) 4- rt ôûfm] = o, savoir
équation du maximum ou minimum de la formule intégrale ^>lnâfm
parmi toutes celles dans lesquelles la valeur de la formule ^sS^n^ est la même.
Ainsi voilà le problème de Mécanique (') réduit à une simple question de mcLximis et minimis, dont la solution ne dépend que de la variation de la seule coordonnée z, qui est supposée fonction de a?, j (art. 35).
On pourra étendre cette théorie aux formules intégrales triples et en déduire des conclusions semblables.
( * ) Lagrango ne définit pas d'une manière complète le système superficiel de molécules auquel il applique son analyse. Si Ton a en vue une surface flexible et inextensible, non seulement les éléments superficiels restent invariables, mais aussi les éléments linéaires. Lagrange ne tient pas compte de Tinvariabilité des éléments linéaires, et les équations qu'il obtient ne peuvent donner, par conséquent, la solution complète du problème. La question a été reprise dans ces derniers temps par M. I-,ecornu dans un Mémoire Sur l'équilibre des xurfaccs Jlexlbles et inextensibles {Journal de l* École Polytechnique , XLVm* Cahier) et par M. Beltrami. Voir le Mémoire SuW equilibrio délie superficie flessibili ed inestendibili (Memoric deW Accademia délie Scienze dell* Jstituto di Bologna, 4* série, t. III), où M. Beltrami résout la question, précisément par l'emploi du principe des vitesses virtuelles.
CHAPITRE I
DE l'équilibre DE PLUSIEURS FORCES APPLIQUÉES A IN HÉME POINT, DE LA COMPOSITION ET DE LA DÉCOMPOSITION DES FORCES.
1. Soit proposé de trouver les lois de l'équilibre d'autant de forces qu'on voudra, P, Q, R, . . ., toutes appliquées à un même point et dirigées vers des points donnés.
Nommant/?, y, r, . . . les distances rectilignes entre le point commun d'application de ces forces et leurs points de tendance, on aura la formule
pour la somme des moments de toutes les forces, laquelle doit être nulle dans l'état d'équilibre.
Soient or, y, z les trois coordonnées rectangles du point auquel toutes les forces sont appliquées; et soient de même a, h, c les coordonnées rectangles du point auquel tend la force P;/, g, h celles du point auquel tend la force Q; /, m, n celles du point auquel tend la force R, et ainsi des autres; ces coordonnées étant toutes rapportées XI. i5
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aux mêmes axes fixes dans Tespace. On aura évidemment
q z= v/( .r - /)*-^(y'~^ )"t 4: Cz - /* )» ,
et la quanlité P^/? -h Qrfy -h Rr/r-f- . . . se transformera en celle-ci
\dx-h\ciy-hZdz,
dans laquelle on aura
/? 7 r Y-:- — P -t- - - Q-i-' Un-...,
Il n'est pas inutile de remarquer que, dans ces expressions, les quan-
tités -, • -, - -- sont égales aux cosinus des angles que la
ligne /?, c'est-à-dire la direction de la force P, fait avec les axes des ^,
V, z; que, de même, - - > '■ — ^ > " sont les cosinus des an£;les
que la direction de la force Q fail avec les mêmes axes; et ainsi de
suite (Sect. IF, art. 7).
^ \. — De r équilibre d\in corps ou point tiré par plusieurs /o/vcs.
2. Ola posé, supposons on premier lieu que le corps ou point auquel les forces P, Q, R, ... sont appliquées soit entièrement libre; il n'y aura alors aucune équation de condition entre les coordonnées a-, V, z, et la quantité Xr/.r -h Yr/j -h Z^dz devra être nulle indépendamment des valeurs de rfr, dy, dz (Sect. II, art. 10); ce qui donnera surle-champ ces (rois équations particulières
Ce sont les équations qui renferment les lois de l'équilibre de tant de forces qu'on voudra, concourantes à un même point.
3. Si, dans les expressions de X, Y, Z, on fait V — p, Q = y, R = r, . . . , ce qui est permis, puisqu'il est indifférent à quels points pris dans les directions des forces elles soient supposées tendre, on aura ces équations
.r — a -h .r — f -\- JC — / H- . . . = o, V — ^ -h >' — - ^ -+- V — /;i -+- . . . = o,
d'où l'on tire, en supposant ([ue le nombre des forces P, Q, R, . . .
soit [JL,
h ■-{- ff -\- m -h . . .
et ces expressions de x^ y, z font voir que le point auquel sont appliquées les forces est dans le centre de gravité des points auxquels ces forces tendent.
De là résulte le tbéorème de LeibnitV, que, si tant de puissances qu'on voudra sont en équilibre sur un point et qu'on tire de ce point des droites qui représentent tant la quantité que la direction de cbaque puissance, le point dont il s'agit sera le cenirc de gravité de tous les points auxquels ces lignes seront terminées.
Si donc il n'y a que quatre puissances et qu'on imagine une pyramide dont les quatre angles soient aux extrémités des droites qui représentent les puissances, il y aura équilibre entre ces quatre puissances lorsque le point sur lequel elles agissent sera dans le centre de gravité de la pyramide; car on sait, par la Géométrie, que le centre de gravité de toute la pyramide est le même que celui de quatre corps
égaux qui seraient placés aux quatre coins de la pyramide. Ce dernier théorème est du à Roberval.
1. Supposons, en second lieu, que le corps ou point sur lequel agissent les forces P, Q, R, . . . ne soit pas tout à fait libre, mais qu'il soit contraint de se mouvoir sur une surface ou sur une ligne donnée; on aura alors, entre les coordonnées x, v, z, une ou deux équations de condition, qui ne seront autre chose que les équations mêmes de la surface ou de la lij^ne dont il s'agit.
Soit donc
l'équation de la surface sur laquelle le corps ne peut que glisser; on
ajoutera à la somme des moments des forces X^/a -f- Yrf/ -f-Zrfs le
terme \clL (Sect. IV, art. 3), et l'on aura, pour l'équation générale de
l'équilibre,
\ cU -f- Y dy -h Z dz 4- ). dL r^ o,
A étant une quantité indéterminée.
Or, L étant une fonction connue de .r,y, 3, on aura, par la différen-
tiation,
„ dh . ôL j ()L .
</L -- r dx -h -r - «K -f- -T- dz ; ôx ôy ^ ôz
donc, substituant et égalant ensuite séparément à zéro la somme des termes multipliés par chacune des différences dx, dy, dz, on aura ces trois é(|uations particulières de l'équilibre
V -s àL
OZ
d'où, chassant l'indéterminée A, on aura ces deux-ci
ô.r dv ~^ * ^ i)ji' ôz ^
lesquelles renferment, par conséquent, les conditions cherchées de l'équilibre du corps sur la surface proposée.
5. Si Ton applique maintenant ici la théorie donnée dans l'article 5 de la Section IV, on en conclura que la surface doit opposer au corps une résistance égale à
^\mhm-m''
et dirigée suivant la perpendiculaire à la surface qui aurait pour équation rfL = o, c'est-à-dire perpendiculairement a la même surface sur laquelle le corps est posé; et, comme on a
il s'ensuit que la pression du corps sur la surface (pression qui doit être égale et directement contraire à la résistance de la surface) sera exprimée par \/X^ -h Y^ 4- Z^ et agira perpendiculairement à la même surface; c'est uniquement à cette condition que se réduisent les deux équations trouvées ci-dessus pour l'équilibre du corps, comme on peut s'en assurer par la méthode de la composition des forces.
6. Au reste, dans le cas d'un seul corps tiré par des puissances données, on peut trouver encore plus simplement les conditions de l'équilibrci en substituant immédiatement dans l'équation
\d,r -\-Y dy -h Z dz —. o,
à la place de la différentielle dz^ sa valeur
-^-dx -\- r- dv __ dx dy
ôz
tirée de l'équation différentielle de la surface donnée sur laquelle le corps peut glisser et égalant ensuite séparément à zéro les coefficients
(les différentielles dx et dy qui demeurent indéterminées, suivant la méthode générale de l'article 10 de la Section II. On aura ainsi, sur-le-cliamp, les deux équations
dz dz
qui reviennent à celles que l'on a trouvées plus haut. , Pareillement, si le corps était assujetti à se mouvoir sur une ligne de figure donnée et déterminée par les deux équations différentielles dy z= pdx^ dz = qdx, il n'y aurait qu'à substituer ces valeurs de dy et dz dans l^dx -\-\dy -\-Zdz = o, et l'on aurait, en divisant par r/x,
pour la condition de l'équilibre.
Mais, dans tous les cas où il y aurait plusieurs corps en équilibre, la méthode des coefficients indéterminés, exposée dans la Section précédentjB, aura toujours l'avantage, tant du côté de la facilité que de celui de la simplicité et de l'uniformité du calcul.
§ II. — De la composition et de la décomposition des forces. 7. L'équation identique
Vdp-\-(idq-\-Kdr-\-.,. " X dx -h Y dy -f- 7.dz,
trouvée dans l'article i, montre que le système des forces P, Q, R, dirigées suivant les lignes/?, y, r, ... est équivalent au système trois forces X, Y, Z dirigées suivant les lignes x, y, z (Sect. II, art. Ainsi les quantités X, Y, Z donnent les valeurs des forces P, Q, R, décomposées suivant les trois coordonnées rectangles x, y, z e dantes à diminuer ces coordonnées, comme les forces P, Q, R, . . supposées tendre à diminuer les lignes/?, q, r
8. En générai, si des forces quelconques P, Q, R, . . . , dirigées suivant les lignes p, q, r, . . . , agissent sur un même point, on peut toujours réduire toutes ces forces à Ttrois autres dirigées suivant les lignes ^. 4», (p, pourvu que ces trois lignes ne soient pas toutes dans le même plan. Car, comme trois lignes placées dans différents plans suffisent pour déterminer la position d'un point quelconque dans l'espace, on pourra toujours exprimer les valeurs des lignes/?, y, r, . . . en fonctions des trois quantités Ç, 4*» 9» et, par le théorème de l'article 15 de la Section II, les forces P, Q, R, ... seront équivalentes (*) aux trois forces 3, T, $ exprimées par les formules
"^■-"l-^sf-^
"Ti" ~1~
d^ oo c/9
et dirigées suivant les lignes Ç, vj;, f, ou seulement suivant les éléments rfÇ, d^i rfç, si quelques-unes de ces lignes étaient circulaires. Ces formules peuvent être d'une grande utilité dans plusieurs occasions, et surtout lorsqu'il s'agit de trouver les résultantes d'une infinité de forces qui agissent sur un même point, comme l'attraction d'un corps de figure quelconque.
9. Soit m la masse d'un corps dont chacun des éléments dm soit regardé comme le centre d'une force P proportionnelle à dm et à une
fonction /(/>) de la distance />; en faisant ff[p)dp = Y{p), l'élé-
ment dm donnera, dans l'expression de S, le terme — -ti^rfm, dont
l'intégrale relative à toute la masse m sera le résultat de l'attraction de cette masse; et, comme cette intégration est indépendante de la diffé-
( » ) Nou«^ avons remarqué plus haut que co théorème est soumis à des restriclions. \a m^mo observation s'applique à la conclusion qu'on en déduit ici. Foir une Note de M. Poinsot à la fin du Volume. (J. Bertrand.)
rciitiation relative à ^, on pourra donnera Tintégrale dont il s'agit la
forme -Tj^F(/>)</m, de sorte qu'en faisant
on aura
> d2 „, dl ^ dl
d^ â'\f do
et il ne s'agira plus que de substituer au lieu de /?, dans la fonction F(/>), sa valeur. exprimée en fonction des coordonnées qui déterminent la position de chaque particule dm dans l'espace et des coor- <lonnées ^, j», 9 du point attiré, et d'exécuter ensuite séparément l'intégration relative aux premières et les différentiations relatives aux dernières.
Dans le cas de la nature, on a/(/>) = -7; donc ¥{p) = , et, par
conséquent, -1 — — X- •
Soient a, b, c les coordonnées de chaque particule dm du corps; on aura, en supposant la densité de cette particule exprimée par F fonction de a, b, r,
^m -— r da db de ;
donc
^ _ C\Yda db de
Or, x\y, z étant les coordonnées du point attiré, on a (art. 1)
donc
Tdfïdbdc
Uy
10. Le cas le plus simple est celui oii le corps attirant est une sphère. Dans ce cas, en faisant F = i et supposant le centre de la sphère dans l'origine des coordonnées .r, y, z du point attiré, on a
m étant la solidité de la sphère, qu'on sait être égale à —'r-^ (*n
prenant a pour le rayon et t. pour le rapport de la circonférence au diamètre.
Si la densité F était variable dans l'intérieur de la sphère, en la sup-
On peut encore avoir la valeur de il lorsque le corps attirant est un sphéroïde elliptique, dont la surface est représentée par l'équation
A, B, C étant les demi-axes des trois sections principales, et a, h, c les coordonnées rectangles de la surface prises sur les trois axes et ayant leur origine dans l'intersection commune des axes, qui est le centre du sphéroïde. Mais l'expression générale de cette valeur dépend d'une formule intégrale assez compliquée et par laquelle il est impossible d'avoir 2ii en fonction de x, v, z.
Cependant, si l'on suppose que le sphéroïde soit peu dilférent de \\\ sphère ou que la distance du point attiré au centre du sphéroïde soit fort grande par rapport a ses axes, on peut exprimer la valeur générale de 2il par une série convergente délivrée de toute intégration. M. Laplace a donné, dans sa Théorie des attractions des sphéroïdes ( ' ), une très belle formule par laquelle on peut former successivement tous les termes de
la série et qui montre en même temps que la valeur de — > m étant, la
solidité du sphéroïde, ne dépend que des quantités B- — A- et C- — A-, (jui sont les carrés des excentricités des deux sections qui passent par le même demi-axe A.
J'ai trouvé qu'en partant de ce résultat et faisant usage du théorème que j'ai donné dans les Afémoires de Berlin de 1792-93 (^), on pouvait
(*) Voir Mccamque céleste, t. II, Livre ÏII, Chap. I et II. (/. Bertrand.)
(*) Œuvrex de I^grange, t. V, p. 6î).
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consfruire tout trun coup la série dont il s'agit, par le seul développement du radical
suivant les puissances de h et c, en ne conservant que les termes qui contiennent des puissances paires de h et r et transformant chacun de ces termes, comme H/>^'"c-", en
[1.3.5. . .(2m — i)] [f.3.r>...(2/f-r)]II(H»— A')^^*((?-AM^
m étant la solidité du sphéroïde, qui est exprimée par ^ ABC.
Ainsi, pour avoir tout de suite la série ordonnée suivant les puissances de y et z, on fera
rrny .^*-i- v*4- -S
et Ton développera d'ahord le radical (r*— s^v— icz -{- b^ -\- c-) suivant les puissances de y, :;; en ne retenant que les puissances paires, on aura
3 i,iyi^c^-i 5 - ^S'^-h6^*cM'*c--hc'*3*
( ,.2 .-!_ ^2 _^. ^2 ) i ^ (,.2^_^2^_cî)' ^ (,.2_^-^Î4_c•')'*
On développera ensuite les radicaux (/--h 6"-f-c^) *, ... suivant les puissances de b\ c-, et l'on transformera ces puissances en puissances de B- — A-, C^ — A^ par la formule donnée ci-dessus. De cette manière, si l'on fait, pour plus de simplicité,
B^-Aî— e% C*— A-=/-,
c et / étant les excentricités des deux ellipses formées par les sections qui passent par les demi-axes A, B et A, C, on aura pour 22 une expression en série de cette forme
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dans laquelle
3e*' qe'-h3e^i'
On n'a poussé Tapproxiination que jusqu'aux quatrièmes dimensions de e et de i\ mais il est facile de la porter aussi loin qu'on voudra.
Si le sphéroïde était composé de couches elliptiques de différentes densités, alors, en faisant varier dans l'expression de ^ les quantités A,
B, C et par conséquent aussi e et /, on aurait oTrf^ pour la valeur de 22 relative à ce sphéroïde.
Ayant ainsi la valeur de i) en fonction des coonlonnées rectangles a?, y, 2 du point attiré, on aura immédiatement, par la dilTérentiation,
les forces -ï-> t-> -3- suivant ces coordonnées, dues à l'attraction totale
du sphéroï<le.
Et si, au lieu des coordonnées x^ y et z, on prend le rayon /• avec deux angles [x et v tels que l'on ait
.1- = /• COS |l, »' =::z /sin/jL siiiv, :î r=: /• silIjU. cosv,
on aura l'attraction du sphéroïde décomposée, dans le sens du rayon /• qui joint le point attiré et le centre du sphéroïde, perpendiculairement k ce rayon dans le plan qui passe par le demi-axe A, et perpendiculairement au même rayon dans un plan parallèle à celui qui passe par
les demi-axes B et C, par les trois différentielles partielles
àr r d\i r siiifx (?v
Ces formules sont surtout utiles dans la théorie de h figure de la Terre.
CHAPITHE II.
DR L'f-Ql'ILIBRE DE PLUSIEURS FORCES APPLIQUÉES A UN SYSTÈME DE CORPS, CONSIDÉRÉS COMME DES POINTS ET LIÉS ENTRE EUX PAR DES FILS OU PAR DES VERGES.
11. Quelles que soient les forces qui agissent sur chaque corps, nous avons vu ci-dessus (art. 7) comment on peut toujours les réduire il trois, X, Y, Z, dirigées suivant les trois coordonnées rectangles a\ V, z du même corps et tendantes à diminuer ces coordonnées.
Nous supposerons donc, pour plus de simplicité, ici et dans la suite, que toutes les forces extérieures qui agissent sur un même point soient réduites à ces trois, X, Y, Z. Ainsi la somme des moments de ces forces sera exprimée, en général, par la formule
par conséquent, la somme totale des moments de toutes les forces du système sera exprimée par la somme d'autant de formules semblahles qu'il y aura de corps ou points mobiles, en marquant par un, deux, trois, . . . traits les quantités qui se rapportent aux différents corps que
nous nommerons premier, deuxième, troisième,
De cette manière, on aura donc, pour la somme des moments des forces qui agissent sur trois ou sur un plus grand nombre de corps, la (juantité
\'dx' 4- Y' dy' -h 7J dz' -h X" d.v" -h Y" dy' h- /; dz"
+ X'" cLr"' -h Y'" dy" 4- Yf dz"' 4- ... ;
i'\ il ne s'agira plus que de chercher les équations de condition
résultantes de la nature du problème.
Ayant L, M, N, ... on seulement leurs difTérentielles en fondions (le a'\ y, z\ x'\ ... et prenant des coefficients indéterminés A, u, V, ..., on ajoutera à la quantité précédente les termes
et l'on égalera ensuite séparément à zéro les membres affectés iW chacune des différences dx\ rly\ (h\ dx'\ . . . (Sect. IV, art. 5).
§ I. — De r équilibre de trois on plusieurs corps attaches <) un /il inextensible ou extensible et susceptible de contraction.
VI. Considérons premièrement trois corps attachés fixement ;i un fil inextensible; les conditions du problème sont que les distances (»ntrr le premier et le deuxième corps, et entre le deuxième et le troisième, soient invariables, ces distances étant les longueurs des portions de fil interceptées entre les corps.
Nommant/ la première de ces dislances et g la seconde, on aura
df—o, d:r — o^
pour les équations de condition ; donc
dL = d/, dM = dsr^
et Téquation générale de l'équilibre des trois corps sera
\' djr' -h V dy' -h yj dz' -f- X" dx' 4- Y" dy' h- Z" dz"
X'" dx'" -h Y'" dy'" 4- V dz" -+- >. df -h \i dir -^ o
Or il est visible qu'on aura
rr
-^s\-^'"'-x')'-^(j^-yr--^-(z'^-z''y;
donc, en différentiant,
(^^ __ .r') (^.r" — d.r') -h {y" — y') {dy" — dy') ^(z" — z') (dz" — dz')
df^z
^^^ _ {x''--,r''){dx''-dr'') -f. (.»;;'--.>''') {dy" — dy") -h (z" - z'^ (dz'^-dz")^
ces valeurs étant substituées, on aura les neuf équations suivantes pour les conditions de l'équilibre du fil
tr
tr
^ -h / • y- IJ. ' T-^- — O,
A -h / — j. — — Pi = o;
tr
• tr
Cl il n\v aura plus qu'à éliminer de ces équations les deux'inconnues X el u.; ce (jui peut se faire de plusieurs manières, lesquelles fourniront aussi des équations différentes, ou présentées différemn>ent, pour l'équilibre des trois corps attachés au fil : nous choisirons celle qui paraîtra la plus simple.
On voit d'abord que, si l'on ajoute respectivement les trois premières écjuations aux trois suivantes et aux trois dernières, on obtient ces trois-ci, délivrées des inconnues A et [x,
lesijuellcs montrent que la somme de toutes les forces parallèles à chacun des trois axes des coordonnées doit être nulle, et ne sont
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qu'un cas particulier des équations générales trouvées dans la Section III, § I.
Il ne reste donc plus qu'à trouver quatre autres équations; pour cela, faisant abstraction des trois premières, j'ajoute respectivemeni les trois du milieu aux trois dernières; j'ai celles-ci, où [u ne se trouve plus,
X^-hX^-h).
l't qui, pur rolimiiialion de A, doiinonl les deux suivaiUcs
Enfin, considérant séparément les trois dernières équations <jui con tiennent jjl seul et éliminant [jl, on aura ces deux autres-ci
Zm ^ l!_ V"' TU 7 -»■ ^'•
Ces sept équations (*) renferment les conditions nécessaires pour l'équilibre des trois corps et, étant jointes aux équations de condition /et g égales à des quantités données, suffisent pour déterminer la position de chacun d'eux dans l'espace.
(M II est à pcîino besoin do faire observer quo ces sept équations sont, en (|iielquo sorte, évidentes n priori, et qu'on pourrait les écrire sans recourir au principe des vitesses virtuelles. Mais le but do Lagrani^e n'est pas de traiter chaque question particulière de la manière la plus simple : il veut seulement montrer comment on peut se dispenser d'un raisonnement spécial à chaque cas, et réduire la Statique à un simple mécanisme de calcul, liigranf^e, du reste, n'a jamais dit ni prétendu dire qu'il filt convenable d'aborder ainsi l'étude do la Mécanique. (/. Bcrtramî.)
13. Si le fil, supposé toujours inextensible, était chargé de quatre
corps, tirés respectivement par les forces X', Y', Z'; X", Y", Z"; \'\ . . . ^
suivant les directions des trois axes des coordonnées rectangles, on
trouverait, par des procédés semblables qu'il me parait inutile de
répéter, les neuf équations suivantes pour l'équilibre de ces quatre
X' H-V -hX"' -hX'*'=o,
yj 4- // -h // 4- z- — o,
// 4-Z" -hZ- - A" -tCX^-^X'+X'^^zo,
IV
Il est facile maintenant d'étendre cette solution à tel nombre de corps qu'on voudra, et même au cas de la funiculaire ou chaînette; mais nous traiterons ce cas en particulier, par la méthode exposée dans le § II de la Section précédente.
l î. On aurait une solution plus simple à quelques égards, si l'on introduisait d'abord dans le calcul l'invariabilité des distances/, ff
Ainsi, en se bornant au cas de trois corps et nommant 'j», 'Y les angles que les lignes/, g font avec le plan des x, y, et 9, o' les angles <|ue les projections de ces lignes sur le même plan font avec l'axe des r, on aura
r" — a''z=/cos9 cos'l, v'— >•'=:/ sin 9 cos'|, j"— ^ — /sinij;,
r'' — .r" = g cos 9' cos '^ , >'"'— y" — g sin 9' cos '1' , z'^ — z" =l g s\i\ ^'.
Substituant les valeurs de oc'\y\ z'\ .r*', y, z'" tirées de ces équations dans la formule générale de l'équilibre de trois corps
X' dx' 4- Y' dy -^-Z'dz'^X." dx" 4- V' df -f- 7." dz'
X'' dx"' 4- Y'" dv"" -h V dz" = o
en faisant varier simplement les quantités x\y\ z\ ç, ç', 'j», y, dont les variations demeurent indéterminées, et égalant séparément à zéro les quantités multipliées par chacune de ces variations, on aura les sept équations
X'-h\''4-\''=rO,
(X" 4- X'^) sin9 - (Y" 4- Y*') C0S9 — o,
X'"sino'-Y"^coscp'=o,
(X''4-X'^)coscpsin'^4-(Y''4-Y"')sin9sin'|-(Z''4-77)cos^=io,
X^'cosç' sin^y 4- Y'" siiicp' sin^ — Z'^ cos'l' = o,
dont les cinq premières coïncident immédiatement avec celles qu'on a trouvées dans l'article 12 par l'élimination des indéterminées A et jjl, et dont les deux dernières s'y réduisent facilement, en éliminant les Y% Y"^ par le moyen de la quatrième et de la cinquième.
Mais, si de cette manière on parvient plus directement aux équations finales, c'est qu'on a employé une transformation préliminaire des variables, laquelle renferme les équations de condition; au lieu qu'en employant immédiatement les équations avec des coefficients indéterminés, comme dans l'article 12, la solution du problème est réduite à un pur mécanisme de calcul. De plus, on a, par ces coefficients, la valeur des forces que les verges/ et g doivent soutenir par leur résistance à s'allonger, comme on le verra ci-après.
15. Si Ton voulait que le premier corps fût fixe, alors les différences dx\ dy\ dz' seraient nulles et les termes affectés de ces diffé- XI. 17
ronces disparaîtraient (reux-mèmes dans l'équation générale de l'équilibre. Ainsi les trois équations de l'article 12, savoir
n'auraient point lieu: donc les équations
\'^ V.^, \'^=: o; Y'4- V-^ Y'^'ir: o, 7/4- //-h 7/~ O
n'auraient pas lieu non plus, mais toutes les autres demeureraient les mêmes. Ce cas est, comme l'on voit, celui oii le fil serait attaché lixement par une de ses extrémités.
Et, si le fil était attaché par ses deux extrémités, alors on aurait non seulement (Lx:'=^o, dy=:o, dz'=:o, mais aussi r/a'"=o, (ly"'=o^ dz" = o; et les termes affectés de ces six différences dans l'équation générale de l'équilibre disparaîtraient et feraient, par conséquent, disparaître aussi les six équations particulières qui en dépendent.
En général, si les deux extrémités du fil n'étaient pas tout à fait libres, mais qu'elles fussent attachées à des points mobiles suivant une loi donnée, cette loi, exprimée analytiquement, donnerait une ou plusieurs équations entre lesdifférencesr/j;', r/y', dz\ qui se rapportent au premier corps, et les différences da:'\ dy\ dz'"^ qui se rapportent au dernier; et il faudrait ajouter ces équations, multipliées chacune par un nouveau coefficient indéterminé, à l'équation générale de l'équilibre trouvée plus haut; ou bien on substituerait dans cette équation générale la valeur d'une ou de plusieurs de ces différences tirée des équations dont il s'agit, et l'on égalerait ensuite à zéro le coefficient de chacune de celles qui restent, ainsi qu'on l'a fait ci-dessus (art. 14). Comme cela n'a aucune difliculté, nous ne nous y arrêterons pas.
16. Pour connaître les forces qui proviennent de la réaction du fil sur les difierents corps, il n'y aura qu'à faire usage de la méthode donnée pour cet objet dans la Section précédente (art. 5).
On considérera donc que Ton a, dans le cas présent,
^xM 7 i^'"— ''-') Uh'"— dx") -h ( y'"- y") {dy"'~^ dv") -h (z"'— z") (dz"- dz")
dm =r dL' =z ■ — -^^ — -' ,
Donc :
i" On aura, par rapport au premier corps dont les coordonnées sont
d.r' - / ày - / \ âz' - / '
donc
// ÔL Y ^i ôLy , / <y. \- _ V v^'" — •'^' )' -+- (y—y)^-^-(z"—~zy _
Ainsi le premier corps recevra par l'action des autres une force égale il A et dont la direction sera perpendiculaire à la surface représentée par Téquation dL = d/= o, en y faisant varier simplement r', v', :?'; or il est visible que cette surface n'est autre chose qu'une sphère <lont le rayon est /et dont le centre répond aux coordonnées or", y\ z"; par conséquent, la force A sera dirigée suivant ce même rayon, c'est-à-dire le long du fil qui joint le premier et le second corps.
2" On aura de même, par rapport au second corps dont les coordonnées sont x'\ y\ z\
d\. .r'-y ()L y' --y' ÔL z'^ - z'
dr' / Oy / ' ôz" f
donc
V jî?liV (^\ ( ^^[^ V -- \^y'-y)'-^(y-y)'~^ (z;^-- -n* ^ , .
ày) \àz') ~ /
d'où il s'ensuit que le second corps recevra aussi une force A dirigée» perpendiculairement à la surface dont l'équation est dh — d/= o, (mi faisant varier x'\ r", z"; cette surface est de nouveau une sphi»re dont
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le rayon est/, mais dont le centre répondra aux coordonnées a?', y, 5' du premier corps; par conséquent, la force X qui agit sur le second corps sera aussi dirigée suivant le fil /qui joint ce corps au premier. y On aura encore, par rapport au second corps,
don<'
V UW UW w^v "
De sorte que le second corps sera poussé de plus par une force égale il UL, dont la direction sera perpendiculaire à la surface représentée par l'équation dg = o, en faisant varier x'\ y\ z"\ cette surface n'étant autre chose qu'une sphère dont le rayon est g^ il s'ensuit que la direction de la force jjl sera suivant ce rayon, c'est-à-dire suivant le fil qui joint le deuxième corps au troisième.
On fera le même raisonnement par rapport aux autres corps et l'on en tirera des conclusions semblables.
17. 11 est évident que la force A produite dans le premier corps, suivant la direction du fil qui joint ce corps au suivant, et la force égale k A, mais directement contraire, qui agit sur le deuxième corps suivant la direction du même fil, ne peuvent être que les forces qui résultent de la réaction de ce fil sur les deux corps, c'est-k-dire de la tension que soufl^re la portion du fil interceptée entre le premier et le deuxième corps, de sorte que le coefficient X exprimera la q^uantité de cette tension. De même le coefficient [jl exprimera la tension de la portion du fil interceptée entre le deuxième et le troisième corps, et ainsi de suite.
Au reste, on a supposé tacitement, dans la solution du problème dont il s'agit, que chaque portion du fil était non seulement inextensible, mais aussi raide, en sorte qu'elle conservait toujours la même longueur; par conséquent, les forces X, jx, ... n'exprimeront les ten-
sions qu'autant qu'elles seront positives et tendront à rapprocher les corps; mais, si elles étaient négatives et tendaient à les éloigner Tun de l'autre, alors elles exprimeraient plutôt les résistances que le til doit opposer au corps par le moyen de sa raideur ou incompressibilité.
18. Pour confirmer ce que nous venons de démontrer et pour donner en même temps une nouvelle application de nos méthodes, nous supposerons que le fil auquel les corps sont attachés soit élastique dans le sens de sa longueur et susceptible d'extension et de contraction, et que F, G, ... soient les forces de contraction des portions du fil/, ^, . . . interceptées entre le premier et le deuxième corps, entre le deuxième et le troisième,
Il est clair, par ce qu'on a dit dans l'article 9 (') de la Section il, que les forces F, G, ... donneront les moments ¥ d/-h Gdg-h
Il faudra donc ajouter ces moments à ceux qui viennent de Taction des forces étrangères, et que nous avons vus plus haut (art. 11) être représentés par la formule
X' djc' -h Y' dy' 4- Z' dz' + X" dx" 4- Y'' dy" -f- Z" dz'
X" djc'' -i- Y"' dy"' -h V' dz" -f
pour avoir la somme totale des moments du système; et, comme il n*y a, d'ailleurs, aucune condition particulière à remplir relativement \\ la disposition des corps, on aura l'équation générale de l'équilibre en égalant simplement à zéro la somme dont il s'agit; cette équation sera donc
X' dx' 4- Y' dy' -h l' dz' + X" dx" 4- Y" dy" 4- V dz"
dx"'-^ Y^ dy^ + r dz''^,.,-^Ydf-\- G ^^ 4-. . . - o
Substituant les valeurs de df, dg, ... trouvées ci-dessus (art. 12
{') Il vaut mieux renvoyer, pour l'évaluation de ces moments, à rarliclo 4 de la Sec* tion II; on y trouvera la démonstration du résultat indiqué ici. Quant à Tarlicle 9, nous avons fait remarquer qu'il suppose l'emploi d'une locution détournée qui n'est pas sans inconvénients. ' (7. Bertrand.)
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ot égalant à zéro la somme des termes affectés de chacune des diffé- HMices dx\ dy, ..., on aura les équations suivantes pour l'équilibre
<lu fil dans le cas dont il s'agit
J ry
rr
nr />
lesquelles sont analogues à celles du même article pour le cas où le fil
est inextensible et donnent, par la comparaison, X = F, jjl = G,
D'où l'on voit que les quantités F, G, ... ('), qui expriment ici les forces des fils supposés élastiques, sont les mêmes que celles que nous avons trouvées ci-dessus (art. 16), pour exprimer les forces des mêmes fils dans la supposition qu'ils soient inextensibles.
19. Reprenons encore le cas d'un fil inextensible chargé de trois corps, mais supposons en même temps que le corps du milieu puisse
(*) 11 csl évidcuL. a priori, qu'il doit en être ainsi; cl, si Lagrange s'est abstenu do le faire remaniuer, c'est pour la raison indiquée plus haut (arl. 12). On comprend, en effet, qu'une fois rcupiilibre établi, le ûl ayant pris une certaine longueur qui ne varie plus, peu importe que celle longueur soit ou ne soit pas assujettie à demeurer constante.
(/. Bertrand.)
couler le long du fil; dans ce cas, la condition du problème sera que la somme des distances entre le premier et le deuxième corps, et entre le deuxième et le troisième, soit constante; ainsi, nommant, comme ci-dessus, /et g ces distances, on aura f-^ g = const. et, par conséquent, df-h dg = o.
On multipliera donc la quantité différentielle df-h dg par un coefficient indéterminé X, et on l'ajoutera à la somme des moments des différentes forces qu'on suppose agir sur les corps, ce qui donnera cette équation générale de l'équilibre
X' dx' -4- Y' dy -h /; dz' -h X" dx' + Y" dy" -+- // dx"
X'V/a-"' H- Y'^ ^7'" H- Vfdz^-^Mdf+dg) r=- o
d'où (en substituant les valeurs de ^et dg et égalant à zéro la soninu» des termes affectés de cbacune des différences dx\ dy\ . . .) on tirera les équations suivantes pour l'équilibre du lil
af ,r' / "
fi
dans lesquelles il n'y aura plus qu'à éliminer l'inconnue X.
On voit par là comment il faudrait s'y prendre, s'il y avait un plus j»rand nombre de corps dont les uns fussent attachés fixement au fil et dont les autres y pussent couler librement.
§ 11. — Z)e l* équilibre de trois ou plusieurs corps attachés à une vierge
inflexible et raide.
20. Supposons maintenant que les trois corps soient unis par une verge inflexible, en sorte qu'ils soient obligés de garder toujours entre eux les mêmes distances; il faudra, dans ce cas, que l'on ait non seulement df= o et dg = o, mais que la différentielle de la distance entre le premier et le troisième corps, que nous désignerons par A, soit aussi nulle; par conséqueiH, en prenant trois coefficients indéterminés, X, [x, V, on aura cette équation générale de l'équilibre
\' du:' -f- Y' dy 4- Z' dz' -h X'' da:" -\- Y" dj' -h 71 dz"
-h \'" dx'' -h Y'^ df" -h V dz"" ^ld/-]-ii.dg-hv dk = o.
Les valeurs de d/ei dg ont été déjà données ci-dessus; à l'égard de celle de dh, il est clair qu'on aura
et, par conséquent,
dh
{x^-x') (dx'"-dx') H- (.r'^ — y) (dy''-dy) -h (z'"—z') {dz^—dz')
Faisant ces substitutions et égalant à zéro la somme des termes affectés de chacune des différences dx\ dy\ ..., on aura ces neuf équations particulières
X-X--^— -V— ^— =:0, V — \ '.L -l V il ?i_ — o
yiff y*
7" \ ii'^
d'où il faudra éliminer les trois inconnues indéterminées X, jx, v, en sorte qu'il ne restera que six équations pour les conditions de l'équilibre.
21. D'abord il est clair, par la forme même de ces équations, qu'en ajoutant respectivement les trois premières aux trois suivantes et ensuite aux trois dernières, on obtient sur-le-champ ces trois équations, délivrées de X, jx, v,
Rien n'est plus facile que de trouver encore trois autres équations par l'élimination de X, |x, v; mais, pour y parvenir de la manière la plus simple et la plus générale, je commence par déduire des équations de l'article précédent ces neuf transformées
mf />»'' -Y*^ m^ pmf -f>^ ^•' f^
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rr
rr
lesquelles étant, comme Ton voit, analogues aux équations primitives, donneront de la même manière, par la simple addition, ces trois-ci :
\'z' - 7Jx' 4- X'^:;'^- //a--" -h X'^;;'^ - Z'^o-" — o, V';;' - //v' -f- Yz^-V^y" -\- X^z^-iry" -.o.
Les trois équations trouvées ci-dessus montrent que la somme des forces parallèles à chacun des trois axes des coordonnées doit être nulle; les trois que nous venons de trouver renferment le principe connu des moments (en entendant par moment le produit de la puissance par son bras de levier), par lequel il faut que la somme des moments de toutes les forces, pour fîure tourner le système autour de chacun des trois axes, soit aussi nulle. Ainsi ces six équations ne sont que des cas particuliers des équations générales données dans la Section III, §§Iet!!.
22. Si le premier corps était tîxe, alors les différences ctr', r//, dz' seraient nulles, et les trois premières des neuf équations de l'article 20 n'existeraient pas; il n'y aurait donc alors que six équations, qui, par l'élimination des trois inconnues X, (jl, v, se réduiraient à trois.
Pour arriver à ces trois équations, on peut s'y prendre d'une manière analogue à celle dont on s'est servi pour trouver les trois der-
iiières équations de l'article précédent, pourvu qu'on ait soin de faire en sorte que les transformées ne renferment point les indéterminées X et V qui entrent dans les trois premières dont il faut maintenant faire abstraction; or c'est ce que l'on obtiendra par ces combinaisons
\ ( >' — V ) — 1 '^( .r — jr ) — IX : : = :=: O
X' ( -' _ 5' ) _ 7/ ( j:' _ ,r' ) _ fx ( ^•- -' ) ^-i-'- -r') - U" - .f'){=''- z' ) _^ ^^
X''(, •'-,-') - Y'(.'- .r') + ^ (r'-y)(-'- ■r')^±r'-^ <) iZl- >•" ) ._. „.
X'-( -- _ y) _ Z^(.r-- ./•') ^ ij. (^"- ^^) (■^"- -r ) - (.r-- .r^) (3--- y ) ^ ^^
Y^^-' _ .' ) _ z'( ,-- V') + ^ (i::zi2jr-->-)-o--->-''(^'-''' .. „;
et, si l'on ajoute maintenant les troi-s premières de ces transformées aux trois dernières, on aura sur-le-cliamp ces Irois-ci
VO"'-/)-Y''(.r''-^')H-V'(y'-^K')-V'(x^-.r')=.o,
lesquelles auront toujours lieu, quel que soii Tétat du premier cor[)s, puisqu'elles sont indépendantes des équations relatives à ce corps, ('es équations renferment, comme l'on voit, le même principe des moments, mais par rapport à des axes qui passeraient par le premier corps.
23. Supposons qu'il y ait un quatrième corp?i attacbé à la même verge inflexible, pour lequel les coordonnées rectangles soient cr*', v*', z^'' et les forces parallèles à ces coordonnées .V, Y'^, Z*''.
Il faudra donc ajouter à la somme des moments des forces la quantité
ensuite, comme les distances entre tous les corps doivent demeurer constantes, on aura, par les conditions du problème, non seulement df=o, dg = o, dh = o, comme dans le cas précédent, mais aussi ftl= o, dm = o, dn = o, en nommant /, m, n les distances du quatrième corps aux trois précédents. Ainsi Téquation générale de l'équilibre sera, dans ce cas,
\' rix' 4- Y' dy -i- 7J dz' 4- X" dx" -f- Y" dy" 4- 7/ dz"
-\- X^ dx'" 4- Y^ dy" 4- V dz" 4- X'' dx'' 4- Y'^ dy'' 4- Z'^ dz''
-{-'kd/-\' ixdg -h'jdh-hisdl-h p dm -h a dm = o.
Les valeurs de df, dg, dh sont les mêmes que ci-dessus; quant à celles de rf/, dm^ dn^ il est visible qu'on aura
- m\jc'--
n = sj{ X'' —x")^-h {y'' — /'^ )* 4- ( x;"' — z' )*,
et, par conséquent,
_ (j7'^— x'){dx'''— dx') 4-(y'^'— r^)(^y'"— dr')-h(z'''— z'){dz'''-'dz')
dm
( .r '^ — x' ) (dx'' — dx" ) 4- iy'' — j" ) (dy'' — ^7" ) 4- ( 5'^' — z' ) (^3'^ — e/s" )
_ ( j?'^ — x") (dx" — ^jr'^) 4- (y" — y'") (dy" — dy") 4- ( ^'^ — z") (dz" — dz")
Faisant ces substitutions et égalant à zéro la somme des termes affectés de chacune des différences dx\ dy\ . . . , on trouvera douze équations particulières, dont les neuf premières seront les mêmes que celles de l'article 20, en ajoutant respectivement à leurs premier» membres les quantités suivantes
Ut
et dont les trois dernières seront
IT
IS
Z'^ -hw
^iv _ x'
ni
flV
AS
ylV y"'
mis <»" ».IV mUt
ni
Hi
24. Comme il y a en tout douze équations et qu'il y a six indéterminées, X, (X, V, tar, p, (j, à éliminer, il ne restera, pour les conditions de l'équilibre, que six équations finales, comme dans le cas de trois corps; et Ton trouvera, par une méthode semblable à celle de l'article 21, ces six équations, analogues à celles de cet article,
yjy — Y' ^' 4- XV' —X'x'-^ yj' y" —\^.x'-\- X» V"' — Y'^ x'^' — o, X'5' — Z'^'-l- X'^^" — Z" ^"4- X*' z'^-^V ^''-H X"^ s'^— Z'' ^'^^o,
Au lieu des trois dernières, on pourra aussi substituer les trois suivantes, qu'on trouvera par la méthode de l'article 22, et qui, étant indépendantes des équations relatives au premier corps, ont l'avantage d'avoir toujours lieu, quel que soit l'état de ce corps :
Y" {z' - ;:' ) - Z'Cj" — y ) -H Y'"' ( 5"^ - 5' )
25. On voit maintenant comment il faudrait s'y prendre pour trouver les conditions de l'équilibre d'un nombre, quelconque de
corps attachés à une verge ou a un levier inflexible. En général» il est visible que, pour que la position respective des corps demeure la même, il sufïit que les distances des trois premiers corps entre eux soient constantes et que les distances de chacun des autres corps à r.es trois-ci le soient aussi, puisque la position d'un point quelconque est toujours déterminée par les distances de ce point à trois points donnés. On fora donc^ pour chaque nouveau corps qu'on ajoutera au levier, les mêmes raisonnements et les mêmes opérations qu'on a faites dans l'article 23 relativement au quatrième corps, et chacun d'eux fournira trois nouvelles équations particulières avec trois nouvelles indéterminées à éliminer; en sorte que les équations finales seront toujours en même nombre que dans le cas de trois corps, et elles seront de la même forme que celles que nous venons de trouver dans l'article précédent.
Au reste, il est visible que ces équations rentrent dans celles que nous avons trouvées en général, pour l'équilibre d'un système libre quelconque, dans les articles 3 et 9 de la Section III. En effet, puisque, à cause de Tinflexibilité de la verge, les distances des corps entre eux sont inaltérables, il s'ensuit que l'équilibre doit avoir lieu si les mouvements de translation et de rotation sont détruits : on aurait donc pu, par cette seule considération, résoudre le problème précédent d'après les formules des articles cités; mais nous avons cru qu'il n'était pas inutile d'en donner une solution directe et tirée des conditions particulières de la question.
§ III. — De r équilibre de trois ou plusieurs corps attaches
à une verge à ressort.
26. Considérons de nouveau le cas de trois corps joints par une verge, et supposons de plus que la verge soit élastique dans le point où est le second corps, en sorte que les distances de celui-ci au premier et au dernier soient constantes, mais que l'angle formé par les lignes de ces distances soit variable, et que l'effet de l'élasticité con-
siste k augmenter cet angle et, par conséquent, à diminuer l'angle extérieur formé par un des côtés et par le prolongement de l'autre.
Nommons E la force de l'élasticité (*) et e l'angle extérieur qu'elle tend à diminuer; le moment de cette force sera exprimé par E^^^^ (Sect. II, art. 9), de sorte que la somme des moments de toutes les forces du système sera
X' dx' 4- Y' (if 4- // dz' 4- X" dx" -f- Y" dv" -\- T dz"
X"' dx'' 4- Y^dv^-hZ^dz^-hY. de 4- X d/-{- iidg — o
et il ne s'agira que d'y substituer les valeurs de de, df, dg\ celles de dj et dg sont les mêmes que dans l'article cité.
Pour trouver la valeur de de, on remarquera qu'en nommant, comme dans l'article 20, h la distance rectiligne entre le premier corps et le troisième, dans le triangle dont les trois côtés sont /, g, /^, l'angle opposé au côté h est iSo*" — e\ en sorte que, par le théorème connu, on aura
— cose = -^ ;
d'où l'on tirera par la diiïérentiation la valeur de de\ et comme, par les conditions du problème, on a
é//'=o et dgzzio^
(*) Le mot /or<Y' est ici détourné do sa significalion habituelle, l^grange regarde conune évident que, Tensemble des forces qui sont produites par Télasticité ayant une somme de moments égale à zéro lorsque l'angle c est invariable, cette somme peut ôtre considérée, en général, comme proportionnelle à dc^ et il la représente alors par E de, E n'exprimant une force que si l'on adopte la convention de l'article 9, Section H. J'oir la Note relative à cet article. (/. Bertrand. \
il suflira de faire varier e et A, ce qui donnera
hdh
de-=^ —
fg%\\\e'^
cette valeur étant substituée dans l'équation précédente, il est facile de voir qu'elle deviendra de la même forme que l'équation générale de l'équilibre dans le cas de l'article 20, en supposant dans celle-ci
v = — -j — -- ; par conséquent, les équations particulières seront encore les mêmes dans les deux cas, avec cette seule différence que, dans celui de l'article cité, la quantité v est indéterminée et doit, par conséquent, être éliminée, au lieu que, dans le cas présent, cette quantité est toute connue (*) et qu'il n'y a que les deux indéterminées X, (x à éliminer; en sorte qu'il doit rester une équation finale de plus que dans le cas cité, c'est-à-dire sept équations finales au lieu de six. Or, comme, soit que la quantité v soit connue ou non, rien n'empêche de l'éliminer avec les deux autres X, (x, il est clair qu'on aura aussi, dans le cas présent, les mêmes équations qu'on a trouvées dans les articles 21 et 22 ; et, pour trouver la septième équation, il n'y aura qu'à éliminer X dans les trois premières, ou (x dans les trois dernières des neuf
équations particulières de l'article 20, et substituer pour v sa valeur EA
fg%\\\e
27. Au reste, si dans la valeur de de on n'avait pas voulu supposer ^et dg nuls, on aurait eu une expression de cette forme
, h dix .... Ffc ,
fg sine -^ ^
A et B étant des fonctions de /, g^ A, sine; alors les trois termes
lLde-\-\df'\- ixdg
. (<) ]| faudrait, pour que v fûi considéré comme quantité connue, que E et e le fussent eux-mêmes ; or il n'en est pas ainsi : E est une fonction inconnue de e et ne parait pas susceptible d'une détermination directe. (/. Bertrand,)
de réquation générale seraient devenus
fé^sïne
dh -h (EA -h l) df-\- (EB -^ |ul) dg.
Mais, X et |jl étant deux quantités indéterminées, il est visible qu'on peut mettre à leur place X — EA, (x — EB, moyennant quoi la quantité <lont il s'agit deviendra
— i, — . — dh -h \df-\- ikdgj
comme si fel g n'eussent point varié dans l'expression de de.
Si plusieurs corps étaient joints ensemble par des verges élastiques, on trouverait de la même manière les équations nécessaires pour l'équilibre de ces corps; et, en général, notre méthode donnera toujours, avec la même facilité, les conditions de l'équilibre d'un système de corps liés entre eux d'une manière quelconque et animés de telles forces extérieures qu'on voudra. La marche du calcul est, comme l'on voit, toujours uniforme, ce qu'on doit regarder comme un des principaux avantages de cette méthode.
CHAPITRE III
DE L*ÊQUILIBRR U'UN FIL DONT TOUS LES POIMS SONT TIRÉS PAR DES FORCES QUELCONQUES, ET QUI EST SUPPOSÉ FLEXIBLE, OU INFLEXIBLE, OU ÉLASTIQUE, ET KN MÊME TEMPS EXTENSIBLE OU NON.
28. C'est ici le lieu d'employer la méthode que nous avons exposée dans le § II de la Section IV.
Nous supposerons toujours, pour plus de simplicité, que toutes les forces extérieures qui agissent sur chaque point du fil soient réduites à trois, X, Y, Z, dirigées suivant les coordonnées rectangles a% v, z- de ce point. Ainsi, en nommant dm l'élément du fil, lequel est proportionnel à l'élément ds de la courbe multiplié par l'épaisseur du fil, on
aura, pour la somme des moments de toutes ces forces, relativement XI. 19
à la longueur totale du fil, cette formule intégrale (Sect. IV, art. 12)
^{\d.r + Yoy -r Zdz) dm;
et, comme la quantité XS.r h- YSj-hZos n'est qu'une transformée (le r dp -^Qdq -hRcir-h.*. (art. 1), si les forces P, Q, R, ... sont telles que cette quantité soit intégrable, en nommant II son intégrale, on aura, comme dans l'article 25 de la Section IV,
\ox -H \dy -h 7jdz r= oII,
et la somme des moments sera exprimée par [^SlWm.
^ l. — De l'équilibre d'un fil flexible et inextensible.
29. Considérons d'abord le cas d'un fil parfaitement flexible et inextensible; l'élément ds de la courbe de ce fil étant exprimé par
\^dx^ -f- dj' -\- dz^ ,
il faudra, par la condition de l'inextensibilité, que ds soit une quantité invariable et qu'ainsi l'on ait, par rapport à chaque élément du fil, cotte équation de condition indéfinie ods = Q. 31ultipliant donc ods par une quantité indéterminée X et prenant l'intégrale totale, on aura
^Aods; et, si l'on n'a point d'autre équation de condition, on aura l'équation générale de l'équilibre en égalant à zéro la somme des
deux intégrales S^n^'^i et ^"kods.
Or, ayant ds = yjdx^ -^ dy^ -h dz'^ , on aura, en diflerentiant suivant 0,
^ , d,z' odr -+- dv ôdy -h dz odz
ods:^ — -. — • ;
ds
donc
changeant id en do et intégrant par parties pour faire disparaître le d
avant S, suivant les règles données dans Tarticle 15 do la Section IV, on aura ces transformées
S^dx ^ ^„dx" ^ „ ^,dx\ , Ç\ Adx ^
K-rodx— V —np ox" — V -rr ox — \d -, ox, ds ds" ds' O ds '
Ainsi Téquation générale de l'équilibre deviendra
30. On égalera d'abord à zéro (Sect. IV, art. 16) les cootlîcients (le oûT, Sy, ùz sous le signe Q, et l'on aura ces trois équations particulières et indéfinies
X dm — d — ,- = o,
ds
I dm — d —r- = o, ds
Ti dm — d-^-j^ :=o; ds
d'où, éliminant l'indéterminée X, il restera deux équations qui serviront à déterminer la courbe du fil.
Cette élimination est très facile, car on n'a qu'à intégrer les équations précédentes, ce qui donnera celles-ci
dz
'^Ts =C+/Zrfm,
A, B, C étant les constantes arbitraires; ensuite on aura, en chassant X,
^^ ^B-h fYdm
''■^ ~ A +f\ dm '
dz C + /'Z ''■n
dx
équations qui s'accordent avec les formules connues de la chaînette.
Si Ton veut parvenir directement à des équations purement différentielles et sans signe Ç, on mettra les équations trouvées sous cette forme
X ^m — X d—, ^ éfX =: o,
ds ds
\dxx\ -Id^^-^dl^o, ds ds
Zdm —Id—i^ ^ dlz=zo;
ds ds
d'où, éliminant rfX, on aura d'abord ces deux-ci :
\dy-\ dx
ds
p f -. fdy , dx dx . dy\
-d\xi = k\-~- d-^ -r ^-TV
\ds ds ds ds)
\dz — Z dx , ^ /dz . dx dx , ^;;\
ds \ds ds ds ds J
Ensuite, si l'on multiplie les mêmes équations respectivement par
dx dy dz ^ y
-7-' -^^ :7-> <^n aura, a cause de
ds ds ds
dx ^dx dy ,dy dz .dz i , dx^ -+- dy^ -h dz^
ds ds ds ds ds ds 2 ds^ '
l'équation
et il n'y aura plus qu'à substituer successivement dans cette dernière équation les valeurs de X tirées des deux précédentes.
31. Comme la quantité \^ds peut représenter le moment d'une force A tendante à diminuer la longueur de l'élément ds (Sect. IV,
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art. 6), le terme ^XSds de l'équation générale de l'équilibre du fil (art. 29) représentera la somme des moments de toutes ces forces A qu'on peut supposer agir sur tous les éléments du fil; en effet, chaque élément résiste par son inextensibilité à l'action des forces extérieures, et l'on regarde communément cette résistance comme une force active qu'on nomme tension. Ainsi la quantité X exprimera la tension du fil.
32. A l'égard de la condition de l'inextensibilité du fil, représentée par l'invariabilité de chaque élément de la courbe ds, on ne peut pas l'introduire dans l'équation de la courbe, en remplacement de l'indéterminée X, comme dans le cas où le fil forme un polygone, parce que, par la nature du Calcul différentiel, la valeur absolue des éléments de la courbe et, en général, de tous les éléments infiniment petits demeure indéterminée; mais aussi, par la même raison, il n'est pas nécessaire qu'il y ait autant d'équations que de variables, et il suffit d'une équation de moins pour déterminer une ligne, soit à simple ou à double courbure. Ainsi la solution que nous venons de trouver par notre méthode est complète à l'égard des équations différentielles et ne demande plus que des intégrations qui dépendent des expressions des forces X, Y, Z.
33. Considérons maintenant les termes de l'équation générale de l'article 29 qui sont hors du signe j§; et supposons premièrement que le fil soit entièrement libre. Dans ce cas, les variations ox\ ùy\ ùz' et ùa/\ Sy, Bz", qui répondent aux deux points extrêmes du fil, seront toutes indéterminées et arbitraires; par conséquent, il faudra que chaque terme affecté de ces variations soit nul de lui-même. Donc il faudra que l'on ait X'= o et X''= o, c'est-à-dire que la valeur de X devra être nulle au commencement et à la fin du fil. On remplira cette condition par le moyen des constantes. Ainsi, comme les trois premières équations intégrales de l'article 30 donnent pour le premier point du fil, où les quantités affectées de f deviennent alors nulles.
et pour le dernier point du fil, où / se change en §,
= A-^Sx^m, r^^^B-h^Y^m, r^ = C-^^Zdirï,
on aura, dans le cas dont il s'agit,
A ~ o, n = o, C = o et
j^ X (im = o, [^ \dïn =0, ^ 7.d\w = o.
Os trois équations répondent, comme l'on voit, à celles de l'article 12 de la Section présente.
34. Supposons, en second lieu, que le fil soit attaché par un de ses bouts ou par tous les deux; et, si c'est le premier bout qui est fixe, les variations Sa?', Sj', Ss' seront nulles, et il suffira d'égaler à zéro les coefficients de lx'\ Sy", 0:;", c'est-k-dire de faire X"= o.
Par la même raison, lorsque le second bout sera fixe, il suffira de fiiire A' = o. Mais, si les deux bouts étaient fixes à la fois, alors il n'y aurait aucune condition particulière à remplir, puisque les variations S.r', 5y', oz\ 8a/\ 8y", Ss" seraient toutes nulles.
35. Supposons, en troisième lieu, que les extrémités du fil soient attachées à des lignes ou surfaces courbes, le long desquelles elles puissent glisser librement; et soient, par exemple,
dz'—a'dx'^b'dy', dz" — a'dx'^ b'dy'
les équations différentielles des surfaces auxquelles le premier et le dernier point du fil sont attachés. On aura pareillement, en changeant
d en 0,
èz' = a' dy 4- b' Ôr', àz" =z a" ox' -4- b' dy' ;
on substituera donc ces valeurs dans les termes dont il s'agit, et l'on éj][alera ensuite à zéro les coefficients de 8x\ 8y, ùœ'\ 8y.
Kn général, on traitera la partie qui est hors du signe dans l'équa-
lion générale de l'équilibre comme si elle était seule et qu'elle représentât l'équation de l'équilibre de deux corps séparés et placés aux extrémités du fil.
36. Supposons, par exemple, que le fil soit attaché par ses deux bouts aux extrémités d'un levier mobile autour d'un point fixe. Soient a, />, c les trois coordonnées rectangles qui déterminent dans l'espace la position de ce point fixe, c'est-à-dire du point d'appui du levier; et soient, de plus, /la distance entre ce point d'appui et l'extrémité du levier à laquelle est attaché le premier bout du fil; g la distance entre le même point d'appui et l'autre extrémité du levier à laquelle est attaché le second bout du fil; h la distance entre les deux extrémités du levier, et, par conséquent, aussi entre les deux bouts du fil : il est clair que ces six quantités a, b, c, /, g, h sont données par la nature du problème, et il est visible en même temps que, oc\y, z' étant les coordonnées pour le commencement de la courbe du fil et x'\ y\ z" les coordonnées pour la fin de la même courbe, on aura
tr
Or, ces quantités y, g, h étant invariables, en difierentiant pur o ces trois équations de condition déterminées, on aura
(a — x')ox' -+-(/> — /) ôv' -\-{c — z') oz' — o,
(a - x')dx"-\-(h — v") $y-\-(c - z") oz'^o,
(jf^ -c') (ôx"— dx') -h (y" -y) (à/'-o/) -+- {z'-z') (oV - 6z) - o,
lesquelles, étant multipliées chacune par un coefficient indéterminé, devront être ainsi ajoutées à l'équation générale de l'équilibre. Ainsi, prenant a, p, y pour les trois coefficients dont il s'agit et égalant à zéro les coefficients des six variations ix\ ov', tz\ lx'\ ov", ^z", on aura
îUilaiU (réqualions particulières déterminées, qui seront
djc'
P(c-;;')-Hy(^'--3')+X''ï^ _„,
el qui, par l'élimination de a, p, y, se réduiront à trois.
Ces trois équations, étant ensuite combinées avec les trois équations de condition ci-dessus, serviront à déterminer la position des deux extrémités du fil. -
On voit par là comment il faudra s*y prendre dans d'autres cas semblables.
37. Enfin, si, outre les forces qui animent chaque point du fil, il y en avait de particulières appliquées aux deux extrémités du fil, et représentées par X', V, Z' pour le premier bout du fil, et par X", Y", Z" pour le dernier bout, ces forces donneraient les moments
X'oV 4- Y'oy' -h 7Joz'-\- yj'àx" -4- Vày-" -H 7/ èz\
et il faudrait ajouter encore cette quantité au premier membre de l'équation générale de l'équilibre, c'est-à-dire à la partie qui est hors du signe, laquelle deviendrait alors
-. (x' - >/ ^ ) 0..' ... (v - >.' g:) ir' + (z' - >/ g:) ay.
et sur laquelle on opérerait, dans les différents cas, comme on vient de le voir dans les articles précédents.
38. Supposons maintenant que le fil, animé dans tous ses points par les mêmes forces X, Y, Z et tiré de plus, dans ses deux extrémités, par les forces X', Y', Z', X", Y", Z", doive être couché sur une surface courbe donnée, dont l'équation soit
dz = p dx -f- q dvy
et que l'on demande la figure et la position de ce fil sur la même surface pour qu'il soit en équilibre.
Ce problème, qui serait peut-être difficile (*) k traiter par les principes ordinaires de la Mécanique, se résout très facilement par notre méthode et par nos formules; en effet, par l'équation de la surface donnée, on a, en changeant d en o,
ainsi il n'y aura qu'a substituer cette valeur de oz dans les termes sous le signe de l'équation générale de l'équilibre du fil (art. 29), et ensuite égaler séparément à zéro les quantités affectées de ^x et de Sv. On aura par ce moyen ces deux équations indéfinies
X dm — d ^-j— -f- p ( Z dm — d -^ ) = o, Y dm — d ^ — I- 7 ( Z ^cn — d ^-j^ \ = o,
lesquelles serviront à déterminer la courbe du fil, étant combinées avec l'équation dz=^ pdx -h qdy de la surface et étant débarrassées, par l'élimination, de l'indéterminée X.
(*) On no comprend pas comment Lagranj^e a pu considérer ce problème comme dilUcilc à traiter directement. Les équations auxquelles il parvient expriment simplement que les deux tensions aux extrémités d'un élément, étant combinées avec les forces qui sollicitent cet élément, donnent une résultante normale à la surface. Celte condition est évidente a priori, {J. Bertrand.)
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39. De plus, comme on suppose le fil appliqué dans toute sa lon- {çueur à la même surface, on aura aussi, pour ses deux points extrêmes.
On fera donc encore ces substitutions dans les termes hors du signe de l'équation générale, ou plutôt dans la formule donnée dans l'article 37, dans laquelle on a eu égard aux forces X', Y', Z', ...; on égalera ensuite séparément ii zéro les quantités affectées de chacune des quatre variations restantes ox\ oy\ ox'\ S/'; on aura ces quatre nouvelles équations déterminées
dx'
auxquelles il faudra satisfaire par le moyen des constantes.
40. Mais, au lieu de substituer, ainsi que nous venons de le faire, la valeur de ^z en èx et 8y tirée de l'équation 8z — pox — q8y = o, on pourrait regarder cette même équation comme une nouvelle équation de condition indéterminée; il faudrait alors multiplier cette équation par un autre coefficient indéterminé jx, en prendre l'intégrale totale et l'ajouter à l'équation générale de l'équilibre (art. 29). De cette manière la partie sous le signe deviendrait
(Zdm-d~ +iA6s^,
et l'on aurait immédiatement ces trois équations indéfinies
Z dm — d —, - -h a — o, as
lesquelles, par Télimination de |jl, redonneront les mêmes équations déjà trouvées (art. 38). Mais ces dernières ont de plus l'avantage de faire connaître en même temps la pression que chaque élément du fil exerce sur la surface, d'après la théorie donnée dans l'article 5 de la Section IV.
En effet, il est facile de déduire de cette théorie que les termes
provenant de l'équation de condition
dz — p ô.r — q dy =: o,
peuvent représenter Teflet d'une force égale à (ji\/i -^ p^ -^^ q^ et appliquée à chaque élément ds du fil dans une direction perpendiculaire à la surface qui a pour équation
àz — pàx — q ô V = 0, ou bien dz — p dx — 7 dy zl. o,
c'est-à-dire à la surface même sur laquelle le fil est supposé couché. Cette surface, par sa résistance, produit la force (Ji\/i -i-//^-+- q'^, laquelle sera, par conséquent, égale et directement contraire à la pression exercée par le fil sur la même surface (Sect. IV, art. 7); de sorte que la
pression de chaque point du fil vSera égale à ^^^ -j- — ^'-y ou hien, en
substituant les valeurs de jjl, (jl/>, [iq tirées des équations ci-dessus.
, ^ ds
ds
On appliquera ensuite les mêmes raisonnements à la partie de l'équation générale qui est hors du signe V et Ton en tirera des conclusions analogues.
41. Si le fil couché sur la surface donnée n'était tendu que par des forces appliquées à ses extrémités, on aurait X = o, Y = o,* Z = o, et, par conséquent, d'k = o (art. 30); donc X est égal à une constante. Ainsi la tension du fil serait partout la même (art. 31), ce qui s'accorde avec ce qu'on sait d'ailleurs. Dans ce cas, la formule générale de l'équilihre du fil se réduirait à
dont le premier terme est la même chose que XSVlrf^ ou XS^. Ainsi
cette éijuation exprime que la longueur de la courbe formée par le fil sur la surface représentée par l'équation dz — pdx — qdy = o doit être un maximum ou un minimum; et la pression exercée par le fil sur chaque point de cette surface sera alors
ds
Or on sait ^^^\/(^-£) "^ (^^) "^ (^5^ ) g^P^*»"^^ l'angle de con-
ds
tingence de la courbe, lequel est égal à — » en nommant p le rayon oscu-
lateur. Ainsi la pression sera égale à - et, par conséquent, en raison inverse du rayon osculateur.
§11. — De r équilibre d'un ^l, ou d'une surf ace flexible et en même
temps extensible et conlractible,
42. Jusqu'ici nous avons supposé que le fil était inextensible; regardons-le maintenant comme un ressort capable d'extension et de con-
traction, et soit F la force avec laquelle chaque élément ds de la courbe du fil tend a se contracter; on aura, comme dans l'article 18 (en mettant ds à la place de/ et en changeant d en S), Ylds pour le moment
de cette force, et xFS^^ pour la somme des moments de toutes les
forces de contraction qui agissent sur toute la longueur du fil. On
ajoutera donc cette intégrale J^ Fôé/y à l'intégrale
Q ( \ Ô^ -h Y av 4- Z 3 ;; ) e/m ,
qui exprime la somme des moments de toutes les forces extérieures qui agissent sur le fil (art. 28), et, égalant le tout à zéro, on aura l'équation générale de l'équilibre du fil à ressort.
Or il est visible que cette équation sera de la même forme que celle de l'article 29 pour le cas d'un fil inextensible, et qu'en y changeant F en X les deux équations deviendront identiques. On aura donc, dans le cas présent, les mêmes équations particulières pour l'équilibre du fil qu'on a trouvées dans l'article 30, en mettant seulement dans celles-ci F a la place de X; et, si l'on élimine la quantité F comme on a éliminé la quantité X, on aura, pour la courbe formée par un fil extensible, deux équations qui seront identiquement les mêmes que celles qui ont lieu pour un fil inextensible.
43. A l'égard de la quantité F qui représente l'élasticité ou la force de contraction de chaque élément dsy il est naturel de l'exprimer par une fonction de l'extension que cet élément subit par l'action des forces X, Y, Z. Ainsi, en supposant que di soit la longueur primitive
ds
de ds, on pourra regarder F comme une fonction donnée de ^; mais,
comme par la nature du Calcul difi^érentiel la valeur absolue des éléments ds demeure indéterminée, la valeur de F sera aussi indéterminée et ne pourra être connue que par le moyen d'une des trois équations de l'équilibre du fil. Ainsi, quoique dans le cas présent notre analyse paraisse donner une équation de trop, elle ne donne néanmoins
que les équations nécessaires pour déterminer la courbe du fil et la résistance de chacun de ses éléments.
Puisque la quantité X de la solution de l'article 30 répond exactement à la quantité F qui exprime la force réelle avec laquelle chaque élément du fil est tendu par l'action des forces extérieures, il s'ensuit' qu'on peut aussi regarder cette quantité X comme représentant la tension du fil inextensible. C'est ce que nous avons déjà trouvé a priori dans l'article 31.
44. Appliquons les mêmes principes à la détermination de l'équilibre d'une surface dont tous les éléments dm soient extensibles et contractibles. L'élément d'une surface dont les coordonnées sonta-, y, z, et où l'on regarde z comme fonction de ,r, j, est exprimé par la formule
Ainsi, en appelant F (*) la force d'élasticité avec laquelle cet élément tend à se contracter, la somme des moments de toutes ces forces sera exprimée par l'intégrale double
ss^-4\/"-isr-(W-''4
(|ui, étant ajoutée à l'intégrale double
( * ) Cette manière d'évaluer l'ensemble des forces que développe l'élasticité sur un point n'est pas suffisamment justifiée. Il est vrai qu'ici, comme dans plusieurs passages précédents, l^grange détourne le moi force de sa signification habituelle; mais il n'est nullement évident que la somme des moments des forces qui agissent sur un élément soit proportionnelle à la contraction de l'élément. Nous pouvons même ajouter que cela n'est pas exact. Poisson en a fait la remarque dans les Mémoires de l'Institut pour Tannée i8ia; du reste, la solution qu'il donne manque elle-même de généralité : elle suppose les tensions d'un élément rectangulaire perpendiculaires aux côtés de cet élément, ce qui n'a pas lieu en général.
(y. BertrtuicL)
oii r/m est l'élément de la surface, donnera la somme des moments de toutes les forces, laquelle doit être nulle dans l'équilibre. En faisant, comme dans l'article 31 de la Section IV,
dz , ôz ÔJC ^ ' ÔY "
et
on aura
dm V dxdy
et
z' ô\} z, II ' ôz, Il '
donc(Sect.IV, art. 33, 34)
.WT à\] . ô\}
ÔJT ôy
J ^ i / ,ô6u ô Su
i(Vdx dy) ^ [ôU + U (îj^ + '^)] dx dy.
Substituant ces valeurs dans l'intégrale double xx F o(U r/j;r/v) et faisant disparaître par dos intégrations par parties les différences partielles des variations marquées par o, on aura
C (u ôr + Jl àu\ F </x -H C (u ô.r + y àu\ F dy
OÙ
V — -T 1 r— (îl Su =dz — z' o.r — z.or (arl. cités).
ÔJC ôy '
Les intégrales simples relatives à x et i\y se rapportent aux limite^ et disparaissent d'elles-mêmes, dans le cas où l'on suppose que les bords de la surface sont fixes, parce qu'alors les variations ca\ ov, cz sont nulles dans tous les points du contour de la surface.
Les termes sous le double signe xV étant ajoutés à ceux de l'intégrale double VV (Xo;r -f- Yây -f-Zo2)Ur/a7r/y, on égalera séparément à zéro les coefficients des variations 5.r, o/, ùz, et l'on aura les trois
équations (*)
XU -h¥-z 3 h V-S'ino,
..,, ,,JU dUF ^
àf ôy
ZU - V = o.
Les deux premières donneront la valeur de la force F qu'il faudra substituer dans l'expression de V de la troisième, de sorte qu'on n'aura, on dernière analyse, qu'une seule équation k différences partielles pour déterminer la surface d'équilibre.
En effet, quoique la force F doive être supposée une fonction connue de l'élément ^m de la surface dans son état de contraction ou d'extension, elle n'en demeure pas moins indéterminée, parce que la grandeur absolue des éléments de la surface ne peut entrer dans le calcul; de sorte que la valeur de F ne peut être déterminée que par les conditions mêmes de l'équilibre : c'est ici un cas semblable à celui de l'article 43.
15. Pour éliminer la quantité F, on substituera dans les deux pre-
( 1 ) 11 imporlc de remarquer ici que les conclusions de Lagrango ne subsisteraient plus si Ton supposait $x fonction de la seule variable x et c^ fonction de la seule variable^*, comme on serait tenté de le faire en se rappelant les hypothèses dans lesquelles ont été établies (Sect. IV, art. 33, 31) les formules que Lagrange applique ici. En effet, pour qu'une intégrale
^§ ( A ^x H- B o;M- C (3^3 ) ^ rf/
soit nulle dans ces hypothèses, il n'est plus nécessaire que l'on ail en chaque point
mais il suffit que Ton ait
^Ar//=: o
pour toutes les valeurs de x,
j^Br^r = o
pour toutes les valeurs dc^- et
pour toutes les valeurs de x et de j. Rapprocher cette remarque de la Note relative à l'article 32 de la Section IV. ( G. D.)
inièrcs équations la valeur do V tirée de la dernière; elles deviendront
ÔV ÔY
Soit, comme dans l'article 28,
X djc -i- Y dy 4- Z dz = caj;
on aura, puisque z est ceuvsée fonction de .r, v,
<)II -. „ dz (^11 -, ,. ôz
et les deux équations deviendront, en divisant par T,
(),c âr ÔY ~ ÔY
lesquelles donnent simplement celle-ci
du zzL dv\
ou
F ^ Il + a,
résultat conforme à celui de l'article 36 de la Section IV. Knsuite lu troisième équation donnera, en regardant II comme fonction do .r. v, z,
„<)ii '^-îT '^■r
ôz ô^r ÔY
ce sera Téquation de la surface.
Si la surface différait très peu d'un plan, en sorte que Tordonnée z
fût très petite, alors, en négligeant les quantités très petites du second
ordre, on aurait
or
F = Il ^ ^,
XI
a étant une constante, et l'équation de la surface serait
dW ÔJt' __ OY
ôz àr dy
En supposant qu'il n'y ait d'autres forces que la gravité g qui agisse suivant l'ordonnée :; pour l'augmenter, on aura II = — gz; par conséquent, en négligeant toujours les secondes dimensions de z,
équation intégrable en général, mais avec des fonctions imaginaires qui rendent cette solution peu susceptible d'application.
§ m. — De l'équilibre d'un fil ou lame élastique,
46. Reprenons le cas d'un til inextensible; mais, au lieu de le supposer en même temps parfaitement flexible, comme on l'a fait jusqu'ici, supposons-le élastique, en sorte qu'il y ait dans chaque point une force, que j'appellerai K, qui s'oppose h l'inflexion du fil et qui tende, par conséquent, à diminuer l'angle de contingence (*). Nommant cet angle r, on aura, comme dans l'article 26 (en changeant seulement d en o), E^e pour le moment de chaque force E; donc
J^Eâ^ sera la somme des moments de toutes les forces d'élasticité qui agissent dans toute la longueur du fil, laquelle devra donc être ajoutée au premier membre de l'équation générale de l'équilibre dans le cas d'un fil inextensible et parfaitement flexible .art. 29).
Toute la difficulté consiste à ramener l'intégrale S^^^^^ ^ '^ forme
( ' ) L'expression adoptée par I^j^Tanj^e pour l'évalualion de la somme des moments des forces d'élasticité n'est pas admissible pour les courbes à double courbure. Binel en a fait la remari|uc <iaiis le lome X du Journal dv l'ilvnU' Polytechnique. Voir aussi un Mémoire <io Poisson (\\\\ fail partie du tome IH <Ic la Correspondance sur l* Ecole Polytechnique. Ces géomtUres remarquent avec raison (pi'il doit entrer, dans l'expression do la somme des moments, un terme proportionnel à la variation de l'angle de deux plans osculatcurs consécutifs. {Voir une Note à la (in du Volume.) (/. Bertrand.)
convenable ; pour cela, ii faut commencer par chercher la valeur de <?; or nous avons trouvé plus haut (art. 26)
d'où l'on tire
sin*e —.
^Pg'
Pour appliquer cette formule au cas présent, il suffit de remarquer que les coordonnées x\ y\ z\ x'\ y\ z'\ x\ y*", z'\ par lesquelles nous avons exprimé les quantités/, g^ h (art. 12 et 20), deviennent ici x^ y^ z\ X -\- dx^ y -h rfv, z -h dz; .r -h 2 dx -h d^x, y -h 2dy -h d^ >', z -^ idz -^ (Pz; en sorte qu'on aura
g*^ {dx -h d^xy-{- (dy 4- d^y)'-\-{dz -h cV-zY
— dx^ 4- dy'^ -+- dz* -h a {dx d* .r -h dy d^y -\-dzd* z) -\- {dKcy -h (^ r )* -1- (</* 5 )* ::^ ds* -h 2ds d^s -{- {d^xy -h id\y)^ -h {d*z)\
h^ — {2 dx -h d^xy-\- {2dy -h d*yy-{- {2dz -h d*zy ~ l^ds^-^-^dsd^s -h {d*xy~h{d*yy-h (d^z)^;
donc
/' H- ^* — ^* — — 3 ds^ — idsd^s
et
— 4 ûTi* H- 8 e/5' J*^ H- 4^5» [{d\ry -h ( ^\v)- -h (fi^5 )= j — 4 (e^î« H- é/5 duy
z=[^ds^{{d^xy-{-{d^yy-^{d^zy~{d^sy].
Donc enfin on aura, en négligeant les infiniment petits du troisième ordre,
. , {d^xy-^(d^yy-^{d^zy—{duy
Comme cette valeur de sin^e est infiniment petite du deuxième ordre, il s'ensuit que sine, et par conséquent aussi l'angle e, sera infiniment
16i MÉCAMOUE ANALYTKHK.
polit (lu premier ordre; de sorte qu'on aura
c'est l'expression de l'angle de contingence dans une courbe quelconque à double courbure, et qui revient à celle de l'article 11.
Î7. On diiïérentiera maintenant suivant S, pour avoir la valeur de cr, et comme, par la condition de l'inextensibilitc du fil, on a déjà ^ds=:o (art. 29) et, par conséquent aussi, c/ods = cd's = o, on pourra traiter, dans la différentiation dont il s'agit, ds et d\s comme constantes; ainsi Ton aura
. _ d'à: dd^.v ±d^'y od\y 4- d-z ôd^z
ds\{d*'.ry-i-(d\yy-h(d'z)^—{d'S)*
Substituant dans ^Eùe et faisant, pour abréger,
ds^id^a:)'-^- (d\yy-{- (d^z)^— {d*s}-
on aura
j^ E e/6 TT § ï dKr od^x -h j§ I d^y dd\y -h^ld^z dd-z.
Os expressions étant traitées suivant les règles données dans l'article 15 de la Section IV, en y cbangeant d'abord orfen do et intégrant ensuite par parties pour faire disparaître le ^/ avant S, on aura les transformées suivantes :
j^ l d'x od'j' — 4- I" dKi" dox" — d{ VdKv") 0^ "
— I' d\r'd^x'-\- d(\'d^jr') o.r'^^d'(\fPx)$j;
^ I d\y od\y - 4- Vd\y''dèy'' — d{Vd-y'') 3/"
- r d\y' dSy -+■ d{V d\y') $/ -^^d'(\ d\y) or, ^]d'zdd'z ^z-^Vd^z' doz" -d{V(nz')dz''
-Id^z' ddz'-]-d{l'd^z')iz' ■^^d\ld^z)oz.
On ajoutera donc ces dilférents termes à ceux qui forment le pre-
Or nous avons supposé plus haut (art. 47)
le carré du dénominateur de cette quantité est
ds^[{d'xY~\- (d^yy-^- (d^zy] — ds^ (d^sy
■= (rf^'-f- df/»-4- dz^) [{d^a:y-\- (^7)'+ (d^^y] — {dxd^x-^ dyd}y -h dzcCzy - {dxd^y — dyd^xy -i- {dx d* z ~ dz d* xy ~h (dy d^z — dz d^yy.
Donc, si Ton ajoute ensemble les carrés des trois équations précédentes, on aura celle-ci, sans différentielles,
E' ir^H- [F -^f(^ -i-fXdm) dy - f(B -^fY dm) dxy -h[G~h f(k-\-f\dm)dz -f{C ~hfZdm)dxY + [n-^r{B-{-fYdm)dz - f(C -\-fZ diu)dxy;
et si Ton divise ensemble deux des mêmes équations, on aura celle-ci, où l'élasticité n'entre pas,
dxd^z^dzd^x ^ G-^f{A-^f\dm)dz-fiC-^fZdm)dx dxd^y-dyd'x V'^J{k -^f\dm)dy-f(B-i-fYdm)dx
Ces deux équations sont ce qu'il y a de plus simple pour déterminer la courbe élastique, en ayant égard à la double courbure.
49. On suppose communément que la force élastique qui s'oppose à l'inflexion est en raison inverse du rayon osculateur. Ainsi, en nom-
mant p ce rayon, on aura E = -> K étant un coefficient constant.
Mais on sait que p = — ; donc E = ^ : ainsi la quantité I, que nous avons supposée égale à -^, (art. 47), deviendra ^ et, par conséquent, constante, en supposant, ce qui est permis, ds constante.
Ainsi les trois premières équations (art. 48) seront
Z dm — dTT -^-^ 77-s — ^•
Si Ton ajoute ensemble ces trois équations, après avoir multiplié la
djc ,1 .» dy ^ I . • "» dz
première par -j y la deuxième par ^- et la troisième par ^, on aura, à cause de
da: dx dy .dy dz ,dz i , /dx^ -+■ dy^ H- dz*\ __
ds ds ' ds ds ds ds ~' i \ ds^ )
Téquation
,-- , ... ', . X ^m -. dxd^x ~{-dyd'*y -\- dzd*z ,. ( X dx -\ \ dy -h Adz) -y ->r K ' ,- ^- — dl.
Soit r Tépaisseur du fil; on aura dm = Vds. L'équation précédente étant intégrée, en supposant ds constant, donnera
l^ fT{\dx ^-\ dy -{- Zdz)
r dx d^x -h dy d\y -^ dz d^ z (d^x^-h (^r)--f- {d*z)'^l l " ds'^ ~ Vds' Y
Cette valeur de X exprime la tension de la lame élastique, c'est-à-diro la résistance avec laquelle elle s'oppose à la force qui tend à l'allonger, comme dans l'article 31 .
50. Le cas le plus simple et le plus ordinaire est celui dans lequel les forces X, Y, Z qu'on suppose agir sur tous les points de la lame élastique sont nulles, et où la courbure de la lame vient uniquement des forces appliquées à ses deux extrémités. Dans ce cas, les équa-
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tioiis inléj^rales de l'article 18 donnent, en mettant pour I sa val(»ur -,--1
..(/,rc/^y — rivdKr _, . _^
,. d.rd^z — (izd^,r ., .
.. dv d*z — dz d^ y „ ,, ,,
ds^
niais l'intégration ultérieure de celles-ci est peut-être impossible en général (* ).
Lorsque la courbure de la lame est toute dans un même plan, en pn^ nant pour ce plan celui des x et v et faisant ^v = r/5sin(p, (lr = dscos^o^ la première équation, qui est alors la seule nécessaire, devient
do /» /•
-r =:- F -f- A / siii 9 ds — H / coso r/.v,
ds J ^ J • '
laquelle, étant différentiée, donne
~ = A smo — H coso;
multipliant piw (h et intégrant derechef.
d'où l'on tire
<*t, de là.
— :rr = A C0S9 + ^ siiio -f- I)
'2 ds^ ^ ^
\'2l) -+- 'xk COS9 -\- i\\ siii9
, cos 9 do
V^'i I) -f- ?. A COS 9 4- ^i B si II 9
(I) OUc iaU^gralion a clé eiïecluéc par Binct, qui a même considéré los équations plus générales auxquelles on esl conduil on rétablissant dans la somme des moments des forces d'élasticité le terme proportionnel à la variation de l'angle de deux plans osculatcurs consécutifs. (Comptes rendus de l' Académie des Sciences, i8ii, i**^ semestre, p. ni').)
(/. Bertrand.)
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que Ton aiit, dans le cas dont ii s*agit,
A = o, B=io, C = o et
j^ \ dm = o, j^ Y ^m = o,* j^ Z dm = o.
Knsuite il faudra que i*on ait aussi
Vd^jc'zzizo, Vd\v''z=o, Vd^z'-o et
vd^.€'=io, rd'y=o, rd'z'=zo,
pour faire disparaître les termes affectés de dox'\ dW\ ...; et il est clair que les secondes équations intégrales du même article donneront
F = o, G ==: o, II = o
et
|§ ( ^>'/X ^ni - dxjY dm ) == o, ^{dzÇ\dm- dxj'l dm)=:o,
§ {dzj\ dm — dyjl dm ) — o.
2"* Si la première extrémité du fil est fixe, alors
Ox'z=LOj 5/'=:^0, Oz'^=iO\
par conséquent, A, B, C ne seront pas nuls; mais la condition que les coeftîcients de or", Sy", Iz" soient nuls donnera
A=:-3Xrfm, Bzz:-§Yt/m, (: = -j§Ze/m;
et, si la position de la tangente à cette extrémité était donnée aussi, on aurait, de plus,
dèx' = o, dèy' = o, d§z' — o ;
par conséquent, F, G, U ne seraient pas nuls, mais la nullité des coefficients de dèx'\ doy\ rfôc" donnerait
F ^ j^ [( B -h/Y dm )dx-{\ -h f\ dm ) dy],
r. r^ § [(C -\-fZ dm) dx - (A -f-fX ^m) dz],
U^^ [a: H-/Z dm) dy - (B -h/ Y dm) dz].
f^e dernier terme de cette expression, étant analogue au terme §FSrf5, sera susceptible de réductions semblables; à Tégard des deux autres, il
, ,, 1 ^-^ f> 1 dœ dix -^ dvdiy -{- dzdiz
n y aura qu a y substituer pourrfô^ sa valeur ^^^-^ >
en marquant toutes les lettres d'un trait ou de deux.
Delà il est facile de conclure qu'on aura, pour la solution du casprésent, les mêmes Formules que dans le cas où le fil élastique est supposé inextensible, en y mettant seulement F 4-^?—^ — ^ à la place de X etajou-
tanl aux termes hors du signe j^ les deux termes ,,,^ dh' jr^j^dts".
Comme, dans Téquation de la courbe, la quantité X doit être éliminée, il s'ensuit que l'équation de la lame élastique sera la même, soit qu'on la suppose extensible ou non. Mais la tension du fil, qui est exprimée par X ou par F, lorsque le fil n'est pas élastique (art. 43),
sera augmentée, par l'élasticité E, de la quantité rf- ^^ ' > à cause
de e= -(art. 49).
§ IV. — De Véquilibre d*un JU raide et de figure donnée.
53. Venons enfin au cas d'un fil inextensible et inflexible : on aura ici, pour la somme des moments des forces, la même formule intégrale
que dans le cas de l'article 28, c'est-h-dire ^(XS.r-h Yly -\- ZSs)é/m;
ensuite la condition de l'inextensibilité du fil donnera, comme dans le même article, 8ds = o, et celle de l'inflexibilité donnera ùe = o,
puisque l'angle de contingence doit être invariable; mais ces deux conditions ne suffisent pas encore dans le cas où la courbe est à double courbure, comme on va le voir.
Pour traiter la question de la manière la plus simple et la plus directe, je remarque que tout consiste à faire en sorte que les différents points de la courbe du fil conservent toujours entre eux les mêmes distances : or, en considérant plusieurs points successifs dont
et ainsi de suite. De sorte que les équations de condition pour Tinexlensibililé et Tinflexibilité du fil seront Sa = o, S^ = o, Sy = o, ...» c'est-à-dire, en différentiant et changeant oden do,
dx dojc -h dy d oy -i- dz ddz ^= o, d*x d^dx -h d^f d'dy -^d^z d^oz =z o, d\v d^dx -h(Pv d^dy 4- d^z d^oz — o.
Il est clair qu'il suffit de trois de ces équations pour déterminer les trois variations Sa:, Sy, Ss; d'où l'on peut d'abord conclure que, dès qu'on aura satisfait aux trois premières, toutes les autres, qu'on pourrait trouver à l'infini, auront lieu d'elles-mêmes : c'est aussi de quoi on peut se convaincre par le calcul même, comme on le verra plus bas (art. 60){').
(') Ces équations exprimont que a, p, y conservent la même valeur pendant le déplacement de la courbe. Cette condition équivaut aux trois équations suivantes :
/rfx\« Idy^ /dzY /d^ry /rf*)\' /d^z\^ /^».r\« A/»k\« /^3\> . .
La première est évidente; la deuxième exprime que la courbure de la ligne considérée est une fonction déterminée de l'arc s; la troisième, enfin, combinée avec les deux autres, exprime que la seconde courbure est une fonction déterminée de s. En écrivant les équations de condition sous cette forme, qui ne diffère de celle de I^grange que par les diviseurs ds*, d.s'^, ds^^ que nous avons introduits, les calculs resteraient absolument les mêmes; seulement les multiplicateurs désignés plus loin par X, u, v seraient finis, tandis qu'il faut, dans la notation de Lagrangc, leur supposer des valeurs infinies de différents ordres. Cette circonstance a été signalée comme un inconvénient de la méthode. En adoptant, en effet, la locution si souvent employée par Lagrange, les multiplicateurs \ |x, v représenteraient les forces qui tendent à faire varier les fonctions a, p, 7, et il doit sembler extraordinaire que ces forces soient infinies et surtout qu'une transformation tout algébrique suffise pour leur faire prendre dos valeurs finies; mais on se rend compte de cette singularité en remarquant (|ue les coefficients X, p, v ne sont nommés forces que par une locution figurée, familière à Lagrange. Nous avons averti plusieurs fois qu'il ne fallait pas prendre cette Ipcution à la lettre, (f'oir la Note relative à l'art. 9, Sect. H.) (/. Bertrand.)
54. On aura donc par notre méthode cette équation générale de l'équilibre
o =r-h <^ (X ÔOT -h Ydf -4- Zoz) dm
-^ ^1 {dx d dx -hdfddy -^ dz d Sz) -h^ix(d*x d^èx -+- d'y d^èy -f- d*z d^oz) -h^vid^x d^ox-hd^f d^df-{-d^z.d^Qz),
laquelle, par les transformations enseignées, se réduira à la forme suivante :
^[\dm—'d('kdx)-[-d'{lLd'x)^(P{vd'x)]dx -^[Ydm^d('kdf)-^d^(lid^f)-d^{vd^y)]Sy -^[Ze/m
)/ dx' — ^"d^x" — Vdf - ^"d^f— Vdz" — li/'d^z" — l'dx' - [k' d^x' — Vdv' -
Vdz' —
IL'd^z' —
--dÇkdz) -hd^iid^z) —d'{vdz)]dz
- diix'd'x') -\- d^iv'd^x')] dx'
- rf( v' d'x' )] d dx' -h ^J'dx' d* $x' diix'd'y") 4- ^(vVy )] Sy d{v''d^y'')]ddy'-\-v'd^yd*dy' ddx'dz') -H d^iv^d^z")] dz' d{yd'z'')'\dèz''~\->j''dz''d}oz' d{iL'd}x') H- d}{^t'd^x')\ $x' d{^' dx')]dèx' —>y dx' d^ix' d{ix'd\y') + d^iv'iPy')] dy' d( v' dy' )] d dy' — v' cPy' d* df d{ii'd'z')-hd{v'd'z')]dz' d{v'd^z')]dàz' - v'd^z'.d*' àz'.
55. Égalant d'abord à zéro les coelficients de ox, Sy, cz sous le signe §• on aura ces trois équations indéfinies
\dm — d{'kdx)-^d*{lxd^x)^d^{vd^x) — o, Y dm —dÇkdy) -{-d^{ixd^y) —d{vd^y) zzzo, 1dm —dildz) -\-d*{ixd^z) --divdz) =0,
lesquelles, renfermant trois variables indéterminées X, [jl, v, ne ser\^iront qu'à déterminer ces trois quantités ; en sorte qu'il n'y aura aucune
équation indéfinie entre les différentes forces X, Y, Z qu'on suppose appliquées à tous les points de la verge; et les conditions de l'équilibre dépendront uniquement des termes qui sont hors du signe §. Mais, comme ces termes contiennent les inconnues X, u, v, il faudra commencer par déterminer ces inconnues.
Pour cela, il faut intégrer les équations précédentes, ce qui est facile, et Ton aura ces trois-ci
f\ ^m — X ciy -\- (i{ ;i ct^y) — d^'(l d'y) =z B, JZdvw —Idz -f-d(ixd*z) —({^{vd^z) —C,
A, B, C étant trois constantes arbitraires.
(]es équations donnent, par l'élimination de X, ces trois autres-ci
dy f\ dm — dx Ç\ dm -\-dyd(iJ. d}x ) — djrd(ix d^-y )
— dyd^ivd^jc) -H djc d*(v d^y) — A dy — B d.r,
dz Ç\dm — d.rf7jdm -H dzd{ixd*jc) — dxd{iJ.d*z)
— dzd*(vd'x)-hdxd^{vd*z)z:^Adz — Cr/.r,
dz f\ dm — dy fl, dm 4- dz d{ jjl d^y ) — dy d{[id^z)
— dz ^*(v d^y) -^dyd^{^td}z) — \^dz — Ç. dy,
lesquelles sont aussi intégrables, et dont les intégrales sont
y f\ dm — X f\ dm —J( \y — \x) dm
-H li{dy d^x — dx d*y) — dyd{v d}x) -+- dx d{y d'y)
-\-y(d\yd'x — d*x d'y) = Ay — B.r -h F,
; fXdm — xfZdm — f(\z — 7jx) dm
-h ii{dz d^x — dx d^z) — dz d(v d}x) -+- dx d(vd'z)
H- vid^zd'x — d^xd'z) = A;; — Cx -h G,
zf\ dm--yj7.dm —/{Yz- 7.y) dm
-\- ^{dzd^y — dyd^z) — dzdivd'y) 'hdyd(vd'z)
'^-^{d'zd'y — d\yd'z) — \^z-~ C j + H,
F, (i, H étant de nouvelles constantes arbitraires.
Ces trois dernières équations serviront à déterminer les trois quantités [JL, V et rfv, et les trois premières équations intégrales donneront les valeurs de X, rfa, rf^^v. Ainsi l'on aura toutes les inconnues qui entrent dans les termes qui sont hors du signe §; il suffira pour cela de marquer, dans les six équations qu'on vient de trouver, toutes les lettres d'un trait ou de deux, à l'exception des constantes arbitraires, de supposer nulles, dans le premier cas, les quantités affectées du signe / , lesquelles sont censées commencer au premier point du fil, et de changer, dans le second cas, / en j^ dans les mêmes quantités, pour les rapporter au dernier point du fil.
56. Cela posé, voyons maintenant les conditions qui peuvent résulter de Tanéantissement des termes hors du signe § dans l'équation générale de l'équilibre (art. 54).
Et d'abord, si l'on suppose la verge entièrement libre, les variations ùx\ cy\ cz\ dùx\ dly\ (Uz\ d^ix\ d'oy\ rf^os' et lx\ oy\ oz\ dox"^ ... seront toutes indéterminées; par conséquent, il faudra égaler à zéro chacun de leurs coefficients, et il est visible qu'il faudra pour cela que les quantités V, (jl', v', r/o.', rfv', d^V, ainsi que X", (jl", v", r/(jL", dV\ d^V\ soient nulles.
Donc les trois premières équations intégrales de l'article précédent, étant rapportées au premier et au dernier point du fil, donneront ces six conditions
A=:o, Br=o, C=io, j;^Xt/m = A, j^Y^m=:R, ^Ze/m=:C; et les trois dernières intégrales donneront de même les six suivantes :
A/-Ba:'-hF = o,
Hz' -iZx' ^{\^o, Ry — Cj -hIl:=o;
yj^X^m - ^"^ Ye/m - S(^/ - ^^)dn\ - A v"- Wx"^ F,
^^ § X ^/m - .r''^ Z ^m - § (X:; - Z x) dm — kz"- C^^^-h T.,
-'^ ^ Y €/m - / ^ Z ^m - ^ ( Y c - Z r ) ^m = R w" - Cv" + H. XI. 23
Donc
et, par conséquent,
§Xé/ini=o, ^Yrfm = o, ^Z^m^io,
S(\ j — Y^) dm = 0, S^^^ "" ^^^ ^"^ ^^' S (^^ "■ ^.>') ^"^ — ^•
Ces six équations sont donc les seules qui soient nécessaires pour l'équilibre d'une verge inflexible, lorsqu'il n'y a pas de point fixe ; c'est ce qui s'accorde avec ce que nous avons remarqué plus haut (art. 25), et c'est aussi ce qu'on aurait pu déduire immédiatement de la théorie donnée dans la Section III, ainsi que nous l'avons observé dans l'article cité.
57. Supposons maintenant qu'il y ait dans la verge un point fixe et que ce point soit la première extrémité de la verge; dans ce cas, on aura
8x'z=o, ôy=o, èz':=o;
en sorte que les termes affectés de ces variations disparaîtront d'euxmêmes; il suffira donc d'égaler à zé^'o les coefficients de d8v\ d8y\ cloz\ d^8x\ d^^y, d^^z\ ainsi que les coefficients de laf\ ly\ Iz"^ dlx\dly\ ....
Or il est aisé de voir que, pour cela, il suffira que l'on ait
et ensuite
}/zzrO, fA'=0, V^iizo, t/fx'^zzzO, é/v^rz: O, ef*v'= O,
comme dans le cas précédent; et l'on trouvera les mêmes conditions que dans l'article précédent, à l'exception de ce que A, B, C ne seront pas nulles.
On aura donc
A = §Xe/m, B=:^Yrfm, C=:§Ze/m, ensuite
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et les trois autres équations se réduiront à celles-ci
- S(Xj- Yx)éfm ^ hx'^ A/,
- S (Y 5 - Zv) dm = Cy- B^', c'est-k-dire à
j^ {\r - Y.r ) dm -^-r'^Y dm — v' § X éfm = o,
^(\^ — 7,x)dm -h x' ^Zdm. — z' ^Xt/m = 0,
j^(Yc-Zj)^m-f /^Zt/in-^'j^Yclmzno,
ou, ce qui est la même chose, à
^[\{y-y)-\{x-.r')]dm^o, %[\{z - z') — Z{a' — x')'\dm—o, S[Y(5~c')-Z(r-/)]./m = o.
Ce sont les seules conditions nécessaires pour l'équilibre, et il est clair qu'elles répondent k celles que l'on a trouvées dans l'article 24.
58. Si la verge était fixement attachée par sa première extrémité, on sorte que non seulement le premier point de la courbe fût fixe, mais aussi la tangente à ce premier point, alors on aurait non seulement
mais aussi
o dx'^rz d ox'z= o, 0 dy'=: d 0/'= o, 0 dz':^ d oz'= o;
par conséquent, tous les termes affectés de ces quantités disparaîtraient d'eux-mêmes et il ne resterait qu'à faire évanouir les termes affectés de (Pox\ r/^S/, rf^Sc' et de 8x\ ô/', 8z\ dlx\ dZy\ .... On n'aura donc, dans ce cas, que ces conditions
v'zno, V = o, ^'^Oy v"=io, dix'^zizo, dv" — O, d^^/zziO.
Donc les constantes A, B, C auront encore les valeurs
A^^X^m, Bz^SVt/m, C^^Z^m;
(Misuite les trois dernières intégrales de l'article 55, étant appliquées au dernier point de la verge, donneront
F = ^ ( Y^ - Xj) dm, G :== |§ (Z^ - X:;) ^m, H = § (Zj - \z) dm.
Et, si Ton applique ces mêmes équations au premier point, on aura
li'(dyd'jc'— dx'd^f) - d>y{dyd^x'— dx'd^f) =1 A/— Bx'-h F, ix'{dz' d^x'— dx'd^z') — dv'{dz'd^x'— dx'd^z') z=z \ z' — C x' -\- G,
ix' (dz' d^y— dy d^z') — dv' {dz' d^y— dy d' z') =:iB z' — cy-hH,
d'où, éliminant (Ji'etrfv', résulte l'équation
A(/^y— z'dy) -f- B{z'dx'^ x'dz') -h C(x'dy—ydx')
+ F dz'-^ G dy-{- H dx'=i o.
Cette équation est nécessaire pour empêcher que la verge ne tourne autour de sa première tangente, qui est supposée fixe, et il est facile de voir que son premier membre devient nul lorsque la verge est une ligne droite.
59. On pourrait regarder comme un défaut de notre méthode la longueur de cette solution, qui est, en effet, plus longue que celle de l'équilibre d'un fil flexible; tandis que, par les méthodes ordinaires, ce dernier problème est beaucoup plus difficile que celui de l'équilibre d'une verge raide tirée par des puissances quelconques, parce qu'il faut déterminer, par la composition des forces, la courbe que le fil doit prendre pour être en équilibre, au lieu que, dans le cas de la verge, cette courbe est donnée et que l'équilibre ne demande que la destruction des moments des forces. Mais, lorsqu'on veut suivre pour tous ces problèmes une marche uniforme et passer de l'un à l'autre graduellement, à mesure qu'on y ajoute de nouvelles conditions, il est évident que le cas d'un til inflexible Bst moins simple que celui d'un fil flexible.
parce que Tinflexibilité exprimée analytiquement consiste dans l'invariabilité des distances mutuelles des points du fil. Et si, dans ce cas, la courbe étant donnée, elle ne doit plus être un résultat du calcul comme dans le cas d'un fil flexible, c'est une circonstance que l'analyse doit indiquer et qu'elle indique, en effet, par les trois indéterminées X, (X, V qui restent dans les trois équations indéfinies entre ^, j, z de Tarticle 55, et qui font que ces équations peuvent s'adapter à une courbe quelconque donnée. Ainsi l'on ne doit pas regarder ces équations comme une superfluité inutile; outre qu'elles servent à déterminer les trois inconnues X, (x, v, d'où dépendent les conditions de l'équilibre, et qui expriment (*) en même temps les forces qui s'opposent à ce que les valeurs des trois fonctions a, p, y varient par l'effet des forces qui agissent sur le fil.
Il est vrai que les trois indéterminées X, (jl, v doivent être remplacées par les trois équations de condition qui consistent en ce que les fonctions différentielles a, p, y doivent être censées données. Mais, comme, par la nature du Calcul différentiel , la valeur absolue des différentielles reste indéterminée et qu'il n'y a que leur rapport qui puisse être donné, ces trois conditions ne peuvent équivaloir qu'à deux, qui renferment les rapports des trois quantités a, p, y; et ces deux rapports suffisent pour déterminer la courbe.
En effet, par ce qu'on a démontré plus haut (art. 46), on voit que l'angle de contingence formé par deux côtés successifs de la courbe»
se trouve exprimé par v^^P~~ ^ , ^^ conservant les valeurs de a, S,
Y de l'article 53; de sorte que le rayon osculateur sera exprimé par
^— - =r- Ce rayon étant donc supposé donné, la courbe sera donnée
si elle est à simple courbure, et, pour les courbes à double courbure, il ne sera pas difficile de prouver que la seconde courbure, provenant de l'angle de contingence formé par les plans qui passent successivement par deux éléments contigus de la courbe, dépendra du rapport des
(*) Fbir la note relative à Tarticle 53. (/. Bertrand.)
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trois quantités a, P» y{*). Ainsi les trois conditions dont il s*agit, rapportées a la courbe, se réduisent a ce qu'elle soit donnée, comme le problème le suppose (^).
On pourrait étendre l'analyse de ce problème au cas d'une surface ou d'un solide dont tous les points seraient tirés par des forces quelconques; mais nous allons faire voir comment on peut la simplifier en partant des mêmes équations de condition et en déterminant d'avance par ces équations la forme des variations des coordonnées.
CHAPITRE IV
DE l'équilibre D*U?r CORPS SOLIDE DE GRANDEUR SENSIBLE ET DE FIGURE QUELCONQUE, DONT TOUS LES POINTS SONT TIRÉS PAR DES FORCES QUELCONQUES.
60. Puisque la condition de la solidité du corps consiste en ce que tous ses points conservent constamment entre eux la même position et les mêmes distances, on aura entre les variations Sa?, Sy, 8z les mêmes équations de condition qu'on a trouvées dans l'article 53; car il est visible qu'en imaginant dans l'intérieur du corps une courbe quelconque, il suffira que tous ses points gardent les mêmes distances entre eux, quelque mouvement que le corps reçoive; ainsi l'on pourra, par leur moven, déterminer immédiatement les valeurs de ces variations.
Pour cela, je remarque que, comme en passant aux différences secondes il est toujours permis de prendre une des différences premières pour constante, on peut supposer dx constante et, par conséquent, d^x = o, d^x = o, . . ., moyennant quoi la deuxième et la troi-
(*) Cette seconde courbure dépend aussi de dp. (/. Bertrand,)
(*) On voit, d'après les résultats précédents, que deux courbes sont superposables lorsque les rayons de première et de seconde courbure s'expriment, dans l'une et dans Tautre, par une même fonction de Tare. Si donc deux courbes ont Tune et l'autre leurs rayons de courbure constants et égaux chacun ù chacun, ces courbes sont identiques; et, comme on peut toujours déterminer une hélice dont les rayons de courbure soient donnés, toute courbe qui a ses rayons de courbure constants est une hélice. Plusieurs géomètres ont donné des démonstrations élégantes de ce théorème. Foir deux Notes, Tune de M. Puiseux, l'autre de M. Serret, Journal de Mathématiques de Liouville, i'* série, t. VII, p. 65, et t. XVI, p. 193. (/. Bertrand.)
sième équation de l'article cité deviendront
<^y ^* iy -^drzd}iz^Q et (Vy d^ oy -{-d^zci^ozT- o.
La première de ces équations donne d'abord d*oy = — -jr-/^^ ^^ *'^ diflerentiant»
d^ oy = — -J-- cP dz — \ -= -TT^- \d*dz;
-^ d'y ld}y C^v)«J
ccUe valeur étant substituée dans la seconde équation, elle se trouvera toute divisible par d^z ^^ — -y et Ton aura, après la division,
d} QZ ^ d^dz=zo:
d'où l'on tire, en intégrant,
d^oz=i oL d' >',
oL étant une constante. Avant d^ cz, on trouvera
d*ôy = -oLd'z;
donc, intégrant de nouveau et ajoutant les constantes — âMrfr, o^d.v, on aui*a
doz=:ôLdy — ôM dx^ d ây — — oLdz-^ ^N d.v ;
et, ces valeurs étant substituées dans la première équation de condition, savoir
djc dox -\'dy d oy -\- dz d dz ^=z o,
il viendra
dox-=: — oN dy ■+- dM dz.
Enfin on aura, par une troisième intégration et par l'addition des nouvelles constantes S/, S/w, S/i,
a.r=:ô/ - vôN 4- zoM, 3k nz ôm -h X oN — z oL,
03 =0/1 — X ÔM -h V ÔL.
Et il est facile de se convaincre que ces expressions ne satisfont pas seulement aux trois premières équations de condition de» l'article 53,
mais aussi à toutes les autres qu'on pourrait trouver à Tinfini, et qui sont toutes renfermées dans cette équation générale
d" X d" àx -h d" V d'* or -h d'* z d" èz — o.
Telles sont donc les valeurs de Ix, Sj, Sg pour un système quelconque de points unis ensemble de manière qu'ils conservent toujours «^ntre eux les mêmes distances; ainsi ces valeurs serviront non seulement pour le cas d'une courbe quelconque mobile et invariable dans sa figure, mais aussi pour le cas d'un corps solide de figure quel- (*onque.
Euler a trouvé le premier ces formules simples et élégantes pour (exprimer les variations des coordonnées de tous les points d'un corps solide mobile dans l'espace. Il y est parvenu par des considérations tirées du Calcul différentiel, mais différentes de celles qui nous y ont conduit, et, ce me semble, moins rigoureuses ( * ). Voir, dans le Volume de l'Académie de Berlin pour 17.30, le Mémoire intitulé : Découverte (Van nouveau principe de Mécanique.
61. Puis donc que les valeurs précédentes de Sx, Sy, tz satisfont déjà aux équations de condition du problème, il est clair qu'il suffira de les substituer dans la formule
^{\èx -\-Y iy -^Zàz) dm
et de faire en sorte qu'elle devienne nulle, indépendamment des quantités S/, S/w, S/i, SL, ôM, SN, qui sont les seules indéterminées qui restent.
Or, comme ces quantités sont les mêmes pour tous les points du (•orps, il faudra dans la substitution les faire sortir hors du signe §; et l'on aura conséquemment cette équation générale de l'équilibre d'un
( 0 t^â démoQâlralion d'EuIer est, il est vrai, moins direclo que celle de Lagrange ; mais il m'a été impossible de découvrir le point de vue sous lequel on peut l'accuser de manquer de rigueur. (/. Bertrand,)
corps solide de figure quelconque
d'où Ton tirera les équations particulières de l'équilibre, en ayant égard aux différentes circonstances du problème.
62. Et d'abord, si le corps est supposé entièrement libre, les six variations £/, Sm, 8n, SL, SM, SN seront toutes indéterminées, et il faudra égaler séparément à zéro les quantités par lesquelles elles se trouvent multipliées; ce qui donnera ces six équations déjà connues
^Xt/mn^o, ^Ycfm = o, §Zr/m = o, ^(Ya7 — X/)c^m = o, ^{\z — Za:)dm = o, ^(Zv — Y z)dm = o.
En second lieu, s'il y a dans le corps un point fixe autour duquel il ait simplement la liberté de pouvoir pirouetter en tous sens et qu'on nomme a, 6, c les valeurs des coordonnées x, y, z pour ce point, il faudra que l'on ait
donc
• o/ — ^ (ÎN H- c dM = o, dm —cSL-h ad^ = o, dn — a «5M -+- 6 ^L = o ;
d'où l'on tire
dl=zbdN — c ôM, dm =1 c oL — a ôN, on =zadM— h oL.
On substituera ces valeurs dans l'équation générale de l'article précédent et, mettant sous le signe § les quantités a, ft, c, qui sont constantes par rapport aux différents points du corps, on aura cette transformée
ÔN S [ Y(.r - a) - X(r - b)] dm
ÔM § [X(^ - c) - Z (x -a)] dm
-+-ôL§[ZO'— 6)-Y(3 -c)]dm = o, XI. 24
laquelle ne fournira plus que trois équations, savoir
^ [ Y (.i. ^a) — \{y- b)] dm - o, j^ [ \ ( -3 —c) — Z (.r — <?)] dm = o, §[Z(v-6)-Y(^ -c)\dm^o.
En troisième lieu, s'il y a dans le corps deux points fixes et quey, ^', h soient les valeurs de r, v, :; pour le second de ces points, on aura, de plus,
ont =z koh — / <ÎN, un =. fdM — ^'oL;
tlonc, comparant ces valeurs de S/, Sw, Bn avec les précédentes, on
aura
i^" - b)d^ - (/i - c) ÔM — o,
(/ — a) o\ — (b — c) oL ■— o,
Les deux premières de ces équations donnent
SL :=^ 4^^ ^'N, ÔM = '^— ON,
et, comme ces valeurs satisfont aussi à la troisième équation, il s'ensuit que la variation SN demeure indéterminée.
Faisant donc ces substitutions dans la transformée trouvée ci-dessus, on aura
j -^^ (/i ^ c)^[\ (j:- a) -\(y - b)]dm "^^ i -^-(^-^)S[^(- —c)-Z(^r-a)]dm > =o; -+- (/ - «) S [^^ (/ - ^) - ^i^ -c)]dm )
ainsi les conditions de l'équilibre seront renfermées dans cette seule équation
-h{b-c) ^[Y{.v -a)- \( V -b)] dm
-^iér--f>)^[M^-c)- Z {X - a)] dm
+ (/ - ^) ^[Z (y ^b)-Y{z-c)]dm^o.
.rôN — 5ôL, y8L — x8M représentent les petits espaces parcourus par chaque point du corps, suivant les mêmes directions, en vertu de trois mouvements de rotation SL, oM, SN autour des trois axes des x, j, z, ces quantités SL, oM, oN répondant aux quantités rf^, rf(o, rfç de l'article cité. Ainsi l'on aurait pu déduire immédiatement les expressions dont il s'agit de la seule considération de ces mouvements, ce qui aurait été plus simple, mais non pas si direct. L'analyse précédente conduit naturellement à ces expressions et prouve par là, d'une manière encore plus directe et plus générale que celle de l'article 10 de la Section III, que, lorsque les différents points d'un système conservent leur position relative, le système ne peut avoir à chaque instant que des mouvements do translation dans l'espace et de rotation autour de trois axes perpendiculaires entre eux.
SECTION SIXIÈME
SUR LES PRINCIPES DE l'iIYDROSTATIQUE.
Quoique nous ignorions la constitution intérieure des fluides, nous ne pouvons douter que les particules qui les composent ne soient matérielles, et que par cette raison les lois générales de Téquilibre ne leur conviennent comme aux corps solides. En effet, la propriété principale des fluides, et la seule qui lea distingue des corps solides, consiste en ce que toutes leurs parties cèdent à la moindre force et peuvent se mouvoir entre elles avec toute la facilité possible, quelles que soient d'ailleurs la liaison et l'action mutuelle de ces parties. Or, cette propriété pouvant aisément être traduite en calcul, il s'ensuit que les lois de l'équilibre des fluides ne demandent pas une théorie particulière, mais qu'elles ne doivent être qu'un cas particulier de la théorie générale de la Statique. C'est sous ce point de vue que nous allons les considérer; mais nous croyons devoir commencer par exposer les diff'érents principes qui ont été employés jusqu'ici dans cette partie de la Statique qu'on nomme communément Hydrostatique, pour compléter l'analyse des principes de la Statique que nous avons donnée dans la Section I.
1. C'est encore à Archimède que nous devons les premiers principes de l'équilibre des fluides. Son Traité De insidentibus humido ne nous est pas parvenu en grec; il y en avait seulement une traduction latine assez défectueuse, donnée par Tartalea, lorsque Commendin entreprit de le restituer et de l'éclaircir par des notes ; il parut, par les soins de ce savant commentateur, en 1 565, sous le titre De iisquœ vehuntur in cujua.
liK) MÉGANIQUE ANALYTIQUE.
Cet Ouvrage, qu'on peut regarder comme un des plus précieux restes (le l'Antiquité, est divisé en deux Livres. "Dans le premier, Archimède pose ces deux principes, qu'il regarde comme des principes d'expérience, et sur lesquels il fonde toute sa théorie : i'* que la nature des fluides est telle, que les parties moins pressées sont chassées par celles qui le sont davantage, et que chaque partie est toujours pressée par tout le poids de la colonne qui lui répond verticalement; 2^ que tout ce qui est poussé en haut par un fluide est toujours poussé suivant la perpendiculaire qui passe par son centre de gravité.
Du premier principe, Archimède conclut d'abord que la surface d'un fluide, dont toutes les parties sont supposées peser vers le centre de la Terre, doit être sphérique pour que le fluide soit en équilibre. Ensuite il démontre qu'un corps aussi pesant qu'un égal volume du fluide doit s'y enfoncer tout à fait, parce qu'en considérant deux pyramides égales du fluide supposé en équilibre autour du centre de la Terre, celle où le corps ne serait plongé qu'en partie exercerait une plus grande pression que l'autre sur le centre de la Terre ou, en général, sur une surface sphérique quelconque qu'on imaginerait autour de ce centre. Il prouve, de la même manière, que les corps plus légers qu'un égal volume du fluide ne peuvent s'y enfoncer que jusqu'à ce que la partie submergée occupe la place d'un volume de fluide aussi pesant que le corps entier; d'où il déduit ces deux théorèmes hydrostatiques» que les corps plus légers que des volumes égaux d'un fluide, y étant plongés, en sont repoussés de bas en haut avec une force égale à l'excès du poids du fluide déplacé sur celui du corps plongé, et que les corps plus pesants y perdent une partie de leur poids égalera celui du fluide déplacé.
Archimède se sert ensuite de son second principe pour établir les lois de l'équilibre des corps qui flottent sur un fluide; il démontre que toute section de sphère plus légère qu'un volume égal du fluide, y étant plongée, doit nécessairement se disposer de manière que la base en soit horizontale; et sa démonstration consiste à faire voir que, si la base était inclinée, le poids total du corps, considéré comme concentré
dans son centre de gravité, et la poussée verticale du fluide, considérée aussi comme concentrée dans le centre de gravité de la partie submergée, tendraient toujours à faire tourner le corps jusqu'à ce que sa base fût redevenue horizontale.
Tels sont les objets du premier Livre. Dans le second, Archimède donne, d'après les mêmes principes, les lois de l'équilibre de diff'érents solides formés par la révolution des sections coniques, et plongés dans des fluides plus pesants que ces corps; il examine les cas oii ces conoïdes peuvent y demeurer inclinés, ceux où ils doivent s'y tenir debout et ceux où ils doivent culbuter ou se redresser. Ce Livre est un des plus beaux monuments du génie d'Arcbimède et renferme une théorie de la stabilité des corps flottants à laquelle les modernes ont peu ajouté.
2. Quoique, d'après ce qu'Àrchimède avait démontré, il ne fût pas difficile de déterminer la pression d'un fluide sur le fond ou sur les parois du vase dans lequel il est renfermé, Stevin est néanmoins le premier qui ait entrepris cette recherche et qui ait découvert le paradoxe hydrostatique, qu'un fluide peut exercer une pression beaucoup plus grande que son propre poids. C'est dans le tome III des Ilypomne' mata matheniatica, traduits du hollandais par Snellius et publiés à Leyde en 1608, que se trouve la théorie hydrostatique de Stevin. Après avoir prouvé qu'un corps solide de figure quelconque et de même gravité que l'eau peut y rester dans une situation quelconque, par la raison qu'il occupe la même place et pèse autant que si c'était de l'eau, Stevin imagine un vase rectangulaire rempli d'eau et il fait voir aisément que son fond doit supporter tout le poids de l'eau qui remplit le vase. Il suppose ensuite qu'on plonge dans ce vase un solide de figure quelconque et de même gravité que l'eau; il est clair que la pression restera la même; de sorte que, si l'on donne au solide plongé une figure telle qu'il ne reste plus qu'un canal de fluide d'une figure quelconque, la pression du canal sur la base sera encore la même et, par conséquent, égale au poids d'une colonne verticale d'eau qui aurait cette
même base. Or Stcvin observe qu'en supposant ce solide fixement arrêté h sa place, il n'en peut résulter aucun changement dans l'action de l'eau sur le fond du vase; donc la pression sur ce fond sera toujours égale au poids de la même colonne d'eau, quelle que soit la figure du vase.
Stevin passe de la à déterminer la pression de l'eau sur les parois verticales ou inclinées; il divise leur surface en plusieurs petites parties par dos lignes horizontales et il fait voir que chaque partie est plus pressée que si elle était horizontale et à la hauteur de son bord supérieur, mais qu'en même temps elle est moins pressée que si elle était placée horizontalement à la hauteur de son bord inférieur. D'où, en diminuant la largeur des parties et augmentant leur nombre à l'infini, il prouve par la méthode des limites que la pression sur une paroi plane inclinée est égale au poids d'une colonne dont cette paroi serait la base et dont la hauteur serait la moitié de la hauteur du vase.
Il détermine ensuite la pression sur une partie quelconque d'une paroi plane inclinée, et il la trouve égale au poids d'une colonne d'eau qui serait formée en appliquant perpendiculairement à chaque point «le cette partie des droites égales à la profondeur de ce point sous l'eau. Ce théorème étant ainsi démontré pour des surfaces planes situées comme l'on voudra, il est facile de l'étendre à des surfaces courbes et d'en conclure que la pression exercée par un fluide pesant contre une surface quelconque a pour mesure le poids d'une colonne de ce même fluide, laquelle aurait pour base cette même surface, convertie en une surface plane s'il est nécessaire, et dont les hauteurs répondantes aux diff'érents points de la base seraient les mêmes que les
distances des points correspondants de la surface à la ligne de niveau du fluide ; ou, ce qui revient au même, cette pression sera mesurée par le poids d'une colonne qui aurait pour base la surface pressée et pour hauteur la distance verticale du centre de gravité de cette même surface à la surface supérieure du fluide (*).
( * ) Colle proposilion rclalivo ù la pression sur une surface courbe est inexacle. L'auteur ne l'énonce ici que par inadverlance. (7. Bertrand,)
3. Les théories précédentes de Téquilibrc et de la pression des fluides sont, comme Ton voit, entièrement indépendantes des principes généraux de la Statique, n'étant fondées que sur des principes d'expérience particuliers aux fluides; et cette manière de démontrer les lois de l'Hydrostatique, en déduisant de la connaissance expérimentale de quelques-unes de ces lois celle de toutes les autres, a été adoptée par la plupart des auteurs modernes et a fait de l'Hydrostatique une science tout à fait différente et indépendante do la Statique.
Cependant il était naturel de chercher à lier ces deux sciences ensemble et à les faire dépendre d'un seul et même principe. Or, parmi les différents principes qui peuvent servir de base à la Statique et dont nous avons donné une exposition succincte dans la Section I, il est visible qu'il n'y a que celui des vitesses virtuelles qui s'applique naturellement à l'équilibre des fluides. Aussi Galilée, auteur de ce principe, s'en est servi également pour démontrer les principaux théorèmes de Statique et d'Hydrostatique.
Dans son Discorso intorno aile cose cite stanno su lacqua, o che in (juella simuovonoy il déduit immédiatement de ce principe l'équilibre de l'eau dans un siphon, en faisant voir que, si l'on suppose le fluide à la même hauteur dans les deux branches, il ne saurait descendre dans l'une et monter dans l'autre sans que les moments soient égaux dans la partie du fluide qui descend et dans celle qui monte. Galilée démontre d'une manière semblable l'équilibre des fluides avec les solides qui y sont plongés; il est vrai que ses démonstrations ne sont pas bien rigoureuses, et, quoiqu'on ait cherché à y suppléer dans les notes ajoutées à l'édition de Florence de 1728, on peut dire qu'elles laissent encore beaucoup a désirer. Descartes et Pascal ont également employé le principe des vitesses virtuelles dans l'Hydrostatique; ce dernier surtout en a fait un grand usage dans son Traiié de l équilibre des liqueurs et s'en est servi pour démontrer la propriété principale des fluides, qu'une pression quelconque appliquée à un point de leur surface se répand également dans tous les autres points.
4. Mais ces applications du principe des vitesses virtuelles étaient encore trop hypothétiques et, pour ainsi dire, trop lâclies pour pouvoir servira établir une théorie rigoureuse sur l'équilibre des fluides. Aussi ce principe a-t-il été abandonné depuis par !a plupart des auteurs qui ont traité de l'Hydrostatique, et surtout par ceux qui ont entrepris de reculer les limites de cette science en cherchant les lois de l'équilibre des fluides hétérogènes, dont toutes les parties sont animées par des forces quelconques ; recherche très importante par le rapport qu'elle a avec la fameuse question de ta figure de la Terre.
Huygens (') a pris dans cette recherche, pour principe d'équilibre, la perpendicuiarité de la pesanteur à la surface. Newton (') est parti du principe de l'égalité des poids des colonnes centrales. Bouguer(') a remarqué ensuite que, souvent, ces deux principes ne donnaient pas le même résultat, et en a conclu que, pour qu'il y eût équilibre dans une masse fluide, il fallait que les deux principes y eussent lieu à la fois fit s'accordassent a donner la même ligure à la surface du fluide. Mais Clairaut (*) a démontré de plus qu'il peut y avoir des cas où cet accord ait lieu, et où cependant il n'y aurait point d'équilibre. Maclaurin (*) a généralisé le principe de Newton, en établissant que, dans une masse fluide en équilibre, chaque particule doit être comprimée également par toutes les colonnes rectilignes du fluide, lesquelles appuient sur cette particule et se terminent à la surface ; et Clairaut { " ) l'a rendu plus général encore, en faisant voir que l'équilibre d'une masse fluide demande que les efforts de toutes les parties du fluide, renfermées dans un canal quelconque, aboutissant à la surface ou rentrant en lui-même, se détruisent mutuellement. Enfin il a déduit le premier de ce principe les vraies lois fondamentales de l'équilibre d'une masse 1 dont toutes les parties sont animées par des forces quelconques, et il
( I ) Voir DUierlaùo de catua gravUatU, additameiilum; Opéra pMfhama, t. Il,
(S) Dana lo iivro des Principes, livre III, proposition. 19.
(') Meinoirex de i'Jcadv'mie des Scicticc.t; 17Î4.
(») Théurie de lafigure de la Terre, p. 28, a* ëdilion; Paris, 180».
(') Traité des fluxions, l. Il, p. 110. Traduction de Pozenas; l'aHs,
(') Théorie lie In figure de la Terre. {Ifolt
trouvé les équations aux différences partielles par lesquelles on peut exprimer ces lois; découverte qui a changé la face de l'Hydrostatique et en a fait comme une science nouvelle.
.'■>. Le principe de Clairaut n'est qu'une conséquence naturelle du principe de l'égalité de pression en tous sens, et l'on peut déduire immédiatement de celui-ci les mêmes équations qui résultent de l'équilibre des canaux. Car. en considérant la pression comme une force qui agit sur chaque particule, et qui peut s'exprimer par une fonction des coordonnées qui déterminent le lieu de la particule dans la masse fluide, la différence des pressions qu'elle souffre sur deux faces opposées et parallèles donne la force qui tend à la mouvoir perpendiculairement à ces faces, et qui doit être détruite par les forces accélératrices dont cette particule est animée ; de sorte qu'en rapportant toutes ces forces aux directions des trois coordonnées rectangles, et supposant la masse fluide partagée en petits parallélogrammes rectangles ayant pour côtés les éléments de ces coordonnées, on a directement trois équations aux différences partielles entre la pression et les forces accélératrices données, lesquelles servent à déterminer la valeur même de la pression et la relation qui doit avoir lieu entre ces forces. Ce moyen simple de trouver les lois générales de l'Hydrostatique est dû à Euler [Mémoires de Berlin de i755) et il est maintenant adopté dans presque tous les Traités de celte science.
6. Le principe de l'égalité de pression en tous sens est donc jusqu'ici le fondemeot de la théorie de l'équilibre des fluides, et il faut avouer que ce principe renferme, en effet, la propriété la plus simple et la |)liis générale que l'expérien î ait fait découvrir dans les fluides équilibri.-. Mais la ronnai.ssanec cette propriété est-elle indispensalilf dans la recherche des lois di uilibre des fluides? Et ne peutnu p:i« drtriver ces I ■' t ■ i "» la nature même des fluides très déliées, indépendantes 1 en tout sens? C'est ce que
je vais tâcher de faire dans les Sections suivantes, en n'employant qm le principe général de l'équilibre dont j'ai fait usage jusqu'ici pour les corps solides; et cette partie de mon travail fournira non seulemeni une des plus belles applications du principe dont il s'agit, mais servira aussi à simplifier à quelques égards la théorie même de l'Hydrostatique.
On sait que les fluides en général se divisent en deux espèces : en fluides incompressibles dont les parties peuvent changer de figure, mais sans changer de volume, et en fluides compressibles et élastiques dont les parties peuvent changer à la fois de figure et de volume et tendent toujours a se dilater avec une force connue qu'on suppose ordinairement proportionnelle à une fonction de la densité.
L'eau, le mercure, etc., appartiennent à la première espèce; et l'air, la vapeur de l'eau bouillante, etc., appartiennent h la seconde.
Nous traiterons d'abord de l'équilibre des fluides incompressibles, et ensuite de celui des fluides compressibles et élastiques.
SECTION SEPTIÈME
DE l'équilibre des FLUIDES INCOMPRESSIBLES.
1. Soit une masse fluide m, dont tous les points soient animés par
des pesanteurs ou forces quelconques P, Q, R, ..., dirigées suivant
les lignes/;, y, r, .. .; on aura, suivant les dénominations de l'article 12
de la Section IV, pour la somme des moments de toutes ces forces, la
formule intégrale
|§ (P 5/> H- Q ôy 4- R ô/- 4- . . .) ^m,
laquelle devra être nulle en général pour qu'il y ait équilibre dans le fluide.
§ I. — /)e l'équilibre (V un fluide dans un tuyau très étroit.
2. Supposons d'abord le fluide renfermé dans un canal ou tuyau infiniment étroit et de figure donnée et imaginons ce fluide divisé en tranches ou portions infiniment petites, dont la hauteur soit ds et la largeur co; on pourra prendre dm = coefo, à cause que la largeur co du tuyau est supposée infiniment petite, é& étant l'élément de la courbe du tuyau. Or, en imaginant que le fluide reçoive un petit mouvement, et change infiniment peu de place dans le tuyau, soit h le petit espace que la tranche ou particule dm parcourt dans le tuyau; il est clair que (i>h sera la quantité du fluide qui passera en même temps par chacune des sections (o du canal. Donc, à cause de l'incompressibilité du fluide, il faudra que cette quantité soit partout la même; de sorte que, faisant (o$5 = a, la quantité a sera constante par rapport à la
courbe du tuyau. On aura ainsi (o = - et, par conséquent, dm = -^r-;
(lo sorte que la formule qui exprime la somme des moments des forces deviendra, en faisant sortir hors du signe intégral la quantité constante a,
ds
«S (Po/? 4- Q 5(7 -h R ô/- 4-. . .) ^•
Maintenant il est visible que, puisque Sp, Sq, Sr, ... sont les variations des lignes/?, q^ r, ... résultantes de la variation S^, ces variations doivent avoir entre elles les mêmes rapports que les différentielles dp,dq,rlr, ..., ds^k cause de la figure du canal donnée; ainsi Ton aura
dp cfp oq dq ôr dr
os ds os ds es ds
ce qui réduira la formule précédente à cette forme
a^iPdp-hQdq-h^dr-h...),
où les différentielles dp, dq, dr, ... se rapportent à la courbe du canal,
et lo signe § indique une intégrale prise par toute l'étendue du canal. Faisant donc cette quantité égale à zéro, on aura l'équation
^{Pdp-\- Qdq-+- Rdr-h. , .)—o,
laquelle contient la loi générale de l'équilibre d'un fluide renfermé dans un canal de figure quelconque.
3. Si, outre les forces P, Q, R, ... qui animent chaque point du fluide, il y avait de plus à l'une des extrémités du canal une force extérieure II' qui agît par le moyen d'un piston sur la surface du fluide et perpendiculairement aux parois du canal; alors, dénotant par is' le petit espace parcouru par la tranche du fluide qu'on suppose pressée par la force H', tandis que les autres tranches parcourent les différents espaces os, il faudra ajouter à la somme des moments des
en nommant 0)" la section du canal dans cet endroit, l'équation
-7 H T, -h \(P^/>4-Qe/(7-+-Rflf/-h. ..) = o
lt\ lu ^-^
pour l'équilibre du fluide.
6. Donc, si le fluide n'est pressé que par les deux forces extérieures 11' et H" appliquées aux surfaces co' et o)", il faudra, pour l'équilibre,
Jl/ Tiff
que l'on ait -7 H — 7=0; d'où l'on voit que les deux forces II' et H"
doivent être de directions contraires, et en même temps réciproquement proportionnelles aux surfaces co', w" sur lesquelles ces forces agissent, proposition qu'on regarde communément comme un principe d'expérience, ou du moins comme une suite du principe de l'égalité de pression en tout sens, dans lequel la plupart des auteurs d'Hydrostatique font consister la nature des fluides.
7. La connaissance des lois de l'équilibre d'un fluide renfermé dans un canal très étroit et de figure quelconque peut conduire à celle des lois de l'équilibre d'une masse quelconque de fluide renfermée dans un vase ou non.
Car il est évident que, si une masse fluide est en équilibre et qu'on imagine un canal quelconque qui la traverse, le fluide contenu dans ce canal sera aussi en équilibre de lui-même, c'est-à-dire indépendamment de tout le reste du fluide. On aura donc pour l'équilibre de ce canal, en faisant abstraction des forces extérieures (art. 2),
§ (P rf/? 4- Q ^7 4- R rf/- H- . . .) = o.
Et, comme la figure du canal doit être indéterminée, l'équation précédente devra être indépendante de cette figure; d'où l'on pourrait conclure tout de suite, comme Clairaut l'a fait dans sa Théorie de la figure de la Terre, que la quantité Vdp -hQdq -h Rdr-h . . . doit être une diflerentielle exacte. Mais on peut arriver à cette conclusion par
oT= o, il faudra que cette partie soit nulle d'elle-même et que, par conséquent, on ait pour chaque point de la masse fluide l'équation identique
dP dp -^dPSp-h àQ dq — dQSq-h ài\ dr — dRdr -h . . . = o.
En regardant les expressions des forces P, Q, R, ... comme des fonctions quelconques de/?, q, r^ . . ., on aura, suivant la notation reçue.
de même
,o dP, dP, dP, ^n àP ^ dP . dP .
et ainsi des autres différences. Substituant ces valeurs dans l'équation précédente et ordonnant les termes, elle deviendra de cette forme
et devra avoir lieu indépendamment des difiFérences dp, dq, dr, ...; S/?, oy, or, ....
Donc, s'il n'y a aucune relation donnée entre les variables p^q.r, . . . , il faudra faire séparément
àP___àQ__ dq dp ""'''
àP_dK_ dr dp "~ ^'
dr dq ~^'
Ce sont les équations de condition connues pour l'intégrabilité de la formule
Pdp-hQdq-^Rdr-h
9. Lorsque les lignes/?, q, r^ ... se rapportent à un point dans Tespace, comme dans le cas présent, elles ne peuvent dépendre que des trois coordonnées de ce point et les forces P, Q, R, . - . peuvent toujours se réduire à trois, suivant ces coordonnées (Sect. V, art. 7). Ainsi, en prenant /?, q, r pour ces coordonnées, soit rectangles ou non (*), et P, Q, R, ... pour les forces qui agissent sur chaque particule du fluide, dans la direction des mêmes coordonnées, il fiiudra que les quantités P» Q» R» regardées comme des fonctions de/?, 7, r, satisfassent à ces trois équations
dq dp- ' dr dp ' dr ôfj
Ce sont les conditions nécessaires pour que la masse fluide puisse être en équilibre, en vertu des forces P, Q, R qui agissent sur tous ses points.
Au reste, on a fait abstraction jusqu'ici de la densité du fluide, ou plutôt on Ta regardée comme constante et égale à Tunité ; mais, si Ton voulait la supposer variable, alors, en nommant F la densité d'une particule quelconque rfm, on aurait (art. 2)
et les quantités P, Q, R, ... se trouveraient toutes multipliées par T. Ainsi, l'on aura pour l'équilibre des fluides de densité variable les mêmes lois que pour l'équilibre des fluides de densité uniforme, (mï multipliant seulement les difl^érentes forces parla densité du point sur lequel elles agissent, c'est-à-dire en écrivant simplement FP, FQ, FR, ... à la place de P, Q, R,
(*) Celle asserlion n'esl pas exacte. Si P, Q, U désignaient les composanles paraliiîlcs à trois axes obliques et y;, ^, r les coordonnées relatives à ces axes, la somme des moments virtuels ne serait pas Vdp-^-Qdq-r-Wdr et les raisonnements qui précèdent ne pourraient pas s'appliquer. {J, Bertrand.)
20i MÉCANIQUE ANALYTIQUE.
§ II. — OÙ Von déduit les lois générales de V équilibre des fluides incompressibles de la nature des particules qui les composent.
10. Nous allons maintenant chercher les lois de l'équilibre des fluides incompressibles, directement par notre formule générale, en regardant ces sortes de fluides comme formés d'un amas de particules mobiles en tout sens, et qui peuvent changer de ligure, mais sans changer de volume.
Supposons, pour plus de simplicité, que toutes les forces qui agissent sur les particules du fluide soient réduites à trois, représentées par X, Y, Z et dirigées suivant les coordonnées rectangles ce, v, z, c'est-à-dire tendantes à diminuer ces coordonnées. Nous avons donné, dans le Chapitre I de la Section V, les formules générales de cette réduction.
Nommant dm la masse d'une particule quelconque, on aura, pour la somme des moments des forces X, Y, Z, la formule intégrale
§(X âx 4- Y Ô7 -+- Z 6z)dm ;
or le volume de la particule dm peut être représenté par dxdydzx ainsi, en exprimant par F la densité, il est clair qu'on aura
dm = Ydx dy dz ;
et le signe d'intégration § appartiendra à la fois aux trois variables x, j, z.
Il faudra, de plus, avoir égard à l'équation de condition résultante de l'incompressibilité du fluide, laquelle, étant supposée représentée par
donnera, en diflerentiant selon S, multipliant par un coefficient indéterminé X et intégrant, la formule S^^'^ ^ ajouter à la précédente.
S'il n'y a point de forces extérieures qui agissent sur la surface du
lequel est formé par raccroissenient dx que la coordonnée oc reçoit tandis que les deux autres, y et z, ne varient pas, il faut que, dans la dilfércntiation de S^r, la seule x soit censée variable : ainsi, suivant la notation des différences partielles, au lieu d'écrire simplement dlx^ il
faudra écrire -^dx; de même, et par un raisonnement semblable, on
écrira -r^—dy et —^dz au lieu de d8y eidcz. De cette manière, dans
ay *- oz *" '
l'hypothèse que la particule dxdydz demeure rectangulaire après la variation, on aura
Il en serait encore de même si l'on supposait que la particule dxdydz devint, par la variation, un parallélépipède dont les angles différassent infiniment peu de l'angle droit; car on sait, par la Géométrie, que, si «, h, c sont les trois côtés d'un parallélépipède qui forment un angle solide, et a, p, y les trois angles que ces côtés forment entre eux, la solidité, ou le contenu du parallélépipède, est exprimée par la formule
abc V (i — cos*a — cos'{3 — cos'y H- 2 cosa cos|3 cosy) .
Or les côtés deviennent, par la variation,
et les cosinus de a, ^, y deviennent infiniment petits; ainsi, en substituant ces valeurs au lieu de a, />, c, et négligeant les infiniment petits des ordres supérieurs au premier, on aura, pour la variation de dxdydz, la même expression qu'on vient de trouver.
Mais, quoique cette dernière hypothèse soit légitime, nous ne voulons pas l'adopter sans démonstration, pour ne rien laisser à désirer sur l'exactitude de nos formules. Nous allons donc chercher, d'une manière rigoureuse, la variation de dxdydz, en ayant égard à la fois au changement de position et de longueur de chacun des côtés d'un
nées pour les deux angles adjacents à chaque côté. Ainsi, en marquant la droite qui joint deux angles par la réunion des deux numéros qui répondent k ces angles, on aura
(i^2)=zicix
v'(-^T-(1fr7-(-£)"
'■•-'=<vrf)'-(-t)'-(fy'
d'où Ton voit que les côtés opposés (i, 2), (3,4) sont égaux entre eux, ainsi que les côtés opposés (i,3), (2,4), et que, par conséquent, le quadrilatère est un parallélogramme dont les deux côtés contigus (1,2), (1, 3) seront, en négligeant sous le signe les quantités du second ordre vis-k-vis de celles du premier,
13. A l'égard de l'angle compris par ces deux côtés, on le trouvera par le moyen de la diagonale (2, 3), laquelle, en prenant de même la racine carrée de la somme des carrés dos différences des coordonnées respectives des systèmes (2) et (3), devient
Or, en nommant a l'angle dont il s'agit, le triangle formé par les trois côtés (r, 2), (i,3), (2, 3) donne
COS a ; ; ;r-
Substituant dans cette expression les valeurs trouvées de (i, 2), (i, 3), (2, 3), effaçant les termes qui se détruisent et négligeant les infini-
parallélépipède n'est qu'infiniment petit et n'influe point dans la valeur de sa solidité, il s'ensuit que, sans rien ôter à la généralité du résultat, on peut supposer que les variations o,r, Sj, 8z soient simplement fonctions de x, de y et de :;, comme nous l'avons fait dans l'article 31 de la Section IV.
16. Ayant ainsi la vraie valeur de ^{dxdydz)^ on la prendra pour celle de SL et l'on aura
oL nz djc dv dz -^ 1 r-^ H- -3— .
\ ax ôy oz )
On substituera donc cette valeur dans l'équation générale de l'article 10, et mettant en même temps pour dva sa valeur Vdxdydz^ on aura l'équation
et il ne s'agira plus que d'y faire disparaître les doubles signes rfô par la méthode exposée dans le §11 de la Section IV.
Considérons d'abord la quantité
où le signe § dénote une triple intégrale relative \iXy y^ z\ il est clair que, comme la difierence de Ix n'est relative qu'à la variation de x^ il ne faudra aussi pour la faire disparaître qu'avoir égard à l'intégration relative à x\ c'est pourquoi on donnera d'abord à cette quantité la forme
dix
dx
dxy
ensuite on transformera l'intégrale simple
^X'I^dx en A^ôx^~}/oV-|jJ^ax^x;
les quantités marquées d*un trait se rapportent au commencement de l'intégration» et celles qui en ont deux se rapportent aux points où elle finit, suivant la notation adoptée dans Tendroit cité. Ainsi la quantité dont il s'agit se trouvera changée en celle-ci
C dydziVix"^ Vax') - C ^/^'^ Sê^-^^^»
ou, ce qui est la même chose,
C (l'àx"- Vdx') dy dz-^^ ^x dx dy dz.
Delà même manière et par un raisonnement semblable, on changera les quantités
^'k'-^---dxdydz et ^\—r^dxdydz
en celles-ci
C {Tàf- V 5/) rfo. rfc - § ^. ôv dx dy dz
et
C ( >/ ô^" - >/ 53' ) dx dy -^^Jzdx dy dz.
Faisant ces substitutions, on aura donc, pour l'équilibre de la masse fluide, cette équation générale
^^i}.' ^x" —V àx')dy dz
H- S (^'' ^y ~ ^' ^y"^ dxdz^^iV dz' - V oz') dx dy = o,
dans laquelle il n'y aura plus qu'à égaler séparément à zéro les coefticients des variations indéterminées 8œ, oy, 8z (Scct. IV, art. 16).
On aura donc d'abord ces trois équations
X — 3- = o, lY 7-^=0, rZ 7" = O,
ox f)y ()z
lesquelles doivent avoir lieu pour tous les points de la masse fluide.
Ensuite, si le fluide est libre de tous côtés, les variations oa', By\ oz\ ô.r", ôv", Ss", qui se rapportent aux points de la surface du fluide, seront aussi indéterminées, et, par conséquent, il faudra encore égaler séparément à zéro leurs coeffîdents, ce qui donnera A' = o, X" = o, c'est-à-dire en général X = o, pour tous les points de la surface du fluide, et cette équation servira à déterminer la figure de cette surface.
Il en sera de même lorsque le fluide est renfermé dans un vase, pour la partie de la surface ou le vase est ouvert; mais, k l'égard de la partie qui est appuyée contre les parois, les variations o,r\ oy\ cz\ cx'\ oy\ oz" doivent avoir entre elles des rapports donnés par la figure de ces parois, puisque le fluide ne peut que couler le long des parois; et nous démontrerons plus bas que, quelle que puisse être leur figure, les termes qui renfermeut les variations en question seront toujours nuls d'eux-mêmes; de sorte qu'il n'y aura aucune condition relativement à cette partie de la surface du fluid^i.
19. Les trois équations qu'on vient de trouver pour K>s conditions de l'équilibre du fluide donnent
donc, puisque
on aura
-^=rx, ^=.T\\ ~)=TZ; ojr oy dz
du: oy ^ ôz
cO. = r(X (h' 4- Ydr -+- Zdz);
par conséquent, il faudra que la quantité
T(\dx-h\dy-hZdz)
soit une difl'érentielle complète en ce, y, z, et cette condition renferme seule les lois de l'équilibre des fluides.
Si l'on élimine la quantité X des mêmes équations, on aura les sui-
vantes : *
dT\
âTY
ày
dx
dT\
ÔTZ
dz
dx
dTY
ôTZ
âz dy
équations qui s'accordent a^^ec celles de Tarticlc 9.
Ces conditions sont donc nécessaires pour que la masse fluide puisse être en équilibre en vertu des forces X, Y, Z. Lorsqu'elles ont lieu par la nature de ces forces, on est assuré que l'équilibre est possible, et il ne reste plus qu'à trouver la figure que la masse fluide doit prendre pour être en équilibre, c^est-à-dire l'équation delà surface extérieure du fluide.
Nous avons vu, dans Farticle précédent, qu^on doit avoir dans chaque point de cette surface X = o. Donc, puisque (rk = T{Xdx-{-\dy-\-Zdz), on aura, en intégrant,
lz=ifT{\dx + Y dy -i-Zdz) -hconst.;
par conséquent, l'équation de la surface extérieure sera
fT(\dx-^Ydf-^Zdz)^K,
K étant une constante quelconque; et cette équation sera toujours en termes finis, puisque la quantité r(X^ -h Yrfy -hZdz) est supposée une différentielle exacte.
20. La quantité Xdx -^ Y dy -^ Zdz est toujours d'eJle-même une différentielle exacte lorsque les forces X, Y, Z sont le résultat d'une ou de plusieurs attractions proportionnelles à des fonctions quelconques des distances aux centres, puisqu'on a en général, par l'article 1 de la Section V,
\dx-hYdf-hZdz = Pdp-^Qdq-hRdr-^..,,
Nommant cette quantité rfll, on aura alors d\ = Tdl[; donc, pour que
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dX soit une diflercnticlle complète, il faudra que F soit une fonction
de II. Par conséquent, \:= f YdW sera aussi nécessairement une fonction de II.
On aura donc dans ce cas, qui est celui de la nature, pour la figure
de la surface, l'équation
fonction de II = K,
savoir II égal à une constante, de même que si la densité du fluide était uniforme. De plus, puisque II est constante à la surface et que F est fonction de II, il s'ensuit que la densité F doit être la même dans tous les points de la surface extérieure d'une masse fluide en équi-? libre.
Dans l'intérieur du fluide, la densité peut varier d'une manière quelconque, pourvu qu'elle soit toujours une fonction de II : elle devra donc être constante partout où la valeur de II sera constante; de sorte que n = A sera en général l'équation des couches de même densité, h étant une constante. Donc, différentiant, on aura
dH^izo ou \dx -hYdv 'k-Zdz=zo
pour l'équation générale de ces couches; et il est visible que cette équation est celle des surfaces auxquelles la résultante des forces X, Y, Z est perpendiculaire et que Clairaut appelle surfaces de niveau. D'où il s'ensuit que la densité doit être uniforme dans chaque couche de niveau formée par deux surfaces de niveau infiniment voisines.
Cette loi doit donc avoir lieu dans la Terre et dans les planètes, supposé que ces corps aient été originairement fluides et qu'ils aient conservé, en se durcissant» la forme qu'ils avaient prise en vertu de l'attraction de leurs parties, combinée avec la force centrifuge.
21. A l'égard de la quantité X dont nous venons de déterminer la valeur, il est bon de remarquer que le terme S^^L de l'équation générale de l'article 10 représente la somme des moments d'autant de forces \ qui tendent à diminuer la valeur de la fonction L (Sect. IV, art. 7); de sorte que, comme on a fait SL = l{dxdydz) (art. il), on
peut (lire que la force X ( * ) tend à comprimer chaque particule dx dy dz (lu fluide; par conséquent, cette force n'est autre chose que la pression que cette particule du fluide soufl^re également de tous côtés et à laquelle elle résiste par son incompressibilité.
On a donc, en général, pour la pression dans chaque point de la masse fluide, l'expression
et, comme la quantité sous le signe doit toujours être intégrahle pour que le fluide soit en équilibre, il s'ensuit que la pression pourra toujours être exprimée par une fonction finie des coordonnées relatives à la particule qui éprouve cette pression; proposition fondamentale do la théorie des fluides donnée par Euler (*).
22. Pour donner une application ^de l'équation II = const., que nous avons trouvée pour représenter la surface d'une masse fluide en équilibre (art. 20), nous allons considérer l'équilibre de la mer, en supposant qu'elle recouvre la terre regardée comme un solide de figure elliptique et peu diff^érent de la sphère, et que chacune de ses particules soit attirée à la fois par toutes les particules de la terre et de la mer, et soit animée en même temps de la force centrifuge provenant de la rotation uniforme de la Terre autour de son axe.
C'est ici le lieu d'employer les formules que nous avons données dans l'article 10 de la Section V. Nous avons désigné par 2 la valeur de la fonction H, lorsque les forces sont le résultat des attractions de toutes les particules d'un corps de figure donnée, et nous avons donné l'expression de 2 pour le cas oii l'attraction est en raison inverse du carré des distances et où le corps attirant est un sphéroïde elliptique peu diff^érent de la sphère. En conservant les dénominations employées
( ' ) La conclusion est exacte, quoique la démonstration ne soit pas suffisante. Nous avons déjà remarqué plusieurs fois qu'on ne peut considérer > comme une force que si l'on consent à étendre la signification habituelle du moi force. (/. Bertrand.)
(*) Mémoires de VAcad(fmie de Berlin; 1765. (/. Bertrand.)
dans cet article et en s'arrêtant aux termes qui contiennent les secondes dimensions des excentricités e et /, on a trouvé
oii ,r, r, z sont les coordonnées rectangles du point attiré; r= y/^a _l- v^ _i- -2 est la distance de ce point au centre du sphéroïde,
et m est la masse du sphéroïde égale k ^ ABC, A, B, C étant les demiaxes du sphéroïde.
Si Ton dénote par F la densité du sphéroïde supposé homogène, il faudra multiplier cette expression de i) par F; et si Ton suppose que le sphéroïde ait un autre sphéroïde pour noyau, dont la densité soit difl'érente, il n'y aura qu'à y ajouter la valeur de 2 relative à ce nouveau sphéroïde, multipliée par la difFérence des densités. Ainsi, en marquant par un trait les quantités relatives au sphéroïde intérieur et supposant que sa densité soit F -h F', on aura, pour la valeur totale de 2;,
^ _ Fm -4- r m' Fm (e» -f- £») -+- Fm' (e'« -h i'^)
FmeM-Tm'e'* , Fm/'M-TmV* ,
^ TTTs y ""^ '
23. Supposons que le point attiré par le sphéroïde soit en même temps sollicité par trois forces représentées par /a?, gy et hz dirigées suivant les coordonnées x, y et z^ et tendantes à les augmenter, on aura —fxdx, —gydy^\. — A^rf^ pour leurs moments, et il en résultera les termes — — — ^^ ~ — à ajouter à la quantité 2 pour
avoir la valeur de II due à toutes les forces qui agissent sur le même point. Ainsi l'équation de l'équilihre sera
2 — '■ '^ = consl.
24. Pour appliquer maintenant ces. formules à la question dont il s'agit, on supposera que le sphéroïde extérieur est la mer, dont la
<iensité est F, et que le noyau intérieur est la terre, ayant la densité r 4- P, et Ton placera le point attiré à la surface de la mer, en faisant coïncider les coordonnées x^ y, z de ce point avec les coordonnées a, />, c de la surface du sphéroïde extérieur. On aura alors, pour que cette surface soit en équilibre, l'équation ^
rm + rm^ _ rm(g»-H £'»)-hrni^(g^' -h i'^ ) jf^'l r 2,5 r^ 2
=:consl.
Cette équation, dans laquelle r= yjx^ -f- j'-t-:?^, donne la figure de la surface ; mais nous avons supposé dans les formules de l'article iO de la Section V que cette surface est représentée par l'équation
en prenant ici ^, j, z au lieu de a, 6, c; donc il faudra que ces deux équations coïncident.
Tirons de celle-ci la valeur de r en y et z, et, pour cela, substituons
dans r' = ^^"f-y*-f- z^ pour x^ sa valeur A^ ^ — r,Y ; on aura,
en mettant pour B* et C^ les valeurs A^ -f- e^, A^ -f- i^ (article cité), «
A*-he* A* -h/
d'où l'on tire, en rejetant les puissances de e et t supérieures a e^ et l^ auxquelles nous n'avons point égard ici,
On substituera donc cette valeur de -> ainsi que celle de .r-, dans XI. • 28
la première équation, et rejetant toujours les termes qui contiendraient
e\ i\ e^P, .. ., on aura
Tni -\- Tm' VxMe"- -h /-) -\- Y'\\\'{e'- -+- i'^) /A*
i — — T-, h;-=:const
Cette équation devant être identique, il faudra que les coefficients des quantités variables v^ et z^ soient nuls, ce qui donnera les deux équations
3rm^£^* _ (^Tm-^ 5 r^in'|/» h __ /A^ _ ~ir5A*' 2. 5 A* "^2 2(?'~^'
qui serviront a déterminer les deux excentricités e et i de la surface elliptique de la mer.
25. On sait que la force centrifuge est proportionnelle à sa distance de Taxe de rotation et au carré de la vitesse angulaire de rotation. Donc, si Ton prend Taxe 2A, qui est aussi Taxe des coordonnées .r, pour Taxe de rotation, et que f soil la force centrifuge à la distance A
de Taxe, on aura -y- pour la force centrifuge d'un point quelconque du
sphéroïde, en faisant u = \{y^-hz^; cette force, étant dirigée suivant la ligne u et tendant k l'augmenter, donnera le moment r— > dont
l'intégrale ry savoir — v-"" > devra être ajoutée à la quantité
^, pour avoir égard à l'effet de la force centrifuge. Ainsi on aura les conditions de l'équilibre de la mer, en vertu de l'attraction réciproque de toutes les particules de la mer et de la Terre, et de la force centrifuge
due à la rotation de la Terre, en faisant dans les deux équations précé-
dentés /=o, g = -y h ^ ^^^
Puisque les deux constantes g* et A sont égales, on voit, par ces équations, que, si les excentricités e' et i de la Terre sont égales, on aura aussi les deux excentricités e et i de la figure de la mer égales entre elles; de sorte que, si la Terre est un sphéroïde de révolution, la mer ne le sera pas non plus, et les deux équations dont il s'agit donneront les valeurs de ses deux excentricités 6», /, qui seront différentes des excentricités é et i de la Terre.
26. Au reste, cette solution n'est exacte qu'aux quantités e^^ /% e''^^ i"^ près; et si Ton voulait avoir égard, dans les valeurs de ^ et de r, aux termes qui contiendraient des puissances supérieures de ces quantités, il ne serait plus possible de vérifier en général l'équation
i ^' - , ~ COIlSl.
pour la surface d'équilibre; d'où il faudrait conclure que cette surface n'a point rigoureusement la figure d'un sphéroïde elliptique.
Je dis en général, parce que, dans le cas où le sphéroïde est homogène et sans noyau intérieur d'une densité différente, on a trouvé que les attractions sur un point quelconque de la surface, suivant les trois coordonnées .r, y^ z, sont représentées exactement par les formules-
niL.r, mM>', m Ne,
où L, M, N sont des fonctions de A, B, C données par des intégrales définies; d'où l'on déduit pour 2il cette expression rigoureuse
Ainsi, l'équation de l'équilibre ii "T'k — const. étant de la même
forme que l'équation du sphéroïde t^ -i- ]tï -H ^ == i , on peut, à cause
de la constante arbitraire, les rendre identiques par ces deux conditions
mM f
niL
niL C*'
lesquelles donnenl B = C, parce que les quantités M et N sont (') des fonctions semblables de B, C et de C, B; elles se réduisent ainsi à une seule, qui sert à déterminer le rapport de A k B.
Ce cas esU jusqu'à présent, le seul pour lequel on ait trouvé une solution rigoureuse qu'on doit àMaclaurin; de sorte que le problème de la figure de la Terre, envisagé physiquement, n'est résolu exactement qu'en supposant le sphéroïde fluide et homogène. Dans ce cas, les deux équations approchées, trouvées plus haut (art. 24), donnent,
en faisant
f r — I, r' = o, gz-h^=j et e = £,
celle-ci :
2 me*
Si Ton compare la force centrifuge à la gravité prise pour l'unité, laquelle est, aux quantités ^^ près, xi' i' n'y aura qu'à faire -^ = i, et
l'on aura
d'où l'on tire
Or on a f = -g^; donc -r = -^ à très peu près, comme on le sait depuis longtemps.
§ m. — De l*éqinUbre d'une masse fluide a^^ec un solide qu elle recouvre.
27. Les lois particulières de l'équilibre d'un fluide avec un solide qui y est plongé, ou dans lequel il est renfermé, lorsque tous les points du fluide et du solide sont sollicités par des forces quelconques, dé-
( > ) En examinant ces équations do plus près, on voil qu'elles admettent une autre solution, et qu*un ellipsoïde à trois axes inégaux peut y satisfaire. Cette remarque est de Jacobi; elle a été développée par M. Liou ville {Journal de l'École Polytechnique, t. XUI). P'oir une Note à la fin du volume. (7. Bertrand.)
pendent des termes de l'équation générale (art. 17) qui se rapportent aux limites, et qui ne contiennent que des intégrations doubles. Ces termes donnent cette équation aux limites
laquelle doit se vérifier dans tous les points où le fluide est contigu au solide.
28. Considérons d'abord le cas d'une masse fluide dont la surfacr extérieure est libre, et qui environne un noyau solide fixe de figuro quelconque.
En prenant l'origine des coordonnées dans un point de l'intérieur du noyau, les quantités marquées d'un trait se rapporteront a la surface du noyau, et les quantités marquées de deux traits se rapporteront à la surface extérieure du fluide. Ainsi l'on aura d'abord, pour tous les points de cette surface, l'équation X*'= o, laquelle donne, comme on l'a déjà vu plus haut (art. 19),
^Vi\dx-\-Ydy-^-Zdz)=:K,
pour la figure de cette surface.
11 ne restera donc à vérifier que l'équation
§ l'(Sx' dy dz -h Sy dx dz -{- oz' dx dy) — o,
dont tous les termes se rapportent à la surface du noyau.
29. Comme l'intégration de ces termes est relative aux coordonnées dont les diflerentielles entrent dans l'expression des éléments superficiels dxdy^ dxdz^ dydz^ il faut commencer par réduire ces éléments à une même forme; ce qu'on peut obtenir en les rapportant à l'élément de la surface auquel ils répondent.
Désignons par ds^ l'élément de la surface qui répond à l'élément
divdy du plan des xy et nommons y' l'angle que le plan tangent fait avec le même plan des xy\ on aura, par la propriété connue des plans,
(irdy=^ds^ cosy', et l'intégrale §X'â:;V,rrfj deviendra ^X'cosy'rfrrfy*, laquelle devra s'étendre à tous les points de la surface du fluide.
De même, si rfa^ est l'élément de la surface qui répond k l'élément dccdz du plan des œz^ et qu'on nomme ^' Fangle que le plan tangent fait avec ce même plan des xzy on aura dxdz = r/a^cos^', et l'intégrale
^V Sy'dxdz deviendra S A'cos^' ôy'rfT*, laquelle devra s'étendre également pour toute la surface du fluide.
30. Je remarque maintenant que, quoique les deux éléments ds^ et d(j^^ de la surface puissent n'être pas égaux entre eux, néanmoins, comme les deux intégrales qui renferment ces éléments se rapportent à la même surface, rien n'empêche d'employer le même élément dans ces deux intégrales, puisque, par la nature du Calcul diff*érentiel, la valeur absolue des éléments est arbitraire et n'influe point sur celle de
l'intégrale. Ainsi l'on pourra changer l'intégrale ^K' cos^^' 8y da^ en
^ \' cos'^' 8y ds\
Par le même raisonnement, l'intégrale ^"k' èx'dydz pourra se mettre
sous la forme ^\' cos ol' ox' ds^ , en nommant a' l'angle que le plan tangent fait avec le plan des xy.
D'ailleurs, il est évident qu'on peut toujours prendre les éléments dx, dy, dz tels qu'ils satisfassent aux conditions
djc dy ZZ-. cos y' ds-, djc dz nz ces ^' ds^, dy dz = cos x' ds^y
lesquelles donnent
y cos a'
, . /cosa'cosy'
dy — ds i / ;.— ' ,
V cos*/'
' /..vc r<f
. , / cos a cos p
dz znL dsK / — "^
Par ces transformations, Téquation aux limites deviendra enfin
§X'(cosa' ox' -f- cosP' dy -h cosy' àz')ds^ — o,
l'intégrale devant s'étendre sur toute la surface du fluide contigu au noyau.
31. Supposons que la figure de cette surface soit représentée par l'équation différentielle
En nommant a', P', -f les angles que le plan tangent fait avec les plans des xy, des œz et des yz, on a, par la théorie des surfaces,
cosa'= -7-
COS ô' =-- --^zTzz^.. ^r— - J
COS y'— -
V(A*-HB5-f-0)
Donc l'équation de l'article précédent, relative à la surface, deviendra
Comme cette surface est donnée de figure et de position, les variations ô^', Sy, 8z' des coordonnées des particules qui y sont contiguës doivent avoir entre elles une relation dépendante de l'équation de la même surftice; ainsi, ayant supposé cette équation
A djc' -+- B d>' 4- C dz' mz o,
on aura aussi nécessairement
A ôx' -h B ô/' + C dz' -z o,
ce qui satisfait à l'équation aux limites de l'article précédent, sans qu'il en résulte aucune nouvelle équation.
32. Soit/?' une ligne perpendiculaire à la surface dans le point auquel répondent les variations 8x\ Sy, 8z\ et terminée à un point fixe. Puisque a' est l'angle que le plan tangent fait avec le plan des yz, ce sera aussi l'angle que la perpendiculaire />' à ce plan fait avec l'axe dos a-, qui est perpendiculaire au même plan desyz. De même, P' sera l'angle de cette perpendiculaire avec l'axe des j et y' sera l'angle de la même perpendiculaire avec l'axe des z. Donc, quelles que soient les variations S^', Sy, 8z\ on aurai en général, par l'article 7 de la Section II, on changeante en S,
dp' = cos a' àx' -h ces (3' o v' -h ces y' àz' \
et l'équation de l'article 30, relative à la surface du fluide, pourra se mettre sous la forme
où l'on voit que chaque élément \' ds^ Bp' de cette intégrale représente le moment d'une force X ds^ appliquée à l'élément ds^ de la surface et dirigée suivant la perpendiculaire />' à cette surface, de sorte que
l'intégrale S ^'SjP'^^^ représentera la somme des moments de toutes les forces X' appliquées à chaque point de la surface et agissant perpendiculairement à cette surface.
Cette force égale à V est évidemment la pression exercée par le fluide sur la surface du noyau, et qui est détruite par la résistance du noyau.
Mais on peut, en général, réduire à la forme ^"kBpds^ tous les termes de l'équation aux limites qui se rapportent à la surface du fluide, soit que cette surface soit libre ou non; et il est évident que la pression X doit être nulle dans tous les points où la surface est libre; ce que nous avons déjà trouvé d'une autre manière (art. 18).
33. Si le noyau recouvert parle fluide était mobile, alors il faudrait augmenter les variations 8x^ 8y, 8z des variations dépendantes du changement de position du noyau.
Pour distinguer ces difl^érentes variations, nous désignerons par Sx, 5y, Sz les variations dues simplement au déplacement des particules
du fluide, relativement au noyau regardé comme fixe, et nous dénoterons par S$, Sv), S^ les variations qui dépendent du déplacement du noyau. Celles-ci sont exprimées par les formules suivantes, que nous avons trouvées dans l'article 60 de la Section V :
àt) = $m — z oL -h XQ?^, $X —0/1 4-/5L — j:'oM.
Ainsi, dans l'équation générale de l'article 17, il faudra mettre Sx -f- è^f Sy -+- Sy], Sz -h se à la place de 8x, ov, ^z, et ensuite égaler à zéro les termes affectés des variations Sx, Sy, Sz, ainsi que ceux qui se trouveront affectés des nouvelles variations S/, S/w, S/i, SL, SM, SN,
après les avoir fait sortir hors des signes S» puisque ces variations sont les mêmes pour toutes les particules du fluide.
On voit d'abord que l'introduction des variations â$, Sr^, 81 n'apporte aucun changement aux équations qui doivent avoir lieu pour tous les points du fluide, et qui résultent des termes affectés d'une triple intégration, parce qu'en égalant a zéro les coefficients de Sx, Sy, Sz dans ces termes, les variations S$, Sy), S^ disparaissent en même temps. D'où il suit que les lois générales de l'équilibre contenues dans les formules de l'article 19 sont indépendantes de l'état comme de la figure du noyau.
34. Il n'y a donc à considérer que l'équation aux limites, que nous avons réduite, dans l'article 30, à la forme
§ V ( cos a Sx' -h cos (3 dy -\- cos y àz' ) ds^ = o.
En y substituant pour Zx\ W, S:?' les valeurs Sx'-hS^', Sy' -h Sr/, Sz' -f- S^' marquées d'un trait, pour les rapporter à la surface du fluide contiguë au noyau, elle devient
§ >/ ( cos a ôx' -h cos p ôy ' -h cos y <îz' ) ds^
4- j§ X' (cosa ô;' -h cos (3 en' 4- cosy 5Ç') ds- = o. XI. 29
La partie qui contient les variations Sx', oy\ oz' est nulle d'elle-même, comme nous l'avons démontré dans l'article 31. L'autre partie du premier membre de l'équation devra donc aussi être nulle. On y substituera les valeurs de S$', oy]', 8^\ et l'on égalera ensuite séparément à zéro les quantités multipliées par 81, cm, S/i, SL, SM, ôN; on aura ces six équations
^ }/ cos a ds^ = o, ^ >/ cos J3 ds^ =: o, ^ >/ cos y ds' := o,
^//(r'cosy — z' cos{3)c/5-=:o, ^>/(-3' cosa — a:'cosy)^* = o, ^ >/(x' cos|3 —y cosa) ds^ =z o,
qui seront nécessaires pour l'équilibre complet du fluide et du solide. Ces équations répondent à celles de l'article 62 de la Section V, en substituant ds^ pour dm et X'cosa, X'cos^, X'cosy pour X, Y, Z. En efl'et, V étant la force de pression qui agit perpendiculairement sur la surface du noyau solide, X'cosa, Vcos^, X'cosy seront les forces qui on résultent, suivant les directions des coordonnées o:^, r, :?, et il faudra que le solide soit en équilibre, cbacun des points de sa surface étant sollicité par ces mêmes forces.
35. Mais, lorsqu'un fluide est supporté par un solide de figure donnée, et que l'un et l'autre sont sollicités par des forces quelconques, il est plus simple de tirer directement la solution du problème de l'équation fondamentale de l'article 16, en y substituant immédiatement, pour 8x9 ôr, 8z, leurs valeurs complètes Sx -h S^, Sy -\- ôy], 8z-h cÇ (art. 33).
Les variations Sx, Sy, Sz, étant indépendantes des autres variations S/, 8m, ..., donneront une équation semblable à celle de l'article 17 ot fourniront les mêmes résultats pour l'équilibre du fluide que dans le cas où le solide est supposé fixe.
A l'égard des autres variations, S^, Sy], S(^, il est d'abord aisé de voir
qu'elles ne donnent rien dans les valeurs des différences partielles
-^-^> -^> -rr > puisque les variations S/, S/w, Sn, SL, SM, SN sont censées indépendantes de x, y, z.
Ainsi il suffira de substituer S$, Sy), SJ^ à la place de Sa?, Sv, 8z dans la formule
§ (X ajc H- Yàf -hZSz)Tdxdvclz
et d'égaler séparément à zéro les quantités multipliées par chacune des six variations S/, 8m, S/i, SL, SM, SN, après les avoir fait sortir hors du
signe S- Il est visible qu'on aura de cette manière les mêmes équations qu'on a trouvées dans la Section V (Chap. IV), pour l'équilibre d'un corps solide dont chaque particule dm, qui est ici Tdxdydz, est animée par des forces quelconques X, Y, Z; de sorte que l'on a, pour l'équilibre d'un fluide sur un noyau mobile, les mêmes équations que si le fluide devenait solide.
36. Il résulte de ces deux manières d'envisager les variations que la pression du fluide sur la surface du noyau équivaut à l'action de toutes les forces qui sollicitent chaque particule du fluide, en supposant que le fluide soit considéré comme solide et que le noyau soit augmenté de toute la masse du fluide devenu solide.
Comme ce théorème de Statique est important, nous croyons devoir montrer d'une manière plus directe comment il se déduit de nos formules.
Tout se réduit à démontrer que l'équation
donne les mêmes résultats que l'équation aux limites
^l'{o^'dy dz -h $r/dx dz -h àK'dœ dy) — o.
Par les conditions de l'équilibre du fluide, on a (art. 19)
rx=^, rY=^, rz=Ç;
ojr oy Os
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et, comme les valeurs de 6$, 55y), ôC (art. 33) sont respectivement indépendantes de .T-, V, z, on aura aussi
rX 01=^-^-01^ lY on^= -.— or,^ 1 Z oÇ = -.- o; ;
ainsi la première équation deviendra
Le premier terme sous le signe est intégrablc par rapport à a\ le deuxième par rapport a r, le troisième par rapport à :;; donc, si Ton exécute ces intégrations partielles, comme on l'a fait dans l'article 17, il en résulte l'équation aux limites
^Viol^dy dz -t- f^ffdx dz -+- ^K' dx dy) — ^'>'{^l' dyàz 4- dV dx dz -f- ori'dx dy) - o.
Mais on a (art, 23)
à cause que la surface extérieure du fluide est supposée libre; donc il ne restera que l'équation
^V^ol'dy dz -h èn'dx dz -+- àri'dx dy) - o.
Ainsi les deux équations reviennent exactement au même.
37. Puisque, relativement aux variations dépendantes du déplacement du noyau, on peut regarder le fluide qui le recouvre comme s'il ne faisait qu'une masse solide avec lui, lorsque tous les points du noyau seront aussi sollicités par des forces quelconques, il n'y aura qu'à tenir compte de ces forces, comme de celles qui sollicitent les particules du fluide, et appliquer k l'équilibre de la masse composée du fluide et du solide, comme si elle ne formait qu'un solide continu, les solutions données dans le Chapitre IV de la Section V.
§ IV. — De V équilibre des fluides incompressibles contenus
dans des t^ases,
38. L'équation générale aux limites de Tarticle 27 doit se vérifier pour tous les points des parois du vase dans lequel le fluide est renfermé.
Mettons cette équation sous la forme
^{Vox''-V^x')dydz -^^{Vof'-Vèy)dxdz -f- ^{roz' — Voz' )dxdy — o,
et considérons d'abord les termes ^ÇK"ùz"—\'^z')dxdyy dans lesquels Iz" et oz' sont les variations de l'ordonnée z, en tant qu'elle se rapporte aux deux points de la surface du fluide qui répondent aux mêmes coordonnées x et r.
Il est évident que les variations ^z" tendent à faire sortir les particules de la surface hors de la masse fluide, et que les variations lz\ en les supposant toutes deux positives, tendent à faire rentrer dans cetlt» masse les particules de la surface opposée; de sorte qu'en donnant à celle-ci le signe négatif, les variations ^z" et — oz' tendront également à faire sortir hors de la masse fluide les particules de la surface; et la double intégrale
^{V'èz''—Vàz')dxdy
représentera la somme de toutes les quantités \lzdxdy qui répondent à tous les points de la surface du fluide et dans lesquelles les variations iz seront censées avoir la même tendance du dedans de la masse fluide au dehors : ainsi, avec cette condition, nous pouvons donner à
cette intégrale cette forme plus simple ^\^zdxdy.
De la même manière et avec les mêmes conditions, on pourra rame-
lier les deux autres intégrales doubles
^ (>/ dy~ V dy ) dx dz Cl § ( r èx'- V àx' ) dy dz
à la forme ^X^ydxdz, ^Xoxdydz.
Ainsi l'équation aux limites dont il s'agit pourra se mettre sous cette forme
nX oz dx dy -f- ^X oy dx dz ■\- jxX oz dy dxy
qu'on peut encore réduire, par l'analyse de l'article 33, à celle-ci
dans laquelle a, ^, y sont les angles que le plan tangent à la surface, dans le point qui répond aux coordonnées x, v, z, fait avec les trois plans des 7:;, des xz et des xy. L'intégration de cette équation devra s'étendre à toute la surface du fluide; et les variations S^r, 8y, Sz seront censées toutes dirigées du dedans de la masse fluide au dehors.
39. Dans les points où la surface est libre, les variations Sa?, Sy, oz demeurant indéterminées, on ne peut satisfaire à l'équation qu'en faisant X = o, ce qui donnera la figure de cette surface, comme nous l'avons vu dans l'article 18.
Pour tous les autres points de la surface où le fluide est contigu aux parois du vase, si l'on marque d'un trait les quantités qui s'y rappor* tent, on aura, relativement à ces parois, la même équation qu'on a trouvée par rapport à la surface du noyau recouvert d'un fluide (art. 30). Ainsi, toutes les conclusions qu'on a tirées de cette équation, depuis l'article qu'on vient de citer jusqu'à la fin du paragraphe précédent, peuvent s'appliquer aux parois du vase dans lequel le fluide est renfermé, quelle que soit sa figure, et soit qu'il demeure fixe, ou qu'il doive être en équilibre par la pression du fluide et par l'action des forces étrangères qui le tirent dans des directions quelconques.
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SECTION HUITIÈME
DE l'équilibre des FLUIDES COMPRESSIBLES ET ÉLASTIQUES.
1 . Soient, comme dans l'article iO de la Section précédente, X, Y, Z les forces qui agissent sur chaque point de la masse fluide, réduites aux directions des coordonnées x, y, :; et tendantes à diminuer ces coordonnées; on aura d'abord
§(\â^-+-Yaj-t-Zôw)^m
pour la somme de leurs moments.
Dans les fluides élastiques il y a, de plus, une force intérieure qu'on nomme élasticité ou ressort et qui tend à les dilater ou à augmenter leur volume. Soit donc £ l'élasticité d'une particule quelconque r/m ; cette force, tendant à augmenter le volume dxdy dz de la même particule, aura ou pourra être censée avoir pour moment la quantité — tl[dœ dy dz) par l'article 9 de la Section II. Je donne ici le signe — au moment de cette force, parce que celle-ci tend a augmenter la variable dxdydz^ tandis que les forces X, Y, Z tendent à diminuer les variables x^ y, z. Ainsi la somme des moments provenant de l'élasticité de toute la masse fluide sera exprimée par — ^io{dxdydz).
Donc la somme totale des moments des forces qui agissent sur le fluide sera
^(\dx^Yoy-^ZS3)dm-^tS{dxdydz);
et comme il n'y a ici aucune condition particulière à remplir, on aura
Téquation générale de l'équilibre en égalant simplement cette somme à zéro.
2. On aura donc pour l'équilibre des fluides élastiques une équation de la même forme que celle que Ton a trouvée dans la Section précédente (art. 10) pour l'équilibre des fluides incompressibles, puisque l'on a, dans celle-ci (art. 11),
oL -= ô{djc dy dz)^
ce qui rend le terme S^^îL, provenant de la condition de l'incompressibilité, entièrement semblable au terme ^to[dxdydz) dû au moment des forces élastiques.
Il s'ensuit de là que les formules trouvées pour l'équilibre des fluides incompressibles s'appliquent immédiatement et sans aucune restriction à l'équilibre des fluides élastiques, en y cbangeant simplement le coefficient X en — e, c'est-à-dire en supposant que la quantité A qui exprimait la pression dans les fluides incompressibles, étant prise négativement, exprime la force d'élasticité de chaque élément d'un fluide élastique.
3. L'élasticité e dépend de la densité et de la température de chaque particule du fluide, et l'on doit la regarder comme une fonction connue de ces deux quantités; mais la densité de chaque particule est inconnue, parce qu'elle dépend du rapport de la masse dm de la particule à son volume dxdydz; et le Calcul difl'érentiel ne peut déterminer ce rapport, qui dépend du nombre de particules élémentaires contenues dans l'élément difl'érentiel dxdydz de la masse fluide.
On ne peut donc connaître la valeur de l'élasticité qu'a posteriori, par le moyen des forces qui tiennent le fluide en équilibre. Ainsi il faudra déterminer la valeur de e comme on a déterminé celle de X dans l'article 19 de la Section précédente.
4. En changeant X en — e, on aura par cet article les équations
-T i-I\=rO, -r hll=0, -T--f-r/ — O,
ôx dy ôz
(Sect. VII, art. 20), il faudra que 0 soit une fonction de H; par conséquent, on aura rfO = o lorsque dll = o; d'où il suit que la chaleur doit être constante dans chaque surface de niveau a laquelle la pesanteur est perpendiculaire, autrement il sera impossible que l'atmosphère puisse être en équilibre. Ainsi il faudrait, pour que l'air pût être en repos, que la température fut égale sur toute la surface de la Terre, et qu'elle ne variât, en s'élevant dans l'atmosphère, que d'une couche de niveau à l'autre.
7. A l'égard de l'équation aux limites pour la surface du fluide, en employant la réduction de l'article 32 de la Section précédente, elle devient
et, sous cette forme, elle est évidente par elle-même, car à la surface il n'y a à considérer que la force d'élasticité e qui agit suivant la ligne/? perpendiculaire a la même surface; et si le fluide est contenu dans un vase, les variations op sont nulles, et l'équation a lieu d'ellemême; mais, si une partie de la surface était libre, il faudrait que l'élasticité £ y fût nulle; autrement le fluide, n'élant pas contenu, se dissiperait.
8. L'élasticité s, dans l'atmosphère, est proportionnelle à la hauteur du baromètre, que nous désignerons par h. Soit Z la force de la pesanteur; prenons l'ordonnée :; perpendiculaire a la surface de la Terre et dirigée de bas en haut; l'équation de l'article 5 deviendra
d/i Z dz
laquelle donne par l'intégration, en prenant H pour la hauteur du baromètre lorsque z = o,
, H rzdz
l'intégrale étant supposée commencer au point où ^ = o.
On voit par la que le logarithme du rapport des hauteurs du baro-
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mètre ne donne rigoureusement qu'une quantité proportionnelle à la valeur de l'intégrale / -^ comprise entre les hauteurs des deux stations, et que, pour en déduire la différence de hauteur des stations, il faut supposer connue la loi de la chaleur 0 en fonction de z.
9. On sait que la pesanteur décroît en raison inverse du carré de la distance au centre de la Terre. Donc, prenant r pour le rayon de la Terre et supposant que z soient les hauteurs verticales au-dessus de la surface de la Terre, on a
g étant la gravité à la surface de la Terre; et, de là, en faisant x = — ^, de sorte qu'on aura
IH
. H rda;
et la difficulté se réduit à avoir 0 en fonction de x.
10. En supposant 0 constante et faisant, pour abréger, -^ =K, on trouvera
^z^Klog5 = K(logH-log/0,
et Ton aura la valeur de :; par la formule :; =
JC
Si Ton néglige le terme -> qui est toujours insensible pour les hauteurs :; qui ne sont pas très grandes, on a simplement z=zx, ce qui donne la règle ordinaire pour la mesure des hauteurs par le baromètre.
Le coefficient K doit être déterminé par l'observation. M. Deluc avait
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trouvé, pour la température uniforme de 16^,75 du thermomètre de Réaumur, ce coefTicient égal à 10000, en prenant les logarithmes des Tables et les hauteurs en toises. Pour les autres températures, il l'augmentait ou le diminuait de sa 2i5* partie, pour chaque degré au-dessus ou au-dessous de iG'\'jj, et, pour les températures variables d'une station à Tautre, il se contentait de prendre la moyenne arithmétique (»ntre les températures des deux stations. Depuis, on a perfectionné cette règle par des données plus exactes et par de nouvelles corrections appliquées au coefficient K.
II. Au reste, en prenant, pour la température uniforme, la moyenne arithmétique entre les températures extrêmes de la colonne d'air, on suppose que la chaleur diminue en progression arithmétique. Pour voir ce que cette hypothèse donne, on fera 0 = 0(i — nz), ou plutôt 0 = Q{i — nx), pour simplifier les calculs, 0 étant la température
lorsque x = o. Substituant cette valeur dans la formule -j-y intégrant
et remettant ensuite pour n sa valeur tirée de l'équation précédente, on aura
rdx _ log0 — logO _ .r / T -h / T4-T/-h/« \
J cj --^x e_/) -^y vr^ 37^ '")'
en faisant 0 = À -h T, 0 r= ^ -f- /, et prenant k pour une température fixe et T, / pour les degrés du thermomètre au-dessus de cette température.
La formule de l'article 9 donnera ainsi, en faisant — =K et ne
poussant l'approximation que jusqu'aux secondes dimensions deTet^
I T-H/ (T-OM, H
Les deux premiers termes répondent à la règle de Delucet le troisième sera presque toujours insensible.
lâches du Soleil, etc., ne (lemandaient que des télescopes et de l'assiduité : mais il fallait un génie extraordinaire pour démêler les lois de la nature dans des phénomènes que l'on avait toujours, eus sous les yeux, mais dont l'explication avait néanmoins toujours échappé aux recherches des philosophes.
Huygens, qui paraît avoir été destiné à perfectionner et compléter la plupart des découvertes de Galilée, ajouta à la théorie de l'accélération des graves celle du mouvement des pendules et des forces centrifuges (*), et prépara ainsi la route à la grande découverte de la gravitation universelle. La Mécanique devint une science nouvelle entre les mains de Newton, et ses Principes mathématiques, qui parurent, pour la première fois, en 1687, furent l'époque de cette révolution.
Enfin l'invention du Calcul infinitésimal mit les géomètres en état de réduire à des équations analytiques les lois du mouvement des corps; et la recherche des forces et des mouvements qui en résultent est devenue, depuis, le principal ohjet de leurs travaux.
Je me suis proposé ici de leur offrir un nouveau moyen de faciliter cette recherche; mais, auparavant, il ne sera pas inutile d'exposer les principes qui servent de fondement à la Dynamique, et de présenter la suite et la gradation des idées qui ont le plus contribué à étendre et à perfectionner cette science.
1. La théorie des mouvements variés et des forces accélératrices qui les produisent est fondée sur ces lois générales : que tout mouvement imprimé à un corps est, par sa nature, uniforme et rectiligne, et que différents mouvements imprimés à la fois ou successivement h un même corps se composent de manière que le corps se trouve à chaque
(* ) Galilée avait certainement Tidéo de la force centrifuge, et, dans un de ses dialogues, il explique clairement que la rotation de la Terre ferait prendre au corps une vitesse verticale apparente dirigée de bas en haut, s'ils n'étaient retenus par la pesanteur. Mais il se trompe en ajoutant que la pesanteur, quelque petite qu'on la supposât, suflirait pour empêcher un pareil mouvement. Malgré cette erreur grave, le passage des Dialogues me parait renfermer la première idée do la grande découverte d'Iïuygens. Voir Dialogo sopra le duc massimi sixtemi del mondo, . ., p. i85 et suiv. (édition de Florence; 1710).
I , (/. Bertrand.)
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descendant de hauteurs verticales égales sont aussi toujours égales; et ce n'est que peu avant sa mort, et après la publication de ses Dialogues, qu'il a trouvé la démonstration de ce principe par la considération de l'action relative de la gravité sur les plans inclinés, démonstration qui a été ensuite insérée dans les autres éditions de cet
Ouvrage.
2. Le rapport constant qui, dans les mouvements uniformément accélérés, doit subsister entre les vitesses et les temps, ou entre les espaces et les carrés des temps, peut donc être pris pour la mesure de la force accélératrice qui agit continuellement sur le mobile; parce que, en effet, cette force ne peut être estimée que par l'effet qu'elle produit dans le corps et qui consiste dans les vitesses engendrées ou dans les espaces parcourus dans des temps donnés.
Ainsi il suffit, pour cette estimation des forces, de considérer le mouvement produit dans un temps quelconque, fini ou infiniment petit, pourvu que la force soit regardée comme constante pendant ce temps; par conséquent, quels que soient le mouvement du corps et la loi de son accélération, comme, par la nature du Calcul différentiel, on peut regarder comme constante, pendant un temps infiniment petit» l'action de toute force accélératrice, on pourra toujours déterminer la valeur de la force qui agit sur le corps à chaque instant, en comparant la vitesse engendrée dans cet instant avec la durée du même instant, ou l'espace qu'elle fait parcourir pendant le même instant avec le carré de la durée de cet instant; et il n'est pas même nécessaire que cet espace ait été réellement parcouru par le corps, il suffit qu'il puisse être censé avoir été parcouru par un mouvement composé, puisque l'effet de la force est le même dans l'un et dans l'autre cas, par les principes du mouvement exposés plus haut.
C'est ainsi qu'Huygens a trouvé que les forces centrifuges des corps mus dans des cercles avec des vitesses constantes sont comme les carrés des vitesses divisés par les rayons des cercles, et qu'il a pu comparer ces forces avec la force de la pesanteur à la surface de la
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qui agit dans la direction de ce mouvement; d'où Ton peut conclure que ces trois mouvements doivent suivre, chacun en particulier, les lois des mouvements rectilignes accélérés ou retardés par des forces données. Or, dans le mouvement rcctiligne, Teffct de la force accélératrice ne consistant qu'à altérer la vitesse du corps, cette force doit être mesurée par le rapport entre l'accroissement ou le décroissement de la vitesse pendant un instant quelconque et la durée de cet instant, c'est-à-dire par la différentielle de la vitesse divisée par celle du temps; et, comme la vitesse elle-même est exprimée, dans les mouvements variés, par la différentielle de l'espace divisée par celle du temps, il s'ensuit que la force dont il s'agit sera mesurée par la différentielle seconde de l'espace divisée par le carré de la différentielle première du temps, supposée constante. Donc aussi la différentielle seconde de l'espace que le corps parcourt, ou est censé parcourir, suivant chacune des trois directions perpendiculaires, divisée par le carré de la différentielle constante du temps, exprimera la force accélératrice dont le corps doit être animé suivant cette même direction et devra, par conséquent, être égalée à la force actuelle qui est supposée agir dans cette direction. C'est ce qui constitue le principe si connu des forces accélératrices.
Il n'est pas nécessaire que les trois directions auxquelles on rapporte le mouvement instantané du corps soient absolument fixes, il suffît qu'elles le soient pendant la durée d'un instant. Ainsi, dans les mouvements en ligne courbe, on peut prendre à chaque instant ces directions, l'une dans la tangente et les deux autres dans les perpendiculaires à la courbe. Alors la force accélératrice qui agit suivant la tangente, et qu'on nomme force iangeniielle, sera toute employée à altérer la vitesse absolue du corps et sera exprimée par l'élément de cette vitesse divisé par l'élément du temps.
Les forces normales, au contraire, ne feront que changer la direction du corps et dépendront de la courbure de la ligne qu'il décrit. En réduisant les forces normales à une seule, cette force composée doit se trouver dans le plan de la courbure et être exprimée par le carré de
ment de plusieurs corps qui exercent les uns sur les autres une attraction mutueiie, suivant une loi qui soit une fonction connue des distances; enfin il n'est pas difficile de les étendre aux mouvenients dans des milieux résistants, ainsi qu'à ceux qui se font sur des surfaces courbes données, car la résistance du milieu n'est autre chose qu'une force qui agit dans une direction opposée à celle du mobile; et lorsqu'un corps est forcé de se mouvoir sur une surface donnée, il y a nécessairement une force perpendiculaire a la surface qui l'y retient, et dont la valeur inconnue peut se déterminer d'après les conditions qui résultent de la nature même de la surface.
Mais, si l'on cherche le mouvement de plusieurs corps qui agissent les uns sur les autres par impulsion ou par pression, soit immédiatement comme dans le choc ordinaire, ou par le moyen de fils ou de leviers inflexibles auxquels ils soient attachés, ou en général par quelque autre moyen que ce soit, alors la question est d'un ordre plus élevé et les principes précédents sont insuffisants pour la résoudre. Car ici les forces qui agissent sur les corps sont inconnues, et il faut déduire ces forces de l'action que les corps doivent exercer entre eux, suivant leur disposition mutuelle. Il est donc nécessaire d'avoir recours à un nouveau principe qui serve à déterminer la force des corps en mouvement, eu égard à leur masse et à leur vitesse.
5. Ce principe consiste en ce que, pour imprimer à une masse donnée une certaine vitesse suivant une direction quelconque, soit que cette masse soit en repos ou en mouvement, il faut une force dont la valeur (*) soit proportionnelle au produit de la masse par la vitesse
( * ) Il faut entendre ici par valeur d'une force le produit de cette force par le temps pendant lequel elle agit, ou, plus généralement, l'intégrale du produit de Télcment du temps par l'intensité de la force. Le mot force est pris par Lagrange dans le même sens que Descartes adoptait quand il écrivait à Mersenne : « J'ai parlé de la force qui sert pour lever un poids, laquelle a deux dimensions, non de celle qui sert en ciiaque point pour le soutenir, laquelle n'a qu'une dimension. » (Édition de M. Cousin, t. VI. p. 329.) On comprend quelle confusion doit apporter dans les raisonnements cette double signification du mot force. Les géomètres y ont heureusement renoncé et l'on n'entend plus aujourd'hui par force qu'un effort exprimable en kilogrammes. (7. Bertrand.)
force accélératrice, que nous avons vue être représentée par réiément de la vitesse divisé par l'élément du temps, exprimera la force élémentaire ou naissante; et cette quantité, si on la considère comme la mesure de l'effort que le corps peut faire en vertu de la vitesse élémentaire qu'il a prise ou qu'il tend à prendre, constitue ce qu'on nomme pression; mais, si on la regarde comme la mesure de la force ou puissance nécessaire pour imprimer cette même vitesse, elle est alors ce (ju'on nomme force motrice. Ainsi, des pressions ou des forces motrices se détruiront ou se feront équilibre si elles sont égales et directement opposées, ou si, étant appliquées à une machine quelconque, elles suivent les lois de l'équilibre de cette machine.
6. Lorsque des corps sont joints ensemble, de manière qu'ils ne puissent obéir librement aux impulsions reçues et aux forces accélératrices dont ils sont animés, ces corps exercent nécessairement les uns sur les autres des pressions continuelles qui altèrent leurs mouvements et en rendent la détermination difficile.
Le premier problème et le plus simple de ce genre dont les géomètres se soient occupés est celui du centre d'oscillation. Ce problème a été fameux, au commencement du siècle dernier et même dès le niilieu du précédent, par les eflbrts et les tentatives que les plus grands géomètres ont faits pour en venir à bout; et comme c'est principalement à ces tentatives qu'on doit les progrès immenses que la Dynamique a faits depuis, je crois devoir en donner ici une histoire succincte, pour montrer par quels degrés cette science s'est élevée à Va perfection où elle parait être parvenue dans ces derniers temps.
. Les Lettres de Descartes offrent les premières traces des recherches sur le centre d'oscillation. On y voit que Mersenne avait proposé aux j^^éomètres de déterminer la grandeur que doit avoir un corps de figure quelconque, pour que, étant suspendu par un point, il fasse ses oscillations dans le même temps qu'un fil de longueur donnée et chargé d'un seul poids a son extrémité. Descartes observe que cette questioo ;ï (|uelque rapport avec celle du centre de gravité et que, de même que,
inaniëre sont toujours égaux à ceux des forces estimées suivant la métl)0(le de Descartes (*).
Roherval prétendit, avec plus de fondement, que Descartes n'avait cherché que le centre de percussion, autour duquel les chocs ou les moments de percussion sont égaux, et que, pour trouver le vrai centre d*oscillation d'un pendule pesant, il fallait aussi avoir égard à Taction de la gravité, en vertu de laquelle le pendule se meut. Mais, cette recherche étant supérieure a la Mécanique de ces temps-là (*), les géomètres continuèrent à supposer tacitement que le centre de percussion était le même que celui d'oscillation, et Huygens fut le premier qui envisagea ce dernier centre sous son vrai point de vue; aussi crut-il devoir regarder ce problème comme entièrement neuf (^) et, ne pouvant le résoudre par les lois connues du mouv(;ment, il inventa un principe nouveau, mais indirect, lequel est devenu célèbre depuis sous le nom de consen^ation des forces vives.
7. Un fil, considéré comme une ligne inflexible sans pesanteur et sans masse, étant attaché par un bout à un point fixe et chargé, à l'autre bout, d'un petit poids qu'on puisse regarder comme réduit à un
(*) Cette observation prouve que Tobjection de Robcrval n'était pas fondée; mais il n'en u pas moins eu raison d'afiirmcr que la règle do Descartes est fautive quand il ne s'agit pas d'une figure plane tournant autour d'un axe situé dans son plan. On doit même ajouter que Roberval a indiqué sans démonstration la position exacte du centre d'agitation d'un secteur circulaire tournant autour d'une perpendiculaire à son plan menée par le centre du secteur. Foir les observations de Roberval sur une Lettre de Descartes ( Œuvres de Descartes y t. IX, p. Sai; édition de M. Cousin). (/. Bertrand.)
(') On sait que le centre d'oscillation ne diffère pas du centre de percussion. U semblerait donc résulter de l'appréciation de Lagrange que la règle de Descartes est exacte, quoique non suffisamment démontrée. 11 est cependant facile de s'assurer qu'il n'en est rien, et qu'elle conduit ù des résultats fautifs toutes les fois que le pendule ne se réduit pas à une figure plane tournant autour d'un axe situé dans son plan. (/. Bertrand,)
(') iiuygcns rappelle, au contraire, en commençant la quatrième Partie de son Traité, que le problème du centre d'oscillation lui a été proposé autrefois par Mersenne, ainsi qu'à d'autres géomètres ; mais alors il était presque un enfant et n'a pu trouver de solution satisfaisante. 11 ajoute, en parlant de Descartes : « Qui vero rem scse confecisse sperabant viri insignes, Cartesius, Ilonoratus Fabrius, aliique, nequaquam scopum attigorunl, nisi in paucis quibusdam facilioribus, sed quorum demonstralionem nuliam idoneam, ut mibi videtur, atlulerunt. » {OEuvres d'Hingensy t. I, p. ii8; édition de s'Gravesande ; Lyon, 172 î.) (/. Bertra/id.)
point, forme ce qu'on appelle wn pendule simple; et la loi des vibrations de ce pendule dépend uniquement de sa longueur, c'est-à-dire de la distance entre le poids et le point de suspension. Mais, si à ce fil on attache encore un ou plusieurs poids, à différentes distances du point de suspension, on aura alors un pendule composé dont le mouvement devra tenir une espèce de milieu entre ceux des différents pendules simples que l'on aurait si chacun de ces poids était suspendu seul au fil. Car, la force de la gravité tendant d'un côté à faire descendre tous les poids également dans le même temps, et de l'autre l'inflexibilité du fil les contraignant à décrire dans ce même temps des arcs inégaux et proportionnels à leur distance du point de suspension, il doit se faire entre ces poids une espèce de compensation et de répartition de leurs mouvements; en sorte que les poids qui sont les plus proches du point de suspension hâteront les vibrations des plus éloignés, et ceuxci, au contraire, retarderont les vibrations des premiers. Ainsi il y aura dans le fil un point où, un corps étant placé, son mouvement ne serait ni accéléré ni retardé par les autres poids, mais serait le même que s'il était seul suspendu au fil. Ce point sera donc le vrai centre d'oscillation du pendule composé, et un tel centre doit se trouver aussi dans tout corps solide, de quelque figure que ce soit, qui oscille autour d'un axe horizontal.
Huygens vit qu'on ne pouvait déterminer ce centre d'une manière rigoureuse sans connaître la loi suivant laquelle les différents poids du pendule composé altèrent mutuellement les mouvements que la gravité tend à leur imprimer à chaque instant; mais, au lieu de chercher à déduire cette loi des principes fondamentaux de la Mécanique, il se contenta d'y suppléer par un principe indirect, lequel consiste à supposer que, si plusieurs poids, attachés comme l'on voudra à un pendule, descendent par la seule action de la gravité, et que, dans un instant quelconque, ils soient détachés et séparés les uns des autres, chacun d'eux, en vertu de la vitesse acquise pendant sa chute, pourra remonter à une telle hauteur que le centre commun de gravité se trouvera remonté à la même hauteur d'où il était descendu. A la vérité, XL ' 32
Huygens n'établit pas ce principe immédiatement, mais il le déduit de deux hypothèses qu'il croit devoir être admises comme des demandes de Mécanique : l'une, c'est que le centre de gravité d'un système de corps pesants ne peut jamais remonter à une hauteur plus grande que celle d'où il est tombé, quelque changement qu'on fasse à la disposition mutuelle des corps, parce qu'autrement le mouvement perpétuel ne serait plus impossible; l'autre, c'est qu'un pendule composé peut toujours remonter de lui-même à la même hauteur d'où il est descendu librement. Au reste, Huygens remarque que le même principe a lieu dans le mouvement des corps pesants liés ensemble d'une manière quelconque, comme aussi dans le mouvement des fluides.
On ne saurait deviner ce qui a donné à cet auteur l'idée d'un tel principe; mais on peut conjecturer qu'il y a été conduit par le théorème que Galilée avait démontré sur la chute des corps pesants, lesquels, soit qu'ils descendent verticalement ou sur des plans inclinés, acquièrent toujours des vitesses capables de les faire remonter aux mêmes hauteurs d'où ils étaient tombés. Ce théorème, généralisé et appliqué au centre de gravité d'un système de corps pesants, donne le principe d'Huygens.
Quoi qu'il en soit, ce principe fournit une équation entre la hauteur verticale d'où le centre de gravité du système est descendu dans un temps quelconque et les différentes hauteurs verticales auxquelles les corps qui composent le système pourraient remonter avec leurs vitesses acquises, et qui, par les théorèmes de Galilée, sont comme les carrés de ces vitesses. Or, dans un pendule qui oscille autour d'un axe horizontal, les vitesses des différents points sont proportionnelles à leurs distances de l'axe; ainsi on peut réduire l'équation à deux seules inconnues, dont l'une soit la descente du centre de gravité du pendule dans un temps quelconque, et dont Tautre soit la hauteur à laquelle un point donné de ce pendule pourrait remonter par sa vitesse acquise. Mais la descente du centre de gravité détermine celle de tout autre point du pendule; donc on aura une équation entre la hauteur d'où un point quelconque du pendule est descendu et celle à laquelle il
pourrait remonter par sa vitesse, due à cette chute. Dans le centre d'oscillation, ces deux hauteurs doivent être égales, parce que les corps libres peuvent toujours remontera la même hauteur d'où ils sont tombés; et l'équation fait voir que cette égalité ne peut avoir lieu que dans un point de la ligne perpendiculaire a l'axe de rotation et passant par le centre de gravité du pendule, lequel soit éloigné de cet axe de la quantité qui provient en multipliant tous les poids qui composent le pendule par les carrés de leurs distances à l'axe et divisant la somme de ces produits par la masse du pendule multipliée par la distance de son centre de gravité au même axe. Cette quantité exprimera donc la longueur d'un pendule simple dont le mouvement serait égal à celui du pendule composé.
Cette théorie d'Huygens est exposée dans VHorologium oscillatorium et elle y est accompagnée d'un grand nombre de savantes applications. Elle n'aurait rien laissé à désirer si elle n'avait pas été appuyée sur un principe précaire; et il restait toujours à démontrer ce principe pour la mettre hors de toute atteinte.
En 1681 parurent, dans le Journal des Savants de Paris, quelques mauvaises objections contre cette théorie, auxquelles Huygens ne répondit que d'une manière vague et peu satisfaisante. Mais cette contestation, ayant excité l'attention de Jacques Bernoulli, lui donna occasion d'examiner à fond la théorie d'Huygens et de chercher à la rappeler aux premiers principes de la Dynamique. Il ne considère d'abord que deux poids égaux attachés à une ligne inflexible et droite, et il remarque que la vitesse que le premier poids, celui qui est le plus près du point de suspension, acquiert en décrivant un arc quelconque doit être moindre que celle qu'il aurait acquise en décrivant librement le même arc, et qu'en même temps la vitesse acquise par l'autre poids doit être plus grande que celle qu'il aurait acquise en parcourant le même arc librement. La vitesse perdue par le premier poids s'est donc communiquée au second, et comme cette communication se fait par le moyen d'un levier mobile autour d'un point fixe, elle doit suivre la loi de l'équilibre des puissances appliquées à ce levier; de manière
(juo la perte de vitesse du premier poids soit au gain de vitesse du second dans la raison réciproque des bras de levier, c'est-à-dire des distances au point de suspension. De là, et de ce que les vitesses réelles des deux poids doivent être elles-mêmes dans la raison directe de ces distances, on détermine facilement ces vitesses et, par conséquent, le mouvement du pendule.
8, Tel est le premier pas qui ait été fait vers la solution directe de ce fameux problème. L'idée de rapporter au levier les forces résultantes des vitesses gagnées ou perdues par les poids est très fine et donne la clef de la vraie théorie; mais Jacques Bernoulli s'est trompé en considérant les vitesses acquises pendant un temps quelconque fini, au lieu qu'il n'aurait dû considérer que les vitesses élémentaires acquises pendant un instant, et les comparer avec celles que la gravité tend à imprimer pendant le même instant. C'est ce que L'Hôpital a fait depuis dans un Écrit inséré dans le Journal de Rotterdain de 1690. Il suppose deux poids quelconques attachés au fil inflexible qui fait le pendule composé, et il établit l'équilibre entre les quantités de mouvement perdues et gagnées par ces poids dans un instant quelconque, c'està-dire entre les différences des quantités de mouvement que les poids acquièrent réellement dans cet instant, et de celles que la gravité tend à leur imprimer. Il détermine, par ce moyen, le rapport de l'accélération instantanée de chaque poids à celle que la gravité seule tend à lui donner et il trouve le centre d'oscillation en cherchant le point du pendule pour lequel ces deux accélérations seraient égales. Il étend ensuite sa théorie à un plus grand nombre de poids; mais il regarde pour cela les premiers comme réunis successivement dans leur centre d'oscillation, ce qui n'est plus si direct, ni ne peut être admis sans démonstration (*).
Cette analyse fit revenir Jacques Bernoulli sur la sienne et donna enfin lieu à la première solution directe et rigoureuse du problème des
( M On peut môme ajouter que cette méthode conduit à des résultats inexacts.
{/. Bertrand.)
centres d'oscillation, solution qui mérite d'autant plus l'attention des géomètres qu'elle contient le germe de ce principe de Dynamique qui est devenu si fécond entre les mains de d'Alembert.
L'auteur considère ensemble les mouvements que la gravité imprime à chaque instant aux corps qui composent le pendule, et, comme ces corps, à cause de leur liaison, ne peuvent lès suivre, il conçoit les mouvements qu'ils doivent prendre comme composés des mouvements imprimés et d'autres mouvements, ajoutés ou retranchés, qui doivent se contre-balancer, et en vertu desquels le pendule doit demeurer en équilibre. Le problème se trouve ainsi ramené aux principes de la Statique et ne demande plus que le secours de l'Analyse. Jacques Bernouili trouva, par ce moyen, des formules générales pour les centres d'oscillation des corps de figure quelconque, en fit voir l'accord avec le principe d'Huygens et démontra l'identité des centres d'oscillation et de percussion. Cette solution avait été ébauchée, dès 1691, dans les Actes de Leipsick; mais elle n'a été donnée d'une manière complète qu'en 1 703, dans les Mémoires de V Académie des Sciences de Paris.
9. Pour ne rien laisser à désirer sur cette histoire du problème du centre d'oscillation, je devrais rendre compte de la solution que Jean Bernouili en a donnée ensuite dans les mêmes Mémoires et qui, ayant été donnée aussi à peu près en même temps par Taylor dans l'Ouvrage intitulé Methodus incrementorum, a été l'occasion d'une vive dispute entre ces deux géomètres; mais, quelque ingénieuse que soit l'idée sur laquelle est fondée cette nouvelle solution et qui consiste k réduire tout d'un coup le pendule composé en pendule simple, en substituant à ses différents poids d'autres poids réunis dans un seul point, avec des masses et des pesanteurs fictives, telles qu'elles produisent les mêmes accélérations angulaires et les mêmes moments par rapport à l'axe de rotation et que la pesanteur totale des poids réunis soit égale à leur pesanteur naturelle, on doit néanmoins avouer que cette idée n'est ni si naturelle ni si lumineuse que celle de l'équilibre entre les quantités de mouvement acquises et perdues.
On trouve encore dans la Phoronomia d'Herman, publiée en 1716, une nouvelle manière de résoudre le même problème, et qui est fondée sur cet autre principe, que les forces motrices dont les poids qui forment le pendule doivent être animés pour pouvoir être mus conjointement sont équivalentes à celles qui proviennent de l'action de la gravité; en sorte que les premières, étant supposées dirigées en sens contraire, doivent faire équilibre à ces dernières.
Ce principe n'est, dans le fond, que celui de Jacques Bernoulli, présenté d'une manière moins simple, et il est facile de les rappeler l'un h l'autre par les principes de la Statique. Euler l'a rendu ensuite plus général et s'en est servi pour déterminer les oscillations des corps tlexibles, dans un Mémoire imprimé en 1740, dans le Tome VII des anciens Commentaires de Pétersbourg.
Il serait trop long de parler des autres problèmes de Dynamique qui ont exercé la sagacité des géomètres, après celui du centre d'oscillation et avant que l'art de les résoudre fût réduit à des règles fixes. Ces problèmes, que les Bernoulli, Clairaut, Euler se proposaient entre eux, se trouvent répandus dans les premiers Volumes des Mémoires de Pétersbourg et de Berlin, dans les Mémoires de Paris (années 1736 et 1742), dans les Œuvres de Jean Bernoulli et dans les Opuscules d'Euler. lis consistent à déterminer les mouvements de plusieurs corps, pesants ou non, qui se poussent ou se tirent par des fils ou des leviers inflexibles ou ils sont fixement attachés, ou le long desquels ils peuvent couler librement, et qui, ayant reçu des impulsions quelconques, sont ensuite abandonnés à eux-mêmes, ou contraints de se mouvoir sur des courbes ou des surfaces données.
Le principe d'Huygens était presque toujours employé dans la solution de ces problèmes ; mais, comme ce principe ne donne qu'une seule équation, on cherchait les autres par la considération des forces inconnues avec lesquelles on concevait que les corps devaient se pousser ou se tirer, et qu'on regardait comme des forces élastiques agissant également en sens contraire. 1/emploi de ces forces clispensait d'avoir égard à la liaison des corps et permettait de faire usage des lois du
mais la difficulté de déterminer les forces qui doivent être détruites, ainsi que les lois de l'équilibre entre ces forces, rend souvent Tapplication de ce principe embarrassante et pénible; et les solutions qui en résultent sont presque toujours plus compliquées que si elles étaient déduites de principes moins simples et moins directs, comme on peut s'en convaincre par la seconde Partie du même Traité de Dynamique ( * ).
11. Si l'on voulait éviter les décompositions de mouvements que ce principe exige, il n'y aurait qu'à établir tout de suite l'équilibre entre les forces et les mouvements engendrés, mais pris dans des directions contraires. Car, si l'on imagine qu'on imprime à chaque corps, en sens contraire, le mouvement qu'il doit prendre, il est clair que le système sera réduit au repos; par conséquent, il faudra que ces mouvements détruisent ceux que les corps avaient reçus et qu'ils auraient suivis sans leur action mutuelle; ainsi il doit y avoir équilibre entre touB ces mouvements, ou entre les forces qui peuvent les produire.
Cette manière de rappeler les lois de la Dynamique à celles de la Statique est à la vérité moins directe que celle qui résulte du principe de d'Alembert, mais elle offre plus de simplicité dans les applications; elle revient à celle d'Herman et d'Ëuler, qui l'a employée dans la solution de beaucoup de problèmes de Mécanique, et on la trouve dans quelques Traités de Mécanique sous le nom de Principe de d'Alemberi.
12. Dans la première Partie de cet Ouvrage, nous avons réduit toute la Statique à une seule formule générale qui donne les lois de l'équilibre d'un système quelconque de corps tiré par tant de forces qu'on voudra. On pourra donc aussi réduire à une formule générale toute la Dynamique; car, pour appliquer au mouvement d'un système de corps la formule de son équilibre, il suffira d*y introduire les forces qui proviennent des variations du mouvement de chaque corps, et qui doivent
(1) Ce qui contribue encore ù compliquer ces solutions, c'est que Tauteur veut éviter (ie faire les r//, ou éléments du temps, constants, comme il en avertit lui-même (art. 94);
( Note de Lagrange. )
être détruites. Le développement de cette formule, en ayant égard aux conditions dépendantes de la nature du système, donnera toutes les équations nécessaires pour la détermination du mouvement de chaque corps, et il n'y aura plus qu'à intégrer ces équations, ce qui est l'affaire de l'Analyse.
13. Un des avantages de la formule dont il s'agit est d'offrir immédiatement les équations générales qui renferment les principes ou théorèmes connus sous les noms de conservation des forces vwes, de consen'ation du mouK^ement du centre de gravité, de conservation des moments de rotation ou Principe des aires, et de Principe de kl moindre quantité d'action. Ces principes doivent être regardés plutôt comme des résultats généraux des lois de la Dynamique que comme des principes primitifs de cette science; mais, étant souvent employés comme tels dans la solution des problèmes, nous croyons devoir en parler ici, en indiquant en quoi ils consistent et à quels auteurs ils sont dus, pour ne rien laisser à désirer dans cette exposition préliminaire des principes de la Dynamique.
14. Le premier de ces quatre principes, celui de la conservation des forces vives, a été trouvé par Huygens, mais sous une forme un peu différente de celle qu'on lui donne présentement; et nous en avons déjà fait mention à Toccasion du problème des centres d'oscillation. Le principe, tel qu'il a été employé dans la solution de ce problème, consiste dans l'égalité entre la descente et la montée du centre de gravité de plusieurs corps pesants qui descendent conjointement, et qui remontent ensuite séparément; étant réfléchis en haut chacun avec la vitesse qu'il avait acquise. Or, par les propriétés connues du centre de gravité, le chemin parcouru par ce centre, dans une direction quelconque, est exprimé par la somme des produits de la masse de chaque corps parle chemin qu'il a parcouru suivant la même direction, divisée par la somme des masses. D'un autre côté, par les théorèmes de Galilée, le chemin vertical parcouru par un corps grave est proportionnel au carré de la vitesse qu'il a acquise en descendant librement, et avec
laquelle il pourrait remonter à la même hauteur. Ainsi le principe de Huygensse réduit à ce que, dans le mouvement des corps pesants, la somme des produits des masses par les carrés des vitesses à chaque instant est la même, soit que les corps se meuvent conjointement d'une manière quelconque, ou qu'ils parcourent librement les mêmes hauteurs verticales. C'est aussi ce que Huygens lui-même a remarqué en peu de mots, dans un petit Écrit relatif aux méthodes de Jacques Bernoulli et de L'Hôpital pour les centres d'oscillation.
Jusque-là ce principe n'avait été regardé que comme un simple théorème de Mécanique; mais, lorsque Jean Bernoulli eut adopté la distinction établie par Leibnitz entre les forces mortes ou pressions qui agissent sans mouvement actuel et les forces vives qui accompagnent ce mouvement, ainsi que la mesure de ces dernières par les produits des masses et des carrés des vitesses, il ne vit plus dans le principe en question qu'une conséquence de la théorie des forces vives et une loi générale de la nature, suivant laquelle la somme des forces vives de plusieurs corps se conserve la même, pendant que ces corps agissent les uns sur les autres par de simples pressions, et est constamment égale a la simple force vive qui résulte de l'action des forces actuelles qui meuvent les corps. Il donna ainsi à ce principe le nom de conservation des forces vwes, et il s'en servit avec succès pour résoudre quelques problèmes qui n'avaient pas encore été résolus et dont il paraissait difficile de venir à bout par des méthodes directes.
Daniel Bernoulli a donné ensuite plus d'extension à ce principe et il en a déduit les lois du mouvement des fluides dans des vases, matière qui n'avait été traitée avant lui que d'une manière vague et arbitraire. Enfin il l'a rendu très général, dans les Mémoires de Berlin pour Tannée 1748, en faisant voir comment on peut l'appliquer au mouvement des corps animés par des attractions mutuelles quelconques ou attirés vers des centres fixes par des forces proportionnelles à quelques fonctions des distances que ce soit.
Le grand avantage de ce principe est de fournir immédiatement une équation finie entre les vitesses des corps et les variables qui déter-
minent leur position dans l'espace; de sorte que, lorsque par la nature du problème toutes ces variables se réduisent à une seule, cette équation suffit pour le résoudre complètement, et c'est le cas de celui des centres d'oscillation. En général, la conservation des forces vives donne toujours une intégrale première des différentes équations différentielles de chaque problème, ce qui est d'une grande utilité dans plusieurs occasions.
15, Le second principe est dû à Newton, qui, au commencement de ses Principes mathématiques ^ démontre que l'état de repos ou de mouvement du centre de gravité de plusieurs corps n'est point altéré par Taction réciproque de ces corps, quelle qu'elle soit; de sorte que le centre de gravité des corps qui agissent les uns sur les autres d'une manière quelconque, soit par des fils ou des leviers, ou des lois d'attraction, etc., sans qu'il y ait aucune action ni aucun obstacle extérieur, est toujours en repos ou se meut uniformément en ligne droite.
D'Alembert a donné depuis à ce principe une plus grande étendue, en faisant voir que, si chaque corps est sollicité par une force accélératrice constante et qui agisse suivant des lignes parallèles, ou qui soit dirigée vers un point fixe et agisse en raison de la distance, le centre de gravité doit décrire la même courbe que si les corps étaient libres; à quoi l'on peut ajouter que le mouvement de ce centre est, en général, le même que si toutes les forces des corps, quelles qu'elles soient, y étaient appliquées, chacune suivant sa propre direction.
Il est visible que ce principe sert a déterminer le mouvement du centre de gravité indépendamment des mouvements respectifs des corps, et qu'ainsi il peut toujours fournir trois équations finies entre les coordonnées des corps et le temps, lesquelles seront des intégrales des équations différentielles du problème (* ).
16. Le troisième principe est beaucoup moins ancien que les deux
(*) Il faut cependant mettre celte restriction, que les forces qui sollicitent ces corps no dépendent pas de leur position inconnue. (/. Bertrand.)
précédents, et parait avoir été découvert en même temps par Euler, Daniel BernouUi et d'Arcy, mais sous des formes différentes.
Selon les deux premiers, ce principe consiste en ce que, dans le mouvement de plusieurs corps autour d'un centre fixe, la somme des produits de la masse de chaque corps par sa vitesse de circulation autour du centre et par sa distance au même centre est toujours indépendante de l'action mutuelle que les corps peuvent exercer les uns sur les autres, et se conserve la même tant qu'il n'y a aucune action ni aucun obstacle extérieur. Daniel BernouUi a donné ce principe dans le premier Volume des Mémoires de V Académie de Berlin , qui a paru en 1746, et Euler l'a donné la même année dans le tome l" de ses Opus- Cilles; et c'est aussi le même problème qui les y a conduits, savoir la recherche du mouvement de plusieurs corps mobiles dans un tube de figure donnée et qui ne peut que tourner autour d'un point ou centre fixe.
Le principe de d'Arcy, tel qu'il l'a donné à l'Académie des Sciences, dans leSiVe/woire^ de 1747, qui n'ont paru qu'en 1752, est que la somme des produits de la masse de chaque corps par l'aire que son rayon vecteur décrit autour d'un centre fixe sur un même plan de projection est toujours proportionnelle au temps. On voit que ce principe est une généralisation du beau théorème de Newton sur les aires décrites en vertu de forces centripètes quelconques; et pour en apercevoir l'analogie ou plutôt l'identité avec celui d'Euler et de Daniel BernouUi, il n'y a qu'à considérer que la vitesse de circulation est exprimée par l'élément de l'arc circulaire divisé par l'élément du temps, et que le premier de ces éléments, multiplié par la distance au centre, donne l'élément de l'aire décrite autour de ce centre; d'où Ton voit que ce dernier principe n'est autre chose que l'expression différentielle de celui de d'Arcy.
Cet auteur a présenté ensuite son principe sous une autre forme qui le rapproche davantage du précédent, et qui consiste en ce que la somme des produits des masses par les vitesses et par les perpendiculaires tirées du centre sur les directions du corps est une quantité constante.
Sous ce point de vue, il en a fait même une espèce de principe métaphysique qu'il appelle la conservation de Vaction. pour Topposer ou plutôt pour le substituer à celui de la moindre quantité d* action; comme si des dénominations vagues et arbitraires faisaient Tessence des lois de la nature et pouvaient, par quelque vertu secrète, ériger en causes finales de simples résultats des lois connues de la Mécanique.
Quoi qu'il en soit, le principe dont il s'agit a lieu généralement pour tous les systèmes de corps qui agissent les uns sur les autres d'une façon quelconque, soit par des fils, des lignes inflexibles, des lois d'attraction, etc., et qui sont de plus sollicités par des forces quelconques dirigées à un centre fixe, soit que le système soit d'ailleurs entièrement libre, ou qu'il soit assujetti à se mouvoir autour de ce même centre. La somme des produits des masses par les aires décrites autour de ce centre et projetées sur un plan quelconque est toujours proportionnelle au temps; de sorte que, en rapportant ces aires à trois plans perpendiculaires entre eux, on a trois équations différentielles du premier ordre entre le temps et les coordonnées des courbes décrites par les corps; et c'est proprement dans ces équations que consiste la nature du principe dont nous venons de parler.
17, Je viens enfin au quatrième principe, que j'appelle de h moindre action, par analogie avec celui que Maupertuis avait donné sous cette dénomination et que les écrits de plusieurs auteurs illustres ont rendu ensuite si fameux. Ce principe, envisagé analytiquement, consiste en ce que, dans le mouvement des corps qui agissent les uns sur les autres, la somme des produits des masses par les vitesses et par les espaces parcourus est un minimum. L'auteur en a déduit les lois de la réflexion et de la réfraction de la lumière, ainsi que celles du choc des corps, dans deux Mémoires lus, l'un à l'Académie des Sciences de Paris, en 1744» et l'autre, deux ans après, à celle de Berlin.
Mais ces applications sont trop particulières pour servir à établir la vérité d'un principe général; elles ont d'ailleurs quelque chose de vague et d'arbitraire, qui ne peut que rendre incertaines les consé-
quences qu'on en pourrait tirer pour rexactitude même du principe. Aussi l'on aurait tort, ce me semble, de mettre ce principe, présenté ainsi, sur la même ligne que ceux que nous venons d'exposer. Mais il y a une autre manière de l'envisager, plus générale et plus rigoureuse, et qui mérite seule l'attention des géomètres. Eulcr en a donné la première idée à la fin de son Traité des isopérimètres, imprimé à Lausanne en 1744» en y faisant voir que, dans les trajectoires décrites par des forces centrales, l'intégrale de la vitesse multipliée par l'élément de la courbe fait toujours un maximum ou un minimum.
Cette propriété, qu'Euler avait trouvée dans le mouvement des corps isolés, et qui paraissait bornée à ces corps, je l'ai étendue, par le moyen de la conservation des forces vives, au mouvement de tout système de corps qui agissent les uns sur les autres d'une manière quelconque; et il en est résulté ce nouveau principe général, que la somme des produits des masses par les intégrales des vitesses multipliées par les éléments des espaces parcourus est constamment un maximum ou un minimum.
Tel est le principe auquel je donne ici, quoique improprement, le nom de moindre action, et que je regarde, non comme un principe métaphysique, mais comme un résultat simple et général des lois de la Mécanique. On peut voir dans le tome II des Mémoires de Turin (*) l'usage que j'en ai fait pour résoudre plusieurs problèmes difficiles de Dynamique. Ce principe, combiné avec celui des forces vives et développé suivant les règles du calcul des variations, donne directement toutes les équations nécessaires pour la solution de chaque problème; et de la naît une méthode également simple et générale pour traiter les questions qui concernent le mouvement des corps; mais cette méthode n'est elle-même qu'un corollaire de celle qui fait l'objet de la seconde Partie de cet Ouvrage et qui a, en même temps, l'avantage d'être tirée des premiers principes de la Mécanique.
(*) Œuvres de Lagrangey t. I, p. 365.
ANIMÉS PAR DES FORCES QUELCONQUES
1. Lorsque les forces qui agissent sur un système de corps sont disposées conformément aux lois exposées dans la première Partie de ce Traité, ces forces se détruisent mutuellement et le système demeure en équilibre. Mais, quand l'équilibre n'a pas lieu, les corps doivent nécessairement se mouvoir, en obéissant en tout ou en partie à l'action des forces qui les sollicitent. La détermination des mouvements produits par des forces données est l'objet de cette seconde Partie.
Nous y considérerons principalement les forces accélératrices et retardatrices dont l'action est continue, comme celle de la gravité, et qui tendent à imprimer à chaque instant une vitesse infiniment petite et égale à toutes les particules de matière.
Quand ces forces agissent librement et uniformément, elles produisent nécessairement des vitesses qui augmentent comme le temps; et l'on peut regarder les vitesses ainsi engendrées dans un temps donné comme les effets les plus simples de ces sortes de forces et, par conséquent, comme les plus propres à leur servir fie mesure. Il faut, dans la Mécanique, prendre les effets simples des forces pour connus, et l'art de cette science consiste uniquement a en déduire les effets composés qui doivent résulter de l'action combinée et modifiée des mêmes forces.
2. Nous supposerons donc que l'on connaisse, pour chaque force accélératrice, la vitesse qu'elle est capable d'imprimer à un mobile en agissant toujours de la même manière, pendant un certain temps que
nous prendrons pour l'unité des temps, et nous mesurerons \^ force accélératrice par cette même vitesse, qui doit s'estimer par l'espace que le mobile parcourrait dans le même temps si elle était continuée uniformément; or on sait, par les théorèmes de GaUlée, que cet espace est toujours double de celui que le corps a parcouru réellement par l'action constante de la force accélératrice.
On peut d'ailleurs prendre une force accélératrice connue pour l'unité et y rapporter toutes les autres. Alors il faudra prendre pour l'unité des espaces le double de l'espace que la même force continuée également ferait parcourir dans le temps qu'on veut prendre pour l'unité des temps, et la vitesse acquise dans ce temps par l'action continue de la même force sera l'unité des vitesses. De cette manière, les forces, les espaces, les temps et les vitesses ne seront que de simples rapports, des quantités mathématiques ordinaires.
Par exemple, si l'on prend la gravité sous la latitude de Paris pour l'unité des forces accélératrices, et que l'on compte le temps par secondes, on devra prendre alors 80,196 pieds de Paris pour l'unité des espaces parcourus, parce que 15,098 pieds est la hauteur d'où un corps abandonné à lui-même tombe dans une seconde sous cette latitude; et l'unité des vitesses sera celle qu'un corps pesant acquiert en tombant de cette hauteur.
.*J. Ces notions préliminaires supposées, considérons un système de corps, disposés les uns par rapport aux autres comme on voudra et animés par des forces accélératrices quelconques.
Soit m la masse 'de l'un quelconque de ces corps, regardé comme un point; rapportons, pour la plus grande simplicité, à trois coordonnées rectangles x, y, z la position absolue du même corps au bout d'un temps quelconque /. Ces coordonnées sont supposées toujours parallèles à trois axes fixes dans l'espace, et qui se coupent perpendiculairement dans un point nommé Vorigine des coordonnées; elles expriment, par conséquent, les distances rectilignes du corps à trois plans passant par les mêmes axes.
Ainsi, a cause de la perpendicularité de ces plans, les coordonnées or, V, z représentent les espaces par lesquels le corps en mouvement s'éloigne des mêmes plans; par conséquent,
da: dy dz 'di' "dt' di
représenteront les vitesses que ce corps a dans un instant quelconque pour s'éloigner de chacun de ces plans-Ià et se mouvoir suivant le prolongement des coordonnées cc^y^ z\ et ces vitesses, si le corps était ensuite abandonné a lui-même, demeureraient constantes dans les instants suivants, par les principes fondamentaux de la théorie du mouvement.
Mais, par la liaison des corps et par l'action des forces accélératrices qui les sollicitent, ces vitesses prennent, pendant l'instant dt, les accroissements
, dx .dy jdz "^di' "^dt' "^di
qu'il s'agit de déterminer. On peut regarder ces accroissements comme de nouvelles vitesses imprimées à chaque corps, et, en les divisant par dt, on aura la mesure des forces accélératrices employées immédiatement à les produire; car, quelque variable que puisse être l'action d'une force, on peut toujours, par la nature du Calcul différentiel, la regarder comme constante pendant un temps infiniment petit, et la vitesse engendrée par cette force est alors proportionnelle à la force multipliée par le temps; par conséquent, la force elle-même sera exprimée par la vitesse divisée par le temps.
En prenant l'élément dt du temps pour constant, les forces accélératrices dont il s'agit seront exprimées par
d^x d^Y d*z dF' di*' dï^'
et, en multipliant ces forces par la masse m du corps sur lequel elles agissent, on aura
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pour les forces employées immédiatement à mouvoir le corps m pendant le temps dt^ parallèlement aux axes des coordonnées x, y^ s. On regardera donc chaque corps m du système comme poussé par de pareilles forces; par conséquent, toutes ces force» devront être équivalentes a celles dont on suppose que le système est sollicité, et dont l'action est modifiée par la nature même du système; et il faudra que la somme de leurs moments soit toujours égale à la somme des moments de celles-ci, parle théorème donné dans la première Partie (Sect. II, art. 15).
4. Nous emploierons dans la suite la caractéristique ordinaire d pour représenter les différentielles relatives au temps, et nous dénoterons les variations qui expriment les vitesses virtuelles par la caractéristique S, comme nous l'avons déjà fait dans quelques problèmes de la première Partie.
Ainsi Ton aura
"'-dF'-^' '»#«/. «n^o.
pour les moments des forces
qui agissent suivant les coordonnées x, y, z et tendent à les augmenter; la somme de leurs moments pourra donc être représentée par la formule
, d^jr 5, d*y ^ d*z ^
en supposant que le signe d'intégration § s'étende à tous les corps du svstème.
5. Soient maintenant P, Q, K, . . . les forces accélératrices données, qui sollicitent chaque corps m du système vers les centres auxquels ces forces sont supposées tendre; et soient p, q, r, ... les'distances rectilignes de chacun de ces corps aux mêmes centres. Les différen-
tielles 8p, 8q, Sr, . . . représenteront les variations des lignes/?, q^r, .. , provenantes des variations Ix, Sy, Iz des coordonnées Xy y, z du corps m; mais, coofinfie les forces P, Q, R, ... sont censées tendre à diminuer ces lignes, leurs vitesses virtuelles doivent être représentées par — 8|p, — Sy, —Sr, ... (Part. I, Sect. II, art. 3); donc les moments des forces mP, niQ, mR, ... seront exprimés par — mPS/?, — mQSy, — mRSr, ..., et la somme des moments de toutes ces forces sera
représentée par
— jj^m(P 3/> H- 0 5^ 4- R or -4- . . .).
Egalant donc cette somme à celle de l'article précédent, on aura
et, transposant le second membre.
C'est la formule générale de la Dynamique pour le mouvement d'un système quelconque de corps.
6. Il est visible que cette formule ne diffère de la formule générale de la Statique, donnée dans la première Partie (Sect. II), que par les
ternies dus aux forces m --^^ m ^-^j m — qui produisent l'accélération du corps m suivant les prolongements des trois coordonnées x^ r, :;. En effet, nous avons vu dans la Section précédente (art. H) que ces forces, étant prises en sens contraire, c'est-à-dire étant regardées comme tendantes à diminuer les lignes x, y, z, doivent faire équilibre aux. forces actuelles P, Q, R, ..., qui sont supposées agir pour diminuer les lignes/?, y, r, ...; de sorte qu'il n'y a qu'à ajouter aux moments
e CCS dernières forces ceux des forces ni^-^> "^Tyî' ^TH^ pour
chacun des corps m, pour passer tout d'un coup des conditions de l'équilibre aux propriétés du mouvement (Part. I, Sect. II, art. 4).
7. Les mêmes règles que nous avops données dans la première Partie (Sect. 11), pour le développement de la formule générale de la Statique, s'appliqueront donc aussi à la formule générale de la Dynamique.
11 faudra seulement observer :
I® Que les différences que nous avions marquées par la caractéristique ordinaire d, pour représenter les variations, seront toujours marquées dorénavant par la caractéristique S;
2** Que la caractéristique d sera toujours relative au temps/, ainsi que la caractéristique correspondante / pour les intégrations, excepté dans les différences partielles, où il est indifférent quelle caractéristique on y emploie;
3** Que, pour représenter les éléments d'une courbe ou d'une surface, ou, en général, d'un système composé d'une infinité de particules, on emploiera la caractéristique D, qui répond à la caractéristique intégrale §. Ainsi, lorsqu'on voudra étendre au mouvement les formules que nous avons données pour l'équilibre, dans la première Partie (Sect. V, Chap. 111 et IV), il faudra changer partout la caractéristique d en D, pour avoir l'expression de la somme des moments de toutes les forces.
8. Lorsque le mouvement se fait dans un milieu résistant» on peut regarder la résistance du milieu comme une force qui agit en sens contraire de la direction du corps et qui peut, par conséquent, être supposée tendante à un point de la tangente.
Supposons que la résistance soit R; pour avoir son moment — RSr, il n'y a qu'à considérer qu'on a, en général,
/, m, n étant les coordonnées du centre de la force R; donc
or =: ox -h ôy H ùz.
Prenons le centre de la force R dans la tangente de la courbe décrite
par le corps et très près de lui; on fera, pour cela,
ce qui donnera, en prenant ds pour Télément de la courbe,
.r — / dx y — m dy z — n dz
r ds r ds r ds
et, par conséquent,
. djr ^ dy ^ dz ^
ôr =: -r- dcT -h -7- or -h -,- oz, as as '^ ds
Si le milieu résistant était en mouvement, il faudrait composer ce mouvement avec celui du corps pour avoir la direction de la force de résistance. Nommons rfa, d^, dy les petits espaces que le milieu parcourt parallèlement aux axes des coordonnées ^, r, :?, pendant que le corps décrit l'espace ds; il n'y aura qu'à retrancher ces quantités de dœ, dy, dz pour avoir les mouvements relatifs; et, comme
ds =: \/dx^ H- dy^ -+- dz^ ,
si l'on fait
d7 = sj {dx — doLY -^ (dy — d^y-h {dz — dyY ,
ofi aura, dans ce cas,
dx — doL ^ dy — c?3 . dz — dy ^
or =z — :j ox -f- -=^-7 — - dy H — ^ dz.
d(r d7 '^ dfj
A l'égard de la résistance R, elle est ordinairement une fonction de la vitesse ^; mais, dans le cas où le milieu est en mouvement, elle sera
fonction de la vitesse relative -r:-
dt
De cette manière, on pourra appliquer nos formules générales aux mouvements qui se font dans des milieux résistants, sans avoir besoin d'aucune considération particulière h ces sortes de mouvements.
Il est important de remarquer que l'expression
d^x dx H- d^y dy H- d^z dz,
par laquelle la formule générale de la Dynamique diffère de celle de la Statique (art. 5), est indépendante de la position des axes des coordonnées a:, y, z.
Car, supposons qu'à la place de ces coordonnées on substitue d'autres coordonnées rectangles ^', v', z' qui aient la même origine» mais qui se rapportent à d'autres axes. Par les formules de la transformation des coordonnées, données dans la première Partie (Sect. III, art. 10), on a
.r— aar' -+- ^y' -^yz\
Différentions ces expressions de »r, y, :;, en y regardant tous les coefficients a, p. Y, a', ... comme constants et les nouvelles coordonnées x\ y\ z' comme seules variables, on aura
d^œ — oL rf«x'-f.;3 r/«/-hy d*z\ d^y — ol' d^x'-h p' e^/-h y'd^s', d^z -z a'dKv'-h ^"dr-y-^- y'd^z'.
On aura de même
o,r— a âj-'-f- P âv'-h y $z\ àY^OL'àx'-^^'èy''-^y'^z\
ôz r=z x'àjr'-^ ?'ô/-+- y'oz'.
Substituant ces valeurs et ayant égard aux équations de condition données dans l'article cité, entre les coefficients a, p, y, a', ..., on aura
d'x d.v -h d\Y 5/ -h d^z^z — d^x'ox'-{- rf*/ 5/h- d'z'iz.
Si l'on fait les mêmes substitutions dans l'expression des distances rectilignes entre les différents corps du système, représentées par p, q, ..., il est facile de voir que les quantités a, p, y, «', ... disparaîtront également et que les transformées conserveront la même forme. En effet, on a
.r,/, :; étant les coordonnées d'un corps m et x, y, z celles d'un autre
corps m rapportées aux mêmes axes. Par le changement des axes, les premières deviennent x\ y, z\ et, si l'on désigne par x', y', z' ce que les dernières deviennent, on aura aussi
x = ax' 4-(3y' -hyz', z = a'x'-h P^y'-l- y'^z'.
Substituant et ayant égard aux mêmes équations de condition, on
aura
ot ainsi des quantités analogues q, r, . . ..
10. Il s'ensuit de la que, si le système n'est animé que par des forces intérieures P, Q, ... proportionnelles à des fonctions quelconques des distances p, q, ... entre les corps, et que les conditions du système ne dépendent que de la disposition mutuelle des corps, de manière que les équations de condition ne soient qu'entre les différentes lignes p, q, ..., la formule générale de la Dynamique (art. 5) sera la même pour les coordonnées transformées x\ y\ z* que pour les coordonnées primitives Xyy^ z. Donc, après avoir trouvé, par l'intégration des différentes équations déduites de cette formule, les valeurs des coordonnées x^y^ z de chaque corps m, exprimées en temps, si l'on prend ces valeurs pour x\y\ z\ on aura, pour les coordonnées x,y, z, ces valeurs pjus générales
jTzna x'-h^ y'-^y ^''
dans lesquelles les neuf coefficients a, p, y, . . . renferment trois quantités indéterminées, puisqu'il n'y a entre elles que six équations de condition.
Si les valeurs de x\ y\ z renferment toutes les constantes arbitraires nécessaires pour compléter les différentes intégrales, les trois indéterminées dont il s'agit se fondront dans ces mêmes constantes
arbitraires; mais elles pourront suppléer celles qui manqueraient, et dont le défaut rendrait la solution incomplète. Ainsi, au moyen de ces trois nouvelles arbitraires qu'on peut introduire à la fin du calcul, on sera libre de supposer nulles ou égales à des quantités déterminées autant d'autres constantes arbitraires, ce qui servira souvent a faciliter et simplifier le calcul.
M. Quoiqu'on puisse toujours calculer les effets de l'impulsion et de la percussion comme ceux des forces accélératrices, cependant, lorsqu'on ne demande que la vitesse totale imprimée, on peut se dispenser de considérer ses accroissements successifs; et l'on peut, tout de suite, regarder les forces d'impulsion cemme équivalentes aux mouvements imprimés.
Soient donc P, Q, R, ... les forces d'impulsion appliquées à un corps quelconque m du système, suivant les lignes/?, y, r, ...; supposons que la vitesse imprimée k ce corps soit décomposée en trois vitesses représentées par ce, y, :;, suivant les directions des axes des coordonnées x, V, :?, on aura, comme dans l'article 5, en changeant les forces accélé-
ratrices -r-^y ^> ^ dans les vitesses x, y, 5, l'équation générale
^m (i 3j- + j ôy -+- i 5^) 4- §(P 5/? 4- Q Ô7 -h R (îr 4- . . .) = o.
Cette équation donnera autant d'équations particulières qu'il y restera de variations indépendantes après avoir réduit toutes les variations marquées par o au plus petit nombre possible, d'après les conditions du système.
PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DU MOUVEMENT DÉDUITES DE LA FORMULE PRÉCÉDENTE
i. Considérons un système de corps disposés les uns par rapport aux autres et liés ensemble comme Ton voudra, mais sans qu'il y ait aucun point ou obstacle fixe qui gène leur mouvement; il est évideni que, dans ce cas, les conditions du système ne peuvent dépendre que de la position respective des corps entre eux; par conséquent, les équations de condition ne pourront contenir d'autres fonctions des coordonnées que les expressions des distances mutuelles des corps. Cette considération fournit, pour le mouvement d'un système, des équations générales indépendantes de la nature du système et analogues à celles que nous avons trouvées pour l'équilibre dans la première Partie (Sect. III, § I).
§ I. — Propriétés relatâmes au centre de gravité,
2. Soient œ\ y\ z les coordonnées d'un corps quelconque déterminé du système, tandis que x, y, z représentent, en général, les coordonnées d'un autre corps quelconque. Faisons, ce qui est toujours permis,
il est visible que les quantités x\ y\ z' n'entreront point dans les
expressions des distances mutuelles des corps, mais que ces dislances
ne dépendront que des différentes quantités Ç, y], X, qui expriment pro- XI. 35
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proinent les coordonnées des différents corps, rapportés à celui qui répond à x\ y\ z'\ par conséquent, les équations de condition du système seront entre les seules variables ^, y], X, et ne renfermeront point x\ y, z\
Donc, si dans la formule générale de la Dynamique (Sect. II, art. 5) on réduit toutes les variations à ox, oy» S^ et qu'on substitue, pour oa\ 5v, oz, leurs valeurs 8œ'-\-ol, ^JK'-^^^» oz'-h8^, les variations ox\ ov', oz' seront indépendantes de toutes les autres et arbitraires en elles-mêmes; ainsi, il faudra égaler séparément à zéro la totalité des termes affectés de chacune de ces variations, ce qui donnera trois équations générales et indépendantes de la constitution particulière du système.
Les forces intérieures par lesquelles les corps pourraient agir les uns sur les autres, et que nous dénotons par P, Q, ..., comme dans la première Partie (Sect. II, art. 2), n'entreront point dans ces équations, parce que, les distances mutuelles p, q, ... étant indépendantes de x\ y\ z\ les variations Sp, Sy, . . . , relatives à ces variables, seront nulles.
A l'égard des forces extérieures P, Q, R, ..., si on les réduit aux trois forces X, Y, Z, dirigées suivant les coordonnées x, y, z et tendantes à les diminuer, d'après les formules données dans la première Partie (Sect. V, Chap. I ), on a
P 3/> -h Q 5(/ -h R ôr -h . . . = X 3.r -H Y 5/ -f- Z 55, et la formule générale devient
laquelle, en n'ayant égard qu'aux variations ox\ Sr', ^jz\ qui sont indépendantes de toutes les autres, donnera
d'où l'on (ire sur-le-champ ces trois équations
lesquelles auront toujours lieu dans le mouvement d'un système quelconque de corps, lorsque le système est entièrement libre.
3. Supposons maintenant que le corps auquel répondent les coordonnées x\ y, z' soit placé dans le centre de gravité de tout le système. On aura, par les propriétés connues de ce centre (Part. I, Seet. III, § IV), les équations
lesquelles, en différentiant par rapport à /, donneront celles-ci :
Donc on aura
parce que x', ayant la même valeur pour tous les corps, est indépendante du signe C; on aura pareillement
S d'y (i*Y'o n d'z (Pz'n
Ainsi les trois équations de Tarticle précédent prendront cette forme plus simple :
^Sm + ^mX-o,
Ces équations serviront à déterminer le mouvement du centre de gravité de tous les corps, indépendamment du mouvement particulier de chacun d'eux; et, comme les valeurs de ^mX, l^mY, ^mZ ne renferment point les forces intérieures du système, le mouvement de ce centre ne dépendra point de l'action mutuelle que les corps peuvent exercer les uns sur les autres, mais seulement des forces accélératrices qui sollicitent chaque corps. C'est en quoi consiste le principe général de la consenation du mouvement du centre de gra^'ité.
Ce principe subsiste aussi dans le cas où les corps, dans leurs mouvements, viendraient à se choquer; car, de quelque nature que soient les corps, on peut toujours imaginer que leur action dans le choc se fasse par le moyen d'un ressort interposé entre les corps et qui, après la compression, tende à se rétablir ou non suivant que les corps seront élastiques ou non. De cette manière, reffet du choc sera le produit de forces de la nature de celles que nous avons désignées par P, Q, . . • , et qui disparaissent dans la formule générale (art. 2).
4. On voit, au reste, que les équations du mouvement du centre de gravité sont les mêmes que celles du mouvement d'un seul corps qui serait animé à la fois par toutes les forces accélératrices qui agissent sur les différents corps du système. En effet, si Ton conçoit que tous ces corps soient réunis en un point qui réponde aux coordonnées oc\ y\ z\ on a alors, dans la formule générale,
et, égalant à zéro la totalité des termes affectés de chacune des trois variations ox\ S/', oz\ on aura les mêmes équations que ci-dessus. De là résulte ce théorème général :
Le m.ous;emeni du centre de gravité d'un système libre de corps, disposés, les uns par rapport aux autres y comme ron voudra, est toujours le même que si les corps étaient tous réunis dans un seul point et quen même temps chacun d'eux fut animé des mêmes forces accélératrices que dans leur état naturel.
5. Ce théorème a encore lieu lorsque les corps qui composent un système libre ne reçoivent que des impulsions quelconques; car, en substituant, dans l'équation de l'article 11 de la Section précédente, cx'-i- ô$, Sj'-h Sy), Ss'-i- cC à la place de o^r, §y, cz, et réduisant les forces P, Q, R, .. . aux forces X, Y, Z, on prouvera, comme dans l'article 2, que les variations 8x\ oj', S^' doivent demeurer arbitraires, ce qui donnera les trois équations
Or, si l'on rapporte les coordonnées x\ y\ z' au centre de gravité du système, on a, par les propriétés de ce centre,
Donc aussi, en différentiant relativement à t, et faisant
dx r= X dty dy rniy dty dz z^ z dt, dx'zzzx'dt, dy = ydty dz'=zz'dt,
on aura
jc'j^m = j^mi:, /§m = §m/, i'j^m = 3mi
et, par conséquent,
ce qui fait voir que les vitesses a;\ y\ z' imprimées au centre de gravité sont les/mémes que si tous les corps, étant réunis dans ce centre, recevaient à la fois les impulsions X, Y, Z.
6. La formule générale (art. 2), après la substitution ojs'-ho^, oy -h Sy], Ss'-hâî^ à la place de Sa?, Sj, Iz et l'évanouissement des termes affectés de Zx\ Sy, Ss', se réduira à
Substituant .r'-h^, 7"^^» ^' H- ^ pour x, v» :; dans les différenlielles d^x, d-y^ d^z, et faisant sortir hors du signe j^ les différentielles d^x\ d^y\ d^z\ les termes affectés de ces différentielles seront
Mais, en rapportant au centre de gravité les coordonnées x\ y\ z\ on a (art. 3)
donc aussi, en différenliant par o, on aura
j^ m o; ~ o, ^ ni ÔYï = o, § m ôC = o,
ce qui fait évanouir les termes dont il s'agit. Ainsi la formule générale se réduira a
qui est tout a fait semblable à la première formule, les coordonnées .x-, y, z, dont l'origine est fixe dans l'espace, étant changées en $, r^ Ç, dont l'origine est au centre de gravité.
On peut conclure de là (*), en général, que, dans un système libre, on aura, par rapport au centre do gravité, les mêmes équations et les mêmes propriétés que par rapport à un point fixe hors du système.
§ II. — Propriétés relatives aux aires.
7. Considérons maintenant le mouvement du système autour d'un point fixe, et supposons qu'il soit entièrement libre de tourner en tout
(*) Colto conclusion osl trop absolue. L'équation différontielle qui lie $, r,, Ç est, en effet, de môme forme que celle qui lie x, > , 3 ; mais les forces X, Y, Z n^auronl pas des expressions do même forme par rapport aux deux systèmes do variables. Ainsi, par exemple, si Ton considère doux points qui s'attirent mutuellement avec une force réciproquement proportionnelle au carré do la distance, ils décriront des ellipses par rapport aux axes mobiles passant par le contre de gravité. Par rapport à des axes Gxes, les trajectoires seraient beaucoup plus compliquées. (7. Bertrand.)
sens autour de ce point. En faisant abstraction des mouvements respectifs des corps du système les uns à Tégard des autres, la rotation autour de chacun des trois axes des x, j, z fournira, comme on Ta vu dans la première Partie (Sect. III, art. 8), les expressions suivantes des variations Sa?, Sy, S:?,
dans lesquelles Sç, Sco, S^ sont les rotations élémentaires par rapport aux trois axes des z,y^ x, qui doivent demeurer arbitraires.
Ces expressions sont générales pour les variations des coordonnées de tous les corps du système, et il ne s'agira que dé les substituer dans la formule de l'article 5 de la Section précédente, après avoir réduit toutes les variations à Sa:, Sy, oz, et d'égaler ensuite à zéro séparément les quantités affectées des trois indéterminées 09, Sco, C'\f.
On trouvera d'abord, comme dans l'article cité de la première Partie, que la variation 8p devient nulle, et qu'ainsi les termes dus aux forces intérieures P du système, ne renfermant point les variations S9, Sod, ô'|, ne donneront rien dans les équations dont il s'agit. On trouve aussi, comme on l'a vu dans le même article, que la variation ùp est nulle lorsque la force P tend vers l'origine des coordonnées, et qu'ainsi cette force n'entrera point dans les mêmes équations.
En faisant donc simplement pour Bx, Sy, Ss les substitutions indiquées, après avoir changé les forces P, Q, R, ... en X, Y, Z, comme ci-dessus (art. 2), on aura, relativement aux variations S©, ood, oj», l'équation
S] / d*x du _. v \ ^ (
/ du
[^''dF
-^';^-Zj-Y.)oM
dt'
et, comme les variations So, S'^, Sco sont les mêmes pour tous les corps du système, elles n'entreront pas sous le signe d'intégration Q; do
sorte qu'on aura les trois équations relatives à chacune de ces variations
Ces équations auront lieu à la fois, lorsque le système aura la liberté de tourner autour de chacun des trois axes, c'est-à-dire toutes les fois que le système sera disposé de manière à pouvoir pirouetter librement en tout'sens autour du point fixe qui est l'origine des coordonnées.
Et il est bon de remarquer que ces équations ont toujours lieu indépendamment de l'action mutuelle des corps, de quelque manière que cette action puisse s'exercer, même par le choc mutuel des corps du système, comme dans l'article 3 et par la même raison; elles sont, de plus, indépendantes des forces qui tendraient vers le point fixe où est l'origine des coordonnées.
8. Pour se former une idée plus nette de ces équations, on remarquera :
I'* Que les quantités
sont les diff*érentielles de celles-ci
œ dy — ydjc^ z dx — xdzy y dz — zdy^
lesquelles représentent le double des secteurs élémentaires décrits par le corps m sur le plan des xy, des œz et des yz^ c'est-à-dire sur les plans perpendiculaires aux axes des z, des r et des x. En eff*et, si dans
X dy — y dx
on substitue pour ^ et y les valeurs pcoscp, p sinç, on a
double de l'aire comprise entre le rayon vecteur p et le rayon consécutif qui fait avec lui l'angle e/^p;
2"* Que les quantités X, Y, Z représentent les forces qui sollicitent chaque corps m suivant les coordonnées or, y, z et vers leur origine, et qui résultent de toutes les forces P, Q, R, ... agissantes sur ce corps suivant des directions quelconques (Sect. Il, art. 5), et qu'ainsi les
quantités
jX — xYy xZ— z\, zY — rZ
expriment les moments des forces qui tendent a faire tourner les corps autour de chacun des trois axes des coordonnées z, j, œ, en prenant le mot moment, dans le sens ordinaire, pour le produit de la force et de la perpendiculaire menée sur sa direction.
9. Si le système n'était animé par aucune force extérieure, ou s'il l'était seulement par des forces tendantes au. point que nous avons pris pour l'origine des coordonnées, les trois équations précédentes se réduiraient à celles-ci
lesquelles^ étant intégrées par rapport à la variable /, donneront, en prenant trois constantes arbitraires A, B, G,
Ces dernières équations renferment évidemment le principe des aires,
dont nous avons parlé dans la première Section.
10. Il est à propos de remarquer que ces équ«itions sont dans le cas do Tartkçle 10 de la Section précédente; de sorte qu'on y peut introduire trois nouvelles constantes arbitraires, par le changement des axes des coordonnées.
Soient ir', y', s' les nouvelles coordonnées; on aura également
les quantités A', B', C étant aussi des constantes arbitraires, mais ditTérentes do A, B, C.
Substituons maintenant dans l'expression xdy—ydx les valeurs de r, y en x\ y\ z' données dans l'article cité de la même Section; on aura
,r fly — ydx = -f- (a^'— '^7.') {x' df — y' dx') -h (ya' — a-/) {z' dx' — x' dz')
-^{?7'-y?'){ydz'-z'dy).
On trouvera de mémo
zdjT — jc dz = -^ i^x' — x^') (x' dy' — y dx') -\- {(xy' — yx") {z' dx' — x' dz')
-^iy?'-?f){ydz'^z'dy),
ydz — z dy = -^ {ol' ^'' — ^' ix") {x' dy' -^ ydx') -\- {y'oc"'— oL'y") (z' dx' — x' dz' )
-^(y'^''-^'f){ydz'-z'dy).
Si l'on aiïecte tous les termes de ces équations du signe j^, après les avoir multipliées par m et divisées par dl, et qu'on y substitue, à la place des intégrales affectées de j§, leurs valeurs A, B, C, A', B', C, on aura
Czz:(a;5'-;3a')C' -f-(ya' — a/)B' 4- ((3/ - y;3')A', U=:{^x''-^oL^'')C -l-(ay''-ya'^)B' h- (y(3'' - ;3y'')A', A = (a'.S"- ;3V) C -f- (y V— a'y*') B' -h (y'iS'- (S'y'') A'.
On peut réduire ces formules à une expression plus simple, en observant que Ton a identiquement
(a|3' - Pa' y 4- ( (3a'' — «13" )2 -+- (a' (S" — (3' a" y
quantité qui se réduit à l'unité, en vertu des équations de condition de la première Partie (Sect. III, art. 10). On a, de plus, ces équations identiques
aitx'^'— ^'(x') 4- a'((3a"— a^") 4- a'^(a(3'— (3^) = o, (3(a'(3'^- (3' a") 4- (3'((3y'- a(3'') 4- ^'Ca^S'- (3a') = o.
Si donc on compare ces équations avec les trois équations de condition
y' 4- y'^-hy^^^iy ay 4- a'y'4- a'/^ o, (3y 4- (3'/4- (3"/= o,
il est facile de conclure de cette comparaison qu'on aura
a'(3''-|3'a''=:y, (3a"- a(3''izz /, al3'- (3a'==y\
Les quantités y, y', y" pourraient avoir également le signe — ; mais comme, dans la coïncidence des axes des x\ y\ z' avec ceux des ^, j, z, on doit avoir (Part. I, Sect. III, art. 11)
« = !, P = o, y = o, ol'—o, ^'—i, y'—Oy a^^o, (3"— o, y''— 1,
cette condition ne peut avoir lieu qu'en prenant y" positivement, et par conséquent aussi y' et y.
On trouvera, de la même manière,
y'oL'''-oL'y''—^, OLy^ — y^!' :=:^^\ ya' — a/=(3', /P^-(3'y''=a, y(3^'-;3y''=a', (3/- y?' zzz a";
de sorte que l'on aura
A=iaA'4-î3B' 4-yC,
B~a'A'4-(3'B'4-/C', Cr=:a''A'4-(3''B'4-y''C';
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d'où l'on lire, par les équations de condition de l'article 10 (Part. I, Soct. III),
V = Aa-hBa'4-Ca%
B'r-^A[3-hB3'-+-C(3%
C r^iA/ -f-B/4-C/
Il résulte de cette dernière équation qu'on a, on général,
= [S""(-f -•■•f )]•- [SK='^ -4?)T* [S-(/^ - ^■^■)]^
d'où l'on peut conclure que la fonction
a toujours une valeur indépendante du plan de projection et de la position des axes des coordonnées »r, v, z dans l'espace, pourvu que ces roordonnées soient rectangulaires entre elles.
H. Ces expressions de A, B, C en A', B', C qu'on vient de trouver sont semblables à celles de x, y, z en x\y' y z de l'article 9 de la Section précédente; par conséquent, si l'on prend
.;'=A, v'^B', z'^ÇJ,
on aura
et réciproquement
donnera
c'est-à-dire que A, B, C et A', B', (^ seront deux systèmes de coordonnées qui répondent à un même point, le premier étant relatif aux axes des Xy y, z et le second aux axes des x\ y, z\
On voit tout de suite par là qu'on peut faire
en faisant passer l'axe des C ou :;' par le point auquel répondent les coordonnées A, B, C, et qu'alors la coordonnée C aura sa plus grande valeur égale à v^A* -h B'* -h C^. On aura, dans ce cas,
Az^yC, B=r/C', C=:/C',
et il est facile de voir que les coefficients y, y', y" ne seront autre chose que les cosinus des angles que la ligne C fait avec les axes des A, B, C. '
Ainsi la résolution des équations
S/ ,dx' ,ds'\
donnera celle des équations
les quantités y, y', y" étant trois constantes telles que
et dont deux sont arbitraires.
Le plan perpendiculaire à Taxe des C, lorsque C devient un maximum, est celui que M. Laplace nomme plan iwariable, et dont il a le premier démontré l'existence et la position.
(lellc position est facile à déterminer par les équations
car, puisque les quantités y, y', y" sont les cosinus des angles que
Taxe des C ou z\ qui est perpendiculaire au plan variable, fait avec
les axes des a-, y, z du système, en nommant ces angles /, /w, w, on
aura, à cause de
G' 1= v^V*^ B* -Tes
(•OS/=: - -■■_ ^z=zy COS///= , — . -) COSn=i — ■_ ■^— r ■
vA»-hB*-hC* V A* -f- B* -f- C^ v^A«-hB»h-C«
12. Si le système est libre, c'est-à-dire s'il n'y a aucun des points du système qui doive être fixe, on peut prendre l'origine, supposée fixe, des coordonnées a:, y, z partout où l'on voudra; par conséquent, les propriétés des aires et des moments que nous venons de démontrer auront lieu par rapport à un point fixe quelconque pris à volonté dans l'espace.
Mais, par ce ([ue nous avons démontré dans l'article 6, ces mêmes j)ropriétés auront lieu également par rapport au centre de gravité de tout le système, soit que ce centre soit fixe ou non. En effet, si, dans les trois équations de l'article 7, on substitue pour x, j, :; les quantités a*' -h ^, j' -h y], z' -ht, en rapportant, comme dans l'article 3, les coordonnées œ\ y', :;' au centre de gravité du système, et qu'on ait égard aux trois équations de ce dernier article, on aura ces transformées
qui sont, comme l'on voit, semblables à celles de l'article 7, et dont toute la différence consiste en ce que, k la place des coordonnées ^r.
y, z partant d'un point fixe, il y a les coordonnées $, y], <^ dont l'origine est dans le centre de gravite du système.
Ainsi, lorsque les forces accélératrices sont nulles, on aura les intégrales
-ici -?§)=!.,
sur lesquelles on pourra faire des remarques analogues à celles que nous avons faites sur les équations de l'article 9.
13. Quand un des corps du système est retenu fixement par un obstacle quelconque, en plaçant dans ce corps l'origine des coordonnées, on a le cas de l'article 7. Mais, si deux corps du système sont supposés fixes, on regardera la ligne qui passe par ces deux corps comme un axe fixe autour duquel le système peut tourner librement, et, prenant cet axe pour celui des coordonnées :?, on aura simplement, par le même article,
ôo étant la rotation élémentaire autour de cet axe, laquelle doit demeurer indéterminée. On n'aura ainsi qu'une seule équation relative à cette variation Sç, laquelle sera
et lorsque le moment xY — jX des forces extérieures par rapport à l'axe de rotation est nul, on aura par l'intégration, comme dans l'article 9,
équation qui donne le principe des aires par rapport au plan des a-y
perpendiculaire à Taxe de rotation, et sur lequel les aires décrites par les corps doivent être projetées.
Si trois corps du système étaient supposés fixes, alors la position de chacun des autres corps dans l'espace serait déterminée par ses distances a ces trois corps, et il n'y aurait plus de variations indépendantes de la nature du système et de la disposition respective des corps entre eux, d'où l'on pût déduire des équations générales pour le mouvement d'un système quelconque.
§ III. — Propriétés relatàes aux rotations produites par des forces
d'impulsion.
14. Quand un système libre de tourner en tout sens autour d'un point fixe reçoit des impulsions quelconques, on peut aussi employer, dans l'équation de l'article H de la Section précédente, les expressions de ox, Sy, Bz de l'article 7, après avoir réduit à X, Y, Z les forces d'impulsion P, Q, R, . . . ; et, en égalant séparément à zéro les termes multipliés par les variations Sy, oco, â'^, on aura les trois équations
J^ [m (.r K —yx) 4- x\ — rX] = o, ^[m(ca? — jcz)-h z\— xZ] = 0, § [m {yz — zv) -h vZ — zY] = o,
pour le premier instant du mouvement produit par les impulsions X, Y, Z.
Dans les systèmes qui sont tout k fait libres, on peut prendre le point fixe partout où l'on veut dans l'espace, et les équations précédentes auront toujours lieu par rapport à ce point.
15. Dans ces systèmes, on peut aussi rapporter leurs rotations à trois axes qui passent par le centre de gravité; car, en faisant, comme dans l'article 5,
dx =z dx' 4- ô£, dy — dy' -h dn, oz =z dz' ■+- ÔÇ,
les variations 8x\ Sy, Ss' donneront d'abord les trois équations relatives au mouvement du centre de gravité trouvées dans ce même article.
Il restera ensuite l'équation
§ [(mi- 4- X) 04 -h (m> 4- Y) drî H- (mi -^ Z) dC] = o.
Or, en rapportant les rotations O'^, oco, Sç aux axes des coordonnées ^, Tp J^, et n*ayant égard qu'à ces rotations, on a, comme dans Tarticle 7,
et les trois variations indéterminées S'^, Sw, Sç donneront les trois
équations
§[m(?/-rîx) + ?Y-rîX]rz:o,
S[m(Û-4S)4-ïX-^Z]:-:0,
|S[m(rîi~:>)4-r,Z-CY]ziio.
Mais
donc, substituant ces valeurs, faisant sortir hors du signe § les quan-
tités X , y\ z\ qui ne se rapportent qu'au centre de gravité, et observant que, par les propriétés de ce centre, on a
les trois équations précédentes deviendront
S^ [m {ù - ^i) 4- n' - ri X] ^ o,
|^[m(Y)C~Cri)-hriZ-:Y]^o,
qui sont tout à fait semblables à celles de l'article précédent, et dans
lesquelles les coordonnées \, y), J^ ont leur origine au centre de gravité,
et les vitesses ç, r,, X, sont relatives à ce centre.
XI
Ainsi les équations relatives à un point fixe subsistent aussi, lorsque le systènie est libre, par rapport h son centre de gravité.
16. Les équations que nous venons de trouver, pour Teffet des impuisions dans le premier instant, ont lieu aussi dans les instants suivants, s'il n'y a point de forces accélératrices, en regardant comme constants les termes qui dépendent des impulsions X, Y, Z; car, x, y, z étant les vitesses parallèlement aux axes des oc, y, z, on a
cix = a." r//, dy z= y dt, dz= zdt^
et les équations de l'article 9 deviennent
j^m {zx — jrz) =13, |§m(jc-z/) = A,
lesquelles, étant comparées à celles de l'article 14, donnent
Czzi^UX-xY), B=^^{xZ-z\), \ = ^{z\-yZ).
Ainsi on a les valeurs des constantes A, B, C exprimées par les impulsions primitives données à chaque corps; et l'on voit que ces valeurs ne sont autre chose que les sommes des moments de ces impulsions par rapport aux axes des x, des y et des z.
Il en sera de même des équations relatives au centre de gravité, en comparant les équations de l'article 12 avec celles de l'article 15.
17. Si l'on ne considère que les mouvements de rotation par rapport aux trois axes des coordonnées x, y, z, et qu'on désigne par vp, co, cp les vitesses de ces rotations, les variations ùx, S/, 8z seront proportionnelles aux vitesses x,y, z, et les variations 5'^, Sco, Sç seront en
même temps proportionnelles aux vitesses 4^,0), ç; les formules de l'article 7 donneront ainsi
(]es valeurs de ^r, j, z ne sont que les parties qui dépendent des trois
rotations; pour avoir les valeurs complètes des vraies vitesses a-, v, z, il faut y ajouter les parties qui dépendent du changement de situation des corps du système entre eux, et qui sont indépendantes des rotations.
Mais lorsque le système est invariable, ce qui a lieu dans tous les corps solides d'une figure quelconque, ces parties des vitesses sont nulles et les valeurs de ^, j, :; se réduisent simplement à celles que nous venons de donner. On pourra donc substituer ces valeurs dans les
équations précédentes et, faisant sortir hors du signe j§ les quantités
4», 0), ç, on aura, pour un solide de figure quelconque, en mettant l'élément Dm à la pliace de m (Sect. II, art. 7), les équations
9 §(^'-+- j*) Dm — ^ ^xz Dm — w ^yz Dm = C, «j§(a?*4- ^')Dm~ij;j§^7Dm— 9^ys Dm=B, tj/j^ (7*4- -î*)Dm~c«)Q^jDm — 9 ^a?5Dm ~A,
par lesquelles on pourra déterminer les vitesses des rotations initiales '\f, 0), f , produites par les impulsions X, Y, Z appliquées à des points quelconques du corps et dont les moments par rapport aux axes des x, r, z sont A, B, C.
Comme les vitesses de rotation sont proportionnelles aux angles infiniment petits décrits en même lemps par les rotations respectives,
il s'ensuit de ce qu'on a démontré dans la première Partie (Sect. III,
art. H)queles trois vitesses 4*, w, ç se composent en une seule vitesse 0 telle que
avec laquelle le corps tournera réellement autour d'un axe instantané.
faisant, avec les axes des .r, v, :;, des angles X, a, v, tels que
COSA=-r> COSa=-, C0SV=i4-'
Oh e
Ainsi les trois équations précédentes donneront la position de Taxe autour duquel le corps tournera dans le preniier instant, et la vitesse de rotation autour de cet axe. C'est celui qu'on appelle axe spontané de rotation.
18. Dans les instants suivants, le corps continuera à tourner par sa force d'inertie, et les trois équations qu'on vient de trouver auront encore lieu, en regardant comme constants les termes qui contiennent les forces d'impulsion X, Y, Z, comme on l'a vu dans l'article 16; mais
les quantités j§(^*-i-j^^) Dm, §^vDm, ... deviendront variables à
raison de la variation des coordonnées iP, j, s pendant la rotation.
Mais une conséquence remarquable qu'on tire de ces équations, c'est que, dans un instant quelconque, le corps a le même mouvement de rotation qu'il recevrait dans cet instant par l'impulsion des mêmes forces qui l'ont mis d'abord en mouvement, si ces forces lui étaient appliquées de manière à produire les mêmes moments autour des axes des X, V, z.
Et comme ces équations ne sont que les équations générales de l'article 16 pour un système quelconque de corps, appliquées à un corps solide de figure quelconque, il s'ensuit que, si le système qui a reçu des impulsions primitives devient, par l'action mutuelle et successive des corps, un système invariable ou un solide quelconque, les mêmes équations auront encore lieu; de sorte que le solide aura à chaque instant le même mouvement de rotation qu'il recevrait par les mêmes impulsions primitives, si elles lui étaient appliquées immédiatement de manière à produire les mêmes moments.
Donc aussi une masse fluide, agitée primitivement par des forces quelconques, abandonnée ensuite à elle-même et devenue solide par l'attraction mutuelle de ses parties, aura, à chaque instant, le même
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lème (le points isolés ou une masse fluide quelconque puisse former un corps solide qui ait un mouvement de rotation, à moins que les impulsions primitives n'aient été telles qu'il en soit résulté un moment par rapport à Taxe de celte rotation.
20. Par les transformations exposées dans l'article 10» on peut changer les trois équations de l'article 17 en des équations semblables dans lesquelles les quantités x, y, 5, A, B, C soient remplacées par les quantités analogues a:-', y, :;', A', B\ C.
Désignons par '|', a>', o' les vitesses de rotation par rapport aux nouveaux axes des x\ y*, z'; on aura aussi
dji''=zx' dt r= ( z'iù'— y'^') dty dy' --^ y dt-{jc'ç'^ z' ^' ) dl, dz' — z'dtzzL (/d;'— x'i^')dt;
et les trois premières équations de l'article 10 deviendront, par ces substitutions, en changeant m en Dm,
9' ^(a:'-4-/*) Dm - i];' j^x'^'Dm - aV ^yz' Dm = C, 6/ S (^" -V Jc'^) Dm - 'V j^ory Dm - 9' ^yz' Dm = B\
dans lesquelles on aura, par le même article,
A'=i Aa-f-Ba'-f-Ca', B'=:A[3-i-B;3'+C?\ C'=A/ +B/4-C/.
Ces équations ont l'avantage que la position des axes de rotation y est entièrement arbitraire, puisqu'elle ne dépend que des quantités a, ^, Y' ^' •••î ^*^' comme elles ne sont que du premier ordre, rien n'empêche de donner à ces axes une position différente d'un instant à l'autre et de les prendre de manière qu'ils soient fixes dans l'intérieur
du corps et, par conséquent, mobiles avec lui dans l'espace. Alors les quantités §(j?'^4- y^)Dm, ^o^'j'Dm, ... deviendront constantes;
mais les quantités A', B', C seront variables, à cause de la variabilité
des quantités a, p, y, a', Nous donnerons dans la suite des moyens
directs de parvenir à ces équations, qui sont d'une grande utilité dans le problème de la rotation des corps.
21. On a vu dans l'article 16 que les constantes A, B, G expriment les sommes des moments des impulsions primitives données aux corps, relativement aux axes des ^, j, ^. Or il est facile de prouver que les quantités a, a', a" représentent les cosinus des angles que l'axe des or' fait avec les axes des x, y, z; que les quantités p, ^\ ^" représentent les cosinus des angles que l'axe des y fait avec les mêmes axes des x, y, z, et que les quantités y, y'» Y" représentent les cosinus des angles que l'axe des :;' fait avec ces mêmes axes. Donc, par ce qu'on a démontré dans la première Partie sur la composition des moments (Sect. III, art. 16), les trois quantités A', B', C seront les moments des mêmes impulsions rapportés aux axes des x\ y, :;', c'est-à-dire aux axes de rotation fixes dans le corps et mobiles dans l'espace. Ainsi l'on pourra appliquer a ces axes les mêmes conclusions qu'on a trouvées dans l'article 19.
§ IV. — Propriétés des axes fixes de rotation d*aa corps libre
de figure quelconque.
22. Nous réservons pour un Chapitre particulier la solution complète du problème général de la rotation d'un corps solide de figure quelconque ; nous allons seulement examiner ici le cas où l'axe instantané de rotation demeure immobile dans l'espace, ou au moins tonjours parallèle à lui-même lorsque le corps a un mouvement progressif, parce que ce cas se résout facilement par les formules du paragraphe précédent et qu'il conduit aux belles propriétés des axes qu'on nomme principaux y ou axes naturels de rotation.
Reprenons les équations fondaooen taies de i*article 17; faisons, pour abréger,
./ = j^ ^2 Dm, m == j§ 7* Dm, '' = S ^* ^™' /=i:j§j;;Dm, ^'^j^^^ïDm, A = §x7Dm,
et substituons pour y, w, ^ leurs valeurs 0 eosX, 0 cos(x, 0 cosv, 0 étant la vitesse de rotation autour de Taxe instantané qui fait les angles X, (X, V avec les axes fixes des œ,y, z; ces équations deviendront ainsi, en les divisant par Ô,
{m 4- n)cosX — /icosfji — ^cosv = -,
(/ H- /l ) COSjJL — /tCOS). — /cosv = -r,
( / -\-m) cos V —g cos y — / cos [a = - • 23. Les six quantités /, /w, /i, /, g, h sont variables; en les différen-
tiant, substituant pour ctr, dy, dz les quantités xdt, ydt^ zdt^ et
ensuite pour x,y, z leurs valeurs (article cité), on aura
dl = 2(^cos|jL — A cosv )!Jé//,
dm zzzi{li cos V — / cos 1 ) 9 di^ dn =^2(fcosl — gcosii)Sdt,
df =z[(m— n )cosX 4- è'^ cosv — hcosix]Odt, dg — [( /i — / ) cosfjL -h II cos ) — / cos V ] ô é//, dh = [( / — m) cosv 4-/cos|jL — ^cosX]6't//.
Ces six équations, jointes aux trois de l'article précédent, renferment la solution générale; mais nous ne considérons ici que le cas où les angles X, tx, v demeurent invariables, et il s'agit de voir sous quelles conditions ces quantités peuvent être constantes.
2i. Pour cela, il n'y a qu'à différentier les trois premières équations dans cette supposition, et y substituer les valeurs des différentielles dU
dm, ... ; on aura, après avoir divisé par 6 dt, ces trois-ci :
/(cos'v — cos'fx) — g cosX cosjji -4- h ces). COSV
-f- im — n) cosacosv = : — > ,
' ^ ^t dt
fCOSl COSjJl -f- ^(COS*X — COS'v) — h COSfX cosv
,, , }i dé
-\- (n — l) cosA cosv z=— — -r-,
— /COSXCOSV -h^COSfJlCOSV 4- /*(C0S*|JI — cos-/.)
ri ^ -i C é/^ '
-\- (l— m) cos A cos a ir= : — -.
^ ^^ dt
Si Ton ajoute ces trois équations ensemble, après avoir multiplié la
première par cosX, la deuxième par cos[x, la troisième par cosv, on a
Téquation
A cos}. -h B cosfjL H- C cosv dO
93 di~^'
laquelle donne
dé:=^o,
ou bien
A cosX + B cosjji -f- C cosv 1= o.
Nous verrons plus bas (art. 38) que la quantité
A^j^ + Bw-f-Ccp, qui est la même chose que
(AcosX -f-Bcosfx-H G cosv) 0,
exprime la force vive du corps, laquelle ne peut jamais être nulle tant que le corps est en mouvement.
Il faut donc supposer en général
dé^o,
et, par conséquent, la vitesse de rotation Ô constante. Alors les trois équations ci-dessus se réduisent à deux, qui donnent les rapports des cosX, cos[x, cosv; et, comme on a
C0S*> -H C0S*fJl-hC0S*V=: I,
ces rapports suffiront pour déterminer les trois cosinus.
Supposons
cosa cosv
COSA cos/
les trois équations précédentes deviendront, à cause de r/6 = o,
/( //* — 5' ) — gs -h /m 4- ( //i — n )su z=z o, g( I — //*) — /isii -h /s -h {n — / )u =0, /i{s^ — î ) H- ^su — fit -\- (l — fn)s =0,
La dernière donne
cette valeur étant substituée dans la première ou dans la seconde, ou plutôt dans la somme de ces deux, après avoir multiplié Tune par g et l'autre par/, pour en chasser le terme en //^, on a
f/(/— m)(/?i — /i) -\'gh{n — 'im-h l) -h /{P-\- h^— ^g^)]s
('ette équation, étant du troisième degré, aura nécessairement une racine réelle; ainsi Ton aura une valeur de s et une valeur correspondante de //, par le moyen desquelles on pourra déterminer la position d'un axe invariable et de rotation uniforme. Mais, comme cette détermination dépend des quantités /, m, //, /, g, h qui varient avec le temps /, il faut encore prouver que la variabilité de ces quantités n'influe point sur la valeur des deux quantités s et //.
26. Pour y parvenir, nommons P, Q, R les premiers membres des trois équations de l'article 22; les premiers membres des équations de
l'article 24 seront — » ~> - — > en y mettant pour r//, r/w, ... leurs
Odt Odt Odt ^ i » »
valeurs. Or il est facile de voir qu'on a, par la substitution de ces
mêmes valeurs,
ciP =i(Rcos|UL — Qcosv){/^/,
e/Q~(P cosv —J{cosl)Sdt,
dl\ — (Qcosl — Pcosix)Ô cit.
D'après ces équations, dans lesquelles X, [x, v et Ô sont des quantités constantes, il est facile de voir que, si les valeurs de -j-y -7^, -7- sont
■ dt dt di
nulles lorsque / est nul ou égal à une quantité quelconque donnée,
,, , r/*P e/«Q ^*R , d^V d^Q d^l\ , . . , .. ^ p. r» • relies de -^> -^, -^> de -^y -^y -^y et ainsi de suite a 1 mfini,
seront aussi nulles pour la même valeur de /.
Or on sait, par le théorème de Taylor, que la valeur d'une fonc-
^P tion -j- de ^ lorsque / devient / -h/', devient en même temps
dt
dP
dt dt* 2 dt^ 2,3 dt
dP
Donc, si -j- est nul lorsque Ton a /'= o, on aura toujours
quel que soit /'. Et la même chose aura lieu pour les valeurs de -^ , dR
^^ dt
Il s'ensuit de là que, si les équations de l'article 25, qui ne sont que
les transformées des équations -^j =0, -^ = o, -^ = 0, ont lieu
dans un instant quelconque, elles auront lieu, quel que soit le temps /, dans l'hypothèse des quantités s et u constantes. Par conséquent, les valeurs de ces quantités seront indépendantes de la variabilité des quantités /, m, n, /, g^ h\ de sorte qu'il suffira de déterminer les valeurs de ces dernières quantités pour line position quelconque du corps à l'égard des axes fixes des Xy j, 5, pour avoir celles des quantités s et u qui déterminent la position de l'axe de rotation, lequel doit demeurer immobile dans l'espace ou du moins toujours parallèle à luimême si le corps a un mouvement progressif.
Et comme cet axe, par sa nature, est fixe dans rintérieur du corps pendant un instant, puisque le corps est censé tourner autour de lui, il s'ensuit qu'il y doit toujours demeurer fixe; car il est évident que si, dans l'instant suivant, il changeait de place dans le corps, il changerait nécessairement de place dans l'espace, ce qui est contre l'hypothèse.
27. Avant trouvé la position de cet axe dans l'espace, rien n'empêche de supposer qu'il coïncide avec l'axe des a-, dont la position est arhitraire.
On pourra ainsi supposer X = o et, par conséquent, cosX = i, ce qui donnera
De là on trouve, par les équations de l'article 25,
rr -■ -
Ainsi cet axe a la propriété qu'en le prenant pour l'axe des .r, les valeurs des deux intégrales j^ryDm, j§a?:;Dm (art. 22) deviennent nulles.
Supposons maintenant dans nos formules
et désignons par /', /', m\ ri ce que deviennent les quantités/, /, m, n dans ce cas. Cette supposition donne d'abord
c'est le cas précédent. Ensuite elle donne aussi s et a infinis et, par conséquent,
cosX = o, }. = 90°;
cette valeur répond aux deux autres racines de l'équation en s du troisième degré et, par conséquent, à la position des deux autres axes. Or la première des équations en s et u (art. 25) devient, lorsque f( et A sont nuls,
/' ( U' — a' ) -h ( m' — /i' ) su -:. ; o,
principaux y d'après Euler, à qui on en doit la connaissance; on les nomme aussi axes naturek de rotation ou, en général, a^es principaux, soit qu'ils passent par le centre de gravité ou non.
En faisant
/=0, é'=:0, h=LO,
ce qui a lieu par rapport aux trois axes principaux, on a aussi, par les équations de l'article 23,
(il dm dn
dt dt ' dt '
ce qui fait voir que les quantités /, m, n sont alors les plus grandes ou les plus petites. Pour pouvoir distinguer les maxima et les minima, il
n y aura qu a chercher les valeurs de -^j -j-^i --r-r; et 1 on trouvera, à cause de Ô constante,
— z=z2[(n— /)cos*|jL — (/ — m)cos*v]6*,
-.jr =2[(/ — m)cos-v —{m — /i)cos* a]Ô',
-7-r = 2[(//i— /«) cos*}. — (/i — /)cos'|ul]^-.
dU
Donc, si />/«, m> w, la valeur de -^ sera toujours négative, celle
de -7-7 toujours posilive, et celle de —7-^ pourra être positive ou négative; par conséquent, /sera toujours un maximum, w unminimum, dm ne sera ni l'un ni l'autre. On voit aussi que ^ -4- -7-^ aura toujours
une valeur négative, et -j-^ -f- -^ aura toujours une valeur positive:
de sorte que la quantité /4-/w sera toujours un maximum, et /w -f- w un minimum.
Les quantités /-h/w, l-hn, m -h n, qui expriment les sommes des produits de chaque molécule du corps par le carré de sa distance aux trois axes des 5, j, x, se nomment, d'après Euler, moments d'inertie
(lu corps relativement à ces axes; ils sont pour le mouvement de rotation ce que les simples masses sont pour le mouvement progressif, puisque c'est par ces moments qu'il faut diviser les moments des forces d'impulsion pour avoir les vitesses de rotation autour des mêmes axes.
C'est par la considération des plus grands et des plus petits moments d'inertie qu'Euler a trouvé les axes principaux; maintenant, on les détermine ordinairement par les trois conditions
CjrjDm = o, ^j:5Dm = o, ^j5Dm=:o.
30. Puisqu'on est assuré, par l'analyse de l'article 27, que l'équation en s (art. 25) a ses trois racines réelles, il sera toujours facile de les trouver en comparant cette équation, dégagée de son second terme, avec l'équation connue
x^ — 3 /•* jc — 2 r* ces 9 = 0,
dont les trois racines sont
2rcos|> — arcosf 6o<»4- | )> — arcosf 60*»— ^ J.
On aura ainsi les trois valeurs de s, que nous désignerons par ^, s\ s'\ et les valeurs correspondantes u, u\ u". Et, si l'on désigne de même par X, X', X'' les angles que les trois axes principaux font avec l'axe des X, par p., p.', p." les angles qu'ils font avec l'axe des y, et par v, v', v" ceux que ces mêmes axes font avec l'axe des z^ on aura, par les articles 24 et 25,
COS A
COS|Jt= — r
COSV =r
et l'on aura des expressions semblables en marquant les lettres X, ;x, V, s, u d'un trait ou de deux. Ainsi la détermination des trois axes
principaux pourra toujours s'effectuer parées formules dans tout corps solide de figure quelconque, homogène ou non, pourvu que l'on connaisse les valeurs des quantités/, g^ A, /, //?, n pour une position quelconque donnée du corps, relativement aux axes fixes des rr, y^ z.
En substituant ces valeurs de cosX, cosp., cosv dans les trois équations de l'article 22, on aura les valeurs des moments A, B, C qui seront nécessaires pour faire tourner le corps, avec une vitesse constante donnée Ô, autour d'un axe fixe dans l'espace, dont la position sera donnée parles mêmes angles X, p., v et qui sera en même temps un des trois axes principaux du corps, selon qu'on prendra pour s et ii Tune des trois racines de l'équation en s.
-M. Comme ces trois axes sont toujours perpendiculaires entre eux, on pourra les prendre pour les axes des x\ y, z' dans les formules de l'article 20. On aura ainsi, par la nature de ces axes,
^x'y Dm ■=:i o, ^x'z' Dm = o, ^f z' Dm =: o;
et si Ton fait
l' ^ ^x'^ Dm, m'^ J^/« Dm, /i':= ^;;'« Dm,
les trois équations de l'article cité prendront cette forme très simple
(m' -h n'^'=iK\ (/' +m')a)'=:B',
par lesquelles on a tout de suite les vitesses de rotation vp', cd', ^' autour des trois axes principaux.
C'est ici le lieu de démontrer la proposition que nous avons îndi- (|uée dans l'article 19. En effet, en faisant
A mi o, B 1^ o, Cz-. o,
on aura aussi (art. 20)
donc les équations précédentes donneront
^' =10, Cl)' = O, 9' HZ O,
puisque les quantités /, /w, n ne peuvent jamais être nulles pour un corps de trois dimensions. D'où l'on doit conclure qu'il ne peut y avoir de mouvement de rotation si les moments primitifs sont nuls.
Quand, parmi les trois moments A', B', C, deux sont nuls, comme B' et C, ce qui a lieu lorsque l'impulsion se fait dans le plan des y z\
les deux vitesses de rotation w, (p seront aussi nulles et le corps tournera autour de l'axe principal des x' avec la vitesse '}'. Or, par les formules de l'article 20, on a
A'* -h B" H- C/« = A« -+- B» -+- es
à cause des équations de condition entre les quantités a, ^, y» a » • • • ;
donc, faisant
on aura
et, par conséquent. A' sera constant; donc, par la première équation, la vitesse ']/ sera aussi constante.
32. A l'égard des valeurs de /', m\ n\ il sera facile de les déduire de celles de /, /w, w, /, g^ h\ car les expressions de x^ r, z en x\ y\ z\ en vertu des équations do condition (Part. I, Sect. III, art. 10), donnent réciproquement
.?•'= OLX H- cf! y -h aC z^ z'=i yx 4- y' y H- y' z.
Or, en prenant les axes des x\ y\ z' pour les axes principaux, on
voit par l'article 21 que les quantités a, a', a" sont identiques avec
cosA, cos[iL, cosv, que, pareillement, p, P', P'' seront identiques avec
cosX', cosjx', cosv', et y, y', Y avec cosX", cosix", cosv". Ainsi, en suh-
I 4-5'-+- II
, / 4-.ç"/w 4- u'^n 4- 2.ç7i4- îîw'a'4- 'is'u'f ni =z T^ 9
, / 4-5'*m 4- «"'/< 4- 25' /< 4- 2u'/!{ -+■ is' u'f
On trouve, dans la plupart des Traités de Mécanique, la détermination des axes principaux dans différents corps; dans ceux dont la forme est symétrique, Taxe de figure est toujours un des axes principaux : on peut trouver ensuite les deux autres par la formule de Tarticle 27.
§ >'. — Propriétés relatives atix forces vives.
33. En général, de quelque manière que les différents corps qui composent un système soient disposés ou liés entre eux, pourvu que cette disposition soit indépendante du temps, c'est-à-dire que les équations de condition entre les coordonnées des différents corps ne renferment point la variable /, il est clair qu'on pourra toujours, dans la formule générale de la Dynamique, supposer les variations Sa?, Sy, ùz égales aux différentielles dx, dy^ dz qui représentent les espaces effectifs parcourus par les corps dans l'instant dt, tandis que les variations dont nous parlons doivent représenter les espaces quelconques que les corps pourraient parcourir dans le même instant, eu égard à leur disposition mutuelle.
SECONDE PARTIE. - SECTION lll. 307
Cette supposition n'est que particulière et ne peut fournir, par conséquent, qu'une seule équation; mais, étant indépendante de la forme du système, elle a l'avantage de donner une équation-générale pour le mouvement de quelque système que ce soit.
Substituant donc dans la formule de l'article 5 (Section précédente), à la place des variations Bx, Sj, 8z, les différentielles dœ, dy, dz^ et, par conséquent aussi, les différentielles dp^ dq^ dr, ... au lieu des variations S/i, ^q^ Sr, ... , qui dépendent de Sa?, Sy, Iz, on aura cette équation générale, pour quelque système de corps que ce soit,
Dans le cas oii la quantité
P é//> -4- Q rf-7 H- R c^/' -+- . . .
est intégrable, lequel a lieu lorsque les forces P, Q, R, ... tendent à des centres fixes ou à des corps du même système et sont fonctions des distances p^ q^ r, . . . , en faisant
P df/> -h Q é/^ -h R é//* -h . . . = e/n, l'équation précédente devient
j^™(^rf-r + grfrH-^rf. + rfn) = o,
dont l'intégrale est
dans laquelle H désigne une constante arbitraire, égale a la valeur du premier membre de l'équation dans un instant donné.
Cette dernière équation renferme le principe connu boub le nom de conservation d^ forces vives. En effet, dx^ -h dy^ -h dz^ étant le carré de l'espace que le corps parcourt dans l'instant di,
dx* dy^ dz* W^dF'^dî^
sera le carré de sa vitesse, et
\ dl^ "^ dt' "^ dt' )
sa force vive. Donc
Sfdx^ dv^ dz^\ ""'[-dF^dï^-^dï^)
sera la somme des forces vives de tous les corps, ou la force vive de tout le syslème; et Ton voit, par Téquation dont il s*agit, que cette force vive est égale h la quantité
II— 2^nm
laquelle dépend simplement des forces accélératrices qui agissent sur les corps, et nullement de leur liaison mutuelle, de sorte que la force vive du système est à chaque instant la même que les corps auraient acquise si, étant animés par les mêmes puissances, ils s*étaient mus librement chacun sur la ligne qu'il a décrite. C'est ce qui a fait donner le nom de conservation des forces vwes à celte propriété du mouvement.
35. Ce principe a lieu aussi lorsqu'on rapporte les mouvements des corps à leur centre de gravité; car, en nommant, comme ci-dessus, (art. 3) x\ y\ z' les trois coordonnées du centre de gravité, et faisant
les coordonnées Ç, yj, X, auront leur origine dans le centre de gravité On aura ainsi
S(dx^ dy^ dz^\ '" (^^ -^ i^ -^ dF)
rfx'o dl rfv'o dr, ds' r\ dX
même en se choquant, parce que toutes les forces intérieures disparaissent des équations qui renferment ces deux principes.
L'équation de la conservation des forces vives contient tous les termes dus aux forces tant extérieures qu'intérieures et n'est indépendante que de l'action des corps provenant de leur liaison mutuelle. Aussi ce principe a-t-il lieu dans le mouvement des fluides non élastiques, tant qu'ils forment une masse continue et qu'il n'y a point de choc entre leurs parties ; et, si la quantité Ae forces vives ^si la même avant et après le choc des corps élastiques, c'est qu'on suppose que les corps se sont rétablis après le choc dans le même état où ils étaient auparavant; de sorte que les termes fvdp de l'expression n, qui proviennent des forces P dues au ressort des corps, et dont la valeur est la plus grande lorsque la compression est à son terme, décroissent ensuite par degrés égaux pendant la restitution et redeviennent nuls à la fin du choc. C*est uniquement dans cette hypothèse que la conservation des forces vives peut avoir lieu dans le choc des corps élastiques.
Dans tout autre cas, lorsqu'il y a des changements brusques dans les vitesses de quelques corps du système, la force vive totale se trouve diminuée de la quantité des forces vives dues aux forces accélératrices qui ont pu produire ces changements; et cette quantité peut toujours s'estimer par la somme des masses multipliées par les carrés des vitesses que ces masses ont perdues, ou sont censées avoir perdues dans les changements brusques des vitesses réelles des corps. C'est le théorème que M. Carnot avait trouvé dans le choc des corps durs.
37. On peut aussi, dans l'équation de l'article 11 de la Section précédente, supposer les variations Sa?, Sy, 8z proportionnelles aux vitesses X, y, z que les corps reçoivent par l'impulsion. On aura ainsi l'équation
§ [m(i:-4- V»-H i») 4- xi -h Yj -+- Z5] 1= o,
dans laquelle la partie ^m(a7^-i-j^-hG^) représente \a force twe de tout le système.
par la caractéristique ^{'), on aura
OU' zzi zof») — y 3(p, ôf =z xdo — ;; ô'j», oz = y o'b — jr oa>.
Or les trois équations de Tîtrlicle 14, étant multipliées respectivement par ôo, Sco, ô'i et ajoutées ensemble, en faisant passer sous le signe C les différentielles 09, ô(o. S']/, qui sont les mêmes pour tous les corps, donnent, par la substitution des valeurs précédentes,
^ [m (x ou,- -f- j oy -K i ôi) 4- X èà^ 4- Y (5/ -+- Z oz] — o.
Mais l'équation de la force vive trouvée ci-dessus, étant différentiée relativement à S (^), donne
[im^xox 4- JÔ/-+- ;;ô-) -H Xô»r 4- Y ô j 4- Zov] nu o.
Donc on a, par la comparaison de ces deux équations,
^ m (a? dj" 4-^>' oy 4- z oz) = o
et, par conséquent,
ce qui fait voir que la force vive que le système acquiert par l'impulsion est toujours un maximum ou un minimum ('), par rapport aux
(0 Ces variations, représentées par la caractéristique 0, se rapportent aux ebangomonts (lu*éprouvcnt les vitesses par suite de rintroduction de liaisons nouvelles, les forces motrices restant les mêmes. Ainsi, par exemple, dans le cas d'un corps solide, les variations o peuvent résulter de introduction d*un axe fixe dans le système. (7. Bertrand,)
(' ) Si Ton suppose que les variations désignées par 0 soient finies, on aura, en différcntiant l'équation des forces vives,
^ J2m(ioi4-j-o/4-i5i)-hm[(o^r)«H-(d>-)«4-(33)«]4-Xox4-Yoy-4-Z^5 j =0:
et si Ton continue le raisonnement en ayant égard aux nouveaux termes introduits |)ar cette hypothèse, on trouvera
ce qui montre que raccroisscment des forces vives est négatif et égal à la somme des forces vives dues aux vitesses perdues par les différents points. (/. Bertrand,)
(') Il résulte de la note précédente qu'elle est toujours un maximum. Cette remarquo a'été faite pour la première fois par M. Dclaunay, qui la justifie d'une manière très différente. {Journal de Liouville, i^ série, t. V. p. 255.) (/. Bertnuid.)
rotations relatives aux trois axes; et, comme ces trois rotations se composent en une rotation unique autour de Taxe spontané, il s'ensuit que la position de cet axe est toujours telle que la force vive de tout le système est la plus petite ou la plus grande, par rapport à ce même axe.
Euler avait démontré cette propriété de Taxe spontané de rotation pour les corps solides d'une figure quelconque; on voit par l'analyse précédente qu'elle est générale pour un système de corps unis entrée eux d'une manière invariable ou non, lorsque ces corps reçoivent des impulsions quelconques.
38. Lorsque le système est un corps solide qui peut tourner librement autour d'un point et qui n'est animé par aucune force accélératrice, on peut tirer de la combinaison de l'équation des/orces vives avec celle des aires une relation digne d'être remarquée par sa simplicité, et qui
ne l'avait pas encore été, que je sache, entre les vitesses de rotation l, (o, ç par rapport aux trois axes fixes des coordonnées ^, j, z. Dans ce cas, on a simplement (art. 17)
dx =ix dt^=L{z(ù — y<^)dty dy =zy dt =i(j7cp — z^)dtj
dz =1 zdt z=L{y^]^ — X{ù)dl,
Donc, si l'on ajoute ensemble les trois dernières équations de l'article 9, après les avoir multipliées par 9, (o, '|, qu'on fasse passer ces
quantités sous-le signe §et qu'on substitue -^y ^> 57 ^ '^ place de leurs valeurs, on aura
Sfdx^ dy^ dz^\ . • ^ ,, •
mais l'équation de l'article 34 donne, lorsque n = o,
10 /dx^ dy^ dz^\
Donc on aura
A^-+-Bw-hCcp=:2H, XL 4o
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A, B, C étant les moments des forces primitives d'impulsion et H étanl
une constante arbitraire, qui doit être nécessairement positive.
Si, dans cette équation, on substitue pour A, B, C les expressions
de l'article 11,
yC, /C, /C,
ou
C'cos/, (]'cos/?i, Ccos/j,
et pour l», (o, ^ celles de Tarticle 17,
Ocosl^ Ocosii, Ocosv, on aura
X ^(cos/cos}. -+- cosm cosjjl h- cosw cosv) =: -py
Dans cette formule, /, m, n sont les angles que Taxe perpendiculaire au p/an irwariable fait avec les axes fixes des x, j, :?, et X, [ii, v sont les angles que Taxe instantané de la rotation composée, dont 0 est la vitesse, fait avec les mêmes axes; donc, si l'on nomme cr l'angle que Taxe instantané de rotation fait avec l'axe perpendiculaire au plan invariable, on aura, par une formule connue,
ces (7 — cos/cosÀ -+-cosmcos]JH- cos/i cosv et, par conséquent.
OcOSfJ z=:
OÙ la quantité -..,- est une constante qui dépend de l'état initial; ce qui
donne un rapport, indépendant de la figure du corps, entre la vitesse réelle de rotation a chaque instant et la position de l'axe de rotation relativement au plan invariable.
Au reste, si l'on prend le plan des.rv de manière qu'il passe par le» centre du corps et par la droite suivant laquelle se fait l'impulsion, les constantes A et B deviendront nulles (art. 16), et l'équation générale trouvée ci-dessus se réduira à
Cq — 2II,
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laquelle fait voir que la vitesse de rotation par rapport à Taxe des z, c'est-à-dire parallèlement au plan de Timpulsion, demeure toujours la même.
§ VI. — Propriétés relatwes à la moindre action,
39. Nous allons maintenant considérer le quatrième principe, celui de la moindre action.
En nommant u la vitesse de chaque corps m du système, on a
j dx^ dy* dz^
et l'équation des forces vives (art. 34) devient
laquelle, étant différcntiée par rapport à la caractéristique 8, donne
Or, Il étant une fonction de />, y, r on a
on r= P (5/7 H- Q Ô7 ^ R 3/ -+- . . . .
Donc
§m (P d/> -^ Q 3^ -f- R 3/ -h . . . ) = — ^m // Su.
Kt cette équation aura toujours lieu, pourvu que
P dp -\- Q dq ^ R dr -{- . . .
soit une quantité intégrable et que la liaison des corps soit indépendante du temps; elle cesserait d'être vraie si l'une de ces conditions n'avait pas lieu.
Qu'on substitue maintenant l'expression précédente dans la formule générale de la Dynamique (Sect. II, art. 5), elle deviendra
Or
d^jc ox -h (l-y oy -\- d^z oz =: d{dx ox h- dy oy -+- dz ôz )
— dx dôx — dy doy — dz doz.
Mais, parce que les caractéristiques d et o représentent des différences ou variations tout a fait indépendantes les unes des autres, les quantités dojL-, doy y doz doivent être la même chose que ùdx, ùdy^ Zdz. D'ailleurs, il est visible que
dx odx -h dy èdy -H- dz odz =i \ o{dx^ H- dy^ H- dz-).
Donc on aura
d*xox -r-d^yoy-i-d^zdz =zd{dxox -h dy oy -^ dz oz) — { o{dx^ -h dy^ -\- dz*).
Soit S l'espace ou Tare décrit par le corps m dans le temps / ; on aura
ds
ds =: \/dx*-\- dy*-t- dz*. dt =: — •
Donc
d*x ox H- d*y èy *-h d* z oz =z d{dx dx -{- dy oy -\- dz oz) — ds àds ;
et, de là,
d*x ^ d*y ^ d*z ^ d(dx ox -h drov -^ dz oz) . ods
-j-r ox H — 7~- Oy H — TV oz ;— 1 — U* —7- •
dt' dt* -^ dt* dt* ds
Ainsi la formule générale dont il s'agit deviendra
S[d(dxox -^dvoY -^dzoz) ^ods ^ "j
ds
OU, en multipliant tous les termes par l'élément constant df = — et remarquant que uods -h dsou = o{uds),
S\~d(dxdx -h dyoy -hdzôz) ^, ,1 '"[ i-' o(«^)j = o.
Comme le signe intégral J^ n'a aucun rapport aux signes différentiels r/ et S, on peut faire sortir ceux-ci hors de celui-là; et l'équation
De là résulte donc ce théorème général :
Dans le mouvement d'un système quelconque de corps animés par des forces mutuelles d'attraction, ou tendantes à des centres fixes y et proportionnelles à des fonctions quelconques des distances, les courbes décrites par les différents corps, et leurs vitesses, sont nécessairement telles que la somme des produits de chaque masse par V intégrale de la vitesse multipliée par l élément de la courbe est un maximum ou un minimum, pourvu que Von regarde les premiers et les derniers points de cliaque courbe comme donnés, en sorte que les t^ariations des coordonnées répondantes à ces points soient nulles.
C'est le théorème dont nous avons parlé à la fin de la première Section, sous le nom de Principe de la moindre action (* ).
40. Mais ce théorème ne contient pas seulement une propriété très remarquable du mouvement des corps, il peut encore servir à déterminer ce mouvement. En effet, puisque la formule ^vàj uds doit être un maximum ou un minimum, il n'y a qu'à chercher, par la méthode des variations, les conditions qui peuvent la rendre telle; et, en employant l'équation générale de la conservation des forces vives, on trouvera toujours toutes les équations nécessaires pour déterminer le mouvement de chaque corps. Car, pour le maximum ou minimum, il faut que la variation soit nulle et que, par conséquent, on ait
ô^m / u ils 1=0; et de là, en pratiquant dans un ordre rétrograde les opérations expo- Ci) L'intégralo Smjudx ost un maximum ou un minimum, si on la compare aux inlcgralcs analogues relatives à tout autre mouvement du système (]ui serait produit par les m^mes forces et dans lequel, malgré rinlroduclion de liaisons nouvelles laissant subsister le principe des forces vives, les positions initiales et finales resteraient les mêmes. Peutêtre cet énoncé, qui résulte évidemment de la démonstration, n'est-il pas rendu assez explicite dans le texte. (/. Bertrand,)
On pourra consulter, au sujet de ce principe, un article d*Ôlinde Uodrigues inséré dans la Corrcxpondaiice de l' École Polytechnique, t. III, p. iSg, et les yorlesungen àber Dr/iamik de Jacobi. G. D.
sées ci-dessus, on trouvera la même formule générale d'où l'on était parti.
Pour rendre cette méthode plus sensible, nous allons l'exposer ici en peu de mots. La condition du maximum ou minimum donne, en général,
et, faisant passer le signe différentiel S sous les signes ^ Gt I (ce qui
est évidemment permis par la nature de ces différents signes), on aura l'équation
ou bien, en exécutant la différentiation par S,
^m / {dsàu -h udds) — o.
Je considère d'abord la partie en mettant pour e/y sa valeur i/rf/, elle devient
xm ju àudty
ou, changeant l'ordre des signes § et f, qui sont absolument indépendants l'un de l'autre,
J dt^muôu.
Or l'équation générale du principe des forces vives donne (art. 34)
§m««=2H-2§mn, (lu étant égal à
Vdp-^Qdq -hl\dr -h. . .;
donc, différentiant suivant o, on aura
^m « 5« =^ - §m dn =12 - ^m (P 3/? -h 0 Ô7 -h R ar + . . .).
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parce que, n étant supposée une fonction algébrique de /?, 7, r, . . . , la différentielle SlI est la même que du, en changeant seulement ri
en S. Ainsi la quantité
m / dsoi/
se réduira à cette forme
— fdt §m (P dp 4- Q 07 -+- Il or -t- . . .). Je considère ensuite l'autre partie
jCm / uods,
et j'y substitue, à la place de ds, sa valeur exprimée par des coordonnées rectangles, ou par d'autres variables quelconques. En employant les coordonnées rectangles .r, y, z, on a
ds z=z \/dx^ 4- dy^ -^dz^;
donc, différentiant suivant 0,
, . d.r ^ dy ^, dz ^ .
ods —- —r- odx -H -T-ody -+- -r-odz, ds ds " ds
ou bien, en transposant les signes d, 0 et écrivantes au lieu de or/, ce qui est toujours permis à cause de l'indépendance de ces signes,
, , dx .^ dy j^ dz ,^ ods=^ —r dox H — ^ doy -h -r doz ; ds ds '^ ds
on aura ainsi, en substituant cette valeur et mettant 6^/ à la place de ~>
* li
Comme il se trouve ici, sous le signe intégral /, des différentielles des variations 6cc, ôv, oz, il faut les faire disparaître par Topération connue des intégrations par parties, suivant les principes de la méthode
des variations. On transformera donc la quantité / -^rfSa? en celle-ci, qui lui est équivalente,
djr ^ r^ ,dx
-j~ox — I oxd-j-:
dl J dl '
et, supposant que les deux termes de la courbe soient donnés, en sorte que les coordonnées qui répondent au commencement et à la fin de rintégrale ne varient point, on aura simplement
dx .^ r^ ,dx
/rf7''^^ = -./'°""^^
On trouvera de même
et, pareillement,
de sorte qu'on aura cette transformée
Donc la quantité
^m fudds
deviendra, en transposant les signes § et / et supposant di constant,
fdl^m(ôa:d^+èyd^+ôzd
L'équation du maximum ou minimum sera donc
laquelle devant avoir lieu, en général, pour toutes les variations possibles, il faudra que la quantité sous le signe y soit nulle h chaque instant; on aura ainsi Téquation indéfinie
équation qui est la même chose que la formule générale de la Dynamique (Sect. II, art. 5), et qui donnera par conséquent, comme celleci, toutes les équations nécessaires pour la solution du problème. XI. 4i
41. Au lieu (les coordonnées x, y, 5, on peut eniployer d'autres indéterminées quelconques, et tout se réduit a exprimer l'élément de Tare ds en fonction de ces indéterminées. Qu'on prenne, par exemple, le rayon ou la dislance rectiligne à l'origine des coordonnées, qu'on nommera p, avec deux angles, dont l'un >[' soit l'inclinaison do ce rayon sur le plan des xy et l'autre 9 soit l'angle de la projection du même rayon sur ce plan avec l'axe des x\ on aura
c = psin'|, y — pros']/sin9, ./• =ipcos'<{^coscp,
et, de là, on trouvera
ds^— djT'-^- dr*-{- dz^—dp^-\- p*(é/'|»*-h cos^^^o*),
expression qu'on pourrait aussi trouver directement par la Géométrie. DifFérentiant donc par 0 et changeant od en dû, on aura
cfs 0 ds =: dp {/ op -f- p {d-y -h cos* •>[; ^9* ) 00
-r- p' ( dl do'\f -- si n «i; cos -^ do^ ô*^ 4- cos' ^doddc^);
d'où, en divisant par di -- — et en intégrant, on aura
/• > / r jA'do dop (dY , , do^\ , 1
C , ( * d'h {/d'b , . , , d^^ ^ , - . , do ri do\
On fera disparaître de dessous le signe / les doubles signes ^0 par des intégrations par parties et l'on rejettera d'abord les termes qui contiendraient des variations hors du signe /, parce que ces variations, devant alors se rapporter aux extrémités de l'intégrale, deviennent nulles par la supposition que les premiers et derniers points des courbes décrites par les corps soient donnés et invariables. On aura ainsi cette transformée
laod, = - I diios^- jcitU-^-p-j^-pcos-'l^'-Up
depuis le moment où ils partent des points donnés jusqu'à celui où ils arrivent à d'autres points donnés, soit un maximum ou un minimum. On pourrait donc l'appeler, av(»c plus de fondement, le principe de la plus grande ou plus petite force rive; et cette manière de l'envisager aurait l'avantage d'être générale, tant pour le mouvement que pour l'équilibre, puisque nous avons vu, dans la troisième Section de la 1*^* Partie (art. 22 ), que la forre vive d'un système est toujours la plus grande ou la plus petite dans la situation d'équilibre.
DE DYNAMIQUE
1. La formule à laquelle nous avons réduit, clans la deuxième Section, toute la théorie de la Dynamique n'a besoin que d'être développée pour donner toutes les équations nécessaires à la solution de quelque problème de cette science que ce soit; mais ce développement, qui n'est qu'une affaire de pur calcul, peut encore être simplifié à plusieurs égards par les moyens que nous allons employer dans cette Section.
Comme tout consiste à réduire les différentes variables qui entrent dans la formule dont il s'agit au plus petit nombre possible, par le moyen des équations de condition données par la nature de chaque problème, une des principales opérations est de substituer à la place de ces variables des fonctions d'autres variables. Cet objet est toujours facile à remplir par les méthodes ordinaires; mais il y a une manière particulière d'y satisfaire relativement à la formule proposée, qui a l'avantage de conduire toujours directement à la transformée la plus simple.
2. Cette formule est composée de deux parties différentes qu'il faut considérer séparément.
La première contient les termes
qui proviennent uniquement des forces résultantes de Tinertie d corps.
La seconde est composée des termes
§m (P 3/7 -+- Q 07 -h R âr -h . . .)•
dus aux forces accélératrices P, Q, R, ... qu'on suppose agir effee vement sur chaque corps suivant les lignes/?, y, r, . . . , et qui tende à diminuer ces lignes. La somme de ces deux quantités, étant égal à zéro, constitue la formule générale de la Dynamique (Sect. 1 art. 5 ).
3. Considérons d*abord la quantité il est clair que, si Ton y ajoute celle-ci
dx do.r H- dy doY -H dz dèz,
la somme sera intégrablc et aura pour intégrale
d.r dur -h dy èy -h dz dz.
D'où il suit que Ton a
d^x 6x -h d*y ôy -\- d* z dz =: d {dx 6x -h dy dy -h dz èz)
— dx ddx — dy ddy — dz ddz.
Or, le double signe rfS étant équivalent à Id par les principes c la quantité dxdBx -+- dydly -h dzdùz peut se réduire à la forr
dxddx -f- dy ddy -\- dz ddzy
c'est-à-dire à
\d{dx^^dy^^dz^).
Ainsi l'on aura cette réduction
d^x dx + d^y dy -hd^zdz^ d(dx dx -h dy dy -}- dz 0^) — J d(dx^ 4
par laquelle on voit que, pour calculer la quantité proposée
il suffît de calculer ces deux-ci, qui ne contiennent que des différences premières,
dx Sx -+- dy dy -\- dz dz^ dx^ -\- dy- -\- dz^,
et de différentier ensuite l'une par rapport h d et l'autre par rapport à ô.
4. Supposons donc qu'il s'agisse de substituer a la place des variables x,y, z des fonctions données d'autres variables ^, 1» 9» •••: différëntiant ces fonctions, on aura des expressions de la forme
<ix =: A ^ç H- B d]t -\- C ^9 -h ... , dy =1 A' d^ -¥- B' d']f -h C dcp -^ . , ,, dz =z X'dl -h- Wd^ 4- CV9 -H . . . ,
dans lesquelles A, A', A", B, B', ... seront des fonctions connues des mêmes variables ^, ^, ç, . . . ; et les valeurs de Ix, oy, ùz seront exprimées aussi de la même manière, en changeant seulement rf en §.
Faisant ces substitutions dans la quantité docùx-^-dy^y-^-dz^z, elle deviendra de cette forme
où F, G, H, I, ... seront des fonctions finies de i, ^, 9,
Donc, changeant S en d, on aura aussi la valeur de
dx^ -\- dy^ 4- dz'^
laquelle sera
Ffif?*-h 2G rf? ^^ 4- H (^+«-h 2I ^; ^9 4-. . . .
Qu'on différentie par d la première de ces deux quantités, on aura la différentielle
-^d{{^dl)o'}^^d{Gd^]^)Sl-^GdldS^-\-Gd^dSl -h^(H^i{>)ô^4-H^^r/d+ 4-...;
diflerentiant ensuite la seconde par 5, on aura celle-ci :
oF dç^-h iY dl oeil
2 dCi dl (i^ -+- iikd'\f odl 4- 2G ^; d^'|
Si donc l'on retranche la moitié de cette dernière différentielle de la première, et qu'on observe que do et od sont la même chose, on
aura
d{Vdl)àl-~-\oYdi^
diCw dl) Ô'I -\- ^(G ^'^) 5? - oG dl r/'|
pour la valeur transformée de la quantité
d^x ox 4- d^y oy -\- d*z $z.
Or il est visible que cette valeur peut se déduire immédiatement de la dernière différentielle, en divisant tous les termes par 2, en changeant les signes de ceux qui ne contiennent point la double caractéristique od, et en effaçant dans les autres le rf après le S, pour l'appliquer aux quantités qui multiplient les doubles différences affectées de 8d. Ainsi le terme ^Frf;^ donne — ^âFrf^^, le terme -iFdqod^ donnera r/(Frf$) Si, le terme 2^Gd^d'^ donnera — BGd^d']f, le terme '2Gd'\^od^ donnera d(Gd'\f)8^, et ainsi des autres.
5. D'où il s'ensuit que, si l'on désigne par $ la fonction de $, j», 9. . . . et de d^, d'^, rfç, . . . dans laquelle se transforme la quantité
y{d,r^^dy^-}-dz^)
par la substitution des valeurs de x, v, - en $, 4'» ?• • • •» o" aura, en général, cette transformée
d^u- dx 4- d* y oy -\- d* z oz =^ -\-l — -t:: -{- d
odlj "^
X \- d -zr-r- I 00
en dénotant, suivant l'usage, par -p- le coefficient de S^ dans la différence 0$, pî^r v-^ le coefficient de SrfÇdansla même différence, et ainsi des autres.
6. Ce qu'on vient de trouver d'une manière particulière aurait pu l'être plus simplement et plus généralement par les principes de la méthode des variations.
Soit, en effet, O une fonction quelconque de x, v, :?,... , dx, dy, dz, ..., d^x, d^y, d^z, ..,, laquelle devienne une fonction de ^, 'j*» o, . .., rfÇ, d]f, d^, .. ., rf^$, rf^'j/, rf^ç, .. ., par la substitution des valeurs de X, y, z, ... exprimées en $, 4», o, ... ; en différentiant par rapport à o, on aura cette équation identique
04> == 4- ^— (îo^ -h ir-i— odx 4- >. ,- dd*jc -h . . .
0>r oax od^x ,
ùy ^ ody *^ ad^y
Ov d«5 oa-z
0^5 ^ dé/'l ^ 0^/9 ^
Qu'on y change les doubles signes Sa?, Srf^, ... en leurs équivalents do.d^l, ...; qu'ensuite on intègre par rapport à^et qu'on fasse disparaître, par des intégrations par parties, tous les doubles signes r/§,
d^l, . . . sous le signe intégral / qui se rapporte au signe différentiel r/;
on aura une équation de cette forme
/(AÔX + B57-4-CÔ3 +...)4-Z = l\k'èl -h B'*| -f- C'Ô9 -+-. . .) -h/y,
XI. 'aOl
dans laquelle
ov octy od^y
èz o(lz dd*z
0; 0 a; 0 a- ^ (. — > « 3-7- -+■ « ^r-yi
09 0^9 oa*9
ode od*x J od^x
OaK oa*v y "^ o«*v
odo orro / ^ oa*9 ^
Donc, redifférentiant et transposant, on aura l'équation
A ô.r -H B ôj -h C 05 -+-. . .- A' 0; - B' ô^ - C 39 - . . .:= dll - dL.
laquelle doit être identique et avoir lieu quelles que soient les variations ou différences marquées par la lettre S.
Ainsi, puisque le second membre de cette équation est une différentielle exacte par rapport à la caractéristique e/, il faudra que le pre-
Il résulte de là que, pour avoir la valeur de la quantité
en fonction de l, '\i, 9, ..., il suffira de chercher la valeur de la quantité
en fonction de $, '^j 9, ... et de leurs différentielles; car, nommant T cette fonction, on aura sur-le-champ la transformée
/' 3T dT\,. /,ÔT arx,, / . 8T 8T\ , ^
Et celte transformation aura lieu également quand même, parmi les nouvelles variables, il se trouverait le temps /, pourvu qu'on le regarde comme constant, c'est-à-dire qu'on fasse Bt = o.
De plus, il est facile de voir qu'une pareille transformation aura lieu aussi dans le cas où les variations S^, Sj», S^, ... ne seraient pas des diiTérenlielles exactes, pourvu qu'elles représentent des quantités indéterminées et que la variation ST soit de la forme
^,„ oT ^^ oT , ^v oT ^ , oT . ^ , ,
rîX rïT fîX
quelles que soient d'ailleurs les coefficients ^.j -7^» tt> —
8. Au reste, il est bon de remarquer quo, si l'expression de T renferme un terme rfA, qui soit la différentielle complète d'une fonction A <lans laquelle une des variables, comme Ç, n'entre que sous la forme finie, ce terme ne donnera rien dans la transformée précédente, relativement à cette variable. Car, faisant
Oc, a']f '
on a
Donc djj^ — ^> coeflficient (le SÇ, deviendra
Il s'ensuit de là que, si l'expression de T contenait un terme de la forme BrfA, A étant fonction de i, 'j», ..., sans rf$, et B une fonction quelconque sans Ç, ce terme donnerait simplement, relativement à la
variation de i, le terme ^rfB.
Car, donnant au terme BrfA la forme rf(BA) — A e/B, on voit d'abord que le terme rf(BA) ne donnerait rien relativement a la variation de $, puisque AB contient ^ sans rfÇ; ensuite, comme dB ne contient point $ ni dl et que A contient l sans rf^, on voit qu'en faisant T = — Ar/B, on aura
-T-Tv =0 et ^ = — -j^ rfB ;
de sorte que le coefficient de ôÇ se réduira a -^dB.
9. A l'égard de la quantité Po/i-f- Qoy -h RSr-f-.. ., elle est toujours facile à réduire en fonction de $, '\f, ç, ..., puisqu'il ne s'agit que d'y réduire séparément les expressions des distances p.Çy r, ... et des forces P, Q, R, — Mais cette opération devient encore plus facile, lorsque les forces sont telles que la somme des moments, c'est-à-dire la quantité
Vdp-\-Q dq 4- R ^/- -h . . . ,
est intégrable, ce qui, comme nous l'avons déjà observé, est proprement le cas de la nature.
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(]ar supposant, comme dans rarticlc 34 de la Section III,
dnz=:P dp -^Qdf/-^l\dr -{-..,,
on aura II exprimé par une fonction finie de />, q, r, ...; par conséquent, on aura aussi
on = Pôyr,-+-Qo7-hRô/ -h...
Multipliant par m et prenant la somme pour tous les corps du système, on aura
j§m(P ô/? -H Q 07 -f- Rôr -+-. . .) = S'^ ^'^^ ^ S"^'^'
puisque le signe § est indépendant du signe 8.
Il n'y aura ainsi qu'à chercher la valeur de la quantité ^i^^U en fonction de ^, '|, 9, ...; ce qui ne demande que la substitution des valeurs de .r, V, :?,... en Ç, ']f, ç, ..., dans les expressions de />, y, ... (P* Partie, Sect. Il, art. 1); et cette valeur de ^mll étant nommée V, on aura immédiatement
10. De cette manière, la formule générale de la Dynamique (art. 2) sera transformée en celle-ci
dans laquelle on aura
-—./il. ?I ^X
n - ^ il __ ^ av
. . 3T ÔT d\
en supposant et
r/n = P ^/> 4- Q ^y 4- K dr
Si les corps m et m' du système, regardés comme des points dont la distance mutuelle estp, s'attiraient avec une force accélératrice représentée par P fonction de p, il est facile de voir que le moment de cette force serait exprimé par mm'P dp, et il faudrait ajouter à la valeur de V
la quantité ïïinfi'/ Pdp; et ainsi s'il y avait dans le système d'autres
forces d'attraction mutuelle.
En général, si le système renfermait des forces quelconques F, G, . . ., tendantes à diminuer la valeur des quantités/, g, ..., on aurait Fâ/, Go^, ..., pour les moments de ces forces (P^ Partie, Sect. II, art. 9); et en regardant F comme fonction de/, G comme fonction de g, etc., il faudrait ajouter à la valeur de V autant de termes de la forme f^df, j Gdg, . . . qu'il y aurait de pareilles forces.
Or, si dans le choix des nouvelles variables Ç, ^, ç, . . . on a eu égard aux équations de condition données par la nature du système proposé, en sorte que ces variables soient maintenant tout à fait indépendantes les unes des autres, et que, par conséquent, leurs variations S$, S'j'» 09, ... demeurent absolument indéterminées, on aura sur-le-champ les équations particulières
lesquelles serviront à déterminer le mouvement du système, puisque ces équations sont en même nombre que les variables ^, '\f, 9, . . . d'où dépend la position du système à chaque instant.
11. Mais, quoiqu'on puisse toujours ramener la question a cet état, puisqu'il ne s'agit que d'éliminer, par les équations de condition, autant de variables qu'elles permettent de le faire, et de prendre ensuite pour i, '^, 9, . . . les variables restantes, il peut néanmoins y avoir des cas où cette voie soit trop pénible et où il soit à propos, pour ne pas trop compliquer le calcul, de conserver un plus grand nombre de variables. Alors les équations de condition auxquelles on n'aura pas encore satisfait devront être employées à éliminer, dans la formule générale, quelques-unes des variations ôÇ, S'j'^ •*• -5 w^ais, au lieu de
réiimination actuelle, on pourra aussi faire usage de la méthode des
multiplicateurs, exposée dans la 1'* Partie (Sect. IV).
Soient
* les équations dont il s'agit, réduites en fonctions de Ç, 4» ?• •••• ^^
sorte que L, M, N, ... soient des fonctions données de ces variables. On ajoutera au premier membre de la formule générale (article précédent) la quantité
>.oL-H.uoM-+-vfîN-H...,
dans laquelle X, [jl, v, ... sont des coefficients indéterminés; et Ton pourra regarder alors les variations 0$, S'J;, 8ç, ... comme indépendantes et arbitraires.
On aura ainsi Téquation générale
Z 5; -+- ^r «î']; 4- 4> ^9 -h . . . 4- X «îL 4- |Jt dM 4- V 3N -4- . . . = o,
laquelle, devant être vérifiée indépendamment des variations S$, 8'\f,
09, ..Tt donnera ces équations particulières pour le mouvement du
svstème
« .3L ÔM 8N
,-, ^ oL <5\I âN
*!' 4- / -^ 4- ft ^rr -^ '-^ T1- 4- . . . = O,
d'où il faudra ensuite éliminer les inconnues X, [jl, v, ..., ce qui diminuera d'autant le nombre des équations; mais, en y ajoutant les équations de condition qui doivent nécessairement avoir lieu, on aura toujours autant d'équations que de variables.
12. Comme ces équations peuvent avoir différentes formes plus ou moins simples, et surtout plus ou moins propres pour l'intégration, il n'est pas indifférent sous quelle forme elles se présentent d'abord; et c'est peut-être un des principaux avantages de notre méthode, de
fournir toujours les équations de chaque problème, sous la forme la plus simple relativement aux variables qu'on y emploie, et de mettre en état de juger d'avance quelles sont les variables dont l'emploi peut en faciliter le plus l'intégration. Voici, pour cet objet, quelques principes généraux, dont on verra ensuite l'application dans la solution de différents problèmes.
Il est clair, par les formules que nous venons de donner, que les termes différentiels des équations pour le mouvement d'un système quelconque de corps viennent uniquement de la quantité T qui ex-
I [ dx^ dy* dz^\
prime la somme de toutes les quantités -m ( ^ "^ 5? "^ ^) r^'^^'~ vement aux différents corps; chaque variable finie, comme i, qui en-
(îT
trera dans l'expression de T donnant le terme — ^) et chaque variable
différentielle, commet?, donnant le terme d^r^p^- D'où Ton voit d'abord
que les termes dont il s'agit ne pourront contenir d'autres fonctions des variables que celles qui se trouveront dans l'expression même de T; par conséquent, si, en employant des sinus et cosinus d'angles, ce qui se présente naturellement dans la solution de plusieurs problèmes, il arrive que les sinus et cosinus disparaissent de la fonction T, elle ne contiendra alors que les différentielles de ces angles, et les termes en question ne contiendront aussi que ces mêmes différentielles. Ainsi il y aura toujours à gagner, pour la simplicité des équations du problème, à employer ces sortes de substitutions.
Par exemple, si, à la place des deux coordonnées cc,y^ on emploie le rayon vecteur r, mené du centre des mêmes coordonnées et faisant avec l'axe des x l'angle ç, on aura
jr = /cos9, r=:rsin9
et, différentiant,
dx = cos <p dr — r sin 9 ^9, dy :=: sincp dr -{- r cos 9 e/9 ;
donc
^ dx* -h dj'* — dr* -h /•* É^9*,
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expression fort simple, qui ne contient ni sinus ni cosinus de îj», mais seulement sa difTérentielle rfç. De cette manière, la quantité (Iv^ -4- dy^ H- dz^ se trouvera changée en r* do^ -{-dr^-^ dz^.
On pourrait encore substituer, au lieu de r et z, un nouveau rayon vecteur p avec Tangle ^ que ce rayon fait avec r, qui en est la projection; ce qui donnerait
r:=r:p cos 4»» 5 = p sîn ^|;
et, par conséquent,
(le sorte que la quantité
dj^^-\- dy^-\- dz*
serait transformée en celle-ci :
Ici il est clair que p sera le rayon mené du centre des coordonnées au point de l'espace où est le corps m, '\f sera Tinclinaison de ce rayon sur le plan des œy, et ç l'angle de la projection de ce rayon sur U» même plan avec Taxe des .r ; et l'on aura, comme dans l'article 4 de la Section 11, V^ Partie,
.r = pcos4^cos9, / — 9 cos'^^sino, ^i^psin^»-
Knfin, on pourra employer à volonté d'autres substitutions, et, lorsque le système est composé de plusieurs corps, on pourra les rapporter immédiatement les uns aux autres par des coordonnées relatives; les circonstances de chaque problème indiqueront toujours celles qui seront le plus propres. On pourra même, après avoir trouvé, d'après une substitution, une ou quelques-unes des équations du problème, déduire les autres d'autres substitutions; ce qui fournira de nouveaux moyens de diversifier ces équations, et de trouver les plus simples et les plus faciles à intégrer.
13. Les autres termes des équations dont il s'agit dépendent des forces accélératrices qu'on suppose agir sur les corps et des équations
de condition qui doivent subsister entre les variables relatives a la position des corps dans l'espace.
Lorsque les forces P, Q, R, . . . tendent à des centres fixes ou à des corps du même système et sont proportionnelles à des fonctions quelconques des distances, comme cela a lieu dans la nature, la quantité V, qui exprime la somme des quantités
J'(Pdp-{-Qdq-hRdr-^-.,.)
pour tous les corps m du système, sera une fonction algébrique des distances et fournira, pour chaque variable Ç dont elle se trouvera
ôV
composée, un terme fini de la forme -rr- De même, les équations de condition
fourniront pour la même variable Ç les termes ^-gr» -rr^ •••? et ainsi
des autres; de sorte qu'il n'y aura qu'à ajouter à la valeur de V les quantités XL, [jlM, ..., en regardant ensuite X, jx, ... comme constantes dans les différentiations en S.
Si donc quelques-unes des variables qui entrent dans la fonction T n'entrent point dans V, ni dans L, M, . . ., les équations relatives à ces variables ne contiendront que des termes différentiels, et l'intégration n'en sera que plus facile, surtout si ces variables ne se trouvent dans Tque sous la forme différentielle. C'est ce qui aura lieu lorsque, les corps étant attirés vers des centres, on prendra, pour coordonnées, les distances a ces centres et les angles décrits autour d'eux.
14. Une intégration qui a toujours lieu, lorsque les forces sont des fonctions de distances et que les fonctions T, V, L, M , . . . ne contiennent point la variable finie /, est celle qui donne le principe de la conservation des forces vives. Quoique nous ayons déjà montré comment ce principe résulte de notre formule générale de la Dynamique (Sect. III, art. 34), il ne sera pas inutile de faire voir que les équa-
lions particulières déduites de cette formule fournissent toujours une équation inlégrable, qui est celle de la conservation des forces vives. Ces équations, considérées dans toute leur généralité, étant chacune de la forme (art. 11)
oT _ ^ oV ^ . aL ^M
0 az, oc, o; 0; o;
si on les ajoute ensemble après les avoir multipliées par les différentielles respectives d^.d]/, ... et qu'on fasse attention que les quantités V, L, M, ... sont par l'hypothèse des fonctions algébriques des variables $, 'j», . . . sans /, il est clair qu'on aura l'équation
d^, — ^]dl-{- (ci ^-77 s, W'J' -H. . .-h dV -\-ldL~{- !J.d^l -^. . .— o;
mais,
étant les équations de condition, on aura généralement
dL ■=^ o, dM rr: o, ... ;
par conséquent, l'équation précédente se réduira a
Or on a
d v-p — -yr ) ^ 4- . . . -i- dV — o .
od^ \ 0 «4 / od:^
et comme T est une fonction algébrique des variables $, J;, ... et de leurs différentielles rf$, e/'|, . . . sans /, on aura
jrr. 'îT ,„ oT ,, w oT , , ^ f 7* I
04 Odç 0']t ^ 6 d'if
donc l'équation deviendra
laquelle est évidemment intégrable et dont l'intégrale est
^-ïv dl -f- =— 77 t/d» -h . . . — T 4- V — const.
Maintenant, puisque
d,v^ dy* dz^
il est évident que, quelques variables qu'on substitue pour x, y, z, la fonction résultante sera nécessairement homogène et de deux dimensions relativement aux différences de ces variables; donc, par le théorème connu, on aura
d^-\- ^r:jjd^-\'.. .=:2T.
odi "^ ' àd^
Donc l'intégrale trouvée sera simplement
T H- Vi=:consl.,
laquelle contient le principe de la conservation des forces vives (Sect. III, art. 34).
Si la quantité V n'était pas une fonction algébrique ( '), on n'aurait
pas
J dl-\-, ..-jrfV
et si les quantités T, L, M, ... contenaient aussi la variable /, alors
( ') Il faut, pour comprendre ce passage, se rappeler la définition de la fonction V. On a
posé (art. y)
du — l» dp -T- Q dq -\-V< dr -h . . . ,
puis ensuite
V = Smn.
Pour que V soit, suivant l'expression do Lagrange, une fonction algébrique, il faul et il suffit que n en soit une, c'est-à-dire que
Vdp-^Qdq-^-^dr^...
soit une différentielle exacte; si cela n'a pas lieu, la fonction U n'existe plus, et il en est de môme de V : fonction algébrique signifie simplement ici fonction, et cette expression ne doit, en aucune façon, être regardée comme opposée à celle de fonction non algébrique.
(/. Bertrand.)
leurs (lifTérentielIes eTT, dL, dM, ... contiendraient aussi les termes
jicft, Tj dt, -jrdt, ...; donc les réductions qui ont rendu Téquation
intégrable n'auraient plus lieu, ni par conséquent le principe de la conservation des forces vives.
15. Quoique le théorème sur les fonctions homogènes dont nous
venons de parler soit démontré dans différents ouvrages, et qu'on
puisse, par conséquent, le supposer comme connu, la démonstration
que voici est si simple que je ne crois pas devoir la supprimer. Si F est
une fonction homogène de différentes variables a-, y^ .... et qu'elle
soit de la dimension n, il est clair qu'en y mettant ax^ ay^ ... k la
place de J?, y, . . ., elle deviendra nécessairement «"F, quelle que soit
la quantité a. Donc, faisant a == i -4- a, et regardant a comme une
quantité infiniment petite, l'accroissement intiniment petit de F, dû
aux accroissements infiniment petits aj?, ay, ... de .t, j^, ..., sera /2aF.
Mais, en faisant varier ^r, j, . . . de a^, aj, . . ., on a, en général, pour
la variation de F,
oF ÔF ,
■î; 5C vT — r~ ^> Cf. y ~t- ....
Donc, égalant ces deux expressions de l'accroissement de F et divisant par a, on aura
^, ÔF ÔF
ùx oy^
16. L'intégrale relative à la consennlion des forces vives est d'une grande utilité dans la solution des problèmes de Mécanique, surtout lorsque la fonction T ne contient que la différentielle d'une variable qui ne se trouve point dans la fonction V; car cette intégrale servira alors a déterminer cette même variable et k éliminer des équations différentielles.
A l'égard des intégrales qui se rapportent k la conservation du mouventent du centre de gravité et au principe des aires, et que nous avons déjà trouvées d'une manière générale dans la Section III, elles se présenteront d'elles-mêmes dans la solution de chaque problème, pourvu
qu'on ait soin, dans le choix des variables, de séparer le mouvement absolu du système des mouvements relatifs des corps entre eux, ainsi que nous l'avons fait dans la Section citée.
Les autres intégrales dépendront de la nature des équations différentielles de chaque problème, et l'on ne saurait donner de règle générale pour les trouver. Il y a cependant un cas très étendu qui est toujours susceptible d'une solution complète en termes finis : c'est celui où le système ne fait que de très petites oscillations autour de sa situation d'équilibre. Nous destinons une Section particulière à ce problème, k cause de son importance.
17. Lorsque le système dont on cherche le mouvement est composé d'une infinité de particules ou éléments dont l'assemblage forme une masse finie de figure variable, il faut employer une analyse semblable à celle que nous avons exposée dans le § II de la Section IV de la r« Partie; mais à la place de la caractéristique d^ que nous y avons employée (art, H et suiv.) pour désigner les différences des variables relatives aux différents éléments du système, il faudra substituer la caractéristique D, qui répond à la caractéristique intégrale §, relative à tout le système, afin de pouvoir conserver l'autre caractéristique d pour les différences relatives au temps, auxquelles nous l'avons destinée dans la Section II de la 11*^ Partie, article 7.
Ainsi, en nommant m la masse entière et Dm un de ses éléments, il faudra mettre Dm au lieu de m dans les expressions de T et de V de l'article 10.
S'il y a pour chaque élément du corps des forces F, G, . . . qui tendent à diminuer les quantités/, g^, ... dont ces forces sont fonctions, il faudra ajouter à la valeur de V les expressions S/Frf/*, SJ Gdg, ....
Et s'il y a des équations de condition
qui doivent avoir lieu à chaque point de la masse m, il faudra mettre
[^XoL, §[jlSM, ... à la place de XSL, [jloM, ..., dans les formules de rarticle H.
Les quantités/, g, . . . , ainsi que L, M, . . . , pouvant renfermer des différences des variables relatives à la caractéristique D, il faudra alors faire disparaître les doubles signes SD, SD*, . . . par l'opération connue des intégrations par parties, de manière qu'il ne reste sous le signe j^ ([uo les variations simples marquées par S; et les termes hors du signe § se rapporteront uniquement aux extrémités des intégrales.
Il faudra enfin avoir égard aussi aux forces et aux équations de condition relatives k des points déterminés de la masse m, et en tenir compte dans la formule générale; mais elles ne donneront que des termes indépendants du signe §.
Les variations qui resteront sous le signe § donneront, en égalant
leurs coefficients a zéro, autant d'équations indéfinies pour le mouvement de chaque élément du système; et les variations hors du signe donneront des équations déterminées pour certains points du système.
SECTION CINQUIÈME
METHODE GENERALE D APPROXIMATION POUR LES PROBLÈMES DE DYNAMIQUE, FONDÉE SLR LA VARLVTION DES CONSTANTES ARBITRAIRES.
Les équations générales que nous avons données dans la Section précédente, étant du second ordre, demandent encore des intégrations qui surpassent souvent les forces de l'analyse connue; on est obligé alors d'avoir recours aux approximations, et nos formules fournissent aussi les moyens les plus propres à remplir cet objet.
I. Toute approximation suppose la solution exacte d'un cas de la question proposée dans lequel on a négligé des éléments ou des quantités qu'on regarde comme très petites. Cette solution forme le premier degré d'approximation, et on la corrige ensuite en tenant compte successivement des quantités négligées.
Dans les problèmes de Mécanique qu'on ne peut résoudre que par approximation, on trouve ordinairement la première solution en n'ayant égard qu'aux forces principales qui agissent sur les corps; et, pour étendre cette solution aux autres forces qu'on peut appeler perturbatrices y ce qu'il y a d(î plus simple, c'est de conserver la forme (le la première solution, mais en rendant variables les constantes arbitraires qu'elle renferme; car, si les quantités qu'on avait négligées e! dont on veut tenir compte sont très petites, les nouvelles variables seront à peu près constantes, et Ton pourra y appliquer les métbodes ordinaires d'approximation. Ainsi la difficulté se réduit a trouver les équations entre ces variables.
On connaît la métbode générale de faire varier les constantes arbitraires des intégrales des équations différentielles, pour que ces inté- XI. 44
grales conviennent aussi aux mêmes équations augmentées de certains termes; mais la forme que nous avons donnée, dans la Section précédente (art. 10), aux équations générales de la Dynamique a l'avantage de fournir une relation entre les variations des constantes arbitraires que l'intégration doit y introduire, laquelle simplifie singulièrement les formules de ces variations, dans les problèmes où elles expriment TefTet des forces perturbatrices. Nous allons d'abord démontrer cette relation; nous donnerons ensuite les équations les plus simples pour déterminer les variations des constantes arbitraires dans les problèmes dont il s'agit.
55 I. — Oti l'on déduit des équations données dans la Section précédente une relation générale entre les v^ariations des constantes arbitraires.
2. Soit un système quelconque de corps m, animés par des forces arcélératrices P, Q, R, ... qui tendent à des centres quelconques, fixes ou non, et qui soient proportionnelles à des fonctions quelconques do leurs dislances /i, y, r, ... à ces centres.
Supposons que, en ayant égard aux équations de condition du système, on ait exprimé les coordonnées .r, y, :; de cbacun des corps en fonctions d'autres variables ^, '|, 9, ... qui soient tout à fait indépendantes entre elles et qui suffisent pour déterminer la position du système à chaque instant.
On aura, pour le mouvement de tout le système, les équations de Tarticle 10 de la Section précédente, et il est facile de voir que ces équations seront du second ordre par rapport aux variables $, 'J;, 9, ... : de sorte que les valeurs complètes de ces variables, qu'on trouvera par l'intégration et qui seront exprimées en fonctions du temps /, contiendront deux fois autant de constantes arbitraires qu'il y a de variables, (lomme ces constantes doivent demeurer arbitraires, on peut les faire varier à volonté; ainsi l'on pourra différentier les équations dont il s'agit relativement à ces constantes, qui sont supposées contenues dans les expressions des variables $, '|, 9,
Faisons, pour plus (le siiD{)Iicité
dl — l' dt, d\ = y dt, d^ — ^'dt, ... ;
la quantité T deviendra une fonction de \, j», 9, ... et de $', ^', 9, ... ; et si les forces tendent à des centres fixes ou à des corps du même système, la quantité V sera une simple fonction de i, 4*» ?» Dans ce
cas, en faisant Z = T — V, on aura
aT _ I c)Z ÔT _ I ÔT oT _ 1 d7.
) "<— rr — '-,- -vv77>
àdl^dtô^' od'\,~^dtdl' dd^^^dtâ^'
où Ton pourra changer la caractéristique 0 en d, puisqu'elle ne sert qu'à représenter des différences partielles.
Ainsi les équations différentielles du mouvement du système (art. 10, Sect. IV), étant multipliées par dt, se réduiront à cette forme plus simple
4. Différentions ces équations par rapport à la caractéristique 0 (' ), que nous regarderons comme relative uniquement aux variations des constantes arbitraires qui sont censées contenues dans les expressions des variables ^, '|, 9, ... dont Z est fonction; et comme la caractéris-
tique r/, qui affecte les termes rf^, » ^xif/» ••» \\^^i relative qu'à la
variable / qui représente le temps, on pourra, par les principes du calcul des variations, changer la double caractéristique od en dl\ de
( 1 ) On suppose ici que, ces équations ayant été intégrées, on ait substitué aux variables I, ^, . . . leurs expressions générales fournies par cette intégration. Les équations deviennent alors identiques et l'on peut les différentior par rapport aux diverses lettres qui y figurent. (7. Bertrand.)
3i8 MÉCANIQUE A^ALYT1QUE.
sorte qu'on aura les équations
tlo -zr: — 0 -TT- dt = O,
De même, si, pour représenter des variations difTérentes des mêmes constantes arbitraires, on emploie la caractéristique A, on aura
— \ .-V rt< — o.
— A -j-rtf _ o.
— 1 -,— (Il ■=. O,
5. Multiplions maintenant les premières équations respectivement par A$, A']/, A9, ..., et retranchons de leur somme celle des dernières équations multipliées respectivement par o5, 0]/, 09, ...; on
aura
A; ^•î -i^ t- A'L r/o ^ H- Ao ^/o ~ -h . . .
— 0; r/A -..^ — 07 aA -rj^ — 09 dl -r— r -+-... </; ^ ah ^ J9
Or A^^/ap = ^^U^^^) - <l^^'> ^^r, mais r/A^ = Ar/S = A$'r//, à cause de c^ = $'<//; donc
A; ./a g .. ./(a? 5 i| ) - A;' 5 g dl.
On aura pareillement
et ainsi des autres formules semblables.
Par le moyen de ces transformations, l'équation précédente deviendra de cette forme
dt
dt -=. o.
6. Or, si l'on développe les expressions s ^> s -T77>«--> ainsi que les
expressions semblables A-r^^^ ^ ^' '"^ ^" regardant Z comme fonction de i, ']/, (p, ... et de ^' ^', 9', ..., il est facile de voir que les termes multipliés par é?/ dans l'équation précédente se détruisent mutuellement. En effet, on a
o -rr =
F «i'-t--- + :5HF5?'+:5Hr'^'J'' +
«^^jy ~ d? <)<jy " ^ JtJ/» -T ■ • • • ' ^^ f,^ -s ^^ ^^
.dZ d^l .. <^«Z ,, <^»Z ,., d«Z .,,
ce qui donne, en ordonnant les termes par rapport aux différences partielles de Z, ce développement
As. N O/a » I ^ 0^* A ^' '' ^^ A I / "^ ''^
Kn changeant les caraeléristiques o, A Tune dans l'autre, on aura le développement de l'expression semblable
>v. * </A ^, . (J/j ^ta, 4 U/j NI/ 4 ^^
o; A -TvT -h- o'*^ A -r-r -+-... 4- o; A ^=:7 -+- O'i/' A -rv-, 4-
<;; ^ c/'l' ai &Y
Mais on voit que ce changement n'en produit aucun dans le développement précédent; d'où il suit que les deux expressions sont identiques : de sorte que, comme elles se trouvent dans l'équation ci-dessus avec des signes différents, elles doivent s'y délruire.
Ainsi l'on aura simplement l'équation
dans laquelle on peut changer Z en T, puisque Z = T — V et que V ne doit point contenir les variables $', '\\ o', .. . ( art. 3). On voit par cette équation que la quantité
A>o^4-A.].o^4-Aoo^^-,4-...
_oçA^-o'».A^-o9A^-...
veau problème, lesquelles seront ainsi
a -T^. — T^ dt ^=1 -^ lit, c^; c>; de,
. dl 07. ,, OU .
(l --p, ^ — dt— -TY dt,
r/ -r— , — — dt -- -r- dt.
9. Si Ton suppose connues les expressions des variables ^, ']/, ç, . .. en / et en constantes arbitraires dans le cas où les seconds membres (le ces équations sont nuls, on peut, en conservant ces mêmes expressions mais en rendant variables leurs constantes arbitraires, faire en sorte qu'elles satisfassent aussi a la totalité de ces équations; et l'objet de Fanalyse que nous allons exposer est de donner les formules les plus simples pour la détermination de ces constantes devenues variables.
Nous remarquerons d'abord que, puisque ces constantes sont en nombre double de celui des variables ^, vp, (p, . . ., comme nous l'avons déjà observé (art. 2), et, par conséquent, en nombre double de celui des équations auxquelles il faut satisfaire, on pourra encore les assujettir à un nombre de conditions arbitraires égal à celui de ces variables.
Les conditions les plus simples et en même temps les plus appropriées à la chose sont que les valeurs de — y -^, ^^, ••• conservent aussi
la même forme que si les constantes n'y variaient point. De cette manière, non seulement les espaces parcourus par les corps, mais encore leurs vitesses seront déterminés par des formules semblables, soit que les constantes arbitraires demeurent invariables, comme lorsqu'il n'y a point de forces perturbatrices, soit qu'elles deviennent variables par l'effet de ces forces.
Ces conditions auront de plus l'avantage de réduire au premier ordre les équations différentielles entre les nouvelles variables, de sorte
valeurs, il est clair que les termes
se détruiront d'eux-mêmes et pourront, par conséquent, être effacés. On aura donc simplement, pour la variation des constantes arbitraires, les équations
^âï'^jr' Vf-"5ï;''^' ^(V^"^^^' ■-
qu'il faudra combiner avec les équations données ci-dessus
Ces équations, étant en nombre double de celui des variables ^, ^f o, ... et, par conséquent, en même nombre que les constantes arbitraires (art. 2), serviront à déterminer toutes ces constantes devenues variables.
11. Les équations qu'on vient de trouver, étant multipliées respectivement par AH, A'j», A9, ... et ensuite ajoutées ensemble, donnent
Ici A^, A'>|^, A9, . . . indiquent, comme dans l'article 4, des différentielles des fonctions Ç, ]/, 9, •.. prises en faisant varier seulement les constantes arbitraires d'une manière quelconque, soit qu'elles varient toutes en même temps, ou quelques-unes seulement à volonté.
Or, en regardant Cl comme une fonction de H, 4'» ?» • • • » on aura, en différentiant par rapport à A,
Donc on aura
... àil.. âil., ail.
t't qu'on substitue ces valeurs dans le second membre de Téquation de Tarticle précédent, on pourra j faire / = o, ce qui les réduira aux seuls
premiers termes a, p, y, . . . , X, (jl, v,
Cette équation se réduira ainsi a la forme
Ml dt — Aa ÔX -h A;3 ô/Ji 4- Ay ôv -}-... — AX da — Ajui d(3 — Av oy —
13. Les quantités a, p, y, . . . , X, (ji, v, . . . ne peuvent être que fonctions des constantes arbitraires que la double intégration introduit dans les expressions finies des variables Ç, 4*» ?» • • • » ^^ ''^" P^^^ aussi les prendre pour ces mêmes constantes.
En effet, les constantes arbitraires qui donnent à la solution d'un problème de Mécanique toute l'étendue qu'elle peut avoir sont les valeurs initiales des variables, ainsi que celles de leurs différences premières, c'est-à-dire les valeurs de H, 4'» ?» ••• et de ~> -^> -^> •••>
lorsque / = o; ces valeurs sont donc, dans les expressions de Ç, '^» ?» ••• que nous avons adoptées, a, p, y, . . . , a', P', y', Or, T étant une
fonction donnée de i, '4, ç, ... et de $'= ~> 4* = ^' ?'= ^' ' '»
/îT /IT /îT
il est clair qu'en faisant / = o dans les fonctions -p,? -r-n» t-/*"' c^ qui
les réduil à X, (x, v, ..., ces constantes X, (ji, v, .. . seront les mêmes fonctions des constantes a, p, y, ..., a', P', y', ... que les fonctions
W' ^* X"'' '" '^' ^^"^ ^^^ variables Ç, 4» ?» • • •» ^'» 4» ?» ^^^
conséquent, au lieu de prendre immédiatement a', P', y', . . . pour constîintes arbitraires, on peut prendre celles-ci, X, (jl, v, ..., qui en dépendent. Ainsi l'on aura a, p, y, . . . , X, (jl, v, . . . , pour les constantes arbitraires des expressions de $, 4'» ?» • • • ; et Ton voit que le nombre (le ces constantes sera précisément double de celui des variables $,
De celte manière, la différentielle Au, dans laquelle la caractéristique A ne doit affecter que les constantes arbitraires contenues dans 12, à raison des valeurs de $, 4» ?» ••• qui renferment ces con-
stantes, deviendra
AÎ2 = 3— A« 4- -T^ Ap -f- r— Ay H- . . . H- -3r- AA H- ^— AiJH- -y- Av 4-
â<x âp oy ' oK dix. * c/v
En la substituant dans le premier membre de l'équation de rarticlo précédent et ordonnant les termes par rapport aux différences marquées par A, on aura
(g.,-«)4«.(|*-a^)4f.(f*-av)i......
Comme on peut donner aux différences Aa, Ap, ... marquées par la caractéristique A une valeur quelconque, il faudra que l'équation soit vérifiée indépendamment de ces différences, ce qui donnera autant d'équations particulières, telles que
—- dt^i oh, -T-o- dt =^ OU.y —- Cf/ zn dv, . . . ,
ooL dp ' oy
--^dt^=z — da, -^—-dtz= — op, -^dt:=. — oy, ....
ah a/JL a^J '
14. Les différences marquées par la caractéristique S sont proprement les différentielles des constantes arbitraires devenues variables (art. 10); ainsi, comme ces différentielles peuvent maintenant être rapportées également au temps /, il est permis et même convenable de changer les S en rf, et l'on aura, pour la détermination des nouvelles variables a, p, y, . . . , X, (jl, v, . . . , les équations
doL d^ dt âl'
6/(3 dil dt dix'
dy dil
dt " dv '
dk dQ.
dt "*" da '
dfj. dil dt "'^ d^'
c^v dil dt "^ dy '
qui sont, comme l'on voit, sous une forme très simple, et qui fournissent ainsi la solution la plus simple du problème de la variation des constantes arbitraires.
Vi» MÉCAMQIE AXALYTIQLE-
i.j. i'jjmme la fonction il renferme les quantités z, 3, 7. ...: /.• u,
/ il faudra les regarder aussi comme variables dans les différences
(lartielles de cette fonction: mais, lorsque la valeur de û, qui dépend dt's forces perturbatrices, est supposée fort petite, il est clair que les variations de ces quantités seront aussi fort petites, et qu*on pourra, dans la première approximation, les regarder comme constantes dans les différences partielles de û et n'avoir égard à leur variabilité que dans les approximations suivantes.
Dénotons par a, 6, r, . . .; /, /ti, /i, . . . les parties constantes de z, ^. Y, ...; A, a, V, ..., et par a', ^', y'; //, a', v', ... leurs parties variables, qui, étant de Tordre de la quantité û, seront nécessairement très petites, et soit 0 la valeur de û en y changeant a, ^, y* --•• ^* H-* ^« -en a, 6, r, ...;/, /ti, /i, ....
On aura ainsi
y. ^z i -r //, yi^i m -T- IJl\ V ^r /J -r- v', ,
ef Ton aura, par le développement.
dl ' dm ^ an
Les équations ditrérentiolles de rarticle précédent donneront
,/«..__.^_^,, rf^=__^,, cly^z-^^di
cO. — 4- , dt, fiijL'= -T- -T7- dt, dj' —-^—-di^ . . . ;
<;« '^ c/t' oc
car il est évident que les différences partielles relatives à a, p, y» •••? A, UL, V, ... peuvent être rapportées aux quantités analogues a, 6, c, ...; /, //2, n^ ....
Pour la première approximation, on aura
G étant une simple fonction de t; donc on aura par l'intégration
En substituant ces valeurs dans l'expression de Q, on aura, pour la seconde approximation,
do rdo ,. do rào ^
al
^ ~~ dl J âa âaj
âaj dl dm J db ôb j dm
dt
et ainsi de suite.
16. Il y a ici une remarque importante a faire. Si la fonction 0 ne contient le temps que sous les signes de sinus et cosinus, il est clair que la valeur de H ne contiendra, dans la première approximation, que les mêmes sinus et cosinus. Mais on pourrait douter si, dans l'approximation suivante, elle ne contiendrait pas des termes où le temps / serait hors des signes de sinus et de cosinus, et qui, croissant continuellement, augmenteraient à l'infini la valeur de £1 et rendraient, par conséquent, l'approximation fautive.
Pour lever ce doute, nous remarquerons que de pareils termes ne pourraient venir que d'une partie constante de û, c'est-k-dire dégagée de tout sinus ou cosinus renfermant le temps t.
Soit donc A cette partie qui sera fonction des constantes arbitraires a, p, y, ...; X, (x, v, .... Ainsi G contiendra une pareille fonction de «, 6, c, ,..; /, m, n, ..., que nous dénoterons encore par A.
En substituant A au lieu de G dans l'expression de û de l'article précédent, on aura la partie de 12 due à la constante A dans la seconde
approximation, et cette partie sera
ôl âa âa âl dm ôb db dm
OÙ l'on voit que les termes affectés de t se détruisent mutuellement.
Ainsi Ton est assuré que la seconde approximation ne donne dansÛ aucun terme qui croisse avec le temps t\ mais il resterait à voir s'il en pourrait naître dans les approximations suivantes.
Au reste, le même terme constant A pourrait donner encore dans û des termes multipliés par /, étant combiné avec des termes non constants de la même fonction û; mais alors le / qui se trouverait dégagé des sinus et cosinus serait en même temps multiplié par des sinus ou cosinus d'angles proportionnels au temps. La même chose aurait lieu si le coefficient de t sous les signes de sinus et cosinus était fonction des constantes arbitraires a, p, y, ..., parce qu'alors les différentiations partielles de 12, relatives à ces constantes, feront sortir t hors des sinus ou cosinus. Mais on peut remarquer, en général, que, lorsque les approximations successives font paraître des termes de la forme dont il s'agit, dans lesquels des sinus ou cosinus se trouvent multipliés par l'angle qui est sous ces sinus ou cosinus, ces sortes de termes sont presque toujours le résultat du développement d'autres sinus ou cosinus, et l'on peut les éviter en intégrant directement les équations différentielles entre les constantes arbitraires devenues variables.
17. Quoique les constantes arbitraires que nous avons employées soient celles qui se présentent le plus naturellement et qui donnent les résultats les plus simples, il arrive souvent que les différentes intégrations introduisent à leur place d'autres constantes, mais qui ne peuvent être que des fonctions de celles-là.
Nous désignerons, en général, les constantes arbitraires qui sont censées entrer dans les expressions des variables H, ^, ç, ... par «, i, r, ..., dont le nombre doit être également double de celui des variables; et, pour avoir les relations entre ces nouvelles constantes et
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les premières, il suffira de supposer ; = o dans les valeurs des fonc-
/YV /W /)T
lions H, 4*» Çf ..•; ^jr> Tr,9 -r-?> ••• et d'égaler les résultats aux quantités a, p,Y, ...; X, [X, V, .... De cette manière on aura autant d'équations entre ces différentes constantes, par lesquelles on pourra déterminer
les valeurs de a, 6, c, . . ., en fonctions de a, p, y, , . .; X, (jl, v,
Nous supposerons donc ces fonctions connues, et la différentiation nous donnera tout de suite
, âa . da ,^ da ,
da j^ âa , da , -h ^^r-ai. 4- ^r- au 4- -t- «V -h
Donc, substituant les valeurs trouvées ci-dessus (art. 14) de rfa, r/p, . . ., et divisant par r//, on aura
cla__ àaà^ da d^ âa â^
dt ~"^ dl â^ ~^ âii â^ '^ â-^ ây '^'"
_àad^_dadilâaâil doc dl ô^ diJ. dy d^
\\ en est de même des valeurs de ^> ^> •••> pour lesquelles il n'y aura qu'à changer dans l'équation précédente a en A, en c,
18. Mais ces formules contiennent encore les différences partielles de li relatives aux constantes a, ^, y, . . ., et il s'agit de les changer en différences partielles relatives à a, 6, c, ..., ce qui est facile par les opérations connues.
En effet, comme H est censée maintenant fonction de a, b, c, ... et que ces quantités sont elles-mêmes fonctions de a, p, y, •..; X, [jl, V, . . ., on a tout de suite, par l'algorithme des différences partielles,
âil_â^âa â^âO ^ de
âx âa âoL âb âa âc âoc " ' ' '
âil_â^âa â^âb dû de
d(3 — da â^~^ âb â^'^ âc â^'^'"
XI
et il n'y aura plus qu'à substituer ces valeurs dans celles de -^-> -7-> • •• (le l'article précédent.
Kn faisant ces substitutions et ordonnant les termes par rapport aux
différences partielles de û, on voit d'abord que le coefficient de ""
est nul dans la valeur de ^> que celui de ^ est nul dans la valeur de db
dt Ensuite, si, pour représenter la valeur de -^% on emploie la formule
da , ^ dil , ,â^
on aura
/ f X àa db da db da db
d\ dx d\t. d^ dv dy da db da db da db
doL dl
dy dj
da de "^ dl doc
da de ^ d'iM d^
da de dv dy
da de da de da dJ dy. d\ d'^ d[i. dy dv
Kt, pour avoir la valeur de — > il n'y aura qu'à changer dans ces formules a en 6 et h en a, en remarquant que l'on a
{b,a)z=:—{ay b);
on aura ainsi
db / ,x^^ . ,. x^^
. db de db de db de
db de db de db de dx dl d^ d^i. dy d'J
Kii général, si k représente une quelconque des constantes arbitraires a, A, c, . . ., et qu'on observe que la valeur des symboles représentés par deux crocbets devient nulle lorsque les deux lettres renfermées entre les crocbets sont identiques, et qu'elle cbange simplement de signe lorsqu'on cbange Tordre de ces lettres, on aura ces formules
générales
, , dk da dk da dk da
oK 07. ô\i. dp UJ Oy
dk ôci dk ôa ôk ôa
ôoL ô'i. dp ô[i ây ÔJ
19. Le principal usage de ces formules est dans la tbéorie des planètes, pour calculer l'effet de leurs perturbations en le réduisant à la variation des constantes arbitraires qui sont les éléments du mouvement primitif. Elles sont surtout utiles pour déterminer les variations que les astronomes appellent séculaires, parce qu'elles ont des périodes hès longues et indépendantes de celles qui ont lieu dans les variables primitives.
Comme les équations de Tarticle 18 ne contiennent d'autres fonctions du temps que les différences partielles de la fonction ii, si l'on cbercbe, par la résolution en séries ou autrement, la partie A de la fonction 12 qui est indépendante du temps / et ne contient que les constantes arbitraires «, A, c, ..., il suffira de substituer dans ces équations A au lieu de û, et l'on aura directement les équations entre les quantités a, b, r, ..., devenues variables, et le temps /, lesquelles serviront a déterminer leurs variations séculaires, parce qu'elles sont débarrassées de tout sinus ou cosinus.
§ III. — Oà l'on démontre une propriété importante de la quantité qui expritne la force vive dans un système trouble par des forces perturbatrices.
20. Les constantes arbitraires dont nous venons de donner les variations dépendent de la nature de chaque problème et ne peuvent être déterminées que dans les cas particuliers. Il y en a cependant une qui a lieu, en général, pour tous les problèmes où V n'est fonction que de Ç, ^, ç, ..., c'est celle que l'intégration doit ajouter à /; car, comme les équations différentielles ne renferment alors que l'élément rf/, il est clair que, dans les expressions finies des variables en fonction de/, on peut toujours mettre / plus une constante arbitraire a la place de /.
Désignons cette constante par K et rapportons-y les différences marquées par la caractéristique A dans la formule générale de l'article 11. On aura ainsi
Ai2=^AK. A^=fAK. A4>=^AK. ....
Mais, puisque Ç, '|, 9, ... sont fonctions de / -+- K, il est clair qu'on
aura
àl _di__^,
et, de même,
ÔK- dt-^' âW- dt -"^^
Donc
A^ = ;'AK, ^ — flK, A9 = cp'AK,
Par la même raison, on aura
âZ àZ
xày^- à^^'xK A^^_ ^'^'ak
Mais les équations diflerentielles de l'article 3 donnent
Donc on aura
dt ~ dl
dt ~ d<\i
. dT. d7j ..-
Ainsi ia formule générale de l'article H deviendra par ces substitutions, et après la division par AK,
à^ j. ^,^àT ii^à'L ,^ô7a dl* >w (^Z ^ , d'L ^
— dt^::^-;^, + ^'0-^, + <f'o^, +...--j^a; _ _o|- -09-. .. .
àV
df'
dl ^ d^
Or on a
et comme Z est censée fonction de $, 4^» ?» ••• ^^ ^^ ^'» 'j*'» ?» •••» o" aura
ai
Donc Téquation précédente deviendra
dont le second membre doit être une fonction des constantes arbi traires, indépendante de /.
21. En effet, si l'on change Z en T— Vct Ç', ^',^', ... en —^ d^'d'^ ' (art. 3), il est facile de voir que la quantité
w, (^Z %, à'L , dlà ,.
'^■^^^d^-^'^Ti^---''
sera la même chose que la quantité
que nous avons vue être toujours égale à une constante et qui se réduit àTH-V(SccL IV, art. 14), d'où résulte l'équation T-hV = H, laquelle exprime la conservation des forces vives du système.
Ainsi, en prenant H pour une des constantes arbitraires, on aura, pour sa variation due aux forces perturbatrices contenues dans la fonction 12, cette formule très simple
dll = ^ cit.
22. On pourrait aussi arriver à cette formule par un chemin plus court. En effet, si l'on reprend les équations de l'article 8, qu'on les ajoute ensemble après les avoir multipliées respectivement par rfÇ, d'\f, drf, ..., et qu'on intègre en employant les mêmes réductions que nous avons pratiquées dans l'article 11 de la Section précédente, on parviendra directement à l'équation
^^ V ir ri à^ r- <^^ 71 ^^ ^
dans laquelle la quantité qui est sous le signe n'est pas intégrable en général, parce que la fonction 12, à cause de la mobilité qu'on peut supposer aux centres des forces perturbatrices, est censée contenir, outre les variables ^, j», 9, ..., encore d'autres variables indépendantes de celles-là.
Dans le cas où il n'y a point de forces perturbatrices, on a simplement
Or il est évident qu'on peut conserver cette forme à l'intégrale qu'on vient de trouver, en rendant variable la constante H et en faisant
^11 = -rr^ dz ^ -YT d'if -\- -T- ch -h . . . ;
mais il est visible que la quantité
ât, ^ d'I» ^ do '
n'est autre chose que la différentielle de 12, en ne faisant varier que les quantités $, '|f 9, . . . , qui dépendent des équations différentielles primitives et qui sont supposées connues en fonctions de /-hK, en nommant K, comme dans Tarticle 20, la constante qui peut toujours s'ajouter à la variable /. Ainsi, comme les variables $, '|, 9 ne varient qu'avec le temps /, il est facile de voir que la quantité dont il
s'agit sera la même chose que .r? di; par conséquent, on aura, comme
plus haut, l'équation
dll _ da de ~ ÔK
Cette équation peut donc aussi se mettre sous la forme
dt ~ ôt'
pourvu que, dans la différence partielle de û, on ne fasse varier le / qu'autant qu'il est contenu dans les expressions des variables $, j», ç, ...; et il résulte de cette formule que, si la fonction (2 ne contient le temps / que sous les signes de sinus et cosinus, comme cela a lieu
dans la théorie des planètes, l'expression de ^ ne pourra contenir
que des termes périodiques, parce que tout terme constant de 12 s'en ira par la différentiation relative à /. Ainsi, dans la première approximation, où l'on regarde comme absolument constantes les constantes
arbitraires qui entrent dans la fonction 12, l'intégrale de -^ydt, c'està-dire la valeur de H, ne pourra pas contenir des termes tels que N/ qui croissent avec le temps /. Nous avons vu plus haut (art. 16) que la seconde approximation ne peut donner à 12 aucun terme qui ne soit périodique; donc la même conclusion relative à la valeur de H aura lieu encore dans le seconde approximation.
24. La quantité T exprime la force vive du système, et elle est égale à H — V. Lorsque le système n'est troublé par aucune force perturbatrice, la quantité H est constante, et la force vive ne dépend que des forces accélératrices contenues dans l'expression de V, comme on Ta vu ( Sect. III, art. 34). Cette quantité devient variable quand il y a des forces perturbatrices, par conséquent la force vive sera altérée par l'action de ces forces; mais, par ce que nous venons de démontrer, on voit que ses altérations ne pourront être que périodiques si l'expression des forces perturbatrices est périodique, du moins dans les deux premières approximations. Ce résultat est d'une grande importance dans le calcul des perturbations.
SECTION SIXIÈME
SUR LES OSCILLATIONS TRÈS PETITES d'uN SYSTÈME QUELCONQUE DE CORPS.
Les équations différentielles du mouvement d'un système quelconque de corps sont toujours intégrables dans le cas où les corps ne s'écartent que très peu de leurs points d'équilibre; et Ton peut alors déterminer les lois des oscillations de tout le système. L'analyse générale de co cas, qui est très étendu, et la solution de quelques-uns des principaux problèmes qui s'y rapportent sont l'objet de cette Section.
§ 1. — Solution générale du problème des oscillations très petites d*un système de corps autour de leurs points d'équilibre.
1. Soient «y b, c les valeurs des coordonnées rectangles ^, j, z de chaque corps m du système proposé dans le lieu de son équilibre. Comme on suppose que le système, dans son mouvement, s'éloigne très peu de sa situation d'équilibre, on aura, en général,
a:z=za-\-a, y=:b-h^y z=^c-hy,
les variables a, p, y étant toujours très petites; il sulBra, par conséquent, d'avoir égard à la première dimension de ces quantités dans les équations différentielles du mouvement. La même chose aura lieu pour les autres quantités analogues, qu'on distingue par un, deux, . . . traits, relativement aux différents corps m', m", ... du même système.
Considérons d'abord les équations de condition qui doivent avoir lieu par la nature du système, et qu'on peut représenter par
L, M, ... étant des fonctions algébriques données des coordonnées x, XL 47
y, 5, iv\y\ Comme la position d'équilibre est une de celles que
le système peut avoir, il s'ensuit que les mêmes équations L = o, M = o, ... devront subsister en supposant que x, y, 5, x', ... deviennent a, b, Cy a\ ...; d'où il est facile de conclure que ces équations ne sauraient renfermer le temps /.
Soient A, B, ... ce que deviennent L, M, ... lorsque x^ j, 5, x\ ... deviennent a^ A, c, a\ .. .; il est clair qu'en substituant pour ^, j, 5, .r', . . . leurs valeurs a -4- a, /> 4- p, c 4- y, a'4- a', . . . , on aura, à cause de la petitesse de a, p, y» «'» • • • •
da
«?A„ db^^
dk de''
dk ,
da'
dR
da
db^-^
<JB de''
dh , da'*
et
ainsi
(le
suite.
Donc:
i°On
aura
relativement ii l'équilibre; 2^ On aura les équations
lesquelles donneront la relation qui doit subsister entre les variables
En négligeant d'abord les quantités très petites du second ordre et des ordres supérieurs, on aura des équations linéaires par lesquelles on déterminera les valeurs de quelques-unes de ces variables par les autres; ensuite, par ces premières valeurs, on en trouvera de plus exactes en tenant compte des secondes puissances et des puissances plus hautes, comme on voudra. On aura ainsi les valeurs de quelquesunes des variables a, p, y, a', . . . , exprimées par des fonctions en série des autres variables; et ces variables restantes seront alors absolument indépendantes entre elles.
On pourra aussi, dans la plupart des cas, en ayant égard aux conditions du problème, réduire les coordonnées, immédiatement par des substitutions, en fonctions rationnelles et entières d'autres variables indépendantes entre elles et très petites, dont la valeur soit nulle dans l'état d'équilibre.
Nous supposerons donc, en général, que l'on ait
j:* = a -h ûfi Ç -h a, ^ -h flj 9 -h . . . -h a j ^* -h . . . , y = b-^ biL-h b2^-\- ^jcp -h. . .-h ^',1'-+-. . ., C=: c -h C,i H-C,^J; -4- 0,9 -h . . . H- C, |' -h . . . ,
et ainsi des autres coordonnées x\ y, .. .; les quantités a, h, c, a^, hf, ... sont constantes, et les quantités ^, 4*» 9» • • • sont variables, très petites, et nulles dans l'équilibre.
2. Il ne s'agira que de faire ces substitutions dans les valeurs de T et Vde l'article 10 de la Section IV; et il suffira de tenir compte des secondes dimensions pour avoir des équations différentielles linéaires. Et d'abord il est clair que la valeur de T sera de cette forme
en supposant, pour abréger,
(3)=z§m(a;4.6î + cî),
(2,3) = §m(a,fl53 4-6,^>,-hc,c,),
oii le signe ^ dénote des intégrations ou sommations relatives a tous les différents corps m du système, et en même temps indépendantes des variations Ç, ^, ç, . . . , ainsi que du temps /.
Ensuite, si Ton dénote par F la fonction algébrique II, en y mettant a, b, c l\ la place de x, y, z, il est clair que la valeur générale de n sera représentée ainsi
F -H (a,^ -+-a,^-i-aa9 -h. . .) —
ôY
2 ùa
da àh
où il suffit d'avoir égard aux secondes dimensions $, ^, ç,
Multipliant donc cette fonction par m et intégrant avec le signe Q, on aura, en général,
V = H + H.? + H,+ + H,9 4-. . . + Lail±iili!:Lm?LtiL:_.
„ Ç^ ( dY , dY dY\
u Ç^ ( àY , dY dY\
II C / <>F , /. àY dY\
'^«da» '^ *db* ■^'"'dc»
dôdc
[.,3] = §mj+(a,6,-Ha,6,)^^^+(a.c,+ a,c,)^^^[,
d6dc
""'•d;iï-^***'dÂ^-^'^''^'d3?
d6dc
3. Ayant ainsi les valeurs de T et V exprimées en fonctions des variables ^, «I'. <p. • • • > indépendantes entre elles, on n'aura plus aucune équation de condition à employer; et comme la quantité T ne contient
que les différentielles des variables, on aura sur-le-champ, pour le mouvement du système, les équations suivantes :
, oT av
^ ÔT ÔV
^ ÔT ÔV
dont le nombre sera, comme Ton voit, égal à celui des variables.
Ces équations doivent avoir lieu aussi dans l'état d'équilibre, puisque le système, y étant une fois, y resterait toujours de lui-même; or, dans l'équilibre, on a constamment x =1 a, y =^ b^ z — c\ x' ^ a\ . . . , par l'hypothèse, donc
ainsi que
dt
d\, dt
dt^
r. I ♦ ^ <ÎT , ÔT ♦1.1* ÔV ÔV
Donc les termes «5-7?» fi^-jjy •• seront nuls, et les termes -^y tt»
oa:^ Oa^ Oç ou;
ÔV
1^, • • • se réduiront a H< , H2, H3, Par conséquent, on aura
Hi = o, IIj = o, 113 = 0, ....
Ce sont les conditions nécessaires pour que a, 6, c, a\ ... soient les valeurs de o?, j, 5, x\ ... pour l'état d'équilibre, comme on le suppose.
En effet, il est visible que
dV = ^m{Pdp-^Qdq-{-Rdr-h..,)
exprime la somme des moments de toutes les forces mP, mQ, mR, . . . appliquées à tous les corps m du système et qui doivent se détruire mutuellement dans l'état d'équilibre; donc, par la formule générale
donnée (Part. 1, Sect. II), il faudra que l'on ait
d\=:o, par rapport à chacune des variables indépendantes ; par conséquent,
ôv_ dv_ ôy___ a?-"^' a-^-"^' ^9""'''
seront les conditions de l'équilibre, lequel étant supposé répondre à
on aura
IIj =^ o, IIj 1= o, Hs = o, . . . ,
de sorte que les premières dimensions des variables ^, 4», ?» . .. dans l'expression de V disparaîtront toujours.
Substituant donc dans les équations générales les valeurs de T et de V, et faisant H,, H^, H,, . .. nuls, on aura, pour le mouvement du système,
(J}Af (p]p cl^Q
équations qui, étant sous une forme linéaire avec des coefficients constants, peuvent être intégrées rigoureusement et généralement par les méthodes connues.
4. On peut supposer d'abord que les variables, dans ces sortes d'équations, aient entre elles des rapports constants, c'est-k-dire que l'on ait
par ces substitutions, elles deviendront
[(l) + (l,2)/+(l,3)5'+...]^-H([l] + Ll.2]/H-[.,3]g- + ...)5 = 0, [(2)/4- (., 2) -(- (2, 3)5- + . . .]^ -1- ([2]/+ [I, 2] + [2, 3]^-(-. . .)? = o,
lesquelles donnent
en faisant
Le nombre de ces équations est, comme Ton voit, égal à celui des inconnues/, g, . . . , X-; par conséquent, elles déterminent exactement ces inconnues; et comme, en retenant pour premier membre le terme k et le multipliant respectivement par le dénominateur du second, on a des équations linéaires en /, ^, . . . , on pourra les éliminer par les méthodes connues, et il n'est pas diiïicile de voir, par les formules générales d'élimination, que la résultante en k sera d'un degré égal a celui des équations, et, par conséquent, égal à celui des équations différentielles proposées; de sorte que l'on aura pour k un pareil nombre de différentes valeurs, dont chacune, étant substituée dans les expressions de/, g, . . . , donnera les valeurs correspondantes de ces quantités.
Maintenant l'équation
donne par l'intégration
E. £ étant des constantes arbitraires; ainsi, comme on a supposé '\f =/?, 9 = g^f . . . , on aura aussi les valeurs de ^^i ?»
Cette solution n'est que particulière, mais elle est en même temps double, triple, etc., selon le nombre des valeurs de k; par conséquent, en les joignant ensemble, on aura la solution générale, puisque d'un coté la somme des valeurs particulières de Ç, ^, ç, . .. satisfera également aux équations différentielles, à cause de leur forme linéaire, et que de l'autre cette somme contiendra deux fois autant de constantes arbitraires qu'il y a d'équations et, par conséquent, autant que les intégrales complètes peuvent en admettre.
Dénotant par k\ k'\ k'", ... les différentes valeurs de k, c'est-à-dire les racines de l'équation en ^, et par /', g' y ...; f'\ g'\ ...; /'", g", ...; ... les valeurs correspondantes ^^ f, g% ..., et prenant un pareil nombre de coefficients arbitraires E', E", E'", ... et d'angles aussi arbitraires e', e", e", ..., on aura ces valeurs complètes de Ç,
> ^ E'sin(^V^F-+-eO-h E'sinl^v^ -+-£'') -H E^sin(/v/^-i- e'"') 4- . . .,
'^ ^/'F sin(^ V^' -^ eO 4-/' E'' sin(/ y/^ -h eO -+- Z*' E'^ sin(^ v/^ 4- €'0 + • • •» 9 - ^'E' sin(r v^ -+- eO -1- ^E'' sin(^ v/^-+- eO -i- ^E"' sin(/ v/^ -h fi-") -+- . . . ,
dans lesquelles les arbitraires E', E", E'^, ... ; £', £", i\ . . . dépendront
des valeurs de Ç, ^, ?, ...; -j-y -j-y ^> ••• lorsque / est égal à o, et,
par conséquent, de l'état initial du système.
En effet, si, dans les expressions trouvéesde Ç, '\, 9, ..., on fait / = o, et qu'on suppose données les valeurs de Ç, ^, 9, . . . , on aura des équations linéaires entre les inconnues E'sin£', E"sin£", . . . , par lesquelles on pourra déterminer chacune de ces inconnues. De même, si l'on fait / = o dans les différentielles des mêmes expressions, et qu'on
regarde aussi comme données les valeurs de ~y -^y -^y • •> on aura
un second système d'équations linéaires entre E'cos£', E^cose", ..., XI. 48
lesquelles serviront à leur détermination. De là on tirera aisément les valeurs de E\ E'\ . . . ainsi que de tange', tange", ... et enfin celles des
angles mêmes i\ e",
Mais voici un moyen plus simple de déterminer ces inconnues directement et sans les embarras de Télimination.
5. Je remarque qu'en ajoutant ensemble les équations difierenti elles de l'article 3, après avoir multiplié la deuxième par /, la troisième par ff, et ainsi de suite, et faisant, pour abréger.
3]ir4-.
on a l'équation PdF-
Cl*<\) (fltf
df
■^f-jK -+-----i-P^ + Q4' + R<p4-...=o,
Mais les équations de l'article 4 donnent
p = kp, Q — kq, R — kr,
Donc l'équation précédente deviendra de la forme
dont l'intégrale est
L et X étant deux constantes arbitraires.
Cette équation doit avoir lieu également pour toutes les différentes valeurs de k qui résultent des mêmes équations de condition et que
nous avons dénotées par k\ U\ Ainsi, désignant de même par />',
p'\ ...» y'» y"» . . • les valeurs correspondantes de /?, y, . . . , et prenant
différentes constantes arbitraires L', L", ..., X', X", ..., on aura les équations suivantes :
/>' 5 4- 7'^ -+- r' 9 H-. . .^ L' sin(^v^ -4- V ), ;?• 5 -h /ij^ 4- r'9 4- . . . = L' s\n{cs/F -h V), p'I -f- q'^ -f- /•''cp 4- . . . = L''sin( ^ v^4- ^'')»
Ces équations serviraient généralenrïent à déterminer les valeurs de $, '|, 9, ...» et il est clair que ces valeurs devraient coïncider avec celles qu'on a trouvées ci-dessus (art. 4), puisqu'elles résultent les unes et les autres des mêmes équations différentielles. Ainsi, en substituant les valeurs de l'article cité dans les équations précédentes, elles devront devenir entièrement identiques.
D'où il est facile de conclure que, pour la première équation, on aura
ensuite
que l'on aura de même, pour la seconde équation, ensuite
p" -hf q" -^ g' r" -Y- . , . = Oy p" -hf" q" -\- /^ f-^ -^ . . .^ O,
et ainsi des autres.
Donc, substituant dans les équations ci-dessus, pour X', L', X", L'% V\ L"', . . . , les valeurs qu'on vient de trouver, on aura celles-ci
E' sin(.v^ -H^' )= <^— ^',t— ';^^--> ^ ^ ' p'-^q'/'-t-r'g'-^.,.
E' sin (^ 0P + .' ) = <^0^Vt^-- .
• E-sin(.v/F+e')=:<i:%ii:tjfl±iil,
qui sont les réciproques de celles de l'article 4.
Maintenant, la détermination des arbitraires E', E", ..., e', t'\ ... n'a plus de difficulté; car :
r' En supposant / = o, les premiers membres des équations précédentes deviennent E'sine', E'sine", ..., et les seconds sont tous connus, en supposant les valeurs de Ç, vj;» Ç. • • • données dans le premier instant;
2" En différcntiant les mêmes équations et supposant ensuite / = o, les premiers membres seront
V^E' cos£', V FE" cos£% . . . ,
et les seconds seront aussi tous connus, en regardant comme données les quantités ^> -j-y -^-^ • • • lorsque / = o. Donc, etc.
6. La solution du problème est donc réduite uniquement à la détermination des quantités X% /, g^ A, . . . ; et nous avons vu dans l'article 4 que cette détermination dépend de la résolution des équations
/?A: — P m o, <//: — Q = o, rA — R = o, . . . ,
(»n conservant les expressions de/>, y, r, . . . , P, Q, R, . . . de l'article 5. Or, si Ton représente par A ce que devient la quantité T en y changeant ^> ^> ^^, • • en ^, /, ^, .. ., et par B ce que devient la partie
de la quantité V où les variables Ç, vj;» ?» • •• forment ensemble deux
dimensions, en changeant de même ces variables en ^, /, ^, . . . , il est
aisé de voir, et l'on pourrait même s'en convaincre a priori, que l'on
aura
dk ôk dk
P'^Te' ^"^^7' '^àè' "*'
p_^B dB ()B
^-^J^' ^--df' ^~d^' ""
en faisant ensuite e = i .
Donc, en général, si l'on fait
AA-B = K
les équations pour ia délerminalion dos inconnues k, /, g, ... seront
âK _ âK_ dK_
de-''' 0/-""' d'è"'"'
en supposant ^^ = i . Ainsi, comme la quantité K se forme immédiatement des quantités T et V, on pourra aussi trouver directement les équations dont il s'agit, sans avoir besoin de les déduire des équations différentielles du mouvement du svstème.
Je remarque maintenant que, puisque K est une fonction homogène de deux dimensions de ^, /, g", ..., on aura, par la propriété de ces sortes de fonctions démontrée (Sect. IV, art. 15),
de •' df ^ ôg
Donc on aura aussi
par conséquent, les inconnues/, g, h, ... doivent être telles que non seulement la quantité K soit nulle, mais que chacune de ses différentielles relatives à ces inconnues le soit aussi; d'où il s'ensuit que la quantité k, regardée comme une fonction de ces inconnues dépendante de l'équation K — o, devra être un maximum ou un minimum.
Si l'on fait d'abord e = \, et qu'on remplace par K = o l'équation
^ = o, on aura, pour la détermination des inconnues/, g, h, . . . , les
équations
àf dg
Si donc on tire d'abord la valeur de /de l'équation -j-; = o, et qu'en la substituant dans K = o on change cette équation en
K' = o, il n'y aura qu'à faire ensuite
àg et substituer de même la valeur de g tirée de cette dernière équation
dans K'= o; alors, nommant
Téquation résultante, on fera de nouveau
dh
et ainsi de suite. Par ce moyen, on parviendra a une équation finale qui ne contiendra plus les inconnues/, ^, A, ..., mais seulement la quantité k, et qui sera Téquation cherchée en k dont les racines ont
été nommées k\ k\ k"^
On peut même réduire cette équation en une formule géne^le, en considérant que, puisque les quantités/, g-, A, ... ne forment ensemble
dans la valeur de K que deux dimensions, la quantité ^K-^^ — -^
sera nécessairement sans/, sa différentielle relative à/étant 2K -^^ df, et par conséquent nulle. De sorte qu*on pourra faire
dp dp'
et comme, dans cette quantité K', les inconnues restantes ^, A, ... ne montent aussi qu'à la seconde dimension, on pourra faire de même
et ainsi de suite. La dernière des quantités K, K', K'', . . . , étant égalée à zéro, sera Téquation cherchée en k. Il est vrai que cette équation pourra monter à un degré plus haut qu'il ne faut, à cause des facteurs étrangers introduits dans les équations K''=o, K*'=o, ...; mais si, en développant ces équations, on a soin de les débarrasser successivement de ces mêmes facteurs et de ne prendre ensuite pour les valeurs de K", K'^, . . . que leurs premiers membres ainsi simplifiés, Téquation finale se trouvera rabaissée d'elle-même à la forme et au degré dont elle doit être.
Quant aux valeurs de /, ^, . . . , on les déterminera ensuite par les équations
en commençant par la dernière, et remontant à la première par la substitution successive des valeurs trouvées.
7. Comme la solution précédente est fondée sur la supposition que les variables Ç, '!> ?» ••• soient très petites, il faut, pour qu'elle soit légitime, que cette supposition ait lieu en effet ; ce qui demande que les racines t, k*^ ... soient toutes réelles, positives et inégales, afin que le temps /, qui croît à Tinfini, soit toujours renfermé sous les signes de sinus ou cosinus. Si quelques-unes de ces racines devenaient négatives ou imaginaires, elles introduiraient dans les sinus ou cosinus correspondants des exponentielles réelles, et si elles devenaient simplement égales, elles y introduiraient des puissances algébriques de Tare; c'est de quoi on peut s'assurer, par les méthodes connues, en mettant dans le premier cas, à la place des sinus ou cosinus, leurs expressions exponentielles imaginaires, et en supposant, dans le second, que les racines égales diffèrent entre elles de quantités infiniment petites indéterminées; mais, comme le développement de ces cas est inutile pour l'objet présent, nous ne nous y arrêterons point.
Si la condition de la réalité et de l'inégalité des coefficients de / a lieu, il est visible que les plus grandes valeurs de ^, cp, ... seront moindres que les sommes des quantités E', E'S E"', ..., /'E', /"E^ y^E'*', ..., en prenant toutes ces quantités positivement; par conséquent, si ces différentes sommes sont fort petites, on sera assuré que les valeurs des variables le seront toujours aussi.
Mais, comme les coefficients E', E", E'% . . . sont arbitraires et dépendent uniquement du déplacement initial du système, il est possible que les variables Ç, 4^» ••• restent fort petites, quand même, parmi les quantités slk\ \fk", . . . , il y en aurait d'imaginaires ou d'égales; car il suffit pour cela que les quantités correspondantes E',
E\ . .. soient nulles, ce qui fera disparaître les termes qui croîtraient avec le temps /. Alors la solution, sans être exacte en général, le sera néanmoins dans le cas particulier où la condition précédente aura lieu.
8. On a des méthodes pour reconnaître si une équation donnée, de quoique degré qu'elle soit, a toutes ses racines réelles ou non, et pour juger, dans le cas de la réalité, de leur signe et de leur inégalité; mais, l'application de ces^ méthodes étant toujours un peu pénible, voici quelques caractères simples et généraux qui serviront à juger de la forme des racines dont il s'agit, dans un grand nombre de cas.
En prenant l'équation K = o ou A^ — B = o (art. 6), on a ^ = j;
or il est facile de se convaincre que la quantité x\ a toujours nécessairement une valeur positive, tant que/, g^ ... sont des quantités réelles;
car la fonction T, d'où elle résulte en changeant ^> ^> ^> ••• en i,
/, g, ... (art. cité), est composée de la somme de plusieurs carrés multipliés par des coefficients nécessairement positifs. Donc, si la quantité B est aussi toujours positive, ce qui a lieu lorsque la partie de la fonction V où les variables Ç, vj;» ?» ••• forment ensemble deux dimensions est réductible k la même forme que la fonction T, parce que la quantité B résulte aussi de cette partie de V en changeant Ç, ^, 9, . . . en I, /, g^, . . . , on est assuré que les valeurs de ^, c'est-à-dire les racines de l'équation en k, seront toujours positives toutes les fois qu'elles seront réelles.
Au contraire, si la quantité B est toujours négative, ce qui arrivera quand elle sera composée de plusieurs carrés multipliés par des coefficients négatifs, les valeurs réelles de k seront toutes négatives. Dans ce dernier cas, la solution ne pourra pas être bonne, parce que, les racines de l'équation en k ne pouvant être qu'imaginaires ou réelles négatives, les expressions des variables Ç, vj;» ••• contiendront nécessairement le temps / hors des signes de sinus et cosinus.
Dans le premier cas où B est positive, on voit seulement que, si les racines sont réelles, elles sont nécessairement positives; et il serait
peut-être difficile de démontrer directement qu'elles doivent être toutes réelles; mais on peut se convaincre, d'une autre manière, que cela doit être ainsi.
Car le principe de la conservation des forces vives, que nous avons démontré dans le § Vde la Section III, donne l'équation T-h V= const. (Sect. IV, art. 14), laquelle a toujours lieu puisque T et V sont fonctions sans / (Sect. V, art. 21). Or, si l'on désigne par V la partie de V qui contient les termes de deux dimensions* en sorte que
à cause de
on aura (art. 3)
T -+- H -h V'=: consl. = (T) H- H -h ( V),
en dénotant par (T) et (V) les valeurs de T et V au premier instant;
donc
T-hV'=(T)4-(V').
Donc, puisque T est, par sa forme, une quantité toujours positive, si V l'est aussi, on aura nécessairement
de sorte que la valeur de V et, conséquemment aussi, celles des variables Ç, ^, ç, ... seront renfermées dans des limites données e( dépendantes uniquement de l'état initial. Ces variables ne pourront donc pas contenir le temps / hors des signes de sinus et cosinus, parce qu'alors elles pourraient aller en croissant à l'infini. Or, lorsque la valeur de B est constamment positive, celle de V l'est aussi; par conséquent, les racines de l'équation en k seront nécessairement toutes réelles, positives et inégales (art. 7), et la solution sera toujours bonne.
Dans ce cas, l'état d'équilibre d'où le système a été déplacé sera stable, puisque le système y reviendra, ou tendra toujours \ y revenir, XI. 49
par des oscillations très petites; du moins il ne pourra jamais s'en écarter que très peu.
9. C'est de cette manière que nous avons démontré (Part. I, Sect. III, art. 23 et suivants) que, lorsque la fonction II est un minimum dans l'état d'équilibre, cet état est stable; car il est facile de voir que la fonction nommée II, dans l'article 21 de la Section citée, est la mémo que nous représentons ici par V, puisque l'une et l'autre est l'intégrale de la totalité des moments des forces agissantes sur les différents corps du système, totalité qui doit être nulle dans l'équilibre. Or, comme Ton a V = H -h V', et que V ne contient les variables $, 'j». ?» • • • qu'à la seconde dimension, il s'ensuit que Y sera un minimum ou un maximum, selon que la valeur de Y' sera positive ou négative, en donnant à ces variables des valeurs quelconques. Donc l'équilibre sera nécessairement stable dans le cas du minimum de Y (art. 8).
Au contraire, dans le cas du maximum de Y, la quantité Y' étant toujours négative, la quantité B le sera aussi, puisqu'en faisant
la valeur de Y' devient ^^B (art. 6); et, par ce que nous avons démontré dans l'article précédent, les expressions des variables contiendront nécessairement des termes où / sera hors des signes de sinus et cosinus; l'équilibre ne pourra donc pas être stable, car le système, en étant tant soit peu déplacé, s'en éloignera toujours davantage. Cette seconde partie du théorème énoncé dans l'endroit cité de la Statique n'avait pu y être démontrée faute des principes nécessaires ; nous en avions remis la démonstration à la Dynamique, et celle que nous venons de donner ne laisse plus rien à désirer.
10. Au reste, entre ces deux états de stabilité et de non-stabilité absolue, dans lesquels l'équilibre, étant tant soit peu dérangé d'une manière quelconque, tend à se rétablir de lui-même ou à se déranger de plus en plus, il peut y avoir des états de stabilité conditionnelle
et relative, dans lesquels le rétablissement de l'équilibre dépendra du déplacement initial du système. Car, si quelques-unes des valeurs de v'A sont imaginaires, les termes correspondants dans les valeurs dos variables contiendront des arcs de cercle, et l'équilibre ne sera pas stable en général; mais, si les coefficients de ces termes deviennent nuls, ce qui dépend de l'état initial du système, les arcs de cercle disparaîtront, et l'équilibre pourra encore être regardé comme stable, du moins par rapport à cet état particulier.
il. Lorsque toutes les valeurs de yfk sont réelles et inégales et que, par conséquent, l'équilibre est stable, les expressions de toutes les variables seront composées d'autant de termes de la forme
Esin(^ V^- H- e)
qu'il y a de variables.
Or ce terme représente les oscillations très petites et isochrones d'un
pendule simple dont la longueur est^> en prenant^ pour la force de la
gravité. Donc les oscillations des différents corps du système pourront être regardées comme composées d'oscillations simples analogues à
celles des pendules dont les longueurs seraient p' ^' p' —
Mais, les coefficients E', E", ... étant arbitraires et dépendant uniquement de l'état initial du système, on peut toujours supposer cet état tel que tous ces coefficients, hors un quelconque, soient nuls; alors tous les corps du système feront des oscillations simples, analogues à celles d'un même pendule; et l'on voit qu'un même système est susceptible d'autant de différentes oscillations simples qu'il y a de corps mobiles (*). Donc, en général, les oscillations quelconques d'un système ne seront composées que de toutes les oscillations simples qui pourront y avoir lieu par la nature du système.
( 1 ) Le nombre des oscillations simples n'est pas égal au nombre des corps mobiles, mais au nombre des variables indépendantes. C'est, du reste, ce que Lagrange dit lui-môme au commencement du paragraphe. (/.Bertrand.)
Daniel Bernoulli avait remarqué cette composition d'oscillations simples et isochrones dans le mouvement d'une corde vibrante chargée de plusieurs petits poids, et il l'avait regardée comme une loi gé-nérale de tous les petits mouvements réciproques qui peuvent avoir lieu dans un système quelconque de corps. Un seul cas, comme celui des cordes vibrantes, ne suffisait pas pour établir une telle loi; mais l'analyse que nous venons de donner établit cette loi d'une manière certaine et générale et fait voir que, quelque irrégulières que puissent paraître les petites oscillations qui s'observent dans la nature, elles peuvent toujours se réduire à des oscillations simples, dont le nombre sera égal à celui des corps oscillants dans le même système.
C'est une suite de la nature des équations linéaires auxquelles se réduisent les mouvements des corps qui composent un système quelconque, lorsque ces mouvements sont très petits.
12. Si les valeurs des quantités v^, v/F, y/P, ... sont incommensurables, il est clair que les temps de ces oscillations seront aussi incommensurables et que, par conséquent, le système ne pourra jamais reprendre sa première position.
Mais, si ces quantités sont entre elles comme nombre à nombre et que leur plus grande commune mesure soit (x, on verra facilement que le système reviendra toujours à la même position au bout d'un temps
6 = — ) îr étant l'angle de i8o**. Ainsi 0 sera le temps de l'oscillation
composée de tout le système.
13. La solution que nous venons de donner demande que les coordonnées puissent être exprimées par des fonctions en série de variables très petites, et qui soient nulles dans l'état d'équilibre, ainsi que nous l'avons supposé dans l'article 3.
Or c'est ce qui est toujours possible, comme nous l'avons vu, lorsque les équations de condition, réduites en série, contiennent les premières puissances des variables supposées très petites, parce que ces termes donnent d'abord des équations résolubles rationnellement, et qu'en-
suite on peut toujours, par la méthode des séries, avoir des solutions rationnelles de plus en plus exactes.
Il peut néanmoins arriver que les termes de la première dimension manquent dans une ou plusieurs des équations de condition, ce qui aura lieu, par exemple, si, dans Téquation L = o, les valeurs des coordonnées pour Téquilibre sont telles, qu'elles rendent non seulement L nulle, mais aussi chacune de ses différences premières; car on
aura alors
d\ _ dA _
et l'équation L = o ne contiendra que les secondes puissances et les puissances ultérieures de a, p, y, a', ... (art. 1). Dans ce cas, si l'on réduit les coordonnées en fonctions de variables indépendantes, ces fonctions ne pourront plus être rationnelles, et les équations différentielles ne seront ni linéaires, ni même rationnelles. Ainsi la supposition des mouvements très petits du système ne servira pas alors à simplifier la solution du problème, ou du moins ne la rendra pas susceptible de la méthode générale que nous avons exposée.
Pour résoudre ces sortes de questions de la manière la plus simple, on fera d'abord abstraction des équations de condition oii les premières dimensions des variables ne se trouveraient pas; on parviendra ainsi à des expressions de T et de V de la forme de celles de l'article 2. Ensuite on ajoutera à cette valeur de V les premiers membres des équations de condition auxquelles on n'aura pas encore eu égard, multipliés chacun par un coefficient indéterminé et qu'on supposera constant dans les différentiations par §; et il suffira, dans ces termes dus aux équations de condition, de tenir compte des plus basses dimensions des variables très petites. De là on trouvera les équations différentielles à l'ordinaire, et il s'agira d'en éliminer les coefficients indéterminés.
Si les équations de condition étaient du second degré et que les coefficients indéterminés pussent être supposés constants, la valeur de V serait encore de la même forme que dans la solution générale; par conséquent, on pourrait l'appliquer aussi à ce cas; on déterminerait en-
suite les eoeflficients, en sorte que les équations de condition fussent satisfaites. On pourra donc toujours commencer par adopter cette supposition, on verra ensuite si les valeurs qui en résultent pour les variables peuvent satisfaire aux équations de condition» auquel cas la supposition sera légitime et la solution exacte; sinon il faudra chercher à intégrer les équations différentielles par des méthodes particulières.
§ II. — Des oscillations d'un système, linéaire de corps.
14. Lorsque les corps qui composent le système proposé sont disposés, les uns par rapport aux autres, d'une manière uniforme et régulière, on peut simplifier le calcul et parvenir à des formules générales et symétriques, en employant la notation et l'algorithme des différences finies. Nous allons en donner un exemple, en examinant le cas où un nombre quelconque de corps, rangés sur une ligne droite ou courbe, oscillent en vertu de forces quelconques combinées avec leur action réciproque.
Soient ic, j, z les coordonnées rectangles d'un quelconque des corps du système, que nous dénoterons par Dm, en employant la lettre majuscule D pour dénoter les différences finies (Sect. IV, art. 17). On aura d'abord
^=-.^[-dF-^W-^dcO^^'^'
la caractéristique ^ représentant les sommes relatives à tout le système. La fonction V doit contenir la somme ^11 Dm provenant des forces accélératrices P, Q, R, .. ., qu'on suppose telles que l'on ait
n= l\Vdp-{-Qdq-^Rdr-^..,).
Cette fonction doit contenir aussi la somme Q /$D^, en supposant que 4> soit la force avec laquelle deux corps voisins qui sont à la distance D^ l'un de l'autre s'attirent, et que cette force soit une fonction (le la même distance D^, en sorte que f ^dDs soit une quantité inté-
grable dont la différentielle par 8 soit^oD^. Cette force $, que nous supposons fonction de D^, pourra varier d'un corps a l'autre et sera, par conséquent, aussi fonction du nombre ou de la quantité qui représente la place de chaque corps dans la série de tous les corps, et à laquelle se rapporte le signe sommatoire Q. Si les corps, au lieu de s'attirer, se repoussaient, il faudrait prendre $ négativement. On aura ainsi
et, par conséquent,
Et il est bon de remarquer que cette expression de 6\ serait la même si les corps étaient liés entre eux de manière que leurs distances mutuelles fussent invariables; car on aurait dans ce cas l'équation do condition SD5 = o, laquelle donnerait dans l'expression de ôV le terme
S^ S D^ (article cité).
15. En exprimant l'élément D^ par les différences finies de .r, r, -, il est clair qu'on aura
donc, différentiant par â,
I)^ èDx 4- Dr ôDv 4- DzoDz
dDs =
Substituant cette valeur, et faisant, pour abréger, jr- = ^^, fonction de D^, on aura
d V — § on D m 4- § ^" ( I) X ô D X -h D j a Dj H- D 5 5 n 5 ) .
Comme les caractéristiques D et S sont indépendantes entre elles, on peut changer oD en DS, et l'on aura
ÔV == j§5n Hm 4- §^(Da7 Dôo: 4- I)/ nô/ 4- D5 Dâ:;).
On peut aussi faire disparaître le D avant le ô, par l'intégration par parties appliquée aux différences finies.
En effet, on a, en général
en dénotant par x^ le terme qui suit x dans la série des termes consécutifs X, X -^ Dx, .... Donc, en passant des différences aux sommes, on aura
On trouverait de la même manière ^
et ainsi de suite, x, a:,, x^^^ ... étant les termes qui se suivent dans la même série.
Pour compléter ces sommations, il faudra rapporter les termes hors du signe § au dernier point de l'intégrale finie SyDa? et en retrancher les mêmes termes rapportés au premier point. Ainsi, en marquant par un zéro et par un i placés au bas des lettres les termes qui se rapportent au premier et au dernier point, on aura ces sommations complètes
Lorsque la caractéristique ^ indique des sommes totales d'un nomhre de termes donné, il est clair qu'on peut, à la place des termes x^Dy, r,, Dv, . . . sous le signe §, prendre les termes précédents, que nous dénoterons par X D, j, X D,, j, . . . , en marquant d'un trait, de deux» . . . , placés à gauche, les termes ^j, ^y qui précèdent y dans la série indéfinie..., ,r. ,7,r.r,,j,, ....
17. Cela posé, mettons dans les formules précédentes &r à la place de X et WDx à la place de y, on aura ces transformations
et, de même,
^WÎ)fDdy = {WJ)ySf)t-{Wî)ySy),-^dyD,(WÎ)y), ^WDzUà3 = (WI>zàz)t-{WI>si3)^-^SzD,(WDs),
et l'on fera ces substitutions dans l'expression de SV.
Si le premier corps et le dernier sont supposés fixes, les variations 8xq, Svo, ozq et Sxij Sj/, Bzi, qui s'y rapportent, seront nulles. Nous adopterons d'abord cette hypothèse, qui simplifie les formules, et nous aurons, en conséquence.
En général, comme il faut que les variations disparaissent toujours, si le premier ou le dernier corps, ou tous les deux, n'étaient pas fixes, il faudrait supposer la valeur de ^ nulle au commencement ou à la fin.
On aurait ainsi, à cause de ^ = j7-> la condition à remplir $,, = o ou
0, = o, si le premier ou le dernier corps est supposé mobile; et si tous les deux étaient mobiles, on aurait les deux conditions Oo = o et O, = o.
18. La variation SV étant réduite à cette forme simple, les équations générales de la Section IV (art. 10), étant rapportées aux variables x, X, z de chacun des corps du système, donneront pour ces variables les trois équations suivantes, dans lesquelles je remets $ au lieu de ^'D^: :
_Dm-+-j^Dm-D,^-j^j=o,
-^^I)m4-^Dm-D,(^-5^j=o,
^Dm4.^Dm-D,(^-j^j=o.
Ces équations sont rigoureuses, quel que soit le mouvement des corps; mais, lorsque ces mouvements sont très petits, les équations se simplifient et deviennent linéaires, comme nous l'avons vu plus haut (§ I).
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19. Supposons que, dans l'état d'équilibre du système, les coordonnées X, y, z deviennent a, è, c, et qu'elles soient, dans le mouvement, a -h ^, è -h Y], r 4- J[, les quantités Ç, Y), Z, étant très petites. La fonction n deviendra n^-^^H-^^yj-f-^J^. Ainsi, en regardant dorénavant n comme une simple fonction de a, 6, c, les trois différences partielles j-^ — > .v— pourront s exprimer ainsi :
da
f dm d*U dm \
m ( dm , dm dm a
db'^\dadb^'^ db' '^'^dbdc^J'
dn ( àm_ dm dm \
de "^ \da dt^^ db dc'^'^ dc^ 7*
Par les mêmes substitutions de a H- $, i 4- y], c -h Î^, au lieu de x, y\ z, les différences Dx, Dj, D- deviendront
Da-hD;, D6 -i- Dyî, De 4- DC.
A l'égard de la quantité $, qui est supposée fonction de D^, si Ton
ftut, pour abréger,
D/= v/l)a*4-D6»H-bc»,
on aura d'abord
D5-D/4- j^D;4- jw^I>Yî4- jjjDî;
ensuite, si l'on nomme F ce que devient la fonction O lorsqu'on y change D^: en D/, et qu'on fasse -^^. = jry» on aura, par le développement,
et, par conséquent,
^ F F-F/DrtDÏ
/Drt Î)H 1)6 Dyî De DÇ\
VD/i>/"^î)/i>/"^D/D//
D.Ç-D/ 1)/ VD/D
20. On fera ces substitutions dans les trois équations trouvées cidessus, et comme, dans l'état d'équilibre, les variables $, tq, Ç sont
supposées nulles, il faudra que ces équations se vérifient dans celte hypothèse. Ainsi les ternies constants devront se détruire, ce qui donnera d'abord les trois équations de condition
fDn.-D,(Fi^W.o.
Ces équations donneront les valeurs que les coordonnées a, b, <• doivent avoir dans la situation de l'équilibre; et il est facile de voir qu'elles représentent d'une manière générale celles que nous avons trouvées dans la Section V de la T* Partie, pour l'équilibre de plusieurs corps liés par un fil extensible ou non.
Te.»? r ,( M ,,Dr) ,DC
-D|Pj3^-G^(^a'jj^-H6j^-HCjj^jJ=o.
(h* ""'^\dadc'^ dbdc
Ce sont ces équations qui serviront k déterminer les oscillations du
système supposées très petites; elles sont du genre de celles qu*on nomme à différences finies et infiniment petites^ et comme elles sont à coefficients constants, elles sont susceptibles de la méthode générale exposée dans le paragraphe précédent.
22. Les équations de l'article 20, qui renferment les conditions de l'équilibre, donnent, en passant des différences aux sommes,
A, B, C étant trois constantes arbitraires; d'où l'on tire tout de suite
Lorsque la quantité F est une fonction donnée de D/, ce qui a lieu quand on suppose que les corps s'attirent ou se repoussent par une force $ fonction de leurs distances D^:, la valeur précédente de F donnera la valeur de D/qui doit avoir lieu dans l'état d'équilibre.
Mais, lorsque les distances Dissout supposées données et invariables, alors la quantité $, qui tient lieu du multiplicateur X (art. 14), est inconnue et doit se déterminer par la formule précédente; mais, dans ce cas, on a
et, par conséquent (art. 19),
\^a 1)6^ I>^,xv
ce qui simplifie les équations de l'article précédent.
23. L'esprit de la méthode de l'article 4 consiste à supposer que
chaque variable soit exprimée par une même fonction de /, multipliée par une quantité différente pour chaque variable. Si l'on désigne par 0 cette fonction, on fera
^=iOX, -n^OY, Ç=:9Z,
et, après avoir substitué ces valeurs dans les équations de l'article 21, on verra aisément que, pour vérifier ces équations, il est nécessaire que la variable 0 soit déterminée par une équation de la forme
car alors, en mettant pour -j^ sa valeur — ^0, et divisant tous les ternies par 0, on aura ces trois équations aux diflerences finies
Dm^^:
AX Dm = I ^-r X + -T — TT Y ■+■ ^ — -,- Z 1 Dm da' oa au aa de
_ r„DX „,/,DX^,,DY ,DZ\1
n fpWY „,,/ ,DX ,,DY ,DZ\1
A-Z Dm = I , . X+ ,. ■ Y+ ^-rZ) Dm aa oc au de ac^
z)di
_ r_DZ „ ,/ /Ox ,,dy ,dzvi
L'équation en 0 s'intègre facilement; elle donne
E et £ étant deux constantes arbitraires.
A l'égard des équations en X, Y, Z, elles ne sont, en général, intégrables en termes finis, par les méthodes connues, que lorsqu'elles sont à coefficients constants; mais, si Ton développe les différences finies
marquées par D, elles deviennent de la forme (art. 16)
AX, -h BY, -h CZ, -f- A'X -H B' Y H- C'Z 4- AIX 4- BJ Y -h CZ = o ;
les coefficients A, B, C, A', B', ... sont constants ou variables, mais indépendants de /, et la quantité i n'entre que dans les valeurs de A', B', C, et seulement à la première dimension.
Si maintenant on désigne par Xo, X,, Xj, X,, ... les valeurs consécutives de X, en commençant par la première, qui répond au premier corps du système, et de même par Yo, Y,, Y'j» Y,, ..., Z©, Z,, Z5, Z3, ... les valeurs consécutives correspondantes de Y et Z, et qu'on substitue successivement ces valeurs dans les trois équations, réduites à la forme précédente, il est aisé de voir que les trois premières donneront les valeurs de Xa, Y'^, Zj en fonctions linéaires de X©, Yo» Zo, X,, Y,, Z,; que les trois suivantes donneront X3, Y3, Z, en fonctions
linéaires de Xj, Y^, Z^, X|, Y,, Z,, lesquelles, par la substitution des valeurs de X^, Y'a, Z^, deviendront aussi des fonctions linéaires de X©, Yo, Zo, X,, Y^, Z,, et ainsi de suite.
Donc, en général, les valeurs de X^^,, Y^»^,, Z;,^, seront de la forme
AXo 4- BYo4- CZo4- A'X, -h B' Y, 4- C'Z„
et il est facile de s'assurer, par le calcul, que les quantités A, B, C seront des fonctions rationnelles et entières de k de la dimension n — 2, et que les quantités A', B', C sont de pareilles fonctions de la dimension /i — i.
Nous avons supposé (art. 17) que le premier et le dernier corps du système étaient fixes; le premier corps appartient à l'indice o, et si Ton désigne par n le nombre des corps mobiles, le dernier corps, qui doit être fixe, appartiendra à l'indice n -h i. Il faudra donc que Ton ait
Xy=o, Yo = o, Zj — o, X«+i=:o, Y„H-, = o, Z«^t = o,
ce qui donnera entre X,, Y^,, Z, trois équations linéaires de la forme A'X, 4- B'Y,-f- C'Z, =0, dans lesquelles les coefficients A', B', C seront des fonctions rationnelles et entières de X* de la dimension n.
En éliminant les quantités X,, Y,, Z,, on aura une équation en k du degré 3/i, nombre des inconnues X, Y, Z, et qui aura, par conséquent, 3/1 racines.
Les mêmes équations donneront les rapports entre les trois quantités X,, Y,, Z, ; de sorte qu'on pourra prendre à volonté la valeur d'une de ces quantités. Comme ces rapports se trouveront exprimés par des fonctions rationnelles de X:, on pourra exprimer les valeurs des trois quantités X,, Y,, Z, par des fonctions rationnelles et entières de k^ et, par ce moyen, les inconnues X, Y, Z seront aussi exprimées, en généi*al, par des fonctions connues, rationnelles et entières de A:.
25. Nous dénoterons par k\ k'\ k'\ ... , X:^'"^ les différentes racines de l'équation en k, dont la résolution doit être supposée connue; et nous dénoterons pareillement par X', X', X*^, . . . , Y', Y'', Y'", . . . , Z', Z", Z'% ..., les valeurs correspondantes des quantités X, Y, Z, qui résultent de la substitution de ces différentes racines à la place de k.
Donc, puisqu'on a trouvé (art. 23 et 24)
Ç=XEsin(^V^--+-£), Yî n= YE sin(/ v^' -t- s), Ç—ZE sin(/v^^4-£),
en substituant successivement les différentes valeurs de k, et en prenant différentes constantes arbitraires E et £, on aura autant de valeurs particulières de ^, y), ^, dont la somme donnera les valeurs complètes de ces variables, par la nature des équations linéaires.
Ces valeurs particulières de $, y), X, sont analogues à celles qui représentent les petites oscillations d'un pendule dont la longueur serait ~
(art. 11), pourvu que k soit une quantité réelle et positive; et le mouvement de chaque corps sera composé d'autant de pareilles oscillations qu'il y aura de valeurs différentes de k\ de sorte que, si toutes ces valeurs sont incommensurables entre elles, il sera impossible que le système reprenne jamais sa première position, à moins que les
valeurs de Ç, tq, Ç ne se réduisent aux valeurs particulières qui répondent à une seule des racines k. Dans ce cas, en faisant / = o dans les formules précédentes, on aura XEsine, YEsinc, ZEsine pour les valeurs
de Ç, Y), î^, et XEcosE, YEcose, ZEcose pour celles de ^> •—> ^• Ainsi, pour que ce cas puisse avoir lieu, il faudra que les déplacements primitifs $, y), ^, ainsi que les vitesses initiales ^> ^> ~> soient proportionnels à X, Y, Z; et il y aura autant de manières de satisfaire à ces conditions qu'il y a de valeurs différentes de k.
26. Si l'on désigne, par des traits supérieurs, des constantes arbitraires différentes, on aura
?= X'E'sin(^V^F -t- £') -H X''E''sin(^V^F-+- eO -H X''E''sin(V>t^-^ £'')-+-••• . Y) = Y'E' sin(/ v^' 4- £') -+- Y'E'' sin(^ y^P 4- 1") -+- Y'^E"' sin(/ V^ 4- £*') 4- . . . , .
Ç=Z'E' ^\n{t\fk'-¥z')-\'V'E: sin(^v^4-e'')4-Z'"E«' sin(/v/Â'^4- £*) 4- ...,
pour les valeurs complètes des variables $, rj, X, qui représentent les oscillations de chacun des corps du système donné, quel que soit leur état initial.
On peut représenter ces valeurs d'une manière plus simple, en employant le signe 2] pour exprimer la somme de toutes les valeurs correspondantes aux différentes valeurs de k\ on aura ainsi
^=2][XEsin(/v^-h£)l, ^i = 2][YEsin(/v/^ + £)],
et l'on aura les expressions particulières des variables Ç,, rj,, Ç,, Ç^, ^i2> ^2» • • • > pour chacun des corps du système, en changeant, dans les précédentes, X, Y, Z en X,, Y,, Z,, Xa, Ya, Z^, ..., et prenant pour E et £ différentes constantes arbitraires E,, Ej, ...,£,, £2, ... , qui dépendent de l'état initial du système.
27. Pour déterminer ces constantes de la manière la plus simple, je reprends les équations en $, y], X, de l'article 21, et je les ajoute ensemble, après avoir multiplié la première par X, la seconde par Y et la troisième par Z ; je prends ensuite la somme de toutes ces équations ainsi composées, relativement à tous les corps du système, et je dénote cette somme par la caractéristique §; si Ton fait attention que cette caractéristique est indépendante de la caractéristique </des diflorentielles relatives à /, on aura l'équation
^,S(XÇ4-YY,4-Z0Dm
ôa Ou ca oc j
^O '^'H v^ ^'n v^ ^'"y^rn
-h \ -T r- X H- T7-1- ï -^ -T-V / C ^ÏU
da de ôb Oc âc^
-s -.[►•SI-»- ("■§-'■ SI -■-1)1 -Sv«,[K^-a.(..|-..|;;.4))|
Dans cette équation, les termes qui contiennent des diflerences marquées par D sous le signe sommatoire ^ sont susceptibles de réductions analogues à celles des intégrations par parties, et dont nous avons donné le type dans l'article 16. Pour cela, considérons en général un terme quelconque de la forme §XD^(VDi); nous aurons, par les réductions de l'article cité, en faisant attention que les quantités X et Ç sont nulles au commencement et a la fin des intégrations marquées parD (art. 24),
Or J^^,D(VDX) est la même chose que §ÇD,(VDX), en prenant à la
place du terme Ç, D(VDX) celui qui le précède.
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Donc, en général, on aura
et il en sera de même des termes semblables. Ainsi Téquation précédente deviendra de la forme
dans laquelle les quantités désignées par (X), (Y), (Z) contiendront les mêmes termes qui composent les seconds membres des équations (le Tarticle 23, de manière que ces équations donneront
(X)==A-XDm, (Y)=^YDm, (Z) = A-Z Dm; d'où il suit que l'équation ci-dessus deviendra
^j§(XÇ4-YYî4-Z0Dm4-A-§(X?-hYYî+ZÇ)Dm = o,
laquelle donne tout de suite, par l'intégration,
S(X? 4- Yyî -t- ZÇ) Dm = L sin(^ v^ -t- X), L et X étant deux constantes arbitraires.
28. Il est facile de voir, par la nature du calcul, que, si Ton substitue dans cette équation pour X: une des racines de l'équation en k que nous avons dénotées par k\k\ k'\ ... (art. 25), on devra avoir un résultat identique avec les expressions de Ç, rj, X, de l'article 26, de sorte qu'en substituant ces mêmes expressions dans l'équation précédente, elle devra devenir absolument identique pour toutes les valeurs de k.
On aura donc ainsi l'équation identique
X2][XEsin(/V^4-£)J 4-Z 2][ZE sin(/v^Â"-+-£)J
pour chacune des valeurs k! ^ k\ kT, ... de X:; et comme cette identité doit avoir lieu indépendamment de la valeur de t, il ne sera pas difficile de se convaincre que tous les termes qui contiendront le même arc tsjk devront être identiques dans le premier et dans le second membre de l'équation; d'où il suit d'abord qu'on aura nécessairement X = £ pour toutes les valeurs de X et de £.
Ensuite, si l'on fait attention à la valeur des signes sommatoires ^ et 2]» dont le premier j§ représente la somme des quantités sous le signe qui appartiennent à tous les corps du système, et que nous avons dénotées par des nombres placés en forme d'indices au bas des lettres (art. 24), et dont le second 2] représente la somme des quantités semblables qui répondent à toutes les racines k\ k* y X:"', ..., ^'"^ et que nous dénotons par des traits supérieurs (art. 25), on trouvera, par la comparaison des termes affectés des mêmes sinus, l'équation
E§(X*-+-Y*4-Z«)Dm=:L.
Donc on aura, en général,
Esin(.v/;^4-s)^, Lsm(/v/^-^X)
§(X=-+-Y*-i-Z*)Dm
et, par conséquent, par l'article 27,
S(XÇ-hYY,-hZÇ)Dm §(X»4-Y»-t-Z«)Dm
équation qui aura lieu pour toutes les valeurs de k. 29. Soient maintenant, lorsque / = o,
et
^ _ • ^YJ __ A ^ — *
dt ■~'^' dt
ces six quantités seront données par l'état initial du système : si donc
on les introduit dans l'équation précédente et dans sa différentielle relative à /> en y faisant / =: o, on aura les valeurs suivantes des constantes arbitraires :
§(Xa4-Y(3-+-Zy)Dm
E sine=:
§(X»-HY»-t-Z«)Dm
, j§(Xi-f-Y(3-hZy)Dm
v'^ j§(X'-HY»-hZ»)Din
Donc enfin, si l'on substitue ces valeurs dans. les expressions de ^, r,, s de l'article 26, on aura
/ Q(X« + Yp + Zy)Dm
^=+y( X ^:^ COS^A-
\v^ ^(X*+Y» + Z')Din '
/ S(X=rH-Y?+Zy)Dm
ri=-+-y( \ ^- cos<v^
\ S(X'-HY« + Z»)Din
v/y S(X« + Y^ + Zy)Dm .
^\fk §(X' + Y-4-Z')Dm '
/ S(Xa + Y?4-Zy)Dm K = +y.( Z 4- costsTk
v/z S(X« + Y(^ + Zy)Dm .
H- > ( — = sm ^ V ^
Ces formules, remarquables par leur généralité autant que par leur simplicité, renferment la solution de plusieurs problèmes dont l'analyse serait fort difficile par d'autres méthodes. Nous allons en faire l'application à deux problèmes déjà résolus dans différents Ouvrages, mais d'une manière plus ou moins complète.
§ III. -— 0/i ron applique les formules précédentes aux vibrations cVune corde tendue et chargée de plusieurs corps, et aux oscillations d* un fil inextensible, chargé d'un nombre quelconque de poids et suspendu par ses deux bouts ou par Un seulement.
30. Les expressions des variables ^, y], ^ que nous venons de trouver se simplifient beaucoup lorsque, dans les équations différentielles de l'article 21, les variables dont il s'agit se trouvent séparées. Alors les variables X, Y, Z se trouvent aussi séparées dans les équations aux différences finies de l'article 23; et chacune de ces équations donne, par le procédé de l'article 2i, une équation particulière en k du degré m. Si l'on dénote par k, X:,, k.^ les valeurs des k qui répondent aux quantités X, Y, Z données par ces trois équations, et que Ton conserve les dénominations de l'article précédent, les expressions de ^, r^, C se réduiront, dans le cas précédent, à celles-ci :
^\ §Y«Dm / ^\V^'i §YM)m /
31. Ce cas a lieu premièrement lorsque les corps sont supposés placés en ligne droite dans l'état d'équilibre; car, si Ton prend cette ligne pour l'axe des x, les ordonnées A et c deviennent nulles ainsi que leurs différences D6, De; et les équations de condition de l'ar*ticle 20 exigent que Ton ait
dU dU
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c'est-à-dire que les forces perpendiculaires à Taxe soient nulles. On aura donc aussi
et les équations de l'article 21 deviendront, à cause de a'= i, b'= o, r = o et de G = F-F,
Dm-^^^Dm-D,(F^) = o,
dt dt
jd™_d,(f;^)=o.
|Din-D,(F2^)=o;
par conséquent, les équations de Farticle 23 se réduiront à celles-ci :
A-YDoi + d/f^) =o, AZDnn-D/FJJ^) = o,
dans lesquelles on voit que les variables sont séparées, de manière qu'on peut les déterminer chacune en particulier.
La constante indéterminée k pourra donc être différente dans ces trois équations, et chacune d'elles donnera une équation du w*^"** degré pour la détermination de cette constante. On aura ainsi les formules de l'article précédent.
32. Puisqu'on a, dans le cas dont il s'agit, Dè = o, Ôc=o, on aura D/=Da (art. 19), et les équations de l'équilibre (art. 22) donneront
dlL
Scçu
Dm -+- A.
Mais, pour avoir la valeur de la quantité F' (art. 19), il faudra con-
naitre la valeur de F en fonction de D/ ou Da; et Ton déduira, par la différentiation, la valeur de F' en fonction de F.
Si, par exemple, on suppose $ = K(D^)"*, on aura F = K(D/)'" et, de là.
Dans le cas où Ton ferait abstraction de toute force étrangère, on aurait ^ = o, ce qui donne F = A et, par conséquent, F constante
pour tous les corps. Mais la valeur de F' pourra varier d'un corps à l'autre, k moins que l'intervalle Da entre les corps consécutifs ne soit aussi le même pour tous les corps. Dans ce dernier cas, les quantités F et F' seront deux constantes qu'on pourra déterminer a posteriori, sans connaître la loi de la fonction <^.
Ce cas est celui d'un fil ou corde tendue, dont les deux extrémités sont fixes, et qui est chargée d'un nombre quelconque de corps placés à distances égales entre eux; la quantité F exprime alors la tension de la corde ou le poids qui peut la produire; mais, pour la quantité F', on ne peut la déduire de F sans connaître la loi de Télasticité de la corde.
Ce problème, qui est connu sous le nom de problème des cordes vibrantes, mérite un examen particulier, tant parce qu'il est susceptible d'une solution générale, que parce qu'il est intimement lié avec le fameux problème des vibrations des cordes sonores.
33. Nous supposerons que tous les corps Dm dont le fil est chargé soient égaux entre eux et sans pesanteur, et que les intervalles D/ou Da qui les séparent dans l'état d'équilibre soient aussi tous égaux.
Comme n est le nombre des corps mobiles, si l'on désigne par M la masse entière ou la somme de toutes les masses Dm, en y comprenant la dernière, qui est supposée fixe, et par / la longueur de la corde dans l'état d'équilibre, il est clair qu'on aura
Dm = -^ et D/=D«= ^
et les trois équations en X, Y, Z de Tarticle 31 deviendront
^-r^ rr; X -h D%X = O,
/MX* .- ... -,
lesquelles étant semblables entre elles, il suffira de résoudre la première, et il n'y aura plus qu'à changer F' en F pour avoir aussi la résolution des deux autres.
34. Soit r l'exposant ou l'indice du rang qu'un terme quelconque X tient dans la série des X; nous désignerons en général ce terme par X^, ot le terme précédent ,X sera X^ <; ainsi la première équation sera
Supposons, pour résoudre cette équation,
Xr= IIsin(/'9 -h e),
H et ^ étant deux constantes arbitraires; on aura, par les formules connues de la multiplication des angles,
I)îX,.-_, = Xr-Hi — aXr-l- Xr_i = — 4Hsin(r9 -\- e) sin*?>
et ces valeurs étant substituées dans l'équation précédente, elle deviendra, après la division par X^,
/MX-
rr, — /4Sin*2 =0,
(/^^-l)*F laquelle donne
v/^:=2(/i-M)y/-^jgsinï.
Or on a (art. 24) les deux conditions à remplir
Xo = o et Xrt-»-i = o;
SECONDE PARTIE. - SECTION VI. km
la première donne e = o; la seconde donne sin(w -f- i)(p = o; d'où Ton tire (/^ -H i)(p = pir, t: étant l'angle de i8o** et p un nombre quelconque
entier. Donc on aura ç = —- — ; par conséquent, en faisant, ce qui est
permis, H == r,*on aura, en général,
Xr = sm — - —
Et Ton aura la même expression pour Y^ et pour Z^, qu'on substituera à la place de X, Y, Z, dans les expressions de ^, y], J^ de l'article 30.
La même valeur de ç, étant substituée dans l'expression de yXtrouvée ci-dessus, donne
y/A-— 2(/i -f-i) i/y^sin —, -^ — - ^ ^ ^ V /M 2(n 4-0
où Ton peut mettre pour p tous les nombres entiers depuis o jusqu'à n inclusivement; car p = w -+- 1 donne X, Y, Z nuls, et, au-dessus de
/? -f- 1, les sinus de -~ — : reviennent les mêmes.
Ainsi l'on aura autant de valeurs différentes de i qu'il y a de corps mobiles; ce seront les racines de l'équation en k.
En changeant F' en F, on aura les valeurs des racines ^^ et k^ d^^ deux autres équations en k.
On fera donc ces substitutions dans les formules générales de l'article 30, et l'on observera que la caractéristique sommatoire § doit se rapporter uniquement aux exposants ou indices de rang r, depuis /== i jusqu'à r=n, et que la caractéristique sommatoire ^ doit se rapporter aux indices p des différentes racines depuis p = i jusqu'à p = n.
A l'égard de la valeur de §X^Dm = Dm§X^, on aura, à cause d(»
9 = /^ > la sommation suivante :
j^X-= sin*9 -+- sin'29 -+- sin*39 +...-+- sin*/i9
XI
On aura de même
35. Comme les valeurs de k sont incommensurables entre elles, la corde ne pourra jamais reprendre sa première position, à moins que les expressions de ^, y], X> ne se réduisent à un seul terme (art. 25). Dans ce cas, en mettant dans les formules de l'article cité, pour X, Y, Z et ky les valeurs qu'on vient de trouver, et faisant, pour abréger.
on aura ces expressions, dans lesquelles j'ai conservé l'angle o à la place de sa valeur ^^ >
^ =:E sin/-9 sinf /i'^sin? -hcj, Yî =iE sinro sinf A^ sin- -h s], Ç 3= E sin rcp sin ( /i^ sin - + £ ] ;
mais il faudra que les valeurs initiales a, p, y, a, ^, y, qui répondent k / = o, soient proportionnelles à sinrç. C'est la solution connue, dans laquelle on suppose que les corps ne font que des oscillations simples et isochrones.
36. Pour avoir des expériences générales applicables à un état initial quelconque, il faut employer les formules de l'article 30, en y substituant les valeurs trouvées ci-dessus (art. 34). Nous appliquerons, pour plus de clarté, aux variables ?, y], \ l'exposant ou indice r placé au bas de ces lettres, pour marquer le rang du corps auquel elles se rapportent, et à l'égard des quantités a, p, y, a, p, y et X, Y, Z, qui sont sous le signe sommatoire §, nous emploierons l'exposant 5 au lieu de r, parce que cet exposant est uniquement relatif au signe §, lequel
indique qu'il faut prendre la somme de tous les termes qui répondent aux valeurs de 5, depuis o jusqu'à n.
On aura ainsi cette formule générale
Qa,sin,Ç9C0S 2(/A -h i)//'^sin-^
y _ V 2sinr9 j r pT (
^'•-2- ,i-hi ^ . sm 2(/i4-i)A7sinï r
i +!^a,sin^9 ^ — i^
2(/i -h i)/i'sin -
et pour avoir les expressions de r\r et J^^, il n'y aura qu'à changer h en
A et a, a en p, p et en y, y.
Les variables \r représentent les excursions longitudinales des corps dans la ligne droite ou axe qui passe par les deux extrémités fixes do la corde, et les variables y]^, Ç^. représentent leurs excursions transversales ou latérales dans la direction perpendiculaire à l'axe, les seules qu'on ait considérées jusqu'ici dans la solution du problème des cordes vibrantes.
A l'égard du signe 2» on se souviendra qu'il exprime la somme de toutes les quantités, sous ce signe, qui répondent à p = r, 2, 3, ..., n\ d'où l'on voit que les excursions de chaque corps, tant longitudinales que transversales, seront composées en général d'autant d'excursions particulières, analogues à celles de différents penduks dont les longueurs seraient
^ ou ^
4(/i-f-i)»A'«sin»2 4(/i + i)'/*'sin«2
qu'il y a de corps mobiles, g étant la force de la gravité.
Pour que les valeurs de h et h' soient réelles, il faut que les quantités F et F' soient positives (art. 35); donc, suivant l'hypothèse de l'article 32, il faudra que l'exposant m soit positif. Si les corps se repoussaient, F serait une quantité négative, et il faudrait alors que l'exposant m fût aussi négatif, et que, de plus, on eût p = o, p = o, Y = o, Y = o, pour rendre nulles les excursions transversales r\ et X,.
37. Il y a une remarque importante à faire sur l'expression générale <le ^r que nous venons de trouver. Quoique nous ayons supposé que le nombre /? des corps mobiles est donné, et que la corde, dont la longueur est aussi donnée, est fixe par ses deux bouts, le calcul n'est pas arrêté par ces suppositions, et l'expression dont il s'agit donne la valeur de ^r pour tout corps placé sur la même ligne droite dont le rang serait exprimé par un nombre quelconque r entier, positif ou négatif.
En effet, puisque ce nombre r n'entre que dans sinrç, il est visible qu'on peut lui donner telle valeur que l'on veut, et l'on voit en même
temps que, comme 9 = -£îi-, ce sinus ne changera pas de valeur si
l'on y met 2.'k{Fi -h 1) -h r à la place de r, et deviendra simplement négatif si l'on y change r en 2X(w -h i) — r, X étant un nombre quelconque entier, positif ou négatif. D'où il s'ensuit qu'en imaginant, suivant l'esprit du calcul, que la corde s'étende indéfiniment de part et d'autre, et qu'elle soit chargée, dans toute sa longueur, de corps égaux et placés à distances égales entre eux, les mouvements de ces corps seront tels, qu'on aura toujours
Or il est facile de voir que la formule 2'k{n -h i)± r peut représenter tous les nombres entiers, positifs ou négatifs, en supposant r compris entre o et n -h i; car, ayant un nombre entier quelconque, si on le divise par 2(/^ h- i) jusqu'à ce que le reste, positif ou négatif, soit moindre que n-h i, ce qui est toujours possible, et qu'on prenne X pour le quotient et dir pour le reste, ce nombre sera représenté par 2X(/t 4- i) ±: r. Ainsi la valeur de ^ relative à un corps quelconque placé sur la même ligne, à telle distance qu'on voudra de l'origine de Taxe /, se réduira toujours à la valeur de ^ pour un des corps placés sur cet axe.
Comme la relation que nous venons de trouver entre les différentes valeurs de $ est générale, quel que soit le nombre r, si l'on y met
X(w -f- 1) -f- r à la place de r, et qu'on prenne les signes inférieurs, elle devient
D'où il est facile de conclure que, si l'on imagine toute la longueur indéfinie de la corde divisée en parties égales à l'axe / de la corde donnée, les valeurs de ^, dans chacune de ces parties, seront les mêmes à égale distance des points de division, mais de signes différents dans les parties contiguës. Si donc on représente les valeurs de $, pour tous les corps placés sur l'axe /, par les ordonnées des angles d'un polygone décrit sur cet axe, il n'y aura qu'à transporter ce polygone alternativement et symétriquement au-dessous et au-dessus de l'axe prolongé des deux côtés à l'infini , de manière que les côtés qui aboutissent aux points de division soient les mêmes, mais placés en sens contraire et dans la même direction; on aura ainsi à chaque instant les valeurs de Ç pour tous les corps qu'on supposera distribués sur la même ligne droite prolongée à l'infini par les coordonnées des angles de ce polygone composé d'une infinité de branches. Ces valeurs seront nulles dans chaque point de division, de sorte que les corps placés dans ces points seront d'eux-mêmes immobiles; et c'est ainsi que le calcul satisfait à la condition que les deux bouts de la corde donnée soient fixes.
Ce que nous venons de démontrer par rapport aux variables $ a lieu
également pour les différentielles ~; car, en différentiant l'expression
de ^r par rapport à ^ on a une expression de -^ à laquelle on peut appliquer les mêmes raisonnements.
Donc les valeurs de a et de a, qui représentent celles de ^ et de ~
au premier instant, et qui sont arbitraires pour tous les corps placés sur l'axe /, seront représentées par une pareille construction dans l'étendue de la corde de longueur indéfinie.
Comme les expressions des deux autres variables yj et 2^ ne différent de celle de ^ que par les valeurs initiales p, ^ et y, y, qui sont à la
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place de a, a, les mêmes résultats auront lieu aussi par rapport à ces autres variables.
38. On conclura donc, en général, que, si une corde tendue, d'une longueur quelconque, est chargée de corps égaux et placés à distances égales entre eux, et qu'ayant divisé cette corde en plusieurs parties égales, comprises chacune entre deux corps, tous les corps, à l'exception de ceux qui sont dans les points de division, soient ébranlés à la fois, de manière que Tébranlement soit le même, mais dans un sens opposé, pour ceux qui sont a distances égales de part et d'autre de chaque point de division, les corps placés dans ces points de division demeureront immobiles d'eux-mêmes, et chaque partie de la corde aura le même mouvement que si elle était isolée, et que ses deux extrémités fussent absolument fixes.
11 résulte de là qu'une corde tendue, de la longueur /, fixe par ses deux extrémités et chargée d'un nombre n de corps, étant divisée en V parties égales, v étant un diviseur de /i 4- i, si l'état initial est tel que les corps placés dans les points de division n'aient reçu aucun ébranlement, et que ceux qui sont en deçà et en delà d'un point de division à distances égales aient reçu des ébranlements égaux, mais en sens contraire, la corde oscillera comme si les points de division
étaient fixes et que la corde n'eût que la longueur -•
39. La séparation des variables dans les équations en 5, yj, Ç peut encore avoir lieu sans supposer que les corps soient disposés en ligne droite dans l'état d'équilibre, mais en supposant que leurs distances mutuelles ne varient pas dans le mouvement. Nous avons remarqué dans l'article 14 que ce cas dépend des mêmes formules générales, en y regardant la quantité $, et, par conséquent aussi, la quantité F, comme indéterminées; et nous avons vu, dans, l'article 22, que l'on a alors l'équation de condition
laquelle fait disparaître, dans les équations générales de Tartiele 2i, tous les termes multipliés par G.
En n'ayant égard qu'a la pesanteur des corps, et prenant l'axe des
abscisses x et a, vertical et dirigé de bas en haut, on aura y- égale à
la force accélératrice de la gravité, que nous désignerons par g^ et, de
plus, ^ = o, -^ - = o; et les équations de l'article cité deviendront
dHr. T. /w.I>y}
jDm-D,(.j,^ -|»,n-n,(F|) = „,
où les variables sont séparées.
La valeur de F sera (art. 22)
F = \/{g^ Dm 4- ky 4- B* -h C«.
Les équations en X, Y, Z deviendront donc (art. 23)
X'XDm-t-DYFÎ^Wo, XYDm + DYF^Wo, /rZDm+D/FlJ^Wo,
qui sont, comme l'on voit, tout à fait semblables entre elles; de sorte qu'on pourra supposer X = Y = Z, parce que les constantes arbitraires par lesquelles ces quantités peuvent différer, devant être déterminées par les mêmes conditions, deviendront aussi les mêmes. Ainsi les valeurs $, yj, J^, données par les formules générales de l'article 30, ne seront différentes que par les valeurs initiales a, p, y, a, p, y» qui peuvent être quelconques.
Toute la difficulté se réduit donc à trouver l'expression générale
(le X; mais c'est à quoi Ton ne saurait parvenir par les méthodes connues.
Ce cas est celui d'un fil inextensible chargé de plusieurs poids et fixement arrêté dans ses deux extrémités.
40. Lorsque le fil n'est arrêté que par une de ses extrémités, que nous prendrons pour l'extrémité supérieure, le corps le plus bas devant être libre, il faudra, par l'article 17, que la valeur de $ ou de F soit nulle a Textrémité inférieure. Or, en prenant cette extrémité pour l'origine des abscisses, que nous supposons dirigées de bas en haut, et y faisant commencer la somme §Dm, la valeur de F y sera nulle, pourvu qu'on ait A= o, B = o, C = o. On aura ainsi F = ^§Dm.
(]omme on a, dans ce cas,
les équations de l'article 22 donneront Da = D/, D6 = o, Dc=o, c'est-à-dire que les ordonnées 6, c seront constantes; de sorte qu'on aura, pour l'état d'équilibre, une ligne droite parallèle à l'axe vertical des abscisses a. Ainsi l'on peut faire /> = o, r = o, en prenant pour l'axe des a la verticale qui passe par le point de suspension du fil.
Ce cas, qui est celui des oscillations très petites d'un fil suspendu a un point fixe et chargé d'un nombre quelconque de poids, est aussi susceptible d'une solution générale lorsque les poids sont tous égaux entre eux et placés à distances égales les uns des autres.
41. Dans ce dernier cas, en nommant n le nombre des corps, M la somme de leurs masses Dm et /la longueur du fil, on a
et si l'on nomme, de plus, r le nombre des corps, à commencer du plus bas jusqu'à celui auquel répondent les variables ^, y], 2^, on aura
SDni=:(,-.)Dm = i^::=il^;
et, (le là, on aura
L'équation en X de Tarticle 39, étant multipliée par -^> deviendra,
en mettant X^ au lieu de X, et observant que ,X devient X^_, et que
X, devient X^+.^,
— X,4-D[(/--i)DX,..,] = o, gn
savoir, en exécutant les différentiations indiquées par la caractéristique D, suivant la formule de l'article 16,
Ik
— Xr -h (Xr+, — Xr) 4- (r — I ) ( Xr-i — 2 X;. -h Xr+, ) =1 O.
Cette équation, à cause du coefficient variable /% ne peut pas être traitée comme celles qui donnent les suites récurrentes ordinaires; mais on peut en déduire successivement les valeurs de X.^, X,,
Pour cela, il n'y a qu'à la mettre sous cette forme, ou // = — »
De là, en faisant successivement r = i , 2, 3, . . . , on aura
X,= (i-yi)X„
X3=^-=^X,-ix,==(i-2A4--')X„
et ainsi de suite; de sorte qu'on aura, en général,
( ') Lo terme général est (- i)p ''^'' ~'p'' '^^ ~ ^ "^ '^/tPXi. (/. Bertrand.) XI. 53
L'extrémité supérieure du fil devant être fixe, on peut supposer qu'elle réponde au corps dont le rang serait n -+- 1; ainsi il faudra que l'on ait X;,^, = o, ce qui donne l'équation suivante, en remettant pour
h sa valeur — >
__ Ik (n — i)nk^' _ (/^ — 1)(/^ — 2)/^A'> _
g krig' 4-9'* (T
laquelle sera, par rapport à k, du degré w, et donnera, par conséquent, les n valeurs de ^, que nous désignerons en général par kf^\
42. Il n'y aura donc qu'à substituer, dans les formules de l'article 30, l'expression précédente de X^ à la place de X, de Y et de Z, et celle de ^^^^ à la place de k, et ensuite exécuter les sommations indiquées par les signes S et 2]- Mais il faut observer que dans le cas présent, où l'on suppose D6 = o, De = o (art. 40), l'équation de condition de l'article 39 donne Di = o et, par conséquent, Ç égale à une constante pour tous les corps, mais qui peut être une fonction de /; donc on aura, pour le commencement du mouvement, a et a égales à des constantes; or, le premier corps étant supposé fixe, les valeurs initiales a et a sont nulles pour ce corps; donc elles seront aussi nulles pour tous les autres. Par conséquent, l'expression générale de la variable ^ deviendra nulle. Cela a lieu en négligeant, comme nous l'avons fait, les carrés et les puissances supérieures des variables $, Y), ^, supposées très petites. En effet, l'équation D^ = D/ de l'article 19, à cause de
et de
D6 0, De 0,
donne d'où l'on
tire
2Da
de sorte que les variables Ç seront du second ordre par rapport à y]
et L
Désignons maintenant par $^ cette fonction de r,
et mettons dans l'expression générale de la variable yj de l'article 30, à l'imitation de ce que nous avons fait dans l'article 36, y]^ au lieu de y], et$^au lieu de Y dans les termes qui sont hors du signe §; mais, dans ceux qui sont sous ce signe, nous changerons r en s, et nous mettrons p^, Pj au lieu de ^ et ^. On aura ainsi, pour un corps quelconque dont le rang est r en montant,
où le signe § exprime la somme des termes qui répondent à ^ = i, 2, 3, ..., n, et le signe ^ représente la somme des termes qui répondent àp = I, 2, 3, .. ., /i, en supposant que i^*\ k^^\ h^\ .. ., ^'"^ soient les racines de l'équation en k^^\ représentée par
On aura une expression tout à fait semblable pour la variable X^^ en changeant simplement p„ p, en y,, y,.
Le problème des oscillations infiniment petites d'un fil chargé d'un nombre quelconque de poids égaux est donc complètement résolu; il ne reste qu'à déterminer les racines de l'équation en k^^\ ce qui ne paraît pas possible en général.
43. Au reste, quoiqu'on ne puisse pas déterminer ces racines, on peut néanmoins être assuré qu'elles doivent être toutes réelles, positives et inégales; autrement les valeurs de 5, y], X, contiendraient des termes qui iraient en augmentant avec le temps, ce qui ne peut être, puisqu'il est évident, par la nature du problème, que les oscillations
(lu til doivent toujours être de peu d'étendue, si les valeurs initiales de ?, Y), 2^ sont très petites.
Le contraire aurait lieu si Ton supposait la quantité^, qui exprime la gravité, négative, c'est-à-dire agissant en sens opposé; car ce serait le cas oii, le point de suspension du fil vertical étant placé à son extrémité inférieure, le fil culbuterait, pour peu qu'il fût déplacé de la situation verticale. En effet, en faisant g négative dans l'équation en k, tous ses termes deviennent positifs, de sorte qu'elle ne peut avoir que des racines imaginaires ou réelles négatives.
On peut aussi trouver ces résultats a priori, par les principes établis dans l'article 8, ce qui peut servir à montrer la justesse de ces principes. En effet, si l'on a égard à la condition de l'inextensibilité du fil, laquelle donne (article précédent), en prenant les sommes comptées du corps le plus bas,
4 = çi —
2Da
la valeur de V sera simplement §11 Dm, et l'on aura
Mais, puisque le corps le plus haut, qui répond à n-hi, est supposé fixe, la valeur de \ y devra être nulle; ainsi Ton aura
en supposant que la somme renfermée entre deux crochets soit la somme totale. Donc on aura
_'Dn^-^])K^
2Da
OÙ le signe § dénote les sommes prises à rebours, à commencer par le corps le plus haut, et qui sont les différences de la somme totale et des sommes partielles dénotées par §, lesquelles doivent commencer au corps le plus bas, ou est l'origine des abscisses.
On aura donc ainsi
v='S«-"--S''"'S'"-4îï^
où Ton voit que la partie de V qui contient les secondes dimensions des variables y] et î^, qui sont maintenant indépendantes, est nécessairement toujours positive, et que, par conséquent, les racines de l'équation en k seront toutes réelles, positives et inégales. Ce serait le contraire si Ton donnait à g une valeur négative.
§ IV. — Sur les inbrations des cordes sonores , regardées comme des cordes tendues y chargées d'une infinité de petits poids infiniment proches iun de l'autre; et sur la discontinuité des fonctions arbitraires.
44. La solution générale que nous avons donnée du problème des cordes vibrantes a lieu, quel que soit le nombre n des corps mobiles, et quel que soit aussi leur étal initial; par conséquent, elle doit s'appliquer aussi au cas où le nombre n deviendrait infiniment grand, et les intervalles entre les corps diminueraient à l'infini, de manière que la longueur de la corde restât la même : alors le mouvement de chaque corps se trouvera représenté par une série infinie de termes dont la somme sera équivalente à une fonction finie, différente de celle de chacun de ses termes. Ce cas est celui d'une corde sonore uniformément épaisse, et l'on a coutume de le résoudre directement par le Calcul différentiel; cependant il peut être intéressant pour l'Analyse de faire voir comment on peut le déduire de la solution générale, surtout parce que, de cette manière, on sera assuré d'avoir une solution applicable à quelque figure que la corde puisse avoir au commencement de son mouvement.
45. Nous remarquerons d'abord qu'en supposant n infini, la valeur de v^ (art. 34) devient y T%i?'^^ parce que la dernière limite de 2(/i H- i) sin —^ — - est pir, de sorte que les racines de l'équation en k.
qui étaient toutes incommensurables entre elles, tant que le nombre n des corps mobiles était fini, deviennent toutes commensurables lorsque
n est infini, ayant pour commune mesure '^\/ Tsi ^^"^ '^^ excursions longitudinales $, et '^-y -j^ dans les excursions transversales yj et î[; d'où il suit que la corde reprendra toujours sa première figure par rap-
port a Taxe, au bout d'un temps égal à 2i/-^> quel que puisse être son état initial.
Il est vrai que, le nombre p pouvant aussi devenir infini, il y aurait
des cas où Ton ne pourrait plus supposer 7L[n->r i)sin ^^ — - = pi:;
mais, comme cela ne peut avoir lieu qu'après un nombre infini de
termes dans les séries infinies marquées par 2] • il s'ensuit de la théorie connue de ces séries que ces cas particuliers ne sont point une exception au résultat général.
On peut d'ailleurs s'en convaincre directement; car, dans le cas de n infini, les différences finies marquées par D deviennent infiniment petites; ainsi l'équation en X de l'article 33 devient, en changeant D
en d, et mettant pour /i -h i sa valeur -i-» laquelle, étant intégrée, donne
X = H sin f rt V/tf' ■*" ^ ) •
Il faut que X soit nul lorsque a = o et lorsque a = /, parce que les deux extrémités de la corde sont fixes; la première condition donne
£ = o, et la seconde donne ' 1/ Tp = p*^» d'où Ton tire v^ = p'^^ 1/ tîî » comme plus haut.
On n'a donc pas besoin, dans ce cas, pour que la corde revienne toujours h son premier état, de supposer qu'elle ne fasse que des oscillations simples et semblables à celles d'un pendule, comme dans Far-
ticle 35; car, quel que soit son état initial, on est assuré que ses vibrations seront toujours isochrones entre elles, et synchrones à celles d'un
pendule simple de longueur égale à ^; mais la loi de ces vibrations
sera différente de celle des vibrations des pendules, et dépendra de Tétat initial de la corde.
Pour connaître cette loi, il faut voir ce que deviennent les expressions générales de Ç, yj, ^ dans le cas de n infini; c'est ce que nous allons examiner.
46. Faisons, dans la formule générale de l'article 36, les substitutions de ^^ a la place de o et de , ^^ , à la place de sin -, en sup-
posant n infini ; et au lieu des exposants ou indices r et 5 qui dénotent le rang des corps auxquels appartiennent les variables Ç et a, employons, ce qui est plus simple, les parties mêmes de l'axe ou les abscisses qui répondent à ces corps, en dénotant para? l'abscisse relative à S et par a l'abscisse relative à a et à a. Comme la longueur totale de la corde est supposée égale à /, on aura
— T' — : — — 7' n ~h i — 'Tz-'}
n -^ i l /i -h I / • Da
et la formule dont il s'agit donnera cette expression générale des excursions longitudinales ^
Ç ^ ^2 sin e^ [a(P) cos(p;r A'O + À<P) ^iiîigf^^] .
en faisant
A(P) = §(sinP^^),
Le signe 2] dénote ici une suite infinie de termes qui répondent à p = I, 2, 3, ..., à l'infini; et le signe j§ dénote d'autres suites infinies de termes qui répondent à* toutes les valeurs de a, Da, 2Da, 3Da, . . ., à l'infini, à cause de Da infiniment petit.
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On aura de pareilles expressions pour les excursions transversales y]
et 'C en changeant A' en A et a, a en p, p et en y, y.
47. Daniel Bernoulli, en généralisant la solution du problème des cordes vibrantes donnée par Taylor, était parvenu à une formule semblable à la précédente, mais dans laquelle les coefficients À^p^ étaient nuls et les coefficients A^p^ dénotaient simplement des constantes arbitraires dépendantes de la figure initiale de la corde [Mémoires de Berlin, 1753); et il avait cru pouvoir expliquer, par les différents termes de sa formule, les sons harmoniques qu'une corde sonore fait entendre, avec le son principal. Notre formule, dans laquelle ces coefficients sont exprimés par les valeurs initiales a, a, nous met en état d'apprécier cette explication, qui a été adoptée par plusieurs auteurs après lui.
En effet, il est facile de voir que le son principal de la corde sera donné par le premier ou les deux premiers termes de la série, qui répondent k p = i, et que les sons harmoniques successifs, c'est-à-dire l'octave, la douzième, la double octave, la dix-septième, etc., seront
donnés par les termes suivants, qui répondent à p = 2, 3, 4» 5,
Donc, pour que le son principal domine parmi tous les autres, et qu'il n'y ait que les premiers des harmoniques qui se fassent entendre en même temps, il faut supposer que les coefficients A^*^ À^*^ soient beaucoup plus grands que tous les autres pris ensemble, et que les coefficients suivants :
\^-\ A(»>, A(*), ...; À<«), Àî»\ À<*)
forment des séries extrêmement convergentes. Mais, par la manière dont ces coefficients dépendent des valeurs initiales a et à, on voit que cette supposition est inadmissible, en regardant l'état initial de la corde comme arbitraire; on voit même que, dans la plupart des cas, ces coefficients formeront des séries divergentes, ce qui n'empêchera pas que la corde ne fasse des vibrations isochrones ou d'égale durée, seule condition nécessaire pour la formation d'un ton.
48. Quoique les formules de l'article 46 donnent rigoureusement le mouvement de la corde au bout d'un temps quelconque /, les séries infinies qui entrent dans ces formules empêchent néanmoins qu'elles ne représentent ce mouvement d'une manière nette et sensible; mais, en envisageant sous un autre point de vue la formule générale de l'article 36, on peut en tirer une construction simple et uniforme pour déterminer l'état de la corde à chaque instant, quel que puisse être son état initial.
Reprenons cette formule, et mettons-la sous la forme suivante, ce
qui est permis à cause de l'indépendance des signes sommatoires j§ etV:
a, > J sms^ cos 2(/ï -+- i)h ts\n -^ >
l . sin lin 4- i)/i'^sin2 i
(n -h i)/i'sin -
Nous tirerons d'abord de cette formule une conséquence qui nous sera fort utile. Comme on a supposé que a est la valeur initiale de Ç (art. 29), il faut qu'en faisant / = o dans l'expression précédent de Ç^, elle se réduise à a^, et qu'on ait, par conséquent, cette équation identique
Sv^ 2 sin/o .
Il est évident que le second membre de cette équation ne peut se réduire h a^, à moins que l'on n'ait, en général.
> SI n .Ç o :rr o,
tant que s est différent de r; et que, lorsque 5 = r, on ait
2 2 sin/o .
^sin/'o = I,
9 étant égal à > et le signe V étant rapporté aux valeurs succes-
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sives 1 , 3, 3, .... n de p : ce qui donne une série formée des produits de sinus d'angles multiples de et > dont la somme devra
être toujours nulle dans le premier cas, et égale à dans le second.
C'est aussi ce qu'on peut démontrer directement par les formules connues, pour la sommation de ces sortes de suites.
Dans ces formules, r et 5 sont supposés des nombres quelconques
entiers compris entre o et n -h i; mais, a cause de ç = ^^ > p étant
aussi un nombre entier, si l'on met 2'k[n -i- i) =i= r a la place de r, X étant un nombre quelconque entier positif ou négatif, on aura
si n [ 2 X ( /i -h I ) dt /•] 9 1^ ih si n /• 9 ;
par conséquent, on aura, en général,
2(2sinr2>v(w-i-0it:/*l9 . ) != -■ =^sm59 > = ±:i ou =: o, ( /«-ri ^ )
selon que s sera égal à r ou non.
La formule 2'k{n -{- i)±r peut représenter tous les nombres entiers positifs ou négatifs, comme nous l'avons vu dans l'article 37; ainsi, ayant un nombre quelconque entier N, on peut faire N = 2X(/i -{- i)dtr, ce qui donnera
rr=zit:[N — 2X(/i-f-i)],
et l'on aura, en général, quel que soit N,
sinNo sin.Ç9 i
n rh i 2
in - ou =o,
selon que s sera égal à ±: [N — 2'k{n -h i)] ou non, s étant un nombre entier entre o et n-h i.
49. Cela posé, comme l'expression de ^^ est composée de deux parties, dont la première contient les valeurs initiales a de la variable ^,
et dont la seconde contient les valeurs initiales a des différentielles -r >
al
nous considérerons ces deux parties séparément, et nous désignerons
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la première par Ç). et la seconde par $]J., de manière que l'on ait
En supposant /i infini, Tangle ç = ^^ devient infiniment petit, et sin? se réduit à ? (art. 46). Faisant cette substitution dans l'exprèssion de ^^, on aura (art. 48)
£,.=: Va,N^ sin/*9 sin5ocos(/i 4- i)/t'^9;
et développant le produit sin/:9cos(/i ■+- \)h'tr^.
Comme n est supposé un nombre infiniment grand, on pourra toujours regarder comme un nombre entier le nombre [n 4- i)A'/, quel que puisse être le nombre exprimé par h i.
Ainsi, en faisant, dans la dernière formule de l'article précédent.
on aura où
; !: ±J- Cl n c m \ — -t- I ,
et faisant N = r — (/i 4- i)A'/, on aura pareillement
^^2-|— ^TTl =^sm.9J-:ti«.,
où
X et X' étant des nombres entiers quelconques, ou zéro. Donc, réunissant ces deux valeurs, on aura simplement
oii les sij:;nes ambigus de a, et de a,' répondent à ceux des valeurs de s et de s\
•i 50. Mais, à la place des exposants ou indices r et 5 qui dénotent le
rang des corps auxquels appartiennent les variables ^ et a, il est plus
commode d'employer les parties mêmes de la corde comprises entre la
première extrémité fixe et ces mêmes corps.
Désignons, comme dans l'article 46, par x la partie de l'axe ou
l'abscisse qui répond à i, et para celle qui répond à a; la longueur
de la corde étant /, on aura
et de même
ce qui donne
et à la place de $,., a„ a, , on pourra écrire simplement i^, a^, a^ .
Substituant ces valeurs de r, s, s' dans les formules de l'article précédent, multipliant par /et divisant par /^ -h i, on aura
a =±1(0? -h l/l't — 2ll)y
Sx -— - ï V — ^a — ^a/y
les signes ambigus de a^ et a^' répondant à ceux de a et a; et l'on déterminera ces signes, ainsi que les valeurs de a et de a\ par la condition que ces valeurs soient positives et moindres que /.
51. Représentons par A et A' les valeurs de ±: a^ et dz a^', en sorte
que l'on ait, en général,
sx= — .: — •
Donc:
i"" Si a? 4- Ih't est entre o et /, on prendra a = a? 4- /A7 et A = +- a^;
2" Si a? -4- Ih't est entre /'et 2/, on prendra a= — [x-^-lh't — il) et A = — a^;
3° Si a? 4- Ih'i est entre 2/ et 3/, on prendra a = a? -f- Ihi — 2/ et A = 4- a^. Et ainsi de suite.
De même :
1*^ Si X — Ih't est entre / et o, on prendra a' =^ x — Ih't et A'= a,,;
2'' Si a? — Ih't est entre o et — /, on prendra a' = — [x — Ih't) et
3** Si a? — Ih't est entre — / et — 2/, on prendra a' = o- — Ih' t 4- 2/
et A'= a^'. Et ainsi de suite.
On voit que ces différents cas se réduisent à déterminer les abscisses a ou a', en ajoutant ou en retranchant de l'abscisse x la ligne Ih't^ de manière que, lorsqu'elle passera l'une ou l'autre extrémité de l'axe /, elle soit repliée en arrière et comme réfléchie par des obstacles placés à ces deux extrémités, et à prendre l'ordonnée correspondante a^ ou oLa' positive, si le nombre des réflexions est pair, ou négative, si ce nombre est impair.
52. Mais il est encore plus simple de continuer la courbe des a sur le même axe /prolongé des deux côtés, de manière qu'on ait directement les ordonnées a^ et a^- qui répondent aux abscisses x 4- llit et X — Ih't.
Pour cela, ayant décrit sur l'axe /le polygone d'une infinité de côtés ou la courbe dont les coordonnées sont a^., pour une abscisse quelconque x^ et qui sera donnée par les valeurs initiales des excursions 5^. de tous les points de la corde, il n'y aura qu'à transporter cette même courbe alternativement au-dessous et au-dessus du même axe prolongé indéfiniment des deux côtés, de manière qu'il en résulte une courbe continue formée de branches égales situées symétriquement autour de l'axe et se joignant par les mêmes extrémités, dans laquelle les ordonnées prises à distances égales, de part et d'autre de chacune des deux
extrémités de Taxe /, soient toujours égales entre elles et de signe contraire.
En prenant dans cette courbe les ordonnées qui répondent aux abscisses x -i- Ui't et ^ — Ih'i^ on aura les valeurs de A et de A\ et la variable Ç^^ sera représentée, au bout d'un temps quelconque /, par la formule
On aurait pu déduire tout de suite cette continuation de la courbe qui représente les valeurs de a, de ce que nous avons démontré en général dans l'article 37, en supposant que la corde, au lieu d'être terminée aux deux points fixes, s'étende de part et d'autre à l'infini; le polygone que nous avons imaginé dans cet article deviendra ici une courbe continue, laquelle, étant appliquée au premier instant du mouvement, sera la courbe des valeurs de a prolongée k l'infini.
53. Considérons maintenant la seconde partie de \r^ qw6 nous désignons par Tr» et qui est représentée (art. 46) par la formule
l . sin lin -Hi)A'^sinï
^;.= \a, > ^- — ^sm.Ç9 ^ ^
/ 2(/i 4- i)/r sm-
11 faut commencer par la délivrer du dénominateur sin 2, pour la
rendre semblable à celle de Ç'^ et susceptible des mêmes réductions.
Pour cela, je prends la différence D^r» et comme l'exposant m'entre que dans sinrç, il suffira d'affecter ce sinus de la caractéristique D.
Or, par les tbéorèmes connus, on a
D sin/'9 = siii(/* 4- 1)9 — sinr9 =: 2 sin £cos(/' 4-{)9.
Substituant donc cette valeur dans l'expression de 0$% on aura D^^= , w^N*^* 2j — T" r-^sm^osin 2(/2 -hi)A'^sin-?-
Faisant, pour le cas de « infini, sin - = -> et développant le produit cos(r-+- ^)9sin(w -f- i)h!to, on aura
sîn[/- -4-(/i-f- \)h't -+- Jl? ,•
! n • ^ sin[r — (/i 4- î)/?^/ -4-{]9 .
— ^- - sin59.
Cette expression de D;'^ est composée de deux parties semblables à celles de i'^ (art. 49); on peut donc y appliquer les mêmes raisonnements et la ramener à une construction semblable.
Ayant donc tracé sur Taxe / le polygone d'une infinité de côtés ou la courbe dont les ordonnées pour chaque abscisse x soient ol^, et qui sera donnée par les vitesses initiales a, on la transportera alternativement au-dessous et au-dessus du même axe prolongé indéfiniment des deux côtés, de manière que l'on ait une courbe continue semblable à
celle de l'article précédent. Alors, en mettant j.— ou ||- à la place de /^ 4- I, et négliffeant comme nul le terme —, : vis-à-vis de x\ on
trouvera
et passant des différences aux sommes,
54. Ces sommes ou ces intégrales représentent, comme l'on voit, des aires de la courbe dont les coordonnées sont a; et il faut que ces aires ne commencent qu'aux points où ^r = o et où les abscisses sont Ih'lei —/A'/; mais il est plus commode de les faire commencera l'origine commune des abscisses, qui est l'extrémité antérieure de l'axe /. Pour cela, il faudra retrancher de l'aire qui commence à ce point, et qui répond à l'abscisse x-\-lh't, l'aire qui répond à l'abscisse /A'/, pour que l'aire restante ne commence qu'au point où a? = o; et quant à
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Taire qui répondra à l'abscisse x — Ih'i, il faudra y ajouter Taire relative îi — I/it, pour en rapporter le commencement au même point de
Torigine des abscisses.
/'• • 0Ldx)x toute aire qui commence à cette
origine et qui répond à une abscisse quelconque x\ d'après ce que
nous venons de dire, on aura, dans l'expression de i^,
^<Xx-tht^x^{J (xdx)x^ihi-^{fQLdx).tht'
On substituera donc ces valeurs, et Ton remarquera qu'on a, en général,
puisque, par la nature de la courbe des a, les ordonnées qui répondent à des abscisses égales, mais de signe différent, sont aussi égales et de signe différent; de sorte qu'on a constamment a/v/-f- a_/Vf = ^• Donc on aura simplement (article précédent)
55. Donc enfin, réunissant les valeurs de Ç^ et de 5]p, on aura cette expression générale de Ç^., au bout d'un temps quelconque /,
On aura des expressions semblables pour les variables y)^., îx» ^n chan-
^ géant seulement h' en h et a, a en p, p et y, y, et en supposant qu'on ait tracé de la même manière les courbes correspondantes aux valeurs initiales p, ^ et y, y.
Ayant ainsi les excursions longitudinales Çj. et les excursions latérales r^j., Sx de cbaque point de la corde qui répond à l'abscisse x prise dans Taxe, on connaîtra Tétat de la corde au bout d'un temps quelconque / écoulé depuis le commencement du mouvement, et comme
les valeurs initiales a, p, y, ainsi que a, p, y, sont absolument arbitraires, on voit que rien ne pourra limiter cette solution, tant que les courbes formées d'après ces valeurs auront une courbe continue et ne formeront point d'angles finis, ce qui produirait des sauts dans les expressions des vitesses et des forces accélératrices.
On a supposé (art. 35) h -= y j^^ h' = y j^y l étant la longueur
de la corde et M la masse de tous les poids dont elle est chargée (art. 33); ainsi M sera la masse ou le poids de toute la corde, qui est supposée uniformément épaisse; de sorte que, si Ton nomme P sa pesanteur spécifique, qui dépend de la densité et de la grosseur, on aura M = /P; par conséquent, on aura
A l'égard des quantités F et F', nous avons vu que ce sont deux constantes, dont l'une, F, exprime la tension de la corde et est, par conséquent, proportionnelle au poids qui la tend; mais F' dépend de la loi de cette tension relativement à l'extension de la corde (art. 32).
56. Pour peu qu'on examine la nature des courbes qui représentent les valeurs de a et a, il est facile de voir que les ordonnées éloignées entre elles de l'intervalle 2/ seront toujours égales et de même signe, et que les aires qui se termineront à ces ordonnées seront aussi égales entre elles, parce que toute aire qui répond à un intervalle 2/, pris dans un endroit quelconque de l'axe prolongé à l'infini, est toujours nulle, étant composée de deux parties égales entre elles, mais de signe contraire.
11 suit de là que la valeur de ^^ demeurera la même si l'on augmente
le temps / de la quantité -p ou d'un multiple quelconque de cette quantité; donc les excursions longitudinales de la corde reviendront les
mêmes au bout d'un intervalle de temps égal à ^, ou 2/1/^7; c'est la
durée des vibrations longitudinales.
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Il en sera de même des valeurs de ri^ et de ^^, en changeant A' en A, c'est-à-dire F' en F; ainsi la durée des vibrations transversales sera
Tous les auteurs qui ont traité jusqu'à présent des vibrations des cordes sonores n'ont considéré que les vibrations transversales, et ils ont trouvé pour leur durée la même formule que nous venons de donner.
A l'égard des vibrations longitudinales, M. Chiadni est le seul, que je sache, qui en ait fait mention dans son intéressant Traité d' Aœustique, § 43; il donne le moyen de les produire sur une corde de violon, et il remarque que le ton qu'elles rendent n'est pas le même que celui des oscillations transversales, d'où il suit que F' est différent de F; par conséquent, dans l'hypothèse très vraisemblabje que la force élastique par laquelle chaque élément de la corde résiste à être allongé, ou tend à se raccourcir, soit proportionnelle à la puissance m de cet élément, c'est-à-dire qu'on ait $ = K(D5)'" (art. 14), il faudra que m soit différent de l'unité (art. 32); et si, comme M. Chiadni parait l'insinuer, le ton longitudinal est toujours plus élevé que le transversal, il faudra que F'> F et, par conséquent, /w> i.
57. Nous avons vu (art. 36) qu'une corde tendue, de la longueur / et chargée de n corps, peut se mouvoir comme si elle n'avait qu'une
longueur -> v étant un diviseur de n -hi. Lorsque n est un nombre
infini, v peut être un nombre entier quelconque; ainsi une corde sonore de la longueur / pourra osciller comme une corde dont la longueur serait y c'est-à-dire une partie aliquote de /, et la durée de ses
oscillations se réduira alors à — \/p7> pour les oscillations longitudinales, et à — i/p > pour les oscillations transversales.
En effet, si les valeurs initiales et arbitraires a et a sont telles, que les courbes ou les lieux de ces valeurs sur l'axe / coupent cet axe en
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deux ou en v parties égales, et que les branches qui répondent à ces parties soient les mêmes, mais situées alternativement au-dessus et au-dessous de Taxe, de manière qu'à distances égales de part et d'autre de chacun de ces points d'intersection les ordonnées soient égales et désigne contraire; ces courbes, étant ensuite prolongées à l'infini, suivant la construction de l'article 49, auront la même forme que si elles
provenaient d'une corde dont la longueur ne serait que -> et l'expression générale de i^. (art. 52) fait voir que les valeurs de l qui répondent aux points d'intersection sont toujours nulles; de sorte que la corde, dans ses oscillations longitudinales, se partagera d'elle-même en autant de parties égales, qui oscilleront comme si leurs extrémités étaient fixes.
11 en sera de même par rapport aux oscillations transversales représentées par les variables y) et ^.
58. Comme le ton que donne une corde sonore ne dépend que de la durée de ses oscillations isochrones, laquelle, pour une même corde tendue, est proportionnelle à sa longueur, il s'ensuit qu'une corde, en se partageant ainsi d'elle-même en parties aliquotes, rendra des tons qui seront au ton principal, dans lequel l'oscillation est entière, comme les fractions qui expriment ces parties sont à l'unité. Ainsi, si la corde se partage en deux, trois, quatre, ... parties égales, ces tons seront exprimés par les fractions ^, j, 7, {, • . . » et seront, par conséquent, à l'octave, à la douzième, à la double octave, à la dix-septième, ... du ton fondamental.
On appelle ces tons qu'une même corde peut donner d'elle-même Ions harmoniques, et l'on sait qu'on peut les produire à volonté en touchant légèrement la corde pendant sa vibration, dans un des points de division qu'on nomme nœuds de vibration d'après Sauveur, qui a expliqué le premier, par ces nœuds, les sons harmoniques de la trompette marine et des autres instruments, dans les Mémoires de V Academie des Sciences de 1701. Wallis les avait déjià observés dans les
cordes qui sont à Toctave, à la douzième, à la double octave, ... au-dessous d'une corde qu'on fait résonner, et qui frémissent en se divisant naturellement en deux, trois, quatre, ... parties égales, dont chacune donnerait le même ton que la corde qu'on fait résonner. ( Voir le Chapitre 107 de son Algèbre,)
59. La théorie et l'expérience sont bien d'accord sur la production des sons harmoniques; mais il n'est pas aussi facile de rendre raison de ce qu'on appelle, d'après Rameau, qui en a fait la base de son Système, la résonance du corps sonore, et qui consiste dans la réunion des sons harmoniques avec le son principal de toute corde qu'on fait résonner d'une manière quelconque.
Si ces sons harmoniques sont, en effet, produits par la même corde, en même temps que le son principal, il faut supposer que la corde fait à la fois des vibrations entières et des vibrations partielles, et que ses vibrations effectives sont composées de ces différentes vibrations, comme tout mouvement peut être composé ou regardé comme composé de plusieurs autres mouvements.
Nous avons déjà vu plus haut (art. 47) qu'on ne peut expliquer d'une manière plausible la coexistence des sons harmoniques par la formule de Daniel BernouUi; on peut ajouter que les séries qui pourraient donner ces différents sons disparaissent de la formule lorsqu'on suppose le nombre des corps infini, et qu'il en résulte, pour chaque point de la corde, une loi d'isochronisme simple et uniforme qui dépend immédiatement et simplement de l'état initial, comme nous venons de le démontrer.
Au reste, si l'on voulait k toute force expliquer la résonance multiple des cordes par les vibrations composées, il faudrait regarder la figure initiale, par exemple, comme formée de différentes courbes superposées l'une à l'autre, de manière que l'une serve d'axe à la suivante, et dont la première ne forme qu'une branche dans toute l'étendue de la corde; la seconde forme deux branches égales et placées symétriquement, qui divisent les axes en deux parties égales; la
troisième forme trois branches égales qui divisent Taxe en trois parties égales, et ainsi de suite.
Alors les vibrations de la corde pourront être regardées comme composées de vibrations entières dans toute la longueur de la corde, et de vibrations qui ne répondent qu'à la moitié de la corde, au tiers, au
quart, Mais cette composition de courbes et de vibrations n'étant
qu'hypothétique, les conséquences qu'on pourrait en déduire, relativement à la coexistence des sons harmoniques, seraient tout à fait précaires.
60. Revenons à la formule générale trouvée dans l'article 55. Comme les quantités a^+MV et a^-M> sont les coordonnées d'une courbe donnée, qui répondent aux abscisses x -f- Ui't et a? — /A'/, on peut les représenter par des fonctions de ces abscisses de la même forme. Ainsi, en désignant par la caractéristique F une fonction indéterminée, on aura
a:c-H/A7= F(j? -h /A'0> ax-/A'/= F(j? — Ih' t).
Pareillement, en prenant une autre fonction désignée par la caractéristique/, on pourra faire
Ainsi l'expression de ij. (art. 55) pourra se mettre sous cette forme
. _ Y(x-\-Ui't)-¥-¥{x — lh't) f{x-hUi't)—f(x — lh't)
dans lesquelles les fonctions marquées par les caractéristiques F et/
sont arbitraires, puisqu'elles dépendent de l'état initial de la corde.
On peut même réduire cette expression à une forme plus simple,
en observant que h — — ip — - ne représente proprement
qu'une fonction de x-hlh'l qu'on peut marquer par la caractéris-
A é. ¥(x—lh't) f{x — lh't) , , . ,
tique $, et que — ^ — ^^ — jj-, — - ne représente aussi qu une
seule fonction de a? — Ih't, mais différente de la précédente, et qu'on peut marquer par une autre caractéristique W.
De cette manière, l'expression générale de $ deviendra simplement
61. On peut parvenir directement à cette expression par Téquation différentielle qui détermine la variable Ç (art. 31). Cette équation, en
faisant -p = o et F' constant, comme dans l'article 32, et changeant
la caractéristique D des différences finies dans la caractéristique d des différences infiniment petites, devient
Si maintenant on fait df=dx^ dm = y^^ ^^ ^ = vTm' ^^''^ équation devient
laquelle est aux différences partielles du second ordre, entre les trois variables 5, x eX /, et qui a pour intégrale complète
5 —<i>{x -f- Ih't) -+- W(,x — Ih't),
les signes $ et ^ dénotant deux fonctions arbitraires comme ci-dessus. Ces fonctions doivent être déterminées par l'état initial de la corde et par les conditions que ses deux bouts soient fixes. Si on les décompose en deux autres fonctions marquées par les signes F et/, et telles
que $=--+- ^777 et V = ^tt» de manière que l'on ait
^ 1 ilh' 2 lin' ^
. ¥{x -h Ih't) -h F(:f — Ih't) f{x 4- Ih't) —/{x — Ih't)
^= -^ "^ ^Th' '
comme nous l'avons déduit de notre construction, la première condition donnera, en faisant / = o,
l^Y{x)^a et ^^^f\x)=:k;
d'où l'on tire
f{x) —J<xdx\
ainsi on a tout de suite les valeurs des fonctions ¥{x) et /{x) dans toute l'étendue / de la corde, par le moyen des valeurs initiales a et a. Les conditions de Tinimobilité des extrémités de la corde donnent ^ = o, lorsque ^r = o et lorsque x = t, quelle que soit la valeur de /. En assujettissant séparément, ce qui est permis, à ces deux conditions, les deux fonctions F et/, on a, pour la première,
et, pour la seconde,
ce qui donne par la difTérentiation
d'où Ton voit que les conditions de la fonction/' sont les mêmes que celles de la fonction F.
Ces conditions déterminent les valeurs des fonctions ¥{x),/'{x) pour les abscisses x négatives ou plus grandes que /, d'après les valeurs de ces fonctions pour les abscisses comprises entre o et /; et il est facile de voir qu'il en résulte les constructions données dans les articles 52 et 53.
Si, au lieu des excursions longitudinales $, on considère les excursions transversales y] et î^, on a la même équation différentielle et, par conséquent, aussi la même intégrale et les mêmes constructions, en changeant seulement A' en /i, et a, a en [^, ^ ou en y, y.
Ces constructions sont semblables à celle qu'Euler avait donnée pour déterminer la figure de la corde dans un instant quelconque, d'après sa figure initiale, en faisant abstraction des vitesses imprimées au commencement du mouvement. Mais il faut remarquer que, comme elles ne sont fondées ici que sur les fonctions qui représentent les intégrales des équations aux différences partielles, elles ne peuvent avoir plus d'étendue que ne comporte la nature des fonctions, soit algé- 'briques ou transcendantes. Or, l'équation différentielle étant la même
pour tous les points de la corde et pour tous les instants de son mouvement, la relation qu'elle représente doit régner constamment et uniformément entre les variables, quelque étendue qu'on leur donne; par conséquent, quoique les fonctions arbitraires soient en elles-mêmes d'une forme indéterminée, néanmoins, lorsque cette forme est donnée dans une certaine étendue par Tétat initial de la corde, il est naturel d'en conclure qu'elle doit demeurer la même dans toute l'étendue de la fonction, et qu'il n'est pas permis de la changer pour la plier aux conditions qui dépendent de l'immobilité supposée des extrémités de la corde.
Aussi d'Alembert, à qui on doit la découverte de cette intégrale en fonctions arbitraires, a toujours soutenu que la construction qui en résulte n'est légitime que lorsque la courbe initiale est telle qu'elle ait par sa nature des branches alternatives égales et semblables, toutes renfermées dans une même équation, pour que la même fonction puisse représenter cette courbe avec toutes ses branches à l'infini. Euler, au contraire, en adoptant la solution analytique de d'Alembert, a cru qu'il suffisait de transporter la courbe initiale alternativement au-dessus ou au-dessous de l'axe à l'infini pour en former une courbe continue, sans s'embarrasser si ses différentes branches pouvaient être liées par une même équation et assujetties à la loi de continuité des fonctions analytiques. V^oir les Mémoires de Berlin de 1 747» 1 74^» ^t les Tomes I et IV des Opuscules de d'Alembert.
62. Comme les formules qui donnent le mouvement d'une corde tendue et chargée d'un nombre indéfini de corps égaux ne sont sujettes à aucune difficulté, parce que le mouvement de chaque corps est déterminé par une équation particulière, il est évident que, si l'on peut appliquer ces mêmes formules au mouvement d'une corde uniformément épaisse, en supposant le nombre des corps infini et leurs distances mutuelles infiniment petites, la loi qui en résultera pour les vibrations de la corde sera entièrement indépendante de son état initial ; et, si cette loi se trouve la même que celle qui se déduit de la considé-
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ration des fonctions arbitraires, il sera prouvé que ces fonctions peuvent être d'une forme quelconque, continue ou discontinue, pourvu qu'elles représentent l'état initial de la corde. C'est ainsi que je démontrai, dans le premier Volume des Mémoires de Turin, la construction d'Euler, qui n'était encore fondée que sur des preuves insuffisantes. L'analyse que j'y employai est, à quelques simplifications près que j'y ai apportées depuis, la même que je viens de donner, et j'ai cru qu'elle ne serait pas déplacée dans ce Traité, parce qu'elle conduit directement à la solution rigoureuse d'une des questions les plus intéressantes de la Mécanique.
La généralité des fonctions arbitraires et leur indépendance de la loi de continuité étant démontrées pour l'intégrale de l'équation relative aux vibrations des cordes sonores, on est fondé à admettre ces fonctions, de la même manière, dans les intégrales des autres équations aux différences partielles; j'ai même fait voir, dans le second Volume des Mémoires cités, comment on pouvait intégrer plusieurs de ces équations sans la considération des fonctions arbitraires, et parvenir aux mêmes solutions que l'on trouverait par le moyen de ces fonctions, envisagées dans toute leur étendue.
Maintenant, le principe de la discontinuité des fonctions est reçu généralement pour les intégrales de toutes les équations aux différences partielles; et les constructions que M. Monge a données d'un grand nombre de ces équations, jointes à sa théorie de la génération des surfaces par les fonctions arbitraires, ne laissent plus aucune incertitude sur l'emploi des fonctions discontinues dans les problèmes qui dépendent des équations de ce genre.
C'est une chose digne de remarque que la même formule
^ — <^(x -h kt) -h W{j: — kl),
qui satisfait à l'équation en différences partielles
XL î>^
satisfait aussi à la même équation en difTérences finies, qu'on peut représenter par
pourvu qu'on y suppose Hx =z kDt, et D/ constant. En effet, on a, en ne faisant varier que x,
et, en ne faisant varier que le /,
D' ,^(x -t- kt) = ^(x -h kt 4- A- 1)0 — 2*(J7 4- kl) -h <^(^ -h A:/ — ADO,
expressions qui deviennent égales en faisant Dx =kl)i; et l'on trouvera la même chose pour la fonction W(x — kl).
Dans rinfiniment petit, la condition dx =^kdt disparait, et l'intégrale a toujours lieu; la raison en est qu'alors l'expression ^, qui
parait représenter la différence seconde de $ divisée par le carré de la différence de /, n'est plus qu'un symbole qui exprime une fonction simple de /, dérivée de la fonction primitive Ç et différente de cette fonction, laquelle est tout à fait indépendante de la valeur de dt. Il en
est de même de l'expression j\j par rapport à x; c'est dans ce changement de fonctions que consiste réellement le passage du fini à l'infiniment petit et l'essence du Calcul différentiel.
64. J'ajouterai encore ici une remarque qui peut être utile dans plusieurs occasions; elle a pour objet une nouvelle méthode d'interpolation qui résulte des formules de l'article 48.
Nous avons vu que la formule
;rTT2h(„^)S-'»('T^)]
devient égale à a^ lorsque r = i , 2, 3, . . . , /i. Donc, si l'on a une suite de quantités a,, aj, aj, .. ., a„, dont le nombre soit /i, on pourra représenter par la formule précédente un terme quelconque intermédiaire
dont le rang serait marqué par un nombre quelconque r, entier ou fractionnaire, puisqu'on faisant successivement r = i, 2, 3, ..., /i, la formule donne a^ , ol^, a,, . . . , a».
Le signe ^ indique la somme de tous les termes qui répondent à ^ = I, 2, 3, . . . , /i, et le signe 2] la somme de tous les termes qui répondent à p = I, 2, 3, . .. . /i, la quantité it étant l'angle de deux droits.
Supposons qu'il n'y ait qu'un terme a, donné, on fera n = r, * = i, p = I, et l'on aura, pour l'expression générale de a^.
(Xr'=^ OL* sm
Soient /i = 2, et les deux termes donnés a,, a^; on fera ^ = i, 2, p = I, 2, et l'on aura
«r — 2 ( A'sm-y 4- A'sm -0- )>
en supposant
A'^zotisin ^ H-aîSin-T-">
k0 • 271 . l\TZ
K" = a, sm -3- -h a, sm -5- •
Soient n = 3, et les termes donnés a,, aj, a,; on fera ^ = i, 2, 3, et p = r, 2, 3, et l'on aura
«^ =z y A' sm -^ 4- A'^ sm —, — h A*^ sm —r 4 \ 4 4 4
où les coefficients A', A", A** sont déterminés par ces formules
A = a, sm 7 4- «j sm -7- 4- «3 sm -7- j 4 4 4
A = «i sm -7- 4- «1 sm -7- 4- a» sm -7->
A =a, sm-7- 4- «j sm-7- 4- «3 sm^)
et ainsi de suite.
Dans la méthode ordinaire d'interpolation, on suppose qu'on fasse passer, par les extréniités des ordonnées qui représentent les termes donnés, une courbe parabolique de la forme
Dans la méthode précédente, au lieu d'une courbe parabolique, on suppose une courbe de la forme
A., TZ X Air» 27r»r 4v« ôTZ %P sin h A sm h A* sin h . . . ,
et il y a bien des cas où cette supposition peut être préférable comme plus conforme à la nature de la question.
NOTE I
Sur un point fondamental de la Mécanique analytique de Lagrange;
par M. PoixsoT.
1. On sait que Lagrange, dans ce Livre célèbre qu'il a intitulé Mécanique analytique, a eu pour objet de réduire la Mécanique à des formules générales, toutes tirées du seul principe des vitesses virtuelles, ou plutôt de la formule différentielle qui est l'expression de ce principe. Pour la perfection même de son Ouvrage, Tauteur a soin de n'employer, dans aucune des questions qu'il traite, ni figures, ni aucun raisonnement tiré de considérations géométriques ou mécaniques; tout se fait par le calcul et de simples changements de coordonnées, et ce n'est môme que sous une forme purement analytique qu'on y voit présentée la question si naturelle et si simple de la composition des forces appliquées sur un point.
« Si des forces quelconques P, Q, R, . . ., dirigées suivant les lignes /?, 7, /•, . . ., agissent sur un même point, et qu'on veuille réduire toutes ces forces à trois autres £, II, 2, dirigées suivant les lignes ^, tt, o-, il n'y aura, dit l'auteur, qu'à considérer l'équilibre des forces P, Q, R, ... et S, W^ <^, appliquées à ce même point et dirigées respectivement suivant les lignes /?, q, r, ...,—£, — ^, — 9, et former, en conséquence, l'équation
laquelle doit être vraie de quelque manière qu'on fasse varier la position du point de concours de toutes les forces. Or, quelles que soient les lignes Ç, TT, (7, il est clair que, pourvu qu'elles ne soient pas toutes dans un même plan, elles suffisent pour déterminer la position de ce point; par conséquent, on pourra toujours exprimer les lignes />, <7, r, . . . par des fonctions de f, tt, o-.
et réquatiou précédente devra avoir lieu par rapport aux variations de ces trois quantités en particulier; d*oii il s'ensuit qu'on aura
dç <^4 de,
ôt: ot: du
0(j o(T oa
Telles sont les formules données par Lagrange pour réduire des forces P, 0, R, . . ., appliquées sur un même point et dirigées suivant des lignes/?, g, /'y . . . , à trois autres forces E, II, 1, dirigées suivant trois lignes quelconques données ^, r, a; expressions d'ailleurs toutes semblables à celles qu'on aurait pour transformer un système quelconque de forces qui agissent sur différents points liés entre eux, comme on voudra, en un autre système équivalent de forces Z, n, 2, . . . , qui seraient appliquées aux mêmes points suivant d'autres directions £, tt, a, ....
2. Mais il y a, sur ce point de doctrine, une remarque essentielle à faire, et qui paraît avoir échappé à l'auteur de la Mécanique analytique : c'est que les formules dont il s'agit ne conviennent point, comme on pourrait le croire, à toute espèce de lignes ou coordonnées ^, ?:, o-, . . . , bien que ces lignes soient propres à déterminer les lieux des corps. Les formules ne sont bonnes qu'aulant que ces lignes nouvelles seront (comme les premières /?, ^, r, . . .) les distances de ces corps, soit à des centres /ires, soit à des plans /ixes, comme il arrive dans le cas des coordonnées ordinaires ^,./, 5, lesquelles marquent les distances du point que l'on considère à trois plans fîxes rectangulaires entre eux; et, en général, on peut dire que, pour l'exactitude de ces formules, il faut que les lignes ^, 77, o-, . . . soient de telle nature, que leurs différentielles d^, dn, da, . . . expriment les vitesses virtuelles mêmes du point d'application des forces Z, II, 2, . . ., c'est-à-dire que chacune d'elles, e/ç, soit la projection orthogonale, sur la direction de la force Z, du déplacement quelconque infiniment petit qu'on suppose donné à ce point dans l'espace :
(1) Les lignes qui précèdent sont extraites de la i'* édition, page 62; elles ont été légèrement modifiées par Lagrange, dans la 2* édition publiée par lui {voyez p. 119 de ce Volume); mais les remarques de M. Poinsot s'appliquent à la rédaction nouvelle aussi bien qu'à l'ancienne. (/. Bertrand,)
sans quoi toutes ces transformations analytiques, quoique exactes en pure Analyse, seront en défaut dans la Mécanique et conduiront à de fausses conséquences.
3. Supposons, par exemple, qu'il s'agisse d'un seul point tiré par des forces quelconques P, Q, R, . . ., dirigées suivant les lignes ou rayons vecteurs/?, q^ r, . . ., et qu'on veuille réduire ces forces à trois autres. S, II, 2, suivant les trois coordonnées Ç, tt, o-, parallèles à trois axes fixes obliques entre eux : il semble, d'après l'auteur, qu'on aurait pour les forces cherchées
C/TT (771 (/TT
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ce qui n'est pas vrai, car on peut prouver que la résultante des forces P, Q, R, . . . n'est pas la môme que celle des trois forces S, H, 2, déterminées par ces équations.
Soil, en effet, /(/?, y, r, . . .) une fonction quelconque des rayons vecteurs p, q, r, . . .; et désignons par/'(/?),/'(7),/'(r), ... les fonctions primes de
cette fonction prises relativement aux lignes/?, </, /•, J'ai démontré (*)
que des forces P, Q, R, . . ., proportionnelles à ces fonctions primes et dirigées suivant les lignes respectives/?, 7, r, . . ., ont une résultante perpendiculaire à la surface courbe qui serait donnée par l'équation
/{p^Çj ''y ...) = const.,
en y regardant/?, 7, r, ... comme variables.
Or supposons maintenant trois axes obliques, non situés dans le môme plan, et soient £, r, o- les trois coordonnées du point d'application des forces par rapport à ces axes : on pourra toujours exprimer les lignes/?, q, /•, ... par les trois coordonnées ^, tt, a; et si l'on met ces expressions au lieu de/?, <7, r, ... dans la fonction /(/?, q, /•, . . .), on aura
/{Py <7» '•»•••) = ? (4» ^> cr) = consl. ;
( * ) ^ojrez la Statique de M. Poinsot ot un Mémoire intitulé : Théorie générale de l'équilibre et du mouvement des systèmes {Journal de l'École Polytechnique, XIII* Cahier).
(7. Bertrand. )
d'où l'on tire, en différcntiant successivement par rapport à ^, tt, a,
Donc, suivant les formules de Tautcur, les trois forces S, II, 2, auxquelles les forces /'{p), /'(ç)» /'(^)i ... se trouveraient réduites, seraient exprimées par
Ainsi il faudrait que 9'(0, 9'(7r), 9'(o') représentassent trois forces dont la résultante fût la môme que celle des proposées /'(/?), /'(ç), /'(r), ... et, par conséquent, fût perpendiculaire à la surface donnée par l'équation
/(Pf^>'\ ...)=consl.
Or cette surface est la même que celle qui serait donnée par Téquation
9(4,71,0-) = const.
entre les coordonnées obliques Ç, tt, a. Donc, en considérant la surface représentée par Téquation
9(£, TT, a) = const.
entre les trois coordonnées ^, tt, ct, relatives à trois axes obliques, on pourrait dire que trois forces dirigées suivant ces coordonnées et proportionnelles aux trois fonctions primes 9'(£)» ?'(^)> ?'(o') donnent une résultante perpendiculaire à la surface dont il s'agit, ou se font équilibre sur cette surface; ce qui est faux, comme on peut s'en assurer immédiatement par le principe même des vitesses virtuelles.
Et, en efTet, pour l'équilibre du point auquel les trois forces 9' (?), 9' (t:), 9'(ff) sont appliquées, il faudrait que la somme des moments virtuels de ces forces fût nulle pour tout déplacement infiniment petit ^5 qu'on voudrait donner à ce point sur la surface. Si donc on désigne par S^, di:, da les trois projections orthogonales de ds sur les trois axes obliques des Ç, tt, o-, il faudrait, pour l'équilibre, qu'on eût toujours l'équation
9'(0 ^? -+- ?'('îî) 07: -+- ?'(ff) âcT = o;
ou bien, comme ds esl la diagonale d'un rhomboïde dont les difTércnlielles d^^ dn, d(T sont les arêtes, et que les trois projections de ds sur les directions de ces arêtes sont exprimées par
S^=dc, -hld-r:-^ iid<j^
in =z dn -^ V da -{- 1 d\^
• da = é/(7 -h /x t/; -}- V e/TT
(>, /x, V étant les cosinus des angles ^tt, ^œ, ttct, que les axes forment entre eux), il faudrait que, en mettant, au lieu de 5Ç, ôtt, ôo-, ces valeurs, on eût toujours, entre les différentielles d^^ dn, t/a, l'équation
D'un autre côté, le point mobile restant toujours sur la surface, il faudrait qu'on eût en même temps l'équation
(2) 9'(0^;-+-?'(7r)e/7r-f-9'(îr)e/a = o.
Or il est clair que ces équations (i) et (2) ne peuvent subsister ensemble à moins que les coefficients de d^, dn, dfj dans l'une d'elles ne soient proportionnels aux coefficients des mêmes indéterminées dans l'autre, et, par conséquent, à moins qu'on n'ait les deux équations
9'a)[v?'(cr)4->9'(0]-?'(îr)[>9'(7r)4-fX9'(a)]=ro, 9'(Ç)[v9'(7r)-f-/x9'a)]~?'(<^)[^?'(7r)4-fX9'(cr)] = o,
équations qui ne peuvent avoir lieu en général, c'est-à-dire indépendamment des variables Ç, 77, a et, par conséquent, de la position du point sur la surface que l'on considère.
Ainsi le point mobile, aux coordonnées quelconques Ç, tt, a, ne peut être tenu en équilibre sur la surface par les trois forces 9'(0, 9'(7r), 9'(o') : la résultante de ces forces n'est donc pas normale à cette surface, et, par conséquenty elle n'est pas la môme que celle des forces proposées /'(/?), /'(^), /'(/•), ... ; ce qu* il fallait démontrer.
k. Les formules de Lagrange pour la réduction des forces sont donc en défaut dans cette hypothèse de coordonnées obliques ^, tt, c; il n'y a qu'un cas singulier où l'erreur pourrait s'évanouir : c'est le cas où les coordonnées ?, 7:, ^ XI. 57
SQlisfcraieiit au\ deux équations précédentes, en même temps qu'à l'équation
de la surface
9(£, 71, o") = const.,
ce (jui ne répond, comme on voit, qu'à un certain point de celte surface, ou à une certaine proportion déterminée entre les trois forces 9'(0, ^'(t:), 9' (a). Mais, dans ce cas singulier même, si la résultante des trois forces S, H, 2 a la même direction que la résultante des forces proposées /'(/^)» /'(<?)» • • •• on trouverait qu'elle n'a pas la môme grandeur, de sorte qu'il y aurait encore erreur de ce côté.
Lorsque les cosinus X, fx, v sont tous trois nuls, les deux conditions précédentés ont toujours lieu d'elles-mêmes, et les formules de Lagrange sont toujours exactes. C'est le cas des coordonnées ^, tt, t relatives à trois axes rectangulaires entre eux. Et en effet, pour de telles coordonnées, les différentielles cf4, dû, ch sont les expressions mêmes des vitesses virtuelles du point décrivant estimées suivant ces lignes, et l'équation différentielle
^' d) dl -\- o' {t:) dTz 4- o' {^)d(j — o,
tirée de l'équation de la surface, exprime l'égalité à zéro de la somme des moments virtuels des trois forces 9'(Ç)» ?'(^)» ?'(o") et, par conséquent, l'équilibre, de ces forces sur le point qu'on suppose assujetti à décrire cette surface.
Mais, dans toute autre hypothèse que celle de X, f/, v tous les trois nuls, les deux conditions ne peuvent être remplies indépendamment de ^, tt, o-, et les formules sont toujours fautives.
0. Soit, par exemple, le cas très simple d'un point posé sur la circonférence, d'un cercle fixe. Si l'on prend l'équation de ce cercle en coordonnées rectangles X et j, on aura
/(^» j) = j:-'-hj'— const.,
d'où
f'{x) dx 4- /(/) dy =i2xdx-\- 2fdf = 0;
et l'on pourra très bien dire ici que deux forces X et Y, étant prises le long des coordonnées dans le rapport des fonctions primes f (x), f {y) ^ donnent leur résultante perpendiculaire à la circonférence du cercle et tiennent ainsi le point d'application en équilibre sur cette circonférence.
Mais si, au lieu de ces coordonnées rectangles x et 7, on eu prend deux autres Ç etjrde même origine, et par exemple Tune, Ç, suivant les j?, l'autre tt.
NOTES. iih5l
inclinée cl*un angle a sur la première, ce qui donnera
^=:| H-TT cosa, / — TTSlUa,
on aura, en substituant,
/(j7, j) = 9(2, tt) zut:* -h ^^4- 2 7:;cosa=:const.; croù
9'(0^? 4- 9' (7:) c/t: = 2(4 4- TT cosa)c?4 -h 2(714-; cos «)</?: = 0.
Or il est évident que deux forces proportionnelles à 9'(?) et 9'(7:), c'est-à-dire, ici, à (^ 4- TT cosa) et (7: 4- 4 cosa), ne donnent point leur résultante perpendiculaire à la circonférence du cercle dont il s'agit; car il faudrait pour cela que cette résultante allât passer par le centre, et que, par conséquent, ses deux composantes le long de ^ et tt fussent simplement proportionnelles à ^ et 7:, et non pas à (^ 4- 7: cosa) et (tu 4- ^cosa). Donc, quoiqu'on ait ici, en faisant 9'(|) — £, 9'(7r) ==: H, les équations
z x'^.-f+Y'jr,
n xf+Y';^
de, <J;
ot: ut:
on ne peut pas dire que les deux forces X et Y, dirigées suivant les axes rectangles r et 7, soient réductibles aux deux forces S. et H, dirigées suivant les axes obliques ^ et 7:.
Pour que Ton eût
^ 4- 71 cosa : 7r4-çcosa : : ^ : 7:,
il faudrait que l'on eût
cosa = o;
ce qui est le cas des coordonnées | et tt rectangulaires entre elles.
Ou bien il faudrait Ç = 7r; ce qui ne serait qu'un cas particulier de la position du point proposé M sur la circonférence du cercle dont l'équation est
9(^, 7:) =: const.
Mais, dans ce cas singulier môme, où la résultante des deux forces S et 11 aurait la même direction que celle des deux forces X et Y, on trouverait que ces deux résultantes
V/Z* 4- 2 Zli cbs a 4- IP et v^^* -^" V^
n'ont pas la même valeur, et que la première est à la seconde comme i 4- cosa est à l'unité.
Ainsi, tant que cosa n'est pas nul, ou, ce qui est la môme chose, tant que les coordonnées Ç el ir seront obliques, les forces proposées X et Y ne seront jamais réductibles aux deux forces £ et II données par les formules de Lagrange.
6. Dans l'analyse qui précède, j*ai pris simplement, pour représenter les forces P, 0, R, . . ., qu'il s'agissait de réduire à d'autres, les fonctions primes d'une môme fonction quelconque /(/>,ç, r, .. .) des rayons vecteurs y?, 7, /*, . . ., suivant lesquels ces forces sont dirigées : ce n'est qu'une manière de reconnaître tout d'un coup la direction de la résultante par la direction de la normale à la surface courbe qu'on aurait en posant l'équation
f{p,q, /•, ...) = consl.
Mais, comme on pourrait croire que celte hypotbèse a quelque chose qui restreint noire démonstration au cas de certaines forces, il est bon de remarquer qu'elle convient à des forces P, Q, U, ... données comme on voudra. Et, en effet, quelle que soit la fonction / que l'on ait choisie, comme on est le maître de placer les centres des forces partout où l'on veut sur leurs directions />, <7, /*» ...f on peut toujours donner à ces lignes des longueurs qui rendent
Au reste, il est évident que, si l'on propose des forces de grandeurs quelconques A, B, C, . . ., on peut toujours les regarder comme étant les fonctions primes de la fonction linéaire
A/?4-B<7 4-Cr-+-. ..,
prises relativement aux lignes/?, ç, /•, . . ., suivant lesquelles ces forces sont supposées dirigées. Ainsi notre hypothèse est toujours permise et notre démonstration a toute la généralité désirable.
7. On voit donc que, dans la Afécanique céleste, qui est uniquement fondée sûr le principe des vitesses virtuelles, les seules coordonnées qu'il soit permis d'employer doivent être de telle nature, que leurs différentielles représentent, sur ces coordonnées, les projections droites de la petite ligne que le point d'application des forces est supposé avoir décrite dans l'espace. C'est ce qui a lieu pour les coordonnées /?, ç, r, . . ., a:, j, 5 dont nous avons parlé, et encore pour celles qui consistent dans un rayon vecteur p, avec deux angles ou arcs de cercle 9, ^ perpendiculaires à ce rayon; etc. Mais il faut
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exclure toutes les coordonnées ^, tt, a, qui ne jouiraient pas de la même propriété. Ainsi il n*est pas exact de dire que, dans cette méthode analytique, rien n'oblige à se servir de coordonnées rectangles, plutôt que d* autres lignes ou quantités relatives aux lieux des corps^ etc. {^Mécanique analytique, 4* édition, p. 89); et Ton doit môme remarquer, à ce sujet, que le principe des vitesses virtuelles ne donne pas une méthode aussi générale qu'on paraît le croire.
El, par exemple, dans le cas de plusieurs forces P, Q, R, S, etc., en équilibre sur un point, le principe des vitesses virtuelles dit simplement que les forces, éianl projetées perpendiculairement sur une droite quelconque menée par ce point, doivent faire une somme nulle. Car, en nommant du la ligne quelconque qui marque le déplacement du point d'application dans Tespace, les lignes dp, dq, dr, ... ne sont autre chose que les projections droites de du sur les lignes p^ q^ r, . . ., qui marquent les directions des forces P, Q,
R, En nommant donc 1, i', i", ... les inclinaisons de ces forces sur la
ligne du, on a
dp =: du cos /, dq = du cos i', dr =: du cos i", . . . ,
et réquation des vitesses virtuelles
P dp -\-Qdq -^Hdr -{-. . .z=io
devient, en divisant tout par le facteur commun du,
P cos £4- Q cos/' -H Rcosr-4-. . .= o;
ce qui signifie que les forces, projetées à angle droit sur un axe quelconque, doivent faire une somme nulle dans le cas de Téquilibre. Mais le principe de la composition des forces dit, plus généralement, que, les forces étant projetées sur un axe quelconque par des lignes parallèles à un même plan incliné comme on voudra sur cet axe, la somme de toutes ces projections obliques doit être nulle. Ce n'est pas qu'on ne puisse aisément démontrer celle seconde proposition par la première, mais l'expression du second principe est évidemment plus générale que celle du principe des vitesses virtuelles.
De même, on peut remarquer que les équations de l'équilibre d'un système solide ne sont démontrées, dans la Mécanique analytique, que par rapport à irois axes rectangulaires entre eux; et pourtant, comme je l'ai fait voir dans ma Statique, des équations toutes semblables ont lieu par rapport à trois axes obliques quelconques. Le principe des vitesses virtuelles n'est donc pas.
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dans ce nouvel exemple, aussi général que le principe de la composition des forces, 11 n'est pas même aussi direcl; car, s'il mène aux trois premières équations en employant les coordonnées rectangles jt, j, 5, il ne peut plus donner les trois dernières équations que par un changement de ces coordonnées en d'autres d'une espèce différente, et dont le choix paraît arbitraire, ou ne semble fait que pour obtenir des équations d'équilibre que Ton connaissait d'avance.
Au reste, quoique Lagrange nous laisse entendre que, dans sa méthode, on |)eut employer toute espèce de coordonnées, pourvu qu'elles soient propres à déterminer les lieux des corps, il est fort remarquable que ce géomètre n'en ail jamais employé d'autres que celles qui conviennent réellement au principe (les vitesses virtuelles : du moins je n'en connais pas d'exemple, et je crois même qu'on n'en trouverait point dans ses écrits. Car si, pour la solution de (luelque problème, il avait essayé l'emploi de certaines coordonnées non permises dans sa méthode, il est très probable que, par l'erreur sensible de quelque résultat, il eût été averti du défaut de ses formules; et alors il n'aurait pas manqué de faire lui-même, à ce sujet, une remarque expresse, au moins dans la 2« édition de son bel Ouvrage.
8. Quoi qu'il en soit, tout aurait pu se corriger d'une manière très simple, et qu'il me paraît bon d'indiquer avant de terminer cette Note, parce qu'on y voit sur-le-champ ce qui cause l'erreur, et, de plus, ce qu'il faudrait faire pour l'éviter, sans exclure l'emploi de ces coordonnées qui y donnent lieu.
Et, en effet, quelle que soit la nature de ces coordonnées Ç, tt, a, . . ., dans lesquelles on veuille transformer les lignes ou rayons vecteurs p, g^ r^ ..., il est certain qu'on peut toujours, avec Lagrange, poser Téquation parfaitement exacte
où Z, n, 2, ... ont les valeurs exprimées par les équations du n^ 1.
Or, maintenant, j'observe que, dans le premier membre, les différentielles dp^ dçy d/\ . . . marquent bien les vitesses virtuelles du point d'application des forces suivant les lignes p, q, r, . . . , et qu'ainsi chaque terme P dp est le moment virtuel de la force P. Si, dans le second membre, les différentielles r/;, diZy d(7y . . . ont la même propriété, c'est-à-dire si chacune, e/Ç, marque la vitesse virtuelle du point suivant Ç, chaque terme Ed^ sera aussi le moment virtuel d'une force représentée par .E; et alors, de cette équation, qui présente deux sommes de moments virtuels, toujours égales de part et d'autre.
on peul très bien conclure que le système des forces Z, H, 2, ... est capable (le remplacer le système des forces proposées P, Q, R,
Mais si les différentielles d^, d-n, da, . . . n'ont pas la propriété dont il s'agit, chaque terme S^d^ ne sera pas le moment virtuel d'une force telle que S, et, d'après le principe même des vitesses virtuelles, on ne pourra pas conclure, comme ci-dessus, que l'ensemble des forces Z, II, i, . . . soit équivalent ù l'ensemble des forces proposées. C'est là précisément qu'on loiïiberait dans cette erreur singulière, de tirer d'un principe vrai et d'une équation exacte une conséquence fausse, parce qu'on aurait oublié d'observer cpie cette équation n'est pas actuellement sous une forme qui convienne à l'expression du principe. Et, en même temps, c'est là qu'on voit le moyen d'éviter cette erreur sans changer les coordonnées f , tt, cr, . . ., qui pourraient y donner lieu.
Car, si l'on voulait avoir les vraies forces S', II', 1', . . ., qui, dirigées suivant les coordonnées f , ;:, c, . . ., sont capables de remplacer les forces P, Q, I{, S, . . ., il faudrait commencer par mettre dans l'équation, au lieu des différentielles dz, du, d7, ..., leurs valeurs en fonction des vitesses virtuelles mêmes, que je désignerai, comme au n** 3, par 5;, ott, 6(j, ..., ensuite rassembler en un seul terme tous ceux qui seraient affectés de oi, de même en un seul tous les termes affectés de on, ...; et alors, notre même équation étant mise sous la forme nouvelle
P dp -\- Q dq -i-n dr -h . . .r=zE' di, -\~n' on -h 1' d(T -\- . . .,
on pourrait rigoureusement conclure que l'ensemble des forces S', II', 1' équivaut parfaitement à l'ensemble des forces P, Q, R, ..., puisque la somme des moments virtuels est toujours égale de part et d'autre.
9. Si l'on veut faire ce calcul pour le cas des coordonnées £, ?:, fj parallèles à trois axes obliques, on trouvera, en conservant les dénominations du n'* 3, les valeurs suivantes :
n' = n(i-fx') + :i(V~v)-f-a(^v-X) ^
I — X* — fJL* — V* -f- 2 XfXV
^,__ l{i — y») -+- EÇkix — y) H- n(Xv — fx) "^ I — X^ — fx* — y' -h 2 Xfxy
valeurs qui ne sont pas, comme on voit, les mêmes que celles de Z, II, 1, et qui n'y pourraient revenir que dans le cas des cosinus X, jui, y tous trois nuls.
c'est-à-dire dans le cas de trois axes rectangulaires entre eux; ce qui éclaire et confirme noire précédente analyse.
10. On voit aussi, par ces mêmes expressions, que les équations
S'=:o, n'=io, r==o
entraînent les suivantes :
et réciproquement. Si donc on ne demandait que les conditions de l'équilibre entre les forces P, Q, R, . . ., on pourrait, sans avoir d'erreur à craindre, se contenter de poser les trois équations
Mais si, les forces P, Q, R, ... n'étant point en équilibre entre elles, on demande de les réduire à d'autres dirigées suivant Ç, tu, a, il faudra nécessairement prendre pour les forces équivalentes, non pas £, II, 2, mai.s bien les valeurs de S', II', 1'.
El ce que je viens de dire s'applique sans difficulté à un système quelconque de puissances qui agissent sur différents points liés entre eux comme on voudra. Ainsi les équations de l'équilibre données par Lagrange (p. 4o de la 4' édition, art. 12 et suiv.) sont toujours bonnes; mais les formules données, à la fin de l'article 15, pour l'équivalence de deux systèmes de forces, ne sont exactes que dans le cas de certaines coordonnées.
Nous aurions encore plusieurs choses à dire sur ce point de doctrine; mais cette discussion est déjà longue, et nous pourrions d'ailleurs, s'il était nécessaire, y revenir dans une autre occasion.
NOTE IL
Sur la stabilité de l'équilibre; par M. Lfjeune-Dirichlet.
Si un système de points matériels est sollicité par des forces attractives ou répulsives qui ne dépendent que de la dislance, et qui sont dirigées vers des centres fixes ou qui proviennent des actions mutuelles entre deux masses, Taction et la réaction étant égales; si, en outre, les équations de condition qui lient les coordonnées des différents points ne contiennent pas le temps, réquation des forces vives aura lieu. Cette équation est
Le signe ^ s*étend à toutes les masses du système, chaque masse étant représentée par m et sa vitesse par v\ C est une constante arbitraire. La fonction des coordonnées ne dépend que de la natu-re des forces et peut s'exprimer par un nombre déterminé de variables indépendantes X, /i, v, ..., de sorte que réquation des forces vives s'écrira
La fonction 9 est liée d'une manière intime aux positions d'équilibre du système; car la condition qui exprime que, pour certaines valeurs déterminées de X, fjL, V, ..., le système est dans une position d'équilibre, coïncide avec celle qui exprime que, pour ces mêmes valeurs, la différentielle totale de 9 est nulle; de sorte qu'en général, pour chaque position d'équilibre, la fonction sera un maximum ou un minimum. Si le maximum a lieu réellement, l'équilibre est stable, c'est-à-dire que, si l'on déplace infiniment peu les points du système de leurs positions d'équilibre, et qu'on donne à chacun une petite vitesse initiale, dans tout le cours du mouvement les déplacements des différents points du système, par rapport à la position d'équilibre, resteront toujours compris entre certaines limites déterminées et très petites.
Ce théorème est un des plus importants de la Mécanique. Il est la base de la théorie des petites oscillations, qui conduit à tant d'applications intéressantes relatives à la Physique. On doit donc s'étonner qu'on n'en ait donné jusqu'ici qu'une démonstration peu rigoureuse et insuffisante.
^etaVcesan^--^,Concùoo^.;;,„,e
àévaùon vvès ^„e ^* \„eove q^e 9 ^ '
--^-"^ soPPOsUVon dei^ ^^^^,,ero.s
NOTE III
Sur réquilihre d'une ligne élastique.
Les formules données par Lagrange (p. 162) supposent que la force d'élaslicité s*exerce» en chaque point, dans le plan osculateur de la ligne en équilibre dont elle tend à rétablir le rayon de courbure primitif; mais une pareille hypothèse est loin de représenter les phénomènes, et M. Binet a remarqué qu'à la force d'élasticité considérée par Lagrange il est essentiel d'en adjoindre une autre dont Teffet est de s'opposer aux variations de la seconde courbure. La complication des formules qui expriment cette seconde courbure nous empêche de conserver, en développant les conséquences de cette remarque, la notation et la marche suivre par Lagrange. Nous nous bornerons à former directement les équations de l'équilibre en imitant la méthode exposée par Poisson dans un Article de la Correspondance sur l'École Polytechnique (t. lli, p. 355).
Considérons une ligne élastique en équilibre AMB, dont tous les points soient sollicités par des forces données. Si nous supposons que la partie MB comprise entre un point quelconque M et l'extrémité B devienne inflexible et fixe, et que l'autre partie MA devienne seulement inflexible en conservant la liberté de tourner autour du point M, l'équilibre ne sera pas détruit, et, par conséquent, la force d'élasticité développée en M doit détruire le couple auquel équivalent, à cause de la flxité du point M, les forces agissant sur la portion MA de la courbe. Or nous admettrons que la force d'élasticité peut produire deux couples, l'un, auquel Lagrange a eu égard, agissant dans le plan osculateur et tendant à restituer à la courbure sa valeur primitive; l'autre, ayant pour axe la tangente à la courbe élastique, et tendant à détruire la torsion, en restituant à la seconde courbure sa valeur primitive. Nommons ces deux couples 0 et E. Nous allons prouver d'abord que 9 est constant, quelles que soient les formes données et la forme primitive de la courbe.
Pour déterminer, en efl'et, les deux couples 0 etE, il faut réduire les forces qui agissent sur la portion MA de la courbe à une force F, passant par le point M, et à un couple G. Ce couple G doit être équivalent aux deux couples — (> et — E ayant respectivement pour axes la tangente à la courbe proposée et une perpendiculaire à son plan osculateur. Si nous recommençons les
mêmes décompositions» en substituant au point M un point infiniment voisin M', la force F et le couple G varieront, d'une part, à cause du changement dans le point d'application de la force, et, en outre, par l'influence de forces nouvelles agissant sur l'arc MM'. Remarquons d*abord que ces dernières forces ne peuvent exercer aucune influence sur la valeur du couple 0, car leur point d'application est à une distance inflniment petite du second ordre de la tangente au point M', qui est Taxe de ce couple. Il suffit donc d'avoir égard au changement de position du point Cixe, et ce changement a évidemment pour effet d'adjoindre au couple G un second] couple produit par la force F et par une force égale et contraire appliquée en M'. Or la force F a, comme celles qui sont appliquées à l'arc MM', son point d'application situé à une dislance infiniment petite du second ordre de la tangente en M'; en sorte qu'elle ne modifie que d'une quantité de cet ordre le couple cherché, dont cette tangente est l'axe. D'après ces remarques, on peut calculer la valeur 9' du couple de torsion qui correspond au point M', comme si le couple G ne changeait ni de grandeur ni de direction; il faut seulement le décomposer maintenant en deux autres, dont l'un soit perpendiculaire à la tangente en M'. Pour calculer ce couple composant, qui représente le moment de torsion cherché, substituons au couple G les deux couples — 0 et — E, qui lui sont équivalents. Chacun de ces couples devra être multiplié par le cosinus de l'angle formé par son axe avec celui du couple 0', qui n'est autre que la tangente de la courbe considérée au point M'. Les axes des couples 0 et 9' forment un angle infiniment petit dont le cosinus est égal à l'unité, si nous négligeons, comme plus haut, les infiniment petits du second ordre; quant à Taxe du couple — E, l'angle qu'il forme avec la tangente en M' est droit, si l'on néglige encore les infiniment petits du second ordre, car le plan osculateur en M est parallèle à la tangente en M'; le cosinus de cet angle peut donc être considéré comme nul, et Ton a, en négligeant les infiniment petits du second ordre,
d'où l'on conclut que le moment de torsion est rigoureusement constant tout le long de la courbe élastique.
D'après cette remarque, on formera les équations d'équilibre en écrivant que les forces appliquées à une portion quelconque MA de la courbe, supposée rigide, sont détruites par la fixité du point M, et par deux couples — 0 et — E, ayant respectivement pour axes la tangente à la courbe et l'axe du plan osculateur; 9 étant constant, et E proportionnel à la différence entre la courbure actuelle en M et la courbure primitive au même point.
Nous considérerons en particulier le cas où, la courbe étant primitivement droite, la seule force appliquée agit sur son extrémité A, Fextrémité B étant fixe. En supposant que l'on fixe un point M dont les coordonnées sont a?, ^, ^, les moments des forces données par rapport à ce point auront leurs composantes de la forme
cy —bz -ha,,
az — ex -h ^,,
bx — ay H- Cj,
ciy by c, «1, ^1, Cj étant des constantes qui dépendent de la direction de la force et de la position de son point d'application. En égalant ces moments aux couples d'élasticité décomposés perpendiculairement aux trois mêmes axes, nous aurons les équations
dy d}z — dzd'Y ^ dx
dzd-x — dxd*z ^dv p ^, = 5_+«,_cx + fr..
dxd-y — dvd^x ^dz , p -dT = ^d-s +bx-ay+c„
qui ne différent de celles de Lagrangc (p. i68) que par la notation et par l'introduction des termes en 0.
Après avoir obtenu ces équations, Lagrange ajoute : Leur intégration est peut-être impossible en général. Nous allons montrer qu'elle est, au contraire, toujours possible, et nous suivrons, pour cela, la marche indiquée par M. Binet (*) et simplifiée, peu de temps après, par Wanlzell.
Si l'on prend pour axe des z la direction même de la force donnée, les formules précédentes deviennent, comme on le voit facilement, de la forme
dy d^z — dzd^y - dx
ds^ ds
. dzd-x — dxd-z ^dy
dx d^y — dyd}x ^dz
^ ds^ ds
g étant une constante.
(*) Voir les Comptes rendus de l'Acadcmie des Sciences pour i844> pages iii5 et 1197.
on aura ensuite
dz z=z f cos(^ ds^
/COSCk),
/•sinw,
0 ds
de sorte que x,j, z pourront, par des quadratures, s'exprimer en fonction de
Tangle 9.
{Noie de M. /. Bertrand, )
NOTE IV
Sur la figure d'une masse fluide anirnée d*un mous^ement de rotation,
Reprenons les équations
rnM- f __ A^ ml " "" B«'
mN-f A»
^ inL C
qui ont été obtenues par Lagrange, à la page 219; on s'aperçoit, tout d*abord, que le raisonnement qu'il emploie n'établit pas avec rigueur l'égalité des axes B et C. M et N ne différant, en effet, que par le changement des lettres B et C l'une dans l'autre, on voit bien que l'hypothèse B=iC réduit les deux équations à une seule, mais il n'est pas évident que cette hypothèse soit nécessaire pour que les équations puissent avoir lieu en même temps. Nous allons montrer, en effet, qu'il existe des formes ellipsoïdales à axes inégaux pour lesquelles l'équilibre est possible.
Les expressions que Lagrange désigne par L, M, N sont développées dans la Mécanique céleste de Laplace et se trouvent aujourd'hui dans la plupart des
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Traités de Mécanique. On a (*)
3fjL /* x^ dx
ôix r x^ dx
,, 3 iLt /* x^ dx M =
~ ^-^ Jo (' -. _ 3|JL /* x^ dx
dans ces formules, fx désigne la masse de l'ellipsoïde, et Ton a posé
Cela posé, si Ton élimine / entre les équations (i) et (2), on obtient la relation
ou, d'après les expressions de L, M et N écrites plus haut,
(4) a._v')r(.+x')(i+x")jr'^^-jr'?'j^j=o,
égalité à laquelle on peut satisfaire de deux manières :
I*» En posant X' = X, ce qui donne un ellipsoïde de révolution et s'accorde avec rindication de Maclaurin rapportée par Lagrange;
2° En posant
(5) (.^x.)(.-HV.)jr'^=jr'^;
cette équation fournira X en fonction de X' et conduit à Tellipsoïde à axes inégaux signalé par M. Jacobi.
On peut d'ailleurs démontrer que, pour chaque valeur de X, l'équation (5) fournira une valeur correspondante de X'.
Si, en eiTet, on la met sous la forme
* x'{i — ^«) (I — m'^'x^^dx ___
on voit que, en attribuant à X une valeur déterminée, le premier membre est
( « ) Mécanique céleste , t. II, p. 11.
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positif lorsque V est nul, cl négatif si V est très grand; il s'annule donc,
nécessairement, pour une certaine valeur positive de X'.
On peut consulter, pour plus de détails, la Note insérée par M. Liouville
dans le tome XIV du Journal de l'École Polytechnique {WllV Cahier), ^ous
indiquerons aussi un article inséré par M. Liouville au tome IV de son
Journal, et qui contient quelques remarques intéressantes relatives à Téqua-
tion (6). Cet article est intitulé : Observations sur un Mémoire de M. Vvory,
La question a enfin été traitée par un géomètre allemand, M. Meyer, de
Kœnigsberg. M. Meyer s'est demandé (') si, pour une vitesse de rotation
donnée, plusieurs formes ellipsoïdales à trois axes inégaux peuvent assurer
réquilibre, et il parvient à démontrer qu'il n'en peut exister qu'une seule.
M. Meyer démontre en même temps qu'à une vitesse de rotation donnée
correspondent, en général, deux formes ellipsoïdales de révolution; c'est ce
que l'on peut voir, du reste, dans la Mécanique céleste de Laplace, tome II,
page 56.
( ^ote de AI. J, Bertrand,)
NOTE V
Sur une équation signalée par Lagrange comme impossible.
Lagrange a été conduit, page 298, à regarder comme impossible l'équation
g(^j4-j«)Dm xS(^*-+-5')Dmx|§(7*4-^=)Dm (i) I =|§(^2 4-7«)Dm X (§ar7Dm)*-+-|§(^--f-4;*)Dmx(|§^5Dm)*
H-^(j»^_5ï)Dm X ( §75 Dm )« 4- 2 §^7 Dm x |§:c5Dm -t-j^^^Dm;
mais il ne s'est pas arrêté à démontrer cette impossibilité, qu'un premier aperçu lui faisait regarder comme difficile à établir. Le but de cette Note est de remplir cette lacune qui, du reste, a été déjà l'objet d'un travail de M. Binet. Posons
a = j^:r«Dm, 6 = §7*Dm, c = §5« Dm,
i/^ij^xjDm, c=j^a:5Dm, /=:j^7;;Dm;
( » ) Journal de Crellcy t. 24.
il faut prouver que l'égalité
(2) (a-^ b){a-hc){b-\-c)=:d*(a-h b)-{-e^{a-hc) -{-f*{b -\-c) -\'idef
ne peut avoir Heu dans aucun cas. Pour le faire voir, nous allons montrer que, en faisant passer tous les termes dans le premier membre, le- résultat est essentiellement positif.
Or on obtient ainsi, pour premier membre,
a abc 4- ^* c -H ac* 4- bc^ -h ca} h- bà} -h «6*
— {b-\-c)P— (rt4-c)e*— {a-{-b)d^—idefy
ce que Ton peut écrire de la manière suivante :
(3) Or on a
i{abc — def) 4- {ab — d*){a -h b)
ac — e») (a 4- c) 4- (^c — /*) (6 4- c
ab — d^=^x^\)m X §y«Dm — (§:c/Dm)*, rtc —e* = § j?*Dm X j^5* Dm — (§^5 Dm)',
et il est très facile de voir que ces trois différences sont positives; de plus,
des inégalités
/ ab>d^,
(4) ac>e\
( bc >/*,
on déduira
et, par suite,
abc > de/;
et Ton voit alors que tous les termes de Texpression (3) sont essentiellement positifs, et que, par conséquent, cette expression ne peut jamais s*annuler.
Nous avons admis les inégalités (4) comme évidentes. Si Ton suppose, en effet, que le nombre des points du système ait une valeur finie quelconque /i, la première de ces inégalités, qui ne diffère des deux autres que par des changements de lettres, devient
(m^a:\ 4- m, j:* 4-. . . 4- w^^xj) (m, y] 4- m,/» -h . . . 4- m^,/* ) > ('^ïi'^^i Ji -H ... 4- mnXn)\y ;
or elle peut s'écrire
el, sous celle forme, elle devient complèlement évidenle. Le seul cas d'exception sérail celui où lous les éléments de la somme seraient nuls. Cette condilion ne pourrail être remplie pour les trois inégalités (4) à la fois que si tous les points du système se trouvaient sur une môme ligne droite passant
par Torigine.
(^Note de M. J, Bertrand. ^
NOTE YI.
Sur les équations différentielles des problèmes de Mécanique, et la forme
que Von peut donner à leurs intégrales.
Dans la Section IV de la seconde Partie, Lagrange fait connaîlre la forme très remarquable que prennent les équations de la Dynamique, lorsque Ton substitue aux coordonnées des divers points un système quelconque de variables. Nous allons revenir, dans celle Note, sur la formation de ces équations. Nous indiquerons ensuite une transformation très heureuse que leur a fait subir M. Hamilton, et dont on peut déduire plusieurs propriétés de leurs intégrales qui conviennent à tous les problèmes auxquels s'applique la transformation de M. Hamilton.
Soient Xj, 7,, -,, x„ j„ c„ . . ., x^,, j„, z^ les 3/i coordonnées des points d'un système; IIiizio, n,=:o, ..., n3;,_^. = o, 3/i — Â- équations de liaisons qui déOnissent le système. Dans ces équations, les 3/i coordonnées peuvent figurer d'une manière quelconque avec le temps t\ désignons par ^t» Çi» • • -f qk k variables nouvelles, telles que l'on puisse exprimer les 3/i cooixlonnées x^, 7,, 5,, . . ., Xny 7rt, z^ en fonction de ces variables et du temps t, les formules qui expriment les coordonnées étant telles, bien entendu, que les équations n, = o, n,i=o, ..., Hm-k^^o deviennent identiques lorsqu'on y substitue aux diverses coordonnées leur expression en fonction des variables nouvelles.
Les équations du mouvemenl ont, comme on sait, pour type général
„, ^-i — 7 .1.1 ^°» _i.l ^"«^ ^\ àWzn-k
la lettre i désignant un nombre entier quelconque au plus égal à /^, m, la masse du point dont les coordonnées sont j;,, v,, 5,, et X^, Y,, Z, les composantes de la force qui sollicite ce point. Multiplions les équations (i), respectivement, par -r— ^> > ' T~^* ^^ ajou-
tons-Ies à toutes les équations analogues que Ton obtiendrait en attribuant à i les n valeurs dont il est susceptible; il viendra
dxi d}Xi dyi ci^Vt dzi (Pzi
^ '\dq,n cil* àf/,n dl* ôq„, dt^
Ofjni àtlni Oq„
les facteurs Xi, X,, . . ., >.3/,-a disparaissent dans l'addition à cause de la relation
^\dx^ ùqm. ày^ ôq,n dz^ dqm) '
qui résulte de ce que la fonction lia (^ désignant un indice quelconque au plus égal à 3w— A) s*annule identiquement lorsque x,, u^j, ..., x,,^ 7,, Jî> •••> y m ^i> ^ï> •••> ^/i sont remplacés par leurs valeurs en Yi, <y„ ..., 7a et t.
Le second membre de Téquation (2) doit être regardé comme une fonction connue des variables ^i, q^, . . ., 7>fr et /; car X|, Y/, Z|-, j?/, j/, 5/ sont donnes par renoncé du problème en fonction de ces k -\- i variables. Il n'y a donc pas lieu de transformer ce second membre, et nous le désignerons par une lettre 0;„.
Pour transformer le premier membre, écrivons-le de la manière suivante :
ôqni dt âq,n dt dqm dt
en désignant par xj, ji, z'i les composantes de la vitesse du point dont les
coordonnées sont xi^ j/, 5/. On a identiquement
/ dxi dx'i
àj'i dy'i _^ dzjt^ d^\
^qm àc )
^ \àqm dt ' ôqm dt ' ôq d ^ ( , ôxt , ÔYi , dzi \
—^niAxi
, d dXi dt dq,n
, d ôzi ^''dtd^^
^, d^ âzj \ ^'dt dq„,J
^h y h ^i sont donnés, par hypothèse, en fonction de ^i, 7,, . . ., qk et t; en différentiant les formules qui les expriment, on aura
XiZ=z -~
âxi dt
âxi , ôxi ,
dq
ôq^
ôt dzi
àqx
dzi dt ' âqi
àxi ,
ÔZi
ôqt
dqk
âZj
dqk
Ça
d'où l'on conclut
dxi dx) dyi dy'i
dzi
dz'i ,
àq,n dq,,,' dq,n dq'J
dq,n
dq\„ '
on a, d'ailleurs.
d dxi d^Xi ^ d^xi ^, d^Xi dt dq,n dq,ndt dqidq,n^ dqtdq„.
1 d^Xi dqk dqm
ce qui équivaut évidemment, d'après la valeur de x'i fournie par l'équation (6), a
dq
• On obtiendrait de môme
d dy^ __ dyj_ dt dq,n dqm
d dz{ dz'f
dt dq,n ~~ dq,n
Si nous avons égard à ces relations et si, de plus, nous posons
T^L^mi{x',^-^y,'-^z\%
réquation (4) deviendra
d_ dT dT _
dt dq',,, dq,n ~~
On obtiendra k équalions de même forme en altribuant successivement à
rindice m chacune des valeurs 1,2, . . ., Ar, et l'on formera ainsi les k équations différentielles suivantes :
^ ^T iïï _ ^ dt ô(j\ dq, ~ ^*'
dt dfj\ dqt "" ^*' • >
qui sont précisément les équations de Lagrange. Dans ces équations, les inconnues sont Çi, ^„ . . ., q^f et leurs dérivées q\, 7',, . . ., 7'^; Q,, Qj, . . ,, Qa sont des fonctions données de ces inconnues; il en est de même de T, car j?/, 7/, Zi étant donnés, par hypothèse, on peut former, par la différentiation, ^'h y'h -i- Il est important de remarquer que, d'après les règles de la différentiation, j?;, jl, 5/ seront des fonctions linéaires de 7'i,7j, ..., 7'*» et que, par suite, T sera une fonction algébrique entière et de degré 2 de ces diverses dérivées. Si les expressions de a:/, j„ Zi ne contiennent pas explicitement la lettre t, et cela aura lieu toutes les fois que les liaisons seront indépendantes du temps, on voit facilement que o?^-, j/, z'^ seront des fonctions homogènes du premier degré, et, par suite, T une fonction homogène de degré 2 par rapport aux variables q\,q't9 • • •» q'k» Celte remarque a une grande importance.
Nous supposerons, dans les considérations qui vont suivre, un système dont les liaisons sont indépendantes du temps, sollicité par des forces ayant pour composantes les dérivées partielles d'une même fonction. Nous admettrons, en un mot, que le principe des forces vives soit applicable au problème dont nous nous occupons.
Reprenons les équations différentielles du mouvement
dt ôq\ ôq, ~" ^*'
(I) {dt dq\ dq.
d ÔT ôT ^
\ dt dq'k ôqk
ces équations sont du second ordre, mais on peut les ramener au premier ordre en considérant </'j, 7'j, ..., 7'^. comme k inconnues nouvelles déûnies par les équations
et nous aurons, de cette manière, un système de 2 k équations du premier ordre.
Poisson a eu l'idée de transformer le système des équations (1) et (2) en
substituant aux inconnues r/\, q' ..., q',. les inconnues nouvelles ^-r»
-z-ry " '7 -z-ry qui OU sont dcs fonctions linéaires; mais il n*a pas développé J7, âq,:.
complètement son calcul de transformation, et M. Ilamilton a donné, le premier, les équations très simples auxquelles ces variables nouvelles vont nous conduire.
Posons
dT _ dT _ dT _
les équations (i) deviendront
cit ôq, ~ ^*' dt ôq, " ^" • • • ' dt dqk ~ ^*'
mais la substitution des variables Pu p^^ . . ., pk à <i\y q'ty • • •» Qk exige que les seconds termes de ces équations soient transformés. Il est clair, en effet, que T étant exprimé en fonction de q^ ^j» • . •> Qki ç't» ^1» • • •» ^*» P^^s en fonction de 7, 729 • • •« Qk% Pu Pu • • •> Pkj n'aura pas, sous les deux formes, la môme dérivée par rapport à q,n' T étant une fonction bomogène de degré 2 des variables ^',, ç',, . . ., q'k^ on
a, identiquement,
rr . dT . dT . dl
2 i z= q. 3-7- -h 7- -7- r -\-. . .-h qk "ï—r >
ce que l'on peut écrire
• ^^'dq" ^ ^t ^ - -h . . . -h qk ^^-T — q^pi-h q^p^-\- . . .-h qkPk—T.
Prenons la variation des deux membres en faisant varier toutes les variables
à la fois; il vienl
^ . ^ , * > ^ àT . dT . ÔT ^
(Nous supprimons, dans le second membre, les termes />,„ â</',„ et — -^-r- Sq'
dq
dp. ^"
dp, ''"
• ' dq, - '""
dH dT
dqi dq. '
dq, dq.
dl lïl
dqk dqk
qui se détruisent.)
Or, en considérant T comme fonction de /?i, /?,, . . ., /?a, q\i qu • • •» 7a» on conclut évidemment de Téquation (4)
Les équations (6) donnent aux équations du mouvement la forme
et, si on leur adjoint les relations (5),
ôpi dt ' àpi dt ^ ' ()/?x- ^^
on aura 2k équations différentielles du premier ordre entre les inconnues ^i, Pi^ • • » Pky 7n 7î» . • •» 7*. Pour simplifier ces équations, rappelons-nous que X,, Y|, Z/, composantes de la force qui sollicite le point jt,-, yi, Zi, sont, par hypothèse, les dérivées partielles d'une même fonction U, et que Ton a
ôU ^ _à{] r, d\}
ôxi âfi âzi
donc, en se reportant à la délinition de la fonction Q,„,
^^ Oqm Oqnt Ôq,n
on en conclut
àq,n
Si Ton remet dans les équations (A), à la place de Q,, 0„ . . ., Q^, les valeurs
fournies par cette formule, et que Ton pose, de plus, tf — T=: II, ces équa-
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lions deviennent
dp^ _ dB. dp^ _ <?H dpt _ dH .
(it df/i dt dqi de dqk^
si l'on remarque, en outre, que, U ne contenant pas /?,, /?«, ..., /?)t» on a
-7— = r-> ÏGS équations (B) pourront s'écrire
ôpi ôpi ' '•
Les systèmes (C) et (D) donnent, sous la forme la plus simple, les équations d'un problème de Mécanique auquel s'applique le principe des forces vives. On voit que deux problèmes de ce genre ne diffèrent l'un de l'autre que par le nombre des variables et la forme de la fonction H.
Quoique l'on soit loin de savoir intégrer, en général, les équations (C) et (D) du paragraphe précédent, leur forme permet, néanmoins, d'établir plusieurs ihéorèmes fort importants, qui s'appliquent à toutes les questions représentées par ces éciuations.
Nous commencerons par établir le théorème suivant, qui est dû à Hamilton :
Théorème. — I^es intégrales d'un problème de Mécanique auquel s* applique le principe des forces vives peuvent toutes s'exprimer en égalant à des constantes les dérivées partielles d'une même fonction prises par rapport à d'autres constantes.
Reprenons les équations différentielles d'un problème de Mécanique auquel s'applique le principe des forces vives:
dPl.__^àn dp^_ ^ ^_ àj^
dt ' dqi* dt ôqt dt dq^
dq, ô\\ dq^ dVL dqk Ô^
dt ôpx dt ôpi dt dpk
Supposons que, ces équations ayant été intégrées, />i,/>j, . . ., pa, 7i> ^1» •••> 7* soient connus en fonction de t et de 2 A- constantes arbitraires. Si nous remet-
ions ces valeurs dans la fonction H, nous aurons, en cUfTcrentiant le résultat par rapport à Tune des constantes a,
Ooc ôpi doc
du ôpjr dH dq, ù\\^dq^ d\\ àgu
àpk àoL Of/i à a àq^ à en " ' * âqu àx
c'est-à-dire, en ayant égard aux équations (i), qui sont, par hypothèse, satisfaites.
àU __ r///| âpi dq^ ôpt
dqk àpk . dpy^ ôq^ dp^ ôq^
ôx
dt ÔOL dt doL
dl ÔOL dt doL dt dot.
dpk d<U dt ()x
ce que l'on peut écrire de la manière suivante :
ÔW
âqx , ^ ()qi
(3) -ÂZ=:rAPMh-^Pi-:/z-^-"'^P^
àx dt V âx
ôx
àqk^ âx
) Ox
Px
d'h , .. dq
dt
Pt
dt
P'-dT
Mais, la fonction T étant homogène, de degré 2, par rapport à q\^ q\, ..., q'k, on a
Or cette expression ne diffère pas de celle dont la dérivée, par rapport à a, figure dans le second mcmhre de l'équation (3), en sorte que celte équation devient
d\l d f ôq, dq^ dqk\ ÔJ
^''-^l-'âi'
jâ -d'tV'~dt^^'ôx
ôx
ou encore
dx
ou, en inlégranl les deux membres par rapport à l.
da
I (H-h2T)dtzi:
''' ÔX ^'''ÔX
Pk
ôqk
ôx ) t àqk
ôqx Ôqi
les indices o et ^ placés au-dessous des parenthèses indiquant qu'il faut y supposer le temps égal à zéro ou à t.
L'intégrale / (H h- 2 T)^^ est une fonction de ^et des 2 A constantes arbi-
traîres; désignons-la par S, Téquation précédente deviendra
si nous la multiplions par dx, pour l'ajouter ensuite à toutes les équations analogues que Ton obtiendrait en remplaçant la constante a, successivement* par toutes celles qui Ogurent dans les intégrales du problème, on aura
^ I —(Pi )o (^<7i )o— (/>i)o ('î<7i)o — . . . — (Pk)o{oçk)of
en désignant par le signe ô la variation totale d'une fonction des diverses constantes, lorsque celles-ci varient toutes à la fois.
Remarquons, actuellement, que S, étant une fonction de t et des 2 k constantes arbitraires, peut s'exprimer en fonction de t et de^,, ^„ . . ., Çk^ (^i)o* (Vj)o? " '9 (7k)o' On a admis, en effet, que 71, 7j, . . ., q^ sont des fonctions de t et de 2k constantes; si, dans les k équations qui les déterminent, on fait / = o, on obtiendra A: équations nouvelles, dans lesquelles (71)0 (7î)o» •••» (Çk)o remplaceront 71, ^j, . . .,7a, cl qui, jointes aux précédentes, permettent d'exprimer les 2 A* constantes en fonction de t et de 71, 7,, ..., qky (71)0»
Si nous supposons que le calcul indiqué soit effectué, l'équation (7) fournira la variation de S, lorsque toutes les variables dont cette fonction dépend, h Texception de i seulement, reçoivent des accroissements infiniment petits. On en conclut, d'après les principes du Calcul différentiel.
=^— (/^i)o» TTTT' —~ \Pif09 •••» A. . V — — \Pkhi
et ces équations ayant lieu entre pu Pt^ . . . , />a> 7i> qu . • • » qkf le temps / et les 2 A constantes (/>,)o, (/?i)o» ...» (Pk)oy (7i)o, (vOo» •••> (7a )o» elles sont, évidemment, les intégrales complètes du problème. On peut remarquer que les équations qui composent la deuxième ligne du groupe (8) forment un système à part, dans lequel ne figurent pas/?i, /?î, . . ., /?a» et permettent, par conséquent, de calculer les inconnues 71, 7,, . . ., 7a en fonction du temps et de toutes les valeurs initiales (7,)o, (7,)o, . . ., (7^)0, (/^i)o, (Pi)o, • • •» (Pk)o'
D'après la manière dont la fonction S s*esl introduite au paragraphe précédent, il semble que, pour la connaître, il soit nécessaire d'avoir préalablement résolu le problème dont on s'occupe. Mais nous allons montrer que celle fonction satisfait à une équation dinerenlielle partielle du premier ordre, dont toute intégrale complète peut la remplacer dans la formation des équations intégrales du problème de Mécanique.
Nous avons posé
en se reportant au paragraphe 11, on a
IlmU-T;
donc
Différenlions les deux membres par rapport à /, et remarquons que S contient /, explicitement, et aussi h cause de Çu ^/j» • . •» 7a, q"i en dépendent; nous aurons
' ôl 0(lx dt ôqi dt ôtjk dt
M^ dfjt dn^ d(Jie , - . 1. ^ . , .
7/ "^/ ***' iT ^^"^ fonctions Imeaires de /?i, /^j, ..., /?a, c esl-
à-dire (§ 111) de -r — > -r— > • • • > -^ — > de sorte que, par la substitution de ces
'valeurs, Tcquation (2) deviendra une équation différentielle partielle du second degré par rapport aux dérivées de S. Pour former celte équation, il faudrait transformer, comme nous l'avons indiqué, la somme
qui figure dans le second membre; or le résultat de ce calcul sera évidemment le même si Ton substitue à cette somme l'expression
Pi 7'i H- /^ï 7'i -*"••• -+- Pkq'ky
qui n'en diffère que par le changement de -r^j -j — > • • • > 3 — en />!,/>„ . . .,
0(/x 0(]t oqk
/>x, changcmenl dont l'effet sera détruit par le changement inverse que Ton doil faire à la fin du calcul. Or, la fonction T étant homogène du second degré par rapport à y',, y',, . . ., q\y on a, identiquement,
en sorte que l'équation (2), à laquelle satisfait la fonction S, peut s'écrire symholiquemeni
U-f-T=^^+2T, ot
c'est-à-dire
les parenthèses qui entourent T indiquant que cette fonction doit être exprimée en fonction de pxy Pu •••» Pk^ et que ces variables seront ensuite
remplacées par -^ — > - — » •••> -r —
L'équation (3) admettra une infinité de solutions contenant chacune /constantes arbitraires, cl que Lagrange nomme les intégrales complètes. L'une de ces intégrales sera la fonction S que nous avons définie dans le paragraphe précédent; mais nous allons montrer que toute autre intégrale complète peut remplacer celle-là et fournir la solution du problème de Mécanique dont on s'occupe.
Soit, en effet,
(4) S=i F(^7i,7j, . . .,7*, «i,^i, . . -yOk)
une telle intégrale, satisfaisant identiquement à Téquation (3) et contenant k constantes arbitraires; si l'on pose
je dis que l'on aura la solution complète du problème proposé, et que ces équations (5) fourniront les valeurs de 7,, 72, ..., qk en fonction de / et de 2 A constantes arbitraires. Pour le démontrer, rappelons-nous que les
équations différentielles du mouvement sont
([Pl_ àU_ dp^_ âU dpk _ OU
dt dq% dt dqx dl dOk
dq, _ d^ dq^ _ d\\ dqk _ (>H
dt ôpi dt ôpt dt dpk
dans lesquelles H désigne la différence U — T. U ne contenant pas ^i, />î, . . . , Pkj on a
dpx ~~ dpi '
en sorte que la seconde ligne des équations (6) peut s'écrire
dqj__âT^ dq^_dT^ dqk _ âT
^"^ dt ~ dp," dt " dpi' '"' dt ~~ ôpk'
Nous commencerons par montrer que ces équations (7) peuvent se déduire du système des équations (5).
En différentiant ces équations (5) par rapport à t, nous aurons
à laquelle il faudra adjoindre A — i équations que Ton formera en changeant dans celle-ci a, en «„ a^, . . ., aj^.. Le système des k équations ainsi obtenues donnera les valeurs de 7',, </'j, . . ., q\., qui résultent des relations (5).
Or, en différentiant par rapport à a^ Téqualion (3), à laquelle S satisfait identiquement, il vient
-^ — - désignant ici la dérivée par rapport à a^ de Texpression dans laquelle
se transforme T, lorsque Ton y remplace /?i, pi, ...,7?*^ par -t — > -y^, •••>
-5 — On a évidemment, d'après cela, oqk
Ja, (i/y, âqiôai âpt àqtôdi dpk dqkôa^'
et, dans le second membre de cette équation, il faudra encore transformer
<ïï dT dJ , . (>S ()S dis
3— > -T—j •• • ) 3 — > en y remplaçant />|, />î, . . ., p^ par 3—, -r— » • • •> -: —
dpx âpt dpk " ^ ' '^'^ ^'* ' ^ ' âqi âqt Ôqk
Pour indiquer celle iransformalion, nous placerons ces quanlilés entre des parenlhèscs. L'équation (9) deviendra alors
àqk da^
à laquelle on pourra joindre A* — i équalions que Ton formerait en changeanl dans celle-ci «, en «j, «3, . . ., aji. Or, si Ton compare le syslème des équalions ainsi obtenues avec celui dont Téqualion (8) est le type, on en conclul que ce dernier sera salisfail par les valeurs suivantes des inconnues q\, <7j, • • • » 7^ *
Or, on a démonlré [§ II, équalion (5)] les relalîons en sorle que les formules précédentes peuvent s'écrire
(i3) q\^{,j\), q't — iq't), ..., qic — Wk)^
(7i)> (7'i)» • • •> (7a) désignant ce que deviennent les expressions 7',, </',, . . ., «y'x-, lorsque, après les avoir exprimées en fonction de /?,, /?,, . . ., /?^, on rem-
place ces dernières variables par -r^> -^j — , • • • > -r-^- Supposons maintenanl
àqx Oqt àqk
qu'en faisant subir celle transformalion aux seconds membres des équalions (12) on exprime en même temps, et par les formules mômes dont on aura à faire usage, les premiers membres en fonction de />i, />„ ..., p^; on formera un système d'équations dont les deux membres ne différeront
que par le changement de pi^ /?„ . . ., pk en -z — , y—, ••-, -= — , et dont on
déduira, par conséquent,
('4) /^i=xr^ /^«=T~' •••' /^A' =
àqr "^^^dq, '^'^ dq.
Si nous revenons actuellement aux équations (12), on peut les écrire
(iD) q,^=z- — , 72^=3 — ' •••> 7a-=j; — >
'^ dpx ^* dpt ^^ àpk
en supprimant les parenlbèses qui n'ont plus d'autre objet que d'indiquer la
substitution de -z—y t— ? • • • ^ -^ — '^ des quantités qui leur sont égales en
àçi dqt àçk
vertu des équalions (i4). Les formules (i5) forment une moitié des équations différentielles du mouvement, qui sont, par conséquent, satisfaites.
Les équations qui, jointes au système (i5), représentent les conditions complètes du problème sont les suivantes :
^ ' dt dq\ dt àq% ' dt dqk
Pour montrer qu'elles sont également satisfaites, différentions par rapport à / les équations (i4); les résultats obtenus seront de la forme
ou, en remplaçant ^,, ^j, - - *, Çk P»r leurs valeurs -^ — > -r — > • • • > -^ — > dp^ __ â^S d^ dj^ _â^âT^ d^S dT
^ ^ dt '~' âf/i ôt dq\ ôpi dqx ôqt àpt " ' dqx dqk dpk
Différentions actuellement par rapport à q^ Féquation (i9) U = ^-h(T);
dt
il viendra
. ,dqt dtdqx dq
~dtdqi \dqj \dpjdq] \dpj dq^dqi "* \dpk)dqkdqx
OU, en remplaçant ( -r— h f y— j> • • • par leurs valeurs 7',, ^',, . . ., q'k. En comparant les équations (17) et (21), on conclut
~" à^\ \àqi)
dpx _ d\] dt
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Or on peut, en vertu des relations (i4), enlever les parenthèses qui entourent
-T—y et Ton a enfin
dp, _()(U~T)_(?n
dt "" dqi âqi
C'est précisément la relation que nous voulions établir; on obtiendrait des
valeurs analogues pour ~y •• •> -^y et il est prouvé, par conséquent, que
toutes les équations du mouvement sont satisfaites par le système des relations (5).
LMdée de substituer à la fonclion S de M. Ilamillon Tune quelconque des intégrales de Téqualion à laquelle elle satisfait est duc à Jacobi (*). La démonstration a été développée par lui dans le cas d'un système sans liaisons. Plusieurs géomètres ont traité depuis la même question, mais je crois la démonstration précédente plus simple que celles qui avaient été données jusqu'ici.
M. Uamilton nomme la fonction S, à laquelle se rapportent les calculs précédents, la fonclion principale du problème. Il a considéré, en outre, une autre fonclion qu'il nomme caractéristique, et que nous désignerons par V. Nous croyons devoir placer ici la définition de cette fonction V et l'indication de sa propriété la plus importante. C'est elle qui s'est présentée d'abord à M. Hamilton, et c'est en l'étudiant qu'il est, je crois, le plus facile d'apercevoir les idées qui l'ont guidé.
on con-
La fonclion V n'est autre chose que l'intégrale / dt^mv* que 1*
sidère dans le principe de la moindre action, de telle sorte qu'en cherchant à démontrer ce principe on peut être conduit de la manière la plus naturelle, comme on va le voir, à la belle découverte de M. Hamilton. D'après la notation adoptée dans cette Note, on a
y—l2Tdl=^f {pxq\^ Piq^-i- . > .-^ Pnq'n) dt;
(*) Journal de C relie, t. 17.
on en déduit
= -^ / (Pi ^^\ +/>î Ô7i + • • • + Pn Sq'n)
/ {ç\opi-hq'^dpi-i-.,.-hq'nSpn)dt,
le signe d se rapportant à la variation de toutes les constantes qui figurent
dans Çi, Çt, . . . , Çny Pu Pi, . . . , Pn-
En intégrant par parties les termes de la première intégrale, et remarquant que oqi= 'y il vient
5V =y ^- àq, ^ ~ oV, ^ -. . .- 37/.^ -+- <]\ àPi -+- 7', o>, -^. . . + q'^ Sp,^ dt
les indices o et / placés après les parenthèses indiquant qu'il faut y remplacer successivement le temps par o et /, et faire la différence des deux résultats. Or, d'après les équations différentielles du mouvement, on a évidemment
en sorte que, dH étant constant en vertu du principe des forces vives, l'équation précédente devient
è\^-tSn-hPiSq^-hp^oq,-\-,,.-^Pndqn-p'^dq\'-pldql-,.,-p'^Sq'n'
Si donc on considère V comme une fonction de ^i, <7j, . . . , <7„, q% ql, . . . , 7J et de H, on aura
âV _ ÔV _ àV _
âqi âqi aqn
àyi__ 0 ^-^ 0 :^-_ 0 ^__,
dq^, "" ^»' dql ~ ^" • •' (^7J " ^"' (^U ~ •
Ces équations peuvent être considérées comme la solution complète du problème proposé, qui sera, par conséquent, résolu si l'on parvient à déterminer la fonction caractéristique V; V satisfait comme S à une équation différentielle partielle dont une seule intégrale complète suffit pour résoudre le problème. Mais nous renverrons, pour Tétude de cette équation, au Mémoire de Jacobi, qui a traité avec développement le cas d'un système libre; le
cas d'un système à liaisons quelconques ne présentera aucune difficulté aux personnes qui auront étudié les propositions analogues démontrées plus haut et relatives à la fonction S.
Nous ne pouvons indiquer ici aucune application particulière de la théorie qui fait Tobjet de cette Note. On pourra consulter utilement plusieurs Mémoires de M. Liouville, insérés aux tomes XIV et XVI de son Journal el dans les Additions à la Connaissance des Temps pour i85o.
{Note de M. /. Bertrand.)
NOTE VIL
Sur un théorème de Poisson,
Poisson a fait connaître, dans Tun de ses Mémoires, un théorème très général sur lequel il avait fondé une manière nouvelle de présenter la théorie de la variation des constantes arbitraires. Quoique ce théorème semblât extrêmement remarquable en lui-même, Poisson se contenta de rappliquer au but spécial quMl se proposait, sans indiquer même qu'il fût possible d'en faire un autre usage. Plus de trente années après, au moment même de la mort de Poisson, l'attention des géomètres fut appelée de nouveau sur ce point par l'illustre Jacobi, qui signala le théorème de Poisson comme un résultat prodigieux, et le plus important à ses yeux de toute la science du mouvement. Jacobi n'ajoutait d'ailleurs aucun développement à cette assertion, sur laquelle ses œuvres posthumes nous donneront peut-être quelques détails. Le but de cette Note est de faire connaître le théorème de Poisson et d'indiquer le parti que l'on peut en tirer pour l'intégration des équations différentielles de la Mécanique.
Considérons un problème quelconque de Mécanique auquel s'applique la transformation de M. liamilton exposée dans la Note précédente. Soient
idp^_d^ dp^_ ôH dpk_ m
\ dt àqx dt ~ dqt ' dt dqu^
dt ~~ àpC dt ~~ dpt ' dt dpk
On a d'ailleurs
d^ doL d^oL yjç â^oc dpt d^oc dqt ^ d^a ^ d-a dU d^a dH
dt âpi' ~ Ol dpi' ^ Opi ùpi' dt ôqt dpv dt ~~ dt dpv ^ ôpt dpi dqi dqi àpv dpi
d_ ÙOL d*a ^ d'^OL dpi ô^ol dqt d^ct, ^ d^ct, (^H d^a (^H ^
dt dqt dt ùqv ^ àpi dqt dt dqt dqv dt ~ dt âqr ^ Opi dqi dqi dqi àqv àpi '
en vertu de ces relations, les équations (6) et (7) peuvent s'écrire
dt dpi' ^ \àpi dqi dp r dqt dpidpi'J
d doc y /()a d^ dot d^î \_
dt dqr ^ \Opi dqtdqr dqi dpidqi')~ *
et l'on aurait de même
dt dpi' ^ dpi dqi dpv dqi dpi dpv d d^ ^ d? dm d?^ c?»H
dt dqv ^ dpi dqi dqv dqi dpi dqv
Si l'on déduit des équations (8), (9), (10), (i i) les valeurs de -r- - — > -7- 3 — »
ut Opv ^t oqv
-r -p-> -T -T^> pour toutes les valeurs de l'indice £, et qu'on les reporte dans
l'équation (5) que nous voulons démontrer, on obtiendra une identité, comme on s'en assure bien simplement en remarquant qu'après cette substitution tous les termes du second membre contiennent en facteur une seconde dérivée de la fonction H; en réunissant les termes qui correspondent à la môme dérivée, on verra qu'ils sont au nombre de quatre et se détruisent deux à deux. On en conclut
dt
et, par suite,
(a, P) =:const,,
ce qui est précisément le théorème de Poisson.
Si (a, P) est une fonction des variables 71, 7,, . . ., 7^, p^y /?,, , , .y p^ que l'on ne puisse pas considérer comme fonction de a et de (3, cette équation (a, (3) = consl. sera une troisième intégrale que l'on pourra combiner avec les deux intégrales a et p, de manière à former une nouvelle expression constante qui, dans certains cas, pourra être une quatrième intégrale, et ainsi de
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suite. Malheureusement, les cas dans lesquels ce procédé ne conduit pas à des intégrales nouvelles sont excessivement nombreux. Nous allons donner quelques détails sur cette question importante.
Soient
les intégrales d'un problème de Mécanique, 91, 95, . . ., (pfk représentant des fonctions des inconnues et de la lettre t qui conservent la même valeur pendant toute la durée du mouvement. Une fonction arbitraire de 94, 9,, . . ., (p^k partagera évidemment la même propriété, et nous pourrons regarder
A = F,(9„9„ ...,92*)=:Fi(a, (3, y, ...,yi,X) comme étant aussi une intégrale des équations différentielles du mouvement.
Si nous considérons une seconde intégrale
B = F,(9„ 9j, ...,9î/fc) = Fj(a, p, y, ...,yî,>.),
F, et Fj désignant deux fonctions arbitraires, on vérifiera bien facilement, par les seules règles de la difTérenliation, qu'en combinant les deux intégrales A et B, comme il a été dit dans le paragraphe précédent, on obtiendra identiquement
Cette formule fournit le résultat de la combinaison de deux intégrales A et B, en fonction des résultats obtenus par la combinaison des intégrales dont A et B dépendent; elle nous sera fort utile.
Lorsque Ton connaît deux intégrales, que nous désignerons, pour abréger, par le nom des constantes a et (3 qui y figurent, il peut arriver, de deux manières différentes, que le résultat de leur combinaison ne fournisse pas une intégrale nouvelle. Cela aura lieu, en effet, si l'expression (a, (3) est identiquement constante, et si, sans être identiquement constante, elle est fonction
de a et de p, de manière à pouvoir résulter de la combinaison de ces deux intégrales. Il est important d'examiner ces deux cas et de reconnaître s'ils doivent fréquemment se présenter. Nous démontrerons d'abord un théorème qui permet de les rattacher l'un à l'autre.
sont deux intégrales d*un même problème, telles que (a, P) soit une fonction de a et de p, // existe toujours une fonction de a et de 1^ qui, égalée à une constante y y fournira une intégrale telle que {a^ y) soit identiquement V unité.
On a, en effet, d'après la formule du paragraphe précédent,
si donc (a, P) est, comme on l'a supposé, fonction de a et de P, on pourra
toujours déterminer y par la condition
dy _ I
5p-("^rp")
et faire en sorte que (a, y) soit égal à l'unité.
Après avoir montré que les deux cas dans lesquels le théorème de Poisson donne des résultats illusoires sont liés intimement l'un à l'autre, nous allons nous borner à étudier les intégrales qui, combinées avec une intégrale donnée, donnent à l'expression de Poisson une valeur identiquement con^idini^.
Nous démontrerons le théorème suivant :
Quelle que soit une intégrale donnée a, on peut toujours compléter la solution du problème en lui adjoignant d'autres intégrales Pi, Pj, . . ., Pjjt-j qui, combinées avec a, donnent à Inéquation de Poisson une forme identique, de telle sorte que Von ait
(a,Pi)==i, (a,Pj)=:o, (a, P3) = o, ..., (a, p,)t.i) = o.
Nous commencerons par remarquer que, quelle que soit l'intégrale a, il est impossible qu'il n'en existe pas moins une autre P, telle que (a, P) soil différent de zéro.
NOTES. kS9
Si, en effet, il en était autrement, l'équation
d^ c?? _ da a? _ àpi àçi dçi âpi ~~
dans laquelle la fonction [3 est regardée comme inconnue, admettrait toutes les solutions de Téquation
^ àpi àf/t dçi dpx ~~ ^'
qui exprime que p est une intégrale. Or, ces deux équations étant linéaires et contenant le môme nombre de variables indépendantes, ne peuvent avoir la même intégrale générale sans être identiques, ce qui exige, évidemment, que a soit une fonction de H, c'est-à-dire que l'intégrale donnée soit celle des forces vives. Mais, dans ce cas-là même, il existe une intégrale qui, combinée avec a, donne pour résultat l'unité; c'est celle dont la constante est ajoutée au temps. Notre assertion est donc démontrée dans tous les cas. Nous montrerons, en second lieu, qu*à une intégrale donnée ol il en correspond toujours au moins une autre (3, telle que
Soit, en effet, y une intégrale, telle que (a, y) soit différent de zéro. Posons
et arrêtons-nous lorsque l'une des intégrales o, s, n sera identiquement constante ou fonction des précédentes. 11 est impossible que l'un de ces cas ne finisse pas par se présenter, car le nombre des intégrales distinctes est nécessairement limité. Supposons, par exemple, que l'on ait
n =iF(a, y, o, £),
la fonction F pouvant se réduire à une simple constante. Soitïïy(a, y, 5, e) une nouvelle intégrale que je nomme Ç, on aura
^ ôvs dm dm oy do de
et, en posant (a, Ç) = i, on obtiendra une équation différentielle de laquelle on déduira xs.
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Nous avions donc fait une hypothèse impossible en limitant à /jl le nombre des intégrales qui, combinées avec a, donnent un résultat identiquement nul, et il est impossible que /jl soit différent de 2 A — îî. Le théorème énoncé est, par conséquent, démontré.
D'après ce qui précède, une intégrale a étant donnée, on peut compléter la solution du problème par des intégrales j3,, |3,, ..., f3jjt_,, qui, combinées avec a, donnent toutes à la formule de Poisson une formule identique. Il no faut pas croire cependant que toutes les intégrales du problème soient pour cela dans le même cas.
Considérons, en effet, Tinlégrale la plus générale •
on aura, d'après la formule du paragraphe II,
(«.r,)=:(«.?.),-jp;=^.
ot, par conséquent, Texpression {(x^ri) ne sera identiquement constante que si y^- est constant lui-même; mais on voit que toutes les intégrales, en
nombre infini, qui résultent de la combinaison de a, Pj, . . ., J3,x 1, donneront im résultat identiquement nul, si on les combine avec a. Celles-là seules, qui contiennent pi, peuvent conduire à des résultats non identiques. Les deux intégrales a et (3, se trouvent, d'après cela, liées Tune à l'autre d'une manière toute spéciale, et je proposerai de les désigner sous le nom à* intégrales conjuguées. Les propriétés de ces intégrales conjuguées formeraient une élude intéressante, dont les développements ne doivent pas trouver place ici. Pour l'application que l'on peut faire du théorème de Poisson à l'intégration des équations différentielles de la Mécanique, je renverrai à un Mémoire publié dans le tome XVII du Journal de M, Llousdlley page SqS.
( Note de M, J. Rertrand. )
i^OTE VIII.
Sur tes oscillations infiniment petites d'un système de corps;
par M. G. Darboux.
Au début de la Section sixième (p. 369), Lagrange étudie d'une manière approfondie les oscillations très petites qu'exécutent les différents corps d'un système lorsqu'on les écarte très peu de leur position d'équilibre. L'emploi des admirables résultats que lui doit la Mécanique analytique permettait seul d'aborder avec succès cette question, une des plus importantes et des plus générales qui se présentent dans la théorie du mouvement. Quelques-uns des résultats que Lagrange énonce ne sont pas suffisamment établis. La solution du problème dépend de la résolution d'une équation algébrique que Lagrange apprend à former; cette équation n'a jamais de racines imaginaires, mais, contrairement aux affirmations de l'illustre géomètre, elle peut très bien avoir des racines égales. C'est ce que nous mettrons en évidence en suivant une méthode de réduction des formes quadratiques qui est due à M. Kronecker.
Considérons deux formes quadratiques homogènes
[ 9 = 6,,xJ-h2^,jX,d:2-i-.
qui dépendent de n variables x,, jr„ . . ., j?„, La formule
011 X désigne une constante qui peut prendre toutes les valeurs possibles, définira ce que nous appellerons, avec M. Kronecker, wn faisceau de formes quadratiques. L'équation algébrique
Xa,i — ô,i /.a,2 — b^t
X«/»i— ^/ïi Xa„j — 6„i ... Xc7
nn
l>nn
kd'* NOTES.
(le .r,, j^„ . . ., .r„ qui ne soient pas toutes nulles. Par suite, la forme "kf — t^^ s*annulant par des valeurs réelles des variables indépendantes qui ne sont pas toutes nulles, ne pourra être une forme dé/înie, quelle que soit d'ailleurs la valeur attribuée à >..
Si Ton veut démontrer ce résultat pour la forme / seulement, on pourra répéter le raisonnement précédent en substituant au sysIèThe (4) les équations suivantes :
On conclut immédiatement de la proposition précédente que, si un faisceau déformes quadratiques contient une seule forme définie, l'équation en }. relative à ce faisceau a nécessairement toutes ses racines réelles.
C'est ce qui aura lieu, en particulier, si, comme nous le supposerons dans la suite, /est une forme définie.
D'après cela, soit A* une racine, nécessairement réelle, de l'équation (2). La fonction quadratique kf — 9 pourra être ramenée à la forme
(5) kf — c^::=^a^ x'^ -h n,y,* -I- . . . -f- apx'^y
.r, , ;r',, ..., x\, désignant des fonctions linéairement indépendantes de .r,, . . . , Xn^ et p étant au plus égal à /i — 1 .
On peut adopter comme nouvelles variables indépendantes x\y x\, . . ., x'^ et les substituer à un nombre égal des variables primitives. Si, par exemple, on peut déduire des formules (|ui expriment x\, ..., j?), les valeurs de x,, .r„ . . ., Xp, on cboisira comme nouvelles variables indépendantes
X j , X^ , • • • » *^pn '^p-¥-t 9 • • • » *^n*
On aura alors
{ X X ... xi
F désignant la partie qui contient les seules variables rj, B celle qui contient les produits des variables x'i par les variables x/c et 4^ celle qui ne renferme que les variables .r^.. Pour réduire encore l'expression de/, nous nous appuierons sur la remarque suivante.
Étant donnée une forme définie de n variables .ri, jr^, . . ., jt^, si l'on annule un certain nombre des variables, .rp+.i, ..., x^ par exemple, il reste une forme définie des variables .r,, j:,, . . ., Xp,
En effet, si cette forme n'était pas définie, elles'annuleraitpour des valeurs des variables .ri, ..., Xp qui ne seraient pas toutes nulles; et l'un de ces
systèmes de valeurs, combiné avec les valeurs nulles des variables suivantes Xp^ij . . ., jCnf annulerait la forme primitive, qui, contrairement à l'hypothèse, ne serait pas définie.
Il résulte de la remarque précédente que, dans Texpression (6) de/, les parties F et ^ sont des formes définies par rapport aux variables dont elles dépendent. On pourra donc réduire ^ à une somme de carrés
tous de même signe, positifs par exemple si la forme / est positive, où les -r'p+if ..., vT^ désignent des fonctions indépendantes de ^p^i, ..., ^« que nous substituerons à ces dernières variables. Alors la partie B prendra la forme
Vp+.xy . . ., P» étant des fonctions linéaires de x\, . . ., x'p; et/pourra s'écrire
Si nous introduisons enfm les nouvelles variables
nous obtiendrons cette expression définitive dey
et, d'après une remarque déjà faite, /i sera encore une forme définie des variables dont elle dépend. L'équation (5) nous permet de calculer 9 et nous donne
9, désignant, pour abréger, la fonction quadratique
^yi (-^i» • • • » ^p) ^1 -^1 • • • o,pX p ,
qui dépend exclusivement des variables x\^ . . ., Xp,
Toutes les hypothèses faites au début s'appliquent maintenant aux deux formes /i et 9,, qui sont analogues à/ et à 9, mais qui dépendent d'un moins grand nombre de variables. On pourra donc appliquer de nouveau à ces deux formes la méthode que nous avons suivie, et continuer de la môme manière
jusqu'à ce que Ton aîl épuisé toutes les variables. Le résultat final est évidemment le suivant :
On peut toujours exprimer les deux formes quadratiques f et ^ de la manière suivante
f^^yh-
les quantités y, étant des fonctions linéaires, réelles et indépendantes des variables primitives, et les constantes ai étant les racines nécessairement réelles, mais égales ou inégales, de l'équation (a).
La proposition précédente joue un rôle capital dans un grand nombre d'applications. Considérons, en particulier, le problème des oscillations infiniment petites; la méthode suivie par Lagrange revient à exprimer toutes les variables dont dépend la position du système en fonction de variables nouvelles
«ïlt »9S> • • • » *5«>
qui seront indépendantes et qui seront toutes nulles dans la position d'équilibre. D'après cela, si l'on suppose que tous les corps soient très voisins de leur position d'équilibre et que les vitesses imprimées à ces corps soient aussi infiniment petites, toutes les variables précédentes seront très petites, et il en sera de même de leurs dérivées
'' dt ^^ dt
Calculons la demi-force vive T et la fonction des forces V, en les réduisant à leurs termes de moindre dimension. On aura
/ désignant une forme quadratique des dérivées ^',, . . ., $„ qui, par sa nature, sera une forme définie.
Quant à la fonction des forces, si Ton désigne par Vo sa valeur dans la position d'équilibre, on aura
9 désignant une forme quadratique des variables ^i, . . ., S^n-
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