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AVERTISSEMENT
La{çraii{çe, dans sa longue et jçlorieuse carrière, s'est appliqué successivement aux diverses branches des Mathématicjiies, qui tontes, sans exception, ont conservé l'empreinte de son esprit inventif et profond.
« La Science mathématique, a pu dire sans exa{i;ération le )) Secrétaire perpétuel de l'Académie des Sciences, est, gracie à » lui, comme un vaste et beau palais dont il a renouvelé les )) fondements, posé le faîte, et dans lequel on ne peut faire un pas » sans trouver avec admiration les monuments de son {i;énie. »
La pubHcation des OEuvres de La^çranj^e n'est donc pas seulement un hommage rendu à la mémoire du plus iUustre des (Géomètres français. En rassemblant ses immortels travaux, nous offrons à ses successeurs le jçuide le plus sur, en même temps (|ue le modèle le plus accompli qu'ils puissent, aujourd'hui encore, choisir à leur début dans la Science, et conserver avec jçrand profit, à quelque hauteur (ju'ils s'y élèvent.
(Chargé par la confiance du Ministre de l'Instruction publi({ue de diri{2;er cette jçrande et importante publication, j'ai du rechercher tout d'abord de quelle manière il c(m venait de disposeï* les nombreux Mémoires composés sur les sujets les plus variés, suivant
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rinspiration d'un esprit artif et curieux. Quel((ues pières dans lesc|uelles, sous un même titre, sont abordées les questions les plus diverses n'auraient pas pennis de réunir en un même faiseeau les i-ei*herehes qui se rapportent à une même branche de la SiMenee; Tadoption pure et simple de Tordre ohronolofçi((ue m'a semblé d'ailleurs plus respectueuse pour la pensée de Tillustre Auteur. Cette considération était décisive et les Mémoires de L^^ran^e ont été reproduits dans l'ordre même de lem^ pi-emière publication.
J.-A. SËRRËT (DE l'Institit,.
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M. Le Comte J.-L. LAGRANGE,
* Par m. DELAMBKE.
Josepli-Lonis Lagranc.e, ruii des fomlaleiirs de rAeadéiuie de Turin, Directeur pendant \\w^X ans de TAcadéniie de Berlin, pour les Sciences physico-mathéniaticjues. Associé çtranjçer de T Académie des Sciences de Paris, Membre de l'Institut de France et du Bureau des Longitudes, Sénateur et Comte de l'Empire, (Iraud- (3Hicier de la Légion d'Honneur et Grand-Croix de l'Ordre impérial de la Réunion, naquit à Turin le 25 janvier i 786, de Josepli- I iouis Lagrange, Trésorier de la Guerre, et de Marie-Thérèse Gros, fîll(* uni(|ue d'un riche médecin de Camhiano.
Son bisaïeul. Capitaine de cavalerie au service de France, a\ait passé à celui d'Emmanuel II, Roi de Sardaigne, cjui le fixa à Turin en le mariant à une dame Conti, d'une illustre famille romaine; il était Parisien d'origine, et parent d'une Marie-Louise, Dame d'atours de la mère de Louis XIV, et depuis femme de F>an(;ois- Gaston de Béthime (*) .
Ces détails ne sont d'aucune importance pour le Géomètre
• Khttre de Laf^range, par Cossali. Padoue, iSH.
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illuslir i|iie sii reiiouaiiée dispense d'étaler une ixénealoji^e ; niais ils ne sont pa^ incliUerents pour la Kninee, (|ni s est empressée de le i appelé»' et île le rétablir dans ses uneieiis droits. Son nom, lelui de sa mère, attestent une orij^ine franeaise: tous ses Ouvrages ont ete eerits en tVaneais; la ville i[ui Ta \u naître était devenue fiancaisi'; la h'rance a doue bien meontestabieraent le dn>it de >t* i^lorilier de 1 un des plus i^rauds renies qui aient lionoré les NMOiiees.
Son i>ère était riche, il avait t'ait mi mariai^e avantaiçenx, mais il s était ruine dans des enti'eprises liasanleuses. N'en piaillions pas ^l. La^ranj;e. Lm-mème euNisa^^eait ce malheur comme la piemicie cau>e de tout ce <(ui lui était ensuite iurixe de plus heureux. A'// tiv^ail i'n (le la ior(niit\ a-t-il dit lui-même, il n eût prthfxMemaK /his/uù sou itat des ]lathcnuui(fues\ et f|ueis avautaj^es aurail-il pu lu>u\er diins une autre carrière, qui puissent entrer eu i'ouiparaison a\ec ceux d'une \ie traïupiille et studieuse, avec relte suite cilalante de succès non contestes dans mi i::enre i-éputé ruiiuenimeul ditlicile, cl avec lette i^onsideration personnelle. 4|u'ila \uc Naccroiti-e jus^juau dernier instajit;
Le i;oùl pour U's Alatliematinues ne (ai. pom-lant \)as celui <ju'il iiiauâlèsUi le [iremicr. Il se passionna pour Cicei-on et \ ir};ilea\aiit de pouvoir lire Vrchiuiède et Newton; bientôt il devint admiranu iion luoiuî» pa.v>iouiic vie la licometrie des anciens, i^ il préitiii <l abord à 1 Vual\se moderne. In ^lemoire que le célèbre IIhÎIc^v .ivaii liHi^lemps auparavant rompos€ tout exprès {H>iir di luoiiirtr la >upcuorilc ile i Vnal\5»e, ont la i^loiiv de couvei-tir M. 1 a^iiiii^i-, cl lui rcvcla >ii Ncrilable desùnation.
Il Si- iivi.i doue a relie uo4i\cile cluiie .i\ec les mêmes succès .|it ila\.ui -M)lruii> ilau> ia Svuuiesc. il i|Uiavaient ete si maix|ués.
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qu'à I'â{>e (Je seize ans (*) il était Professeur de Mathématiques dans rÉcole royale d'Artillerie, fi'extrême jeunesse d'un Professeur n'est pour lui qu'un avanta{j;e de plus, ([uand il a manifesté des talents extraordinaires et c[ue ses élèves ne sont plus des enfants ; tous ceux de M. J ja{î;ranjçe étaient plus âgés que lui, et n'en étaient pas moins attentifs à ses leçons. Il en distingua quel(|ues-uns dont il fit ses amis.
De cette association nacjuit l'Académie de Turin, qui publia en 1759 un premier volume, sons le titre A' Actes de la Société privée. On y voit le jeune Lagrange dirigeant les recherches physic[ues du médecin Qgna et les travaux du marquis de Saluces. Il fournissait à Foncenex la partie analyticjue de ses Mémoires, en lui laissant le soin de développer les raisonnements sur les([uels portaient ses formules. En effet, on remarque déjà dans (*es Mémoires cette marche purement analytic[ue qui depuis a fait le caractère des grandes productions de Lagrange. Il avait trouvé une nouvelle théorie du levier. Klle fait la troisième Partie d'un Mémoire qui eut beaucoup de suc(*ès; Foncenex, pour récompense, fut mis à la tête de la marine ([ue le Roi de Sardaigno formait alors. Les deux premières Parties paraissent du même style et de la même main; sont-elles également de Lagrange? Il ne les a pas expressément réclamées, mais ce qui peut diriger nos conjectures sur le véritable auteur, c'est c[ue Foncenex cessii bientôt d'enrichir les llecueils de la nouvelle Académie, et c|ue Montucla, ignorant ce qui nous a été révélé par M. Lagrange à ses derniers instants, s'étonne cjue Foncenex, après s'être annoncé si avantageusement, ait interrompu des recherches c[ui pouvaient lui faire un grand nom.
'* Dautrrs (lis<*nt fjuinze ou dix-neuf.
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M. Laf^range, en abandonnant à son ami des solutions isok^es, piil)1iait en même temps sous son propre nom des théories qu'il promettait de suivre et de développer. Ainsi, après avoir donné de nouvelles méthodes pour les maxima et les mininia en tout fçenre, après avoir montré l'insuftisance des formules connues, il annonce cju'il traitera ce sujet, qui d'ailleurs lui paraît intéressant, dans un Ouvrajçe qu'il prépare, où Ton verra déduite des mêmes principes toute la Mécanique des corps, soit solides, soit fluides; ainsi, à vinjçt-trois ans il avait jeté déjà les fondements des jçi^ands Ouvrajçes qui depuis ont fait l'admiration des savants.
Dans le même volume, il ramène au Calcul différentiel la théorie des suites récurrentes et la doctrine des hasards, qui jusqu'à hii n'avait été traitée (jue par des voies indirectes, et qu'il étabUt sur des principes plus naturels et plus généraux.
New ton avait entrepris de soumettre au calcul les mouvements des fluides; il avait fait des recherches sur la propagation du son ; ses principes étaient insuffisants et même fautifs, et ses suppositions incompatibles entre elles; Lagrange le démontre; il fonde ses nouvelles recherches siu' les lois connues de la Dynamique ; en ne considérant dans l'air (|ue les particules qui se trouvent en hgne droite, il ramène le problème à celui des cordes vibrantes, sur lequel les plus grands Géomètres étaient divisés ; il fait voir (jue leurs calculs sont insuffisants pour décider la question, il entreprend une solution générale par une analyse aussi neuve qu'intéressante, puisqu'elle permet de résoudre à la fois un nombre indéfini d'équations, et qu'elle s'étend jusque sur les fonctions discontinues; il établit plus sohdement la théorie du mélange des vibrations simples et régulières de D. Bernoulli; il montre les limites entre lesquelles cette théorie est exacte, et hors desquelles
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elle devient fautive ; alors il parvient à la construction donnée par Euler, construction vraie, quoicpie l'auteur n'y fut arrivé que par des calculs qui n'étaient point assez rijçoureux; il répond aux objections élevées par d' Alenibert ; il démontre c[ue c[uelque figure' que l'on donne à la corde, la durée des oscillations sera toujours la même, vérité d'expérience dont d' Alemhert avait jugé la démonstration très-difficile ou même impossible; il passe à la propagation du son, traite des échos simples et composés, du mélange des sons, de la possibilité qu'ils se répandent dans le même espace sans se troubler, et démontre rigoureusement la généi^ation des sons harmoniques; il annonce enfin que son but est de détruire les préjugés de ceux cjui doutent encore si les Mathématicjues poiuTont jamais porter de vraies lumières dans la Physique.
Si nous avons donné tant d'étendue à l'extrait de ce Mémoire, c'est qu'il est le premier par lequel Lagrange se soit fait coimaître ; si l'analyse en est du genre le plus transcendant, rol)jet du moins a quelque chose de sensible, il rappelle des noms et des faits ([ui ne sont point étrangei's à la plupart de nos auditeurs; c'est qu'il est surprenant qu'un pareil début soit celui d'un jeune homme qui, s'emparant d'un sujet traité par ^!e\vton, Taylor, Benioulli, d'Alembert et Euler, parait tout à coup au milieu de ces grands Géomètres comme leur égal, comme mi arbitre qui, poiu' faire cesser une lutte difficile, leur montre à chacun en quoi ils ont raison, en quoi ils se sont trompés, les juge, les réforme, et leur donne la véritable solution qu'ils ont entrevue sans y pouvoir atteindre. "^
Mais quelque solides et quelque bien fondés que lui paraissent ses calculs, l'auteur avoue qu'ils ne rendent (ju'imparfaitement raison des phénomènes observés, en ce qui concerne la théorie des
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instruments à vent, la largeur et la position de leurs trous, et la vitesse du son en général; il est probable, en effet, que dans ces instruments surtout, l'air ne doit plus être considéré comme divisé en lignes droites ; mais au moins la solution explique la fameuse expérience de Tartini, si Ton admet que ce célèbre Professeur a pu se tromper en mettant Toctave à la place du son véritable qu'il entendait.
Euler sentit le mérite de la nouvelle méthode, qu'il prit pour l'objet de ses méditations les plus profondes; d'Alembert ne se rendit pas. Dans ses lettres particulières, comme dans ses Mémoires imprimés, il proposait de nombreuses objections, auxquelles ï->agrange a répondu depuis, mais qui peuvent au moins laisser ce doute : Comment, dans une science à laquelle on accorde imiversellement le mérite de l'exactitude, se peut-il que des génies du premier ordre soient divisés entre eux et puissent disputer longtemps? C'est (jue, dans les problèmes de ce genre, dont les solutions ne peuvent être soumises à l'épreuve d'une expérience directe, outre la partie du calcul qui est assujettie à des lois i^igoureuses et sur lescjuelles il n'est pas possible d'avoir deux avis, il y a toujours uhe partie métaphysique qui laisse du doute et de l'obscurité. (]'est cjue, dans les calculs mêmes, les Géomètres se contentent souvent d'indicjuer la marche des démonstrations, qu'ils suppiîment des développements qui ne sont pas toujours aussi superflus qu'ils l'ont pensé, que le soin de remplir ces lacunes exigerait un travail que l'auteur seul a le courage d'entreprendre, et (ju'enfin lui-même, entraîné par son sujet et par l'habitude qu'il a acc|uise, se permet de franchir des idées intermédiaires, et devine son é({uation définitive, au lieu d'y arriver pas à pas avec ime attention ([ui éviterait toute méprise; c'est ainsi que des calcula-
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teurs plus timides relèvent quelquefois des erreurs dans les Ouvrages d'un Euler, d'un d'Alembert ou d'un Lagmnge, et c'est ainsi que de très-grands génies peuvent ne pas s'accorder tout d'abord, faute de s'être lus avec assez d'attention pom* se bien comprendre.
I^ première réponse d'Euler fut de faire associer Lagrange à l'Académie de Berlin. En lui annonçant cette nomination, le 2 octobre 1 769, il lui disait : Votre solution du problème des isopérimètres ne laisse rien à désirer, et je me réjouis que ee sujet, dont je m'étais presque seul occupé depuis les premières tentatives, ait été porté par vous au plus haut déféré de perfection. L'importance de la matière ni a excité à en tracer, à l'aide de vos lumières, une solution analytique à laquelle je ne donnerai aucune publicité jusqu'à ce que vous-même ayez publié la suite de vos recherches, pour ne vous enlci^er aucune partie de la gloire qui vous est due.
Si ces procédés délicats et ces témoignages de la plus haute estime devaient flatter un jeune homme qui n'avait pas vingtquatre ans, ils ne font pas moins d'honneur au grand homme c[ui, tenant alors le sceptre des Mathématiques, sait accueillir ainsi l'Ouvrage qui lui montre son successeur.
Mais ces éloges sont consignés dans une lettre; on pourrait croire que le grand et bon Euler a pu se laisser aller à c[uelqu'une de ces exagérations que permet le stvle épistolaire; voyons donc* comment il s'est ensuite exprimé dans la dissertation qui* sa lettre annonçait. En voici le début :
Après m' être longtemps et inutilement fatigué à chercher cette intégrale (postquam diii et multum desudassem... necquicquam inquisivissem), quel a été mon étonnement (penitus obstupni) lorsque j'ai appris que dans les Mémoires de Turin le problème .
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se trouvait résolu avec autant de facilité que de bonheur. Cette belle découverte ma causé d'autant plus d'admiration quelle est plus différente des méthodes que j'avais doiviées et quelle les surpasse considérablement en simplicité. C'est ainsi qu'Enler commence le Mémoire dans leqnel il expose, avec sa lucidité ordinaire, les fondements de la méthode de son jeune rival, et la théorie de ce nouveau calcul, qu'il a nommé le calcul des variations.
Pour rendre plus sensibles tous les motifs différents qui avaient fait naître cette admiration qu'Euler témoignait avec une si noble franchise, il ne sera pas inutile de remonter à l'origine des recherches diverses de Lagrange, telle qu'il Ta donnée lui-même deux jours avant sa mort.
Les premières tentatives pour déterminer le maximum et le mirdmum dans toutes les formules intégrales indéfinies avaient été faites à l'occasion de la courbe de la plus vite descente et des isopérimètres de Bernoulli. Euler les avait ramenées à une méthode générale, dans un ouvrage original^ oh brille partout une profonde science de calcul; mais quelque ingénieuse que fût sa méthode^ elle n avait pas toute la simplicité quon peut désirer dans un ouvrage de pure analyse. Fi'auteur en convenait lui-même; il croyait apercevoir la nécessité d'une démonstration indépendante de la Géométrie et de V Analyse (*).
Dans un Appendice qui est à la fin du volvuue, et qui a pour titre : Du mouvement des projectiles dans un milieu non résistant^ il paraît entièrement se défier des ressources deTAnalyse, et termine en disant : Si num principe (c'est celui cpie Lagrange a nommé depuis le principe de la moindre action) nest pas suffisamment
• * ) Desideratnr itaque mctfuxlus a resnlutione geometricâ et lincari libéra, quâ patent lova Pdj) scribi /x>sse — Pdp. C'est œ que Lagrange démontra par le calcul des variations.
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démofitrc, comme cependant il est conforme à la vérité y je ne doute pas quau moyen des principes d'une saine métaphysique on nfi puisse lui do/mer la plus grande évidence, et fen laisse le soin à ceua: qui/ont leur état de la métaphysique.
Cet appel, auquel n'ont pas répondu les métaphysiciens, fut entendu par Lagrange, dont il excita Témulation. En peu de temps le jeune homme trouva la solution dont Euler avait désespéré, il la trouva par l'Analyse, et, en rendant compte de la voie qui l'avait conduit à cette découverte, il dit expressément, et pour répondre au doute d'Euler, qu'il la regarde, non comme im principe métaphysique, mais comme un résultat nécessaire des lois de la Mécanique, comme un simple corollaire d'une loi plus générale dont il a fait depuis la base de sa Mécanique analytique. [Ployez cet Ouvrage, page ^46 de la seconde édition, ou 189 de la première.)
Cette noble émulation qui l'excitait à triompher des difficultés regardées comme insurmontables, à rectifier ou compléter les théories restées imparfaites, parait avoir constamment dirigé M. Lagrange dans le choix de ses sujets.
D'Alembert avait cru qu'il était impossible de soumettre au calcul les mouvements d'un fluide enfermé dans im vase, si ce vase n'avait une certaine figure; Lagrange démontre, au contraire, qu'il ne saurait y avoir de difficulté que dans le cas où le fluide se diviserait en plusieurs masses; mais alors on pourra déterminer les endroits où le fluide doit se diviser en plusieurs portions, dont on déterminera les mouvements comme si elles étaient isolées.
D'Alembert avait pensé que dans une masse fluide, telle que la Terre avait pu l'être à l'origine, il n'était pas nécessaire que les I. c
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différentes couches fussent de niveau; La grange fait voir que les équations de d'Alembert ne sont elles-mêmes que celles des couches de niveau.
En combattant d'Alembert avec tous les égards dus à un Géomètre de cet ordre, il emploie souvent de fort beaux théorèmes qu'il doit à son adversaire; d'Alembert, de son côté> ajoute aux recherches de Lagrange. « Votre problème m'a paru si beau, lui écrivait-il, que j'en ai cherché une autre solution; j'ai trouvé une méthode plus simple pour arriver à votre élégante formule. » Ces exemples, qu'il serait aisé de multiplier, prouvent avec quelle aménité correspondaient ces rivaux célèbres qui, se mesurant sans cesse, vaincus comme vainqueurs, trouvaient à chaque instant, dans leurs discussions mêmes, des raisons pour s'estimer davantage, et ménageaient à leur antagoniste les occasions qui devaient le conduire à de nouveaux triomphes.
L'Académie des Sciences de Paris avait proposé pour le sujet d'un de ses prix la théorie de la libration de la Lune, c'est-à-dire qu'elle demandait la cause qui fait que la Lime, en toiu'nant autour de la Terre, lui montre toujours cependant la même face, à la réserve de quelques variations observées par les Astronomes et dont Cassini V^ avait fort bien expliqué le mécanisme. Il s'agissait de trouver les moyens de calculer ces phénomènes et de les déduire analytiquement du principe de la gravitation universelle. Un pareil choix était im appel au génie de Lagrange, ime occasion qui lui était offerte d'appliquer ses principes et ses découvertes analytiques. L'attente de d'Alembert ne fut point trompée; la pièce de Lagrange est un de ses plus beaux titres de gloire ; on y voit les premiers développements de ses idées et le germe de la Mécanique analytique. D'Alembert lui écrivait : J^ai lu avec autant
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de plaisir que de tRUiT votre belle pièce sur la libration, si digne du prix qu'elle a remporté.
Ce succès inspira à T Académie la confiance de proposer la théorie des satellites de Jupiter. Euler, Clairaut et d'Alembert s'étaient exercés sur le problème des trois corps à l'occasion des mouvements de la Lune. Bailly appliquait alors la théorie de Clairaut au problème des satellites ; elle le conduisait à des résultats déjà fort intéressants, mais cette théorie était insuffisante; la
Terre n'a qu'ime Lune, Jupiter en a quatre, qui doivent conti-
nuellement se troubler et se déranger réciproquement dans leurs marches; le problème était celui des six corps, le Soleil, Jupiter et les quatre Lunes. M. Lagrange attaqua de front la difficulté, en triompha heureusement , démontra la cause des inégalités observées par les Astronomes, en indiqua quelques autres trop faibles pour avoir été démêlées par les observations. La brièveté du temps fixé pour le concours, l'immensité des calculs, soit analytiques, soit numériques, ne permit pas que la matière fût entièrement épuisée dans un premier Mémoire ; l'Auteur en avertit lui-même, promettant des recherches ultérieures auxquelles d'autres travaux , plus de son goût peut-être, l'empêchèrent toujours de se livrer. Vingt-quatre ans après, M. le Comte Laplace reprit cette théorie difficile, y fit des découvertes intéressantes qui la complétèrent et mirent les Astronomes en état de bannir tout empirisme de leurs Tables.
Vers le même temps, un problème d'un tout autre genre attirait l'attention de M. Lagrange. Fermât, l'un des plus grands Géomètres de la France et de son temps, avait laissé, sur les propriétés des nombres, des théorèmes extrêmement remarquables, auxquels peut-être il était arrivé par voie d'induction, mais dont
af>rT, H#u rai e^^ir HiDpmmrt^ •^^inniie uBafiaonteftw ^oir pur cvujr uitm tiAKie jkiiniie & «leTuifr. «^nr rtiuMuneaB. ju restif.
iîi&riil:e ^^f^ m otnui rniiir i^uâ- L«fâ- ^lummr^ '^ ■■iiiiir pour le» nt«>ffxftffrrss Siu»- lu ibéjth ictnut» •mir-^n «pi îb- lAuuiuir m» timt
ittrnrrï^ -f lee niti««ffOHrr>â- irrtiu!s>iuie^. Nor àftiu- limite : ik rauditmi: TTt^ a Hsnrfirf^ m vxûeru. inveaier «Jii pmKtiiiiiiia* lieauaïtifMM^sh^m sr DMwaimf nBiuuiimie rmwrer ^m ;oiiriîn^i^^
^^ TIC ^>fjr -^fVL llM^ Br» j«»niie roiniiir *nKt le svâtcfiir rin mioiifh icîtitMmffT 3ur Nv^rou. iamiish..' Visti^^se wusaecatiaaBtÊe otf
^nm»uciLr^tc iUÊÊUkk^ ^\iMc , uoiàfait-4 uueMol: «^r if lUbr manmjc: H ita rn/4iir /a ^£« 'o^ «et r^^cr/ite iat mumuyn l taidàr. U ktaila
^mu f "«HL -uoprjfitt « iUi !k L xin*r>um :•« ^^fwanMT .a iMinrfc«|a îi
~tii3tHrrBiiss-^4 uî rt^mou; uutftttt ^fe.LvdiC :-t^HM^ ouser Hmt k^OAt tàat riMMims}- .o»ar . util» t'fte ^^i£e ùi&tîje -ma ^ ^<4>JtM Jiepin»- Hgmkia- K .^t:iËttmDT -f >L - Àèytt»> H. uoâLnfettxr- :*«« Mftwitfiniii owi rveti- Tant <ii]t:iii4rie^ap«îrrfte-;i ^â^er. -r^^Ma£ u rjrtHÀtfaw |M pMmr
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utile, c'est-à-dire la résolution complète des équations du second degré à deux inconnues qui doivent être des nombres entiers. Ce Mémoire, imprimé comme les précédents parmi ceux de l'Académie de Turin, est cependant daté de Berlin, le 20 septembre 1768. Cette date nous indique un des événements si peu nombreux qui ont fait que la vie de M. I^agrange n'est pas toute dans ses Ouvrages.
Le séjour de Turin ne lui plaisait guère, il n'y voyait alors personne qui cultivât les Mat/iématiques avec quelque succès; il était impatient de voir les savants de Paris avec lesquels il était en correspondance. M. de Caraccioli, avec lequel il vivait dans la plus grande intimité, venait d'être nommé à l'ambassade d'Angleterre, et devait passer par Paris, où même il projetait de faire quelque séjour. Il proposa ce voyage à M. Lagrange, qui y consentit avec* joie, et fut accueilli comme il avait droit de s'y attendre par d'AIembert, Clairaut, Condorcet, Fontaine, Nollet, Marie et autres savants. Tombé dangereusement malade à la suite d'un dîner oii Nollet ne lui avait fait servir que des mets préparés à l'italienne, il ne put suivre à Londres son ami, qui reçut inopinément l'ordre de se rendre à son poste, et fut obligé de le laisser dans un hôtel garni, aux soins d'un homme de confiance chargé de pourvoir à tout.
Cet incident changea ses projets ; il ne songea plus qu'à retourner à Turin. H s'y livrait aux Mathématiques avec une nouvelle ardeur, quand il apprit que l'Académie de Berlin était menacée de perdre Euler, qui songeait à retourner à Pétersbourg. D'AIembert parle de ce projet d'Euler dans une lettre à Voltaire, le 3 mars 1 766 : Ten serais fâché, ajoute-t-il, cest un Iwmme peu amusant, mai^s un très-grand Géomètre. Peu importait à d'AIembert que V homme
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peu amusant s'éloignât de Paris de 7 degrés vers le pôle; il pouvait lii-e les Ouvrages du grand Géomètre dans le Recueil de Pétersbourg aussi bien que dans celui de Berlin. Ce qui fâchait d^Alembert, c'était la crainte de se voir appelé à le remplacer, et l'embarras de répondre à des offres qu'il était biéh résolu de ne point accepter. Frédéric, en effet, proposa de nouveau à d'Alembert la place de Président de son Académie, qu'il lui tenait en réserve depuis la mort de Maupertuis. D'Alembert lui suggéra l'idée de mettre Lagrange à la place d'Euler, et, si nous en croyons Y Histoire secrète de la cour de Berlin^ tome II, page 474 > Euler avait déjà désigné Lagrange comme le seul homme capable de marcher sur sa ligne. Et en effet, il était naturel qu'Euler, qui voulait obtenir la permission de quitter Berlin, et d'Alembert, qui cherrhait un prétexte pour n'y point aller, eussent tous deux, sans s'être rien communiqué, jeté les yeux sur l'homme le plus propre à entretenir cet éclat que les travaux d'Euler avaient répandu sur l'Académie de Prusse.
M. Lagrange fut agréé ; il reçut un traitement de 1 5oo écus de Prusse, environ 6000 de notre monnaie, avec le titre de Directeur de l'Académie pour les Sciences physico-mathématiques. On peut être étonné qu'Euler et Lagrange, mis successivement à la place de Maupertuis, n'aient obtenu que la moitié de l'héritage que le Roi voulait donner tout entier à d'Alembert; c'est que ce Prince, qui dans ses loisirs cultivait la poésie et les arts, n'avait aucune idée des Sciences, qu'il se croyait cependant obligé de protéger comme Roi ; c'est qu'il faisait au fond assez peu de cas de la Géométrie, contre laquelle il envoyait trois pages de vers à d'Alembert même, qui différait de lui répondre jusqu'à la fin du siège de Schweidnitz, par la raison que ce serait trop d'awir à la /ois
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V Autriche et la Géométrie sur les bras; et qu'enfin, malgré l'immense réputation d'Euler, on voit, par la correspondance avec Voltaire, que Frédéric ne le désignait que par la qualification de son Géomètre borgne, dont les oreilles ne sont pas faites pour sentir les délicatesses de la poésie ; à quoi Voltaire ajoute : Nous sommes un petit nombre d'adeptes qui nous y connaissons, le reste est profane; remarque plus spirituelle que juste, et qu'Euler, en parlant de la Géométrie, aurait pu, avec tant d'avantage, rétorquer contre Voltaire et Frédéric. On voit bien que Voltaire, qui avait si dignement loué Newton, cherche en cet endroit à flatter Frédéric; il entre par complaisance dans les idées du Prince, c|ui ne voulait mettre à la tête de son Académie qu'im savant qui aurait au moins quelques titres en littérature, dans la crainte qu'un Géomètre ne mît pas assez d'intérêt à la direction des travaux littéraires, et qu'un littérateur ne fut encore plus déplacé à la tête d'une société composée en partie de savants dont il n'entendrait pas même la langue; il avait donc raison de diviser la place pour qu'elle fût complètement remplie.
M. Lagrangeprit possession le 6 novembre 1766. Le procèsverlwil qui en fait mention lui donne le nom de Lagi'ange-Tournier. // avait été bien reçu par le Roi, mais il s'aperçut bientôt que les Allemands n'aiment pas que les étrangers viennent occuper des places dans leur pays; il se mit à bien étudier leur langue; il ne s'occupa sérieusement que de Mathématiques; il ne se trouva sur le chemin de persomie, parce qu'il ne demandait rien, et força bientôt les Allemands à lui accorder leur estime. Le Roi me traitait bien, a-t-il dit lui-même, je crois quil me préférait à Euler, qui était un peu dévot, tandis que moi je restais étranger à toute discussion sur le culte, et ne contrariais les opinions de personne.
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Cette réserve prudente, en le privant des avantages d'une familiarité honorable, qui n'eut pas été sans quelques inconvénients, lui laissait tout son temps pour ses travaux mathématiques, qui ne lui avaient attiré juscjue-là que les éloges les plus flatteurs et les plus unanimes. Une seule fois ce concert de louanges fut troublé.
Un Géomètre français, qui réunissait à beaucoup de sagacité un amour-propre plus grand encore, et ne se donnait guère la peine d'étudier les Ouvrages des autres, accusa M. Lagrange de s être égaré dans la nouvelle route quil avait tracée, faute d'en avoir bien entendu la théorie; il lui reprochait de s'être trompé dans ses assertions et ses calculs, Lagrange, dans sa réponse, montre quelque étonnement de ces expressions peu obligeantes, auxquelles il était si peu accoutumé ; il s'attendait au moins à les voir motivées sur quelques raisons bonnes ou mauvaises. Mais il n'en trouvait d'aucun genre. Il fait voir que la solution proposée par Fontaine était incomplète et illusoire à certains égards. Fontaine s'était vanté d'avoir appris aux Géomètres les conditions qui rendent possible l'intégration des équations différentielles à trois variables; Lagrange lui fait voir, par plusieurs citations, que ces conditions étaient connues des Géomètres longtemps avant que Fontaine fiit en état de les leur enseigner. Il ne nie pas, au reste, que Fontaine n'ait pu trouver ces théorèmes de lui-même; du moins je suis persuadé, ajoutait-il, qu'il était aussi en état que personne de les trouver.
C'est avec ces égards et cette modération qu'il répond à l'agresseur. X^ondorcet, dans l'Éloge de Fontaine, à l'occasion de cette dispute, est obligé d'avouer que son confrère s'y était écarté de cette politesse d'usage, dont jamais il n'est permis de se dispenser, mais qu'il croyait peut-être moins nécessaire avec des. adversaires
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illustres et dont la gloire n'avait pas besoin de ces petits ménagements. On sent ce que vaut cette excuse, surtout quand on la présente en faveur d'iui homme qui, de son propre aven, s'appliquait à étudier la vanité des autres pour la blesser dans V occasion. Il faut convenir au moins que celui c|ui s'est vu attaqué de cette manière quand il avait raison, et qui a su conserver cîette politesse avec un adversaire qui s'en était dispensé, s'est acquis un double avantage siu' celui dont il a d'ailleurs victorieusement repoussé les attaques imprudentes.
On n'attend pas de nous c|ue nous suivions pas à pas M. Lagrange dans les savantes recherches dont il a rempli les Mémoires de Berlin y et même quelques volumes de l'Académie de Turin, cjui lui devait à tous égards son existence. Mais nous ne pouvons nous dispenser d'indiquer, au moins en peu de mots, ce qu'elles renferment de plus remarquable. Nous citerons :
\]n grand Mémoire oii l'on trouve la démonstration d'une proposition curieuse qu'Euler n'avait pu se démontrer, une nouvelle extension donnée à ce théorème et des preuves directes de plusieurs autres propositions, auxquelles Euler n'était parvenu que par voie d'induction; et dans lequel, après avoir enrichi l'Analyse de Diophante et de Fermât, l'Auteur passe à la théorie des équations aux différences partielles, explique un paradoxe singulier remarqué par Euler, fait connaître une classe entière d'équations dont on n'avait que quelques exemples isolés, fait entièrement disparaître le paradoxe en montrant à quoi tiennent, et l'intégrale complète de ces équations, et la solution singiilière cjui n'est pas comprise dans cette intégrale.
Une Formule pour le retour des séries, remarcjuable par sa généralité et la simplicité de la loi, dont il fait une application heu-
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reuse an problème de Kepler, et par là parvient à rendre sensible la convergence de l'expression analytiqne de rtkjnation dn centre, convergence qu'on avait toujours supposée sans pouvoir se la démontrer.
Un Mémoire important sur la résolution des équations numériques, contenant aussi des remaiTjues neuves sur celle des équations algébric[ues. Ce travail a servi de Ijase au Traité qu'il a depuis publié sous le même titre, et dont il a donné deux éditions.
Un autre Mémoire, non moins important et plus neuf encore, oii il ramène à des opérations purement algébriques tous les proctîdés des Gdculs différentiel et intégral, qu'il dégage de toute idée d'infiniment petits, de fluxions, de limites et d'évanouissantes, et démontre la légitimité des abréviations que Ton se permet dans (•es'dcux Gdculs, ({u'il délivre aussi de toutes les difficultés, de tous l(?s paradoxes (|ui avaient pris naissance dans une métaphysi(|u<» imparfaite et suspecte.
La démonstration d'un théivème curieux sur les nombres premi(»rs, (féinonstration ([ue personne encore n'avait pu trouver et c|ui était d'autant plus difficile, qu'on ne sait comment exprimer algébrii|U(*ment les propositions de cette espèce.
li'intégration des différences partielles du premier ordre, par un principe féc^ond ([ui suffit pour la plupart des cas où cette intégration est possible.
Vnv solution purement analytique du problème de la rotation d'un corps de» figure (|uelconc[ue, dont il parvint enfin si surmonter les (liflicuitcs ([ui i'a\aient longtemps arivté, mais sur lequel les (lcomèti*t»s paraissiiient attendre avec curiosité quelques développements ultérieurs c|u'ils espéraient trouver dans le second volume i\v sii nou\elie ]/rranf(/fir analvin/ar.
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Plusieurs Mémoires sur la théorie obscure et difficile des prolmhilités, où l'on admire l'intégrale qui en fait la base, le nombre et l'importance des problèmes qu'elle résout; l'application cpie l'Auteur en fait à la cjuestion, qui revient chaque jour en Astronomie, du degré de confiance que l'on peut accorder au résultat moyen d'im grand nombre d'observations, et oii se trouve cette remarc[uc singulière et si favorable aux cercles de Borda, que chacun des nombres pairs l'emporte sur le nombre impair immédiatement supérieur pour la probabilité, que l'erreur sera comprise dans certaines limites; M. le Comte Laplace avait de son côté travaillé sur la même théorie. M. Lagrange la reprend à sou tour par des moyens qui s'étendent aux équations de tous les ordres dont ils donnent les intégrales finies, et qui facilitent dans tous les cas la détermination des fonctions arbitraires.
Maclaurin avait traité à la manière des anciens l'attraction des sphéroïdes elliptiques, et Lagrange jugeait ce travail comparable à tout ce qu'Archimède a laissé de plus ingénieux et de plus beau ; il montre ensuite que l'Analyse peut traiter ce sujet difficile avec le inêuie succès; il y réussit, mais il s'arrête au même point que le Géomètre anglais. M. Legendre et M. Laplace ont depuis été plus loin. Mais tout récemment M. Ivory vient de nous montrer c|u'une considération extrêmement simple peut rendre inutiles beaucoup de calculs, atteindre même à des théorèmes aux(|uels les calculs les plus prolixes ne conduisent que bien difficilement. Autrefois les Géomètres, dans chaque question, s'attachaient d'abord à trouver ces aperçus, qui peuvent les simplifier ou les ramener à des questions déjà résolues, abréger ainsi les calculs ou les rendre même entièrement inutiles. Depuis la découverte du Calcul infinitésiuial, la facilité, l'universalité de la méthode, qui souvent
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dispense le calculateur d'avoir du génie, a fait cjue dans les cas plus difficiles on s'est appliqué principalement à perfectionner l'instrument universel. Mais aujourd'hui que les ressources de ce genre paraissent entièrement épuisées par les travaux d'Euler, de Lagrange et de leurs dignes émules, il serait temps peut-être de revenir à l'ancienne méthode, et d'imiter D. BernouUi, que Condorcet a loué de s'être montré sobre de calculs. I^agrange a fait plus habituellement un autre usage de ses sublimes talents; il tire tout de l'Analyse. Il est pourtant plus vrai de dire qu'il a réuni au plus haut degré l'une et l'autre méthode ; la preuve en est dans le Gilcul des variations, auquel ne peut se comparer, ni pour la grandeur, ni pour l'imiversalité, aucune des idées les plus heureuses des autres Géomètres; mais s'il est question de ces aperçus ingénieux, dont tout l'avantage se borne à simplifier une question unique, c'est ainsi que dès les premiers pas il avait ramené les phénomènes du son à la théorie des cordes vibrantes, et c'est encore ainsi que dans le dernier travail qu'il a présenté à la Classe, il était parvenu à simplifier singulièrement sa théorie des variations des éléments des planètes, et à faire de sa solution ime méthode générale pour tous les problèmes de Mécanique oii les forces perturbatrices sont peu considérables en comparaison des forces principales. Mais si le plus souvent on lui voit faire les plus heureux efforts pour généraliser une solution, pour épuiser un sujet, quelquefois aussi on le voit se créer des difficultés où il n'en existait aucune, et appliquer ses méthodes adroites et savantes à la solution de problèmes élémentaires qui n'exigeaient qu'une construction du genre le plus simple.
C'est ainsi (ju'à l'occasion du dernier passage de Vénus, il traite analytiquement les courbes d'entrée et de sortie pour les diffé-
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rents pays de la Terre. Mais pour parvenir à la solution très-facile et médiocrement exacte donnée par Delille et Lalande, il est obligé d'employer successivement des ressources détournées, des remarques pleines de finesse, de faire subir à ses coordonnées nombre de transformations, tandis que par un calcul trigonométrique de (|uelques lignes, on arrive à une formule plus complète où se trouvent des termes négligés par Lagrange et qui, bien c[ue fort petits, ne sont pas absolument insensibles. Avouons pourtant qu'il sait tirer de sa formule, pour calculer la parallaxe du Soleil, un parti très-avantageux, cpie n'avaient aperçu ni Delille, ni Lalande, mais qui découle avec bien plus de facilité du calcul trigonométrique. Ajoutons encore que ce 3Iémoire, qui m'avait été totalement inconnu jusqu'au moment où j'ai du lire tout ce ([ui était sorti de sa plume, paraît avoir servi à quelques Astronomes modernes pour établir des méthodes (ju'ils s'efforcent d'accréditer, et que Lagrange y donne le premier exemple un peu étendu d'un problème élémentaire d'Astronomie résolu par la méthode des trois coordonnées rectangulaires, qui est d'un si grand et si indispensable usage dans l'Astronomie transcendante.
Il fit depuis ime tentative semblable pour le problème des éclipses; il trouvait que les méthodes quelquefois prolixes de Duséjour n'avaient ni la simplicité, ni la facilite qu'on a dioit d'attendre de l'état actuel de l'Analyse. Il développe dans /ce travail toutes ses ressources et toute son adresse ; la lecture de son Mémoire est shigulièrement attachante, pour un Astronome qui n'a encore aucune idée de ces méthodes. Je n'ai point oublié l'effet qu'il produisit sur moi, il y a près de trente ans, cjuand j'en fis la première lecture ; je me rappelle encore avec cjuels éloges, quelques années après, M. Oriani me parlait de ce travail; mais (|uoi(|ue
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r Auteur ait tâché d'en faciliter la partie pratique, à l'aide de Tables injjjénieuses, on ne voit pas que les Astronomes aient adopté cette méthode qui, commençant par les formules les plus directes, les plus rigoureuses et les plus propres, en apparence, à se plier à tous les cas, se termine cependant en une formule approximative et, qui plus est, indirecte.
Un autre essai du même genre n'a pas été plus heureux, parce que le succès était impossible ; le problème était trop simple : il s'agissait de trouver la différence entre les longitudes héliocentrique et géométrique d'une planète supérieure. L'Auteur y parvient par des artifices de calculs assez remarquables, mais la solution est fort incommode, malgré l'élégance de la formule.
Parmi ces jeux de son génie qui cherchait des difficultés pour mieux montrer sa force, se rangerait encore le Mémoire où il indi(|ue les moyens de construire les Tables astronomiques, d'après une suite d'observations, et sans connaître la loi des mouvements célestes. C'est le problème que résolvaient de tout temps les Astronomes, par les voies les plus élémentaires. Les moyens de Lagrange sont plus analytiques et plus savants; mais dans l'exemple même (|u'il a choisi, et c[iii est des plus simples, il est permis de douter (|ue les moyens qu'il emploie soient les plus surs et les plus faciles. Sans doute il n"'a voulu que nous montrer les ressources qu'on eut trouvées dans l'Analyse, si Kepler et Newton ne nous avaient dévoilé le système du monde et les lois d'après lesquelles s'accomplissent les mouvements planétaires, car il n'est pas possible d'imaginer (pi'il ait pu avoir le moindre doute sur cette loi de la pesanteur univei-selle dont il avait lui-même donné de si beaux développements, quoique en plusieurs endroits de ses Ouvmges il ait pris le soin d'établir ses formules pour une loi quelconque
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(l'attraction, afin de les rendre indépendantes de tonte hypothèse.
Les Géomètres liront avec plaisir les Recherches analytiques sur le problème des projections y qui n'avait jamais été tratlé d'une manière si générale et si complète ; les Astronomes et les Géographes n'y trouveront de praticable que ce qu'ils avaient appris d'avance par des méthodes plus élémentaires. Si ces derniers Mémoiies n'offrent pas de résultats véritablement utiles, outre qu'ils fournissent une lecture attachante, ils nous donnent encore cet avis qui peut avoir des applications fréquentes : c'est que les questions aisées ne doivent être traitées que par des moyens également faciles; qu'il faut réserver l'analyse savante pour les questions qui exigent ces grands moyens, et qu'il ne faut pas ressembler \\ ce personnage de la Fable, qui, pour se délivrer d'une puce, voulait empnmter à Jupiter sa foudre, ou à Hercule sa massue.
Il est à croire qu'en ces occasions Lagrange ne voulait pas sérieusement proposer aux Astronomes ces méthodes pénibles en place des moyens plus faciles et plus exacts dont ife sont en possession, mais il faisait de ces problèmes faciles, usuels, et déjà résolus, le même usage qu'ont fait d'ailtres analystes de questions de pure curiosité, qui leur fournissaient des exemples de calcul et des occasions de développer de nouveaux artifices analytiques, toujours bons à connaître.
Mais un travail, grand dans son objet, utile par ses appHcations continuelles, et digne en tout de son génie, c'est celui dans lequel il a calculé les changements successifs qui s'opèrent dans les dimensions et les positions des orbites planétaires. Tous les Géomètres, depuis Newton, s'étaient occupés de ce problème; leurs formules différentielles, appliquées successivement à chaque planète, pou-
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vaieiit, jusqu'à im certain point, et pendant un certain temps, satisfaire aux, besoins de l'Astronomie; mais, après quelque intervalle, elles se trouvaient insuflisantes, et les calculs étaient k re- (*omme«cer sur de nouvelles données. M. Lagrange considère la ([uestion sous un point de vue qui l'embrasse tout entière, et en permet la solution la plus complète. Au lieu de combiner les orbites deux à deux, comme ses prédécesseurs, il les considère toutes ensemble, et, quel qu'en soit le nombre, il parvient à donner à l'équation une forme qui permet l'intégration, en supposant d'une part le principe fondamental de la gravitation, et de l'autre les orbites connues, comme elles le sont pour une certaine époque. Son analyse détermine ce qu'elles ont été, ce qu'elles deviendront dans tous les siècles passés et futurs. La solution ne laisse rien à désirer, si ce n'est une connaissance plus exacte de la masse des planètes (|ui n'ont point de satellites. Mais cette connaissance même, avec le temps, pourra s'obtenir par ses formules; en attendant, M. replace a tiré du travail de M. Lagrange une solution plus bornée, Muais plus facile, et qui, permettant de remonter aux premiers temps de l'Astronomie, s'étend dans l'avenir au même nombre de siècles, c'est-à-dire à 2000 en av^nt comme en arrière.
M. liaplace était parvenu par induction à ce théorème important de l'invariabilité des grands axes et des mouvements moyens, (|ui assure la stabilité du système planétaire, et dissipe pour toujours la crainte cju'on aurait pu concevoir que les planètes, continuellement attirées vei's le Soleil, jie dussent finir un jour par se précipiter sur cet astre. M. Lagrange était déjà parvenu à un résultat du même genre à peu près pour la Lune; on pouvait douter cependant que la proposition fut vraie en toute rigueur. M. La-
D£ M. LAGRANGE. xxxiii
grange la démontre directement et sans supposer les orbites à peu près circulaires, mais en négligeant les carrés et les produits binaires des masses; M. Poisson a depuis étendu la démonstration aux quantités du second ordre ; il est à présumer qu'elle s^étendrait de même aux produits de tous les ordres. Au reste, ce qui est fait suffit pour nous démontrer que toute crainte à cet égard serait désormais bien folle et bien chimérique.
lia manière ordinaire d'intégrer les équations des mouvehients planétaires avait un inconvénient qui rendait les solutions pres(|ue illusoires, celui des arcs de cercle qui croîtraient indéiiniment avec le temps; on était parvenu, en certains cas, à se débarrasser de ces arcs incommodes. M. Fiaplace avait fait en ce genre des remarques très-importantes, mais fondées sur une métaphysicpie trop ingénieuse pour offrir la clarté d'une démonstration purement analytique; M. Lagrange a reconnu (|u'en faisant varier les constantes arbitraires, suivant les principes employés dans la théorie des intégrales particulières, on pouvait toujours éviter les arcs de cercle dans le calcul des perturbations.
La question des trajectoires, ou des familles de courbes qui coupent sous des angles donnés une infinité d'autres courbes toutes du même genre, avait occupé tous les Géomètres, depuis Leibnitz et Bernoulli juscju'à Euler, qui paraissait n'avoir rien laissé à désirer sur cette question. Lagrange en fit une cjuestion neuve en la transportant des simples courbes aux surfaces; elle conduit à une équation aux différences partielles, laquelle n'est intégrable c|ue dans le cas oii l'angle d'intersection est droit.
Nous n'avons présenté qu'une idée bien imparfaite de la série immense de travaux qui ont donné tant de prix aux Mémoires de r^icadémie de Berlin, tant cju'elle eut l'avantage inestimable d'être
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clirif^ée par M. Lagrange; il est tel de ces Mémoires qui, par son étendue et par son importance, pourrait passer pour un grand Ouvrage, et cependant ce n'était encore qu'une partie de ce que ces vingt années lui avaient vu produire. II y avait composé sa Mécanique analytiquey mais il désirait qu'elle fût imprimée à Paris, oii il espérait que ses formules seraient rendues avec plus de soin et de fidélité. C'était, d'une autre part, courir de trop grands hasards que de confier un pareil manuscrit aux mains d'un voyageur cjui n'en sentirait pas assez tout le prix. M. Lagrange en fit une copie cpie M. Duchâtelet se chargea de remettre à l'abbé Marie, avec lequel il était fort lié. Marie répondit dignement à la confiance dont il était honoré. Son premier soin fut de chercher un libraire qui voulut se charger de l'entreprise; et, ce qu'on aura peine à croire aujourd'hui , il n'en pouvait trouver. Plus les méthodes étaient nouvelles, plus la théorie était sublime, moins elles devaient rencontrer de lecteurs en état de les apprécier, et, sans douter nullement du mérite de l'Ouvrage, les libraires étaient excusables de se défier d'un débit qui pouvait se trouver borné à un petit nombre de Géomètres disséminés sur la face de l'Europe. Desaint, qui fut le plus hardi de tous ceux auxquels on s'adressa, ne consentit à se charger de l'impression que sur l'engagement formel, signé par Marie, de prendre à son compte le restant de l'édition, si, dans un temps fixé, elle n'était entièrement épuisée. A ce premier service, Marie en ajouta un autre auquel M. Tiagrange fut au moins aussi sensible. 11 lui procura un éditeur digne de présider à l'impression d'un tel ouvrage. M. Legendre se dévoua tout entier à cette révision pénible, et s'en trouvait payé par le sentiment de vénération dont il était pénétré pour l'Auteur, et par les remercîments qu'il en reçut dans une lettre que j'ai eue
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entre les maiiis, et que M. Lagrange avait remplie des expressions (le son estime et de sa reconnaissance.
Le livre n'avait pas encore paru quand TAuteur vint s'établir à Paris. Plusieurs causes l'y déterminèrent ; mais il ne faut pas croire à toutes celles qu'on a alléguées.
L(i mort de Frédéric avait amené de grands changements en Prusse, et pouvait en faire craindre de plus grands encore ; les savants ny trouvaient plus la même considération. Il était asseznaturel que M. Lagrange sentît de nouveau ce désir qui l'avait auti'efois conduit à Paris; ces causes, avec la pul)lication de sa Mécanique, étaient bien suffisantes; il n'est pas nécessjiire d'y joindre celles qu'y ajoutèrent plusieurs brochures publiées en Allemagne, et particulièrement l'historien secret de la cour de BeHin. Jamais, pendant un séjour de vingt-cinq ans en France, nous n'avons entendu M. Lagrange proférer la moindre plainte (contre le Ministre qu'on a accusé de l'avoir irrévocablement mécontenté par des mépris et des dégoûts, (pie par respect pour lui-même il lui était impossU?le de dissimuler. On pourrait soupçonner que M. Lagrange eut assez de générosité poiu' oublier ou pardonner des torts dont il aurait tiré la seule vengeance qui fut digne de lui, celle de quitter une contrée oii son mérite eut été méconnu.* Mais, interrogé directement sur ce sujet par un Membre de l'Institut (M. Burckhardt), il ne donna que des réponses négatives, et qui n'indiquaient d'autre cause véritable que les malheurs qu'on croyait prêts à fondre sur la Prusse. M. Hertzl>erg était mort; M. Lagrange, Comte et Sénateur français, n'avait aucun intérêt de dissimuler la vérité; ainsi nous devons nous en rapporter à ses dénégations constantes.
L'histonen (jue nous avons cité a donc été mal informé; mais
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l'esprit de dénigrement et de satire, qui a ^ justement renci son ouvrage suspect, ne doit pas nous empêcher d'en extraû les lignes où il expose, avec l'énergie cpii lui est particulièn son opinion, qui est celle de l'Europe, quand il rend justice M. I^grange (*).
« Il me semble, ce sont ses termes, qu'il y aurait ici en ce mo ment ime acquisition digne du Roi de France. L'illustre Lagrange le premier Géomètre qui ait paru depuis Newton et qui, sous tou les rapports de l'esprit et du génie, est Thomme qui m'a le plu étonné; Lagrange, le plus sage, et peut-être le seul philosopha vraiment pratique qui ait jamais existé, recommandable par soi imperturbable sagesse, ses moeurs, sa conduite de tout genre, er un mot l'objet du plus tendre respect du petit nombre d'honmie< dont il se laisse approcher, Lagrange est mécontent, tout le convie à se retirer d'un pays où rien n'absout du crime d'être étranger, et où il ne supportera pas de n'être pour ainsi dire qu'un objet
de tolérance Le prince Cardito de Giffredo, Ministre de Naples
à Copenhague, lui a offert les plus belles conditions de la part de son Souverain ; le Grand-Duc, le Roi de Sardaigne, l'invitent vivement: mais toutes leurs propositions seront aisément oubliées
pour la nôtre Je suis très-attaché à cette idée, parce que je la
crois noble, et que j'aime tendrement l'homme qui en est l'objet
J'ai suspendu la déhbération de M. li. G. ^ur les propositions qui
lui sont faites, pour attendre les nôtres J'ai oublié de vous
dire que FAmliassadeur (de France) avait, à ma prière, adressé à M. de Vergemies la proposition d'appeler M. Lagrange. »
L'auteur que nous citons parait craindre l'opposition de M. de Breteuil, et, suivant M. Lagrange lui-même, ce fut l'abbé
[*} Histoire secrète de la cour de Berlin y 1789, t. II, p. 173 et suiv.
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Marie qui le proposa à M. de Breteuil, et ce Ministre, qui dans toutes les occasions a été au-devant des désirs de l'Académie des Sciences, porta cette demande et la fit agréer par FiOuis XVT.
Le successeur de Frédérw, quoiqu'il s'intéressât médiocrement aux sciences y faisait quelques difficultés de laisser partir un savant que son prédécesseur avait appelé et qu'il fionorait d'une estime particulière. Après quelques démarches, Lagrange obtint qu'on ne s'opposât plus à son départ; on y Ait pour condition qu'il donnerait encore plusieurs Mémoires à l'Académie de Berlin. Les volumes de 1792, 1798 et i8o3 prouvent qu'il fut fidèle à sa promesse.
Ce fut en 1 787 que M. Ijagrange vint à Paris, siéger à l'Académie des Sciences, dont il était depuis quinze ans .associé étranger. Pour lui donner droit de suffrage dans toutes les délibérations, on changea ce titre en celui de Pensionnaire vétéran. Ses nouveaux confrères se montrèrent à Tenvi heureux et glorieux de le posséder ; la Reine l'accueillit avec bienveillwice ; elle le considérait comme yiUemand; il lui avait été recommandé de Fienne. On lui donna un logement au Louvre \ il y vécut heureux jusqu'à la révolution. Ija satisfaction dont il jouissait se répandait peu au dehors : toujours affable et bon quand on l'interrogeait, il se pressait peu de parler, paraissait distrait et mélancolique; souvent, dans une réunion qui devait être selon son goût, au miheu de ces savants qu'il était venu chercher de si loin, parmi les hommes les plus distingués (le tout pays qui se rassemblaient toutes les semaines chez l'illustre I^avoisier, je l'ai vurêveiu', debout contre une fenêtre oii rien pourtant n'attirait ses regards ; il y restait étranger à tout ce qui se disait autour de lui; il avouait lui-même que son enthousiasme était éteint, qu'il avait perdu le goût des recherches mathématiques.
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S'il apprenait qu'un Géomètre s'occupât de quelque travail, Tant mieux, disait-il, je l'avais commencé, je serai dispensé de l'achever. Mais cette tête pensante ne pouvait que changer l'objet de ses méditations. La métaphysique, l'histoire de l'esprit himiain, celle des différentes rehjçions, la théorie générale des langues, la médecine, la botanique, s'étaient partagé ses loisirs. Quand la conversation se portait sur les matières qui paraissaient lui devoir être les plus étrangères, on Aait frappé d'un trait inattendu, d'une pensée fine, d'une vue profonde, cpii décelaient de longues réflexions. Entouré de Chimistes qui venaient de réformer toutes les théories, et jus([u'au langage de leur science, il se mit au courant de leurs découvertes qui donnaient à des faits, aupai^vant isolés et inexplicables, cette liaison qu'ont entre elles les différentes parties des Mathématiques : il consentit à acquérir ces connaissances (|ui lui avaient autrefois semblé si obscures, et qui étaient devenues aisées comme r Algèbre, On a été étonné de cette comparaison, on a cru qu'elle ne pouvait venir à l'esprit que d'un Lagrange. Elle nous paraît aussi simple que juste, mais il faut la prendre dans son véritable sens. L'Algèbre, qui présente tant de problèmes insolubles, tant de diflicultés contre lesquelles sont venus se briser tous les efforts de Lagrange lui-même, ne pouvait lui paraître une étude si facile-; mais il comparait les éléments de la Chimie à ceux de l'Algèbre ; ces nouveaux éléments faisaient corps, ils étaient intelligibles, ils offraient phis de certitude; ils ressemblaient à ceux de l'Algèbre c[ui, dans la partie qui est faite, n'offre rien de bien difficile à concevoir, aucune vérité à laquelle on ne puisse parvenir par une suite de raisonnements de l'évidence la plus palpable. L'entrée de la science chimique lui parut offrir ces mêmes avantages, avec un peu moins de certitude et de stabilité probable-
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ment; comme l'Algèbre, elle a sans doute aussi ses difficultés, ses paradoxes qu'on n'expliquera qu'avec 'beaucoup de sagacité, de réflexions et de temps ; elle aiu^ ses problèmes qui demeureront toujours insolubles.
C'est dans ce repos philosophique qu^il vécut jusqu'à la révolution, sans rien ajouter à ses découvertes mathématiques, sans même ouvrir une seule fois sa Mécanique analytique^ qui avait paru depuis plus de deux ans.
T^ révolution offrit aux savants l'occasion d'une grande et difficile innovation : l'établissement d'un système métrique, fondé sur la nature, et parfaitement analogue à notre échelle de numération. Lagrange fut un des Commissaires que l'Académie chargea de ce travail ; il en fut un des plus ardents promoteurs ; il voulait le système décimal dans toute sa pureté ; il ne patronnait pas à Borda la complaisance qu'il avait eue de faire exécuter des quarts de mètre. Il était peu frappé de l'objection que l'on tirait contre ce système du petit nombre des diviseurs de sa base. Il regrettait presque qu'elle ne fût pas un nombre premier, tel que 1 1 , qui nécessairement eût donné un même dénominateur à toutes les fractions. On regardera, si l'on veut, cette idée comme ime de ces exagérations qui échappent aux meilleurs esprits dans le feu de la dispute ; mais il n'employait ce nombre 1 1 que pour écarter le nombre 12, que des novateurs plus intrépides auraient voulu substituer à celui de 10, qui fait partout la base de la numération.
A la suppression des Académies, on conserva temporairement la Commission chargée de l'établissement du nouveau système. Trois mois à peine étaient écoulés, que, pour épurer cette Commission, on raya de sa liste les noms de Lavoisier, Borda, Laplacc, Coulomb, Brisson, et celui de l'Astronome qui opérait en France.
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Lajçrange fut conservé. En qualité de Président, par une lettre loufîue et pleine de bonté, il m'avertit que j'allais recevoir Favis officiel de ma destitution. Dès qu'il me sut de retour, il vint me témoigner le regret que lui causait l'éloignement d'un si grand nombre de confrères. Jaie sais, disait-il, pourquoi ils m'ont conseri>é. Mais, à moins d'être totale, il était difficile que la suppression s'étendît jusqu'à lui. Plus la Commission avait éprouvé de pertes, plus il lui importait de ne pas se priver de la considération attachée au nom de Lagrange; on le savait d'ailleurs uniquement dévoué aux sciences; il n'avait aucune place, ni dans l'ordre civil, ni dans l'administration; la modération de son caractère l'avait empêché d'exprimer ce qu'il ne pouvait se défendre de penser en secret. Mais jamais je n'oublierai la convei^sation que j'eus avec* hii k cette éjfoque. C'était le lendemain de ce jour où un jugement atroce et absurde, en révoltant tout ce qui avait quelque idée de justice, avait mis les savants dans le deuil, en frappant le phis illustre physicien de l'Europe. // ne leur a fallu quurt moment, me disait-il, pour faire tomber cette tête, et cent années peutêtre tie suffiront pas pour en reproduire une semblable. Nous gémissions ensemble des funestes suites de l'expérience dangereuse qu'avaient tentée les Français. Quelque temps auparavant nous avions eu une conversation du même genre dans le cabinet de Lavoisier, à l'occasion du procès du malheureux Bailly. Tous ces projets chimériques d'amélioration lui paraissaient des preuves fort équivoques de la grandeur de l'esprit humain : Foulez-vous le voir véritablement grand, entrez dans le cabinet de Newton décomposant la lumière, ou dévoilant le système du monde.
Déjà depuis longtemps il regrettait de n'avoir pas écouté la voix de ses amis qui, dès le commencement de nos troubles, lui avaient
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conseillé de chercher un asile qu'il aurait trouvé si facilement. Tant que la révolution ne. parut menacer que le traitement dont il jouissait en France, il avait négligé cette considération pour la curiosité de j^^oir de plus près luie de ces grandes secousses qu'il serait toujoiu^ plus prudent d'observer d'un peu loin. Tu Vas voulu, se répétait-il à lui-même, en me confiant ses regrets; en vain un Décret spécial , proposé par Duséjouf, à l'Assemblée constituante, lui avait assuré le payement de sa pension; vainement lui eût-on tenu parole, la dépréciation du papier-monnaie suffisait pour rendre ce Décret illusoire. Il avait été nommé Membre d'iui Bureau de consultation chargé d'examiner et de récompenser les inventions utiles; on l'avait fait l'un des Administrateurs de la Monnaie, mais cette Commission lui offrait peu d'objets capables de fixer son attention, et ne pouvait en aucun sens dissiper ses inquiétudes. On voulut de nouveau l'attirer à Berlin, et lui rendre sa première existence ; il y avait consenti. Hérault de Séchelles, à qui il s'était adressé pour un passe-port, lui offrait pour plus de sûreté une mission en Prusse. M. Lagrange ne put consentir à quitter sa patrie; cette répugnance, qu'il regardait alors comme un malheur* fut pour lui une source de fortune et de gloire nouvelle.
L'Ecole Normale, dont il fut nommé Professeur, mais qui n'eut qu'une existence éphémère, lui donna à peine le temps d'exposer ses idées sur les fondements de l'Arithmétique, de l'Algèbre et de leurs applications à la Géométrie.
L'Ecole Polytechnique, fruit d'une idée plus heureuse, eut aussi des succès plus durables; et parmi les meilleurs effets qu'elle a produits, nous pouvons mettre au premier rang celui d'avoir rendu M. Lagrange à l'Analyse. Ce fut là c|u'il eut occasion de
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développer les idées dont le jçerme étoit dans un Mémoire curil avait publié en 1 772, et dont l'objet était d'enseifçner la véritable métaphysique du Gilcul intégral. Pour l'entendre, et jouir plus tôt de (*es heureux développements, on vit les Professeurs se mêler aux jeunes élèves, (^est alors qu'il composa ses Fonctions amilx' tiques, et les Leçons sur ce calcul, dont il a donné plusieurs éditions. Ceux qui ont été à portée de suii^re ces intéressantes leçons, a dit un de ces Pix)fesseurs (M. Lacroix), ofU eu le plaisir de lui w)ir créer sous les yeuj: des auditeurs presque toutes les portions de sa théorie, et consers^eront précieusement plusieurs variantes que recueillera r histoire de la Science, comme des exemples de la nuirche que suit dans l Analyse le génie de r invention,
Q; fut alors aussi cju'il publia son Traité de la Résolution des équations numériques, avec des iNotes sur plusieurs points de la théorie des équations algébricfues.
On dit qu'Archimède, dont la gi^ande réputation est surtout fondée, au ruoins chez les historiens, sur des machines de tout genre, et principalement celles qui avaient retardé la prise de Syracuse, dédaignait ces inventions mécaniques, sur lescpielles il u'a rien écrit; on dit qu'il ne mettait d'importance i\\\\\ ses (ouvrages de pure théorie. On pourrait (juelquefois i)enser que uos grands (iéomètres partagent, à cet égard, l'opinion d'Archimède. Ils regardent un problème comme résolu quand il n'offre plus de difficultés analytiques, (ju'il ne reste plus à faire cpie des différeutiations, des substitutions et des réductions, opérations qui, dans le fait, n'exigent guère que de la patience et une ceitaiue habitude. Satisfaits d'avoir écarté les difficultés plus réelles, ils s'in([uiètent trop peu de l'embarras oii ils laissent les calculateurs et du travail f(ue doit leur imposer l'usage de la fonnule, même
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après qu'elle a été convenablement réduite. Nous n'oserions assurer que Lagrange n'ait pas été le plus souvent de cette opinion. Plus d'une fois il 'a exprimé ouvertement son vœu de voir encourager les recherches purement analytiques; et, même quand il paraît se proposer la phis grande facilité des calculs usuels, c'est encore l'Analyse principalement cju'il perfectionne.
I^a résolution générale des éc[uations algébriques est sujette à des difficultés réputées insurmontables; mais, dans la pratique, tout problème déterminé conduit à une équation dont tous les coefficients sont donnés en nombres : il suffirait donc d'avoir inie méthode sûre pour trouver toutes les racines de cette équation, qu'où nomme numérique. C'est l'objet que se propose M. Lagrange; il analyse les méthodes connues, en démontre l'incertitude et l'insuffisance; il réduit le problème à la détermination d'une ([uantité plus petite que la plus petite différence entre les racines. C'esl beaucoup. On ne peut trop admirer la science analytique c[ui brille partout dans cet Ouvrage; mais, malgré toutes les ressources du génie de lagrange, on ne peut se dissimuler que le travail ne soit encore bien long, et les. calculateurs continueront sans doute de donner la préférence à des moyens moins directs et plus expéditifs. Quatre fois l'Auteur est revenu sur ce sujet : il est l\ croire qu'une solution commode et générale nous sera toujours refusée, ou que du moins ce sera par d'autres moyens qu'il faudra la chercher. T/ Auteur semble l'avoir reconnu lui-même, en recommandant celui de M. Budan comme /^ plus facile et le plus élégant pour résoudre toutes les équations dont toutes les racines sont réelles,
\je désir de multiplier les applications utiles lui fit entreprendre une nouvelle édition de sa Mécanique analytique : son projet était
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d'en développer les parties les plus usuelles. Il y travaillait avec toute l'ardeur et la force de tête qu'il y aurait mise dans son meilleur temps ; mais cette application lui laissait une fatigue qui allait quelquefois à le faire tomber en défaillance. Il fut trouvé en cet état par W^ Lagrange, Sa tête, en tombant, avait porté sur l'angle d'im meuble, et ce choc ne lui avait pas rendu l'usage de ses sens. C'était un avertissement de se ménager davantage ; il en- jugea d'abord ainsi ; mais il avait trop à cœur de terminer la rédaction de cet Ouvrage, dont l'impression, longtemps suspendue, n'a été terminée qu'en i8i5. Le premier volume avait paru quelque temps avant sa mort; il avait été suivi d'une nouvelle édition des Fonctions analytiques. Tant de travaux l'épuisèrent. Vers la fin de mars, la fièvre se déclara, l'appétit était nul, le sommeil agité, la bouche aride; il éprouvait des défaillances alarmantes, surtout à l'heure de son réveil. Il sentit son danger; mais, conservant son imperturbable sérénité, il étudiait ce qui se passait en lui; et, comme s'il n'eût fait qu'assister à une grande et rare expérience, il y donnait toute son attention. Ses remarques n'ont point été perdues; l'amitié lui amena, le 8 avril au matin, MM. Lacépède et Monge, et M. Chaptal, qui se fit un devoir religieux de recueillir les principaux traits d'mie conversation qui fut la dernière. (Nous avons suivi scrupuleusement toutes les indications qu'elle contient, et les passages que nous avons souUgnés sans autre citation sont fidèlement copiés sur le manuscrit de M. le Comte Chaptal.)
Il les reçut avec attendrissement et cordialité. J'ai été bien mal ai^ant-hier, mes amis, leur dit-il, je me sentais mourir; mon corps s' ciffaiblissait peu h peu, mes facultés morales et physiques s'éteignaient insensiblement; j'obsen^ais açec plaisir la progression bien graduée de lu diminution de mes forces, et j'arrivais au
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terme sans douleur, sans regrets, et par une perde bien douce. Oh! la mort nest pas a redouter, et lorsqu'elle vient sans douleur, c'est une dernière Jonction qui nest ni pénible ni désagréable. Alors il leur exposait ses idées sur la vie, dont il croyait que le siège est partout, dans tous les organes, dans tout l'ensemble de la machine, qui, chez lui, s'affaiblissait également partout et par les mêmes^degrés. Quelques instants de plus, il n'y avait plus de /onctions nulle part, la mort était partout : la mort nest que le repos absolu du corps.
Je voulais mourir, ajouta-t-il avec plus de force, oui, je vou-lais mourir, et j'y trouvais du plaisir; mais ma femme n'a pas voulu : j'eusse préféré en ces moments une femme moins bonne, moins empressée à ranimer m^s forces, et qui m'eût laissé finir doucement. J'ai fourni ma carrière; j'ai acquis quelque célébrité dans les Mathématiques. Je n'ai haï personne, je n'ai point fait de mal, et il faut bien finir; mais ma femme n'a pas voulu.
Comme il s'était fort animé, surtout ^ ces derniers mots, ses amis, malgré tout l'intérêt qu'ils mettaient à l'entendre, voulaient se retirer; il se mit à leur faire l'histoire de sa vie, de ses travaux, de ses succès, de son séjour à Berlin (oii phjsieurs fois il nous avait dit qu'il avait vu de près un Roi), de son arrivée à Paris, de la tranquiUité dont il y avait joui d'abord, des inquiétudes que lui avait ensuite causées la révolution, de la manière grande et inespérée dont il en avait été dédommagé par un Prince plus grand, plus puissant (il aurait pu dire encore plus en état de l'apprécier), qui l'avait comblé d'honneurs et de dignités, et qui, tout récemment encore, venait de lui envoyer le grand cordon de l'Ordre de la Réunion; ajoutons enfin qui, après lui avoir donné, pendant sa vie, les preuves non équivoques de la plus haute
liu Notice sir l% vie et les oi\ rages
estiiue. \k-nt de taire, pour sa veiive et son trere. phis tjue jamais Frvderîc n'ai ait (ait p«:«iir iiii-inêfne ftendant tout le temps cp* il («vait îUiistTV s«>n Académie.
Il n'a\ait auibitionnê ni ces iK>iiiieiirs ni ces rîcfaesàes. mais il le^ recevait avei- une respectueuse reconnai^ûance. et s'en réjouis- ^it fiour l'avantage des sciences. Il «Mjnsptait se parer de ces titres au trontisfâce de l'Ouvrage «pi'il fal^aît imprimer, pour montrer à 1 iiTiivers a quel point les savant> étaient honorés en France.
<>ii \oii. par t-es dentiers mots, ipiil n'a\ait pas perdu tout espoir de siicrîson; il rmyait ^i^tilemeiit ipie sa convalescence serait lonsiie: ii ofirait ensuite, dè^i «|ue ses forces seraient revenues, d'aller diner chez M. le 0>nite de Laeepède avec MM. les Ci»mtes M«»n5e et Chaptal. et la il se proposait de leur donner sur sa vie et ses Ouvrages d'autres détails qu'ils ne pourraient tnituvêr nulle part. Ces détails sont irrevi.tcahlement perdus. Nous t=nion>ns mên^.e enci^re ce qu'il a\ait voulu, et ce qu'il aura pu ajouter au ^ec-jud volume de sa l/èr» 't/ywf . qui était déjà sous presse. Ce volume a paru en iMt>. .
P^nd^iitt Kttîr <^'n%tri*ition. ^f« .'wr<ï Hu* *ie «/ewj heures, ta rfiffffi'irt ini maiHf%^' <*-'{i*tm; il/iu**il* Ht rw'/M efforts piHtr se ropf^ier ie* r&m^ tt îe* dau\* , wa/s .<«>« dî<cr*firs /ni toujours iUM, piein de tor(€< pensée i ef rfV\r,'-ne'<</4-#i.< Atin/i'e^. Cet emploi qu'il tît dt ses forces les épuisa. A peine ses amis étaient retirés, qu'il toniljia dans un abattement protond, et il motmit le surlendemain lo aiTÎl. a neuf heures trois quarts du matin.
M, Lain"ani:e était d'une cH>Kiple\ion délicate, mais bonne: sa tnnquiUitc. sa modération, un régime austère et tViisaU dont il s'écartait rarement, lui ont fait pix>loni:er sa carrière jusqu'à Tàçe de soi\ante-di\-sept ans lieiix mois et di\ jours. Il avait été marié
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deux fois; la première fois à Berlin, pour faire connue tous les autres Académiciens, dont aucun n'était célilmtaire. 11 avait fait venir de Turin une parente qu'il épousa, et qu'il perdit après une longue maladie, pendant laquelle il lui avait prodigué les soins les plus tendres, les plus soutenus et les plus ingénieux. Quand depuis il épousa en France M"* Lemonnier, fille de notre célèbre Astronome, il nous disait : Je uni point eu iV enfants de mon premier mariage, je ne sais si J'en aurai du second. Je n'en désire guère. Ce qu'il souhaitait principalement, c'était une compagne aimable, dont la société put lui offrir quelques délassements dans les intervalles de ses travaux, et, à cet égard, il ne lui resta rien à désirer. M"* la Comtesse Fiagrange, fille, petitefille et nièce de Membres de l'Académie des Sciences, était digne d'apprécier le nom qu'il lui ferait porter. Cet avantage réparant à ses yeux l'inégalité de leui-s âges, elle ne tarda pas à concevoir pour lui le plus tendre attachement. Il en était reconnaissant au point qu'il souffrait difficilement d'être séj>aré d'elle, que c'était pour elle seule qu'il sentait quelque regret de quitter la vie, et qu'enfin on l'a plusieurs fois entendu dire que de tous ses succès, ce qu'il prisait le plus, c'était qu'ils lui eussent fait obtenir une compagne si tendre et si dévouée. Pendant les dix jours que dura sa maladie, elle ne le perdit pas de vue un seul instant, et les employa constamment à réparer ses forces et à prolonger son existence.
Il aimait la retraite, mais il n'en fit pas un devoir à la jeune épouse cju'il s'était associée; il sortit donc plus souvent, et se montra dans le monde, où d'ailleurs ses dignités l'obligeaient de piiraître. Très-souvent on pouvait s'apercevoir cfu'il y suivait les méditations conunencées dans sou i*al)inet; on a dit (ju'il n'était
rM, ^'rKt >4:t L!k lit ET luis hi^lTVlAtkEl^
TSHinin^ mw «lonûrtn&ïtf. il ai efiiit piiâ^ ûtffttf tfi on. «(ooeert Tint itr«»<-rfiiijTir> «ifs j-ïraMtffîsitiuab' et tirunr tuafiss In» .tUifirtii-Hiftw Dms or-- et- r?^ Mms^aima^ y Iul AftïnmiàHt» «fe «^ îL ptiniBid: ^ kb bo- -«wr ,i -ûjwr .itrr-."^ in -kltt 7$>'à>-4iûfz j'^m- fimiêùe Ùês tnû» prenKi^rv ^m^^^irr/», 4 a mutrièma fa nn iuirau^fw pitês rùsa^jm me WT^' mf -^f^iLTUMn. ^m$ 'ufyi:2Uftrrrjmar..iittTtfst*iafsvfwjm ^iNT/A*/ nu» -« 4«v fm%9êè*ne ièrunùf. \a3hL^ ptiiiF liiik. ift: pin» beAr
.iaii~'.*»o: ! Hftfic ' nj7u?rt?«rf . atiuittb^ i x L^ut ^rmiu tmnsmttr tfiK^ Cob 1 -ïa: ! f »fT!!7i£: mi:^ r'uitf iiUK pur mm niimiîe iirr tcwfiffifiibfe'.
*«:• . Mft§. '.L .TTXKe'. «vinMi rntr '' ^notfnntf «hr TTtJini* ttata cfe •rcp- BcuÉtf^' •-fïMiiKHM^ t toi*<Ty iatntifdif 'i 1 tint: Itr UusOt (foi Si «ilké
.juuAtt.»anf^î)ikiiirdiFn.^rn*r9tTT:?atf»niiit^ rurmtiBntrïfliiîE^ • • -t .. ïv&£r : lu: os Itefisn • ni m iir iriT 'TtsManlàkaitl.
AttmaÉtts i iimrmufn HAr luiir rmin ^càuin ite>vartrBfts».s>BteyiiMi
*>iiiijiui: •t;u:t.i#ffiii4iMe2iir-ii!F*tmnt%xr iftN^
ftsK:*. a#tfijb^ :>i''V«^ '4iiii- tnàttir nu abait rTiieHtfuii:ji
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sa ti^iiquillité ordinaire. Un jour, après une clis(*ussion de eette espèce, M. Fiagran}i;e étant sorti, Borda, resté seul avec moi, laissa échapper ces mots : Je suis fclchê (V avoir a le dire (V un homme tel que M. La^rangey mais je n'en connais pas rie plus entêté. Si Borda fût sorti le premier, Lagrange m'en eut dit autant sans doute de son confrère, homme de sens et de beaucoup d'esprit, qui, comme lagraujife, ne changeait pas volontiers les idées qu'il n'avait adoptées qu'après un mûr examen.
Souvent on remarquait dans son ton une légère et douce ironie, sur l'intention de laquelle il était possible de se méprendre, et dont je n'ai pas vu d'exemple cjue personne ait pu se tenir offensé; ainsi il me disait un jour : « Ces Astronomes sont singuliers; ils ne veulent pas croire à une théorie, quand elle ne s'accorde pas avec leurs observations. » Ce qui avait amené cette réflexion, son regard en la proférant en marquait assez le sens véritable, et je ne me crus pas obligé de défendre les Astronomes.
Parmi tant de chefs-d'œuvre que l'on doit à son génie, sa Mécanique est sans contredit le plus grand, le plus remarquable et le plus important. Les Fonctions analyticjues ne sont qu'au second rang, malgré la fécondité de l'idée principale et la beauté des développements. Une notation moins commode, des calculs plus embanassants, quoique plus lumineux, empêcheront les (îéomètres d'employer, si ce n'est en certains cas difficiles et douteux, ses symboles et ses dénominations; il suffît qu'il les ait rassurés sur Ja légitimité des procédés plus expéditifs du Calcul différentiel et intégral. Lui-même a suivi la notation conmnme dans la seconde édition de sa Mécanique, ,
Ce grand Ouvrage est tout fondé sur le Calcul des variations, dont il est l'inventeur; tout y découle d'une formule unique, et
\nTn:E --lu l.v \IH ET LES Ml-VR.V<iES 'I Un pniinpe connu uvnnr mil mais tiont on était loin «le soup- «ornier tonte Tutilite. Otîe ^nliliiue composition réunit en outre tons ceux <ie ^es travaux jiretvfients qn il a pu v l'attacher: eile se
• listinirne cneore ]:>ar iVspnt pliiiosophii^ne «{ui v ^e^^le(^Iln bout \ i antre elle t*st aussi la pins belle iiistoire «le i'ette partie rie la >4Menre. nne histoire retle ijn elle ne pouvait t*tre eente tjue par im homme an nnean lieMMi ^iiiet. et Mipeneur a tous ses lievanciers,
• lont .1 analvse les Onvraues: r-ïle rorme une lecture ciu plus liant intiTPt. même pour i-eim <[ni serait iiors <l'ctat d'en apprécier rons les rairnl^ de détails. L n [>îireil lecteur v ipercevra *lu inoins la liaison intime «ie rons les pnncipes sur lesipieis les plus jpraniis < iet)nietres ont appnw leurs recherches de Mécanique. Il v verra la loi ueometrmne des iîn»nvements **elestes. déiliiite de simples .onsiderations mecanufues *-t inaUlupies. De «-es pn)blèmes «pu servent .1 ralcnler le ventabie système du nioncie, l'Auteur passe à des «|iiestu)ns plus ditïiciies. pins «-ompiwiuees, et ipii tiendraient .1 nn antre i>rcire de «dioses: *'es rechen'ties ne S4>nt que de pure «Minosite, r Vntenr en avertit: «nais eile? pn>uvenr toute l'étendue t le ses i*essonr<M:»s. < h\ \ voit eiirin >a nou\ eile Théorie fies varfationA
/p.\ rnnstttntes ttrhin^tnrrs /// nn/a^rmenr tes /fianètes. «jui avait paru avet* tant li'in^lat ilans les Mt^ffnures iie 1 Institiu. où. eileuivait prouva que l* Vntenr. a T iiic de pins «le -^oivante-nuiuze lUis, n'était \yi\s descendu d\\ liant i-aim «pi il -H-ctipait depuis si loiucteiups. île i'axen «le r^ins les < 'iei>metres.
Partout <lans ses 1-crits. «[uaud il rappoite nu thei>renie imporraut. il en tait htMmiiiiue in ï)remicr Vntenr
Onaiid il ret*titie les itires de >e^ p|•:•de^e^se^n•s ou de se:» i-onlemponiins- «'est avet» tons !e>» ^^LLiinis in^ ui j:eiue: «{uaml il demontre les erreui-s de »'eu\ <|ui l'ont ittaque, c est ivei- l'inipassi-
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bilité d'un vrai Géomètre et le calme d'un démonstrateur. Aucun de ses rivaux célèbres n'eut des idées plus fines, plus justes, plus générales et plus profondes; enfin, grâce à ses heureux travaux, la Science mathématique est aujourd'hui comme un vaste et beau palais dont il a renouvelé les fondements, posé le faîte, et dans lequel on ne peut faire un pas sans trouver avec admiration des monuments de son génie.
RECUEIL^ DE L'ACADÉMIE DE TURIN
RECHERCHES
RECHERCHES
[Miscellanea Tauhnensia, t. I, 1759.)
1 . Les Géomètres savent depuis longtemps que lorsque la première différentielie d'une variable quelconque disparait sans que la seconde disparaisse en même temps, elle devient toujours un maximum ou un minimum; et en particulier elle est un maximum, si sa différentielle seconde est négative, et un minimum, si cette différentielle est positive. Si la différentielle seconde disparait en même temps que la première, alors la quantité n'est ni un maximum, ni un minimum, a moins que la troisième différentielle ne disparaisse de même, dans lequel cas la proposée deviendra un maximum, si la différentielle quatrième est négative, et un minimum, si elle est positive, et ainsi de suite. En général, pour qu'une quantité soit un maximum ou un minimum, il faut que les ordres successifs des différentielles, qui s'évanouissent ensemble, soient en nombre impair, et alors elle est sûrement un maximum ou un minimum, selon que la différentielle qui suit la dernière évanouissante se trouve négative ou positive. Voyez Maclaurin, Traité des Fluxions, p. :i38et857. >
2. Tout ceci supposé et bien entendu, que Z représente une fonction algébrique des variables /, le, x, /,..., et qu'on se propose de la rendre un maximum ou un minimum. Soit, selon les règles onËnaires,
dZ=pdi'\-qdu-^ rdx '\- sdjr -^ , ..,
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ei Von kxsr^ d'hbi^râ i-ette équation
pdï — qdu -^ rdjr -t- sdr -t- . . . = o.
Maif coiiimf b relation entre /, i/, x,... est enc4>re iDdêtenniDêf , de
nifîin^' que e^lle de leurs différentielles ib, du^ dx et que d'ailleurs
f'équation donnée doit être \Taie quel que soit leur rapport, il est évident que pour les chasser tout à fait de Téquation, il faut égailer séparément â zéro chaque membre /7^« qdu^ rdx d'où l'on tire autant
dVquali(»ns particulières qu'il y a de variables, savoir :
Par le moyen de toutes ces équations on trouvera les valeurs de chaque
inconnue /<, u. x qui, substituées dans la fonction proposée Z. la
rendront un maximum ou un minimum,
3. Pafïsons maintenant à Texamen de la seccinde différentielle. En Kuppofiant, ce qui est permis, les premières différentielles dt^ du. dx — eonHtanies, on aura
d' Z = dpdt -h dqdu ^ drdr -h dsdy -h . . . .
dp — Adt-^-Bdu-^- Ddx -h Gdy -h . . . , dq i=Bdi -\- Cdu-\-Edr -hRdr-h. . .^ dr = Ddt -h E rftt -h F^x -h Idy -h . . . , ds = Gdt -\- Rdu -h l dx -\- hdy -h . . . ,
ce qui donnera
dl= \dr -h iBdtdu -h Crfa' -h ^Bdtdx -h ^Edudx
-h Fdx' -h 2Gdtdr-\- 7.Ududr-h 2lrfjrrfr-»-Lrfr*-h
Pour c(»mmencer par le cas le plus simple, supposons qu^îl bV iÊtf^ qu'une seule variable /, de sorte que rf^Z = Adt^; on voit d'abord fue» puisque dt'^ est toujours positif, la différentielle d^Z doit avoir le mène signe que la quantité A; donc, si A est positif, Z sera un imi9ài|icJK, t^ni^
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A est négatif il sera un maximum; si A = o on suivra les règles données (1).
4. Les variables contenues dans Z soient deux, savoir / et i/; alors
rf» Z = kdt^ -h iBdtdu -h Cdu\
Il parait au premier aspect bien difficile de connaître si cette expression d^Z doit être positive ou négative, sans qu'on ait le rapport de dt à du, qui n'est pas donné; car, puisqu'on cbangeant ce rapport la fonction d^Z doit aussi varier, il semble indubitable qu'elle pourra aussi passer du positif au négatif, et du négatif au positif, pendant que les (|uantités A, B, C restent les mêmes. Qu'on donne cependant à la proposée
Arf/» -4- iBdtdu -4- Cdu^ cette forme
et on verra que, comme les carrés ldt-\ — jr-^j et du^ ont toujours le
même signe -h, toute la quantité sera nécessairement positive si les
deux coefficients A et C — r- sont positifs, et au contraire elle deviendra
négative, lorsque ceux-ci seront tous deux négatifs, quel que soit le rapport de dt à du. On aura donc pour le cas du minimum
savoir
B' C > — ou CA > B%
ce qui donne de même
C>o; à moins donc que les quantités A, B, C niaient ces conditions A>o, C>o et AC>BS
i BECHEBCHES SI K LA METHODE
lit prH|MM»*^ Z be (H»urni pk^ êtr^ un miuimum. Eo M^'ODd lieu on tn*Qv^Tif |i«mr k rtuirunuin
CA>B
|>uiKqu«' A f*Ht iif*{ratif, <i* qui donne encon-
(liiiK l<fh r.uuditiou» pour le maximum seroDl eu parue les mêmes, et eo
|i«rlM* prfîriHénifnl contraires à celles du minimum.
5. Si A ou (j, ou toutes deux sont égales à zéro sans que B le soit Hussi, la (-onditioii de AC > B^ ne |K»urra pas subsister, ainsi la quantité propohée n** deviendra jamais un vrai maximum oïl minimum; la même clioKf' arrivera toutes les lois que A et (^ seront de signe contraire, car puisque' W «*Kt toujours positif la eonditi<m de AC > B* devient imposf%il*lc. Si B s'évanouissait encore en même temps que A ou C, rf*Z se Irouviîrait réduite au cas d*uue seule variable, et par conséquent pourrait 4Mr4' <lc nouveau un nuiximum ou un minimum^ ou ni l'un ni Tautre, M'Ioii ce qu'on a dit pour le» premier cas. Enfin, si la quantité </'Z était (oiM<* é^alc à /.éro, savoir
il l'audrait recourir à la différentielle tnûsiënie; que si celle-ci se trouve n'être pas é^ale à zéro, la quantité Z ne peut être ni un maximum ni un minimum; et au contraire, si elle évanouit en même temps que b seconde, on cherchera tout de suite la quatrième: et si elle n*est pas évanouissante, il M'ra facile, par la méthode dont nous nous sommes Mrvi ci-devant, de connaître si elle est positive ou négative, ce qui déterminera de nouveau le maximum ou le minimum.
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6. Lorsque les variables sont trois, savoir t, u, x, la différentielle d^Z prend cette forme
rf>Z = Arf/> 4- zBdtdu -f- Cdu' -+- 7.Ddtdx -f- %^dudx -4- ¥dx'
qu'on réduira d'abord à
Soit posé
et on aura
j^ * /j Brf« DrfxX» , ...
a»Z = A(a/H — ^H — ^j -^adw -i-'?.bdudx -Jt-cdx^\
qu'on opère k présent sur ces trois derniers membres, comme ou a fait ci-dessus (4), et toute la différentielle proposée d^Z deviendra
or, les carrés (^"+- -â~ "^ ~Â~) ' (^"^ ) ^^ ^^ ^^^^^^ toujours
positifs, toute la différentielle sera de même positive si les coefKcients A, a et c ont chacun le signe -+- ; on a donc pour le minimum les
conditions suivantes
A > o, a > o, ea > 6*,
ou, en remettant au lieu de a, b, c leurs valeurs,
savoir
A>o, CA>B' et (CA — B')(FA — D')>^EA — ■»)%
d'où il résulte encore
C>o, F>o el FA>D'.
On trouvera par les mêmes principes pour le maximum
A<o, CA>B^ el (CA- BM(FA~D')>(EA~BD)%
et par conséquent
C<o, F<o el FA>D=.
7. Si les quantités A et C évanouissent seules, ou toutes deux, ou une simplement, la seconde condition devient impossible; si c'est F qui évanouit, alors la troisième devient impossible; car (CA — B'*) (— D*), qui est nécessairement négatif à cause de CA > B^, doit toujours se trouver moindre de f EA — BD)*, d'où il suit que Z ne saurait être u« maximum ou un minimum, si A, C, F prises séparément ou ensemble, comme on voudra, sont égales à zéro. Si par l'évanouissement des termes la différentielle ^^Z se réduisait à deux variables, ou à une seulement, elle tomberait dans le second cas ou dans le premier, et on devrait suivre les règles données (3 et suiv.). Enfin, si toute la d^Z se trouvait égale k zéro, et que la difTérentielle troisième ne fût pas de même égale à zéro, on serait sur que la proposée Z ne pourrait jamais devenir ni un maximum, ni un minimum; et quand cette différentielle troisième évanouirait avec la seconde, par des transformations semblables à celles que nous avons pratiquées, on pourrait dans la quatrième différentielle distinguer le cas du minimum et du maximum et ceux qui sont inutiles.
8. On peut étendre la même théorie aux fonctions de quatre ou plus variables. Quiconque aura bien saisi l'esprit des réductions que j*ai employées jusqu'ici, pourra sans peine découvrir celles qui conviendront à chaque cas particulier. Au reste, pour ne pas se méprendre dans ces recherches, il faut remarquer que les transformées pourraient bien venir diflerentes de celles que nous avons données; mais en examinant la chose de plus près, on trouvera infailliblement que, quelles qu^elles
soient, elles pourront toujours se réduire à celles-ci, ou au moins y être comprises.
9. Comme je crois cette théorie entièrement nouvelle, il ne sera peutêtre pas inutile d'ajouter les réflexions suivantes. Quel que soit le npmbre des variables qui entrent dans la fonction proposée Z, si on les regarde chacune en particulier, et qu'on cherche le maximum ou minimum qui lui convient pendant que toutes les autres demeurent les mêmes, on trouvera à part les premières différentielles pdt^ qdu^ rdx,,..^ dont chacune étant égalée à zéro nous donnerait les mêmes équations que ci-dessus (2)
De la même manière passant aux différentielles secondes, on trouverait celles-ci séparément Arf/*, Crfw*, ¥dœ^, Ldy^,..., et par conséquent si A, C, F, L,... sont toutes positives ou négatives, on pourrait croire que cela suffit pour que les valeurs de /, w, a:,..., tirées des équations /> = o, y = o,..., rendent nécessairement la proposée Z un minimum ou un maximum. Il est vrai, en effet, que par rapport' à chacune de ces variables considérées à part, la quantité donnée Z devra toujours être la plus grande ou la plus petite; mais est-il certain que ce qui vaut pour chacune prise séparément doive aussi valoir pour toutes ensemble? Examinons la chose plus intimement.
10. Que la proposée Z contienne les seules variables t et w, et on pourra la regarder comme l'ordonnée à une surface, dont / et w sont les deux autres; donc la question dans ce cas se réduit à trouver la plus grande ou la plus petite ordonnée d'une surface dont Téquation est donnée, savoir
dZ=:pdt -+- qdu.
Si l'on fait u constant, elle se réduit d'abord à
dZ = pdty
iii:i:u£iu:uL> slk la methodi
Cl «Liit^ «:is iMtr rAnnuic ioulf^ ie> Mciious de ia JBaoïe supcrui:
«i»î«r-rni.v >,»ji (loi: iMi^ //= n. f'i OU auFa !2 uiip vaieuT' «I- / a «tiiimi V; ^:^ iiHin craiMii* on t:i plus fietiie onloBBée Z dans cliacuiie u*' «siNiKiit^ n;)rHllHr^: iHais. nuitiqiK* // «si coBStaou si i on dificmBif*- «*
iioMvi'iJi; .. ^.. on
. i !.. roiiM*ciittM:i on iu<*tfra iHi moxunMWi ou iRiHaHBmiiar la «eu*'* ^'• Il .! - .. Hi»r*^ V H\on rvMendaiii suitsutur à la place de / i:i vaieiir a» i**!ii: i-uiiam .. -. savoir > A st* iroBvt* poBÎtivt' ou fteg^rr^iM;( : i» : N. . . \;4ftM:v lit* i.. on i»ii*ii ^i. en cliaiiffeant li. eiit' eeui att^ . ii.uèr •: m;.M' . o.' ronriuiM dans if premirr eus mif* loiHt-- -wsoh-
M ^ V . L:ir NULvmuiT/i o:: un nanamo}i, ot dans Ir-ncscono aif*«*H*
• ..• ( tii t*^-:i<ii(c^ iiiiiMt'^ un nuucuïïunïL. entn* d'antres jin"iHBHHKr. ^ .^ r>. 'j:. . év\ . uiicit uo" son i;i vaiei])' fit* ki cannaaiie u. air^ .lui un- <irMaii'-> :«*'*riiuii*' îi aur.' ii! un iroxhihdti nmn'XBHBHBr.-.'. jjuu. - .. ii. » if.il ?%fiitrntcii« fîtf; : .1 /er. . lorsatit; u a fie taseanie^ vsHffnY-N oit*
t" '. .... . • — «.. - T^i'litfUlfl.; fr^ ^epll01»^ eOTRBIMIIUiaitteÂ ^flPHIM Ht»-
;i, ■^ o */u*u.-iOi4i''. l'.i ti:j nunmiuii.. i.* iieu ne lOMes-eesowiaiHWM-* ni •^- .. nuukiiéui^ it u fmmnutJL o\\ ni i un ni lamrî-.-wr;! nantti) .*.. = •• • iMiu.M — . V îi\ai;. exrarti n j;i iieu»^ TanaiMétit*-fîv i;: ««j-'iirii' u-.t? ;*ai - I iiteii* ■ suf^rmeir' utt*"«wiion »inwi;* :r9BDn* . .mui' ,**iniMji . t ui 'ï^' tietfTimfiee«nr'tes'<leuv^«mBiim*
. ,,. i»4«i • notii«*^ ;■* maxuïïuui} on ifraMBMM^iiinfr.îrbur- ...II.;: î o**Titt' i 1 iniî^rraiitiv 011 (;) ntiisiiAlti^vinttintn^
«• . ;.iut* varialtî'.
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11. Passons maintenant à la différentielle de q\ elle a été d'abord, supposée (3) égale à ^dt-\-Ç*du\ mais puisque dans ce cas t est déterminé par u dans l'équation p = o, ou bien dans sa différentielle
Adt 4- Bdu = o, dt est égal à j—^ ce qui rend
dq=(—j-'hC\ du;
il résulte donc que si — -j- -h C est positif, savoir si C > -t-9 l'ordonnée
sera la moindre; si C < -r-» elle sera la plus grande, et si C= -r-? elle ne
sera ni l'une ni l'autre, à moins que les conditions requises dans les différentielles des genres plus élevés ne soient remplies. Or, en réfléchissant sur ces maximum et minimum^ il sera aisé de comprendre que l'ordonnée Z ne pourra pas être un maximum entre toutes les autres, à moins qu'elle ne soit la plus grande de toutes celles qui sont contenues dans la section déterminée par dZ = qdu, et de plus que toutes les ordonnées qui composent cette même section ne soient encore elles-mêmes des maximum dans les sections parallèles correspondantes (10). On prouvera de même que la quantité Z ne saurait être absolument un minimum sans qu'elle soit de même un minimum dans la section qui contient tous les minimum. Car dans tous les autres cas l'ordonnée serait ou la plus grande ou la plus petite d'entre celles qui ne sont ni les plus grandes ni les plus petites, ou bien entre les plus grandes ou les plus petites, elle ne serait ni la plus grande ni la plus petite, ou enfin elle serait la plus grande d'entre les plus petites, ou au contraire, ce qui ne donne pas un vrai maximum ou minimum comme on cherche. De tout ceci je conclus donc qu'après avoir tiré des équations /> = o, y = o, les valeurs de t et u, et
les avoir substituées dans A et dans C — -r-» il faut, pour que Z soit un
vrai maximum, que A soit négatif et
C<-T-, savoir CA>B*;
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et au contraire, si Z doit être un vrai minimum, od doit trouver A pcisitii
C > -- • ou CA > B',
(conformément à h théorie générale expliquée f 4 et suiv. /.
12. Si, au lieu de considérer d*abord u constant et / variable, on avait fait £/ variable et / constant, on serait parvenu aux déterminations «oivantes
C<o et AC>B= pour le maximum, et
C>o et AOB'
pour le minimum, c^ qui revient au même. Au reste., oeftte «néfbode que nous venons d'employer pour déc<>uvrir les coodilioBfi des ^masâmum ^ mifùmam dans les fonciions à deux seules ckaiigeaDles^ «fli égailem«iit applicable à toutes les autres fonctions piiis composées, «fie a iraàme Tavantage d'être plus analytique et plus directe que ia premîèBH'^ c'^ieiH pourquoi je tâcherai ici de la développer dans toute sa géséniâilé.
13. Soient les variables contenues dans Z en tel nn«Are ^* je ne considère d'abord qu'une variable seule, et Je tkie par la tiation Téquatiou pour le maxinujun ou nûmmum qui lu en passant à la difiérenûelle sec<>nde, je trouve les < minent la proposée à être un maximum ou un mûiânmi. 4m wà Tn w Tau Ire. Après cette première opération, je substitue dass Z «0« kim\ if r diflérentielles simplefiient la valeur de la premiërr varijMe Ihmiuil^ h je procède sur une autre variable de la même mamcrr: ensûlTi, de nouveau dans la fou<rtion proposée Z la valeur qa^oo aora pour cette seconde variable, on passera à Texamen d^one traîsiaBe lariable. et ainsi de suite, etc. Soit / la première variable qa'*OD ¥rat < dérer dans Z. et on aura
dT — pdt ei d'T — Kdl\
d'où /> = o, et A > o pour le minimum, A < o pour le maximum (1 ). Que teiu soient à présent toutes deux variables, il en résultera
dZ = pdt'hqdu,
qui, à cause de/> = o, se réduit à
d7. = qdu,
d'où Ton tire
d'Z = {Bdt'hCdu)du;
mais puisque /> = o, dp\e sera aussi, et par conséquent
Arf/-t-Brfii = o, ce qui donne
cette valeur substituée dans d^Z la changera en
d'Z=(~'hC\du\
j'aurai donc y = o et pour le minimum, et
pour le maximum, savoir, puisque A est positif dans le premier cas'et négatif dans le second, en multipliant par A, il résultera toujours la même condition de AC>B^. Si, outre les deux précédentes, il y a encore une troisième variable 'x à considérer, je cherche la valeur de rfZ eu égard à ces trois variables /, w, Xj et je trouve
d7,=:pdt -h qdu-^- rdx.
1 Kf. JLEI;Jit* -SI I La M£T94«l«i
••• fin.. ; (UâU1«' O» / =1 l f = '.. te* t!lAj|]|ff «
Oui.' i. difiMreiat»*lf -^••uiiu* e»**r«
fi = l»iï — Lai — ? or or
A |>î't1»»*U.. U*r !• lil"^**! 0*f.- ♦-aUalJ01i■' /•::r i ( — L «II. |||#M U* t*fUrr dlfif^*'lll»^lHfr
AC — i>ai — l»ûr HT I *•- ttf- — t^ai' — i-itr^^= f <•«♦•rr.li' (»♦•- xai^-urr u* tf: **' eu. *-l oa . -er i+ mmv*
UI- J B'- AL
«*-b hui»t>tiiu' uau.- ' »'i4irrsBu>i o* c'-'Z. r»- on- m*-
1 ^♦-^un• uuir "i. pjfiiji^" ii»'L jtou? J* moToiuan ou
•'IIMJIl-
l#i«ur I*- auMumâÊrt. ei < o f#«iU! i^ mgjnwifin: ou faiai. «d ^êamx ie <ifiK' iiiiiiai^'U' A< — B' qu: «'i^i ioujouf> |»o«iiii. ou a
iBllt - a» - AE - ET — ACT > c
pour le nùwmumy et < o pour le maximum. Soit multipliée cette expression par A, qui est positif dans le premier cas et négatif dans le second, et on aura
2 ABDE - ACD» - A'E^ - AB'F 4- A'CF > o,
soit pour le maximum, soit pour le minimum, savoir (CA - B>)(FA - D>)>(EA - BD)».
On suivra le même procédé pour un plus grand nombre de variables.
14. Cette méthode, étant générale pour quelque nombre de variables que ce soit, ne sera pas bornée aux seules fonctions algébriques, mais pourra encore s'étendre avec succès aux maximum et minimum qui sont d'un genre plus élevé et qui appartiennent à des formules intégrales indéfinies. Je me réserve de traiter ce sujet, que je crois d'ailleurs entièrement nouveau, dans un ouvrage particulier que je prépare sur cette matière, et dans lequel, après avoir exposé la méthode générale et analytique pour résoudre tous les problèmes touchant ces sortes de maximum ou minimum, j'en déduirai, par le principe de la moindre quantité d'action, toute la mécanique des corps soit solides, soit fluides.
15. Je finirai ce Mémoire par quelques exemples des plus simples qui éclaircissent la théorie qu'on vient d'établir. Soient tant de corps qu'on voudra parfaitement élastiques et rangés en ligne droite sans se toucher; supposons que le premier vienne choquer le second avec une vitesse donnée c, le second avec la vitesse acquise du premier choque le troisième, et ainsi de suite; les masses du premier et du dernier étant données, on demande celles des corps intermédiaires, afin que le dernier reçoive la plus grande vitesse possible. Soit a la masse du premier, et b celle du dernier; soient ensuite t, w, a?, j,... les masses intermédiaires inconnues; par les lois du choc on trouvera la vitesse communiquée par
le premier corps a au second / égale à -> celle que donne celui-ci au
i .i^.;.iit . i^«u' ' «'. «Utt^. 4*- flOHr: flan Af vamt»- air
.:t.tUtt:r
.. (Util »• ULjf'li' q: «Ji ;. »upâ»u^• ^:isift^ i. 2.. ei prettaBi ilf^ âupmtimi*^ • lin ffitf ♦- U' * *iuif* «j iruuv^rff
#/ iii /*.' #*• C" tf* — eu oê' — wb 07 — «- _ *^
«1 «ft 11 uâ^tuiii ''ii»*'uiuh ^'. ivaiiiibin: ml bm
/m f C' Z ly — r 'OA Z «r — ;^ ij
(II. «lUI. UWli' •ri JMT»^ll^ il^-t |#WU? **
Cl^ _ r . tS ^ if . ET =:j
i^ii. uiiiiiiru' A^t aiuiiU^i^^
géométrique, dont les deux extrêmes sont les données a et b. Pour juger à présent du maximum ou minimum, soit fait d'abord, pour abréger,
on aura
p = a(au — r),
donc
dp=:{au — t*) da-h a(adu— itdt),
dq = (tx ^ u^)d^ -h ^{xdt-h tdx — ludu),
dr^^(uy— x^)dy -h y (ydx -h udy — ixdx ),
Or, comme les termes a, /, u. x, y,... doivent être en progression continue, si l'on nomme i : m la raison constante d'un antécédent quelconque à son conséquent, on trouve
de plus
lesquelles valeurs substituées dans les expressions précédentes les réduiront à
dp = aa{du — imdt).
j { j. ^rf" dx\
dq = aa [dt 1 )
^ \ m rn* I
j (du idx dr\
m nr
m fir
ui vui: i>a' U ♦*! i»r**iiii**? lit'u qu*- A est iH*jprs«tjf, H qot- par r«*iiî**iin»*fit rf-!iipii#*- <r
«loii'
%<, -^ »^ Fa ~ IP ^ £A - BD ^
S'il 11 > ^ qm tleiu loadbMs inUrnuédiaires i et if, il suffi! d*aTofar égard à i< f»r«^iiji«;f'» ù^ (>-b totà4iiion^; b\\ y en a trois, il favt «core considérer la
Mrx'^juQ*-: ^*ii \ f^u ^v^jt pluMeur» autres, il faudrait avoir recours à autant û* v«iudihuiit ijuJl V a de varisililes. Au reste, dans ce problème, on les u\ni\*^v:t. ïoiiWt i^UA^Uért, ^ï on veut bien prendre la peine de pousser plus loij î^ «^il'-ul : ci*r fc/yrte qu*on peut franchement assurer que, lorsque les «lii&s»^.'^ iiil*^riu«iîdJ^JrHj, quel que soit leur nombre, sont telles qu'elles foriii*fiji un»- pf t»jp ebMOii géométrique entre les deux extrêmes données, la \ileE»h^ qu^ v^:'*jïX la dernière par leur moyen est toujours la plus grande pObbiiii«-. ^^ pf^^eme a été traité par M. Huyghens, le premier, et depuis p^if i#eau<AiU^ ^'^jutre« Géomètres; mais sans avoir aucunement égard aux uuuveUe^ a^u-nuiifiation.H, que nous avons cependant trouvées nécessaires pour > a>î5ur>-» <ie Texistence du maximum ou minimum.
16. Soit l'équation générale pour les surfaces de second ordre
z\ :=: ax^ H- 2 bxjr H- çjr^ — ex -^fxi
qu'on se propose de trouver le point où l'ordonnée z est la plus grande ou la plus petite; on aura, en diiîérentiant,
^zdz=iaxdx -i- ^bydx -^ ibxdx-^ icydy ^ edx — fdy^ ce qui fournit d'abord les deux équations suivantes
cy-^bx
d'où l'on tire
i(ac — b^)
eb —fa
^~^ i(ac — b^)
Différentions de nouveau la différentielle trouvée, et on aura, puisque dz = o,
izd^z = iadx^-¥- ^bdxdy-^ ^cdy^
où les quantités a?, y ne se trouvent plus. Or, afin que l'ordonnée z soit un vrai maximum ou minimum, il faut que a et c soient toutes deux négatives dans le premier cas, et toutes deux positives dans le second; de plus, il faut encore que ca> 6^, car sans cela les valeurs trouvées pour les ordonnées a? et j ne donneraient jamais ni un maximum, ni un minimum; en effet, toutes les fois que ca n'est pas plus grand que 6^ le célèbre M. Euler a démontré par une autre voie, dans l'Appendice à l'/zitroduction à l'Arudyse des infiniment petits, que la surface proposée s'étend à l'infini et qu'elle a une asymptote conique. Il parait donc clairement que la méthode pour déterminer les maximum et minimum,
^ KEiHEKJKb^ Siii i.a ii£Tfl< DU Ift. Mv^KMlir ET msmÊÊit
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firrX^Dae- IQB VOI- (m^ 4 C ^: r «UHl tnUtfl» éf9A .|WiIIJ««ï' Ht fiiHie»
oeniv eeiranvt^b * oraoïmrt ^ ^^4 ul jmuaanumi ol m. nmumÊm. -^ »n & finniHeittec e^an i ti vanaiùiiH^ la* a f»i 1 rl}llSlIileTlft9^ ^raur^ft-oi: lIlai^ oîi it ti^ oa^^ (in»i: ih niut^iim |i(iir (hîU. qut ^ «ii* m —1 iiimigr 01 un imiznraBir. ua* -nuiiio'^ 1- iiiut«t^ df*in. ^mieiiilièt. rouBi *fi Teat
SUR L'INTÉGRATION
QUI CONTIENT LA THÉORIE DES SUITES RÉCURRENTES
(MisceiUmea Tauri/iensia , t. i, 1759.)
où X et Z expriment des fonctions quelconques de la variable x; Ton sait que pour intégrer cette équation il suffit de faire
r = uz, re qui donne
lidz -^ zdu-h uz \dx = ZrfjT,
où \\m peut faire évanouir deux termes par une valeur convenable de u ou de r. Supposons donc
zdu H- iizXd!x = o.
et divisant par z^ on aura
et par conséquent
^ = -Xrfr et lu = -Ç\dx.
savoir
^ SIR LIMEGRATIO^
ou e est If Domfare d(»Dt If logarithiDe hyperboIiqiM* «fit i . Pur (kc^ sippttsitioTi lîi propcww* <levM*ndrsi
tidi -^ Tdx, «•p qui donnf
» — ttX —
^/Xiix
2. El iibsenanl le- prcn<*dé de c^tle métlicHle, od T^rra ûsement qu'elle d(nt pouvoir {i*sippliquer eucore ave<' suc^cës aiux tt|iMitk*iis differentiellef qui ont la même forme que Isi précédente, ipioîque le^ différences 8<»ienl supposées finies. Soit donc Téquation
dont Ici difierentielle dy- sc»it finie, et les siulres quimliles M et X soient
des fonctions d'une autre variable quelconque x. Suppos^oos en premier
iieu
et Ton aura dans ce c^is
dy ^ udz ^' zdu ^' dudZn
et l'equatioij se changera en
udi ^ zdu ^ dudz -^- Miix =: X.
Qu'on pose c(»uane ci-dessus les deux termes
zdu — Mmz = o,
et oii aufi»
savoir
pour résoudre cette équation dans notre cas oii la différentielle du n'est pas infiniment petite, qu'on suppose w = e*, et Ton aura
u -h du=^ p'"^' et du = e*{e''' — i ); d'où
^=:e^'-i = ^M et e^=i-M, u
et prenant les logarithmes,
rf/=r/(l -M),
et ensuite intégrant,
mais on sait que la somme des logarithmes de plusieurs nombres est égale au logarithme du produit de tous ces nombres; donc, si Ton exprime généralement par ® (i — Mj le produit continuel de toutes les quantités contenues dans la formule i — M, on aura
/=/Gy(l~M),
et par conséquent
Par l'évanouissement de ces deux termes l'équation devient
udz -h dudz ^^, d'où l'on tire
aZ = -j-y
u -h du et, en intégrant,
J li-hdii
Mais ayant déjà trouvé w = o (i — Mj, si l'on exprime par M» le terme consécutif à M, on ajura
W -h c/w r^ CT ( I — M, ),
«■ i»;i' •'niiKf'nil**!! * . iMiisdii' - :^i-
tt: iiif'i *M ;iii»ilUili i —Ml* IIU».;:^;!!!!!! uii* 'OltSUinW aUflritliaiH
I K IN
ttI.
> }■ -^ uif auiiiiiji* • «iiisiiiM* . t^ : ifii" «u- ■cl. *•: tL o*-vif-iiit**i.- o—
l•Ut»i^lJ'•*-^ tî- 1 ù'»l " * ''Xli-rtihE: -^^ ^iÇi-. iil iMiIllIl'^ CIL d**T«rt- J; Mi^r-
41-r t*'riif*** = * Cifiiir ii sl::v Cf^ >■».: don- w. f* iiimuirr . n- s*»Ti-
•iiîsir-i. -77^::^ *^ *i;ri i -r;^::- m *•> wriiii'> fi^pnim-> n
|7;^7 forment une progression géométrique, dont il sera aisé d'avoir la somme; soit cette somme, qui commence par jt» égale à S, savoir que
et on aura, en multipliant par R,
de cette égalité l'on tirera
pur conséquent
ou bien
r- = AR--i-T^^^=-i-
Il I
4. Pour se convaincre que cette valeur de y satisfait entièrement aux conditions de l'équation donnée
V, — R r -f T ou bien r«^, — R r-, -h T,
on n'a qu'à multiplier la formule trouvée pour j,;, par R, et lui ajouter la quantité T, et l'on trouvera le résultat
AR-^ H-T^^- --hT
c|ui se réduit à
. AR"-^ -hTÎÎ 1,
ijui est la valeur que la formule générafe nous donne pour le ternie v,„^,.
♦ • .. • » Tl.t-^ » Vif*
.M x\ %:s\ nui • uii,siiiiii« «'i \ un* loii'Uinii d* :7 . laquf'lk' fiquatioD *-sl l;i
\%uxii is. <iiiii« l« jifu»»<l« (!♦ M (! Al^inlH*n jh*u1 avoir lien aussi quaind ne «î:M*i«t4««'^ 9%\n\\ liiii»'*'. uii jMiuîTiJ iiiifî^er eDcuiff dam^ <^tt<* rireon-
I - l'i * Or ^ . r
i|n nii |K fil f« ^*;«r<l4r r<tiiiiiM* l;« foniiult' pfOfralf des suîles récurrentes. 1.:* ffw ihiii1< iU M A' \l« iiilHTt M* trouer détaillée dans le second tome du i^titHi fftf/^'rnJ iU M. li<Mi^;4invillr: in;iis. (H»ur épargner de la peine aux
h'i t<iif>. jr iUihri^ii *lr );« tlr\r|o|i|MT ui VU peil de OKItS. Qu'oU SUppO:^
et réquation proposée se changera en
Qu'on multiplie à présent chacune des équations qu*on a supposées par des coefficients indéterminés a, h, c,..., et qu'on les ajoute toutes à celle-ci, on aura
Soit fait en sorte que la première partie du premier membre de cette équation devienne un multiple exact de l'intégrale de la seconde, savoir que
dy -¥- { \ -^ a) dp -h {B -h b) dq = df -h - dp dq,
et en comparant terme à terme il en résultera
A-f-a:=:~j B-hh = ;
de ces deux équations l'on tire
6= B = Aa-+-a' et a* H- Aa'-h Ba-h C = o,
dont les racines donneront trois valeurs de a qui satisferont également aux conditions requises. Sup()osons maintenant
X-h{\^a)p-^{B-hb)q = z
l'équation trouvée deviendra
dz „ dx
laquelle, comparée avec celle du n*" 1 , donnera en intégrant
'\dx
J ae^
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Or, comme la quantité a peut avoir trois valeurs différentes, nommonsles a,, aj, a,, et exprimons par Z, la valeur de z qui contient a,, par Z, celui qui contient a^, et par Z, celui qui contient a,; on aura donc les trois équations suivantes :
j -f- ( A -+- a , ) y> -H ( B -h 6 . ) ^ = Z . , r -f- ( A -h aO /^ -H ( B -h 6, ) 7 = Z„ r-i-(A H-aa)/>-+-(B-h63)ç = Z3.
De ces trois équations on tirera la valeur de j, laquelle, à cause des quantités constantes A, B, ai , a, se réduira a cette forme
y = FZ. -h GZ, -h HZa,
où F, G, H sont des constantes dont la valeur dépend des autres A, B, a,, a,,....
6. Si Ton examine le procédé de cetle méthode, il paraîtra clairement que si l'équation eût contenu beaucoup plus de termes, par exemple qu'elle eût été
r^A^^B^Vc^^D^'^E^-X ^^^H^^dx^ ^^dx^ ^^dx* ^ ^dx^ - ^'
on aurait trouvé de même
j=z: FZ. -+- GZ, -h HZ, -f^ IZ, -h KZs,
où les quantités Z,, Zj,... sont des fonctions de X et x, telles que
J ae"
en posant pour a les racines a,, a„ a,, «4, a, de cette équation a'-i- Art' + Ba' + Ca'-(-Da-i-E=ro;
de plus on s'apercevra que les opérations que requiert cette méthode peuvent également se faire, soit que les différences soient finies, ou qu'elles soient infiniment petites.
Ayant donc l'équation à différences finies
y -h Adfr H- hdy -^- ^J\r -^- Drf'.r -^ Ec/*r — X, et posant
dy* = p, d[p ^ q, dq r= r, dr = s,
on parviendra de la même manière k une équation telle que
z — adz = \, oil
z—.y-^(K -ha)pH-(B-h 6)^-<-(C-hc)r-h(D-<-rf)5,
et la quantité a dépendra de cette équation
a' -h Aa* -<- Bû' -h Ca' -<- Da -h E r^ o.
dont les racines ont déjà été supposées a^, a^, a,, «4, a^. Que Ton r(unpare à présent l'équation
2 — adz =z \ avec celle du n^ 2, savoir
dfr-hM7=:N, et on aura
par conséquent re qui donne enfin
M^ --, Nr. --;
:gj(^ ^ ) I consl -f- I — r-— -^ h
■ I .^T*,. ,- |44.ïi; ;*vr*r if»> vîi|piir> a , «^. a,, a^. a.-, i» i*f.i c-i«T
î - t,.. .,.. v:.4..i!T^ "Vît^im^^ im: Z . Z-. Z-- Zj. Zr. ^-i fiiHMiU' : --- — \ — I. 7 — f — r r — • — ; -— !♦— #/ ^
- r; -- %Vé - HZ -^ iz - kz
que nous venons d'examiner; mais, puisque le calcul devient de cette façon trop long, il sera utile de la résoudre directement par les mêmes principes que nous avons employés jusqu'ici. De plus, afin de pouvoir plus aisément* appliquer cette équation aux séries récurrentes, il sera mieux de considérer les termes/,, /a» j^s»--- dans un ordre renversé, savoir que
X, -4- dfn = ri » js -t- dx, = r»,
et ainsi des autres, de sorte que les indices i, 2, 3,... dénotent la distance de chaque terme au dernier j,. Supposons
r^ = Piy et Ton aura 73=/^»;
soit donc de nouveau
pi = gi et p^ = q^\ soit encore
q^ = n et ^, = r, = *,, et l'on aura
substituant ces valeurs dans la proposée, elle deviendra
Xt -H Ap, -h B^, -4- Cr, -4- Di, -4- Es^ = X.
Qu'on réduise à présent les suppositions précédentes en équations, savoir
/?, — jj = o, q,^p^ — o, r, — q^ = o, s, — r, = o,
et après les avoir multipliées par les coefficients indéterminés a, h,c,,,.^ qu'on les ajoute toutes a celle qu'on vient de trouver. Il en résultera la suivante
r»-<-(A-f-a)/i, -f-(B-h 6)^, -4-(C-hc)r, -h(D -hrf)i, ' — axi — bp-t — cq^ — dr^ -<- Esj
Qu'on fasse maintenant que chaque coefficient de la première partie soit
multiple de la même manière de son correspondant dans la seconde,
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m tun'JtHiiitni aux iiHfiiM^ equalioDS qu*0D a trourées 6,* et la quantité . -^«iT. rtut-miiit^t* par Inéquation
ffiT ..' : ^ii0«is«' !•*< nR*iiit*sci,. a», a, I>>ik'. si Ton bit
\ - < y. - B ^ h éf ^ •: — c* r — D — </ j. -= S .
Z — ilZ. — \.
tsi faf il If iiii'iirtfinij ^«ublaNt» il tri*U«f «hi a" 3» A^anem
«r* «''.mst,
' -aaî; »H /- - \./* - = .,i. .)n ia.ni <[h anèmtf «'inq vdleare diffé- -tif,i^ #. :^ iiii« luiiK ''\pnmfr'n*flrf «riHnnitf <'i-4iif;$MiH' par Z, . Zo. Z, — :
<»fll-. . îîlj.^** t\w
•i I arri«*fiiir:î. *fi <-tia»ëuii(- les^ lifCta'tf *//.„.. y,„ . :i la ti»nnuJe
. j.r. f -OUI M*v ••♦Mit^aniifîj' ^u'hi <iijii ilHlenniiittr par la rooip»-
f r '^i ofi^iaiiu [jar «'tf «juJHi 1 •JHiiniiitrH % .. la iommif tf ^rifliée
, ,..>r*^ I *'frj* fiif'^nUKiii. III iiiri ■îiiaiiMiimM
d'où Ton tirera par conséquent les valeurs Z,, Z,, Z,,...« en substituant à la place de a ses valeurs a,, a2, a,
10. De tout ceci l'on peut déduire le théorème général suivant; si l'on a l'équation
Xm -4- A/«-, 4- B/,„_. -f- C.r-.-3 -+■ D j«^4 -^- E j^, -4- . . . = X,
où les indices des y dénotent leurs places, que l'on cherche toutes les racines «1, a^, a,, a^,*.. de l'équation
a'-¥-\a*-h Ba* -h Ca> -h Da -h E = o, et l'on aura généralement
et, dans le cas où X est constant,
j « = L ( Fa7 H- G< -f- HaT -h !«: 4- K < 4- . . . )
F?L!^:-i + G^^H^^ + H^^^i + I?i^-'+KÎ'-'--i + ...V
Si X = o, on pourra supprimer la constante L, et l'on aura plus simplement
r«, = Fa"; -f- Ga"; -h H«7 -f- !< -h Ka^ -♦--..,
formule connue pour l'expression du terme général de la suite des j, telle que
Xm -^ A J«_, -f- BXm-7 -h C.XV-, -f- D7»_4 -4- EXm-i -4- . . . = o,
ce qui n'est autre chose qu'une suite récurrente, dont l'échelle de relation est — A — B — C ~ D — E — ....
1 1 . Voilà donc la théorie des suites récurrentes réduite au calcul différentiel, et établie de cette façon sur des principes directs et naturels, au lieu que jusqu'ici elle n'a été traitée que par des voies tout à fait indirectes. De plus, les recherches qu'on a faites sur cette matière ont toujours été bornées au cas de X = o, et personne, que je sache, n'a jamais entrepris d'examiner généralement les autres cas, où X est constant ou même variable, ce qui peut néanmoins être de la dernière importance pour la résolution de plusieurs problèmes qui conduisent à de telles équations, dont la doctrine des hasards est principalement remplie, comme je me propose de le faire voir une autre fois en appliquant à cette espèce de calcul la théorie que je viens d'expliquer.
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LA MTllRE ET LA PR(»J»AGATIOi\ lUi S(IN.
RECHERCHES
[Misrellanen Taurmrnsia , t.' \ . 1759.
INTRODUCTION
Quoique la science du Calcul ait été portée dans ce» dernierh temps an plus haut degré de perfection, il ne parait cependant pas qu'on se soit beaucoup avancé dans l'application de cette science aux phénomènes de la Nature. La théorie des fluides, qui est assurément une des plus importantes pour la Physique, est encore très-imparfaite dans ses éléments, malgré les efforts de plusieurs grands hommes qui ont tenté de l'approfondir. Il en est de même de la matière que j'entreprends d'examiner ici, et qu'on peut avec raison regarder comme un des principaux points de cette théorie. Car le son ne consistant que dans de certains ébranlements ieiprimés aux corps sonores, et communiqués au milieu élastique qui les environne, ce n'est que par la connaissance des mouvements de ce fluide qu'on peut espérer de découvrir sa véritable nature, et de déterminer les lois qu'il doit suivre dans sa propagation.
Newton, qui a entrepris le premier de soumettre les fluidei> au ralcul, ^ ausM fait sur le son les premières recherches, et il est parvenu à en déterminer la vitesse par une formule qui ne s'éloigne pas l>eaucoup de J'expérience. Mais si cette théorie a pu contenter les Ptiysicien^, dont la plupart font adoptée, il n'en est pas de même des Géomètres qui . i^u étudiant les démonstrations sur lesquelles elle est appuyé<f« n'y ont pas
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frémissement des parties d'un corps sonore quelconque. Il imagine pour cela qu'une particule du fluide poussée par les vibrations du corps contigu condense par une certaine distance les particules suivantes, jusqu'à ce que, la condensation étant devenue la plus grande, les mêmes particules commencent à se dilater de part et d'autre, ce qui forme selon lui une infinité de fibres sonores qui partent toutes du même point comme d'un centre commun. Il veut de plus que chacune de ces premières fibres en engendre une autre égale à son extrémité, lorsqu'elle a achevé une oscillation entière, et celle-ci une troisième, et ainsi successivement, de sorte qu'il se forme, pour ainsi dire, autour du corps sonore plusieurs voûtes sphériques, qui aillent toujours en s'élargissant, tout de même comme l'on observe dans les ondes qui s'excitent sur la surface d'une eau tranquille, par l'agitation de quelque corps étranger que ce soit.
Voilà quels doivent être selon cet illustre Auteur les mouvements des particules de l'air qui produisent et propagent le son. Mais M. Newton est encore allé plus loin, il a calculé tous les mouvements particuliers qui composent chacune des pulsations. Pour y parvenir il regarde les fibres élastiques de l'air comme composées d'une infinité de points physiques disposés en ligne droite et à égale distance les uns des autres. La méthode qu'il emploie pour déterminer les oscillations de ces points consiste à les supposer d'abord isochrones et toujours les mêmes dans chacun d'eux. M. Newton prouve ensuite que cette hypothèse s'accorde entièrement avec les lois mécaniques qui dépendent de l'action mutuelle que les points exercent en vertu de leur ressort; d'où il conclut qu'en effet ces mouvements sont tels qu'il les a supposés, et comme à chaque oscillation il doit s'engendrer selon lui une nouvelle fibre égale et semblable à la première, il trouve l'espace que le son parcourt dans un temps donné, en calculant seulement là durée d'une simple vibration.
M. Jean BernouUi le fils, dans son excellente Pièce sur la Lumière^ a aussi déterminé, d'après les mêmes hypothèses, la vitesse du son; son procédé diffère pourtant de celui de M. Newton en ce qu'il a d'abord supposé que les vibrations des particules sont parfaitement isochrones, ce que ce grand Géomètre s'était proposé de démontrer. Aussi n'est-il ï. 6
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ET L4 PROPAGATION DU SON. fâ
générale du problème proposé. Il faut donc avouer que la théorie de M. Newton serait, même a cet égard, bien éloignée de pouvoir entièrement satisfaire à son objet. Mais il y a plus, le théorème dans lequel il détermine les lois des oscillations des particules est fondé sur des principes insuffisants et même fautifs.
Le célèbre M. Euler parait s'en être aperçu dès Tannée 1727, comme Ton voit dans une Thèse sur le Son, soutenue à Bâle la même année. Cependant M. Cramer est, je crois, le premier qui en ait donné une preuve solide et convaincante (*). Il fait voir que le procédé de M. Newton peut également s'appliquer à démontrer cette autre proposition, savoir : que les particules élastiques suivent dans leurs mouvements les lois d'un corps pesant qui monte et qui tombe librement, ce qui est tout à fait incompatible avec l'isochronisme des oscillations que l'illustre Auteur anglais a prétendu établir. Cette remarque seule paraîtrait suffire pour faire tomber entièrement la théorie en question. Cependant, comme les grands hommes ne doivent être jugés que d'après l'examen le plus exact et le plus rigoureux, on aurait tort de la rejeter avant que d'en avoir démontré l'insuffisance d'une manière qui ne laisse plus rien à désirer.
Voilà le premier pas que j'ai pensé devoir faire en entrant dans les Recherches que je m'étais proposées sur la nature et la propagation du son.
J'ai donc commencé par étudier avec toute l'attention dont j'ai été capable les propositions de M. Newton dont il s'agit, et j'ai trouvé en effet qu'elles sont fondées sur des suppositions incompatibles entre elles, et qui portent nécessairement à faux- C'est ce que j'ai tâché de faire voir par deux voies différentes dans le Chapitre l**" de la Dissertation suivante. Cet objet ainsi rempli, je me suis appliqué à rechercher des méthodes directes et générales pour résoudre le problème proposé, sans employer d'autres principes que ceux qui tiennent immédiatement aux lois connues de la Dynamique.
Pour donner à mes Recherches le plus de généralité qu'il est possible,
(*) f^oyez les Commentaires des Pimcipes,
kk RECHERCHES SUR LA NATURE
et pour les rendre en même lenips applicables à ce qui se passe réellement dans la nature, j'ai d'abord envisagé la question sous le même point de vue sous lequel tous les Géomètres et les Physiciens l'ont regardée jusqu'ici, et je doute qu'on puisse jamais réduire le problème sur les mouvements de l'air qui produisent le son à un énoncé plus simple que celui-ci, savoir :
Kiani donne un nombre indéfini de fHirticules élastiques rangées en ligne droite , qui se soutiennent en équilibre en vertu de leurs forces mutuelles de répulsion , déterminer les mouvements que ces particules doivent suivre dans le cas quelles aient été, comme que ce soit ^ dérangées^ sans sortir de la même droite.
Pour en faciliter la résolution, je suppose seulement que les particules sont toutes de même grandeur et douées d'une même force élastique, et, de plus, que leurs mouvements sont toujours infiniment petits : conditions (jue je ne crois pas pouvoir porter la moindre atteinte à la nature du problème envisagé physiquement.
En examinant les équations trouvées d'après ces seules données^ je me suis bientôt aperçu qu'elles ne différaient nullement de celles qui appartiennent au problème de chordis inbrantibuSy pourvu qu'on suppose les mêmes corpuscules disposés de la même manière dans un cas que dans l'autre; d'où il s'ensuit qu'en augmentant leur nombre à l'infini, et diminuant les masses dans la même raison, le mouvement d'une fibre sonore dont les particules élastiques se touchent mutuellement doit être comparé à celui d'une corde vibrante correspondante ('),
Oci m'a donc conduit à parler des théories que les grands Géomètres, MM. Taylor, d'Alembert et Euler, ont données sur ce sujet. Texpose en peu de mots leurs différends, et les objections que M. Daniel Benioulli a faites aux deux derniers; et, après avoir soigneusement examiné les raisons des uns et des autres, j'en conclus que les calculs qu^on a faits jus-
(•) C'est une justiw que Ion doit ici au célèbre M. dÀlembert, que de faire mDvqœr K\\\"\\ avait déjà tmuvê et» rapport entn» k^ deux problèmes mentioDnés dans l'Article XLM de son premier Mvntoi/v sur les C^rHcK vibrantes inséré dans Jes Mrmorrrs Hr f.'écadéMfe dr Brrlini mais il ne lirait pas. du moins que je sache, qu'il en ait jamais fait aucim usasse.
qu'à présent ne sauraient décider de telles questions» et que c'est nécessairement à la solution générale que nous avons en vue qu'il faut s'en rapporter.
J'entreprends donc cette solution dont l'analyse me paraît en ellemême neuve et intéressante, puisqu'il y a un nombre indéfini d'équations à résoudre à la fois. Heureusement la méthode que j'ai suivie m'a mené à des formules qui ne sont pas fort composées, eu égard au grand nombre d'opérations par où j'ai été obligé de passer. Je considère d'abord ces formules dans le cas où le nombre des corps mobiles est fmi, et j'en lire aisément toute la théorie du mélange des vibrations simples et régulières, que M. Daniel BernouUi n'a trouvée que par des voies particulières et indirectes. Je passe ensuite au cas d'un nombre infini de corps mobiles, et, après avoir prouvé l'insuffisance de la théorie précédente dans ce cas, je tire de mes formules la même construction du problème de chordis vibrantibus, que M. Euler a donnée, et qui a été si fort contestée par M. d'Alembert. Je donne de plus à cette construction toute la généralité dont elle est capable, et, par l'application que j'en fais aux cordes de musique, j'obtiens une démonstration générale et rigoureuse de cette importante vérité d'expérience, savoir : que, quelque figure qu'on donne d'abord à la corde, la durée de ses oscillations se trouve néanmoins toujours la même (*).
A cette occasion, je développe la théorie générale des sons harmoniques qui résultent d'une même corde, de même que celle des instruments à vent. Quoique ces deux théories aient été déjà proposées, l'une par M. Sauveur et l'autre par M. Euler, cependant je crois être le premier qui les ait immédis^tement déduites de l'analyse.
Je viens maintenant au principal objet de mes Recherches, savoir aux
( * ) Le savant M. d'Alembert cité ci-dessus, dans l'Article III de son Addition au Mémoire sur les Cordes vibrantes , imprimée dans le tome des Mémoires de l* académie de Berlin, pour l'année i/So, fait à ce propos la remarque suivante : « Il est vraisemblable qu'en général, ({uelque figure que la corde prenne, le temps d'une vibration sera toujours le môme , et c'est ce que Texpérience paraît confirmer, mais ce qu'il serait difficile, peut-être impossible de démontrer en rigueur par le calcul. » Je ne rapporte ces paroles d'un si grand Géomètre i\y\v pour donner une idée de la difficulté du problème que j'ai résolu.
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DES OSCILLATIONS DES PARTIES INTIMES DES FLUIDES ÉLASTIQUES
1 . J'entreprends avant tout d'examiner la théorie que M. Newton a renfermée dans la Section VIII du Livre II des Principes mathématiques. Laissant à part toute discussion sur la formation des ondes et des fibres sonores dont on a parlé dans l'Introduction, je m'attache principalement à l'analyse du théorème, dans lequel il prétend établir que chaque particule d'un fluide élastique homogène suit dans ses mouvements les mêmes lois qu'un pendule qui décrit une cycloïde dont la longueur égale l'excursion totale de la particule, et où la pesanteur qui l'anime est équivalente à l'élasticité naturelle du fluide. Pour démontrer que cette proposition est conforme à la vérité, supposons d'abord, dit M. Newton, qu'elle le soit en effet, et voyons ce qui s'ensuivra. Il cherche donc, d'après une pareille supposition, la force accélératrice des particules, et il trouve que cette force est précisément la même qui fait mouvoir un pendule dans des arcs de la cycloïde donnée. Pour faire mieux sentir rinexactitude et l'insuffisance du procédé qui l'a conduit à cette conclusion, j'ai cru devoir convertir le théorème en problème, en supposant d'abord inconnue ou indéterminée la loi des mouvements qu'on se propose de trouver. Pour cela il n'y a d'autres changements à faire aux propositions de M. Newton que de substituer au lieu du cercle dont les srca expriment les temps, et les coupées les espaces parcourus, une autre courbe quelconque qui fasse la même fonction.
Je rapporterai donc ici la proposition dont H a*agit, et |*aiflrti 101»
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in loco EG ut
EG
-j^ ad ^ in itu; in reditu vero ut gg^ ad ^-, et
eodem argumento vires elasticae punctorum physicorum E, et G in itu sunt ut pp _MR ^^ vv — OM ^^ îr [^"^^*s scilicet [fig. 3) perpendi-
EG - MR "' EG - QM "" EG culis DR, FQ, quse intercipiant partes arcus FH, KD sequales ipsis
Fig. 3.
HI, IK], et virium differentia ad medii vim elasticam mediocrem, ut QM-MR „j \ ^ , QM - MR
ad ï^; hoc est ut ^^^,"" ad ^, sive ut QM— MR
EG-MR)(EG-QM
ad EG, si modo (ob angustos vibrationum limites) supponamus MR» QMr
iiiiit'tinile rniuur^;^ ^^âëv fiiaatiuti* EG: piar^ «*uin ifiiaatici» EGr «ietur* iifferrutra virruin r-jt. at »iM — MH. S^i 'Orfen^ntia iilu iii •fat «fXi:tf*iiHis vrs-'iiiiiiu-ap puni'ti £ ^pn vim r*ias>draai puneti 7 ••al râ «fiia 'Laiefjei!tsi utHiîî 'iut^^U phv*Hra r; 4i*i*t*li*niiir. rH ^niptem vi» aerehratrix lineol» .liiviHi-Te £7 '-î't* 'it 'éùferrnaa inearrtm «^M ^ MH; 'jjpcair «r JfeEAiDrttrff :Mn9wtaus uffmnaa sia -^sse ieheim . lU jfuxia ieexuHia tpMOi fpÊod dtaenmur i jMtmcuia r;. muiu ittucst rlmnane pirrma cemptnrxs camstOMUe^ Jwm ^m itwnuam <r typtH/iesi :empum ^jcptrtnmnuir per dams, ta spmtiu /ler ii^s^suu Tspo/êutfui's ^mni HR. ^i ^2}kjhÊJozames pmnm ipÊmanum, PB. P^î. uie'yfiut «^M — ^IR rrnuimiur •iuczom iecunùœ ipum Pft. rti ^stuan PMiiWft iô ih nrinur Durmn iî(jfèrr: mum laaue PÊtrres (MTcxu DL ÏF^qoenarfrutr vr . ioôrôuMcj Jid (itfenmuHUuùom ^'umagm PKM sm/meniam œquur-
^••••. iMii> LPMn*utt ii»iif îuirHfUfïit a -^115*^ ptjor lufoeile It^ principes I»* H. Ne^tim ix-uvi^nt ions -uniuin* ^^t^mrac i «k^ nsanital» trèa^fi^
;i ut-ffutr :ui iUf t"^ "irti^ ;ir:suits iui ittoutefit m «|ai tkanuthur aiter- KittTt*!ur!ic. HaLiS"Hiivf»u5^ ^!u'*in* ;i 'iit^irw le S. Xtrwtoo. h* pasBOtt» à a ~^Hf. VLIX. i;iii> ii«ui*-*lfr* i leierruiur 'e rempe^ 'pe l'faaqnt* pariviir* K»u -«upH^xt-r i :*;iin- iiir *^*!iUn«*u -Hinèff. Or. «-tjuunif Je b in»ui/:»iUuu :>rf*«tMir»ue i >*>yile lut* 'i»ute 'Moriie n^traote PK&AP peut •îCttir»«**?it --\pniu**»* u 'f'kaua Mitrt* es --jpai.t^ r»t lea- twapet» on 5era ;u^»4 >ie!i ^fi irtnt ie >uU6»utuer &u en-ie laos^ «.-ette propMsâtion une tuijtDe iue«ot>uuut*. -1 f V Lupûuut^r ^ueraieaent les- laeflMa* raisomieii«*?its- iutf M. NrHfMU t aii^ Hir >«^u !iypoibee«' paràraUèft^. S^il «ionc :
*^U4Cima> :iiftr«iiaia a» m'uiunciie .>«>uùere pvo UMne atfffiftayiiCn ctMir
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incumbens, et cujus densitas eadem sit cum densitatc medii compressa in quo pulsus propagantur. Constitui autem intelligatur pendulum, cujus longitudo inter punctum suspensionis, et centrum oscillationis sit A, et quo tempore pendulum illud oscillationem integram ex itu et reditu compositam peragit, eodem pulsus eundo conficiet spatium circumferentiae circuli radio A descripti sequale. Nam stantibus, quae in Prop. XLVII construeta sunt, si lineola quaevis physica EF singulis vibrationibus describendo spatium PS urgeatur in loco quwis erp a vi elastica , qu« eadem omnino sit, quant proposita spatiorum, et temporum scala PHSAP requirit
seu j — M, dénotante M massant y seu pondus lineolœ physicœ EG,
HK
peraget hax vibrationes singulas tempore PHS, et oscillationes intégras tempore PHSAP; id adeo, quia vires sequales aequalia corpuscula per
aequalia spatia simul impellent Sed vis elastica, qua lineola physica
EG in loco quovis ty existens urgetur erat (in demonstratione Prop. XLVII j ad ejus vira totam elasticam, ut QM — MR ad EG; et vis illa tota, hoc est pondus incumbens, quo lineola EG comprimitur est ad pondus lineolse, ut ponderis incumbentisaltitudo A ad lineolse longitudinem EG, adeoque ex aequo vis, qua lineola EG in loco quovis gy urgetur, est ad lineolse illius pondus, ut (QM — MR) A ad EG hinc vis ista erit ad vim superius in-
ventam 3 — M, ut -=1^ ad j- • Porro
BC
(PHSAP)^ •• r. •
...II. -iiv'ii»* ■ lit. >*:««:4ir. .Il é*'nif#M' •ff.^/l* Ij HUIIU&i":-^;:î.«
. ' f.f •..';«,.#,/, htm nrif'iur U'fnpit% rnUf-tannu^ uruiss iutfiMe fir //«-
' "•"/ ^«-'l trfiinun' \ilir;iliiirii«' obijuk. fi iiL t»: T»*diu vim-
. i.>. ).i f pf« »{fff-ilii>ni|o cunticii littiliuliiK-m ««lOD Ihl: ♦^^i t?>iiu»Uïw
i. -><••« .|.iiMMii H( «>si :ii| hMnpiis. 4|iio pcTrurrel l<«i^aidkiMflL rjrrrinL-
■ /'"'" t.'/'.'. - -î- %»j rtn^umfervntiw ad radium ,
' ' "i/.iM -> \ V- ''^^^nn p^ndulamm reperùur
•''•' -- '/.//M^ A = ;:\A: ideoqiM- H«|*L«r»
I ■ I il lit
-V- X tftwiint des principes de M. N^-«i«4i.
.î-*- mtiiivpmenis des partimles ela*-
-*^ "^ T^^^nmoins toujours le mêaie. «>>
^- .- «iHiiiiller. ountiennent u^lt U
^);tiii les mouvements de Fw ^m
nrr^^nic ; c'esl pourquoi ik*ii< Ir?
i.p*M:ini. Piiur peu qu^on rêAeclûâ^
..i<«nTp^. ou s'aperrevni suis ftiut
».i.f/t«ii,- mains de rencbaiiieBni A^
<i-^ /^/Mvwmrqne T Auteur >dof<r urt-
tement pour la solution du problème. Ces données étant développées se réduisent aux suivantes :
i^ Que les mouvements de toutes les particules soient exprimés par le même lieu géométrique, d'où il suit qu'ils doivent être tous d'une même nature;
2"^ Que ces particules se communiquent le mouvement dans des temps égaux, en sorte qu'elles viennent toutes à passer successivement par les mêmes degrés de mouvement.
Il est constant qu'on ne peut admettre aucune de ces suppositions, si on n'a auparavant démontré qu'elles sont des conséquences nécessaires des conditions données du problème. Or tant s'en faut que dans notre cas la chose soit ainsi, qu'au contraire ce sont ces mêmes conditions qui détruisent entièrement celles qui dépendent de l'action mutuelle que les parties exercent en vertu de leurs forces répulsives. Pour développer cette difficulté dans toute son étendue, ainsi que l'importance de la matière et l'autorité du grand homme, dont les égarements mêmes nous sont instructifs, semblent l'exiger, je vais donner l'analyse pure et exacte du problème dont il s'agit, telle que peuvent la fournir les premiers principes de Mécanique.
6. Soient, selon les premières suppositions de M. Newton {fig. i, p. 48), E, F, G,... des points physiques qui composent le milieu élastique lorsqu'il est en repos; soient ensuite parvenus ces mêmes points en c, 9, 7, de sorte qu'ils restent néanmoins dans la même ligne droite BC; qu'on dénote les espaces rectilignes parcourus Es, Fç» et G7 par j, , j^» Ja. et supposant que la première distance EF, FG entre ces points soit égale à r, on aura
or la force d'élasticité naturelle qui agit entre les points E, F, Gest exprimée par — ; — -, comme il est démontré dans la Prop. XLIX ci-dessus, où M dénote le poids de chaque particule, et A e$t la hauteur d*une colonne
homogène du mèmc' fluide, dont la pesanteur éf^^Ae le ressort naturel dtNparticules: dont, lorsque les points E, F. G viennent à être tnnsfKirtf^ en i. c. 7. celte force d'élasticité se changera en
pour les points = et ç;. et en
ptMii les points :. et 7, et ainsi de suite; par eouséquenl la differeuet ilf ces deux forces donnent la tbrce motrice de la particule intermédiaire :-.
iaquelir S(* trouvera tîffale à AM ( ) • c'est-indiTt
^ ^ W- -»- y. — 1- ;--^ 1- — Vi
e^«lle ;i
AM y-^r-y
Mai.s. comnir les particules sont supposées devoir faire des «xcDFBiQD^ assez j>etite^. les difierences -t^. — ^ , et 1-3 — r^ des espaees pareounif s'évanouiront auprès de la quantité r, d*où il résulte fWiiir ia feree m**iriee de la particule F
qui esi cellf qui fait parcourir res])aee %•• D^ 1^* même maaiîcre«ii tniitvera pour les autres particules des expressions des forées metriees iMtlxs^ beinblabie.s i-. cellt^ci: d'où, si Ton nomme / le terafis eoouli' éefBÎè 1* couiuienceuieui du mouvement de la particule £« et si Fou iait^ renee> ùf cousiauleb, ou oiitiendra par les principes dk* isi l'equaiioii suivante qui contient leë lois du monveoMit ëe ki yai'iif ii'3F>
où h est l'espace qu'un corps pesant parcourt librement en tombant durant le temps T; de même on aura pour la particule suivante G l'équation
et ainsi des autres.
En général, si l'indice de j exprime toujours la place que tient la particule qui parcourt l'espace y, en comptant depuis la première F, on trouvera pour le mouvement de la particule, dont le quantième du rang est w, l'équation générale
Os é(|uations, comme il est aisé de le voir, sont en même nombre (|ue les particules mobiles dont on cherche les mouvements; c'est pourquoi, le problème étant déjà absolument déterminé par leur moyen, on est obligé de s'en tenir là, de sorte que toute condition étrangère (ju'on voudra introduire ne peut pas manquer de rendre la solution insutllisante el même fautive. Mais pour connaître distinctement quelle atteinte doiv<'nt porter à l'Analyse ci-dessus expliquée les hypothèses particulières (jue M. Newton a imaginées, pour faciliter peut-être le problème, qui de sa propre nature est très-compliqué, nous allons réduire c(»s hypoth('s(»s en formules.
7. Pour cela nous connnencerons par remarquer que si / est le temps écoulé depuis le commencement du mouvement de la particule E, il faudra, en vertu de la seconde hypothèse, qu'il se soit écoulé un temps / -+- dt, afin que la particule suivante F ait pu se mouvoir durant un temps /; il faudra aussi un temps / -h 2di pour un mouvement semblable de la particule suivante G, et ainsi pour les autres; d'où il s'ensuit que, puisque toutes les -particules sont supposées suivre les mêmes lois par rhypothèse première, Tespace parcouru par le point F, durant le temps l.
^» iiKf;iiKii<;iiEs HUk la nature
iM^i'ii l'^iil u roii|)tt4*i> purroiirii pr lu particule G pendant le temps t -h di, i»l i|iM> l'oaipui'c purcoiirii par h» point E pendant le temps t sera le même i|Ut» Ttiiiparo ptirroiiru par la parlinile G dans le temps / -h adt; or v«, 1^1 Vé o\\mmou\ Ion i»Hpan»K parcourus par les particules E, F, G,..., ili4n«i lf> itif^Hio lotnpN /: on aura d(»nc
} , r» ^ «/>% . .>', = yy -+- arfr» -^- dy^;
k\\AU\U^k\ik\\\ M r«Mi Milishiuo CCS valeurs de v, et de v, dans Texpression ^, -^s^ ^ Vo IV(|ualion qui oontiont le mouvement de la particule F
d' r > \ * J' Vf
m^fx
n \ j»'. -î- Av
4/ n . Wi' -^rf"'r.:
«*« (^% «*A«^M^^nOnl
on mirn 4oi»^ r^<|i4iilion
<Mi hf4»f». oti niylijrowni Ir iprmf d-'s^, tw à'ivisaxù liiul jwr iPi*,
«^(ihMioii 4|Mi. oommr oii voîl m ronlumi {ilu^ aucime ds^^omiddtti^, V . V. Ail lrfMrv(>n. )^i dr!> T;;iWM)nnntin».nlî^^86iiîhlaiilcsi gne mut» les» fiMiwsv A<^i»<*hoi^^^i toduirimi onron i: r^IltM^i. Uqiiélk':)pcr:caiWHpifiin l^,xu>««; Mrt %wiii«. i|Ui*Hrv OUI soioni <<>> v^almns ites v, jwnwn qae Ton
entière, on aura {fig. a, p. 4^)
Ô = PHSAP et rf/ = KI; par conséquent, =^ = ^^ par la PTx>p. XLIX, savoir :
d'où l'on tire
dt = ^ et dv = ^ = -^.
,.J^Sl^ et e = I^,
qui se réduit à la même expression que nous avons déjà trouvée pour la mesure du temps dans la Prop. XLIX.
En effet, ayant supposé (4) que la force motrice dans l'échelle PHSAP
Qw Mil
est simplement ^ — M, on doit de même ici exprimer les forces
HK
motrices des particules par , '^? ou bien supposer ^ = i •
Tout ce que nous venons de démontrer suffit assez, ce uié semble, pour faire connaître a fond l'insuffisance et la fausseté de la méthode de M. Newton. Nous allons donc chercher une autre voie qui nous mène à une solution du problème dont il s'agit, fondée sur des principes sûrs et incontestables.
8. Pour envisager d'abord la question sous le point de vue le plus simple et le plus général qu'il soit possible, je regarde avec M. Newton les fluides élastiques comme des amas de corpuscules qui se fuient mutuellement selon les lois connues de l'élasticité. Imaginons donc une suite de corps qui aient tous la même masse, et qui soient rangés sur une même ligne droite, à distances égales les uns des autres; supposons de plus que ces corps se repoussent mutuellement par des forces élastiques qui suivent la raison inverse des distances; et, pour contenir l'action continuelle de ces forces de répulsion qui tendent sans cesse à écarter les corps les uns des autres, qu'on considère les deux extrêmes comme fixes I. 8
et immobiles, en sorte que, quelque mouvement qu'oo excile dans lear système, il demeure toujours renfermé entre les deux limites données. Maintenant, soit le noml)re des corps mobiles égal à m — i, leur masse égale à M, la force du ressort naturel égale à E; en conservant les autres suppositions ci-dessus 6;, on trouvera que les mouvements de tout le système seront contenus dans les équations suivantes :
~dF~Wp' r
Ces équations seront au nombre de m— i, savoir en Biênie nombre que les corps mobiles, et de plus toutes semblables, eiciepté la première et la dernière, dans lesquelles les quantités v© et Vi^qui représenteraient selon Tordre établi les espaces parcourus par le première! demio* corps. doivent être, à cause de Timmobilité de ces corps, supposées ^ales à zéro; la dernière de ces équations se trouvera donc
rf'r*-. 2EA — 2r»_, -f-r»-ï
dn ~ MT» r
C'est en intégrant toutes ces équations, et en tirant des valeurs pour cbaque inconnue r,, r^, Vj,..., exprimées par la même variable i, que !*on parviendra à déterminer les mouvements de tous les corps qui composent le système proposé; mais avant que d'entrer dans ces recherches, il est nécessaire de traiter des causes qui peuvent produire de tels ébranlements dans les parties intimes des fluides élastiques. Nous nous bornerons ici aux cordes vibrantes, dont les mouvements sont plus connus» et qui, peut-être, sont les seuls de cette espèce qui ne se refusent pas à TanaUse.
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DES VIBRATIONS DBS CORDES
9. Sait AB {fig. 4) une corde tant soit peu extensible, et qu'on puisse considérer abstraction faite de sa gravité et de sa roideur; supposons qu'elle soit attachée fixement aux deux points immobiles A et B qui la tiennent tendue avec une force égale au poids P. Soit, de plus, cette corde chargée de tant de corpuscules E, F, G,... qu'on voudra, qui aient tous la
Fig. 4.
même masse M, et qui soient éloignés les uns des autres par des intervalles égaux AE, EF,.... Il est évident, par les principes de la Mécanique, que, si les points E, F, G,... viennent à être écartés de la ligne droite, en sorte qu'ils décrivent les lignes intinimént petites Ee, F/, G^,..., chacun de ces points / sera poussé vers F par une force égale à P sin e/g. Or, si l'on nomme j,, j2»--- '^s excursions Ee, F/,... des corps E, F.... et qu'on fasse l'intervalleconstant AE = ÇF = r, on aura
slnefg
d'où Ton tire, pour le mouvement du corps F, l'équation
do "~ MT r '
on trouvera de même, pour le mouvement du corps suivant G, l'équation
et ainsi pour les autres. Par conséquent, si les corps attachés h la corde sont au nombre de m — i, on aura êQ* général poar tottiv noEvameiits»
Il nii ?ï> <"\ ^t 'i.v'rrjŒi
, .1 .. m I... ••[ri,|.-iii|h mj*"slllt^
yir
.Tl ,
HT
m»»* M*^i #o '. -. 7, _ .. ,. u^mtrr gw t ggimt»- ar
• »* .III !iiiir. M -^ :- '^''•'•^ 7iMr* 1*^ nimn^fiSMOH* af"<^-fffin^'€UfiSiiiRff: • il:' : "î - • — F iifiiî- (11 •»!«*. m^vfBsunBX:. »c; ji: t*-
iiHo ...• I* 11] 4 /t>4.-;- .yx-- fc^ fi**i:: iiTiini«Biie-.mi --ïWMiBiKr ?-«•«:' #tifitTik. i.:Hr— ' .7" É^r fr '^tifi^viiii m «Q Tfvcra î amr" -ei wfvr-
fi M|.|4^- ». ** ir- Ti-'-rr-^r'» t\*^ vimi> iiUB-« Tnit f^T sifi^ î onr*' ch.
' '»i. • Ml.;- • Ujr .••».:.' iii«ni*^in iii film ihmiiihii kIh M I..M .r..-. *,, -.:yy:4 1..** viinimni. - ^'T ih r<vra^SB■mlt*'e«■vlffDar
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♦ * • ' '- * T • rtfiii \\f^ fjttr- «im . wan wimiemnpî w
*•• • ''•••••• u;i' t^ fimiisnw'^ Vl'iaii ^witimi ^aI^
-*.î.t./-/ n»- ^-ilminatt^ it^ Kiwit > n <iéii« ^**Twit^
■ *i"-; ; n^tmt^ n»•l«|iiwirrw«n«M!n1i#'al«^
les principes et dans les résultats, ce qui pourrait faire douter de la généralité et de la rigueur de leurs solutions. '
1 1 . Le premier qui ait tenté de soumettre au ci\cul le mouvement des cordes vibrantes est le célèbre M. Taylor dans son excellent ouvrage De Méthode incrementorum.
Il suppose d'abord, et il prétend même le démontrer, que la corde doit toujours prendre des figures telles, que tous ses points arrivent en même temps à la situation rectiligne; d'où il déduit que ces figures ne peuvent être que celles d'une espèce de cycloïdes allongées, qu'il nomme compagnes de la çycloïde. Voici son procédé :
Nommant x une abscisse quelconque AE {^g. 5), et y l'ordonnée Ee qui dénote la distance du point E de la corde à l'axe dans un temps quel-
Fîg. 5.
conque t, on démontrera par le même raisonnement (9) que la force accélératrice du point e vers E est exprimée par — ^ -j^- Soit a la longueur de toute la corde, et S son poids total, on aura
et par conséquent la force accélératrice en e deviendra
_Ptf d^
S" dx^ '
Or, afin que toute la corde puisse reprendre sa situation rectiligne,
l'Auteur suppose cette force proportionnelle à la distance Ee^ que le
point e doit parcourir; ainsi, en faisant K égale à une ligne quelconque,
il obtient l'équation
KECHFJUIHE- f^DI LA NATLEÎ
a I • = a: ■- siL* -r
t^iiu;ttii'j. ' .- .; •ij'jri-. iior» un lemi»- aum-onaur .. ou I ofniiHHii:^' i -♦».ii iii:i.v irraiHi '. •; . f-ôiuitt- t-r hoiii! £.. eu uariirancni f ewgitf tL.-^s! rt»*-
r If )!»»•! tHtifi : mitt*^' ui- uiî- mn- îictfHTami*** DroiMiniaiEiifiii*- n »•♦-• iia-t aui na^u i uart-onn: . 0!i anr.
t^uu^iK ij uui (ivuif iMiU' u!i ieiDD> uuf troQqut / If TapiMin u^ reioxfvr- 4iit '. i .- M'.Mi.i - M- ; L\- . !i>ui luu^ ^rranti tfiuifmeniRiit \ .: iioii^ . ^ I '.' Mi . il tH I? '; . 1 \att?u- o- ' aii fonvieijî a u\ «nurf»* i.i ftUî-
;:î«ii*' .--.fi . • iji! ïi«»ii ;«%oii> !ron^^' niu-^ liaii;. \ biii:7\ /' . \\ <•■
♦■= "i àll. a ^ / • SUj 4 vg •
|ioi.^.|. /^MiisoHi. . uiiiiiiiurru:;. oii anrait tronvr
Pour déterminer la constante K qui entre dans les quantités /et g. on remarquera que 7 doit être égal à zéro, soit que œ soit égal à zéro, soit que X soit égal à a, quelle que soit la valeur de t. Or» en posant a? = o, on a d'abord j = o, parce que sino = o. Qu'on fasse donc a? = a et
sin {a \l/) = o; si — est la raison du rayon du cercle à la circonférence,
on sait que sin — = o, prenant pour $ un nombre quelconque entier; c'est pourquoi l'on aura
-7: sxs ^ -^ Sfs:f
or
e qui donne
et par conséquent
I ^ AA sm ^ /2AP
12. Cette solution que nous venons d'expliquer, outre qu'elle porte sur l'hypothèse entièrement gratuite que tous les points de la corde s'étendent en même temps en ligne droite, est eilcore bien éloignée d'être générale, même dans cette hypothèse, puisqu'il faudrait encore démontrer que c'est dans le seul cas des forces accélératrices proportionnelles aux distances des points de la corde à l'axe, que tous ses points peuvent toucher l'axe dans le même instant. C'est pour suppléer à ce défaut que le célèbre M. d'Alembert a imaginé une autre méthode de résoudre le problème de chordis vibrantibus, pris dans le sens le plus général qu'il soit possible. Cette méthode, qui est sûrement une des plus ingénieuses qu'on ait tirées jusqu'ici de l'Analyse, se trouve détaillée dans deux. Mémoires que l'Auteur a donnés dans le tome de rAcadémia Royale de Prusse dont nous avons fait mention ci-devant. Je ne rt|gporUHniii(ci«:^pM
• • • ' » 'n-.- s**Tr»««r.ïTr- •■ .111! K rr. ^ ■-• -*i: n
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puisque les deux bouts de ta corde sont supposés fixes, il est évident qu'elles doivent satisfaire à ces deux conditions, savoir : que y soit égal à zéro lorsque a? = o, et lorsque a? = a, quel que soit le temps /; on aura par là les deux équations
H^(/Vê)-hr(/s/c)=o
¥(/v^c-ha)-hr(/vc — «)=o; il résulte de la première
et ainsi la seconde se change en
laquelle doit être vérifiée par la nature même de la fonction M^. Supposant donc une fonction quelconque ^ qui soit telle, que
quelle que soit la valeur de t, on aura généralement pour la corde tendue Téquation
On sait que toute fonction peut être représentée par l'ordonnée d'une courbe, dont l'abscisse soit la variable contenue dans la fonction proposée; donc, si l'on décrit une courbe quelconque qui ait des ordonnées égales, à toutes les abscisses exprimées par t^lc-^r a et t\lc — a^ cette courbe donnera une construction fort simple de l'équation proposée, car on n'aura qu'à prendre les ordonnées qiû répondent aux abscisses t\c^xeit>j^ — Xy dont la différence donnera Tordonnée de la courbe que forme la corde sonore dana un teiBi|Mi q[iieloonqm t. Or» pniique la fonction ¥ doit rester la même, Mit qu'on igottte o« ^w^ fetonehe de ^- * 9
ni.MIMfMII> hlJH L\ NATURE
• ^ -*«||VfMiii / \ ' 1.1 «|iiiiiitfU /'. m l'on iiii|ipcft9e. dans T^^qniitifiL .^v«iH?nilf-
r ■ . tiuiii': / Koit ;iii/fii<'ril< (11- i;i quantité .=• \h valf^ir df ^ i "i;
V... .'1 1 11*11 i|i'r.iMy<-< «'» :iiiiKi l;i ronlr . illl \h%\X\ d'uij 1«I11^>ï» *-4Si fc
- î % i''; i«|ir«Mj*Jri» toujours I» tifurc qu'^^lif avun »! von-
M. -.^ MMMit tli (< i<-fii|i' rii;iiK. hi lii l'onit* dunf «t^ nluuvt•alelll^ ^
• ^, uiM liM*. «■h'iiilii* «"Il li;rii«- dn^iU', ellr revM»ndni «ij f«tlt «ituaiuir' .' «^ . Ii;4(|u« t«*iii|*- /. f|in rontM'inir:! un ivruin iiomlirt iH iul^ «^\jiT"it-
n. ■: U- ifMii|>s 1 \ -y-f^ ou il (ioiir uiH* intiniff- (Tammsh t•^lIrWe^ difir-
-■ -v-^^ ,Jf \nj't»mfttti'ft' fér la imrhiudv uNoNsm . doniMH' par- H. T»ylin , nir ' .;v < N.»iit ilniiri's «l« rfiir pro|iri(*t('. qur louî. If^in^ )Miintf^«r- rPirnHivr^n: '•T r> lUf l(*lll|»^ riitii*- l'six«-. M. (l*Alenil»en » Util fmfiuitr' WnsHfHiuf» ll^ "•'•:•:-% lit»s iiip«Mii*'iis**«- siii lit natun* dt» ces uvorrim^. qu'il namm^ •w^ */ --.-*. t»t sur lii uiHu'ivn doiii files |*ei]Vf*iil iorr «lAyeadires: aut^ " •!: ^.- « f*s disriissi(>ii> ii'niit pso un rap|H>n imnif-duci au ^joii^i qiif ihMi> i' -> r-n vnr, wm> n^^||^ (*ont<M1terl>u^ d< Tfliivnw? è* ♦♦•rifo? kn\ Ti'T' !>•> cih's.
*: ^ M. Knirr a traite deplli^ dans It- lo«>f' sniTsm èr weatt- ynatiri )si' : '-*■ inrlliodr analopir à rt'llt* dont noi]> v-fnfiii?^ df- |HTi^ .Il fiamn: . •■•• •- r-qnrition
I».ll4^ 4 ■; srlli- \i\ fonrtioii z doit rtr»^ îellf. ont .|i..> .» V ■•=' !"*it l:i v:il(Mii' d<' /. rr qui nt- difi«nr |h
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Fig. 6.
et au-dessous de Taxe» sera propre à représenter la fonction 9, soit que cette courbe soit régulière ou qu'elle soit irrégulière. D'où il s'ensuit que, puisque au commencement du mouvement l'équation de la courbe est 7=29 (a?), il suftira de considérer la courbe initiale de la corde AaB, quelle qu'elle soit, et si on réitère sa description au-dessous et au-dessus de l'axe de part et d'autre à l'infini, la moitié de la somme des ordonnées, qui répondent aux abscisses x-\' tslc, x — ty^c dans la courbe composée OAaB6, sera l'ordonnée a l'abscisse x dans la courbe de la corde tendue après un temps quelconque /.
14. Cette construction de M. Ëuler est évidemment beaucoup plus générale que celle que M. d'Alembert a imaginée, celui-ci ayant toujours supposé que la courbe génératrice soit régulière, et qu'elle puisse être renfermée dans une équation continue. C'est dans cette idée que ce grand Géomètre a cru qu'une telle construction devenait insuffisante toutes les fois que dans la courbe génératrice on n'aurait pas suivi la loi de continuité, et il s'est contenté d'en avertir le public dans une Addition a ses Mémoires, imprimée dans le tome de l'année 1760.
M. Euler a taché de répondre à cette objection dans le tome pour l'année 1753; il reprend ici toute l'analyse du problème, et il soutient constamment contre M. d'Alembert que pour l'exactitude de la construction donnée, il n'est nullement nécessaire d'avoir égard à la loi de continuité dans la fonction 9, qui dépend de la courbe initiale de la corde. Mais comme M. d'Alembert n'a apporté aucune raison particulière pour appuyer son objection, M. Euler n'en a aussi apporté aucune» d'où, il suit que la question reste encore indécise. M. d'Alembert promet fiam
sa nouvelle édition de l'excellent Traité de Dynamique de l'année passée un écrit assez étendu sur cette matière; mais je ne sais pas s'il a encore vu le jour; en attendant, qu'il me soit permis de faire sur cette dispute la réflexion suivante.
' 15. Il est certain que les principes du Calcul différentiel et intégral dépendent de la considération des fonctions variables algébriques; il ne parait donc pas qu'on puisse donner plus d'étendue aux conclusions tirées de ces principes que n'en comporte la nature même de ces fonctions. Or personne ne saurait douter que dans les fonctions algébriques toutes leurs différentes valeurs ne soient liées ensemble par la loi de continuité; c'est pourquoi il semble indubitable que les conséquences, qui se déduisent par les règles du Calcul différentiel et intégral, seront toujours illégitimes dans tous les cas où cette loi n'est pas supposée avoir lieu. Il s'ensuit de là que, puisque la construction de M. Euler est déduite immédiatement de l'intégration de l'équation différentielle donnée, cette construction n'est applicable par sa propre nature qu'aux courbes continues, et qui peuvent être exprimées par une fonction quelconque des variables / et x. Je conclus donc que toutes les preuves qu'on peut apporter pour décider une telle question, en supposant d'abord que l'ordonnée y de la courbe soit une fonction de t et m, comme l'ont fait jusqu'ici M. d'Alembert et M. Euler, sont absolument insuffisantes, et que ce n'est que par un calcul, tel que celui que nous avons en vue, dans lequel on considère les mouvements des points de la corde, chacun en particulier, qu'on peut espérer de parvenir k une conclusion qui soit à l'abri de toute atteinte.
16. Pendant le cours d'une telle dispute entre deux des plus grands Géomètres de notre siècle, il s'est élevé un troisième adversaire contre tous les deux: c'est le célèbre M. Daniel Bernoulli, si avantageusement connu par ses excellents Ouvrages. Celui-ci, dans un Mémoire imprimé parmi ceux de l'Académie Royale de Berlin de l'année lySS, prétend avoir démontré que la solution de M. Taylor de chordis vibrantibus est
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semble, démontrer que toutes les courbes douées de ces propriétés pourront se réduire à Téquatioû ci-dessus. D'où il s'ensuit que, quoique M. d'Alembert ait trouvé l'Analyse Taylorienne insuffisante pour en tirer une résolution générale, néanmoins il parait convenir avec M. Bernoulli dans le fond de la chose, savoir, que le problème ne soit résoluble dans d'autres cas que dans ceux de la trochoide ou du mélange de plusieurs trochoides.
18. On voit de là que les objections de MM. Bernoulli et d'Alembert contre M. Euler, quoiqu'elles diffèrent beaucoup les unes des autres, tiennent néanmoins aux mêmes principes. Au reste, ni M. Bernoulli ni M. Euler n'ont fait voir directement si toutes les courbes que peut former une corde tendue sont comprises ou non dans l'équation rapportée; car, puisque dans cette équation chaque terme répond, pour ainsi dire, aux mouvements de chaque point de la corde, il eût fallu pour cela donner d'abord une solution générale du problème de la corde vibrante dans l'hypothèse qu'elle fût chargée d'un nombre indéfini de corps; solution que M. Bernoulli même avoue n'avoir jamais vue, et qu'il croit de plus que personne n'a jamais donnée.
Il résulte de tout cet exposé que l'Analyse que nous avons proposée dans le Chapitre précédent est, peut-être, la seule qui puisse jeter sur ces matières obscures une lumière suffisante à éclaircir les doutes qu'on doit former de part et d'autre. Je vais donc entreprendre cette Analyse, et je tâcherai de la développer dans toute son étendue, non-seulement parce qu'elle doit satisfaire à tous les objets que nous avons ici en vue, mais encore parce qu'elle est, ce me semble, entièrement neuve, puisqu'il s'agit de déterminer les mouvements de tant de corps qu'on en voudra supposer, sans concevoir d'abord qu'il y ait entre eux aucune loi de continuité par laquelle ils soient liés, pour ainsi dire, et contenus dans une même formule.
SOLUTION DU PROBLÈME GÉNÉRAL PROPOSÉ DANS LES CHAPITRES PRÉCÉDENTS
19. Soit, pour abréger, =g; on aura (8) les équations suivantes :
-_z_ = e{- ix^x -^-r— «).
Pour intégrer toutes ces équations, on n'a qu'à recourir a la méthode que M. d'Alembert nous a donnée dans les Mémoires de l'Académie Royale de Berlin. On supposera d'abord, selon cette méthode,
dy, = M, dtj dyi = a, rf/, rfn = Ms dt, dy^ = a* rf/, . . . , rfr™_, = m„._, c// ;
ce qui changera les équations différentielles du second ordre dans les suivantes du premier :
dux =:e(y2 — 27, ) rf/, du2 = e (73 — Wi -^ yt ) dt, du, = e(y, — 273 -l-rO dt, du, = e(y, — 2^4 + yz)dt,
dun^y = e ( — 2 j„_, -h j«-, ) dt.
Il est à remarquer que les quantités i/,, Mat Ws...» expriment les vi-
tesses des corps qui parcourent les espaces j,,j2,j3,..., et qu'ainsi il est encore important de déterminer leurs valeurs.
Présentement il faut multiplier toutes ces équations, moins une a volonté, par des coefficients indéterminés, et les ajouter ensuite dans une même somme. Soient M|, Ma» M3,... les coefficients qui doivent multiplier les dernières équations, et N,, Na, N,.... ceux qui multiplient les autres : on aura
M,rfw,4^N,rf^,-4-M2rfa,-hN2rfj»"+-^3^"8-*-N3rfr3-+-. . .-f-M«-,rfa«_,4- N«_,rfrm-i = [N.M, -h e(M, - 2M.)j,] rf/ -f- [N,i/,-h e(M3 - 2M, -f- M,)r.]dt
-*- [Natta -f- e(M4 — 2M3 -f- M,)7s] rf/ -H . . .
-h [N«_,tt^, -h e{— 2M„_, -f- M«_or'— •] ^^
où Ton supposera pour plus de facilité le premier coefficient M « = i .
Soit fait en sorte que le premier membre de cette équation devienne un multiple exact de la différentielle du second; et supposant R un coefficient constant quelconque, on trouvera par la comparaison des termes
RM. = N., RM, = N„ RM3 = N„..., RM«_. = N««.,
ensuite
RN. 3= e(M, - 2M.), RN, = e(M3 — 2M, -h M.), RN3 = e(M4 - 2M3 -f- M,),. . ., RN^, = e(- 2M«-, -h M«_,);
en substituant dans ces dernières équations les valeurs des N tirées des premières, il en résultera
R^ Soit posé — h 2 = K, et en ordonnant les termes on parviendra aux
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équations
AI4 ^^ £lb1.| '~~ OiÊLtf
Ma_i =r KMm_}^
d'où Ton doit tirer les valeurs des M.
Pour y parvenir» je considère que, ces équations étant toutes semblables, on peut les exprimer généralement par
posant pour [i tous les nombres entiers positifs depuis zéro jusqu'à m — I, laquelle équation contient évidemment une suite récurrente, dont l'échelle de relation est K, — i . On aura donc, pour la valeur de M , l'expression Aa^ -h B6^, où Â et B sont des constantes, et a et 6 expriment les racines de l'équation du second degré. 2* -- Kz 4- i = o. De cette équation l'on tire
ce qui donne
Pour déterminer les constantes A et B, on fera la comparaison des deux premiers termes, savoir M© et M, ; or Mo est évidemment égal à zéro, puisque l'équation qu'il devrait multiplier ne se trouve pas, et M, est égaPa I par supposition; on aura donc
A-f-B = o et Atf-f-Bft=i, d'où l'on déduit
n=:— A, A(a — 6)=i, A = — î-5: et B = ^5
ces valeurs étant substituées, il en réwltera
Nous avons supposé (8) que le nombre des équations était m— i;\l faut donc que le coefficient qui aurait multiplié l'équation suivante soit de lui-même égal a zéro; savoir, il faut que
Mm — o, ou bien que — _■■■. = o.
Voilà Téquaticm qui nous donnera la valeur de la quantité R qui était encore inconnue.
20. Pour résoudre cette équation» j'ai recours au fameux théorème de M- Cotes, par lequel on trouve
or — fr" = (a — fc)i/a^ — 2tffccos — h ft*\/a» — 2a6cos h b^
X i/a' — ^ab C05 — -f- 6'. . . , V m
en prenant un nombre de facteurs égal à m, de sorte que le dernier devienne
V ni
OÙ 9 dénote la circonférence du cercle^ dont le rayon est i. On a donc, dans notre cas,
i /a' — 2tf6 cos — -f- ft* i /ô^ — aaft cos — -»-** V . m V m
X i/a^ — 2ab cos h ^. . . \/a* — 2tf6 cos ' ~ — h 6' = o,
ce ifui donne autant d'équations particulières qu'il y a de facteurs, savoir,
lO.
en dégageant ces expressions des radicaux,
a'— 2a6cos — H-6* = o, m
a} — lab cos h 6* = o,
c^ — lah cos h 6' = o,
à} — 7.ab cos i h 0* = t
Soit V un nombre quelconque entier depuis zéro jusqu'à m— i, et toutes ces équations se réduiront à celle-ci
a* — 7.ah cos h 6* = o;
si Ton substitue les valeurs trouvées de a et 6 (19), elle se change en
K* — 2 — 2 COS — = o,
d'où l'on tire
K» = 2(n-cos^),
ce qui se réduit, par les théorèmes de la multiplication des angles, à d'où l'on a enfin
21 . Je remarque d'abord que la variété des signes dans cette expression de K est inutile, parce que, en faisant v plus grand que — ^ la formule nous redonne les liiémes valeurs que quand v était plus petit, mais aver
des signes contraires; on aura donc simplement
K — 2 COS y
posant pour v tous les nombres entiers positifs, depuis zéro jusqu'à m — I. Par cette valeur générale de K, on trouvera (18) celle de R par le moyen de l'équation
car on aura
R»= ie (cos 1 1 = — 4^ (sin -^ — î
par les théorèmes cités, d'où il résulte
R = dz 2 V^ sin 7 — v^— i.
On déduira encore de la valeur de K celles des quantités a et b, comme il suit :
a=:cos ht/ cos — 1 —I, 6=: cos 4/ cos —I,
savoir
VCJ . VIST / , VTSf VCJ /
a = cos h sm — v — > > ^ = cos sm — v — » >
d'où l'on tire, en substituant,
I cos h sm — J— I — ( cos sm — J— i )
jll _ \ 2m 2m^ / \ 2m 2m ^ /
^ , VBJ .
2sm — »- J— I 2m ^
laquelle expression se réduit encore, par les mêmes théorèmes cidessus, à
sini^ M = ^.
^ s VW
sin
28. Toutes ces opérations achevées, retournons à présent sur nos pas pour procéder k l'intégration de l'équation différentielle (19). Soit, pour abroger,
M, U^ -+- MiMi -f- M, a, -4- ... -h Mm-i Um^x
-^ R rM,^>-, 4- M,^% H- M,/, H- ... -h M«_.7«_, ) = Zy elle deviendra par ce moyen
dont rintégrale se trouve
oùce^t le nombre dont le logarithme hyperbolique est i, et F dénote une constante quelconque, égale à la valeur de z qui répond au cas de / = o; on aura donc, en restituant au lieu de 3 sa valeur première,
M,lf, -f-Maat-^-M,!!, -h. . .-f-M»,-»!*.-.,
eu puisque
mxdt^=drx^ u^diz=idr^ Uxdi = dxxf y
si Ton multiplie toute Téquation par <ft, il en résultera
et multipliant encore par c^' et intégrant de oomPMO,
PcMir déterminer les consumes F et G, soient V^ V,, V,,,,., V«m* ^ Y^, Yj, Y,,,.,, Y«_^, les valeurs de a,, «,, «,,-•-, ««^, et de jr,^jr^
V, v„^o an commencement du mouvement, lorsque i = o;
iwms de plus, pour aiNnèger,
M.Y,^lfcY,-hltY,^.,,H-M^.Y*-. = P,
on aura d'abord
RP - F _ 2RP — Q — RP _ RP ~~ Q ^~ 2R ~ 2R "^ 2R
donc, en divisant l'équation par c^\ on trouvera finalement
M, J, -h M,J, -h Ifsja H- ... -h M— »^«-.,
_RP+Q Jlr . RP~Q^-Br_n^'''-^^'"''' . Qc^'-C^'''
ce qui, à cause de R = di 2 V^sin 7— V— ' » se réduit à
= Pcos {%t\/e^n 7 — H ^ — ^1
soit qu'on prenne dans R le signe -+- ou le signe —, comme nous l'en- ' seignent les expressions exponentielles imaginaires des sinus et cosinus, si familières aujourd'hui aux Géomètres.
23. Cette équation, toute simple qu'elle est, suffît néannu»ns pour déterminer les valeurs des inconnues j,, ja» Js»»--» qui sont au nombre de m — 1 . Pour s'en convaincre, on n'a qu'à réfléchir qu'elle contient le nombre indéterminé v, qui peut avoir les valeurs u 2, 3,...,, jusqu'à m — I , d'où il résultera autant d'équations. Tout se réduit donc à déterminer; par le moyen de toutes ces équations, les valeurs de chaque inconnue qu'elles contiennent : c'est ce que nous allons entreprendre.
Je commence par mettre ra lieu des quantités M leurs valeurs trouvée» (ii>f et fffiiçMt te dtiimiwitimr commua »in~ qui e'émnouit
naturellement de Téquation, je pose pour plus de commodité
, = Y, sm h Y, sm h Y, sin h ... -h Y^, sm ^ — ?
2W am 2m 2m
Q = V.sm h V, sm h Vssm h. . .-h V^-, sm^ — 5
où les indices de P et Q dénoteront simplement les valeurs particulières de V qui leur appartiennent.
Ainsi Téquation générale ci-dessus deviendra
vm . 2VCJ . 3vny . (m — i)vïs
}\ sm h >', sm h n sm h ... -h r„^, sm
= P^cos(2/visin^j
2m ^ 2m *" 2m ^ im
Q^sin (2/vêsin|^j
2vesm -= —
Soit encore, pour abréger, P^cos
. OySm (2/ v^sm 7— )
2/v<?smy— H ^^- ^ —^.'>
nesin^^
et posant successivement à la place de v tous les nombres naturels depuis zéro jusqu'à tw — i , on aura les équations suivantes
js . 2cy . Zjss .-(m — i)bt ^
)', sm h nsm h nsm — -h. . .-«- r«-ism — = S,,
Vy sm h y\ sm -=^ h rs sm h ... -h r^, sm -^ '— = S,,
2m " 2m * 2m ' am
. 3ïïy . 6gt . qw . 3(m — i)ity ^
>', sm — h n sm -^ — -h ... -h rm-^ sm ' ^— = Sb^,,
dont le nombre sera /w — i .
Il faudrait à présent, selon les règles ordinaires, suh^taier les v«le«« des inconnues y^, y^, /««••- d'une équation dans les joitves^
ment, pour arriver à une qui ne contienne plus qu'une seule de ces variables; mais il est facile de voir qu'en s'y prenant de cette façon on tomberait dans des calculs impraticables à cause du nombre indéterminé d'équations et d'inconnues; il est donc nécessaire de suivre une autre route : voici celle qui m'a paru la plus propre.
24. Je multiplie d'abord chacune de ces équations par un des coefficients indéterminés D,, Da, Dj, D^,..., en supposant que le premier D, soit égal à i; ensuite je les ajoute toutes ensemble : j'ai
[,. . CT TV . 2^ T^ . ^'55 ^ . (m — i)cy~| 1), sm h D, sm h 1)3 sm h . . . -f- D;„_, sm 2m 7.m im im J
-+- r» D. sm h D, sm -î— -h D3 sm h ... -h D«_, sm -^^ —
* L ^•'w 2 m 9. m im \
D, sm h Dj sm h D3 sm ^ h ... -h D«_, sm -^ '—
im j.m 2W 9.m j
D, sm ^ — -h D, sm -^ h ... -h D;,._, sm ^-^—
Qu'on veuille à présent la valeur d'un y quelconque, par exemple de v^, on fera évanouir les coefficients des autres r, et l'on obtiendra l'équation simple
y„ D, sm ^ — h D, sm — ^--- -h D3 sm -^ -h ... -h Dm_, sm ^ '-^ —
^ L ^ "^ 2 wï im -y.m \
On déterminera ensuite les valeurs des quantités Da, D, , D4,..., qui sont en nombre de m — 2, par les équations particulières qu'on aura en supposant égaux a zéro les coefficients de tous les autres j; on aura par là Téquàtion générale
D, siB hO, sm h D,5m h ... -h D««, sin^^ ^— — o,
21» 391 am 2m
ffî RECHERCHES SUR LA NATURE
laquelle devra être vraie, quelque nombre positif entier qu'on pose au lieu de X, depuis o jusqu'à m — i , excepté fx.
25. Pour tirer de cette équation les valeurs des quantités D, je remarque d'abord que tout sinus d'un angle multiple se réduit à une suite de puissances entières et positives du cosinus de l'angle simple, dont le plus grand exposant est égal au nombre qui en dénote le multiple diminué de l'unité, toute la suite étant encore multipliée par le sinus de l'angle simple. Donc, si l'on développe de cette façon tous les sinus des
angles multiples de -^ et qu'on divise ensuite l'équation par sin-^- ? on
parviendra à une autre équation, qui ne contiendra que des puissances
de cos— > et dont le degré sera m— 2; de là il suit qu'en regardani
cos — comme l'inconnue de cette équation, ses racines devront être
T3 î>.cy 3t5t {m — i)t5t
(OS — 9 cos — 9 cos — >---î cos »
2w 2/n 2/îî 2m
excepte cos^ —
Par conséquent, toute l'équation ne pourra éti*e que le produit continuel des facteurs
/CJ W )vGJ 2CJ >.CJ Sgj
COS cos — 9 COS cos — t cos — — cos — > • • • î
w 2 m 2/11 2/11 7. m im
Im {m — i)t5t cos cos 7
en omettant toutefois le facteur intermédiaire cos — — cos^^-
C'est pourquoi, si l'on nomme L une constante quelconque, on aura
— L { cos cos — 1
\ im imf
D, sin hDism h. . .-4- D«-, sm^ .
ini 2/11 2/W » / /© GJ
sm —
X cos cos — ) cos cos — • • • ( cos cos •
Le théorème déjà cité de M. Cotes nous donne l'équation
;,«- - ç- = ip- - q^) (^p^ - opq oos ^^ -+• q'j (p' ~ ^pg cos ~ -h ^»j
en n'omettant aucun des facteurs intermédiaires; que Ton compare donc ces facteurs avec ceux de l'équation précédente, en faisant
p'-h</'=:C0S 7 7.pq^=i\,
et l'on aura
p* -h ipq -^(fz^X-^r cos S= 2 ( cos 7— | ♦
p* — 2pflf -h q} = cos I = — 7. ( sin - — ) ^
d'où, en extrayant les racines, il résulte
p -t-o =:±:v7' cos 9
el entin
p — Éf = ± V 2 wn — v^— I ,
ros 7— -f- sin -T— J— I p = ± -^- - 1
).cj . '/m —
cos sin 7 — V — »
Par eoDséqoent on aura
» / Âw . A« \» I / >nf , >Jty ^— \
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rii> — -^ sm — % — I
4 A» AS» — \»* y *
v'x»s — — >in — k — I
I - , .^'> .- >AW , %-*' = r
^.,i,> ,!.> v.i-i.mVn '.'ûl:*.- i;;iî^: *.:-«.'.j^'f*r>. ta li^'intri j-"" — r"" .M:r
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des quantités indéterminées D. Pour faire cette opération plus aisément, commençons par multiplier la suite qui forme le premier membre de
l'équation rapportée par 2C0S;^', en développant chaque produit particulier, et en ordonnant les termes, il viendra
D,sm h (D, -h D,)sm h (D* -h Dj)sin h. . .
-h D,„_, sm h Dm-i sm —
Ensuite, si Ton multiplie la même série par 2cos^? et qu'on retranche ce dernier produit de l'autre, on parviendra à l'équation
(D,-2D,cosi^^sin^ + (D,-2D,cosi^ + D,\sin^ \ 2m/ 2m \ 2m / 2m
+ (d.~2D3Cos^ + D,V-^^'^ + (-2D._.cos^^D«_,^
On aura donc
D, — 2D, cos — = o, 2m
D3 — 2D, cos-^- — h D, = o, 2m
D, — 2D3COS— -4-Dj= o, 2m
— 2D«_, cos -^ -h D«^j = o , 2m
d'où Ton doit tirer les valeurs des quantités D. II est visible au premier aspect que les quantités D constituent une
sm-
. (m — i)Xcj -. . \ts L . Agi sm ' h D«._, sm — = -— - sm — •
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|M<«»|ti'<>qcMi>n rptMirrrnio. «Uns Uquoilo, em commençant par le bas. il est
r^f on doiim
Oi.t^ -oj «aitHtitiK ;iii iifMi Ht- /7 fU i' i(^ Tiu«.nii^ Ht* r^ijimùnii {)iTif^ il e!i refiuUfr:.. fui' lit' pTniMMli TMmililuliti- tt wiUii riirn'''j&,
. Sllr
*/— r» ^ lier'
d'où
. nuis
sin— ^ —
sm-^ — 9. m
et posant pour plus de commodité m — n = s,
. {m — s)uw5 w sm -' —
' 21'^ . UCT '
sm ■ — 2 m
mais
sin
' ini \2 2m/ 2m
où le signe -h doit être pris toutes les fois que fjt. est un nombre impair, et le signe — quand jut. est pair; on aura donc enfin
. sais . sm-^ —
2*" ' . axs
sm-'—
et telle est la valeur générale de D, d'où dépend la résolution des équations du n° 23.
26. Reprenons maintenant l'équation du n** 24, et substituant dans son second membre les valeurs trouvées des quantités D,on la réduira d'abord à
D, sm -i h Dj sm -^— -h Ds sm -^— -h ... -h D«.-. sm ^ ^^—
S.sm^ hS,sm-^---hSssm-^— -h...-hh,„_, sm^^ ^^— .
„ , . uiw im im 7. m 2 m
2'"-'sm-
A l'égard du premier membre, on remarquera (25) que
D, sm h D, sm h D3 sm h ... -h D«_, sm ^ —
, sm —
cos cos -i—
Donc, si Ton Huppom; X = jx, on aura
I), sin ^ — f- 1), sin -i- — h D, sm -^-~ -h ... -h D,^_, sin —
ros ^- vos ^-—
mttivH piiiiSqui* jtji (vsl un nombre entier, on a sin— = o, donc le dernier
mrmbiv de Téquation se réduit à 7^;;-, x -• Pour en trouver la vraie va-
bnu\ soi( supposé X variable, et différentiant à part le numérateur et le dénominateur de la formule générale
sm — a
Xm am
ros cos -s —
on iixHixvr^
m ros —
— sm —
or a éteint xin nt>nibfv onlier. cos » — i\st égïil à ir^ i , le signe supérieur repoTïd à u puir^ l^nft^ritHir à ui im|>âir: on «ura donc
1>. sm -^ — -*- 1»: $«n -' — -4- |>, sm -^ — -^ . , . -t- D»-, sin —
yn4 im im JtJ».
sm-« —
«t ainsi lequftîion pm^detïlr Aexieiwlm
jfîL _. L
^•^ sm -^ — ?"^^ *a»i •^---
I vtm ^m MU aMt J
d'où l'on tire
"^ f^ m\ 2/7? 2 m im amj
Voilà donc quelle doit être l'expression générale des y qui dénotent les espaces parcourus par chacun des corps dans un temps quelconque /.
27. Pour connaître plus clairement la nature de l'équation trouvée, on y substituera les valeurs des quantités S,, S^, S,,... du n^ 23, ce qui donnera finalement la formule
2 ^ . acT / , /- . w \
r„ = — P, sm - — cos \it\le sm 7 — -^ t^ m 9.m \ ^ ^mj
H — Pjsm -^-— cos (2/ v^esm-;— m 2/w \ ^mj
H — P3 sm -^-- cos 2 / v^ sm 7— m 2m \ ^ 4''v
H — P«_, sm '-^-- cos 2/ ve sm ^^ — ; '—
Qi sin — sin ( 2 / v'e sin 7 — ) I 2/w \ ^ 4''^/
Q. 2any . / , - . 2Gy\ ,. sm -*-- sm 2 / V ^ sm -, — I 2/yi \ ^ 4^/
^ . 3aGj . / ^ ,- . 3cy \ Qa Sin -i — sm 2 / Je sm -7— I 2/w \ ^ ^m
Q«_, sin' '-^ — sm 2/i/esur — -, — —
m ve . (/w — i)ct
sm
quantités P,, P^, P,,... et Q,, Q^, Q3,... dépendent de la première *• 12
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«^i^t^imn i\o% corps o\ àe l^«r< pirf*miifTe^ viij«w*es, selon les suppositions 4^ n* tt
IK loffi» o\pr^r«4!OT) /ir ^ /^Ti ÙTfTSi awBiCTt relie de «,, qui exprime b
%^t<>*«io n\'ov l»<)i»elle r^^sa^^wv- \^ «a furrooro; car puisque «« = -^ • on •«**Mr!< <|ir^ rliffér^m^e-^ "*m»tww 4#vimee «i faisant / variable, et on
fff
pi
" n fwr
-Mil ■ •>/ v^^I) 7 — I
hff 'fff
'Am
P^ '^if - --Hif? - - sin|9ii
n; I » fiTT
ros I ^/% rsàr
ém
rHxPiTUF n
} > VA^^Uf ^T^ IN*^-*** «
i .t.«î.. . (j. .' 1 ' "^î^k^-v #*xT^^TY>'»»^?it !e«iii
nwiiLJMiii
ET LA PROPAGATION DU SON. 9i
qu'on pourra faire passer par les extrémités de toutes ces ordonnées sera la figure de la corde tendue et chargée à chaque angle d'un poids M, et il
sera en même temps le lieu géométrique des excursions des corps élastiques M, disposés dans la même ligne droite AB, selon ce qu'on a démontré dans les Chapitres précédents.
Il est d'abord évident que la formule qui donne la valeur de v^ est composée d'une suite de formules telles que
. S\XXS . / /- , 5IÏJ \
, sm-^ — sm î/v^smT— I
\ sm-^-— cos 2/ v^sm-r— -+- B ^^ -■—' t
m \ ^ àm f . sw
smT — 4/7?
que je dénoterai dorénavant par ç^; A et B sont des constantes qui dépendent du premier état du système des corps, et 5 exprime un nombre quelconque dans la suite naturelle i, 2, 3,..., m — i; ainsi, si l'on construit un nombre m — 1 de polygones qui répondent tous à cette expression générale, en y supposant s successivement égal à i, 2, 3,..., /w — i, et qu'on prenne le premier pour axe du second , le second pour axe du troisième, et ainsi de suite, le dernier qui sera formé sur tous les autres contiendra les vraies valeurs de toutes les variables r; d'où l'on voit que les mouvements rectilignes des corps qui parcourent les espaces j,, j^, jj , . . . pourront être censés composés d'autant de mouvements particuliers qu'il y a de corps mobiles.
Examinons de plus près la composition de ces mouvements.
Soit posé ff^ = o, on aura les deux équations
4#ii/ .^sw
sin -^ =r o el A cos I 7./IÏ
siny—
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qui détermineront les points où chacun des polygones simples pouiTa couper son propre axe. Il est visible que la première aura lieu toutes les
fois que -^ sera égal à zéro ou k un nombre entier quelconque; soit
donc k un tel nombre, on aura
s u , km
-^ = ff el u= — 9 m ' s
laquelle valeur de /x satisfera toujours, quel que soit le temps /. Soit ^= I, on aura
IX ou km z= o, m, 2/11, ... ;
d'où il s'ensuit que le polygone ne pourra rencontrer l'axe AB que dans ses deux extrémités A et B; il sera donc tout au-dessus ou au-dessous de lui, comme on \o\i Jig. 7, p. 91.
Soit j = 2, on aura
km m
u ou — ==10, — » /lî,...;
le polygone coupera donc l'axe au milieu C, et il aura par conséquent une moitié au-dessus et l'autre au-dessous, comme dans layf^. 8.
Fig. 8.
Soit y = 3, on aura
km m im
a ou — :rrO, —, — t /II,..
et le polygone rencontrera Taxe deux fois et le divisera en trois parties
égales; il aura donc une figure semblable à celle qu'on voit fig. 9, et
ainsi de suite. D'où l'on conclura que les polygones auront toujoui*s autant de ventres d'égale longueur qu'il y a d'unités dans le nombre s.
30. Présentement, si l'on s'attache k la seconde équation, on trouvera en la réduisant
, V A sm 7 — sm 2/ v^sm 7 — =r — ^-
y/B^^v(sm^J Posons, pour abréger,
A sm 7 —
on en tirera
, ,- . *ny . ^ . ^ arcsinZ
oJylesxwj — = arcsmZ el / =
m ,- . 5ïïj
véf sm
équation qui pourra être vraie quel que soit le nombre fx, parce qu'il n'y entre point; d'où il suit que les polygones ne peuvent jamais couper leurs axes en d'autres points que dans ceux que nous avons déterminés ci-dessus, à moins qu'ils ne se confondent entièrement avec les axes mêmes, ce qui arrivera toutes les fois que t aura la valeur assignée. Or, comme il y a une infinité d'arcs qui répondent tous aux mêmes sinus, la quantité t pourra aussi recevoir une infinité de valeurs. Pour les trouver, soient d le moindre arc qui répond au sinus Z» et k un nombre quelconque
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de nos formules» appliquée aux mouvementâ des cordes vibrantes, est la même que M. Daniel Bernoulli a inventée sur ce sujet, comme on l'a exposé dans le Chapitre II; si donc ce grand homme a pu croire qu'une solution purement analytique était en elle-même incapable de faire connaître la véritable nature de ces mouvements, ces recherches pourront ouvrir une route nouvelle pour faire des applications de calcul à des sujets qui n'en paraissaient pas susceptibles, et servir à perfectionner l'Analyse. Au reste, on ne peut trop estimer la sagacité et la pénétration de ce célèbre Géomètre, qui, par un pur examen synthétique de la question proposée, est parvenu à réduire à des lois simples et générales des mouvements qui semblent s'y refuser par leur nature.
33. Avant que d'abandonner cette matière, examinons encore les cas où les vibrations composées peuvent devenir simples et régulières.
Il est visible que ceci arrivera toutes les fois que y sera égal à 9 , savoir quand tous les termes exprimés généralement par 9 se réduiront à un seul quel qu'il soit. Soit s le quantième du terme restant, on aura (27)
, V Q, sin-^sin (2/i/êsin -7-^ )
>• = — P, sm -^-— cos [ity^e sm -, — ) H = ^ — <- :
* /* m 9.m \ ^ 4m; m^^e sin —
4m ensuite il faudra que
excepté P, = o; et de même
excepté Q, = o; d'où l'on tirera les conditions requises dans le premier état du système, afin que les vibrations des corps suivent les lois proposées. On aura donc ces deux équations :
Y, sm h Y, sm h Y, sin h ... -h ¥«,-, sin i—^ = o,
?/n 7.m 7.tn am
-- 073 . ., . 20TÏT -|. , 3oiSJ -, . (m — 1)010
V , sin h V, sm h V.sin h ... -h V«-, sm '- — = o,
m im %m am
^ lH<:ilHJI»:H:li> i^Iii La \vCUHa
*iri o^vfon -ë* \»'^fiifr. iiiifîinuf iiiinjjm m m iio?«*t ai lit^fi itit r, ttepiiis r
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Ce problème a été déjà résolu par quelques Géomètres dans le cas d'un nombre de corps déterminé, mais la route qu'ils ont prise les a toujours conduits à des équations d'un degré égal au nombre des corps mobiles, dont il fallait par conséquent chercher les racines dans chaque cas particulier; je ne crois pas qu'on ait jamais donné pour cela une formule générale, telle que nous venons de la trouver.
ANALYSE DU CAS OU LE NOMBRE DES CORPS MOBILES EST INFINI
34. La théorie du mélange des vibrations simples et régulières que nous venons d'établir découle de la forme même des équations trouvées. Or cette forme subsistera toujours, tandis que le nombre des corps mobiles sera fini, savoir, quand m sera un nombre fini; mais serà-t-il aussi vrai que la supposition de m infini ne défigure pas, pour ainsi dire, l'équation, et n'en altère pas entièrement la forme? C'est ce que^nous allons examiner dans ce Chapitre.
Il est évident qu'en faisant /w = qo , les angles -7—9 -j—i 7—9 • • • devien- ^ ^ ^m ^m ^m
dront infiniment petits, et que leurs sinus ne différeront pas des arcs qui leur appartiennent; ainsi on aura
sin -7 — = -7 — 9 sin -7 — = -7 — 7 sin -7 — = -7 — 9--'9
donc la formule qui donne la valeur de v se changera en celle-ci
>• =--P, sin-î — cos — —■ * ••* m 2, m 'y. m
2 _ . 2.1113 2iat\e
H P, SU! -Î-— cos î—
afD ^mt^e
H P3 SIII -^-- cos 5--
H — ^-=1 Q, sin -^-— sin — î— \. i3
H -^ Qi sin — — sin
2njve ^'^^ ^'^ — -î-= Qa sin -^ — sin ^—
On aura de même dans ce cas
u^ =: ^ P, sm -^-— Sin — ^—
^— Pj sin — ^-— sin ^^—
m} im 'y.m
}— Ps sm -^-- sin —
m^ im 'y.m
H Q, sin ^-— cos — —
m im im
2 ^ . 2U© ixsitsje
H Qa sin -*-— cos ^—
m im im
2 ^ . 3acj 3GT/\/e
H Qa sm -^-- cos ^—
m im 2 m
35. Soient infiniment petites les masses M des corps, en sorte que
S leur somme soit finie et égale à S, on aura /w = rFî de plus, si a exprime
la longueur de l'axe AB, on aura encore m = -^ d'où
donc la quantité e, qui est égale à* -^^^^ (19)» deviendra égale à '"piî7"'
et par conséquent
Teâs
yje _ I /2EA
m '~ JMm V ^
ou bien, puisque Mm = S, il sera
\e I /2EA
^~ T V'ôS''
qui est une quantité tini^? et toute connue qu'on supposera, pour abréger,
égale à ^
36. Supposons que le rapport des nombres m et u. soit égal à -*, X exprimera Tabscisse dans l'axe AB à laquelle repeindra l'ordonnée 7^,
de même que la vitesse u ; on aura donc ^ = -; et faisant de plus dx ■ /* ma ^
constante et égale à r, on aura -7- =/w; toutes ces valeurs substituées
dans les formules ci-dessus, on obtiendra généralement
^.dx .. . ujx cjH/
ur»
rt.dx a
sin
ros
idx a
sin
ros
3bjH/
et de même
^Tdx ,. . mx . wH/ „•■ Qi sin — Bin — =;tsna j.a ?.i
i'Vdx .. . '?.xsx . 2nyH/ u Oî sin sin - — ,p-
iTrfj: ^^ . ScjJT . 3cjH/
ï— ij- Q3 sm sm — ^=~
3cjHrt ?.« af
M == =r- Pi sin — sin — »-
rtl 2« 2T
-rr — P» sm sm — =r-
aT sa aT
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3ïsUdx ^ . 3njjr . 3xnHt
7^; — P3 sm sm — =;-
ai ia 21
idx ^ . mx bjH/
Q, sin — cos — ;=-
a 2« Il
idx .^ . 1JSX anjH/
Q, sm cos — =r-
a ia 11.
idx ^ . 3mx 3mVLt Q3 sin cos — =r-
37. Présentement il faut substituer dans ces formules les expressions des quantités P,, P2, P3,..., Q,, Q2»Q3f-» d'où, en ordonnant les termes par les quantités connues Y,, Yj, Ys,..., V,, Va, Vj,..., on trouvera autant de suites infinies, dont chacune sera multipliée par une de ces quantités.
Soit — la raison générale des indices des Y et des V au nombre m, X dénotera la partie de l'axe qui leur est correspondante dans le premier état du système; donc, si l'on emploie le signe intégral / pour exprimer la somme de toutes ces suites, on aura
2 r, ,r I , bjX . jsx cjH/ . ?.cjX . imx imVLt
r=^ - \ dx\ sm — sm — cos — jzr -f-sm sm cos — =^—
a J \ ia 7.a 11 ia 2a 21
, 3gjX . 3xsx 3m1ît \
-h sm sm cos — 7^ — h . . . )
iT r, ,./ . m\ . wx . wUt I . 2ïïjX . 2mx , 2mUi
-+- -Vï— f dx\ sm — sm — sm — ;=- -h - sm sm sin — =^
wnaj \ 2« 2a 2T 2 2a 2a 21
et de même pour u
I . 3cjX . 3mx , 3gtH/ - sm sm sm — ^ii
wH Cj .ri ' cjX . JSX , xsVLt . 2cjX , 2mx ,
: = =7 I dxY ( sm — sm — sm — =r- -h 2 sm sm sin
al f \ 2a 2a 2T 2a 2a
2C7X _,__ 2ÏÏIX ,_ 2CfH|
^ . 3iijX . 3mx . 3«iH< 3sm sm sm-
2 r^ xi- «jX . njx mut , . 2cjX .^ïïjx^^
- I dx\ (sm sm — cos — ?=- -h sm sm ces
2a 2a aT
2mVLt 2T
. 3gtX . Z^x 3srHl
sm sm cos — =- •
où il est à remarquer que les intégrations doivent se faire en supposant X, Y et V variables, et / et a? constantes.
38. Si on réfléchit maintenant sur ces formules, on s'apercevra que la première partie de l'expression de y et la seconde partie de l'expression de M, qui ne diffèrent entre elles que par rapport aux quantités Y et V, seront sommables au moyen de la formule trouvée (25). Qu'on suppose donc, pour simplifier le calcul, que les quantités V s'évanouissent dans la formule de y, et les quantités Y dans celle de m, ce qui réduit le problème aux seuls cas considérés jusqu'à présent dans les cordes vibrantes; et on pourra se contenter de faire le calcul pour la valeur dej, puisque, en changeant simplement les Y en V, on obtiendra
tout de suite celle de u. Je ramène d'abord l'expression sin — cos^rr-
à celle-ci
sin - - -h -Tf 2 \a 1
\ . xsix H/\
et en opérant de la même manière sur toutes les autres je change la formule en
y=i - \ dx\ sm — sm - 1 - 4- -7=7- ) -h sm sm — ( — h -=r- 1
-^ aj \^ 7.a i\a T / 2,a 1 \a T /
. 3iîjX . Zmtx HA 1
sin sm — _ -h --- ) -h
I Cj vT • ^X . jbIx ha . 2cjX . -?.jslx H/\ -h - I dx\ sm — sm =- ) -h sm sm — ( |
. 3wX . 3cj/^ H/\ I
Or, si l'on met dans la formule du n^ 25, au Heu des quantités D, leurs
valeurs ±''-;;^ ^ — » et qu'on multiplie tout par 2'*^*sin-^, on
sin •'--*
-=r /»- : lis- - *«- . im- ..'«-
♦*J -II ?•!! îtJI — r*a SU
'fi n : ff : fi - jt : m
n — - --S" fF —
à 'ij[ 1 -îia -sii = —
*tr\ -îiJi *m —^ —
! tf T
*'hf:^uk^ '• *i^ "Hiii '*i<i =- dans n iMiHUiiK* WÊÊeÊSOÊÊt^ tt ==-
«jufTi' /jjqii' 'âiw^i? L^ivtti'fiilf cyfi Df^^tif; raribiks ccs<
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— — H -s;- ) — (îos — et eus — ^ } ^ ^'t>s — deviennent
égaux à zéro, el les termes se trouvent exprimés par -• Pour en (téter-
euK
miner les vraies valeurs on prendra la différentielle des numérateurs et
des dénominateurs, en considérant — ^ ~f~ ^^"^^ '^ première fornnile,
X Ht
et =- dans la seconde, pour les seules variables; on mettra ensuite
à leur place la quantité 2^ ±: — ; on trouvera donc en premier lieu
, -, . ctX . m nix /nH/\ dx\ sin sm — 1 ttt-
ia 1 \ia \ }
m Ix H/\ xs\
00s — I H -TiT- 1 — cos
, -, . cjX mi _, mX\
dx\ sm cos — ( '?.mszh )
sm— \7.s± — ] 9. \ a)
Mais puisque ~^- est un nombre infini égal à fx, on a
m / _, mX\ cos — [ims± I = nr I ,
le signe supérieur répondant à fx impair, et l'inférieur à /x pair; on a de plus
sm— i 25111 — 1 =121 sm •
donc l'expression précédente se réduit à
. mdxY
na
ou bien, puisque a = mdx, elle devient
OÙ Y est Tordonnée qui répond à Tabscisse X, »ayoir« a Tabscisse
égale k ± Ix -h ^, 25a J dans le premier état du système; il'oii l'on
voit que cette ordonnée doit toujours être prise avec le même signe que toute la quantité x h — =r- ±. 2sa. Que Ton dénote cette ordonnée par
et que Ton dénote de même par
celle qui répond à l'abscisse ± (x jf 2saU et qu'on fasse sur
la seconde partie de l'expression générale de y des opérations semblables à celles qu'on a pratiquées sur la première, on trouvera enfin
r . / aWt \~| r. / «H/ \1
9 ± ( j: H — j, 9,sa I -h 9 ± ( X tt. ^sa |
39. Soient {/ig. 5, p. 6i) AB l'axe, et AeB la courbe qui représente le premier état du système dans le cas où le nombre des corps mobiles est infini, on trouvera la figure de cette courbe pour un temps quelconque /, en prenant, a une abscisse quelconque x, la quantité y égale à la moitié de la somme des appliquées qui répondent aux abscisses
'zjt{x-\ — TT, 9.sa\ et ±{x tt, 2sa\
dans cette première courbe donnée. A l'égard des signes ambigus et du noftibre indéterminé s, on remarquera que, puisque l'axe AB est d'une longueur donnée a, il faut que les abscisses qu'on y doit prendre ne surpassent pas la quantité a, et de plus qu'elles soient toujours positives, et ces conditions suffiront pour déterminer tout à fait chacune des abscisses en question.
Il y
Si j? H — =- est moindre que a, on supposera s = o,ei l'on prendra le signe -4-, et l'ordonnée sera positive.
Si a? H — Y' ^st plus grand que a mais moindre que 2a, on fera s= i et
l'on prendra le signe —; on aura donc l'abscisse égale à aa— (icH — =r- j? et l'ordonnée devra être prise négative.
Si a? H — Y- devient plus grand que 2a mais moindre que 3a, on fera 5 = I et l'on prendra le signe -h ; l'abscisse sera donc dans ce cas X H — = 2a, et l'ordonnée devra être de nouveau positive.
Si a? H — =- se trouve plus grand que 3a mais moindre que 4«» on fera s = 2, et l'on prendra le signe — ; ainsi l'abscisse deviendra 4a — lx-\ — îp- )' et l'ordonnée correspondante devra être prise négativement, et ainsi de suite.
Par un raisonnement semblable, on trouvera que lorsque x ?p-
est positif, on doit faire 5 = o, et qu'il faut employer le signe -+- , ce qui donne l'ordonnée positive.
Si or Y~ devient négatif mais moindre que a, on supposera 5 = 0
et l'on prendra le signe — ; on aura ainsi l'abscisse positive — ix — ^ôt- ) » et l'ordonnée devra être prise négativement.
S\ X =- étant négatif est encore plus grand que 2a mais moindre
que 3a, on fera dans ce cas ^ = — 1 , et l'on prendra le signe — ; ainsi
l'on obtiendra l'abscisse positive — Ix =7-) — 2a, et l'ordonnée
devra être prise négativement.
Si X Y~ devient plus grand que 3a mais moindre que 4«» <>"
continuera a faire 5 = — 2, et l'on prendra de nouveau le signe -h, ce
iH T
qui donnera l'abscisse positive l^a -h œ =;-? et l'ordonnée devra être
encore positive, et ainsi de suite.
On voit assez par tous ces cas particuliers que nous venons de développer, que, quelle que soit la longueur de l'abscisse, il sera toujours possible de la réduire en sorte qu'elle ne surpasse plus l'axe donné AB. On pourra simplifier encore cette réduction, en supposant que les al>scisses données soient repliées, pour ainsi dire, sur l'axe, une ou plusieurs fois, selon qu'elles se trouvent plus ou moins excédantes, et les ordonnées devront ensuite être prises alternativement positives et négatives selon les lois ci-dessus établies. Mais si l'on veut avoir une construction tout à fait simple et générale, on pourra la déduire. aisément de la manière suivante. Ayant tracé la courbe initiale ANB {Jîg. loj,
Fig 10.
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qu'on répète sa description de part et d'autre a l'infini, en la posant alternativement au-dessus et au-dessous de l'axe, de sorte que les mêmes branches soient liées entre elles par les mêmes extrémités. Considérant la courbe ainsi engendrée comme une courbe unique et continue, cm prendra dans l'axe AB qui s'étend à l'infini de part et d'autre toutes les abscisses qu'on voudra, sans s'embarrasser qu'elles soient négatives ou plus grandes que a; ainsi la demi-somme des ordonnées qui se trouveront répondre aux abscisses x -\ — ?=- et x =^9 quelle que soit la
valeur de x et de /, donnera toujours la vraie ordonnée qui convient à l'abscisse a: après le temps t.
Nous avons supposé
aS
Or, dans le cas de la corde vibrante, E exprime le poids qui tend la corde, a sa longueur, et S son poids total (9 et 35); on aura donc (12)
a' et par conséquent
et les ordonnées dont on doit prendre la demi-somme répondront aux abscisses x -h t\c aix — t \c. Nous aurons donc par ce moyen la construction de la figure que forme une corde tendue pour un temps quelconque /, en cas qu'elle ait été d'abord forcée de prendre une figure quelconque donnée et qu'ensuite on l'ait relâchée tout à coup, et cette construction est évidemment la même que M. Euler a inventée sur la même hypothèse.
Voilà donc la théorie de ce grand Géomètre mise hors de toute atteinte et établie sur des principes directs et lumineux, qui ne tiennent en aucune façon a la loi de continuité que demande M. d'Alembert; voilà encore comment il peut se faire que la même formule (|ui a servi pour appuyer et démontrer la théorie de M. Bernoulli sur le mélange des vibrations isochrones, lorsque le nombre des corps mobiles était fini, nous en dévoile l'insuffisance dans le cas où le nombre de ces corps devient infini. En effet le changement que subit la formule, en passaiîl d'un cas dans l'autre, est tel que les mouvements simples qui composaient les mouvements absolus de tout le système s'anéantissent pour la plupart, et que ceux qui restent se défigurent et s'altèrent de façon qu'ils deviennent absolument méconnaissables. 11 est vraiment fâcheux qu'une théorie aussi ingénieuse, et qui aurait pu sans doute jeter de grandes lumières sur des matières également obscures et importantes, se trouve démentie dans le cas principal, qui est celui auquel se rapportent tous les petits mouvements réciproques qui ont lieu dans la nature.
41. Si Ton veut que la corde soit étendue en ligne droite au commencement de son mouvement, et que tous ses points reçoivent en cet état
des vitesses quelconques, on supposera que les ordonnées à la courbe ne représentent plus les premiers éloignements de points de la corde de l'axe, mais les vitesses des 'mêmes points au premier instant; et les courbes qu'on trouvera pour les instants suivants donneront de la même manière leurs vitesses suivantes (38).
RÉFLEXIONS SUR LES CALCULS PRÉCÉDENTS
42. La méthode que j'ai employée dans le Cliapitre HI est à la vérité un peu longue et fort compliquée; cependant elle est, si je ne me trompe, l'unique qui puisse conduire à une solution directe et générale, telle que nous nous sommes proposé.
Quoique l'intégration des équations différentielles s'achève fort aisément par l'ingénieuse méthode de M. d'Alembert, cependant il est clair qu'on est encore après cela beaucoup éloigné du but principal, car il s'agit de plus de tirer d'un nombre indéfini d'équations autant d'inconnues, et de les exprimer toutes par une même formule générale. La difficulté de cette opération n'a pas sans doute échappé au savant Géomètre dont nous venons de faire mention, car ayant proposé à résoudre le problème des mouvements des cordes vibrantes, en les regardant comme des fils extensibles chargés de plusieurs petits poids, il s'est contenté de dire qu'on aurait toujours pu trouver leurs vibrations à peu près (voyez le n*" 44 de son Mémoire cité ci-dessus).
Il serait à souhaiter que l'analyse qui a réussi dans ce cas put également s'appliquer à tous les autres qui dépendent de la résolution d'un nombre indéfini d'équations différentielles toutes semblables entre elles, et où les changeantes ne montent qu'à la première dimension, puisqu'il est facile de démontrer que tous les petits mouvements réciproques qui peuvent avoir lieu dans un système quelconque de corps semblables, qui agissent les uns sur les autres tous d'une même manière, sont nécessai-
rement contenus dans de telles équations. Nous serions par là en état de suivre les actions de la nature de beaucoup plus près qu'on n'a osé le faire jusqu'à présent.
J'ai déjà tenté une solution générale du problème des vibrations des cordes élastiques et des chaînes pesantes; mais étant maintenant fort pressé sur l'impression de cette pièce, et ayant d'ailleurs quelques autres occupations indispensables, je ne puis pas pousser assez loin ces recherches; c'est pourquoi je me réserve à traiter ce sujet dans une autre occasion.
Au reste, si on suppose dans notre cas que les corps se meuvent dans un milieu, dont la résistance soit proportionnelle à sm h- a, s et a dénotant des constantes quelconques, la double intégration des équations différentielles réussira de même; et si les quantités s et a sont assez petites par rapport à la quantité e, on pourra encore achever le calcul par un procédé semblable à celui que nous avons exposé plus haut. Cette analyse pourrait être à la vérité de quelque utilité dans la recherche de la diminution du son, mais ce serait s'écarter trop de l'objet principal que de la vouloir exposer ici tout au long.
43. La construction que nous avons trouvée dans le Chapitre précédent, pour le cas où le nombre des corps mobiles est infini, est fondée entièrement sur ce qu'une suite infinie de produits de deux sinus, dont les arcs croissent en progression arithmétique, est toujours égale à zéro, excepté dans le cas où, les sinus devenant égaux, la suite donnée se change en une suite des carrés des mêmes sinus. Quoique cette vérité découle immédiatement de la formule que nous avons trouvée pour exprimer la somme d'une telle suite, cependant, comme c'est là un des points principaux de notre analyse, il ne sera pas hors de propos de démontrer encore la même proposition d'une autre manière, qui soit et plus directe et plus lumineuse.
Soit proposée la suite infinie
sin(psin9-i-sin2(psin2d + sin3f sinSd -h:. .;
si Ton développe chaque terme par les ihéorëmeft de la multiplication des angles, on aura les deux séries
cos{9 — 9) -h 0052(9 — 0)-+- cos3(q — 6)-h. . .
cos(9 -h ô)-hcos2(9H- 9)-hcos3(o -h0)H-.. .
dont chacune est sommable par la théorie des progressions géométriques. Supposons, pour simplifier le calcul, que la série dont on veut prendre la somme soit généralement
cosj: -h COS2X -f cos3x -h
On réduira d'abord chaque terme aux expressions imaginaires exponentielles; ainsi l'on obtiendra
ces deux suites, traitées comme deux progressions géométriques infinies, se changent par les règles connues en
et réduisant au dénominateur commun
savoir
cosx — I
,-Myf
2(1— <»OSj:) 2
telle est la valeur d*une suite quelconque infinie de cosinus, dont les arcs
croismMit on progression arithmétique.
En appliquant ceci à notre cas, on trouvera pour la somme des deux
suites données
quelles que soient les valeurs des angles (p et $. Cependant, lorsque 6 :=^(p, il est clair que les deux séries se réduisent à
I H- I -4- I -h I -f-. . . COS29 -h C0S49 -+- COS69 -h. . .
Si m — i est le nombre des ternies dans chacune de ces suites, la somme de ta première est nécessairement » la somme de la seconde est,
par ce que nous avons, trouvé ci-dessus, -, donc la somme de toutes
deux se trouvera dans ce cas
44. Mais, dira-t-on, comment peut-il se faire que la somme de la suite
intinie cosa?, -+- cos2^, -f- cos3^,... soit toujours égale à • puisque,
dans le cas de a? = o, elle devient nécessairement égale à une suite d'autant d'unités? Je réponds que cela provient des termes qui se détruisent naturellement dans tous les cas, excepté dans celui où œ = o. Pour rendre la chose plus sensible, cherchons la somme de la suite
cosj; -+■ cos2jr -h cos3jc -h. . .h- cosmj;;
on trouvera, par la même méthode ci-dessus, qu'elle est égale à
expression qui se réduit à
cosj?— I H- cosmj; — cos(m -h i)x _ cosmx — cos(m H- i)x i 2(1 — cosj;) 2(1 — cosjr) z
Or, dans le cas où m est un nombre infini, on suppose que i évanouisse
auprès de m, d'où le terme cos(i?i -h i)^ devient égal à cos/wx, et la
formule reste
cosm:r — cos ( m H- I ) X
2(1— cosx)
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pourrait la trouver moyennant les formules précédentes. Car on sait que les expressions de u ne sont autre chose que les différentielles de celles de j, en prenant le seul temps / pour variable et effaçant le dt\ donc, si après avoir réduit la première partie de l'expression de j, qui contient seulement les Y, par la méthode donnée (39), on différentie la formule qui en résulte, en ne regardant que le temps / pour variable, on aura la formule qui donne la valeur de la première partie de l'expression de u et qui contient aussi les seules quantités Y. De même, si Ton intègre par dt la formule réduite de la seconde partie de l'expression de m, où se trouvent les seules quantités V, et qui est semblable à celle de y pour les quantités Y, comme on a vu (38), on aura la formule qui donnera la valeur de la seconde partie de l'expression de j, qui contient de même les seules quantités V. Ces calculs sont assez longs et compliqués, et ils demandent d'ailleurs beaucoup de circonspection; c'est pourquoi je ne fais que les indiquer ici pour montrer la route qu'on devrait tenir pour parvenir à une réduction directe et générale des expressions données. Il est cependant visible qu'on pourra aisément s'en passer, si l'on veut se contenter d'une construction des quantités 7 et m, pour chaque temps /, dérivée de celle qu'on a trouvée (39).
Soit donc, comme dans le numéro cité [Jig. 10, p. 106), ANB la figure dont les ordonnées MN représentent les premières excursions Y, et anb (fig. 1 1) celle dont les ordonnées expriment les vitesses initiales V.
Fig. II.
Qu'on réitère leur description de part et d'autre à l'infini de la manière
enseignée; qu'on construise ensuite deux autres courbes infinies [Jig. 12
et i3) A'N'B', a'n!h\ dont la première A'N'B' soit telle, que chaque
ordonnée M'N' qui répond à l'abscisse A'M'= AM soit toujours quatrième
proportionnelle à la sous-tangente au point N, à l'ordonnée MN, et à la
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quantité constante -^-^ et que la seconde a'n'b' ait ses ordonnées m'n' égales aux aires anm^ qui répondent aux abscisses am = a'm\ ces aires
Fig. i3.
étant divisées par -=t-- Par le moyen de ces quatre courbes que je nommerai, comme celles de M. d'Alembert, courbes génératrices, on aura toujours l'ordonnée y et la vitesse m, pour chaque abscisse x et pour quelque temps / que ce soit. Car on n'aura qu'à prendre dans la courbe
ANB la demi-somme des ordonnées qui répondent aux abscisses a:^ -h -pjt-
e,i œ — ^^=-9 et dans la courbe a'n'b' la demi-différence des ordonnées
qui répondront aux mêmes abscisses, et la somme totale de ces quantités sera l'ordonnée j cherchée. De même, pour la vitesse m, on prendra dans la courbe anb la demi-somme des ordonnées qui appartiennent aux
abscisses x h — =7- et x — ^^^ et dans la courbe A'N'B' la demi-différence des ordonnées qui répondent aux mêmes abscisses; et la somme totale de ces quantités donnera la valeur cherchée de la vitesse u.
Quoique cette construction soit entièrement fondée sur les tangentes et sur la quadrature des courbes génératrices trouvées, il ne parait cependant pas qu'elle puisse être sujette aux difficultés que nous avons exposées (5). Car, la construction des courbes génératrices une fois établie, il n'est plus besoin d'avoir recours aux théories du calcul différentiel et intégral, pour en déduire celles des autres courbes cherchées; puisqu'on peut, indépendamment de ces calculs, par la simple considé-
ration des tangentes et des quadratures, démontrer que ces courbes résolvent le problème sans avoir en aucune façon égard à la loi de continuité dans leurs équations.
Si Ton prend pour la courbe ANB la courbe initiale de la corde tendue, et que l'autre courbe anb représente les vitesses qu'on donne a tous ses points en la relâchant tout à coup, on aura de cette façon la solution générale du problème des cordes vibrantes telle que M. d'Alembert Ta eue en vue dans les articles XXlll et suivants de son Mémoire. 11 est vrai que ce grand homme ne cesse d'inculquer que les expressions des vitesses et des excursions initiales des points de la corde ne peuvent pas être données à volonté (34), ce qu'il répète encore expressément dans l'article II de son Addition. Mais nous avons fait voir plus haut les raisons qui obli- ' geaient cet Auteur à penser ainsi, et ces raisons cessent d'avoir lieu dès qu'on considère tous les points de la corde comme isolés dans leurs mouvements, comme nous l'avons fait dans les calculs précédents.
THÉORIE DES CORDES DE MUSIQUE ET DES FLUTES
46. Les cordes dont on se sert ordinairement pour les instruments de musique sont de boyau, ou d'acier, ou de cuivre; à l'égard des premières, elles n'ont presque point d'autre élasticité que celle qui est produite par la tension, mais il n'en est pas de même des autres, dont la roideur se manifeste, même lorsqu'elles sont tout à fait lâches. Cependant il est aisé de voir que la force d<* cette roideur, pour mouvoir la corde, doit être bien petite par rapport à celle qui nait de la tension, d'où il 3*ensuit que nous pouvons, sans crainte d'erreur, supposer toutes les cordes parfaitement flexibles, en tenant compte seulement de l'effet de la tension donnée. La manière commune de les mettre en vibration, en les touchant par quelqu'un de leurs points, soit avec un archet ou quelque autre instrument, consiste à les faire sortir de leur état de repos et à
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donner à tous leurs points des impulsions quelconques. Donc, si Ton a une corde uniformément épaisse, dont la masse et la longueur soient données, et la tension soit exprimée par un poids équivalent, on pourra toujours, par la théorie exposée dans les Chapitres précédents, trouver le mouvement de cette corde pour un temps quelconque, de quelque façon que ses vibrations aient été d'abord produites. Mais la connaissance des mouvements particuliers des cordes est de peu de conséquence dans la pratique, et ce n'est qu'à la durée de leurs vibrations qu'il est important d'avoir égard, puisque c'est de là que dépend, selon le sentiment généralement reçu par tous les Physiciens, le ton grave ou aigu qu'elles doivent rendre.
Or, si l'on examine la construction des courbes génératrices exposée (45), on s'apercevra aisément que leur nature est telle, que si l'on augmente ou qu'on diminue les abscisses d'un multiple quelconque de 2a, les ordonnées correspondantes demeurent tout à fait les mêmes;
donc, si l'on fait que la quantité -rp-' qui doit être ajoutée et retranchée
de chaque abscisse x, devienne un multiple quelconque de 2a, on aura la valeur du temps /, après lequel la corde reprendra sa première situation, avec les mêmes vitesses dans tous ses points. Ce temps sera donc
égal à -n-9 quelque nombre entier positif qu'on pose au lieu de s. C'est
pourquoi le temps des oscillations sera toujours le même pour la même corde, et il ne dépendra en aucune façon du premier ébranlement qui peut varier à l'infini. Pour connaître plus exactement ce temps, qui
est égal à ij-» on n'a qu'à remettre au lieu de H sa valeur première
i/^-g^ (25), et on aura Ti/^- pour le temps d'une oscillation entière, composée d'une allée et d'une revenue, où a est la longueur de la corde, S son poids, E le poids qui est égal à la force de tension; or, comme h exprime (6) la hauteur d'où un corps pesant peut tomber librement durant le temps T, si l'on fait ce temps d'une seconde, on aura
le temps cherché exprimé de même en secondes de cette façon y^r-
Supposons que le rapport du poids de la corde à celui qui la tend soit ?-, b sera une quantité qui ne dépendra que de l'épaisseur et de la gravité spécifique de la corde; on aura donc £ = t' ^t par conséquent la formule du temps des vibrations entières deviendra ^ et une oscillation
simple devra être censée d'une durée égale k i tout de même comme
)j7.hli
si la corde eût toujours fait ses mouvements selon les lois de M. Taylor. Cette formule a été regardée jusqu'à présent pour vraie par tous les Auteurs qui ont écrit d'Acoustique, parce qu'elle s'accorde entièrement avec les proportions connues des divers tons des cordes, qu'on a toujours fait dépendre de la durée de leurs oscillations. C'est aussi par cette raison que plusieurs d'entre eux ont cru qu'une corde tendue ne pouvait résonner à moins que ses vibrations ne fussent toutes régulières et isochrones comme celles des pendules; ce qui parait sans doute inconcevable, vu qu'une même corde rend toujours le même son lorsqu'elle est pincée ou ébranlée de quelque façon que ce soit. La démonstration que nous venons de donner peut donc servir à établir ces vérités généralement admises, savoir : que le ton d'une corde est toujours proportionnel au nombre de ses vibrations dans un temps donné, et que ce ton se conserve toujours le même, tandis que la corde reste dans les mêmes circonstances.
47. Quoique la connaissance absolue de la durée de chaque vibration dans une corde donnée ne soit guère d'usage dans la pratique ordinaire, elle est cependant nécessaire pour la détermination d'un son fixe, tel que M. Sauveur l'a eue en vue dans Y Histoire de V Académie des Sciences de Paris pour l'année 1700. La méthode que ce savant Auteur a imaginée pour cela est à la vérité fort ingénieuse, mais elle est presque impraticable à cause de l'extrême délicatesse d'oreille qu'il faut pour apprécier les moments des battements de plusieurs sons, et de la grande difficulté qu'on rencontre à mesurer au juste l'intervalle du temps qui se
passe entre deux de ces ballements consécutifs. Si la détermination de ce son fixe est de tant de conséquence, comme elle Ta paru à M. Sauveur, je crois qu'on pourra la tirer avec plus d'exactitude et de facilité de la formule trouvée, qui ne requiert d'autres données que la longueur de la corde, sa gravité spécifique et la raison de son poids à celui par lequel elle est tendue. Par exemple, si l'on veut, selon M. Sauveur, que le son
fixe rende loo vibrations dans une seconde, on fera = loo, d'où, b
et h étant donnés, on tirera a = ioo\ibh.
48. Nous venons de voir que le nombre des vibrations d'une corde donnée est généralement toujours le même ; il est cependant quelques cas particuliers où ce nombre peut être diminué et réduit à la moitié, au tiers, etc. Pour s'en convaincre, on n'a qu'a réfléchir que la corde vibrante ne revient à son premier état que parce que la construction des courbes génératrices est telle, qu'en levant ou ajoutant aux abscisses les temps donnés, les ordonnées demeurent les mêmes. Donc, si l'on suppose que la figure initiale de la corde participe déjà à cette propriété, savoir qu'elle contienne deux ou trois, ou plusieurs ventres égaux et disposés alternativement au-dessus et au-dessous de l'axe, et qu'il en soit de même pour la courbe des vitesses, on verra aisément que les courbes génératrices déduites de celles-ci rendront la corde à son premier état dans la moitié, le tiers, etc., du temps donné. Ainsi la durée
d'une oscillation se réduira dans ce cas à — ? où n exprime le nom-
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bre des ventres primitifs. Il n'en sera pas de même si les ventres ne se trouvent pas égaux et disposés de la façon qu'on a dit, car il sera toujours facile de démontrer que les courbes résultantes ne pourront jamais avoir les propriétés nécessaires afin que les vibrations puissent s'achever dans un temps différent de celui qui convient à la nature de la corde donnée. x\I. Euler avait déjà fait cette importante remarque, pour le seul cas où la corde part du repos, dans les Mémoires cités de V Académie de Berlin,
49. Lorsqu'une corde est en vibration, il n'y a généralement parlant que les deux bouts qui restent toujours immobiles; cependant, si l'on fait attention aux cas particuliers qu'on vient d'examiner, on voit clairement que tous les points où la figure initiale de la corde coupe l'axe doivent nécessairement demeurer en repos, puisqu'il y a de part et d'autre des branches semblables situées alternativement au-dessus et audessous de l'axe. Voyons donc s'il ne pourrait pas y avoir d'autres points qui fussent revêtus des mêmes propriétés.
Qu'on se représente pour cela une branche entière AMNB de la courbe génératrice pour la corde AB, et qu'on suppose qu'un de ses points quelconque JVI doive rester immobile [fig. i4)- Il est d'abord évident
Fig. 14.
qu'elle devra couper l'axe dans ce même point; il faudra ensuite que la partie MN de la courbe soit égale et semblable à la partie AM, afin que la demi-somme des ordonnées également distantes de part et d'autre soit toujours nulle, d'où il s'ensuit qu'à moins que le point M ne soit a la moitié de l'axe AB, le point N tombera hors du point B, et ainsi la courbe cherchée AMNB coupera toujours l'axe en deux points M et N. Elle sera par conséquent composée de trois parties AM, AN et NB, dont les deux premières sont égales par supposition, et la troisième est encore arbitraire. Or je disque la courbe AMNB doit avoir toutes ces parties égales, semblables et situées alternativement au-dessus et au-dessous de l'axe AB. Pour s'en convaincre, qu'on réfléchisse que, puisque les branches qui se trouvent situées de part et d'autre des deux points A et M doivent être semblables et égales dans toute la courbe génératrice engendrée par la description réitérée de celle-ci, il faut que cette courbe ait toutes ses parties de même nature que celle qui est comprise entre les points A et M, d'où il suit que la partie de l'axe NB ne peut être qu'égale à la partie AM, ou double, ou triple, etc., ou encore la moitié, ou le
tiers, etc., de sorte que Taxe entier AB puisse se diviser en un nombre de parties égales et aliquotes aux deux parties données AM et MB. Et toute la courbe AMNB devra, dans ce cas, couper Taxe à chaque point de ces divisions, et elle devra contenir de plus autant de ventres égaux correspondants.
On conclura donc que nul point d'une corde de musique vibrante ne pourra demeurer en repos, à moins qu'il ne la divise en deux parties commensurables entre elles; que dans ce cas la figure initiale de la corde et la courbe des premières vitesses devront nécessairement avoir autant de branches égales et semblables qu'il y aura d'unités dans les deux parties AM, MB, et qui seront de plus situées alternativement audessus et au-dessous de chacune des parties aliquotes, dans lesquelles tout l'axe AB sera divisé. Si donc, en mettant une corde en vibration, on fait en sorte qu'un point quelconque reste immobile, sans empêcher que la vibration ne se communique et ne s'étende de part et d'autre à toute la corde, cette corde se divisera tout naturellement en autant de parties égales qu'il en faut pour rendre commensurables les deux parties coupées par le point immobile. D'où il s'ensuit que, lorsque ces deux parties sont en elles-mêmes incommensurables, il sera impossible que le point de leur division puisse jamais rester en repos, et la corde, dans ce cas, sera obligée de changer de signe d'un instant à l'autre, ce qui détruira nécessairement l'isochronisme et la régularité de ses vibrations. Mais dans le cas où le point immobile divise toute la corde eh parties commensurables, il se formera pour lors un nombre de points de repos naturels, et la corde continuera de faire des oscillations régulières et isochrones, dont la durée ne sera que la moitié, le tiers, le quart, etc., de la durée des oscillations entières, selon que les deux parties auront pour commune mesure la moitié, le tiers, le quart, etc., de toute la corde, comme on l'a démontré (48).
Par un semblable raisonnement, on trouvera que si les points supposés immobiles coupent la corde en un nombre de parties quelconques, elle se divisera en autant de parties égales qu'il en faudra pour que chacune d'elles mesure exactement chacune des premières parties cou-
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pées; par conséquent, si ces parties sont entre elles incommensurables, les mouvements de la corde deviendront irréguliers, pendant que dans tout autre cas les vibrations s'achèveront dans un temps proportionnel réciproquement à celui des ventres naturels de la corde.
50. On s'est aperçu depuis longtemps qu'une corde pouvait rendre dans certaines circonstances des sons aigus, qui différaient plus ou moins du son naturel, et on a même reconnu que ces sons n'étaient presque jamais que l'octave au-dessus, l'octave de la quinte et la double octave de la tierce.
M. Sauveur, qui a fort bien traité cette matière, dans son Système général d* Acoustique imprimé parmi les Mémoires de l'Académie royale rfe Pam pour l'année 1701, s'est appliqué le premier, que je sache, à découvrir la véritable origine de ces divers sons rendus par une même corde, qu'il di\i^^\\e sons harmoniques ; il prend {fig> i5) pour cela une
Fig. i5.
corde d'une longueur quelconque qui, étant pincée à vide, forme des vibrations simples et uniques qui rendent le son naturel de la corde qu'il nomme son fondamental; il divise ensuite cette corde en un nombre de parties égales, et mettant un chevalet mobile ou un autre obstacle quelconque léger au premier point marqué des divisions, de sorte que le mouvement qu'on donne a la corde puisse se communiquer de part et d'autre, et que l'obstacle posé ne fasse d'autre effet que d'obliger le point où il est appliqué à rester toujours en repos, cet Auteur observe que si l'on ébranle la corde dans cet état, elle se divise naturellement par une espèce d'ondulation en autant de ventres égaux, dont les extrémités qui restent immobiles répondent précisément aux points marqués des divisions; car ayant mis sur la corde divers morceaux de papier, il trouve que ceux qui sont sur les nœuds ne sont point du tout déplacés, les autres au contraire tombent aussitôt que la corde commence de se mouvoir. M. Sauveur compare de plus les sons harmoniques produits par I. 16
une telle corde avec les sons naturels d'autres cordes semblables, et il reconnaît que la longueur de celles-ci doit toujours égaler celle de la partie de la corde donnée qui est interceptée entre le chevalet et le bout le plus proche. Il en est de même si le chevalet est placé à la seconde, troisième,... division, et en général la corde forme toujours autant de nœuds, immobiles à égale distance les uns des autres, qu'il en faut pour que le chevalet réponde k l'un d'eux, et le son rendu est toujours semblable au son que produirait une des parties de la corde comprise entre deux des points de repos naturels. Que si le chevalet divise la corde en deux parties incommensurables, la corde ne fait pour lors que frémir, sans résonner, et l'on n'entend qu'une espèce de bruit confus et désagréable à l'oreille.
51. On sait qu'en prenant le son d'une corde pour fondamental, sa moitié rend l'octave au-dessus, son tiers rend l'octave de la quinte, son quart rend la double octave du son fondamental, et la cinquième rend la double octave de la tierce; les autres divisions ne forment plus que des dissonances avec le son principal, à moins qu'elles ne donnent des octaves de ceux-ci. D'où il s'ensuit que l'on ne peut tirer d'une même corde d'autres sons harmoniques que la quinte ou la tierce, en omettant les octaves qui peuvent être regardées comme des répétitions de leurs sons principaux. Ainsi la trompette marine, qui est composée d'une seule corde à laquelle on applique le doigt en la faisant résonner avec un archet, ne produit jamais d'autres sons que ceux qu'on vient de nommer, et le doigt tient lieu de l'obstacle léger qui divise les vibrations de toute la corde.
On a encore heureusement appliqué cette théorie à toutes les espèces de violons où, par le moyen d'une légère pression de doigt, on produit des sons harmoniques très-agréables à l'oreille et qui s'approchent beaucoup du son des flûtes; on pourrait même, je crois, avec beaucoup d'exercice, parvenir à exécuter sur le violon une pièce quelconque de musique par des sons toujours harmoniques, car, pour en tirer tous les sons nécessaires, il ne s'agirait que d'ajuster sur les cordes deux
doigts, dont Tun fût appuyé fortement sur le manche, comme on le fait ordinairement, en appliquant en même temps Tautre au tiers, ou au cinquième de la corde, pour lui donner le son harmonique convenable. Cest aux habiles musiciens à juger si Texécution de ce projet n'est pas sujette à d'autres difficultés capables de rebuter les meilleurs artistes.
52. Nous avons fait voir (9) que les mouvements des parties de l'air, qui composent une fibre élastique continue, ne diffèrent nullement de ceux des cordes vibrantes, si ce n'est en ce que les vibrations de celles-ci sont perpendiculaires à Taxe au lieu que les autres sont longitudinales. Donc, si l'on considère une fibre quelconque d'air ou bien un amas de plusieurs fibres renfermées dans un tuyau qui les borne et les distingue de la masse continue de l'air extérieur, ces fibres pourront recevoir dans toutes leurs parties des mouvements semblables à ceux des points d'une corde de musique d'égale longueur et d'égal poids, et dont la force de tension soit équivalente à celle de l'élasticité naturelle de l'air. Si donc les mouvements de ces fibres peuvent se communiquer à l'air extérieur, il en résultera un son qui sera de même nature que celui qui serait produit par la corde correspondante.
Voilà le principe et Torigine de tous les instruments à vent, qui constituent une classe d'instruments de musique non moins étendue et non moins importante que celle des instruments à cordes.
Le célèbre M. Euler a tâché le premier de rapprocher les théories de ces deux espèces d'instruments dans une Thèse sur le Son, imprimée à Baie l'année 1727, puis dans son excellent Traité de Musique qui a paru l'année 1739. Il compare en effet dans ces endroits la colonne d'air contenue dans un tuyau a une corde du même poids et de même longueur, et qui serait tendue par un poids égal à celui d'un cylindre de mercure, dont la base fût la même que celle du tuyau et la hauteur celle du baromètre. Par cette comparaison, il détermine le son que doit rendre une flûte quelconque donnée et il le trouve entièrement d'accord avec l'expérience. Il faut avouer que cette théorie a été portée par ce savant Auteur au plus haut degré de perfection, et qu'il n'y restait rien à désirer
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qu'une démonstration analytique et tirée de la nature même des mouvements qu'il a comparés ensemble. Mais, pour mettre cette importante matière dans tout son jour, développons-en ici encore quelque cas particulier. Soit une flûte de longueur a depuis l'embouchure jusqu'à l'autre extrémité, soit i^ la largeur de sa base que je suppose être partout la
même; on aura (46) pour la durée d'une oscillation aérienne y-WT'
où S est le poids de la colonne d'air contenue dans la flûte et E son élasticité naturelle. Supposons donc k égal à la hauteur barométrique, et
- la raison de la gravité spécifique de l'air à celle du mercure, on aura
E égal au poids d'une colonne de mercure dont la base est b^ et la longueur k, et S égal au poids d'une semblable colonne dont la longueur
est seulement - -, d'où ^ = -j-y et par conséquent le temps d'une oscillation sera
^2 nkh
Sj inhh-~'
ce qui fait voir que ces temps, toutes choses d'ailleurs égales, sont comme les longueurs des flûtes auxquelles les tons répondent, comme l'expérience nous l'enseigne en effet. Si l'on veut que la flûte achève loo vibrations dans une seconde, ce qui produit le son fixe de M. Sau-
veur, on lera ^== = i , d ou a = ; or nk exprime précisément
sjinhh « r r
la hauteur de l'air supposé homogène qui se trouve à peu près égale à
85o X 32 pieds, et h est de i5 pieds environ; donc
nkh = 85o X 32 X 3o
dont la racine carrée se trouve 903, 33,..., ce qui étant divisé par 100 donne pour la longueur du tuyau 9 pieds et 33 millièmes de pied.
Il est vrai que M. Sauveur trouve, d'après ses expériences des baltements, que le tuyau d'orgue qui rend le son fixe est seulement de 5 pieds, ce qui donnerait suivant la théorie environ le double des vibrations que cet Auteur a déterminées pour chaque seconde; mais il est aisé de trouver
la raison de cette différence, si Ton réfléchit que les vibrations de deux cordes ne sont réellement concurrentes, c'est-à-dire commençantes en même temps et se faisant dans le même sens, qu'après un nombre de vibrations double de celui qui est porté par la nature des deux cordes données; d'où il suit que, puisque les battements ne consistent que dans la concurrence des vibrations, le nombre déterminé par l'expérience de M. Sauveur sera précisément la moitié de ce qu'il est en effet, et dans ce cas les résultats de l'expérience s'accordent assez bien avec ceux de la théorie.
53. Puisque les mouvements des parties de l'air contenu dans une flûte quelconque sont les mêmes que ceux d'une corde de musique correspondante, il s'ensuit que la durée de leurs vibrations pourra de même, dans certains cas particuliers, devenir moindre qu'a l'ordinaire, et n'en être plus que la moitié, le tiers, le quart, etc., comme nous l'avons démontré dans les cordes vibrantes, lorsqu'elles se divisent en plusieurs ventres égaux. Or ceci arrive précisément dans les instruments à vent lorsqu'on augmente d'une certaine façon la fol'ce du souffle; car c'est une vérité de longtemps reconnue dans les trompettes et dans toutes sortes de flûtes, et surtout dans les traversières, que par un simple changement d'embouchure on obtient depuis le son grave ou fondamental
ceux qui y répondent comme les nombres -> ^> 7? ^* savoir l'octave audessus, la douzième, la quinzième et la dix-septième majeure; car le son suivant est proscrit de l'harmonie du son principal.
Au reste, quelque fondée et plausible que soit cette théorie des instruments à vent, il faut pourtant avouer qu'on ne saurait encore par son moyen rendre raison de toutes les propriétés qu'on y observe et qui regardent la forme de l'instrument, la largeur et la position des trous. Or ayant mesuré au juste leurs distances dans de bonnes flûtes traversières et douces, je ne les ai point trouvées tout à fait proportionnelles aux tons correspondants. De plus, on sait que pour rendre certains tons, il faut une combinaison donnée de trous ouverts et bouchés, ou entière-
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ment, ou à demi seulement, ce qui me parait fort difficile à expliquer par la simple comparaison des cordes vibrantes. Comme cette matière demande un examen long et exact de toutes les circonstances qui entrent dans chaque cas particulier, et que d'ailleurs cette pièce est actuellement sous presse, j*ai cru devoir différer ces recherches pour une autre occasion où, suivant quelques vues que j'ai déjà formées, j'espère pouvoir ramener aux lois de la théorie ci-dessus établie la plupart des bizarreries qui se rencontrent dans ces sortes d'instruments.
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54. Imaginons une fibre élastique composée d'un nombre infini m de particules d'air, dont une quelconque reçoive par l'ébranlemenl des parties du corps sonore une impulsion donnée c : il s'agit de déterminer la loi suivant laquelle ce mouvement se communiquera aux autres particules de la même fibre. Soient AB {fig. 1 5, p. 121) la longueur de toute la fibre égale à a, AC la distance de la particule C, qui est frappée par le corps sonore, égale à X, et AD la distance d'une autre particule quelconque D, dont on veut savoir le mouvement, égale à a?; on trouvera, par l'application des formules données (35), que la vitesse u de cette particule sera exprimée par une seule série infinie, comme il suit
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car tous les termes P,, P2, Ps»-.. évanouissent par supposition, et les autres Q,, Qj, Q3,... se réduisent à csin— ^> csin > csin — ^» —
Qu'on change maintenant le produit de sin— ^ par cos—^^ ainsi que
les produits des sinus et des cosinus des autres angles multiples en de simples sinus, et l'équation ci-dessus deviendra
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On démontrera ici, de la même manière que nous avons fait (38) sur des formules semblables, que ces deux suites infinies sont toujours égales
à zéro, excepté dans le cas où — h-Tp dans; la première, et -tjt
dans la seconde, deviennent égaux à dt ( - -h a^U^ dénotant un nombre
quelconque entier positif ou négatif; d'où il s'ensuit que la vitesse u dans chaque particule ne sera, pour ainsi dire, qu'instantanée, et qu'elle n'obtiendra jamais aucune valeur réelle que lorsque
quels que soient les signes qu'on y veuille prendre.
Cette équation contient, comme on le voit, un certain rapport enti*c les espaces x et les temps /, les autres quantités X, a. H, T, S demeurant constantes. Elle contiendra donc la loi générale suivant laquelle se fait la propagation du son.
55. Pour développer cette importante matière autant qu'il est possible, imaginons que la particule D, qui reçoit son petit mouvement
instantané au bout du temps /, soit éloignée par DC = z de la première particule C qui a reçu Timpulsion extérieure; on aura donc
laquelle valeur substituée dans Téquation ci-dessus donnera
X_uH/ . /X-f-2 \
a T Va /
et multipliant par a et transportant les termes,
_. Hat . . , Hfl/ , _,
± -=- = z -h isa^ ou bien encore ± -=- = — (2X -+-z -h 7.sa)\
et ces deux équations satisferont toujours également en prenant les signes ambigus comme on voudra. Or, puisque le temps / doit toujours être positif, l'ambiguïté des signes tombera nécessairement sur la quantité z, qui pourra par conséquent avoir des valeurs positives et négatives; d'où il suit que le son partant du point C se propagera également de part et d'autre vers A et vers B. De plus, il est visible par ces formules que la communication du mouvement d'une particule à l'autre sera toujours uniforme, et qu'elle se fera avec une vitesse qui ne dépendra en rien de la première vitesse c imprimée extérieurement, puisque l'expression de cette vitesse ne se rencontre nulle part dans la formule trouvée. Voici donc les lois que les sons doivent toujours suivre dans leur propagation. Une particule quelconque d'air ébranlée par le mouvement d'oscillation d'un corps sonore mettra en mouvement les particules circonvoisines, et celles-ci les autres qui les suivent dans les fibres rectilignes, qui partent toutes du même point comme d'un centre commun; ces mouvements dans chaque particule seront instantanés et se communiqueront toujours avec une même vitesse constante, quelle que soit l'impulsion que la première particule ait reçue, d'où dépend la force ou la faiblesse du son. Ce n'est donc pas par une espèce d'ondulation que le son se propage, comme l'ont cru jusqu'ici tous les Physiciens d'après M. Newton; en effet, on a fait voir dans l'Introduction que cette hypothèse est insuf-
fisante pour en expliquer les principaux phénomènes, et qu'elle est, outre cela, sujette k beaucoup d'autres difficultés qui la rendent tout à ^ait insoutenable.
On voit de là que le nombre des coups d'air, qui viennent frapper nos organes, doit nécessairement répondre au nombre des vibrations des particules des corps sonores. Donc, puisque dans les cordes de musique la durée de leurs vibrations ne dépend que de leur nature, et nullement des ébranlements extérieurs, on a la raison pour laquelle chaque corde rend généralement toujours le même ton, quelle que soit la manière avec laquelle on la mette d'abord en vibration, ce ton ne dépendant que de la grosseur, de la longueur et de la tension de la corde, comme on le savait déjà d'après la seule expérience. On appliquera encore le même raisonnement aux flûtes, dont les mouvements ont été prouvés semblables a ceux des cordes vibrantes; et, si on veut juger par analogie, on pourra l'étendre à tous les autres corps sonores qui ont lieu dans la nature, et dont les oscillations ne paraissent pas susceptibles d'une juste estimation analytique.
Mais, pour retourner à notre formule, on a posé (35j
par conséquent on aura
et faisant les mêmes suppositions qu'au n® 52, on trouvera
]\a^= sji nkh ; par ce moyen, on aura
, t v' 2 nkh
^, t \'inkh
±:— ^p — = — (2X -f-z H- isa).
(roii Ton tire, par la différentiation.
.dt\7,nkh ^^ , . dz \inkh
±,--j —±dz, savoir ±^^=—^ — ,
qui est Texpression de la vitesse absolue du son, soit qu'il se propage de C vers B ou de G vers A.
On peut évaluer cette expression comme dans le numéro cité, mais afin de la pouvoir plus commodément comparer avec les formules déjà connues, il sera utile de la réduire aux mesures ordinaires des oscillations des pendules. Soit /la longueur du pendule simple isochrone, qui fait une oscillation dans le temps T; on sait qu'un corps pesant parcourt
un espace - dans un temps qui est à T comme le diamètre du cercle est
à la circonférence ; on aura donc pour ce temps — ? et comme les espaces
parcourus en tombant sont comme les carrés des temps, on aura de plus
d'où l'on tire
qui donnera
dz CT
di '~^
~ -:77 == T^ \nki;
c'est pourquoi l'espace parcouru par le son dans le temps T d'une oscillation du pendule /sera
m —ri — ^nkl.
Il est à remarquer en premier lieu que la longueur a de la fibre aérienne ne se trouve plus dans cette formule de la vitesse du son, d'où il suit qu'elle doit toujours être la même, soit que le son se propage dans des lieux ouverts où l'atmosphère peut être considérée comme continuée à
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rinfmi de toute part, soit qu'il se trouve renfermé dans des détroits quelconques où les fibres aériennes ne peuvent être que d'une longueur donnée.
L'expérience est encore d'accord sur ce point, de l'aveu de tous les Physiciens; mai^ il v a plus : la formule que nous venons de trouver est la même qui avait déjà été donnée par MM. Newton et Bernoulli, et dont les résultats se trouvent assez conformes à la vérité, quoique ces deux Auteurs l'aient tirée de principes insuffisants et même fautifs, comme on l'a fait voir au commencement de cette pièce. Pour se convaincre de l'identité de ces formules nous n'avons qu'à nous rappeler la Proposition XLIX du n" 4, où il est dit que le son doit parcourir un espace égal k la circonférence du cercle dont le rayon est A ou bien nk^ dans le temps qu'un pendule de même longueur fait une oscillation entière compovsée d'une allée et d'une revenue; donc, puisque M. Newton suppose le mouvement du son uniforme, et que les temps des oscillations des pendules sont comme les racines carrées de leurs longueurs, on aura pour
le rapport de l'espace ^^ — > parcouru par le son dans le temps d'une
oscillation simple du pendule nk, à l'espace qu'il parcourrait dans le
temps d'une semblable oscillation du pendule /, ^-» d'où l'on tire pour cet espace
— \'nhl,
tout de même comme on l'a trouvé par notre calcul.
57. Les résultats de cette formule étant assez connus, je ne crois pas devoir m'arrêter à les examiner. On sait effectivement qu'elle ne donne que 979 pieds pour chaque seconde, au lieu que les expériences moyennes donnent un espace de 1 142. Cette différence, quoique assez grande en elle-même, ne monte néanmoins qu'environ à -p^ de l'espace total. D'ailleurs M. Newton expose, dans le scolie à la Proposition XLIX du second Livre des Principes, quelles peuvent en être les raisons; au reste il ne doit pas être étonnant que la théorie diffère tant
soit peu de Texpérience à l'égard des quantités absolues; car on sait que les expériences toujours assez compliquées ne peuvent jamais fournir des données simples et débarrassées de conditions étrangères, telles que rànalyse pure les demanderait.
M. Eu 1er a donné à la vérité, dans les endroits cités dans l'Introduction, une formule plus approchante du vrai, qui est d'un espace égal à [\\lnkl\ ce qui revient à 1222 pieds par seconde dans les plus grandes chaleurs, et à 1069 dans les plus grands froids. Mais comme cet Auteur n'a pas laissé voir l'analyse qui l'a conduit à ce résultat, nous ne pouvons porter aucun jugement là-dessus. Je remarquerai seulement que M. Euler suppose, sans le démontrer, que chaque globule d'air subisse des dilatations et des contractions successives qui se communiquent, suivant les lois de la communication du mouvement, aux particules contenues dans la même fibre, avec une vitesse constante et la même pour tous les sons soit forts, soit faibles [voyez la Thèse citée (52), où il a donné pour la première fois la formule qu'il a ensuite répétée dans la Dissertation du Feu]y ce qui peut servir, pour le dire en passant, à faire voir de combien notre théorie doit être préférable, malgré son inexactitude sur ce point.
DE LA RÉFLEXION DU SON, OU DES ÉCHOS
58. Nous avons trouvé dans le Chapitre précédent que les lois de la propagation du son sont contenues dans les deux formules générales
t J'y- nkh
_, t sn-nkh , -. .
Or il y a ici trois cas à distinguer :
1** Quand l'air est tout à fait libre, ce qui donne a = 00 et X = oo ;
2® Quand l'air n'est libre que d'un côté, par exemple quand il y a au point A de la fibre aérienne un obstacle invincible qui lui sert d'appui ; dans ce cas on aura de même a = oo , mais l'X'qui est égal à AC sera fini, puisqu'il dénote la distance du corps sonore à l'obstacle qui est en A;
3^ Quand les fibres de l'air sont terminées des deux côtés par des obstacles inébranlables aux extrémités A et B, on aura, dans ce cas, a fini et égal à la distance des deux obstacles, et X sera de même fini et exprimera la distance du corps sonore au premier obstacle A.
Examinons avec soin ces cas l'un après l'autre. Soient en premier lieu /i = oc et X = oo ; X sera un infini moindre que a, parce qu'on doit toujours regarder la fibre comme infinie de part et d'autre du point C;
ainsi l'on aura X = -? et les deux équations ci-dessus deviendront
t Jo. nkh '
Il est visible que, a étant infini, le temps / n'obtiendra des valeurs finies que dans la première de ces équations, et dans le cas de ^ = o; car on a ici
OÙ l'alternative des signes est nécessaire afin que le temps / puisse toujours être positif, soit que z soit positif ou négatif. Donc il n'y aura dans ce cas qu'un instant donné, dans lequel chaque particule soit ébranlée; d'où il s'ensuit que dans l'air tout à fait libre le son sera unique, et qu'on cessera de l'entendre quand le corps sonore aura fini ses vibrations.
59. Supposons en second lieu a infini et X fini : on tirera des valeurs finies de / des deux formules générales en posant ^ = o; la première nous donnera
V 2 nkh
et la seconde
^7.nkh
(Chaque particule sera donc ébranlée deux fois de suite; le premier ébranlement arrivera comme dans le cas précédent, le second lui succédera après un intervalle de temps fini, qui dépendra des deux distances X et z. Donc, quand il se trouve un obstacle quelconque qui peut terminer les fibres aériennes d'un côté, il se formera une répétition du même son, laquelle sera distinguée du son primitif si l'intervalle du temps entre l'un et l'autre ne se trouve pas moindre de -p^ de seconde, qui est le moindre espace requis pour que l'oreille puisse percevoir distinctement deux sons successifs.
Pour mesurer au juste cet intervalle, on distinguera deux cas : lorsque z est positif, et lorsqu'il est négatif. Dans le premier, on aura
,= _If^ et /=Ii^.±â2ii, ■
dont la différence est
2TX
^inkh dans le second, on aura de même
^^ et .=:^-ii4^\
^1 nkti
dont la différence se trouvera
il(\-z) yj7,nkh
Cette différence sera donc dans le premier cas égale au temps que le même son met à parcourir un espace 2X, et dans le second égale au temps qu'il lui faudrait pour parcourir l'espace 2X — 22. Or, comme le son qui part du point C [fig. 1 5, p. 121) se propage de part et d'autre, on concevra clairement la formation du son répété, si l'on imagine que celui qui est propagé vers A soit pour ainsi dire réfléchi par le point A, et
qu'il retourne en arrière avec la même vitesse; ainsi, lorsque z est positif et que Toreille est en D de l'autre part de l'obstacle, elle recevra premièrement l'impression du son qui a parcouru l'espace CD, ensuite elle sera de nouveau frappée par un semblable son, qui aura parcouru l'espace CA H- AD, savoir 2CA 4- CD, ce qui donne précisément, pour la différence des temps, un temps proportionnel à l'espace 2CA = 2X. Au contraire, si z est négatif et que l'oreille soit placée en D' entre le corps sonore et l'obstacle, ce sera le même son qui part de C vers A qui se fera entendre deux fois; le premier temps répondra à l'espace CD' = :;, et le second à l'espace CA -+- AD = aX — 5, dont l'intervalle répond au juste à l'espace aX — 2z.
Le phénomène de la répétition du même son est un des plus connus dans la nature; on l'appelle ordinairement échOf et l'on voit en effet qu'il est produit par des obstacles quelconques, qui interceptent le son et l'obligent pour ainsi dire à rebrousser chemin; tels sont par exemple les montagnes, les bois épais, les rochers, les cavernes et même les nuées qui se trouvent à côté des corps sonores.
60. Mais achevons l'examen de nos formules et passons au troisième cas, où a et X sont deux quantités finies. Il est d'abord évident que les deux équations nous donneront ici une infinité de valeurs pour le temps / qui répondront à autant d'instants où une même particule d'air sera remuée. Pour les développer, supposons successivement s égal à
o, I, —I, 2, —2, 3, —3,...; on tirera de la première équation
T{z — 2a) )/7.nhk
yj^.nhk
La seconde nous donnera
-ht —
-.T(z4-2X) sl7.nhk
^inhk
\J7, nhk — T(z-4-2X-K4a)
^inhk
On conclut de là que quand les fibres sonores de l'air sont terminées des deux côtés par des obstacles immobiles, qui en appuient et soutiennent les extrémités, il doit pour lors y avoir une infinité de répétitions du même son, savoir un écho composé qui durerait toujours, si la constitution de ces fibres ne pouvait jamais être altérée. Pour connaître la progression des temps au bout desquels doit se faire une des répétitions, nous remarquerons que chacun des temps /, dans les équations précédentes, est égal au temps que le son emploie a parcourir les espaces correspondants
Zy z -h ia, z — 2a,..., el Z-4-2X, z -4- 2X4- 2a, z-4-2X — 2a,
Donc, si Ton considère toujours ces espaces positifs, on pourra les représenter par les parties de la ligne AB de la manière suivante :
Première série.
CB -+- BD
CB -kBA -h AD,
CB -+- BA -4- AB -h BD,
CA -h AD,
CA -4- AB -h BD,
CA -4- AB -4- BA -h AD,
La nature et l'arrangement des termes qui composent ces progressions font assez connaître comment le même son, qui part du corps sonore qui est en C, doit revenir plusieurs fois frapper Toreille au même endroit D. Car on voit aisément que la première de ces dernières suites exprime le chemin du son propagé de C vers B, et réfléchi d'abord par l'obstacle B, ensuite par A, et de nouveau par B, et ainsi à l'infini. Au contraire la seconde exprime de même les lois des allées et revenues du son qui, partant du même endroit C, se meut d'abord vers A, d'où il est ensuite porté vers B, et de là de nouveau vers A, et ainsi alternativement. Et ces deux sons achèvent pour ainsi dire leurs mouvements dans le même espace AB et dans le même temps, sans se troubler ou s'entre-empécher en aucune façon dans leurs rencontres. Donc, toutes les fois que chacun d'eux passera par le même point D, on entendra dans cet endroit une répétition ou bien un écho du son primitif.
C'est ainsi que se forment les échos composés qui répètent plusieurs fois le même son, en différents temps qui ne sont pas toujours égaux entre eux, selon que le corps sonore et le point d'où Ton veut entendre l'écho se trouvent différemment placés sur la ligne qui joint les deux obstacles.
61. Les Physiciens rapportent quelques exemples de ces échos composés, entre lesquels il en est qui répètent le même son plus de cinquante fois de suite, et on observe toujours qu'ils sont produits par des murs ou L i8
des rochers ou d'autres obstacles quelconques situés presque vis-à«vis. La plupart d'entre eux ont cru pouvoir expliquer ces phénomènes par la théorie de la réflexion; car, disent-ils, les particules de Tair qui est en vibration, rencontrant des obstacles invincibles, sont réfléchies à peu près comme on conçoit que le sont les rayons de la lumière par les surfaces unies des miroirs ; et cette explication parait d'autant plus plausible, qu'on trouve en effet par expérience que l'intervalle du temps écoulé entre deux sons consécutifs est précisément tel qu'il le faut, pour que le son principal puisse être réfléchi par les obstacles donnés et revenir à l'oreille.
Cependant, à examiner la chose k fond, on sera obligé de convenir que le principe de la réflexion, comme on la conçoit ordinairement dans le choc des corps, ou dans la lumière, est ici un principe tout a fait illusoire. Car l'expérience nous montre que l'écho ne dépend en rien du poli de la surface réfléchissante, puisqu'il arrive que des surfaces en apparence polies ne produisent point d'écho, au lieu qu'on l'entend souvent dans des lieux remplis de mille inégalités. En effet, comment concevoir que des rochers, des forêts, des nuées, soient propres à produire dans l'air une réflexion semblable k celle des rayons de la lumière sur les miroirs? Rien donc n'est moins fondé que cette catoptrique des sons, que l'on a inventée pour rendre raison des propriétés de l'écho. M. d'Alembert est peut-être le premier qui ait senti l'insuffisance de cette théorie, dans V Encyclopédie , au mot Écho. Mais ni lui, ni aucun autre que je sache n'a jamais entrepris de donner des explications plus fondées de ce phénomène.
La théorie que nous venons de déduire de nos formules est, ce me semble, tout a fait k l'abri de ces difficultés; car il ne faut autre chose pour produire l'écho, sinon que les extrémités des fibres aériennes sonores trouvent un appui fixe, de quelque nature qu'il soit. S'il n'y a qu'un obstacle d'un côté, le son ne sera renvoyé qu'une fois; c'est l'écho simple. S'il y en a deux qui terminent la fibre de part et d'autre, les sons seront renvoyés réciproquement, ce qui formera des échos composés qui dureront autant que la constitution des fibres sonores pourra subsister;
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si donc ces sortes d*échos durent plus ou moins, ce sont toujours quelques circonstances extérieures qui en sont cause. Mais, dira-t-on, pourquoi n'entend-on pas d'écho toutes les fois que l'air est renfermé entre quelques obstacles? Les Physiciens ont déjà répondu à cette difiiculté en faisant voir qu'il faut une certaine distance entre le point d'où l'on veut entendre l'écho et l'obstacle qui doit le renvoyer, de même qu'entre le corps sonore et cet obstacle, afin qu'on puisse le distinguer du son primitif. Sans cela le son réfléchi se confond entièrement avec le direct et ne fait qu'en augmenter la force, comme on l'observe tous les jours. Il faut de plus que l'espace que l'écho doit parcourir ne soit embarrassé par aucun corps qui en empêche la propagation. Lorsque ces conditions auront lieu, je ne doute pas qu'il n'y ait toujours des échos; la construction des échos artificiels est appuyée sur ces seuls principes.
CHAPITRE III
Dl' IIILANGE ET DU RAPPORT DES SONS.
62. Je n'ai traité jusqu'ici de la propagation du son que dans le cas d'un seul corps sonore qui communique ses vibrations aux parties contiguès de l'air; il nous reste à voir si les lois trouvées ont de même lieu quand plusieurs sons sont excités en même temps dans divers endroits, et en quelle manière ces sons peuvent se répandre dans le même espace sans se troubler ou se confondre en aucune façon, comme nous le montre l'expérience journalière.
Concevons donc dans la même fibre aérienne sonore AB (^g. i6)
Fig. la
divers points physiques C, C\ C",..., qui soient frappés en même temps par des corps sonores, qui diffèrent les uns des autres comme on voudra;
soient représentées par c,, Ca, c,,... les impulsions ou les vitesses communiquées à ces points, et que X,, Xa, X,,... désignent leurs distances AC, AC", AC,... de la première extrémité donnée A, on trouvera, pour la vitesse u d'un point quelconque D de la même fibre qui est éloigné de A par l'intervalle AD = x, l'expression générale suivante :
/ . X.cj . xm tlim
1 sin sin — cos — =-
. 2X, CJ . 7.XTS 2/Hcj
-4- sm sin cos — t^t-
ia 2a 2 1
. SX.CT . Zxm Smw \
-4- sm sm cos — =; — h . . .
/ . X,nj . xm /Hcj
( sin sin — cos — =r
. 2XîCJ . IXJS 2/Hcj
-h sm sm — — cos — =r-
H- sin sm cos — =^ — h . . . )
/ . XaW . xm tVLm sm — ^— sin — cos — =;- \ 2 a 2 a 2T
. 2X351 . ixm itYLm
H- sin sm cos
. 3X3CJ . "^xjs ZtYLm \
-h sm sm cos h . . . )
On ramènera ces expressions à la forme de celles du n*^ 54, et il viendra, comme il est aisé de le voir, une suite de formules toutes semblables entre elles, et semblables à celle qu'on a trouvée pour le cas d'une seule impulsion donnée c. Or, afin de connaître ce qui arrivera lorsqu'une même particule d'air sera ébraillée par plusieurs sons divers, il faut chercher la valeur de u au moment de l'ébranlement, et en suivant le même procédé qu'on a enseigné (38), on trouvera que chacune des expressions qui composent la valeur générale de u se réduira \ ±.c^y ±1 Ca, ±1 C3,..., selon que le temps t répondra aux formules
X,^H/ .Ix \
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où il est à remarquer que Talternalive des sijgnes des quantités c,, c-j,
c,,... doit répondre exactement à celle des quantités - -+- 2s.
On voit de là que lorsqu'il n'y a qu'une de ces équations qui soit vérifiée, u retient la même valeur c qu'il a eue au commencement; mais quand plusieurs ont lieu en même temps, la valeur de u devient composée des premières valeurs c,, c^, c,,.... Donc, puisque chacune des équations répond, pour ainsi dire, à chacun des sons particuliers propagés ensemble, cette propagation se fera toujours de la même manière par rapport à chacun d'eux, comme s'il eût été seul, et il se communiquera d'une particule à l'autre la même impulsion qui a été produite par le corps sonore ; par conséquent, lorsque deux ou plusieurs sons se rencontreront, la particule d'air qui se trouve dans leur point de rencontre recevra une impulsion composée des impulsions particulières qui constituent la nature de chacun d'eux; et passé ce moment, ils continueront leur chemin comme auparavant, tout de même comme on a vu qu'il arrive dans les échos composés.
63. Nous avons donc trouvé dans nos formules le développement d'un des principaux points de la théorie du son, qui regarde la manière avec laquelle l'air est capable de transmettre à l'oreille sans mélange les impressions de plusieurs sons différents. Cette vérité, qui est une des plus connues par expérience, a cependant embarrassé si fort les Physiciens jusqu'à présent, que les plus habiles ont été obligés de recourir à des systèmes pour en rendre raison. Les principaux se réduisent à deux : celui du mélange des vibrations isochrones, proposé par M. Daniel Bernoulli, et celui de la différente élasticité des particules de l'air, inventé par M. de Mairan. Pour ce qui est du premier, nous en avons vu l'insuffisance dans le Chapitre V. A l'égard de l'autre, il suffira de remarquer que la différente nature des particules de l'air ne peut influer que sur la vitesse du son, comme il résulte de la formule donnée (56); mais que pour ce qui est de leur ébranlement, il ne dépend que de la nature du corps sonore, dont les parties frappent dans leurs oscillations indistincte-
ment toutes celles de Tair contigu. On peut voir dans Tarticle Fonda- MEivTAL de V Encyclopédie les autres raisons qui rendent ces deux systèmes insoutenables; c'est pourquoi je ne m'y arrêterai pas davantage.
64. Nous venons de voir que la particule d'air qui se trouve dans la rencontre de deux sons reçoit un ébranlement différent de celui qui est produit par chaque son en particulier; donc, si les sons sont de telle nature que leurs vibrations concourent toujours après un certain temps donné, l'impression suivie et régulière de ces ébranlements composés pourra être distinguée des autres impressions particulières, et une oreille assez exercée entendra un troisième son, dont le rapport avec les autres se trouvera en comparant le nombre des vibrations particulières que chacun d'eux achève entre deux concurrences successives. On devra donc entendre ce troisième son précisément au point milieu de la ligne qui joint les deux corps sonores, parce que, les sons ayant toujours une même vitesse, c'est là qu'ils doivent nécessairement se rencontrer: cependant, si l'on considère la masse continue de l'air, on voit que chaque particule d'une fibre sonore doit être considérée comme le centre d'une infinité d'autres fibres, auxquelles elle peut aussi communiquer du mouvement, ce qui fait que le son se propage en tous sens; d'où il suit que l'ébranlement composé pourra être de même porté à l'oreille dans une infinité d'autres endroits, qu4>Mpi« avec moins de force et moins distinctement, a cause de la diminution et de l'altération causées par les résistances des particules hétérogènes dont toute la masse de l'air est parsemée.
Il faut une extrême finesse d'oreille pour percevoir ces sons composés; aussi n'y a-t-il que quelques-uns des plus habiles artistes qui les aient reconnus. M. Tartini est le premier, que je sache, qui se soit attaché à les examiner avec soin, comme on peut le voir dans son Traité de Musique imprimé à Padoue l'année 1754. Ce célèbre Auteur nous apprend qu'en tirant d'un même instrument capable de tenue, comme les violons, les trompettes, etc., deux sons k la fois, ou bien en les tirant de deux instruments éloignés l'un de l'autre de quelques pas, on en entend un troi-
siëme, qui est d'autant plus sensible qu'on se rapproche plus du point milieu de l'intervalle donné.
Après beaucoup d'expériences sur ce sujet, M. Tartini conclut -que si
l'on considère la suite des fractions -» 4» t> ^' ^'***' ^^ qu'on ajuste
autant de sons qui aient le même rapport entre eux que les termes de cette suite, deux sons voisins quelconques produiront toujours, pour
troisième son, le premier son qui répond au terme -• Or, en examinant
la concurrence des vibrations de tous ces sons, on trouve qu'elle ne peut avoir lieu qu'après un nombre de vibrations égal au dénominateur de la fraction qui exprime les sons correspondants; ainsi les deux sons exprimés par •= et par g ne deviennent concurrents qu'après cinq vibrations
du premier et six du second, et ainsi des autres; d'où il s'ensuit qu'en comparant le nombre des concurrences au nombre des vibrations de chaque son particulier, le troisième son produit par deux de la série précédente devrait toujours être exprimé par i , ce qui donne proprement l'octave de celui qui est résulté k M. Tartini. Mais on sait que la différence entre un son et son octave est souvent insensible à l'oreille, par la facilité naturelle que nous avons de les confondre ensemble; donc, si l'on substitue au troisième son de M. Tartini son octave au-dessous, les résultats de ces expériences deviendront en tout conformes a ceux que nous donne notre théorie. On doit être d'autant plus porté à admettre cet échange d'un son dans son octave, que M. Serre, dans son ouvrage sur les Principes de l'Harmonie de 1753, en faisant mention des expériences de M. Tartini, nous rapporte que les troisièmes sons produits par des tierces majeures et mineures se trouvent précisément k l'octave basse de ceux de M. Tartini.
Nous avons parlé plus haut de rexpérience des battements de M. Sauveur, et nous avons vu qu'ils répondent exactement aux concurrences des vibrations; il y a donc tout lieu de croire qu'ils sont de même formés par la rencontre de deux sons, et qu'ainsi leur explication dépend entièrement de la théorie que nous venons de donner. Il est donc vraisem-
blabie que le troisième son de M. Tartini n*est produit que par une suite de battements^ et dahs ce cas il est très-aisé de reconnaître que le troisième -son doit avoir avec les deux sons primitifs le rapport que nous avons ci-dessus établi.
Ce serait ici le lieu d'examiner la nature et la source des consonnances et des dissonances; mais il faut avouer que, malgré les efforts de plusieurs habiles musiciens, on n'est pas encore parvenu à établir là-dessus des fondements constants et généraux. M. Sauveur est dans l'idée qu'un accord plaît d'autant plus à l'oreille que ses battements sont plus fréquents, et qu'ils restent pour cela moins sensibles ; d'où il suit que les accords consonnants doivent être précisément ceux dont les vibrations sont les plus concurrentes, et qu'au contraire les accords deviendraient dissonants lorsque la concurrence des vibrations est telle, qu'elle peut aisément être perçue par l'oreille. M. Tartini tire aussi de ses expériences du troisième son plusieurs conséquences pour la nature de l'harmonie. Il prétend que le troisième son est toujours la vraie basse dont les «ons particuliers sont les dessus, et c'est sur cela qu'il a principalement fonde son système de Musique. Quoi qu'il en soit, il est au moins certain, par ce que nous venons de démontrer, que, de quelque façon qu'on prenne la chose, la concurrence des vibrations en est toujours le fondement, quoique présentée sous des points de vue différents; nous verrons encore ci-après que le principe de l'harmonie, qu'on prétend trouver dans la nature même des corps sonores, revient encore à celui-ci.
65. Lorsque les parties des corps sonores sont ébranlées, l'air reçoit autant d'impressions successives que ces parties font de vibrations, et ces impressions se répandent partout, sans se multiplier ou se troubler en passant d'une particule d'air dans l'autre. Donc, si le corps sonore est de telle nature que les vibrations de ses parties commencent toutes et s'achèvent toujours dans le même temps, l'oreille sera frappée à la fois par plusieurs petits coups qui se succéderont par des intervalles de temps égaux, et cette uniformité d'impressions produira ce sentiment agréable qu'on appelle son; au contraire, si les vibrations des parties du corps
sonore différent les unes des autres, c'est-à-dire qu'elles ne soient pas toutes d'égale durée, notre organe recevra à chaque instant des ébranlements différents, et on n'entendra dans ce cas qu'un bruit confus. Cette vérité, qui a été dès longtemps reconnue, est une suite nécessaire de ce que l'on a démontré sur les mouvements des cordes vibrantes et sur ceux des fibres élastiques d'air; car on éprouve tous les jours que les cordes qui produisent les meilleurs sons sont toujours celles qui ont une plus grande uniformité dans toute leur extension, ce qui les rend plus capables des mouvements réguliers et isochrones que nous avons déterminés dans le Chapitre VU. Ainsi l'explication du son et du bruit, que quelques Auteurs ont voulu donner en disant que tout bruit est un, et qu'au contraire tout son est composé, tombe ici d'elle-même, puisqu'elle est tout à fait opposée à ce que nous venons de démontrer.
Supposons à présent que pendant qu'une corde résonne il y ait près d'elle plusieurs autres cordes tendues, il est clair que l'air ébranlé par la première frappera toutes les autres, et que les impulsions reçues par celles-ci répondront parfaitement a chacune des vibrations de celle qu'on fait résonner; donc, à force de coups réitérés, elles devront de même entrer en vibration; or, puisque la durée des vibrations des cordes est absolument déterminée par la constitution de la corde même, il s'ensuit que si toutes les cordes sont de même nature, les vibrations naissantes de celles qui sont ébranlées par l'air pur seront toujours favorisées par des impulsions continues qui procèdent de la corde principale; c'est pourquoi au bout d'un certain temps elles seront aussi forcées de résonner. Au contraire, si les cordes sont telles, que leurs vibrations ne puissent jamais être concurrentes, elles seront tantôt favoriwsées et tantôt troublées par les impulsions qui procèdent de la corde principale, et ainsi il sera impossible qu'elles reçoivent jamais un mouvement sensible et capable de produire le son qui leur est propre. Supposons à présent que les cordes tendues ne soient pas à l'unisson de celle qu'on fait résonner, mais qu'elles y répondent comme nombre a nombre, il faudra ici distinguer deux cas : lorsque le son de la corde principale est mesuré exactement par ceux des autres cordes, et lorsque ces sons sont seulement com- I. ,9*
mensurables entre eux. l\ est visible que dans le premier de ces cas, les vibrations des cordes qu'on laisse en repos seront toujours favorisées par celles de la corde principale qu'on ébranle, et par conséquent ces cordes devront de même raisonner comme si elles étaient à l'unisson; dans, Tautre cas, les cordes ne pourront résonner dans leur totalité, car elles seront toujours en partie troublées et en partie favorisées par les vibrations de la principale; et comme les impulsions contraires et favorables sont toujours uniformes, elles les forceront de prendre des figures telles, que leurs vibrations puissent toujours être favorisées. Il faudra donc - ([u'elles se divisent en plusieurs ventres égaux, de sorte que le son de chacun de ces ventres soit, ou a l'unisson de celui de la corde principale, ou bien qu'if le mesure toujours exactement comme dans le premier cas. Or, puisqu'il n'y a rien qui retienne fixes les nœuds formés par les ventres naturels de ces cordes, il arrivera facilement que les vibrations particulières se dérangent les unes les autres, ce qui en détruira l'uniformité et empêchera par conséquent les cordes de résonner; elles ne feront donc que frémir au son de la principale, et se diviseront, en frémissant, par une espèce d'ondulation, comme on le voit dans les sons harmoniques.
Ce phénomène a été observé par MM. Wallis et Mersenne, les premiers, puis par M. Sauveur dans la dissertation citée (50). Tout le monde le reconnaît aujourd'hui, et on convient généralement que l'air ébranlé par les oscillations d'une corde est celui qui met les autres en mouvement; mais il restait encore k donner la raison pourquoi, de plusieurs cordes frappées également par les mêmes coups d'air, il n'y a que les harmoniques qui puissent résonner ou frémir simplement. C'est à quoi il me parait avoir entièrement satisfait par tout ce qui a été démontré jusqu'à présent.
Je souhaiterais pouvoir expliquer de même la multiplicité des sons harmoniques qui se font sentir en frappant une seule corde, telle que la douzième et la dix-septième au-dessous du son principal. Mais j'avoue qu'après bien des réflexions, je ne suis pas encore parvenu à trouver sur ce sujet rien de satisfaisant. Ayant examiné avec toute l'attention dont je
suis capable les oscillations des cordes tendues, je les ai toujours trouvées simples et uniques dans toute leur étendue, d'où il me parait impossible de concevoir comment divers tons peuvent être engendrés à la fois. Il serait pour cela inutile de recourir aux théories dont on a fait mention (63), puisque nous en avons déjà fait sentir le défaut. Je suis donc enclin à croire que ces sons peuvent être produits par d'autres corps qui résonnent au bruit du son principal, comme on vient de le voir dans les cordes; et ce qui peut donner quelque poids à cette conjecture, c'est que ce mélange de sons harmonieux n'est guère sensible que dans les clavecins ou dans les autres instruments montés de plusieurs cordes.
Quoi qu'il en soit, je désirerais que des personnes dont l'oreille fût extrêmement fine, et qui ne l'eussent pas beaucoup exercée a entendre de la musique, voulussent bien prendre la peine de répéter ces expériences sur une seule corde fixée par deux chevalets sur une simph^ table, dans des lieux ouverts de toute part; dans ce cas, on pourrait être sur que ni la prévention de l'oreille accoutumée à entendre toujours les sons principaux accompagnés de leurs harmoniques, ni la résonnance des corps circonvoisins ne pourraient y avoir aucune part, et le résultat de l'expérience deviendrait hors de toute atteinte.
M, Rameau, un des plus célèbres artistes de nos jours, et à qui l'art musical est si redevable, a donné en 1760 une démonstration du principe de l'harmonie, fondée sur les expériences rapportées de la résonnance des corps sonores. Cet Auteur croit avoir ainsi découvert dans la natiire même les vrais fondements de l'harmonie, qu'on avait avant lui inutilement cherchés par d'autres voies; mais après tout ce que nous venons de démontrer, on voit évidemment que ce principe même tire son origine de celui de la concurrence des vibrations, principe dès longtemps reconnu pour la source des^consonnances et des dissonances, et sur lequel M. Euler a établi sa nouvelle théorie de musique dans le Traité cité (52). Ce célèbre Géomètre a donné en effet à ce principe toute l'étendue dont il parait capable, et il a tâché par là de ramener à des formules assez simples les principales règles de la composition. On ne doit donc plus regarder le principe de M. Rameau que comme une nouvelle
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preuve de celui-ci tirée immédiatement de l'expérience; mais cet Auteur aura toujours le mérite d'avoir su en déduire avec une extrême simplicité la plupart des lois de l'harmonie, que plusieurs expériences détachées et aveugles avaient fait connaître.
Au reste, quelque principe qu'on adopte pour développer la nature des consonnances et des dissonances, il restera toujours à expliquer pourquoi il n'y a d'autres rapports primitifs consonnants que ceux qui sont contenus dans les nombres i, 3, 5; car il est certain qu'une corde, qui sera la septième partie ou bien le septuple d'une autre, devra résonner dans le premier cas et frémir seulement dans le second, tout de même comme si elle rendait une douzième ou une dix-septième, d'où il résuU^ que, suivant même le principe de M. Rameau, on devrait regarder les
rapports - ou ^ pour consonnants, ce qui est néanmoins démenti par
l'expérience. Mais ce qui est plus étonnant, c'est que le rapport -9 qui
constitue une seconde majeure, est beaucoup moins dissonant que le
rapport g5 quoique les concurrences soient plus fréquentes dans celui-ci
que dans l'autre. Il y a la même question à faire sur plusieurs accords qui ne sont pas reçus dans l'harmonie, quoiqu'ils contiennent moins de dissonances que d'autres qu'on emploie avec succès. Je crois que, dans quelque système de musique que l'on veuille imaginer, on ne pourra éluder ces difficultés qu'en recourant au goût et au sentiment commun, sur lesquels l'habitude et les préjugés ont peut-être beaucoup plus de pouvoir qu'on ne le pense ordinairement. Mais ce n'est pas ici le lieu d'entrer dans de telles discussions. Le savant M. d'Alembert en a traité fort au long dans l'article Fondamental de V Encyclopédie, auquel nous nous contenterons de renvoyer.
CHAPITRE PREMIER
REMARQUES SUR LA THÉORIE DE LA PROPAGATION DU SON. DONNÉE PAR M. NEWTON.
1. Soient {fig. i) E, F, G trois particules d'air en repos, placées sur
Fig. I.
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la droite B(] à des distances égales Tune de l'autre; imaginons que ces particules parviennent, dans un temps quelconque t, en e, y, 7; et supposons, avec M. Newton i Prop. XLVII, Liv. II des Principes mathématiques)^ que la loi de leur mouvement soit renfermée dans une seule courbe PKS {fig. 2), de telle manière qu'en faisant PH = t, et prenant les portions d'arc HI, IK égales entre elles, et qui aient un rapport donné aux distances primitives EF, FG, les abscisses correspondantes PL, PM, PN soient égales aux espaces parcourus Es, F9, G7; il est clair qu'on aura
e/=:EG-LN;
par conséquent, si on suppose <|ue l'élasticité de l'air soit en raison directe de sa densité, l'élasticité de l'air condensé en ry sera à son élasticité
naturelle, que je nomme E, en raison inverse de ey à EG, ou de EG — LN à EG; donc Télasticité de ta particule F transportée en y, sera exprimée
par pi; _ f pj • P^ï* '^ même raisonnement on trouvera en coupant dans
Fig. Q.
l'arc PKS les parties HF, DK égales à El, IK, et menant les ordonnées
F ^ FP
celle de la particule G en 7 égale à gg-^ir^î d'où l'excès de l'élasticité de l'air en c sur son élasticité en 7 sera
^^^^{EG^QM-ËG^m)=^^^{ÊG=:
QM-MR
QM)(EG-MR)
ou, à cause que les excursions des particules sont fort petites par hypothèse,
QM-MR
EG
Cette quantité est la force qui fait mouvoir la partie du milieu 9, ou €7, dont la masse est D x EG, en posant D pour la densité naturelle de l'air;
donc la force accélératrice de la particule ç sera 7; ^, — ; or la loi
EG
du mouvement de cette particule demande qu'elle soit ^sollicitée par une
force accélératrice
T» QM - MR P QM - MR
DI
KU
h étant la hauteur de laquelle un corps pesant tombe dans le temps T;
donc on doit avoir
E QM - MR _ T' QM - MR
ce qui se réduit, en supposant KH = «EG, à
^ — Ili.
d'où l'on tire
_i_ /TM)
la nature de la courbe PKS demeurant indéterminée.
De Ik résulte donc cette conclusion, dont l'exactitude ne peut être révoquée en doute, savoir : que la loi des mouvements des particules de l'air n'est pas unique et déterminée, comme l'a cru M. Newton, mais que, soit celle des pendules adoptée par ce grand Géomètre, soit celle des corps qui tombent par leur pesanteur, que M. Cramer jugeait absurde et contradictoire, ou toute autre qu'on imagine k volonté, a également lieu et peut être indifféremment employée dans la solution analytique. Je dis dans la solution analytique, car, lorsqu'il s'agira de déterminer cette loi dans des cas particuliers, il faudra encore avoir égard aux premiers ébranlements des particules donnés par l'hypothèse.
2. J'avais déjk trouvé cette conclusion générale dans le premier Chapitre de mes Recherches sur la nature et la propagation du Son (*), imprimées dans le tome I" des Miscellanea Taurinensia; mais elle m'avait paru alors si paradoxe et si éloignée de la nature de la question, que j'avais cru pouvoir la regarder comme une preuve de l'insuffisance des Principes de M. Newton. Or je vais démontrer ici que cette même conclusion est au contraire entièrement conforme k la théorie de la propagation du son que j'ai donnée dans le Chapitre l^^ de la seconde Section des Recherches précédentes,
(*) Comme j'aurai souvent occasion dans la suite de renvoyer à ces mêmes Recherches, je les appellerai simplement Recherches précédentes, et j'en citerai les Chapitres et les numéros en chifTres romains pour les distinguer de ceux de la Dissertation présente.
Qu'on considère une particule quelconque de la fibre AD, dont la distance à la particule E soit a? dans Tétat d'équilibre; on trouvera aisément, par la construction ci-dessus, que l'espace parcouru par cette particule dans le temps t sera égal à l'abscisse qui répond à l'arc PH = / diminué d'un arc a^, c'est-à-dire à un arc t — ccx. Or, quelle que soit la nature de la courbe PHS, il est constant qu'on peut en regarder les arcs comme des fonctions données des abscisses correspondantes, et de même les abscisses comme des fonctions des arcs; donc l'espace parcouru par une particule quelconque de la fibre AD, pendant le temps t, sera exprimé généralement par 9 (^ — ocx). Cette formule, en faisant / = o, doit représenter les ébranlements primitifs de la fibre AD; donc, si on suppose, comme dans l'endroit cité des Recherches précédentes, qu'une particule quelconque E soit ébranlée par le corps sonore, il faudra que la fonction y (— ux) soit toujours nulle, excepte lorsque x = 0. Par conséquent, la formule générale (f{t — ax) aura seulement une valeur
réelle, lorsque f — aa? = o, savoir a? = -•, par où l'on voit que l'ébranlement excité dans la particule E se propagera dans la fibre AD, de manière que, dans un temps quelconque t, il parviendra à la particule qui
est à une distance - de la particule E; d'où il s'ensuit que la vitesse du son sera uniforme et égale à
I I . /ÏÊÂ
a /tH)* V T»D
ou, en mettant au lieu de -rr la hauteur A de l'air supposé homogène,
V/2AA
ce qui s'accorde avec le n^ LVI des Recherches précédentes, et avec ce que M. Newton a trouvé par une méthode différente [Prop. XLIX, Liv. II des Principes),
Au reste, il est clair qu'à cause de l'ambiguïté des signes de la valeur
de «, la formule rp (t — ax) renfermera réellement les deux formules 9[/— -^J et 9(/H--^)9en posant, pour abréger, c au Heu de ^^-î
donc, en prenant deux fonctions différentes. Tune pour le signe -^ et l'autre pour le signe —, et les ajoutant ensemble, on aura
pour l'expression générale de l'espace parcouru par chaque particule de la fibre AD dans un temps quelconque t.
Nous verrons dans la suite les conséquences qui résultent de cette forirtule, par rapport à la propagation du son considérée d'une manière {ifénérale; mais nous remarquerons d'avance que la vitesse de la propagation est toujours égale à yc» comme on l'a trouvp ci-dessus dans un cas particulier.
3. Telle est la solution générale qui peut se déduire des Principes de iM. Newton ; cet illustre Auteur n'en a tiré cependant qu'une solution assez particulière et même peu exacte, mais qui l'a conduit néanmoins au même résultat sur la vitesse de la propagation. C'est ce qu'il faut développer.
M. Newton commence par supposer que la courbe PKS est un cercle dont le diamètre PS est égal à la plus grande excursion Ee de la particule E, et dont la circonférence est k l'intervalle BC des pulsions, comme KH a EG, savoir comme a est à i selon nos dénominations; d'où il résulte que le mouvement de chaque particule d'air est le même que celui d'un pendule qui décrit des arcs de cycloide, et que la durée de chaque oscillation est égale à la circonférence entière du cercle PKS^P, savoir
a X BC = — !— BC.
M. Newton suppose ensuite que, dans le temps d'une oscillation, la pulsion en avançant parcourt sa largeur BC, c'est-a-dire qu'il se forme ♦•n CD une nouvelle fibre sonore CD égale à la première BC; d'où il déduit
la vitesse du son
yaAAxPC _ y/^AA TXRC ~ T '
précisémenl coinnie on Fa trouvée ci-dessus.
Je remarque d'abord que la première hypothèse de M. Newton, savoir, ((ue la courbe PKS soit un cercle, ne peut être admise qu'analytiquemenl et non relativement à la question de la propagation du son, car :
i^'Les ébranlements primitifs dépendent absolument de l'impulsion du corps sonore, laquelle peut être quelconque; par conséquent il est impossible que ces ébranlements soient toujours exprimés par la même courbe, et encore moins par un cercle.
2"" Comme le cercle est une courbe rentrante, il est clair qu'on peui toujours trouver un arc /— ax^ dont l'abscisse représentera (suivant la construction) l'excursion d'une particule quelconque distante comme l'on voudra de la particule E; d'où il s'ensuit que toutes les particules de la fibre AD infiniment prolongée de part et d'autre doivent être toutes en mouvement à la fois, ce qui détruit la propagation du son et est directement contraire à la nature même de la question.
A l'égard des oscillations des particules qui forment la pulsion BC, nous démontrerons plus bas (15) que leur durée est toujours la même, quelle que puisse être la nature de cette pulsion, et qu'ainsi la formule
j BC, que donne l'hypothèse particulière de M. Newton, est exacte
et conforme a la véritable théorie de la propagation du son.
Il en est de même de l'autre hypothèse de M. Newton, savoir, ([u'il s'engendre une seconde fibre égale à la première, lorsque cette première a achevé une vibration entière. Cette hypothèse est légitime, comme on le verra plus bas (12 et 15); mais doit-on l'admettre sans la démontrer? On est d'autant plus en droit d'en exiger la démonstration que, suivant la construction de M. Newton, \es pulsions AB, BC, CD,... ne se forment point l'une après l'autre, mais existent toutes à la fois et ne font que changer de place sur la fibre AD, comme il est aisé de s'en convaincre en examinant cette construction.
En voilà assez pour prouver l'insuffisance de la théorie de M. Newton, et pour rendre raison pourquoi elle conduit néanmoins aux véritables lois de la propagation du son.
4. Nous venons de montrer que la courbe PKS ne peut être un cercle. Or je dis qu'elle ne peut pas même être une courbe algébrique ou transcendante. Pour le prouver, je remarque que la fonction 9 ( / — \
qui représente en géqéral les excursions des particules de la fibre AD pour un temps quelconque /, doit aussi représenter les excursions primitives, telles qu'elles sont engendrées dans le premier instant par l'action du corps sonore sur les particules de l'air contigu. Or il est clair que cette impression ne saurait s'étendre à l'infini, mais qu'elle devra même être renfermée dans un très-petit espace autour du corps, à cause de l'extrême petitesse de ses vibrations; d'où il suit que dans le premier instant il ne peut y avoir qu'un certain nombre de particules, dans la fibre aérienne, qui soient mises en mouvement, et pour lesquelles la
valeur deyf/ — j doive être réelle; il faudra, en conséquence,
pour remplir cette condition, que la fonction (fit — — | s'évanouisse toujours d'elle-même, lorsque, t étant égal à zéro, x surpassera une quantité donnée. Soit « la longueur de la portion de la fibre qui est ébranlée au commencement, il faudra avoir en général
prenant pour z une quantité quelconque positive.
Telle devra donc être la nature de la courbe PHS, d'où dépend la valeur de 9, que tous les arcs exprimés par — - — ^ répondent toujours
au même point de l'axe où les abscisses ont leur origine; c'est ce qui ne saurait avoir lieu dans aucune courbe, soit géométrique, soit transcendante, puisqu'il faudrait pour cela que dans un tel point elle se transformât tout à coup en une droite perpendiculaire à l'axe.
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Observations sur la nature et V usage de ces fonctions .
5. Nous venons de démontrer que, pour trouver les ébranlements des |)arli(ules de l'air dans le cas de la nature, il faut se servir d'une ligne courlit» dont le cours devienne tout a coup rectiligne en un point donné, condition qui est absolument incompatible avec la loi de. continuité, à laquelle toutes les courbes, soit algébriques, soit mécaniques, sont nécessairement souniises.
De lli on voit la nécessité d'admettre dans ce calcul d'autres courbes que celles que les (iéomètres ont considérées jusqu'à présent, et d'employer un nouveau genre de fonctions variables indépendantes de la loi de continuité, et qu'on peut très-bien appeler yî>/ic/io/i5 irreguliéres et discontinues. Mais ce n'est pas ici le seul usage qu'on doit faire de ces sortes de fonctions; elles sont nécessaires pour un grand nombre de questions importantes de Dynamique et d'Hydrodynamique; car, lorsqu'on a un système de corps ou de points mobiles, dont leYiombre est infini, et qu'on en cbercbe les mouvements après les avoir, comme que ce soit, dérangés de leur état d'équilibre, il est facile de comprendre que tous ces mouvements ne pourront être contenus dans une même formule, à moins qu'elle ne soit aussi applicable au premier état du système, qui est tout a fait arbitraire, et dans lequel la loi de continuité est le plus souvent violée. M. Kuler est, je crois, le premier qui ait introduit dans l'Analyse ce nouveau genre de fonctions, dans sa solution du problème de chordis vibrantibus. qui rentre dans la classe de ceux dont nous venons de parler: mais nous avons exposé ailleurs [Hech. préc.y XY) les difficultés dont cette solution est susceptible, et la nécessité oii Ton était de l'établir et de la continuer par une méthode aussi directe et rigoureuse
que celle que nous avons donnée dans le Chapitre V des Recherches pré-cédentes; M. Euler même m'a fait l'honneur de me l'avouer dans une lettre particulière qu'il m'a écrite au sujet de ma théorie sur le son. Cette méthode cependant, qui consiste à regarder d'abord le nombre des corps mobiles comme fini et indéterminé, est extrêmement pénible et embarrassante, et elle le devient encore beaucoup plus lorsqu'il s'agit de rendre leur nombre infini. Un tel passage du fini à l'infini dans mes formules n'ayant pas paru assez évident et démonstratif à deux grands Géomètres, MM. Daniel BernouUi et d'Alembert, comme ils ont daigné me le faire sentir dans des lettres particulières, j'ai cru devoir chercher de nouveau une autre méthode plus simple, par laquelle on put éviter tous les embarras qui se rencontrent dans la transformation des formules, et qui levât de même tous les doutes qui pourraient encore se présenter sur l'exactitude de mes résultats.
6. Problème I. — Étant donné un système d'un nombre infini de
points mobiles y dont chacun dans l'état d'équilibre soit déterminé par la
variable x, et dont le premier et le dernier^ qui répondent à x =^ o et à
X = a, soient supposés fixes, trouver les mouvements de tous les points
intermédiaires, dont la loi est contenue dans lafi)rmule --r- = c ^-^^ z étant
l'espace décrit par chacun d'eux durant un temps quelconque t.
Qu'on multiplie cette équation par Mcte, M étant une fonction quelconque de X, et qu'on l'intègre en ne faisant varier que x\ il est clair que si dans cette intégrale, prise en sorte qu'elle évanouisse lorsque x = o, on fait x = ay on aura la somme de toutes les valeurs particulières de la formule -yj^^dx = c-^^dxy qui répondent à chaque point mobile du système donné. Cette somme sera donc
/d'^z ^^Mûtr, où la différence d^z ne dépend que de la
variable x, peut se transCoriner par les règles connues en
dz ., rdz dM .
di^-jdi-dl'^''
cette dernière intégrale se change de même en
dM
de sorte qu'on aura
-^Mdœ est égal à zéro, lorsque ^r = o, si Ton suppose
que I z-^dx le soit aussi, il faudra que^M — z-V- évanouisse de même dans ce point; mais, par hypothèse, on a ici z = o; donc il suffira que Ton ait ^ M = o ou bien M = o, lorsque x = o. Par là notre équation intégrale deviendra
Posons ar = a, et puisque z s'évanouit de nouveau par hypothèse, faisons disparaître de même l'autre terme ^M par une valeur convenable de M. Il ne restera après cela que la simple équation
J^Mda:=:cJz^dar.
Soit supposé -7^ =X:M, k désignant une constante indéterminée dont
on trouvera la valeur au moyen des conditions qu'on a déjà attachées à la quantité M; on aura
I --T—Mdx^zkc I zlAdx
Soit encore / zMdx = s; prenant la différence de part et d'autre dans
la supposition que le seul t soit variable, on a, k cause de M = une fonction de X,
et, (lifférentiant une seconde fois,
J -dr^'^^'^lB' ces valeurs substituées dans la dernière équation intégrale, il en résulte
équation qu'il faut maintenant intégrer en ne regardant que le temps / comme variable. Nous avons donc deux équations différentielles à intégrer, dont l'une regarde simplement la variabilité de x et l'autre celle de r, ce qui fait qu'elles rentrent dans la classe ordinaire des équations différentielles à deux changeantes.
Commençons par l'équation ^ = cks, et faisons usage de la méthode
inventée par M. d'Alembert pour ces sortes d'équations.
Soit supposé ^ = r, on aura
d'S dr
dF-^di' et l'équation donnée se. changera en
qu'on la multiplie par un coefficient quelconque jui, et qu'on la joigne avec celle qu'on a faite par hypothèse, on aura
ds -f- udr
=z u. chs -+-/•= /ji c/r ( * -* j- r j \
dt
soit fait jUL = — ^ et par conséquent
j'aurai donc
ds -h adr 1 ,
différentielle dont l'intégrale est, par les méthodes connues, en ajoutant
une constante A,
substituant la valeur de fx, on a, à cause de l'ambiguïté des signes, les deux équations
L = Ai?^V5, s = = Be-'v
ycA* ycA*
B étant une nouvelle constante arbitraire.
Pour déterminer les valeurs de A et de B, supposons que ^ et r deviennent S et R lorsque / = o, nous aurons
\'ck yjck
substituant ces valeurs, et joignant ensemble les deux équations, il nous vient
de même, en retranchant l'une équation de l'autre, on trouve
r= R h S vc/r ;
ces équations se réduisent à la forme suivante qui est beaucoup plus simple, savoir :
s = S cos(/v/— - ck) -+- - sin(/^— ck),
^— ck
r= R cos(/v^— cA') — SV— ck sin ( t y/'-^'ck).
Or, par supposition,
s=^ j zMdx et r=-7-=: I -r-Mdxy
ou bien, puisque j- exprime la vitesse qui répond à l'espace z et au tejfnps t, si on dénote cette vitesse par w, on a
r== 1 uMdx.
Pour avoir de même les valeurs de S et de R, supposons que Z soit en général la valeur de 2 et U celle de u au commencement du mouvement, lorsque / = o, on aura
S= fzMdx el R= CvMdx;
substituant ces valeurs, on changera les équations précédentes en celles-ci :
CzMdx = cos{t^^^/c) ÇzMdx-h^^^^kà^-^ f\]Mdx,
juMdxz=zcos(t^'~^^k) I UMrf^ — y — ck sin ( t >J— ck) j ZMdx.
Il ne nous reste plus qu'à trouver la valeur de M par la résolution de Téquation
dx'
= kM,
qu'on intégrera par la même méthode que nous avons pratiquée cidessus; prenant deux constantes quelconques A et B, on trouvera aisément que la valeur de M est en général Ae*^* -t- Be"^^; or M doit premièrement être égal à zéro lorsque x = o, ce qui donne A -t- B = o et B = — A; par conséquent,
M = A(e'Vï"-e-'Vî').
Changeons la constante A et suppo8on»-la divisée {Nir a^^ 1 9 on m»
ai.
plus simplement
M = Asin'^xv^^^j.
Il faut maintenant faire en sorte que M évanouisse lorsque x ^ a, (1*011 l'on a
A sinfay^— A j =o,
et prenant pour v un nombre quelconque entier positif ou négatif,.
, — -r yjs
ce qui nous apprend que V— k peut avoir une infinité de valeurs différentes, qui remplissent toutes également les conditions données. Substituons à présent pour M sa valeur trouvée, et retenant pour plus de simplicité la quantité V— k^ on aura, après avoir divisé par A,
/ z?\xi^x\l—k)dx = cos(/\/-— ck) j Zsin{x\ — k) dx
s\n( t J— ck) Cmi • ( I — T\ j H ^ — '- I \]sin\x^—k)dx,
v/— ck J \u%\ï\{x^—k)dxz=QOs{t)J—ck) j \]s\n(x^—k)dx
— ^ —cksinit^— ck) j Zsïn{x^— k) dx.
Ces deux équations doivent se vérifier pour toutes les valeurs qu'on peut donner à V— ^, et c'est d'après une telle condition qu'il faut déterminer les valeurs cherchées de 2 et de m par celles de Z et U qui sont supposées données. *
Pour cela il faut commencer par faire disparaître au moyen de quelques transformations la quantité ^—k qui n'est point renfermée dans des sinus ou des cosinus; ces transformations ne consistent qu*i prendre les intégrales par parties comme nous l'avons déjà pratiqué plus haut, en sorte que l'intégrale qui reste se trouve naturellement multipliée ou divisée par ^—k. Par ce moyen, on transformera d'abord
l'expression
I Usin(a: v^— /rjrfo:
dans celle-ci
sin(a:v^^^) judx—^'^^ M cos(j; v^'^^J ivdxldx.
Je remarque maintenant que la valeur de sin {x \/— k) devient nulle dans les deux cas de ^ = o et de ^ =i= a, d'où il suit que puisque les formules intégrales que nous manions ici doivent être prises pour toute l'étendue de X, depuis o jusqu'à a, on aura plus simplement
f\]sm{x),^^^k)dx = -f^C[cos{x)/'^^) Ç\}dx]dx.
Par une opération contraire, on trouvera ensuite
Czsin(xs^'^:n^)dx = ^^^^^^-^-^f^cos{xy/'=r^}dx;
et puisque Z = o lorsque x = oeix = a, par l'hypothèse du problème, on aura pour notre cas
Z sin ( JT v^— k) dx = -^=: I ^ cos {x yj—k) dx. Ces valeurs substituées, il en résulte
I zs\ïï(x \i—k)dx=:cos[t)J—ck) I Z sin i-xy/^kjdx
/ usin(x y/'^^)dx = cos{t'^^^^^) j V s\n{x ^— k)dx
-T- cos {x yj—k) dx.
Avant d'aller plus loin je remarque que comme on aura occasion dans la suite de comparer des valeurs de Z et de U avec des valeurs de z et <£ qui ne répondent pas aux mêmes x^ pour ne pas se méprendre dans ces opé-
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rations, il sera utile de distinguer par des expressions différentes les x qui conviennent aux Z et U, d'avec ceux qui conviennent aux z et u\ je désignerai les premiers par la lettre X que je substituerai partout dans les seconds membres des équations précédentes au lieu de x^ en retenant néanmoins le dx qui ne peut causer aucun embarras; j'observe de plus que les intégrales qui entrent dans les termes de ces membres se rapportent uniquement à la variable x ou X, ce qui fait qu'on peut mettre aussi sous le signe ces quantités sin(/v — itc) et cos(/v' — kc)^ qui sont constantes à leur égard; j'aurai donc
I Z9\ï\{x )J-'k)dx =z I Zsin(Xv'--A"; cos{t^— kc)dx
zz j l 1 {jdx\ cos (x V — kj sin (/ v^— kc) dx,
1 usïnix ^—kidxz= j [j s\n{\ \'— k) cos{ t ^— kc) dx
-r- COS (x y— If) sin (/y — kcj dx.
Je développe à présent les produits des sinus et cosinus par les méthodes connues; j'obtiens
/ z sin (x \'—kj dx=- / Z sin [( X -f- / yc) y'— A-J dx
-h^ rZsin[(X-/y'3)y'^^j<ir
'— f( fvdx\ sin [(X + / V c) y'=T] dx
-»- -i= r ( Çvdx\ sin [(X -t yc) y'':^] dx.
j Msinfxy — A")</x= - 1 V sinliX-t- 4 ^c}\ — k]dx
+ ^ Tu sin [(X - 1 yë) V^^TJ dx
-^/gsin[(X + /v'c)V^Jrf* -^'t f^sin[(X-/y'c)v:^Jrfx.
Ces équations sont réduites maintenant k la forme nécessaire pour en tirer les valeurs de z et de u. Voici comment je m'y prends.
Je considère qu'en substituant pour v'— * sa valeur — ? le nombre v,
qui peut être tel qu'on veut, pourvu qu'il soit entier, doit nécessairement disparaître de l'équation, puisqu'elle doit être vraie pour toutes les valeurs possibles de v. Il faut donc faire en sorte que la quantité \/— * disparaisse elle-même de l'équation qui la renferme, ce qu'on ne peut obtenir dans notre cas qu'en rendant égaux tous les angles multiples de yj—k dans tous les termes de l'une et de l'autre équation; mais comme on pourrait être embarrassé dans les différentes valeurs qu'il faut donner à X, je ne retiendrai cette lettre X que dans la seule expression sin[(X-h/v'^) v/— ^] et je mettrai, dans l'autre expression sin [(X — / V^) V — * J » X' au lieu de X, en désignant de même par Z' et U' les valeurs de Z et de U qui y répondent; ainsi j'aurai par la comparaison des angles, après avoir divisé par >J— k^
et ensuite les équations
Z Z' fUdx fUdx
U U' i/ê rfZ v^ dZ' 2 2 1 dx 1 dx
Maintenant, l'abscisse qui convient à Z et U étant X, elle deviendi*a égale 9iX — tyJc qui est sa valeur tirée de l'équation ci-dessus; on aura de même pour l'abscisse X' qui répond à Z' et k U' l'expression x-i- t\[c; donc si, pour plus de commodité, on joint à chaque quantité son abscisse en forme d'exposant placé entre deux parenthèses, on aura enfin les valeurs de z et de i^ exprimées de la manière suivante :
Telles sont donc les valeurs de z et de u pour chaque point mobile du système donné et pour tous les instants de leurs mouvements; valeurs qui ne dépendent, comme on le voit, que des quantités Z et U données à volonté dans le commencement du mouvement.
7. Les formules qu'on vient de trouver nous mènent directement à la construction suivante. Sur Taxe AB = a f^f^. 3), j'élève a chaque
point M la perpendiculaire MN égale à la valeur de Z, c'est-à-dire à la valeur initiale de z qui répond à l'abscisse œ = AM. J'en fais autant à l'égard des valeui's initiales de u sur un autre axe de même longueur AB i^g' 4; • ^t j'obtiens par ce moyen lesxleux courbes ANB, AQB que j'ap-
Fig.4.
pelle courbes fondamentales, et qui sont les lieux géométriques des quantités Z et U. .
Ces courbes seront régulièi'es ou irrégulières, suivant la nature des quantités Z et U; mais elles se termineront toujours d'un côté et de l'autre aux extrémités A et B de l'axe, puisque les valeurs de Z et de U dans ces points sont nulles par supposition.
Je trace ensuite sur deux autres axes égaux AB, AB {^g. 5 et 6) les
Hg. 5.
Fig. 6
nouvelles courbes anb, \qb, telles que chaque ordonnée M/i de la première soit toujours quatrième proportionnelle à la sous-tangente MT de
la courbe ANB, à l'ordonnée correspondante MN et à la quantité constante \/c, et que l'ordonnée Mq de la seconde soit égale à Taire AQM de la courbe AQB, divisée par la même quantité \c.
Ces quatre courbes ainsi données, si Ton cherche les valeurs de z et de u qui répondent à une abscisse quelconque x = AM et à un temps quelconque t, on n'aura qu'à prendre, de part et d'autre des points M, les points M' et \M éloignés par des intervalles MM' et 'MM égaux à t\'C, et l'on aura
M'N' -+-^M^N-4-M'a'-'M^tf
Quelque générale que paraisse cette construction que nous venons de trouver, elle ne l'est cependant pas tout à fait, car il y a une infinité de cas où elle ne saurait avoir lieu; c'est ce qui arrivera toutes les fois que les points 'M et.M' tomberont au delà de A et de B.
Pour voir ce qu'il faudra fiûre dans ces cas, et comment les courbes données pourront être continuées de part et d'autre, il est nécessaire de reprendre les dernières formules intégraJes d'où l'on a tiré les valeurs de :; et de m, et de les examiner avec attention; pour mieux y réussir nous réduirons ces formules a des constructions géométriques.
Soit imaginée la ligne ARB (^g, 7) qui soit le lieu géométrique des
valeui^s de z pour tous les points de l'axe AB, et soit décrite sur le même axe la courbe ASB qui ait à chaque abscisse œ l'ordonnée sin (a: y — ^). Il est manifeste que si l'on fait les produits des ordonnées correspondantes de ces deux courbes, l'aire d'nine troisième courbe qui aura ces produits
pour ordonnées sera la valeur de l'intégrale / z sin (x yf^Hc) dx.
Pour construire de même les autres formules intentes, supposons d*abord / \ r < a, et ayant tracé ^ fig. 8 1 la lijrne AN^ qui renferme toutes
les valeurs de Z, qu'on coupe de part et d'autre du point A les deux portions de l'axe SlX , AA" égales entre elles et à /\c, et qu'on transporte la courbe ASB en A'S'B' et en A' S'B": il est clair que si l'on prend de nouveau les produits des ordonnées de chacune de ces courlM?s par les ordonnées correspondantes de la courbe AXB. les aires de ces produits exprimeront les valeurs des intégrales
/ Z sin . X -^ / ^ r ^ — A* j rfr et i Z sin [ \ — / ^ f \ — itj dx.
Mais il faut remarquer que comme ces intégrales ne doivent s'étendre que depuis X = o jusqu'à X = « = AB, les aires qui les exprimeront nr pourront contenir que les parties de l'une et de l'autre courbe qui répondent à l'axe .AB. D'où il s'ensuit que les deux portions AS' et S B' . qui se trouvent au dehors de Pespace compris entre les ordonnées AS . BS" élevées des points A et B, ne seront ici d'aucun usage* mais qu'il faudra au contraire ajouter à l'une et l'autre courbe ce qui lui manque par Rapport à Taxe entier AB: c'est-à-dire que la courbe ASB devra être continuée jusqu'en S. et de même la courbe B'S' A jusqu'en "S; ce qui étant exécuté, ou aura les deux branches SB' S et S'A S, qui sertmt celles qu'on devra employer dans la formation des aires proposées. Pour cela examinons la nature des fonctions siu[^X -i- /\c>\ — itj et sin[«X — /\c)\ — itj^qui formentles courbes A SB* S et B'S A'^S, en comptant les abscisses X du point d'origine A. et voyons ce que ces fonctions deviennent au delà du point B' et eu det^à du point k\
Puisque les deux courbes A S' B\ A^ S ' B ue sont que la même courbe ASB fis;. 7. p. itx) dans laquelle, nommant x les abscisses, les ordon-
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nées sont exprimées par sin (^ V— k), la question se réduit à déterminer la valeur de sin [x \'—A) lorsque x est négatif et lorsque x est plus grand que a; soit donc en premier lieu x négatif: on aura, comme on le sait,
sin (— j; v'~" A") = — sin(x y^—kjy
c'est-à-dire que la fonction donnée de x ne recevra point d'autre changement, sinon qu'elle deviendra négative. Soit ensuite x> a, mais < 2a, savoir x= 2a — Zy on aura
sin(^V^^^if j =1 sin [(2a — 2) y— A-j — sin {lay/^ k— z^^ k).
Or, par la valeur déterminée ci-dessus de y^— k, ia\l~- k = vw, et par les règles connues de la Trigonométrie,
sin(vcj — z\ — k) = sin (— z sj—k) — — sinf-z y^ A"); donc, puisque 5 = 2a — ^ on aura, dans ce cas,
sin ix sj— k) =:sin[(?.a — x)\'— k\.
De là il s'ensuit :
i*" Que pour avoir la continuation A'"'S du côté des abscisses négatives de la courbe A"S"B", on n'aura qu'à i*en verser la même courbe au-dessous de l'axe, en sorte que le point A" demeure immobile;
2** Que pour avoir la continuation B"S du côté des abscisses plus grandes que a dans la courbe A'S'B', il faudra aussi renverser cette courbe de la même. façon que l'autre, mais en prenant ici le poirit B' pour fixe.
Je dis maintenant que la portion de courbe A" "S est la même que la portion A' S', ainsi que la portion B"S est la même que la portion B"S", et que par conséquent, au lieu des deux courbes S'B"S et S'A^'S, on peut substituer les deux autres A'S'B' et A"S"B" lorsqu'il ne s'agit que cfavoir la somme des mêmes parties. Je dis ensuite que la somme des aires formées des produits des ordonnées de Tune et de l'autre courbe S'B' S et S" À" "S par celles de la courbe ANB sera égale à la somme des aires qu'on pourra former de la même façon par les ordonnées
des courbes A'S'B', A'S'B", pourvu que dans les espaces AA', BB" on prenne, pour ordonnées de la courbe ANB, celles qui conviennent aux espaces A A" et BB' avec des signes contraires; d'où je déduis que si Ton veut continuer la courbe ANB de part et d'autre de Taxe, afin qu'elle réponde immédiatement à toute l'étendue des courbes A'S'B' et A"S"B", on n'a qu'à la renverser au-dessous de l'axe en AN' et BN", le point A demeurant immobile dans le premier cas et le point B dans le second, connue on le voit clairement dans la^?^. 9.
Fie- y-
Il résulte donc de tout ce qu'on vient de démontrer que pour avoir la valeur de l'expression composée
1 Z sin J\ -h t \c} \— hjJx -h I Z sin [ \ — t \c \ — kj djt,
on n'a qu'à prendre la somme des deux aires qui se formeront par les produits des ordonnées des courbes A'S'B' et A"S"B" multipliées par les ordonnées correspondantes de la courbe N'ANBN". La moitié de cette somme, si l'on suppose U = o, devra donc être égale à l'aire formée par les deux courbes ARB. ASB.
Or, puisque les ordonnées de la courbe ASB, qui est la même que les deux courbes ASB' et A'S^B", renferment la quantité \ —k^ laquelle doit s'évanouir de l'équation, on ne parviendra à se défaire de cette quantité qu'en égalant la valeur de z^ qui multiplie chaque ordonnée de ARB, à la demi-somme des valeurs de Z qui multiplient la même ordonnée dans l'une et l'autre courbe A'S'B' et A''S''B": prenant pour ces valeui's de Z les ordonnées correspondantes de la courbe N'ANBN", on coupera donc des points A' et A", qui sont les origines des courbes A'S'B', A' S"B'', deux abscisses égales à x, ou bien, à cause de
AA' = AA''=/vc
on coupera du point A, origine de la courbe génératrice ANB, deux abscisses d? -f- tyjc et a? — ^\/c, et la demi-somme des ordonnées correspondantes dans cette courbe sera la valeur cherchée de z.
Si Ton suppose la courbe ANB anéantie et qu'on y substitue la courbe AQB {fig. 4» p- i68), on aura par la construction précédente les valeurs de la vitesse u dans le cas où Z = o. Mais si Ton veut avoir égard à la fois aux deux courbes ANB et AQB, il faudra encore faire attention aux autres formules intégrales que nous avons négligées, et qui se construisent de la même façon que les précédentes, avec cette seule différence qu'au lieu des courbes ANB, AQB il faut employer les anb et Xqb [fig- 5 et (), p. i68). On s'y prendra donc a l'égard de ces dernières courbes d'une manière parfaitement analogue a celle qu'on vient de pratiquer pour les premières; il faudi*a seulement observer que, comme les deux formules intégrales qui naissent de chacune d'elles ont des signes différents, les branches A'S'B' et A"S"B" devront être situées l'une au-dessus et l'autre au-dessous de l'axe; c'est pourquoi la partie A'^'S, qui doit servir de continuation à la branche B'S'au lieu de sa partie A' S', se trouvera du même côté de l'axe, comme aussi la partie B"S à l'égard de l'autre branche A" S", dont elle est le supplément au lieu de S"B"; d'où il s'ensuit que les branches de continuation dans les courbes Xnb et aqb se trouveront audessus de l'axe, comme on le voit dans lay?^. lo. On prendra donc dans
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ces courbes ainsi continuées de part et d'autre les ordonnées qui répondent aux abscisses x-^tsjc e\ x — tyjc en comptant du point A, et leur demi-différence donnera ce qu'il faut ajouter à la valeur de z et de u. La construction que nous venons de trouver est la même pour le fond
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«|Uo I t'Ilo i|iroii a (loiiiUH' plus haut* maïs elle est plus générale en ce que los oourlK's u^i S4' tnuivoul continuées de part et d*autre par une étendue ogalo i\ Taxe AU: ce qui sut%t pour résoudre tous les cas on / yr ne surl^isM' point «i« comme on Ta supposé d'abord.
Tous les autres cas demanderont donc encore une nouTelle continualion« qu'on piuirrait tnmver aussi en suivant une méthode anali^e à celle que nous avons employée ci-dessus* mais qu'on déduira plus aisément de la rt'ÛeMon suivante. Je considère d'abord le sinus de Pangle » \ ^ \C' \ * 4. qui est celui qui donne des v^ileurs de X plus grandes que a; je trv>uvr que iv sinus ne change point en retranchant de X un mulùj^lc quelconque vie ^a. car siu [ X — ^\c \ — it — axu \ — it] d«^ \iout sin [ \ : \c' \ - A — -:>^I» eu substituaut. au lieu de % — i^, sa
\;&lcur [ iV. JL ctiut uu uv.vuàbre quiekoiii|ue eAtier. ;i:à le se» aii&^.
el jvir cott>e^ue«it. par les règles comittes. ce sinus tieTiea«ini e-^f à viu ' \ : \v.- \ - i L tel qu*if eCaât d*xlN)nI. re\iuiiijie ae mèaie le sinus J<* i^iUlr»^ su^\t^ \ — :\c \ — i. *r*}a uaissent les v-dleur^ ae^dvtr? ok* \. et i^' v«,«i>qiie ce siuus Jeuieore le même «^u ijouCanc a X un oiuly^tK' v^aetojuque Je xu. oujt «ju trvu^e ia;5si
tUi^'iK iiur> ju iiiiiifiurt.-s«ifr* *a, tft 4'jr,. .. '<ln^ iii'l ^u 7->uire nnruii iiàu^tt'iiii'ui iuiis r/s :urMmies iiUHîiniltf>: Cm j >uit jup **> ir'inaa»'»'^ 1 «MiLt-^ .»•> .ti)54. •^^<•> iifisi iu;iine«tt-v> »u uiniiiue^*'- -^-nnt it*»*-'!"?uir^ m iii .o uc»iu>. LVuii . :juisqui- iwus i^mus -*-iesî<us rniv^ iihvhq f-^ I iiul-r i-v vur«H> Wiuc4/w«'t4«#rt3s. ;uîH4U 11 "^s^is«*e la i'xiï -nie. ■?«: li:^ |u i ii»î<»>5< i n- tiiir»-. iii ;K»uf*rt i 'jn->e*it t*v -^leuùrr Oiut lu" m ^■•uur?». ou ^piU(UaiK M .«htefue iûm'^^^w -^virtme^ larr :r î n* '* imuii- 1%^ >|ui *iu*itrui .• &k MlUpie tfcte<>S^<r C. lOllt tt vaieMT 'TH SliH}*»^^ "•••*• mut -Mil-» t5^ iàiiUe<s -- ^tâ ^i - ^. U le uaum (loiir rtu lu»* rniirjK'K'f* Nat»*>^^tiu»»u f ou*4. if iuV.* .uuie u *HirtKf UU t?Ut»u»l i
Tabscisse 2a, et qui est composée de deux branches égales» situées Tune au-dessus et l'autre au-dessous du même axe; d'où il résultera une courbe continue et de figure anguiforme, c'est-à-dire contenant plusieurs ventres égaux situés alternativement au-dessus et au-dessous de l'axe. Nous appellerons les courbes ainsi formées courbes génératrices.
On fera la même chose à l'égard des autres courbes formées par les tangentes et par la quadrature des courbes fondamentales; mais comme la portion de ces courbes, qui répond a l'abscisse 2a, est composée de deux branches égales, situées l'une et l'autre du même côté de l'axe, la courbe qui résultera de la répétition de cette partie contiendra aussi plusieurs ventres égaux, mais tous placés du même côté de l'axe.
Voilà comment, par la simple description réitérée des branches données ANB, AQB, anb, Xqb, on peut prolonger toutes ces courbes à l'infini, et avoir par conséquent des ordonnées réelles pour toutes les abscisses exprimées par x -\- t\'c eix -r- t\/c, quelle que soit la valeur du temps t; ce qui suffit pour que la construction des valeurs de 2 et de w ne soit plus sujette à aucune exception.
^ Le problème dont la solution nous a jusqu'à présent occupé est le même que celui qu'on a résolu dans le Chapitre V des Recherches précédentes; car il est facile de voir que les équations du n*^ XIX, dans le cas où le nombre des points mobiles est infini, peuvent se réduire à la formule
générale -t— = c-j-^- Aussi la construction que nous venons de trouver
s'accorde entièrement avec celle qu'on a donnée dans le n"* XXXIX, ei plus amplement dans le n^ XLV, ce qui doit être regardé comme une confirmation de la justesse et de la bonté de nos calculs.
Remarques sur la solution précédente,
8. Quoique la solution précédente soit beaucoup moins compliquée que celle qui se trouve dans mes Recherches sur le Son, elle l'est cependant encore à un point qui la rend assez difficile à suivre. C'est pourquoi il me parait bon de l'éclaircir par quelques remarques, qui fassent con-
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iiaitiv plus à tond la nature et l*esprit de la méthode qui nous y a eonthiit.
<A>muie la question est de trouver les mouvements d*une infinité de points mobiles, dans la supposition que leur état d*équilibre ait été dérange d*une manière quelconque, on ne peut pas, ainsi qu*on Ta prouvé plus haut, exprimer tous ces mouvements par une seule formule générale: mais il faut regarder au contraire chaque point mobile comme isole, et en chercher le mouvement, en résolvant comme autant de problèmes a la fois qu'il y a de points mobiles dans le système donné. Une telle question demande donc, pour être pleinement résolue, d'autres procèdes que ceux de l'analyse ordinaire: c'est ce que M. d'Alembert a eu soin d«» faire remarquer au sujet des cordes vibrantes, dans l'article U de son Addition au Mémoire sur la courbe que forme une corde tendue mise en vibration. tuiprimee parnii les Mémoires de i' Académie de Berlin pour Tannée 1700. Ikins tout autre cas, dit-il c'est-à-dire dans tous les eas où la courbe initiale n'aura poinl les conditions prescrites par cet Auteur , le problème ne pourra se résoudre, au moins par ma méthode, et je ne sais même s'il ne surpassera pas les forces de l'analyse connue. En effet, on ne peut, ce mt semble, exprimer y analvtiquement d'une manière plus générale qu'en la supposant une fonction de t et de s: mais, dans cette supposition, on ne trouve la solution du problème que pour le cas où les différentes figures de la (*orde vibrante peuvent être renfermées dans une seule et même équation. Dans tous les autres cas U nuf parait impossible de donner à y une forme plus générale,
La melhode que nous avons exposée ci-dessus est une réduction de celle que j'ai inventée pour résoudre le problème des vibrations d'une corde chargée d'uu nombre indéfini de petits poids: ainsi elle remplit L» condition que toits les points mobiles soient considérés chacun en particulier* et en même temps elle n'est pas sujette aux ditïïcultes qui se présentent en passant du nombre indéfini des points mobiles là un nombre réellement infini.
Le fondement principal de l'une et de l'autre de ces méthodes, c'est ringenieuse analyse inventée par M. d'Alembert pour intégrer des équa-
tions diflerentielles d'un degré quelconque, et contenant un nombre quelconque de variables, pourvu qu'elles ne paraissent que sous une forme linéaire. Aussi est-ce une justice qu'il faut rendre à ce savant Géomètre, que de reconnaître que nous lui devons le principal secours qui nous a aidé à franchir les difficultés que lui-même semble avoir crues insurmontables à l'analyse.
A l'égard des procédés de nos deux méthodes, ils ne diffèrent d'abord entre eux que parce que l'on a substitué, dans les derniers, des différentiations et des intégrations au lieu des sommes et des différences algébriques qui se trouvent dans les autres; mais, comme jon pourrait craindre que ces opérations n'entraînassent les inconvénients qu'on a indiqués dans le n" XV des Recherches précédentes ^ il me parait utile de développer cet objet plus en détail, en rapprochant l'analyse que j'ai donnée cidessus de celle du Chapitre III dès mêmes Recherches.
J'imagine d'abord qu'au lieu de la simple équation générale -r- = cy-^,
qui appartient à tx)us les points mobiles, il y en ait une infinité dont chacune représente le mouvement de chacun des points en particulier; mouvement qui dépend d'ailleurs de tous les autres, puisque la différentielle d^z qu'on prend, en ne faisant varier que x, exprime la différence seconde des valeurs de z pour trois points consécutifs. Je multiplie donc chacune de ces équations par un coefficient indéterminé M, ou plutôt par la quantité Mdir, en regardant M comme une variable qui peut convenir à toutes les équations en général, et j'en prends la somme par une intégration indiquée à la manière ordinaire.
Maintenant, comme il s'agit de joindre ensemble les coefficients de chaque valeur de z qui répond à chaque point mobile, je transforme mon équation intégrale en sorte que les différentielles de z dépendantes de X s'évanouissent.
Les transformations dont je fais usage dans cette occasion sont celles qu'on appelle intégrations par parties, et qui se démontrent ordinairement par les principes du calcul différentiel; mais il n'est pas difficile de voir qu'elles ont leur fondement dans le calcul général des sommes
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Jusqu'ici eetlo analyse est parfaitement d'accord avec celle du Chapitre cité de mes Recherches; mais elle en diffère entièrement dans la suite, où il s'agit de tirer les valeurs de z et de u.
Comme il est nécessaire que nos dernières formules soient vérifiées, quelque valeur qu'on donne à k, parmi le nombre infini de celles qu'on a trouvées, il est visible qu'il faut chasser cette mémç quantité k à l'aide d'autant d'équations particulières qu'il y a de différentes fonctions de k. C'est k quoi nous sommes parvenu en employant différentes transformations et réductions, dont on a rendu compte dans le cours de cette analyse, et qui me paraissent les seules capables de remplir l'objet proposé.
La construction (ju'on a donnée ensuite des valeurs de z et de u par le moyen des courbes génératrices, et la manière de continuer ces courbes à l'infini de part et d'autre, dépendent d'une considération intime sur la nature de nos formules. Il est vrai que les principes d'où l'on a tiré cette construction pourraient paraître trop recherchés, mais elle n'en est pas moins démonstrative et certaine; ce n'a été (|ue pour conserver une entière rigueur que j'ai été obifgé d'avoir recoui*s à de tels principes; car, dès que l'on aura démontré dans deux ou trois problèmes de cette sorte, (|ue la nature des courbes génératrices cs^i la même que celle qu'on trouve en supposant ces courbes représentées par une fonction régulière et continue, ainsi (|ue l'a fait M. d'Alembert/lans sa solution du |)roblème des vibrations des cordes, on sera assez fondé à appli(}uer la méthode de ces fonctions aux cas mêmes où r(m voudra supposer* qu'(»lles n'ai(»nt poini lieu.
9. Après tout ce que nous venons d'expliquer, il ne sera pas ditlicile de déterminer le degré de généralité dont notre méthode est susceptible. On verra premièrement (lu'elle ne pourra réussir à moins que l'indéterminée z et ses différences ne se trouvent que sous une forme linéaire, et, déplus, qu'elles ne soient point mêlées avec la variable /; lorsque ces conditions seront observées, quoique les différentielles de z montent à un degré plus haut que le second, et qu'il y ait même un terme sans z qui soit une fonction queh^onque de / et de x^ on pourra toujours se ser- .
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^h'if ''fa^. fKf^if ^^f^of^T b pr^j'fAjr^t^>D dn *f>D «fo tt>ate ri^ihmr. il fau- •'h/^t fii^if^Afp \p^ P»fmn\^^ ^^u^^nA^ qa^ M. Ealer a d*>Dnre$ dans ses n^fh^r^h^f vn tf9 ffrnp^f^aiion He% fhmnitmenis dans un milieu élastique %liffplhtnpa Tffffrinen^in, f . II. ji. i . Mal* ce* formales D*éUiDt point du ffftfffttff' f\f* r^llp* ^ftt |p4quf-||i^ notre méthode peut avoir prise* il faut f^noîK^f pour k pfPS4pnf, rV^t-ànJire jo9qu*ii ce qu*on soit aidé par de ffouv^'îifii <5f»roufS4 à fout^ théorie de hi propa^tion du son envisagée ^ou< r^ point de vu^. Opendant, romme il est très-probable que les
ébranlements des particules de l'air, pour produire le son, doivent être infiniment petits, ainsi que nous tacherons de le prouver dans la suite, on pourra s'en tenir aux formules que M. Euler a aussi données pour ce cas; formules qui sont sans comparaison beaucoup plus simples que les premières, et qui, par la raison qu'on a dite plus haut (9), rentrent nécessairement dans la classe de celles qu'on peut soumettre à notre analyse.
Quoique la manière dont M. Euler a trouvé ces formules soit sans contredit la plus directe et la plus rigoureuse qui se puisse imaginer, (Cependant, puisque la supposition des ébranlements infiniment petits rend le calcul incomparablement plus simple, j'ai cru qu'on ne serait poini fâché de le trouver ici.
Soient X, Y, Z les coordonnées rectangles qui déterminent la position d'une particule quelconque de fluide dans l'état d'équilibre; supposons que ces coordonnées, dans le temps t, deviennent X -f- j?, Y -f- j, Z-\- z\ il ne §era pas difficile de voir que, si les quantités x, y, z sont supposées infiniment petites, le parallélipipède dXdYdZ, qui représente une particule dans l'état d'équilibre, pourra être censé se changer en un autre
{d\-hdx){dY-^dx){dZ-hdz),
ou, en négligeant les puissances plus hautes de dx, dy, dz,
dXdY dZ -r- dXdY dz -\- dXdZdy-h d\ dZdx.
De là il suit qu'en nommant E l'élasticité naturelle de la portion infiniment petite de fluide renfermée dans le premier parallélipipède, l'élasticité de la même portion, lorsqu'elle remplira le second, se trouvera, (»n négligeant ce qui se doit négliger,
'EdXdYdZ
dXdY dZ -h dXdY dz -h dXdZ dr -^r dY dZdx'
ou
„ r, { dx dy dz\
Soit prise maintenant la diflerence de cette quantité, en ne taisant varier
que X, et l'on aura, E étant constant,
Ux^"^ d\d\ '^ dXdZJ
pour la différence d'élasticité de deux particules intiniinent voisines el placées dans là direction de la ligne X; donc, si Ton considère une autre particule intermédiaire à celles-ci, et qui leur soit contiguë par tous les points des deux faces opposées dXdZ^ il est clair que cette particule sera repoussée par l'excès de l'élasticité de la particule antérieure sur celle cl(* la particule postérieure avec une force qui sera exprimée par
""■ ^/■fe)"''^''^-
Otte force, divisée par la masse à mouvoir, qui est ici (en posant D pour
la densité naturelle du fluide) Dd\dX dZ, sera donc r -tt^-^ h étant
l'espace qu'un corps pesant parcourt dans le temps T; d'où Ton aura
l'équation
T^ d'x E l(Px_ d\r d'z \
^ilïF "T) \d\^^ d\d\ "*" d\dz)'
On trouvera de même, par un semblable raisonnement, les deux autres
équations
*" '\y _ E /dy d'x d^z \
^r"" D VTV^ '^ dYd\ '^ dYdz)'
T^dy E /d\r d'û
^Ti ~dr-
7J1 lîF
P ~~T^\dT' '^dZdX '^TfzJY')'
Il est visible que ces trois équations s'accordent avec celles de M. Euler,
en posant, selon les hypothèses de cet Auteur, h = g, jr= h, T = i, el substituant/?, q et r pour x^ y et z.
11. Au reste, ces formules sont fondées sur l'hypothèse que l'élasticité de l'air soit proportionnelle k sa densité; mais il n'est pas difficile de les étendre à telle autre hypothèse qu'on voudra.
Pour embrasser la question dans toute la généralité possible, supposons que l'élasticité de l'air soit comme une fonction quelconque de la
densité, de sorte que nommante la densité dans un instant quelconque, Télasticité correspondante soit exprimée par Eff{s); il est clair, par les calculs du numéro précédent, que
DrfXrfYrfZ
-. ,^ I dx dr dz \
{d\-\^ dx)(dY -\- dy)[dZ + dz)
donc, à cause de dœ, dy, dz infiniment petits par rapport à </X, </Y, d'L, on aura
E,(,) = E9(D)-(^-.^+^)eD9'(D).
9' marquant une telle fonction de 9 que 9' (5) = d
Maintenant, comme D est une quantité constante, les différences de £9(5) seront exprimées simplement par
d'où Ton voit que, pour avoir les équations du mouvement du fluide, il ne faudra qu'écrire au lieu de E, dans les calculs du numéro précédent, ED9'(D), ouE9'(D) simplement en posant D = i.
Si le fluide était composé de parties de différentes densités, il faudrait regarder alors la quantité D, non plus comme coilstante, mais comme une variable exprimée par quelque fonction de X, Y, Z. Ainsi, on parviendrait aux trois équations suivantes :
E rfDo (D) 1 dx dr dz\ _ E Jy(D) "^ I) (ix \d\ "^ rfV "^ dz) \) d\ '
?.h dr -^"^ ^^^\d\^^ d\d\^ dYdz)
E rfD9 (D) / dx^ dy^ dz\ _ E d(^{D) \d\ ^rfV '^ dz) J) d\ '
D dY
^ 77^ = *^^? (^^ [dï'^dzdx^ dzh)
(dx dr «/^ \ _ E dojU) \d\ ^ d\ ^12) . D rfZ ■
E (/D?'(D) /rfx l> d'I
Supposons, par exemple, que la différente densité des particules du fluide vienne du poids du fluide supérieur; dans ce cas, quelle que soit la fonction 9, on aura toujours, en supposant que la direction de Z soit verticale,
Erfo^D;
rfZ
d'oii Ton trouvera la valeur de D qui sera une fonction de Z seulement. De là on pourrait tirer les équations nécessaires pour trouver les lois de la propagation du son, en ayant égard à la densité variable des couches de l'atmosphère; mais, pour ne pas trop nous engager dans des difficultés de calcul, nous nous contenterons dans tout le cours des recherches suivantes de regarder la densité de l'air comme constante; ce qui ne nous éloignera pas sensiblement de la vérité, pourvu qu'on ne considère la propagation du son que près de la surface de la terre. C'est donc sur les équations du numéro précédent que nous fonderons principalement nos recherches sur la propagation du son; mais, comme ces équations sont encore trop compliquées a cause des trois variables qu'elles renferment, il sera bon de commencer par les simplifier au moyen de quelques hypothèses qui limitent le mouvement de chaque particule de l'air. Or, de toutes les hypothèses qu'on peut employer pour cela, les plus commodes et les plus conformes à la nature sont les deux suivantes. La première consiste à imaginer la masse de l'air réduite a une simple ligne physique, dans lequel cas on fait disparaître a volonté deux variables quelconques x et v, avec leurs correspondantes X et Y. La seconde hypothèse est de supposer que les ébranlements se propagent dans toute la masse de l'air par des ondulations sphériques autour dû corps sonore; dans ce cas chaque couche concentrique d'air est supposée subir le même ébranlement dans toutes ses parties; d'où il suit que la détermination de l'ébranlement de chaque couche ne peut dépendre que du temps / et du rayon de la couche, c'est-à-dire de la distance du corps sonore.
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§ I. — Z>e la propagation du son dans une ligne physique d'air.
Si Ton fait, selon la première hypothèse
x = o, y = o et X = o, Y = o,
et qu'on pose, pour abréger, c au lieu de Tp-jy» on trouve l'équation
qui est la même que celle que nous avons appris a construire dans le Problème I, Z dénotant ici la même chose que x\ d'où il suit que, pour avoir les lois de la propagation du son dans cette hypothèse, il ne faudra qu'appliquer la construction donnée, suivant les différents ébranlements excités par les corps sonores et la nature du milieu élastique qui les environne. Quoique cette matière ait déjà été traitée dans la seconde Section de mes Recherches sur le Son, elle peut néanmoins l'être encore d'une manière beaucoup plus générale. Je la reprendrai donc ici avec d'autant plus de plaisir qu'elle me donnera occasion de faire plusieurs remarques nouvelles et importantes.
Que la droite PQ [fig, 1 1) représenle une ligne physique d'air étendue
Fig. II.
d'un côté et de l'autre à l'infini, et qu'au lieu de supposer, comme je l'ai fait dans la Section citée, que la seule particule P reçoive du corps sonore une impulsion quelconque, on imagine que toutes les particules contenues dans l'espace PQ soient ébranlées en même temps, PQ représentant, suivant M. Newton, h pulsion primitive de la fibre sonore; il s'agit de déterminer les lois de la propagation de cette pulsion. Ayant tracé pour cela, selon ce qui a été enseigné plus haut, les deux courbes fondamentales, qui représentent les déplacements primitifs des particules, avec les vitesses qui leur ont été imprimées, et ayant construit de même les deux autres courbes qui résultent de la quadrature et des tan* I. a4
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jçp^tïti^ ffrr rAlfr¥^:i, rt ({Ut> Qoiià app«^Uen>Dà «ioréoaTSiDt courbes démtes. on rf^mar«)ii«»ra :
f"* Q]]** |#>H. cnwrkin^ fondamentaUs à«* terminen)Dt o«*ceîk>airemeDt aux ♦Ifriix p*'iinf> P i>t Q qui .s>nt le? limiter* dr r^gîtation primitive, par supposition :
y Ouf , puisqu*- la tibn? at*rî«*nne est supp«>see sVtenJre à Tinfini de part et »raijtre, am^nne «I** s^^ partirules ne p«>arra être abs4>lumeDt fixe: dViij il suit que les extrémités A et B des courbi^ /omiamtniales, qui sont eensées tlxe^,, devront dans ce cas être reculées à l'infini, ce qui fera disparaître toutes les branclu^ de continuation, en si>rte que les courbes génératrices ne renfermeront aucune ordonnée réelle au delà des points PetQ:
y* Qu'il en sera de même p«>ur les courbes dérisrèes. excepté celle qui dépend des quadratures, laquelle ilégénérera du côté de Q en une droite parallèle à Taxe, comme il est facile de le voir en examinant la génération de cette courbe.
f>s choses posées et bien entendues, voici comment je raisonne. Je suppose que Ton demande Tétat de la particule qui répond à Tabscisse x j^mt un temps quelconque / écoulé depuis le premier instant du mouvement. Je n*aurai qu'à prendre la demi-somme des ordonnées dont les absi'isses sont x -^^ t\c ^\x — i\c dans les deux courhes fondamentales. et la deminliflerence des ordonnées pour les mêmes abscisses dans les courbes dérivées, et joignant ensemble la première des demi-sommes et la seconde des demi-flifférences, comme aussi la seconde demi-somme ^t la première demi-différence, j*aurai Tespace parcouru par la particule pendant le temps donné / et sa vitesse à la fin de ce temps. Je vois donr que cet espace et cette vitesse seront toujours nulles, lorsque Tabscisse x±.t\c restera en deçà du point P; ensuite que Tespace sera constant et la vitesse nulle, lorsque Tabscisse x±.t\c tombera au delà de Q. D'où je conclus que, pour un temps quelconque /, il n'y aura et il ne pourra y avoir d'autres particules en mouvement que celles pour lesquelles la valeur i[tx±it\c sera plus grande que la distance du point P au point Â,
et moindre que la distance du point Q au même point A, qui est toujours l'origine des abscisses, quoique placé à une distance infinie. Examinons séparément les deux cas de oc -h t y^ c et de œ — t \ c .
Soit/> la distance entre le point A et le point P, et soit x=p'^-z, z sera une nouvelle abscisse qui aura son origine en P. Posons maintenant en premier lieu
on aura
posons ensuite
on aura
Par là on peul avoir les limites de ]*agitation des particules dans le temps /, en tant qu'elle résulte des termes dépendant de l'expression or — /\c; car il ne faut que prendre sur la ligne PQ les points P' et Q' tels que PP' = /vc et P'Q' = PQ, et la portion FQ' de la fibre sera la seule où cette agitation aura lieu. On trouvera de la même manière les limites de l'agitation des particules qui dépend de la valeur de ^ -i- t\c\ car, en faisant
p -h z -h t \'c = p el p-h z -\- t ^/c=p -h PQ, on a deux valeurs de z, savoir
z = — tsc et z = VQ — t),c.
On prendra donc de nouveau, sur la même ligue prolongée du côté opposé, deux autres points T et Q tels, que P'P = / \^ et P'Q = PT— PQ, c'est-à-dire que 'P'Q=PQ, et tous les mouvements, dont la détermination dépendra de la valeur de ^r-f-Zy^, seront renfermés dans ce dernier espace 'P'Q.
De ce qu'on vient de démontrer il s'ensuit que 1» putàon primitive,
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c*est-à-dire Tonde excitée par le corps sonore dans Tespace PQ de la tibre aérienne indéfinie, s'est comme divisée en deux autres, qui, dans le lemps ty ont été transportées, Tune à droite en P'Q', et l'autre à gauche en T'Q, conservant toujours la même étendue PQ. Pour connaître la vitesse de la propagation de ces pulsions secondaires, on n'a qu'à chercher ceHe des points P' et T, dont la position par rapport à P est déterminée généralement par les équations
z = t\c et z=^—t\'c;
donc puisque z représente ici les espaces parcourus par ces points dans le temps t, il est évident que leur mouvement sera uniforme et leur vitesse égale à \'c, et que cela aura lieu quelle qu'ait été la nature de la pulsion primitive. Il est inutile de nous arrêter à examiner la valeur de yc
qui est -^ jT""' puisque cette expression, en substituant pour -^ la
quantité A ou nk qui est sa valeur, devient la même que celle qu'on a trouvée ailleurs (LVI), et que M. Newton a déduite de sa théorie, comme on l'a déjà remarqué ci-dessus (1 ).
13. Ce serait ici le lieu de faire voir l'application de la formule générale que nous avons trouvée d'après les Principes de M. Newton dans le numéro cité; mais cette formule étant entièrement semblable à celle que M. d'Alembert a donnée sur les vibrations des cordes, il est clair qu'en admettant les fonctions discontinues qui sont indispensables dans la matière dont il s'agit ici (4), on aura la même construction que nous avons donnée (7), et que, par conséquent, la théorie de la propagation du son qui en résultera ne sera point autre que celle qui vient d'être expliquée. Parla on prouvera aisément ce que l'on a avancé plus haut (1), que la vitesse de la propagation, selon cette théorie, est déterminée par la
quantité ^^^^ qui divise x dans les fonctions (p et ^.
14. La manière dont nous venons de considérer la propagation du son
est beaucoup plus générale et plus conforme à la nature que celle qu'on a employée dans le Chapitre I de la Section II des Recherches précédentes. En effet, Thypothèse que j'avais adoptée dans cet Ouvrage, savoir qu'une seule particule d'air fût ébranlée par le corps sonore à chacune de ses vibrations, ne parait pas pouvoir subsister avec l'équilibre mutuel de toutes les particules de la fibre; il me semble beaucoup plus naturel d'imaginer que la première particule poussée par le corps sonore condense jusqu'à une certaine distance les particules suivantes, pourvu que cette distance ne soit pas telle, que les pulsions ou ondes sonores qui se succéderont les unes aux autres puissent se troubler et s'entre-détruire, comme il arriverait nécessairement si le temps qu'elles mettent à parcourir leur largeur était moindre que l'intervalle du temps entre deux vibrations successives du corps sonore. On pourra déterminer les limites de la plus grande largeur des ondes, en prenant le nombre des vibrations que fait dans une seconde le son le plus aigu que nous puissions entendre et divisant par ce nombre l'espace que les ondes sonores parcourent dans le même temps. Ce nombre peut se déduire rigoureusement de la formule connue des vibrations des cordes, que nous avons démontré être exacte pour quelque figure que la corde prenne; si donc on s'en tient à ce que dit M. Euler dans l'Article XIII de sa Théorie delà Musique, on aura le nombre 7020, par lequel divisant le nombre 1240 qui exprime (?h pieds l'espace parcouru par le son dans une seconde, selon les expériences moyennes, il viendra pour quotient i pouce et 2 lignes environ, qui sera par conséquent la mesure de la plus grande étendue que puissent avoir les ondes sonores pour former des sons distincts et perceptibles à l'oreille.
15. Jusqu'ici nous n'avons encore considéré que le mouvement progressif des ondes sonores; si on voulait aussi connaître les mouvements particuliers qui les composent, on les trouverait aisément par les principes établis ci-dessus.
Supposons que x ou bien z soit donné, au lieu de ^ dans les équations
la différence des deux valeurs de t nous donnera la durée du mouvement
PO
de chaque particule de l'onde P'Q', laquelle sera -^- Or, puisque \c est
la vitesse constante avec laquelle les ondes avancent continuellement, il
est clair que l'agitation de chaque particule ne durera précisément que
le temps que l'onde met à parcourir toute sa largeur PQ. Il en sera de
même pour les ondes propagées du côté opposé, ce qu'il est aisé de
reconnaître par le moyen des deux équations
z — — t\'c ex r = PQ — / V c
qui leur appartiennent.
Pour ce qui est de la nature de chaque mouvement particulier, il faudra la déterminer par la construction générale des espaces et des vitesses. On trouvera pour cela :
i^ Que toutes les particules subissent successivement la même agitation dépendante de la nature.de toute \^ pulsion primitive;
2^ Que, si on suppose que la pulsion primitive consiste dans le seul déplacement des particules, sans aucune vitesse imprimée, l'agitation de chaque particule ne sera composée que d'une seule allée et d'un retour a son lieu d'équilibi'e, après lequel elle demeurera immobile;
3^ Que, SI l'on suppose au contraire que la pulsion primitive ne consiste que dans l'impression d'une certaine vitesse, les particules, pendant tout le temps de leur agitation, s'écarteront continuellement de leurs points d'équilibre et n'y reviendront plus comme auparavant;
4*^ Qu'cniîn, si Impulsion primitive dépend de l'une et.de l'autre cause, l'agitation des particules sera composée de celles dont nous venons de parler, ce qui parait être le cas de la nature.
16. M. Euler, dans une lettre du 33 octobre 1759, m'a fait l'honneur de me mander que la lecture de mes Recherches sur te Son lui avait suggéré le dénoûment d'une difficulté qui s'était présentée à loi depuis longtemps. Cette difficulté consistait a savoir pourquoi, les ébranlements primitifs se répandant d'abord naturellement de deux côtés opposés, les
ébranlements dérivatifs ne se propagent plus que d'un seul côté et toujours suivait la même direction. La raison de cette différence dépend de la nature particulière des ébranlements dérivatifs, qui est telle que leur propagation ne peut avoir lieu que d'un seul côté.
Pour s'en convaincre, qu'on examine les fgrmules des valeurs de z el de u trouvées a la fin du n® 6, et supposant que z et u soient les excursions et les vitesses données, qu'on cherche celles qui en résultent pour un temps quelconque ^ et pour une particule quelconque déterminée par l'abscisse j/. Il est visible qu'il n'y a pour cela qu'à substituer s à la place de Z, et 1/ à la place de U ; et désignant par z' et u' les valeurs cherchées, on aura
Maintenant on sait, par ce qu'on a démontré (12), que les termes dont les exposants sont {œ — t \'c) sont les seuls qui déterminent la propagation suivant la direction PP', et que la propagation suivant P'P dépend simplement des termes qui renferment la quantité {x -h t\c); donc, pour connaître la propagation des ébranlements de l'onde P'Q', il ne faudra substituer, au lieu de z et de m, que les seuls termes
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ce qui donnera, en posant a;' dz /' \ c au lieu de x dans les exposants.
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// = y \l'''-Hr'\c-/\7).^ ^•r,'--,'^/7-rv^) .
-tLU) "■(a^j J
Dans très formules il est visible que les ternies dont les exposants renferment la quantité -\-t\c s'évanouissent tous d'eux-mêmes, et qu'il ne reste que ceux où la même quantité se trouve avec le signe négatif; d'où il s'ensuit que la propagation des ébranlements z' et u! ne peut se faire que dans le seul sens PP'.
On prouverait la même chose pour les ébranlements propagés d'abord suivant la direction opposée PT; car, en substituant pour zeiu les seuls termes dont les exposants contiennent -f- / yc, on verra que les formules résultantes ne seront composées que de termes où la quantité tf\^c se trouvera avec le signe -h.
17. Nous avons supposé ci-dessus que la fibre aérienne était infinie de l'un et de l'autre côté, et cette hypothèse nous a donné des courbes génératrices composées d'une seule branche terminée de part et d'autre, et pour ainsi dire isolée. Mais il n'en serait pas de même si la fibre était elle-même terminée des deux côtés ou d'un côté simplement; car, puisque la manière de continuer \^s> i^ouvhns fondamentales et dérivées ei>\ générale, et que les extrémités fixes de la fibre sont les points autour desquels on doit, pour ainsi dire, faire tourner chaque branche pour en avoir la continuation, ainsi qu'on Ta enseigné (7), il est évident que, dans le cas d'une seule extrémité fixe, les courbes génératrices seront
composées de deux branches égales et semblablement situées de part et d*autre du point qui constitue cette extrémité, et que dans le cas de deux extrémités fixes les courbes génératrices auront un nombre infini de branches égales et semblablement situées autour des deux points qui constituent les extrémités données. De là, si on cherche la propagation des ondes sonores par la méthode du n^ 12, on trouvera sans beaucoup de peine que chaque onde, venant rencontrer une des extrémités fixes, devra se réfléchir, pour ainsi dire, et retourner en arrière avec la même vitesse et conservant la même nature qu'elle avait avant la réflexion, d'où il résultera des échos simples ou composés, ainsi qu'on l'a expliqué (Chapitre II de la Section II des Recherches précédentes).
Je ne m'arrêterai pas ici à démontrer plus en détail cette théorie des échos, non plus que les autres propriétés du son, qui dépendent des principes que nous venons d'établir. Il ne faut que relire attentivement la Section citée pour voir que les propositions qu'on a démontrées, en ne considérant que des mouvements instantanés dans les particules de l'air, sont aussi vraies dans l'hypothèse présente des ondulations.
Mais il est un point essentiel de la théorie du son, dont on n'a pas encore parlé jusqu'à présent; c'est son intensité. Or, de ce que les ondes sonores ne souffrent aucune altération en parcourant un espace quelconque, comme on l'a fait voir (12), il est simple de conclure que l'intensité du son sera constante et indépendante de la distance du corps sonore. Mais cette conclusion ne peut avoir lieu que dans l'hypothèse que le son soit obligé de suivre une seule et même direction, comme si l'on supposait l'air renfermé dans des tuyaux ou des conduits assez étroits par rapport à leur longueur; ainsi, dans les aqueducs de Rome, le P. Kircher rapporte que les sons ne reçoivent point de diminution sensible par l'espace de 6oo pieds environ. Il n'en est pas de même pour l'air libre, dans lequel le son se propageant de tous côtés à la ronde doit s'affaiblir à mesure qu'il s'éloigne du corps sonore; et c'est ce que l'expérience journalière apprend, et que nous allons aussi démontrer par la théorie, en adoptant la seconde hypothèse du n^ H qui reste encore à examiner.
I H. — be la propagaiion du son dans l'hypothèse des ondes sphériques,
18. Dans cette hypothèse on consenre à la masse de Pair ses trois dimensions; mais on suppose que, ayant prb un point fixe pour centre* toutes les particules qui se trouvent dans la direction de chaque rayon se meuvent sans sortir de cette direction, et que leurs mouvements ne dépendent que du temps / et de la distance de chacune d*elles au centre. De là il est clair qu'il doit se former dans Tair des ondulations sphériques ^\ concentriques, dont la détermination soit contenue dans une seule équation, de même que dans le cas de Thypothèse précédente. Cette équation peut se trouver soit par Tapplication des formules générales, ainsi que Ta fait M. Euler dans son Mémoire .MisceUanea Taurinensia^ t. Il, p. i^, ou plus simplement encore, quoique avec moins de rigueur, en considérant le mouvement d*un fluide élastique renfermé dans un tuyau conique, comme on le verra plus bas. Nous nous contenterons pour le présent d'emprunter Téquation de M. Euler et d'y appliquer notre méthode, afin d'avoir une construction qui ne soit point assujettie à la loi de continuité, comme l'exige la théorie de la propagation du son. Otte équation, en substituant z pour u ei x pour U, se réduit à celle-ci
qui peut être traitée de la même manière que celle du Problème I.
19. Problème W.— Conservant les mêmes noms et les mêmes suppositions du Problème I, avec cette seule différence que les mouvements des particules
soient contenus dans l'équation -j- z=c-t-^ -h :2c --r-f construire cette
même équation.
Je commence par multiplier l'un et l'autre membre par Mrf.r, M étant une fonction quelconque de ;r, ensuite j'intègre en ne faisant varier
que x; j'ai
Je transforme d'abord l'intégrale
— M— C— —d dx J dx dx
c^.r J dx Je change de même l'autre intégrale
en
ensuite en
dz dx
-j^Mdx dx
en
zM Çz rfM^^ 07 J X dx
et je tire par la substitution la nouvelle équation
J dP ^~'^ \ dx dx X ) J \ dx^ x dx )
Je dois maintenant supposer M tel que
M(/z -zrfM 2zM _ dx dx X
lorsque a? = o et lorsque a: = a; or, puisque Ton a déjà dans ces deux cas z = o par hypothèse, il suffit que M le soit aussi, ce qui donnera les mêmes conditions à remplir par les constantes de M, que l'on a eues dans le Problème l.
L'équation restante sera donc
ou il fdufira suppo?^r
dx^ xdz ~~
Otte équHtion ♦*!! M est intégrable par les méthodes connues: mais t-n voici une qui est, si je ne me trompe, la plus simple qu*on puiss** employer rians ce ras.
Soif supposé M = e^ ^ , on aura par la substitution
- - 9 — h — = h\ savoir hp^ -h -^ -h -f- = i,
prix p^ px '^ X dx
Je vois que cette équation peut s'écrire ainsi donc si l'on fait ^ -h y^- = y, on aura
hx
kq^dx -h dq=: dx^
d'où Ton tire
dx =
dq
I — kq^ ' et inté<^rant par les logarithmes.
2vA- \\ — q}Jk/ ou bien en passant aux exponentielles, avec l'addition d'une constante C,
y Ce"V* — , qylk =
Ce^v'*-!-!
donc
_ _i_ I Ce^v"* — I
Il faut maintenant, pour avoir la valeur de M, intégrer la quantité — Or il est visible que .si Ton substitue pour p son expression telle qu'on
vient de la trouver, on a une différentielle qu'il serait assez difficile,
.peut-être impossible, de ramener à l'intégration; mais on peut simplifier
beaucoup le calcul, en supposant l'arbitraire C nulle ou infinie; dans le
premier cas on a
et dans le second
et combinant Tune et l'autre valeur.
l'^-Tx'^ —
On aura donc
./ P J —i±x^k et par conséquent, en ajoutant une constante A,
ou bien, à cause de l'ambiguïté des signes,
M =r A f— I -4- X V^fr) e-'+' V* -h B (— I — ^ v'fr) e-'-'V* .
Or il faut que M = o lorsque j; = o, d'où il suit que A -^ B = o, et par conséquent B = — A; donc en changeant la valeur de la constante A,
ou bien encore
M = A[sin(j7 v-~/rj — x\j — k cqs{x )J— k)] .
Telle est la valeur de M qu'il fallait trouver; si l'on en prend la différence, on a
-7— = — kkxsm [x \l— k).
dx
dx
d'où l'on voit qu'au commencement où a: = o, on a aussi --j— = o, de
PMI V^jC^RLrRy HEi.ïfEMUHE.'^ 4CB LA NvCHRE
^•>»-i* \\\t* e rt^i-me — z -,— s'»*v:40«uir «te liii-fiienip. sans «iu*ii soil bf>«iin
.(•* ^iiooos»»r ^ — r, .i;ins i*t* p«)im; «••» «pii noii» aii»ntrp «jue ta valeur «le j lOMinrîf -**•**'" .l'î timt ••»» «pii* r'>n v«>ii<lra.
I r'^ur iii:fint*>n:inr «leterminer k par la nmitition i^iie H iteviennt* nul iwîîiri»' r = /ï: .m ^iii*:* «lon«* pour ••f^Ja
1 V - * - = = tana *i^ — h- .
•'OS /i V — ^
dftUf- 'in ri*l anjjrl** *»r k nommant s. on aara
(/liMifa'il ^oir. imp^»s-*iKI<^ rtViprimer *^el angl*?' ai;^ebriqueai«?Dt. oq peut fif'ÀurffViri^, p^f U :*^ul^ iv>n:^îdénktion Au cercle, se couTainere qu'il nVst p'Â^ iiti'ïfpf et déterminé, mais qu'il y en a une ÎDâulté qui ont tous la utf'fftf' propriété* de j^orte que \ — i dura aussi une intiaité de valeurs âitUrf'fttf^ qrii ^;*fi.^f^font toutes également. On peut voir dans le tome II /le \ Inirofhijf'Jion à t Artolyne de% infiniment pents de M. Euler le dernier IV;hlerrie du CTiapitre XXII, où Ton trouvera une manière assez simple de deterrnin^'r tou^^i vm% ;kngies par approximation. Au reste, nous n'aurons p;i4 l^'.v/in dans Va suit^' de connaître leurs valeurs, il nous suffira de savoir que leur nombre est infini.
Après avoir ainsi déterminé la variable M, si on suppose, comme dans
le Problème I, / z}\dx = s^ et qu'on pratique les mêmes différentia-
lions a Tè^^ird de /, notre dernière équation'intégrale deviendra ^ = cks^ qui est bi même que nous avons déjà intégrée dans le Problème cité. On
aurd^donc ici de même
5 = S cos (/ v^— ck) -h - - — ^ sin (t \f^ck)y y— ck
r = R cos ( / yf—ck) — S )/'^ck sin ( / )f^~c'k),
et mettant à la place des quantités s, r, S et R leurs valeurs en z, w, Z^tU,
1 uMdx =z cos { t \-^ ck) 1 \]Mdx — ^^ cks\n{t \'— ck) j ZMdx.
Il faut maintenant substituer la valeur de M et faire les autres opérations que demande notre méthode; mais comme cette valeur de M est différente de celle du Problème I, il est clair que les mêmes procédés que nous avons suivis alors ne suffiront pas à présent; on pourra cependant s'en servir de nouveau avec succès, en préparant par une simple
transformation les expressions i z^ldoo, j uSiâx avec les deux autres
1 ZM^^r et / UMfitr de la manière que voici. Substituant la valeur
de M, j'ai d'abord
I z sin [x V — k) dx — \ — k j zx cos [x \— k) dx;
or il est clair que si l'on n'avait que le premier membre de cette expression, on serait exactement dans le cas du Problème I; il ne s'agira donc que de ramener aussi le second membre à la même forme; pour cela je change d'abord la formule \
zxcosix ^— k)dx
en
zxs\n{x \'— k) I l*dzx
I / dzx . , r J
ensuite je remarque que, puisqu'on suppose que les intégrales ne s*é-
tendent que depuis x = o jusqu'à x = a,]e terme algébrique, qui est de lui-même égal à zéro dans le cas de a- = o, et qui le devient aussi dans le cas de X = a, à cause que z s'évanouit par hypothèse, ce terme, dis-je, devra être entièrement effacé, de sorte que l'on aura simplement
rzxcosix^— k)dx=: / -j— sinix ^—k)dx.
\ — kJ «^
Substituant donc cette transformée dans l'expression de / zMdx, elle
/ (^ "*" ~Sx^) ^^" ^^ v'^^) dx.
deviendra
Faisant des opérations semblables sur les autres expressions intégrales, et supposant pour plus de simplicité
d zx , dux
dx dx
dx dx
nos deux équations intégrales deviendront
I z' sin(^ y — A*) rf^:= cos(/ v^— c/rj i T %v[i\x\ — k)dx
H ~ — — - / U'sm(^\/— A'yrfx,
y— ck J
j v! s\ïï{x \ — k)dx^(ios{t si— ck) j U s\n(x ^— k) dx
— y'— ck sin ( / y— ck) l Z' sin {x y— k) dx.
Ces équations sont réduites à l'état de celles que nous avons appris à construire dans le Problème précédent. Il sera donc facile de leur appliquer la même méthode; or, puisque tout se réduit à faire disparaître la quantité \ — k k cause du nombre infini de valeurs dont elle est susceptible, il est clair que quoique ces valeurs ne soient pas les mêmes ici que dans le Problème cité, néanmoins les résultats des opérations seront par-
taitenient semblables, en sorte qu'il ne faudra que substituer z\ u\ 7J et l;' à la place de z, u, Z et U pour avoir tout d'un coup
■ =.-_ irz'l->fl + 7.'(.-.«^lJ-^-!,[( fu'rfx)'~"^'-( /■uVx)''""-"'],
Remettant à présent au lieu de z\ u\ Z^, U' leurs valeurs en 2, w, Z et U, on aura deux équations qui détermineront les deux variables inconnues :; et // par les données Z et U pour un temps quelconque /.
20. Les deux formules que nous venons de trouver étant parfaitement analogues à celles du Problème I admettront aussi une construction semblable à celle qu'on a déduite des vonvhes /ondamcFitales et dérivées (7 1. Supposons donc ici que les courbes ANB, AQB [Jig, 1 et 2, p. i5i et iSa;
rfZr soient les lieux des valeurs de Z' et de U', savoir de Z H — ^ et de
dlSx L H — 2 — P^*^'* chaque abscisse .r, et que les autres courbes anh, AyB
i/ig, 3 et 4» p- ïti^) on dépendent de la manière qu'on a dit dans le
numéro cité; on aura pour une abscisse quelconque x = AM, et pour un
MM' MM
temps quelconque t = ~ - = — _- ^
se se
d zx M' N' -h ^M ^N M' q' - ^M q ax 9. 2
diix M' Q -h M 0 M' n' - M w
ax '>. y.
Si on désigne par P et Q ces valeurs de :;' et u\ de sorte que
d zx dz ^
z -\ .-- — 7.2 -h JT-^ — P,
ax ax
dux du ^
on aura en intégrant, après avoir multiplié par xdx, zx' — I \?xdx, d'oïi
fVxdx ou z=^- ,
et de même
ux^-- \ Qxdxj don u — -^-^--
Que 9 et ^ représentent deux fonctions quelconques réj^ulières on irréjîulières, telles que
MN --rr=9(AM)r=9(^),
MQ--^(AM): .q;(^).
on aura
M'N':^ 9(AM') =(^{x-ht^i), ^M*N=:9(A*M)r. 9(0:- t^c).
,-rf9(AM) -^9(^1
M^:=r-^ ri^;(AM)rfAM~4 f^(x)dx.
et par conséquent
M'^'rr_ -_ ff\t{x -ht^c)dx.
M^^--_ f^{x-tsc)dx; V c J
-+- '- / N;^'^ "•" ' V^) ^^ — I ^{-r — t ^^ dxU
sc[ d(p(x -\- t\c) do (x — / ycjl
:>. L dx ~ dx J
donc
Soil supposé
ilx -"^•^^' dx -^i-^)"-- / ^^(x)(ix -- \[x)y I \(x)dx-.''(Y(x)
et iûiisi pour la fonction ']^, on aura
/ xcj[x±:t \~c, dx —X i (^{x±t sc)dx — j dx l (^^ x±t\c)dx
= x'o{x-±:t v<?j — ''o{x±t\^-c); traitant «le la même manière les autres formules inléjçrales qui eom-
posenl \vs valeurs de 1 Vxrlr et de / Qxdoc, on aura, après toutes les
substitutions,
~ ^sX 7.X^
''^(x -h i\c) _ "'\\i{x -h t\cj
''j(x—t^c} *'9 fx — t\cj
''^|; ( X — / \r) "\\f ix -\- t v'c)
pf' X -h t \,c) -'c^(x-\-t\v)
x IX
''l ix — t\c) _ ''^ (x — / V <•)
±\. On peut simplifier ees expressions de La manière suivante. Au lieu de ':. [x -h t\c) -t- -^ '^ - — -^- je pose simplement A (a* -h /yc) ,
et au lieu de '9 {x — t\c) — -^ ^ -^ — ^- je substitue de même la seule
expression V (x — i\c), A el V étant de nouvelles fonctions variables différentes de ^ et '}; et prenant les différences de la manière indiquée ci-dessus on obtiendra les formules
F \.r — / v'f ) T'x—ts'c)
nx
- \"{x-^ts,c) -A' '.r-4-/vr;
X IX
lesquelles s'accordent pour le fond avec celles que M. Kuler a données dans ses lleclierches sur la propagation des ébranlements dans un milieu élastique iMiseellanea taurinensia, t. I, p. gj, oii il nomme // ce <jue nous avons appelé z' et V ce que nous avons nommé a\
22. La construction trouvée au commencement du n** 20 n'est bonne que pour les cas où x ± t\c n'est pas plus grand que a ni moindre que zéro, puisque les valeurs de Z et de U ne sont données que pour la simple étendue de l'axe AB = «. Il faut donc cbercher ici, comme on l'a fait dans le Problème 1, une manière de continuer les courbes ANB, AQB,... au delà des points A et B. Pour cela, ayant conseiTé la construction du n** 7 avec la même équation des courbes A'S'B', A"S"B", on examinera leur cours au delà des points B' et A", en supposant -19; la quantité \ — /• déterminée par l'équation
cos 1 a V — A' I
Pour ce qui regarde la branche A" 'S qiii est du côté des abscisses négatives, rien n'est d'abord plus facile que de la trouver; car faisant x négatif, sin(a:v — k) devient simplement négatif sans changer de valeur, d'où il s'ensuit que cette branche ne doit être que la branche même A" S' renversée de la manière qu'on l'a déjà fait (fig. 6, p. i68!. Ainsi on
prouvera de nouveau, par le même raisonnement du n** 7, que la partie des aires qui répond à Tabseisse AA" sera la même que celle qu'on pourrait former sur l'abscisse AA', en employant la courbe A' S' el la courbe AN continuée au-dessous de Taxe de la même manière que la courbe A" S"; d'où Ton voit que la continuation de la courbe ANB au delà de A sera aussi la même que celle qu'on a pratiquée dans la//g^. 7, p. iCic). Mais il n'en sera pas ainsi pour la continuation au delà de B, car sin(a^ V -— ^) n'ayant plus dans le cas présent des valeurs éj^ales et contraires autour du point B' qui répond à x = a, la branche B' S ne saurait non plus être la même que la B"S renversée. Il ne serait pas difficile de connaître la nature de cette branche W S, mais cela ne servirait de rien pour l'objet présent, puisque la méthode du n"* 7 demande que la branche B'S puisse être substituée à la place de la branche B"S", afin (|u'on ait la courbe entière A"S"B", qui soit la même que la courbe A'S'B' et (|ue la courbe ASB. Pour remplir cette condition il n'y a pas d'autre moyen que de transformer chaque portion d'aire qui répond à B'B en^une autre égale et dans laquelle la branche B'S soit semblable et diamétralement opposée à la branche B'S', comme dans Va Jig. 6, p. 168. Kxaminons |)our cela cette expression intégrale
Z'siii \(a -h z) y, — Il \dz.
laquelle étant prise depuis le point B' où 3 = 0 jusqu'au point B, exprime l'aire formée par les produits des ordonnées des deux courbes ANB, A'S'B' relativement à l'espace B'B, et voyons si l'on peut la changer en une autre de la forme de
- / iZ)siii [a — z)s-i^-:,dz
Zj désignant une quantité quelconque donnée en Z'. Je prends cette autre expression
/ R siii |(rt H- Z) v'— h ^dzy
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et je la eliange dans son égale
/ Ksin (« y — 7» ) cos{ z \ — A'/ ^-3 -h I Hcosia^— k}sin(z \— kj dx.
Je substitue ensuite à la place de sin(av —A) la quantité av—i*cos(av—^)
tirée de Téquation qui détermine la valeur de \'— k, et je fais évanouir à
l'aide d'une intégration par parties le eoelfieient y — ^ introduit par eette
substitution; j'ai ainsi
I \\ sin a V — kj cos [z ^ — k dz —a y — A 1 H^cos [ a y — k) cos ' ^ \^— k dz
n\\('0^'a\ — k)^\nz\'—kj—a l vosla ^f— k) siti^ z ^f— k) dï{.
Le ternie algébrique de cette transformée s'évanouit de lui-même lorsque z = o; donc, si l'on suppose R = o lorsque z = B'B (nous verrons ci-après que cette supposition est possible), on pourra l'effacer entièrement; et la première transformée deviendra par la substitution
1 \{cos^ a\ — kjii'in^ z\ — k}dz ~ a l c()s{a\ — k} sii\( z \ — k} d\{ - j \{ s\n[(a f- z ) \ — k \ dz .
Développons à présent les produits des sinus et cosinus; on aura l'équation
- ~ j \{sin\(a-h z)\/ — k]dz — ~ j }\s\n[{a— z)\''^k}dz
- -al sïiïlia -h 2) y— A , r/K-h - « / sin[{«— z}\ — kjdïi
- / \{s\\\[a-^z)\—kjdz, H réduisant,
r ( R -h a ^) sin \{a -4- z)^~k\ dz = - (iW - «^ j sin \(a - zjy'^^Hf j dz.
Comparant donc les deux membres de cette équation avec les formules
[M'uposées
l 7J sin\({t -h z)\—lijfiz. — / (Z)siir (// — 5) V /t'idz, t. t
on riiira
(l'oii Ton déduira le rapport entre fZ) el Z'. Multipliant la première équation par e^'dz et intégrant, il vient
fTe%lz..a^e"
el
d'oii l'on tire, en substituant,
(Z)=^% ^ fz'e^ttz- Z.
Or, nous avons supposé que R était égal à zéro lorsque z — B'B; on satisfera donc à cette condition en prenant l'intégrale / 7Je"dz, telle qu'il
s'évanouisse dans ce cas; il ne faudra pour cela que poser B'B v au lieu de 3, et - dy au lieu de rfs, et commencer l'intégration avec lt»s abscisses V du point B en allant vers B'; on aura par ce moyen
;Zir_ -e'' / Z e %/y - Z\
Telle est la valeur de Z; qui, étant prise au lieu de Z', pour multiplier chaque ordonnée correspondante de la branche B"S, produira une aire égale à celle qui se formerait en multipliant la valeur de Z' par l'ordonnée correspondante non pas de la branche B"S, mais de celle (jui serait la vraie continuation de la courbe A' SB' dans notre cas. De là et du rai-
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sonnemenl du n'' 7, il n'est pas diffirile i\v conclure que la portion d'aire (jui répond naturellement à JVB dans la formule
I Z' sin f^^ \ -h / vV' j V — *'J ^^
peut être changée en une autre formée sur BB" par les ordonnées de la branche S'B" et par celles d'une autre branche, comme la BN" i/ig. 12 ,
Fig. 12.
qui serve, pour ainsi dire, de continuation à la courbe fondamentale ANB, et qui soit telle qu'en prenant de part et d'autre de B les abscisses égales BF, B'P = V, on ait toujours
P'N" = (Z)=-e" f7.'e~"dr^Z'
Voilà donc comment il faudra continuer la vourhe fondamentale ANB au delà de B, pour pouvoir faire usage de la construction donnée cidessus lorsque X a des valeurs plus grandes que a.
Tout ce que nous avons jusqu'ici enseigné sur la manière de continuer cette courbe d'un côté et de l'autre s'appliquera aussi à l'autre courbe fondamentale AQB et encore aux courbes déris^ées anb, Aqb, pourvu que dans ces dernières on ait soin de placer les deux branches de continuation au-dessus de l'axe par la raison qu'on a dite à la fin du n*" 7.
La construction qu'on vient de trouver n'est encore suffisante que pour les cas où X est contenu entre les limites — a et -h 2a. Pour lui donner toute la généralité possible, reprenons la formule
r7/sin!(fl
',)^;—k\dz.
qui a été changée en
- j {Z)^ïnl{a- z)s,'—k](iz;
posant a -\- z = .T, on aura
I Z' s\ï\{x^/—li jclx r.-. / (Z)sin|(x — ?.a) y— À-Jrfj?;
d'oii l'on voit que Tabscisse x peut être diminuée de 2a, pourvu qu'on change l'ordonnée Z' en (Z); de même; si (fZ)) est une fonction de (Z), telle que (Z) l'est de Z', on pourra diminuer de 2a l'abscisse qui se rapporte à (Z), en changeant (Z) en ((Zjj; donc on pourra aussi diminuer l'abscisse de Z' de 4« en changeant immédiatement Z' en ((Z)j, et ainsi de suite. De là il résulte que le reste de la continuation des courbes, soit fondamentales, soit dérivées, au delà du point B, pourra se déduire aisément de la branche qui répond à l'abscisse 2a; car on n'aura qu'à transformer successivement cette branche en d'autres, dont les ordonnées aux mêmes abscisses se répondent entre elles comme les expressions Z', (Z), ((Z )),..., et appliquer ensuite par ordre et suivant la direction AB toutes ces branches l'une à côté de l'autre' le long de l'axe AB prolongé à l'infini.
Par un raisonnement tout opposé, on prouvera que la continuation des mêmes courbes au delà de A se fera par un assemblage semblable de branches dérivées l'une après l'autre de la 3eule branche qui répond à l'abscisse 2a, mais avec des opérations contraires aux précédentes, savoir, de manière que les ordonnées qui répondent à une même abscisse ^r* dans chaque branche, à commencer du point A, soient entre elles comme les quantités (Zj et Z'.
Par là on trouvera sans difficulté que les courbes dont il s'agit auront autour du point A une figure semblable, avec cette seule différence que pour les couvhes fondamentales les deux branches infinies de part et d'autre de A seront diamétralement opposées, savoir, l'une au-dessus, l'autre au-dessous de Taxe, et (jue pour les courbes dérivées, les branches I. 27
seront Tune et l'autre du même côté de l'axe; d'où il s'ensuit qu'ayant exécuté la continuation du côté des abscisses positives à l'infini, suivant ce qu'on a dit ci-dessus, on n'aura plus qu'à renverser la même courbe au delà de A, et au-dessous ou au-dessus de l'axe, selon qu'elle appartiendra 9l\x\ fondamentales ou aux dérivées,
23. Par la méthode qui vient d'être expliquée, nous avons la manière de continuer de part et d'autre à l'infini les courbes qui dépendent des valeurs de Z et de U, données à volonté dans le premier instant du mouvement, sans s'embarrasser que lés différentes branches de ces courbes soient liées entre elles par la loi de continuité. Mais, si on voulait se borner à admettre cette loi, on pourrait obtenir les mêmes résultats avec beaucoup moins de peine par la simple considération des formules données à la fin du n*^ 20. Toute la difficulté se réduirait à chercher la nature des fonctions 9 et <f au delà des points Â et B, par la condition que z eiu soient égaux à zéro dans ces points, quelque valeur qu'on suppose à /.
Posons d'abord dans ces formules ^ = o, 5 = 0, w = o, on aura les é(|ualions
x ^C IX'^^C
De ces deux équations il suffira de vérifier la première, puisque la seconde n'en est que la différentielle divisée par dl; mais il se présente dans cette opération une difficulté, car les termes étant divisés les uns par X, les autres par x^, on peut être en doute si, en faisant à part égaux à zéro les numérateurs de x et de x^, toute la formule disparaîtra, à cause
que ar est déjà lui-même égal à zéro. Pour lever cette ditliculté, supposons que X, au lieu d'être tout à fait nul, soit seulement infiniment petit et égal à a, et développons chaque fonction ''(f{a±t\c), ''(^(a±:/ vc),... suivant la formule connue
en effaçant ce qui se détruit et en négligeant les termes qui se trouvent multipliés par des puissances de a, on aura l'équation
qui doit être vraie indépendamment de la quantité a; donc on aura
[9 (/ V^) + 9 (- / s/c)} + ['+ {i)/c)- '+ (- / V^)J = o, équations auxquelles on satisfera en posant
>(-/V^cj = -^>(/v^) et '^^{-t^) = -'^(iyfc). ou bien, en différentiant.
Or, / étant une variable qui peut croître à l'infini en commençant à zéro, t\c pourra représenter une abscisse quelconque positive; donc la nature des fonctions "9 et ""^ devra être telle que, faisant les abscisses négatives, ces fonctions deviennent simplement négatives sans changer de valeur. Il en sera de même des fonctions 9 et ^, puisque, en différentiant deux fois les équations précédentes, elles deviennent
d'où l'on voit que les deux courbes ANB, AQB, qui représentent ces
fonctions, devront avoir de part et d'autre du point A des branches égales et diamétralement opposées, ^insi qu'on l'a trouvé (22). Il n'en sera pas tout à fait ainsi pour les courbes anb et Xqb qui contiennent les fonctions '9 et '^, car on a pour ces fonctions
ce qui montre que les ordonnées doivent être exactement les mêmes à des abscisses égales, positives et négatives, et que par conséquent les branches autour de A seront semblablement situées sur l'axe, ce qui s'accorde avec ce qui a été enseigné dans le numéro cité.
Examinons maintenant les valeurs des mêmes fonctions* pour les abscisses qui surpassent l'axe donné a. Posant a? = a, 2 = o et w = o, on aura de nouveau deux équations; la première sera
_ > (g -f- f \/c) -f- > (g — / si'c) _ > [a -h tyc) -f- ^>(g— / sj&i ia 7.0^
''^ [a -4- / yë) — ''^{a— t yj'c) _ "^j; [a -f- /y'ë) — '"^(a — t^V}
la seconde ne sera que la différentielle de celle-ci divisée par rf/, et par conséquent nous pourrons nous dispenser d'y avoir égard. Or, afin (jue les fonctions 9 et tf ne dépendent pas l'une de l'autre, on fera séparément
rt '9 (a -h / yc) "~ ''9 (« H- ^ ^c) :=^a\{a— t yjc) -f- "9 (a — t yjCj
et
a "ij; [a — t yê) — '"^j; [a -f- 1 si'c) z=ia''^[a — t y/ë) — "»]; [a— t y'ëj.
Différentions deux fois la première et trois fois la seconde; on aura, en changeant les signes,
9 (a -f- / y/c ) — «9' [a-\- t s/c) =1 -^ r^{a — t y'cj -f- a(^' (a — t ^'cj et
^ {a-\- t \c) — a^' (a-f- t ^/c) = — ^(a^ t \c) -\- a^' {a— t ycj,
équations (|ui sont tout à fait semblables entre elles.
tyjc
Je multiplie par e " s;c dt et j'intègre ; j'ai
-- ars^ia-h t)/c)e " = -- a(^(a— i )/c}e ** — 9. j z^ia— t \'c) e " y'r^//,
où Ton voit que la valeur de l'intégrale du dernier terme doit être égale à zéro lorsque / = o, puisque dans ce cas les deux autres termes se détruisent d'eux-mêmes. On aura donc
-^ tyJc
(^(a-h i)/c) = oia — t \c) H \ ç^'a — tsjc)e " scdt.
Or, si l'on fait /v'C=.y» ^t que l'intégration soit supposée eomiuencer du point où y = o, on aura
ce qui nous tait connaître la manière dont les valeurs de la fonction 9, qui sont de part et d'autre à distances égales de l'extrémité B de l'axe, doivent être liées entre elles. Or il est aisé de voir, en relisant les n"' 20 et 22, qu^ 9 (a —y) dénote ici la même chose que Z', et ^fa^- vi la même chose que — (Z); donc l'équation précédente donne le même rapport entre Z'et (Z) qu'on a trouvé dans le dernier des numéros cités, et par conséquent aussi la même continuation de la courbe ANB au delà de B. Il est vrai que l'équation entre (Z j et Z' donnée dans l'endroit mentionné n'était d'abord censée appartenir qu'à la seule portion de l'axe comprise depuis l'abscisse a jusqu'à l'abscisse 2a, et que pour toutes les autres abscisses plus grandes à l'infini, on a donné une manière générale de continuer la courbe au moyen des branches déjà connues; mais il ne» faudra que considérer toutes les branches de continuation au delà de B, pour s'apercevoir qu'elles auront constamment avec celles qui sont en deçà de B le même rapport que la quantité — (Z) a avec la quantité Z'.
Cm qu'on vient de démontrer sur la fonction 9 doit se dire de même de l'autre fonction ^ qui appartient à la courbe AQB, et il ne sera pas difficile de l'appliquer aussi aux autres fonctions 9' et '^ pour les courbes aqb, ANB, et de faire voir le parfait accord qu'il y a entre les résultats de ces procédés et ceux qu'on a trouvés plus haut par une voie différente.
Cette matière aurait peut-être besoin d'être traitée avec un plus long détail que nous ne l'avons fait ici, mais ceux qui auront bien saisi l'esprit de nos méthodes n'auront pas de peine à suppléer d'eux-mêmes à ce qui peut manquer pour l'entière exactitude des démonstrations, sans qu'il soit nécessaire de nous étendre davantage là-dessus.
24. Il est à remarquer au reste que l'on abrégerait beaucoup la solution précédente, si, par le moyen de quelque substitution convenable, on parvenait à ramener tout d'un coup l'équation
dp
= cl
dx
à la forme
dr
Or pour
cela il
aurait
qu'à
supposer fz'xdx
ce qui donne, en différentiant.
df x-"
X -a' ^fz'xdx
dx x^ X*
d^z dx 3z' 6 fz'xdx
dx^ X x'^ X* ^
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et Ruiwtituanl.
dz'
multipli»nl par .r* et différentiant do nouveau.
ou bien
(ir- r/x'
équation réduite au cas du Prohlemo 1. Or, puisque h valeur de r es! ici égale à
ff{zx') dz
(JX ffx
telle qu'on Ta supposée dans l'analyse du Problème préeédenl, il est facile de voir que la solution qu'on aura de eette façon reviendra entièrement à celle qu'on a déjà trouvée. Il est vrai qu'il faudra pour eela que la quantité k ait aussi les mêmes valeurs, et c'est ce qu'il sera aisé de prouver, car on sait que la détermination de k dépend de la condilicui
que les termes algébriques M -r- ^ 7^ disparaissent lorsque r -- a
voyez Problème Ij. Or on a ici
dz
donc
dx
dz' -- 3^2 - xd ydx
d'où l'on aura, en posant r -- a i'\ z o, l'équation
dx dX' dx dx
Maintenant, puisque :; doit toujours disparaiire lors(|U(' r -- a, quel
que soit le temps /, on aura aussi
et, par eonséquent, par l'équation fondamentale,
rf'z 2. dz 1Z dx^ a dx a}
<J'oii Ton lire
d^z _ 1 dz dx' a dx^
laquelle valeur substituée, on aura
dW\ dx
OU bien
dx
Or M étant égal à sinlo^y— X:) (6), on aura, en substituant et posant ensuite x = a,
sin ( « y — /r ; — - a y — ff cos ( a y -— k) — o^
d'où Ton tire, romme dans le n"* 18,
a y — /, — -_. — X. 1 — lang 1 tf y^— /, ).
coslay— /» J
Il V a encore une autre substitution qu'on pourrait employer an lieu de la précédente; cette substitution consiste à faire
dr z—r — x-j-', dx
ce (|ui réduira l'équation en z à une équation en v de la forme de
d'z __ d'z 'dr ~ ^dx^''
et cette équation étant construite par la méthode du Problème I, on aura pour la valeur de z des formules analogues à celles qu'on a trouvées à la fin du n^20.
Application de la solution précédente à la recherche des lois de la propagation du son.
25. L'application du Problème précédent à la théorie de la propagation du son se présente d'elle-même. Imaginons un corps sonore quelconque mis en vibration au milieu d'un air tranquille, homogène et libre de tous côtés; il est visible que ce corps peut être regardé comme placé sensiblement au centre d'une sphère aérienne d'une étendue indéfinie; donc on ne s'écartera que très-peu de la vérité en calculant les mouvements communiqués à toute la masse de l'air, dans l'hypothèse (les ondulations sphériques du n"" 18 et d'après la construction donnée dans les n^* 20 et suivants.
Pour cela, ayant mené la ligne indéfinie PR qui représente le rayon de la sphère totale d'air qui environne le corps sonore, soit pris PQ pour le
Fip. i3.
rayon de la petite sphère dans laquelle sont contenues les particules qui ont reçu leur mouvement primitif du corps sonore placé en P, et soient tracées sur la ligne PQ les courbes qui représentent les valeurs données de Z et U que nous avons appelées courbes fondamentales; il suit du n" 22 que chacune de ces deux courbes devra être continuée du côté opposé Vq avec une branche semblable, égale et diamétralement opposée à la première. 11 est vrai que cette proposition n'a été démontrée que pour les courbes qui représentent les variables Z' et U', mais il est facile de voir qu'elle a également lieu ici, où, à cause de a* = o au point P, les valeurs de Z' et U' deviennent 2Z et 2U. On prouvera de même que les autres branches de continuation qui, suivant la théorie du numéro cité, devraient être ajoutées du côté PR, disparaîtront entièrement à cause du rayon a infini, de sorte que les courbes génératrices seront toutes renfermées dans le seul espace yQ. Or, cela posé, qu'on demande i)our un temps quelconque / les mouvements des particules ([ui composent la L 9.8
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fibre reetiligne PR, mouvements qui selon riiypothèse doivent être sensiblement les mêmes pour toutes les autres fibres partant du eentre P.
PO
Soit, pour faciliter cette recherche, / > -^•, il est évident qu'il faudra
rejeter dans la construction du n" 20 les termes qui répondent aux abscisses X -\-t\Cy ces termes ne pouvant ici produire aucune valeur réelle: il n'y aura donc que les termes relatifs aux abscisses x — t\c qui entrent dans la détermination des quantités z et m, d'où dépend la connaissance des mouvements en question. Ayant pris [fig^ 1 3, p. 217) sur la ligne PR le point P' tel, que PP' = / \/c» ^t ayant coupé de part et d'autre les parties P Q » ^ <i égales a PQ et Pgr, je transporte en y'P'Q' les deux courbes qui renferment les valeurs des Z et U, telles qu'elles ont été décrites sur le diamètre yPQ, et prenant le point P' pour l'origine des abscisses a: , je trouve pour une particule quelconque M
'Or, par les suppositions faites à la fin du n"* 19, on a généralement
dzx
ax
dux u' = u-\- -~j — 9 ax
l'origine des x étant au point P. Mettant donc ici, pour transporter cette origine en P', x -h t\c au lieu de x et intégrant après avoir multiplié par {x -^ t\ic) dx, il viendra les deux équations suivantes :
zix-^ ts/'cf = -1x^-^-1 sl'ci jZdx-hZx]
ET LA PROPAGATION DU S.ON, aii»
f / yV-;' L- -î- U ^' -f- f / \/c f I II rfo: -f- Uic j
Si Ton simplifie les expressions intégrales par la méth9,^ç,,(les intégrations par parties et qu'on ajoute les constantes nécessaires, on aura
z-X'^t^c]^:^-x--{-xt\C)l'^-t\c l Zdx iJc \
î— ( — -f- xt^c] l {]dx — - ^ / Vx'dx H _•
Il 'x -h t )/c/ — -ix' -\- xt ycj U -h -/ v^t* / \Ldx tsc}^
— ^ ijc^ H- JT/ V ^y -7 '-^ -+- '-'^ V ^V Z -h — Idx — ^ A.
2 ^ dx 9 •>. / 9
L'addition des constantes sert a rendre égal a zéro le dernier membre de chacune des équations précédentes lorsque a ^-/\c=o, ou .r== —t\^c= — PP', ce qui est nécessaire, puisque alors les premiers membres disparaissent d'eux-mêmes; ainsi, en supposant que les intégrations commencent toutes au point P' oixx = o, les lettres A, B, D représenteront les valeurs des intégrales / Zdor^ j Udx, j Vx^dx prises
depuis F jusqu'à q\ lesquelles sont les mêmes que si on les prenait de l'autre côté depuis P' jusqu'à Q'. 11 faut néanmoins remarquer que dans la première équation l'on ne trouve point de constante qui fasse éva-
nouir le terme h œl\c] j Vdx dans le cas de x = — t\'c;
c'est une omission que j'ai faite exprès» à cause d'un nouveau terme qu'il faut encore ajouter à la même équation. Pour voir la raison de ceci, on n'a qu'à se souvenir de ce que, dans l'expression des valeurs'de s' et de u\ nous avons regardé comme généralement nuls tous les t^jrmes qui
répondaient aux abscisses exprimées par x -h t\c\ il en est cependant
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un qu'on ne peut pas négliger, c'est celui qui est exprimé par la formule intégrale
car il est évident que quoique les valeurs de U disparaissent sur la
ligne QR depuis le point Q, l'intégrale / Ufitr conserve toujours la
même valeur constante qu'on a désignée ci-dessus par B; de là il est
facile de conclure qu'il faut ajouter à la valeur de z' le terme — ^ et par
conséquent à la valeur de z {x-ht\'c)^ le terme (~ -\-xt\lc] — =» lequel
fera justement disparaître l'autre terme ^-=z (^ -h xtyjc] f Hda:
lorsque ,x = — t\'c, I \]dx devenant alors égal à B.
Si l'on examine maintenant la forme des deux équations précédentes, on verra aisément que l'on peut se passer de l'addition des constantes,
en donnant une autre origine aux intégrales / Zdx, j Uctr, / {]or^c/a\
et les faisant commencer du point q' en allant vers R; ainsi l'on aura plus simplement
x-^i sl'cf 4 sic [x -^ t \JcY
( 2 . , "MT . * r rij^ {x^-hxt)j'c)-j--h{x-hit\c)Z~ fZdx Il ^^^ ^ ^ ^ «^ »/^t .
?Ax -^ t ^y ^{x -h xt \'cy
26. Il est visible par ces formules que z ei u sont toujours égaux à zéro lorsque la valeur de x tombe au delà des points q' et Q'; d'où il suit que pour le temps donné /, il n'y a que la seule partie qQ' de la fibre qui soit en mouvement; or, comme le point du milieu F a été pris tel que PP' = / v^c, il est évident que l'onde aérienne q'Q' avancera toujours
avec une vitesse constante et égale à \c, qui est la même que nous avons trouvée plus haut dans la première hypothèse (12). On pourrait ici développer les lois particulières que chaque particule d'air observera dans ses mouvements,* dépendamment des premières impressions Z et U produites par le corps sonore; mais laissant ces discussions peu importantes en elles-mêmes, nous nous contenterons de faire observer en général la variation des quantités :; et w à mesure que le temps / augmente.
Pour cela, comme l'espace PQ est toujours très-petit (14), on peut, sans erreur sensible, lorsque le temps / a déjà une valeur considérable, négliger œ par rapport à t\c; ainsi il viendra
Z-h Czdx- 4 C\]dx
jtU -4- I Hdx — (^ j- + '^'^\ v'^ u^=^ *- _ — ,
d'où l'on voit qu'en général les valeurs de ;; et de u diminuent dans la raison inverse de tsjc ou de PP', ce qui montre que la force ou l'intensité du son doit décroître à très-peu près dans la raison inverse des distances simples du centre de propagation.
Je ne pousserai pas plus loin l'examen de ces formules et je ne chercherai pas non plus à déduire de la théorie exposée dans le n® 22 les lois de la réflexion qui aurait lieu dans l'hypothèse présente, si la masse de l'air était renfermée dans un vase sphérique de grandeur finie. Ces recherches étant de peu d'utilité, je me contenterai d'en avoir posé tous les principes dans la solution générale du Problème précédent.
CHAPITRE IV
APPLICATION DE NOTRE MÉT1I0D,E îf\j CHAPITRE M A DIFFÉRENTES HYPOTHESES.
27. Les Piohièiiies dont nous allons maintenant nous occuper, quoique peu nécessaires pour la matière que nous traitons, serviront néanmoins à taire voir l'utilité et l'extension de notre méthode du Chapitre II; ils pourront aussi être d'usage dans plusieurs autres points de la théorie du son.
Problème 111. — Construire l'équation -j— = c^-^ -h me -,— •
Multipliant par M^ir et pratiquant les mêmes réductions que dans le Prohlème II, on aura l'équation en M
rf^M m rfM ...
qu'il faudra intégrer. Or il est facile de s'assurer, au moyen de quelques transformations convenables, que cette équation tombe dans le cas général de Riccati et que par conséquent son intégrabilité dépend de certaines conditions qui se réduisent ici à ce que m soit un nombre pair positif ou négatif; mais la méthode ordinaire d'intégration pour ces mêmes cas est si laborieuse que je ne saurais me résoudre à la pratiquer; d'ailleurs il ne suffit pas de trouver une expression algébrique de M, il faut de plus qu'elle soit telle, qu'on puisse dans la suite du calcul chasser aisément la quantité k à l'aide de quelques réductions, comme on a fait dans les Problèmes précédents. Il m'a donc fallu imaginer une autre méthode, et voici comment je m'y suis pris.
Puisque l'on a trouvé pour le cas de m = o, qui est celui du Prohlème I, M = A sin [x \i — X:) , et pour le cas de m = 2 dans le Problème II M = A[sin(a?v'— ^) — x\l— kQO^{x\— k)\, ce qui s'exprime plus simplement par M = A sin (^v'— ^) — A^^ ^*" ^ ' ^" ^^^ ^^^^^ fondé
'I, • ' ii k .'
MET LA PHOtAGATlÔN Dtj'feON.
à croire que lorsque m aura une valeur quelconque 4. 6> ...» l'expression (le M sera de la forme suivante :
M = A sin (^ ^--i:) + Bx ^i'^v'-'^i + C^' ^l^L" W=il) ^ . . . ,
dx
A, B, C,..., estant des coefficients à déterminer par la substitution et la comparaison des termes.
Mais pour embrasser une plus grande généralité, je suppose
sin(jc sj— k) ~ w,
-, 4 ^du ,, d'u r.d^u
M=Aw-i-B-7- -hC -j— -f- D -,--+-... , dx dx^ > dx^
et je regarde les quantités A, B, C,... comme des fonctions variables de X, dont il faut chercher la valeur convenable à l'équation donnée.
Je commence par prendre la différentielle de M que je mets sous la l'orme suivante :
dM_d\ dx dx
Je trouve de même
dB
dx
du de dx dx
-hB
d^u dD dx^ dx
d^ju
- dx'" ' dx'
du d'C dx dx'
d'u d'O dx' ' dx'
idk ^ dx-
idC ^-dF
d'u ~dî^
On trouvera de plus par la nature de la fonction w
^~ dx^ dx^ dx* dx^
Substituant ces valeurs dans Téquation'
rf'M m dM. ,--
dx^ X dx
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f t ordonnant Ifrs termes piir rapport à h variable i/. on aura
rfr* r ir ' dx * rfx- x dx ^ ' dx x '
_ ^Ifl ( ^ _ ^ ^ _ _
du ;d-C m dC db iwB
iÉ^-D m rfD _ </C ^'- i i
^~db^ ~ xdi ^di~ rr' \
d'où Ton hreiH les équations particulières
dx^ ~
X dx
m dh d\
dx-
X dx ' dx
di\
m dC dB
~dx^ ~
X Hx dx
<{ui sont tres-aisées à résoudre: dans l'intégration de toutes ces équations, à l'exception de la première, on peut négliger les constantes qui ne MM'viraient qu'à rendre les valeurs des quantités B, C, D,... plus compliquées sans les rendre plus générales. Ainsi /et h étant les deux ronstantes de la première quantité A, on aura
A --/-*-//jr^', B - ~ fx~ hx-'-\
I) - f „. r- ^ - •^^-^' -^ T-TT7 f '"^'•
où la loi de la progression est assez manifeste.
28. Dans ces formules on voit clairement que si m est un nombre pair positifs comm(»nccr par 2, la série des^termes multipliés par /devient
exacte et finie, tandis que l'autre série, qui est toute multipliée par A, va k Tinfini; c'est tout le contraire lorsque m est un nombre paie négatif à commencer de — 4» car dans ce cas la seconde série se termine après un nombre fini de termes, la première allant à l'infini; d'où il suit que, puisque les quantités /et h sont absolument arbitraires, il n'y a qu'à faire A = o dans le premier cas et /= o dans le second, et l'on aura algébriquement la valeur de M en o:, en cherchant celle des coefficients A, B, C,..., dont le nombre est alors limité.
On pourrait au premier aspect former des doutes sur l'exactitude des formules précédentes, par la raison qu'elles ne paraissent pas satisfaire aux cas de m = o et de m = — 2, dans lesquels on sait d'ailleurs que M a une valeur finie.
Pour lever cette difficulté, il ne faut que recourir k l'intégration immédiate des équations qui doivent donner les valeurs de A et de B dans les deux cas proposés ; on trouvera pour le premier
A 1=/, B := o, C = o, ..., et pour le second
k—hxr-\ B = o, Ci=:o;
c'est un inconvénient attaché k toutes ces sortes de formules générales d'intégration, d'être en défaut dans certains cas qui demandent un examen k part.
On pourrait encore être embarrassé dans l'usage des formules précédentes, lorsque /w = ±:i,m = ±:3, m=dz5,..., puisque dans ces cas tous les termes de la série / ou A deviennent infinis, k l'exception seulement de quelques-uns des premiers. Mais il est aisé de se tirer de cet embarras, si l'on fait réflexion que les constantes/ et A étant absolument arbitraires peuvent être supposées tout ce qu'on veut; ainsi il n'y a qu'a faire / ou A égaux k o ou k o x g^, car ce o détruisant celui du dénominateur, les termes qui étaient infinis redeviendront finis et se trouveront de nouveau multipliés par une constante arbitraire g\ ceux au contraire qui étaient demeurés fiqis s'évanouiront par cette supposition; d'où résulte la règle générale, savoir, de ne conserver que les termes qui I. ag
reçoivent une valeur infinie, en les dégageant cependant de Tinfini qu'ils renferment.
Ayant ainsi trouvé la valeur de M, il ne s'agit plus que de poursuivre le calcul de la même manière qu'on l'a fait dans le Problème I; on aura donc do nouveau les deux équations
I //Mr/x -cosf/v'-^*") / UM^o:— v—ë/rsinf/v-^ëif) j ZMdr: substituant la valeur de
M = A sm ix V — /r) H- B -j-^ H- C ^-^ -t- . . . ,
et faisant disparaître les différences de sin(j?v/— i) par la méthode des intégrations par parties, on obtiendra
1 z' s'\n(x \,/—k)dx = cos(t ^— ck) j T sïnix ^— ck) dx
^— ck J i u' sïnix )/'— k) dx = cos{t s/— ck) j \]' sin{x^— k) dx
— ^— cksinit \— ck) j 7J sin{x y/'— k) dx,
où
dBz d^Cz
z' = Az —
Z' = AZ
u' = Xu — U' = AU-
dx dx*
dBZ rf'CZ
dx dx*
dBu d^Cu
dx dx^
rfBU rf'CU dx dx*
Enfin Ton tirera les valeurs de z et de m par les mêmes procédés qu'on a suivis dans les Problèmes I et IL
Je ne m'arrêterai pas ici à examiner la nature des courbes génératrices et la manière de les continuet, laquelle dépend de la valeur de M; il serait cependant aisé de le faire suivant les principes que nous avons établis, mais comme je ne donne ici cette solution générale que comme une simple application de ma méthode, il vaut mieux la simplifier autant qu'il est possible, en y introduisant les fonctions indéterminées (f ^\ ^ comme on Ta pratiqué dans le Problème II. On trouvera donc par c<» moyen les deux équations suivantes :
f/Bz d'^Cz o(x-^t\'c)-^-o{x— ts^:)
dx dx^ 2
rfBa rf'Cw ^(x-\- tylc)'\'^[x'- tyfc)
dx dx^ 2
r 9' ^ X -\- t \c) — o' {x — t sl'c)
qu'il faudra ensuite intégrer pour avoir les valeurs de z et de w; ces intégrations, quoique toujours possibles, ne laisseraient pas que d'être souvent fort eipbarrassantes; c'est pourquoi je vais résoudre le même Problème par une autre méthode moins directe à la vérité et moins lumineuse que la précédente, mais telle qu'elle donnera les valeurs de z et de u en termes finis.
Autre construction de t équation -r- = c -j-^ -+- me -j- -
29. Au lieu de multiplier cette équation par Mdjo, en supposant M une fonction de x, et de l'intégrer ensuite eu égard a la seule variabilité de 07, je la multiplie au contraire par Mdt, où M est supposée une fonction de /, et j'en prends la somme en considérant la seule / comme variable: je poursuis le ciilcul de la même façon qu'auparavant en faisant toujours varier / au lieu de x. Je trouve d'abord l'équation en M
d'où je tire
puis, en supposant / zMdt = s, il me vient Téquation fondamentale
kS =:: C -7— -h me -j— '
dx^ ax
Pour intégrer cette nouvelle équation, je fais - = j, ce qui la réduit
par la substitution à
, d^X V 'w -h 2 ) 6' dy
' dx^ X dx
équation qui, étant comparée à celle en M du Problème précédent, donnera pour la valeur de j la suite
-.du ,,dUi ,^d^u
V W H- B -p- H- C -r-; -i- I> -TT -^- • • ax dx^ dx^
les valeurs des A, B, C,... étant les mêmes qu'auparavant, mais étant transformées par la substitution de /n -h 2 au lieu de — m. A l'égard d(î
la valeur de w, elle sera ici égale à sin(jpi/ 1; il faut observer
qu'elle peut être également cos( a? i/ — \ )•, d'où il suit qu'en prenant deux quantités P, Q constantes a l'égard de x, on aura généralemenl
u — ^sinixt/— 4 ) -f-Qcos( jri/— - j-, donc si on fait
+Q[Acos(yi|)- «E»Bsi„(.^)+ j:c™s(Y-"f)--}
A =/r H- Ajt*", B := — /r» — Ax'-",
D _ _ f (mH-4)(mH-6) (m -^)(^^'— 4) ^._
•^■2.3(m-h3)(mH-4) 2.3(m - i)(m - 2)
où Ton voit que les coefficients des termes de la série / sont les mêmes que ceux de la série h dans les formules du Problème précédent, et réciproquement; donc il suffira d'appliquer aux formules présentes les mêmes remarques qu'on a déjà faites sur les différents cas de m positif ou négatif.
Soit divisée toute l'équation par A, il est évident que, puisque l'on ne doit prendre à la fois que l'une des deux séries, selon que m est positif
B C ou négatif, les fractions y' T'' ' ^^ï*ont toujours égales à zéro lorsque
X =^o\ soit, de plus, lorsque a? = o, Z la valeur de - el U la valeur «le
-1—» valeurs qui pourront très-bien être l'une et l'autre des fonctions de /; on aura, en faisant d'abord x = 0 dans l'équation ainsi préparée,
ensuite, différentiant la même équation et y faisant de nouveau x = o, il viendra
rUM^/=rP^-(l-4-a),
équation dans laquelle a est une constante qui désigne la valeur de -^-^
posant, pour abréger, U au lieu de > on substituera 1 Z^dt au lieu
de Q et -^!:^ / UMrf/ au lieu de P. Maintenant, pour chasser la lettre k
sj— k J
<le réquation, on se servira de la méthode des intégrations par parties (|ui a déjà été tant de fois mise en usage; car, puisqile M = sin {t\ — k), on pent, au lieu de / ZMdt, substituer indifféremment
I rdz , — y ^ I rd^z . , , — r^
;_:^ / -jl^^^^^S-Indt ou -^J -—sin[iy/-kjdi,
en négligeant les termes algébriques qui doivent être supposés d'euxmêmes égaux à zéro; il en est de même de l'expression l UUdi. Ces opérations achevées, on mettra sous les signes d'intégration les sinus et cosinus de œi/ — ;? et on développera à l'ordinaire les produits de ces
sinus et cosinus par les sinus et cosinus correspondants de t\ — A; on obtiendra ainsi l'équation
Or, suivant les principes de notre méthode, on égalera le ^-du premier
membre aux quantités / := et / H- -_ du second: d'où l'on aura / -h ~
se se \e
pour la valeur de t dans les termes multipliés par sin (/—--) et / — -^ pour Iti valeur de t dans les autres termes qui se trouvent multipliés par sin ( / -+- 4r V or, Z et U étant des fonctions de ^ on peut les exprimer généralement par A/ et Tt, ou si, pour abréger davantage, on pose Z -K -L j Vdt == A/ et Z ^ I [jdt = T/, on tirera de l'équation pré-
cédente
= HK'%î)-('-7.)]
Si Ton aimait mieux que l'expression de Z fût composée de fonctions de ce -h t\/c et de X -^ t\/Cy il n'y aurait qu'à faire quelques légères transformations à l'équation finale qui donne immédiatement la valeur de z; mais, sans avoir recours à cet expédient qui est sans doute le plus direct, il suffît de remarquer que l'équation différentielle de z ne contenant que le dt^^ il faut que l'expression de z soit telle qu'elle demeure la même en changeant / en — ^. Soit donc mis dans H formule précédente
— / au lieu de t, à( t -\- ^\ et F ( t — ^\ deviendront
Changeant les valeurs des fonctions A et r, on pourra mettre simplement \{x — t yjc) au lieu de A -^ (^ — ^ \c)\ et r {x -h t\^) au lieu
de r h^ (^ — ^ \c) ; mais il faudra mettre ensuite
V'c-A' (or — / v^c), C'A" (jT — / ^c*j,. . . au lieu de
A' T-L (jr - / vc)1, A'' f-i ( j: - / ^c)\ . . r
et
— V'^ r ( a: -h / v^ëj, cF" ( j: -h / v^c), . . .
au lien de
coiiime il est aisé de s'en assurer avec un peu de réflexion; on aura de cette manière
-h ^[T'{x-^-ts^c)^^'{x- /y^j]
En rapprochant cette formule de celle qu'on a trouvée dans le numéro précédent, il sera facile de déterminer le rapport des fonctions
r(.r--f- ^v^) 6t A (a: — /yc) aux fonctions o{x -\- t\c)-\-—ji''i{x -h/yc)
et c^ (a: — t\c) -_''i/ {x — t\ic).
Cette méthode conduit, comme on le voit, à des résultats heaucoup plus simples que la première, mais elle est aussi moins générale et ne peut a la rigueur être employée que dans l'hypothèse que toutes les valeurs de s, qui répondent à différentes abscisses x dans un même instant, soient liées entre elles par la loi de continuité. Ce n'est que d'après la première solution qu'il sera permis de prendre pour r et A des fonctions (fuelconques, régulières ou non.
Des oscillations d'un fluide élastique renfermé dans un tuyau défigure
conoidale quelconque,
30. Soit imaginé tout le fluide partagé en une infinité de tranches perpendiculaires à l'axe, dont ja largeur variable soit exprimée par X qui désigne une fonction de la partie correspondante x de l'axe; il est clair que, si l'on suppose que les tranches conservent toujours leur parallélisme et que :; soit l'espace infiniment petit parcouru par une tranche quelcon-
que Xdr dans le temps /, cette quantité Xdx deviendra
rfX \ , , , . ^- , d\
X -¥- —T-z \(dx -\- dz)-= \dx -h —r-zdx -f- Xrfz
en supprimant les infiniment petits du second ordre; donc, sic désigne l'élasticité du fluide dans son état naturel, l'élasticité du fluide contenu dans la tranche Xdx sera, après le temps /,
\dx
\dx -\ — j— zdx -h\dz dx
I dz d\ \
^'y^THc-xdi'r
en négligeant ce qui se doit négliger. La différence de cette expression . prise négativement donne Texcës de l'élasticité d'une tranche quelconque sur celle qui la suit immédiatement; donc, si on multiplie cet
excès par la largeur X -h -4- z de la tranche et qu'on divise ensuite par
la masse Xctr, on aura la force accélératrice qui tend à faire parcourir l'espace z\ donc l'équation du mouvement du fluide sera
d'z [d'z \dx' ]
{^■^ dx'
dr-''\da:' ' dx )
qui se réduit, par la supposition de z infiniment petit, à
dx /'
Telle est l'équation générale, mais jusqu'à présent je ne connais encore que quelques cas où elle soit constructible; ce sont ceux qui peuvent être compris dans la solution du Problème III, c'est-à-dire où l'on a
;^^jj- = ~ ou bien X = haf', ce qui donne un conoide formé par la révolution d'une parabole ou d'une Hyperbole quelconque. On aura donc, dans cette hypothèse.
équation intégrable exactement toutes les fois que m sera un nombre pair positif ou négatif '28^; dans tous les autres cas la valeur de z sera exprimée par une suite infinie.
Soil m = i, on aura le cas du ProMème H, et la formule du n" 28 «lonnera
dxz o X -Ji- t \c -{- o' X — t \c. •! .r -f- / \ c ; — *v x — i \c
(MX 9. 9. \C
i-e qui s'accorde avec ce qu'on a trouvé dans le n^20: de plus, la formule (h\ n^ 29 donne
_ y^^-^l\ ^-^- l(x — t xcj _r_ -r-^ t se, -h y X — i \c_
ce qui s'accorde encore avec le n*^ 21 .
Si on fait m = i, le conoide sera formé par la révolution d'une parabole Apollonienne autour de son axe, et la valeur de z ne pourra être donnée que par des séries.
31 . ScoLiE. — Si le tuyau avait une figure plane, l'équation précédente aurait encore lieu, et le cas de m = i appartiendrait à un tuyau triangulaire; ainsi l'équation
dt^ ~^\dx' "^ Ux
pourrait servir à trouver les lois de la propagation du son dans un plan, et c'est dans cette vue que M. Euler me fit l'honneur de me la proposer dans la même lettre dont j'ai fait mention 16). En faisant usage de ma nouvelle méthode, je reconnus bientôt que cetle équation n'était pas intégrable exactement, mais qu'on pouvait la rendre telle en donnant au
terme -r- le coefficient 2. Voilà ce qui m'a conduit à l'hypothèse des
ondulations sphériques que nous avons examinée au long dans le (Chapitre précédent, hypothèse qui est d'ailleurs beaucoup i)lus conforme à
la nature que celle des ondulations simplement circulaires. Je iis part à M. Euler des changements que j'avais faits à son hypothèse et des résultats qui m'en étaient venus, dans une lettre de la fin de décembre i7'>9; mais j'ai vu depuis avec beaucoup de plaisir que ce savant Auteur en avait déjà fait de même, et était parvenu aux mêmes conclusions que moi sur les lois de la propagation des ébranlements de l'air dans une sphère. {Voyez son Mémoire imprimé dans le tome II des Miscellanea Taurinensia, à la tête de ces Recherches. ,
32. Supposons maintenant le tuyau d'une longueur donnée a, et bouché à ses deux extrémités; il faudra que la nature des fonctions 1' et A (29) soit telle, que z s'évanouisse aux points oii a? = o et .r = a, quel que soit d'ailleurs le temps t. Par un r^iisonnement semblable à celui du n® 23, on trouvera pour la première de ces conditions
ce (|ui apprend comment la fonction A doit être contintiée du côté des abscisses négatives; pour satisfaire ensuite à l'autre condition, faisons
r(aH- /v/ë) = T, ^ia-' t)Jc) — B, et soient a, jS, y,... les valeurs des quantités— » -» -?• -9 lorsque a* = «;
on aura
dt c dt^
se Soit maintenant
on aura
T.rz-6+r,
ô dr y d^r 2Ô dB
' fcdt ^ c dr ^ ^c dt ^- •'
l'intégration de cette équation sera toujours possible. Soient a\ a", «"',... les racines de l'équation
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h valf'ui' (\ey s<M'a (\e h forme suivdnle :
F, G, H,... désignant des eonslantes à déterminer par la substitutitm el la comparaison des termes.
Si la quantité j était égale à zéro, il est évident que les courbes génératrices, qui représentent les fonctions T et A, ne seraient qu*un assemblage de branches toutes égales et semblables à celles qui répondent à la portion a de l'axe; ainsi il ne serait pas difficile de comprendre que le système des particules reprendrait toujours sa première position après
chaque intervalle de temps égal à -^^ or, pour que ce cas puisse avoir
lieu, il suffira que le coefficient /3 et tous ceux qui multiplient les différences impaires de v soient nuls, c'est-k-dire que la valeur de :;. soit telle, qu'elle ne renferme que des différences paires des fonctions r et A, ou au moins que leurs coefficients s'évanouissent en posant ar = a. Ces conditions ne pouvant avoir lieu dans notre cas, on en doit conclure que les oscillations des particules de l'air contenu dans les tuyaux donnés changeront continuellement et ne reviendront jamais les mêmes, si ce n'est par une espèce de hasard dépendant de la nature des prem/ers ébranlements. Je dis par une espèce de hasard, puisque je suppose que ces ébranlements soient quelconques; car on pourrait d'ailleurs les supposer tels, que le système fut toujours soumis aux lois de Fisoehronisme : c'est ce qui est connu de tous les Géomètres; mais nous aurons dans la suiU; occasion d'examiner cette matière plus à fond qu'on ne Ta encore fait.
Des vibrations des cordes inégalement épaisses.
33. Il est facile de voir que Téquation pour le mouvement des cordes tendues qui sont d'une épaisseur variable sera de la même forme que celle qu'on a donnée [Rech. préc., XII), avec cette seule différence que la quantité c devra être regardée non plus comme constante, mais comme une variable exprimée par quelque fonction de x. Conservant donc les mêmes noms, et supposant X une fonction donnée de x, on aura
d'X ^ y d'y dt^ djT'
Soit, dans un cas particulier, je fais
et prenant ds pour constante, je trouve, après les substitutions et les réductions convenables,
d'z _ (?. — nyh i d
dt- 4 \ ds^ /j — 2 ds / ^
équation qui est dans le cas du Problème III. Donc, si on suppose
n— 4 {9 — nfh
et qu'on substitue s au lieu de x dans les formules des n""* 28 ou 29, on aura la valeur de z, laquelle étant ensuite multipliée par s donnera celle de j^ en X et en t, où il n'y aura plus qu'à remettre, au lieu de s, sa valeur en X tirée de Téquation de supposition
De là il est évident que j aura une valeur finie et exacte toutes les fois
que — — -^ sera un nombre pair positif ou négatif; c'est ce qui arrivera
lorsque n = ^ "*? a étant pris pour exprimer un nombre quelconque
entier; dans tous les autres cas la série ira a Tintini. Au reste, soit qu'on trouve pour r une valeur exacte ou non, les vibrations de la corde ne seront jamais isochrones, excepté dans le seul cas de /i = o, qui est celui d'une épaisseur uniforme ; car il est visible que la corde étant supposée fixe à ses deux bouts, on aura les mêmes conditions à remplir que dans le n^ 32; donc les conséquences en seront aussi les mêmes.
Le défaut d'isochronisme dans les cordes inégalement épaisses les rend incapables de produire un son fixe et appréciable à l'oreille; aussi les artistes les rejettent-ils toujours et les nomment-ils commuoémeut cordes y«w^5e^, par la raison qu'elles ne peuvent jamais s'accorder parfaitement avec les autres.
Otte observation peut servir, ce me semble, à démontrer l'insuffisance de la théorie de M. Taylor sur les vibrations des cordes; car il est visible que, quelque inégale que puisse être une corde sonore, elle devrait cependant faire toujours des vibrations de même durée, si la figure qu'elle prend d'elle-même ne pouvait être autre que celle qui convient à l'isochronisme, tel que cet Auteur le suppose.
Au reste on pourra toujours résoudre l'équation générale
d'y d^r dv- "" dx^
directement par ma méthode, toute la difficulté se réduisant à l'intégration de l'équation en M
dx' Les cas les plus connus de l'intégrabilité de cette équation sont^ceux de
n étant égal à i^^-- , que nous avons examinés précédemment; il peut y en avoir d'autres, mais il serait trop long de les examiner ici.
Des oscillations (Vune chaîne pesante,
34. Ce Problème étant célèbre parmi les Géomètres, je crois pouvoir me dispenser de donner l'analyse par laquelle on trouve que la force accélératrice de chaque point de la chaîne est comme la somme des angles de contingence depuis le sommet, moins l'angle de contingence multiplié par le rapport du poids total de la portion inférieure de la chaîne au petit poids dont ce point est chargé. Soient donc> la longueur d'une partie quelconque de la chaîne, à commencer par le bout inférieur, \dx la pesanteur où dœ est la masse de la portion infiniment petite, et y l'espace parcouru horizontalement dans le temps /, on aura
l'équation
d'^y _ dy f\dx d\y' ~ itt' ~ " dx \ dx^
Or, soit X =/^. on aura
et faisant il viendra
f\dx
d^z h \ dz ^ aA\
équation réduite à notre formule générale, et qui aura une solution tixacte toutes les fois que 2/1 — i sera un nombre pair quelconque, c'està-dire que n = -^ Dans le cas où la chaîne est d'une pesanteur uniforme, on a n = o; ainsi m sera égal a — i dans les formules du n*" 27, et l'on trouvera quejes deux séries, dont l'une est toute multipliée par/ et l'autre par A, reviendront précisément à la même.
Soit / la longueur de la chaine, on aura dans le point de suspension
,v = --==•, donc, ce point étant supposé, fixe, il faudra que z y soit égal h zéro, d'où Ton retrouvera les mêmes conditions entre les fonctions
r{a -\- t\'c) et a(« — t\c) que dans le n^ 32. Maintenant, puisque la chaîne est libre dans tous ses autres points, il est visible que ce serait mal à propos qu'on supposerait j = o lorsque œ = 6, mais il faudra remplacer cette condition par celle-ci
car il est naturel de penser que la courbure de la chaîne doive s'évanouir à son extrémité inférieure, par la raison qu'il n'y a ici aucun appui à l'action des parties supérieures. Or
d\^ dx
y II' i d'z ^ dz .^ \
d^'i' donc, lorsque s est zéro ou simplement infiniment petit, ^ se réduit
a -7— et par conséquent on aura de même ici :; = o, lorsque s = o, et
r{t\c) -h ^{— t\c) = o, comme dans le numéro cité,. Au reste, ce Problème étant absolument analogue aux précédents est susceptible de remarques semblables. Je me contenterai simplement de faire observer que si l'on voulait le résoudre directement par notre méthode générale, on parviendrait, après les opérations ordinaires, à cette équation en M,
■ MfXdx
dx"" dx
qui est constructible par les méthodes connues dans le cas où
\ = hx ^ ;
il faudrait ensuite déterminer la quantité k avec les autres constantes
de M, par la condition
M f\dx MfXdxdy \ • ,
-^\— Ihc -dx — y -^ ^y = ^'
ou bien
M l\dx dy d}\ l'Xdx ^, / f ^. , • ^/\
lorsque x = aeix = o. Or dans le premier cas, y étant lui-même égal à zéro, il suffira que M le soit aussi; dans le second il est clair que toute
la quantité s'évanouira d'elle-même à cause du facteur / Xdœ qui multiplie tous ses termes; cependant on supposera toujours M = o, afin de terminer la suite des points mobiles au bout inférieur de la cbaine.
35. ScoLiE I. — Par les formules données dans ce Chapitre, on peut résoudre le Problème du n^ 61 de l'excellent Traité de la résistance des fluides, de M. d'Alembert, d'une manière peut-être plus analytique que ne l'a fait cet Auteur. Voici en quoi consiste ce Problème : il s'agit de trouver deux quantités A et B telles, que kdx -h Hdz et zHdx — zXdz soient l'une et l'autre des différentielles exactes. Pour rendre la question plus générale, je me propose de rendre exactes les deux différentielles adt -\- pdx, af^dt -h hx^ocdx; soit la première égale à ^^ et la second** égale à dq, on aura
donc
-^, 3-^, ^3-^ï, hva-'^-
^dp ^dg^ /,^«^^^.
dx dt dt dx
Je différentie ces équati^ons en faisant varier x seul dans la première et
/ seul dans la seconde, et je compare ensuite les deux valeurs de -j—jft ^ j'ai
dx^
dx (In
savoir
, d'^p d^p m du
(IP dx^ X dx
équation qui pst, comme on le voit, susceptible de notre méthode; en suivant cette méthode, on trouvera d'abord Téquation en M
, ^, rf'M X
kMx"-^ = -j m -j~,
dx* dx
qu'il fnur intégrer avant d'aller plus avant. Pour cela je fais
et supposant
u rrz , v- — ( « -h mu ) V -^ mu- =^ o.
je trouve, après les substitutions et les réductions,
i ^x '^'N 2i' — u — mu -4- I dy
équation qui se rapporte à celle du n^ 27. On voit donc par là que Téqua-
tion en M sera constructible exactement par nos formules toutes les fois
que 2{^ — u — mU'hi sera un nombre pair quelconque; le reste du
calcul n'ayant plus de difficulté, on trouvera pour la valeur de p une
expression exacte et tînie, composée de fonctions très-générales de ce et
de t. Si n =zm, alors on a m = i, et l'équation qui donne la valeur de c
devient
d'où Ton tire
i' r= I ou v — m ;
dans le premier cas, le coefficient 2v — u — mu -h i devient égal à 2 — m, et dans le second égal à m; or, dans le Problème de M. d'Aleml)ert, on a m = I , d'où l'on voit que ce Problème n'admet point de solution exacte, au moins suivant ma méthode; cependant, si l'on veut se contenter d'une solution seulement approchée, on pourra y parvenir immédiatement par les formules du Problème IIL car si dans l'équation
dr- dx^ X dx
on fait
x—sr, p — qsr,
et qu'on suppose les valeurs ueiv déterminées par ces équations
i'^ -h ( y. — w -h mu ) i' -h mu — w -h i — o.
ET LA PROPAGATION DU SON. iW
il vient
bu' —r^- — — r-i -+- ( ?. i' — « -4- I -*- mu ) -y- j dl' ds^ ds
équation qui a la même forme que celle du Problème cité, et qui par conséquent est susceptible des mêmes solutions. Lorsque m = /i, on a // = I et r = — I ou (^ = — m; la première racine rend le coeflicient
de -T- égal à m— 2 et la seconde le rend égal à —m, ce qui conduit aux
mêmes conclusions que plus baut. Au reste, il est visible que le Problème présent renferme dans sa généralité tous ceux dont nous avons traité dans ce Cbapitre.
ScoLiE II. — L'équation
, ^ d'M m dM dx' X dx
étant transformée par la substitution deyi*"^'^ au lieu de .r, devient
ou faisant ensuite M = é^'\
ds • ( I -h /w )
qui est Téquation même de Riccati. Les formules trouvées dans la soluticm du Problème III donnent, comme on le voit, une construction générale de cette équation: mais il faut remarquer que ces formules ne sont encore que des cas particuliers des intégrales complètes, qui résultent de la supposition de quelques constantes égales à zéro; pour les
compléter on joindra a la valeur déjà trouvée de v la quantité --. — ^^^ . ? ce qui est facile à démontrer.
CONTINUATION UK8 RECHERCHES SUR LA PROPAGATION UU SON
^ I. — De la propagatUm du son y en supposant que les ébranlements des particules de rair ne soient pas infiniment petits.
37. Quelque naturelles que paraissent les hypothèses que nous avons examinées dans le Chapitre III, elles donnent cependant la vitesse du son moindre que la véritable d'environ i63 pieds par seconde, comme on le peut concîlure des n*^ 12 et 26. Cette différence est sans doute assez considérable pour ne pas être attribuée aux erreurs des expériences qui servent d'éléments à notre théorie, comme j'étais porté à le penser quand je donnai mes premières Recherches sur le son (LVII); mais quelle pourrait donc en être la cause? M. Euler a cru la trouver dans la supposition des ébranlements infiniment petits, sur laquelle on a jusqu'ici fondé les calculs de la propagation du son [voyez son Mémoire : Recherches sur la propagation des ébranlements dans un milieu élastique, Miscellanea Taurinensia^ t. II), Cette conjecture est plausible, mais je doute qu'en l'examinant à fond on la trouve aussi satisfaisante qu'elle le parait d'abord. Pour en apprécier la valeur, voici la méthode que j'ai imaginée.
PROBLÈMES PRÉLIMINAIRES
38. Problème IV. — Construire Inéquation (^) =^ (7~i) "^'J' y étant une fonction quelconque de x et de t.
Je la multiplie par Mdx, je l'intègre, et j'opère à l'égard des termes / 'TIF ^^ et c / -7^ Mfltr, comme dans le Problème I; je parviens
ET LA PROPAGATION DU SON. iW
ainsi k cette équation en s,
-j- ■=! chs -h 1 Mjrdx :
par les mêmes procédés je trouve l'intégrale
s-h ur=\ef'-h ixef ie^ dt j Mjc/^,
d'où résultent les deux équations
i /'zMrfx-cosf/v^-^) rZMrfj:-h^^5-^^^ {\) < H ^-—e'y/^^ Ç €-*>!'* dt ( Mrdx
f ^.e-'V^ \ e'S'^dt / }iiydx,
{ i uMdx = cos{ts/—ck) j UM dx — y/-^^ sin (/ v^— ck) ( ZMdx (B) > -h i-e'V'* Çe-'^'^di I Mfdx
[ -4- ^e-'S'^ fe'^'^dt JMydx,
Or, puisque M = sin (j? y — ^), il laut, pour pouvoir chasser la (|uanlilé k des équations précédentes, réduire lous leurs ternies, en sorte que cette quantité k ne se rencontre que dans des fonctions de la forme de sinpa?) V-— ^|. (^j marquant une fonction quelconque de .r et /. Les termes qui renferment / ZM^, i UM<£r étant les mêmes ici que dans
le Problème I, ils se ramèneront k cette forme par les réductions enseignées; ainsi toute la difficulté se réduira aux termes affectés de deux signes d'intégration et provenant de la quantité y. Prenons d'abord le terme
-_^^vS j t,-'S^dt j Mydx, 2 \'ck J J
et roinmençons par faire disparaître la quantité k du eoefficieni — =• Pour cela, soit changée l'intégrale
I M>rf^= I ^\\\' X \ — k , ydx
»'ii son équivalente
sin ' X \ — k i ydr — \ — I, i ros x ^^ h ,dx j rdx:
cp qui donnera par la substitution, et en effaçant le ternie sin (ic\ — X:) j ydx à cause de sin Ix v — >t) = o au premier et au dernier
point de l'intégrale / M v^.r, la transformée
— ^'_— _é»'N^ I e-'<^^dt 1 cos xx^/*,dx j rdx.
Posons, pour abréger, I vcfer = Y, et mettons au lieu de cos(a:\ — k) sa
valeur exponentielle -(V^^ -h é'"-'^*): transportant le signe d'intégration qui regarde x au devant de celui qui regarde t ce qui est permis a cause que la quantité e*'^*'^, qui est entre les deux signes, est une quantité constante à l'égard de x,, on aura
—A^—.e's'^^ fdx fe^'-'s'^<^\dt-\ ^_^ ^V^ T^^ fe- ('-^'N'H^Yrf/.
Soit fait X— i\c=p, x -h i\'c = qn et soit nommée P la fonction de / et de j9 qui vient de la substitution de p -h t\c slix lieu de x dans la quantité Y', et Q la fonction de / et de y qui vient de la substitution de (j — t\c au lieu de x dans la même quantité Y; en prenant, au lieu des variabJes / et x, les nouvelles variables t et p. et / et y, on changera les deux expressions intégrales
Ç dx Cei'-'\^)>/*Ydt et fdx fe-t'-^^N'^lx* V
dt
ET LA PROPAGATION DU SON. iW
en celles-ci :
fdp feP>fi?dt el / dq Ce^^^^Qdt,
(|ui ont les mêmes valeurs, quoique sous des formes (lifFérentes. Dnns ces dernières expressions, les intégrations j ef'^Vdt et 1 (T'f^'^Qf/f devront se faire en variant seulement /; donc, si on suppose que les intégrales / Vdt et j Qdt soient prises avec cette condition, on aura
eP\^ fvdi el ^î^V* I Qdt,
re qui donnera les transformées %
feP\^dp fprf/ et Ç fr~i^dq fijdt,
dans lesquelles il faudra faire maintenant Z' et ^ variables, et / constante; or. à cause que les quantités i Pdt et j Qdt ne contiennent point de .x,
il est visible qu'il reviendra au même d'intégrer e^^'^dp j Vdt et
e-'f^^dq j Qdi^ eu supposant p eiq seuls variables, et de remettre après
rintégràtion, au lieu de p et y, leurs valeurs x — lyc et a; -h i\e, que de restituer d'abord ces valeurs à la place de p el de g, et d'intégrer ensuite en faisant varier .r ; d'où il s'ensuit qu'on aura
j dx j #?'* 've 'vi^Vrf/ =z f dp I eP>t^Vdt =_ \ ^'-'V<^ W*//jr ^ P<//,
Par conséquent la transformée cherchée du terme __L_^vS i er^^'^di j Mydx
deviendra, après toutes les substitutions.
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l»<|iip||e, en mettant hors des signes d'intégration la quantité exponentiel k e-'^""^ . qui est constante à Tégard de jt, se réduit plus simplement à
( (e'^^dx fvdt -^ Ç^^'dx fodi)
Par des opérations et des rédurtions semidahles on changera encore l'autre terme
— =.e-'\^ I e'^'^dt i Mr//x
en
^ J_ _ ( 1 e'S^dx JQdt - j\-'s^dx I Pdi),
donc, en retranchant la transformée du second terme de celle du premier, on aura
— --' fp'xï-e-'^* I fvdi - fQdt]dx
= f—^( fodi - i¥dt]s\n xs^^.dx.
Substituant cette expression dans Téquation A ., et égalant entre eux tous les angles multiples de \ — it, suivant les règles de notre méthode, on trouvera pour la valeur de z les formules qu*on a déjà trouvées dans
le Problème I, jointes avec la quantité —^ ( I Qdi — j Pdi)-
Après avoir ainsi trouvé la valeur de s, il ne sera pas difficile de déduire celle de u de l'équation (B,. Pour cela, comme dans cette équation
les termes qui renferment v sont exempts du coefficient —;=t on y mettra
d'abord, et sans aucune préparation, à la place de M sa valeur exponen-
tielle = — i ensuite, faisant des observations et des réductions
analogues à celles que nous avons faites précédemment, on trouvera que, si P' et Q' sont pris pour exprimer les valeurs de y après les substitutions de p-h i\c et de y — t\c au lieu de «r, les termes dont il s'agit
deviendront ' / ( / P'rf/ -f- / Q'dns\n{x\/'-i) dœ; par conséquent l'expression de u renfermera, outre les formules trouvées à la fin du n® 6, encore celle-ci, - ( 1 P'rf/ -h / Q'rf/ ]•
Corollaire. — Donc le terme y ajouté à l'équation
'dn "^dx^
produit dans les valeurs de z et de w une augmentation qu'on déterminera ainsi. Soit intégré ydœ, en ne faisant varier que x, et l'intégrale
trouvée | ydx étant multipliée par dt soit intégrée de nouveau, en supposant d'abord x -h tyjc constant et i seul variable; puis, en supposant X — ty/c constant et t seul variable, retranchant cette seconde intégrale de la première et divisant la différence par 2\'c, on aura ce qu'il faut ajouter a la valeur de z. Ensuite soit intégré simplement yr// d'abord, en traitant x -h t\'c comme constante et / comme variable, puis en traitant X — t\c comme constante et t de même comme variable; la somme de ces deux intégrales divisée par 2 sera l'augmentation de la valeur de u.
39. ScoLiE I. — Dans l'excellent Traité de la cause des vents de M. d'Alembert, on trouve à l'article 87 une méthode fort simple et fort ingénieuse pour rendre complètes ces deux différentielles,
xds -h ^du et oxdu ■+- v^ds -f- dul(Uy s) -h dsT{u, s).
Le Problème se réduit à celui que nous venons de résoudre, car, en supposant la première de ces différentielles égale à dp, on trouve « = -^ **t
^ = -£.. mais, pour que la seconde différentielle soit exacte, il faut que
d[ox -h A(/i, 5)] _ </[v^ -hr(a, sj\ ds du
ce (|ui donne, en substituant et différentîant,
d^p d^(u,$) ___ d^ dT(u,s) ' ds^ ds ^ du^ du
équation qui reviendra au même que celle du Problème précédent, si Ton pose z au lieu de/?, t au lieu de 5, x au lieu de i/, c au lieu de ^ et
y au heu de - — \ ' ' -r^-^ •
p L a w ds \
Si d'un côté la solution de M. d'Alembert est plus simple que la nôtre, de l'autre elle parait insuffisante pour les cas où les valeurs de /> seraient prises à volonté lorsque j = o; et c'est précisément dans ces cas que rentre la question qui est l'objet du Problème précédent. Au reste, si l'on introduit dans notre solution, au lieu de Z et de U, des fonctions indéterminées, on en tirera des formules analogues à celles que M. d'Alembert a trouvées par sa méthode. Il est vrai que nos formules se présenteront sous une autre forme que celles de cet Auteur; mais la comparaison n'en sera pas difficile et ne demandera d'ailleurs qu'un peu d'adresse de calcul; c'est pourquoi je ne m'y arrêterai pas.
40. ScoLiE II. — Ce savant Géomètre a encore rendu l'usage de sa méthode plus général en l'appliquant à déterminer les quantités « et |5 par les conditions que
xds-h^du 01 padu -h p^du -hy^ds -h mads -h duJ^(u, s) -h dsT(n, s)
soient Tune et l'autre des différentielles complètes. Faisant
ads ■+- ^du = dq,
et substituant dans la seconde différentielle les valeurs de « et ]S en q, on trouvera par les conditions de l'intégrabilité l'équation suivante :
d'à d'à dA(u, s) d^q d^q dT(u,s)
ds^ '^ dsdu ds ' diû duds au
qui peut se rapporter à cette forme,
d^z _ . d^z rf^^
~dP ~ ^ûdi^'dx^ ■^*^'*
Quoique cette équation soit étrangère à la matière que nous traitons, je crois qil'on ne sera point fâché de voir comment notre méthode s'y
applique. Je commence ici par supposer -^ = m, et je décompose par ce
moyen l'équation proposée dans les deux suivantes :
dz du . du d^z
je multiplie la première de ces équations par Ncte et la seconde par Mfi£r, je les ajoute ensemble et j'en prends l'intégrale en faisant évanouir par des intégrations par parties les différences de :; qui naissent de la variabilité de .r; j'ai
JLm* m« dz dM
-h oMu -h cm -7 c—r- z.
dx dx
Négligeant ces derniers termes algébriques qui disparaissent d'euxmêmes, dans la supposition que z et M soient égaux à zéro au premier et au dernier point de l'intégrale, et comparant terme à terme, on aura
dx^ dx
d'où l'on tire
dx dx^
m et n étant les racines de l'équation
I -h 6r — cy^ = o
Or, M devant être égal à zéro lorsque a? = o et ar = a, on aura
B -- — A cl e"^ — e»*«=T=o, ce qui fournira une infinité de valeurs de k\ on aura donc
M — er'" — e'*^'.
et par conséquent
N = ck (m} er^' — n^e^).
Soit maintenant
/ (Nz -h Mu)dx — s, notre équation deviendra
— =: ffs -^ I My^dx ;
d'où Ton tire, en intégrant et conservant les noms que nous avons employés dans tout le cours des Recherches précédentes,
A N z -h M M) rfo; = e*' A NZ -h MU ) rfa: -h éf*' je-^^dt j Mydx,
Or, la quantité N étant multipliée par un coettîcient t, pour le laire disparaître on changera les intégrales
^zdx K / Kldt en
en négligeant les autres termes qui deviennent nuls à cause que s et Z disparaissent quand a- = o et ^ = a; substituant donc les valeurs de M
et de j Ndœ, on aura
I lu — cm -r-\ e^'dx — j ( " ~ ^*'* ;7~ ) f!*"dx
= Ç({]-cm^\ eC-'^Oàdx - r( U - ^•'» ^ ) eC'-^'^^dx
-+- e*' / e~^'dt I e^\rdx—e*' j er-^'dt j e'^'ydx.
Soient P la fonction de p et de / qui vient de la substitution de p au lieu de mx — / dans j, et Q la fonction de gr et de / qui vient de la substitution de gr à la place de na? — / dans la même quantité/; les deux
derniers termes de la formule précédente se changeront, selon, ce qui a été enseigné plus haut, en ceux-ci :
Maintenant, puisque m est supposé différent de n, il est clair que les quantités exponentielles ^*'^, e^''^ et gî"'^^-'^*, ^{nx-^tjk ^^ sauraient jamais devenir égales; donc il faudra nécessairement décomposer l'équation en deux, afin d'en chasser la quantité k; par ce moyen, on trouvera, en retenant les expressions employées dans le Problème I,
dz (,, dZ\V~^n) r
M — c/M -1— = I U — cm -j— I -h I vaty
S'il arrivait que n=^m, alors, la première de ces équations demeurant la même, on ne ferait qu'augmenter n d'une quantité infiniment petite a, c'est-à-dire on supposerait /i = m -h a, et, ôtant la première équation de la seconde, il viendrait, après avoir divisé par «,
dx \_dx dx 6*m'J j dp cm}
Si n était infini, ce qui arrivera lorsque c = o, alors on aurait aussi en = o, et la seconde équation deviendrait
M = U(')H- / Qdi.
Si l'on veut maintenant comparer les résultats de cette solution avec ceux de M. d'Alembert, on prendra pour
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(\ffy fonctions indéterminées de ;r et de ar » et faisant les substi-
tijtions et les réductions nécessaires, on trouvera pour a et ]S des formules analogues à celles que cet Auteur a données. Quoique j*aie fait tous les calculs que cette comparaison demande, je ne les insérerai point ici pour ne pas pass^.T les bornes que je me suis prescrites dans cette Dissertation.
41. Problème V. — Construire l'équation -7— =c-j—^ -h c-j h v.
En suivant notre méthode, on parviendra aux mêmes équations ■ Ay et B^ du Problème précédent, avec cette seule différence que la quantité M sera maintenant égale à
sin x\— Il — .r \ — A ros x \ — k,
comme dans le Problème II, ce qui rendra l'expression 1 Mvdar composée des deux termes
sin -x \
\/— k ydx — \ — k I cos^x y— /» ,yxdxx
on aura donc dans Téqui^tion ' \,
.--. j Mydx= — =, I sin^x\ — kjrdx -^ ^— r=i / cas x^— k nxdx
= — ^ -^3^ 1 ros -x V— /» ' 1 I y^dx -4- xr ) dx^
en réduisant le premier terme, comme on Ta fait dans le Problème précédent. Il faudra pourtant observer que l'intégrale j rda- soit prise de manière qu'elle s'évanouisse lorsque ac = q, afin que le terme
sin (jT y-— kjfrdx
que nous négligeons s'évanouisse de même. Supposant donc maintenant j yd,r -h^ xy = Y, et faisant les autres observations et réductions suivant les principes établis dans les Problèmes II et IV, on trouvera que la
valeur de z\ savoir de z -h -^— » du n" 20, devra être ici augmentée de la quantité
On tirera de même de l'équation (Bj la valeur de u!\ mais on pourra s'épargner la peine de ce calcul, en cherchant, d'après la valeur trouvée
de z\ celle de -^ = u! .
Usage des Problèmes précédents,
42. Examinons d'abord le cas d'une ligne physique d'air; il est facile de trouver que l'équation rigoureuse du mouvement des particules sera
dz d^z
d^z dx l dz \ dx^
dt^ (ix \ dx)
I dz \ dx^
('■^Sï ='■ Tz
'^di
car la portion du fluide, qui dans l'état d'équilibre occupe l'espace dar, après le temps t remplira l'espace da: (i-h -i-\j ei son élasticité sera par
conséquent diminuée dans le rapport - -,-% donc la différence d'élas-
dx ticité des deux particules adjacentes s'exprimera par
dz dx
donc, divisant par la masse dx de la particule intermédiaire, on aura la force qui tend à la mouvoir; donc,' etc.
Je réduis la fraction -,- en suite. par une division infinie: il vient
dx
dx \dx)
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j*aurai donc, en substituant,
d^z d-z dz d'Z idz y d^z
dr ' djT' dx dx^ \ dxj dx-
Or, si on suppose ^f£r infiniment petit par rapport à dar, il est elair que
d^z le second membre de cette équation se réduit au seul terme c-j—^ et
qu'ainsi Téquation
d'Z _ d'Z ~dF — ^ dx'
donnera une valeur de z qui pourra être regardée comme exacte; c'est le cas que nous avons déjà traité. Mais, si on suppose seulement z fort petit et cependant fini, l'équation
d'Z _ d'Z ~df ~^dx''
ne donnera plus qu'une valeur approchée de :;: on substituera donc <ette valeur dans les termes
dz d'Z .dz v' d^ dx dx' y.dx) dx'
qu'on avait négligés, et intégrant l'équation par la méthode du Problème IV, on aura une valeur de z plus exacte: on substituera de nouveau la valeur de ;; ainsi corrigée, et l'on en tirera une autre encore plus exacte que la précédente; en opérant ainsi de suite, on approchera toujours de plus en plus de la valeur de z.
Or si, pour faciliter le calcul, on introduit les fonctions indéterminées dans notre solution du Problème 1, on a pour la première valeur de z
z :^ 9 ( jr -f- / ^ r ! -h 'iff' X — i sc ,;
maintenant il faut supposer
dx dx' ~^ ^ K^^-^J dx'
dz d^z I dz y d'Z
dx dx' \ i '
ce qui donne
en négligeant les termes suivants qui doivent être regardés comme infiniment petits d'un ordre plus élevé; on aura donc
P= C<p'»(/; -h 2/ v^) ~C(^' ip -1-2/ yVj ^'(p) C^'^p),
Q = — -c(?"{q) — co'(q)^\t'{q — 7j)/c) — icv}^" (g — 2/ ^ rj, et par conséquent
I Pfii z=~ le I (^''(p-h^tscldi— —(?(p-h2ts/c)^'(p)- -cl^"(p), j Qrf/rzi- Lcio'^(q)^ )!jL^'(q)^{q^^tfv)— -c Ç ^'^{q ~ ityjl) dt.
Que (y) dénote la valeur de l'intégrale / y'* {p H- 2t\;c) dtyjc, et {^)
celle de l'intégrale / ^''^ {q — 2t\c) dtyjc, on troUxVera, après avoir restitué au lieu de p eide q leurs valeurs,
J^Qdi-pdt ^x - ^^„ ^^ _ ^ ^-^ _ ^„ (^ _^ ^ ^,^.^j
-^- -T^[x — t y cj 9' (jF H- / yrj
quantité qui devra être ajoutée a la première valeur de z.
Pour voir maintenant combien cette correction peut influer sur la vitesse de la propagation des ébranlements, on observera que les fonctions 9 [x] et 'I (x) doivent être telles, qu'elles soient toujours égales à
zéro, lorsque les abscisses x ne sont pas très-petites (4) ; d'où il suit que pour la propagation du côté des abscisses positives x, il ne faudra retenir que les fonctions Ae x — tsjc ou de y — it yc; on aura donc
Or, en supposant la valeur de '| {x — t\c) très-petite, ^'^ {x — t\'c) sera un infiniment petit du second ordre, et f tfj sera aussi du même ordre à très-peu près, à cause que la fonction ^{x — t yc) n'a de valeur que dans une fort petite étendue de Taxe; mais t\c devant être k peu près égal à r recevra ujie valeur considérable, donc le terme ('i^j s'évanouira auprès du terme /yr^j^'^ {x — t\/'c), et la valeur de :; se réduira à
Le premier terme ^{x -^ t\jc) donne, comme il est facile de voir et comme on l'a démontré ailleurs, la vitesse de la propagation égale à yc, et il est clair que cette vitesse ne peut varier k moins que la quantité \c ne varie de même; supposons donc \lc-\- a, au lieu de yc, a étant une quantité assez petite, on aura pour le premier terme de la valeur de z
qui se réduit à
^{x — lyjc) — ta^' (x — t ycj;
comparant cette expression avec celle qu'on a trouvée par notre appro mation, on a
mais
dt en désignant par u la vitesse propre de la particule qui répond i
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scisse jt: donc
et pair i*<»nsèqueDt b vitesst* de la propagaliou devieudm à irè^peti |»rè> égale à
Cette conelosioD parait doue en quelque sorte favoraMe à Thypothèse des ébranlements finis, mais elle perdra toute sa forre pour peu qu'on s'arrête à Texaminer.
Par ce qu\m vient de trouver, on a
soil a la longueur de Tonde aérienne excitée immédiatement par le eorp> sonore, il est clair que z ne commencera à avoir une valeur que quand on aura
tu
X— t y^c y —ai
d'où il s'ensuit qu'au bout du temps / le son sera parvenu jusqu^a la particule qui répond à l'abscisse
u étant la vitesse que cette particule reçoit en même temps. Or, en pn^ mier lieu cette vitesse ne peut être qu'infiniment jHUite. puisqu^il siérait absurde qu'une particule d'un fluide élastique reçût tout d'un coup une vitesse finie par Faction des autres parties adjacentes; en s<*cond lieu, il est visible que la formule trouvée détruirait l'uniformité i\v la vitesM* du son et la ferait dépendre en quelque sorte de la nature des ébranlements primitifs, ce qui est contraire à toutes les expériences.
Il serait, après cela, inutile de pousser plus loin l'approximation de la valeur de z\ car, outre qu*ii n^en résulterait que des termes moindrt-s
que celui que nous venons d'examiner, l'expression de la vitesse du son deviendrait toujours plus compliquée et par conséquent moins conforme à la véritable.
43. Passons maintenant à Thypothèse des ondulations sphériques, et cherchons par le moyen du Problème V si le changement que la suppoition des ébranlements finis cause dans leur propagation peut s'accorder avec les phénomènes.
Par les principes posés dans le n** 30, on trouvera pour l'équation rigoureuse du mouvement du fluide
d'z _ L dxj{x
(iV ^ dx
h zy I dz \
dx^ n dz iz
dz X -h z dx x(X'¥-z) dx
d'où l'on tire, par la voie des séries.
^=c\—'h^^) -ci— — 4-9.il£ dp "" ^ \dx^ dx / ^ \dx dx^ ^ x dx y
(dz_Ydrz z-_ _x Wdx) dx' ^'^ X' dx\
On aura donc, selon le Problème V,
1 dz d'z z X \
•^ \dx dx^ ' X dx /
en négligeant les autres termes qui renferment plus de deux dimensions de z\ donc
r , c idzY z'
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"Hm./i
ydx -h ^r = Y = _l_^^£ .' =i -î^- -- — ' .r± - c ^7—
^ ^ dx j. dx ax
Maintenant, il faut substituer au lieu de z sa valeur lirée des formules du Problème II. Pour abréger ces substitutions, je remarque d'abord, eomme il est évident, qu'il ne faudra employer que les seules fonctions Ae X — t vc; d'où il suit que si l'on pose
dzx I
on aura
__ '^{x—t>fc) '__ ''oix — ts'c)
Je remarque ensuite que, lorsque x a une valeur considérable, on peut négliger, auprès des termes qui contiennent x seul au dénominateur, tous ceux qui sont divisés par des puissances de x plus hautes que l'unité; par ce moyen, on aura simplement
p -h t \C j Pdt=^ — v^?(/>)9'(p)log(/> -h /ycJ = — )/C(^[x — ( yc/ '/ .r — /y'ejlog-t',
d'où l'on tirera par les quadratures la valeur de / Qdt\ mais il est facile de voir que cette valeur sera infiniment petite par rapport à celle de / Prf/, à cause que la fonction y et ses différences sont toujours intiniment petites, et qu'elles n'ont outre cela des valeurs réelles que dans une très-petite portion de l'axe; ne prenant donc que la formule —= I Vdt
et Totant de z -\- -^^ savoir de rf{x — /\/c), on aura pour l'augmentation de cette fonction
-9 (jF — / V'cj 9' {x — t\Jc) logjr;
or, si on suppose, comme on Ta fait plus haut, que la quantité \ c croisse d'une très-petite quantité a, on trouvera ici
c^ix ~ t^c) \o%x
ce qui changera la fonction
9 (jr -=- / \Jc)
en
^\x — t^' -\ — o{x — t \jc) I •
Prenant a pour le rayon de la première onde aérienne excitée par le corps sonore, les lois de la propagation du son seront donc contenues dans la formule
Je crois superflu de m'arréter ici à examiner les conséquences de cette formule, car il est facile de voir qu'elles ne seront pas plus favorables à la supposition dont il s'agit que ne l'ont été celles qu'on ^ trouvées dans le numéro précédent.
44. Corollaire. — Après ce qu'on vient de démontrer, je crois qu'on peut regarder comme une vérité assez constante, que l'hypothèse des ébranlements infiniment petits est la seule recevable dans la théorie de la propagation du son, coftime nous avions promis de le prouver dans le n*" 10. Je vais donc rentrer dans cette hypothèse, et chercher à déterminer les lois de la propagation du son d'une manière plus générale H plus exacte que je ne l'ai fait.
J5 II. — Essai dune construction générale des trois équations
du 11° 10.
45. Je multiplie la première de ces équations par L, la seconde par M et la troisième par N, en supposant que L, M, N soient des fonctions quelconques de X, Y, Z; j'en fais une somme que je multiplie encore par d\d\dZ^ et dont je prends l'intégrale en faisant varier l'une après l'autre les troischangeantesX,YetZ. De celle manière, j'aurai l'écpiation
r/d'x d'y d'z ^ rf^>- d'x
H. -.'^M -f- '-^N -4- -tJ^.N + -Pr^A d\d\dt. d\dL dV d/.d\ dld\ ]
qui renferme le mouvement de chaque point mobile du système donné.
EA
On remarquera que c est mise ici pour ^-jy? ainsi que nous I avons pra-
liqué partout ailleurs.
En suivant notre méthode, on prendra autant d'intégrales par parties
qu'il en faudra pour faire disparaître toutes les différences de x, y, z
suivant X, Y, Z; on aura d'onc
/rfï^ ^^''^''^''^ -/^ ra-z '^^''^ ''^ -/3I «-'^^ ''^- -/^ ^'^'^''^ '
/•^;^N^XrfY,// .fy^dXdYdZ -.f^NrfX^V- /V^rfXrfZ.
Dans ces Iransforniées, il y a, comme on le voit, deux sortes d'expressions intégrales : les unes, plus génmies, renferment trois intégrations, suivant la variabilité des trois coordonnées X, Y, Z, et expriment par conséquent la somme d*autant de valeurs particulières qu'il y a de particules dans la masse totale du fluide: les autres, au contraire, moins générales, ne renferment chacune que deux intégi*ations suivant la variabilité de deux des coordonnées X, Y et Z, et ne dénotent en conséquence que la somme d'autant de valeurs particulières qu'il y a de particule^ dans une seule tranche du fluide. Celles-ci pourront donc être regardées comme des constantes à l'égard de la troisième variable manquante, et l'on sera toujours le maître de les faire évanouir, en donnant certaine> limitations aux valeui*s des quantités L, M et N, selon la figure de l'espace «lans lequel on suppose que la masse de l'air est renfermée.
Ainsi, par exemple, si cette figure est celle d'un parallélipipède quel- «onque, on voit aisément que ,r est nul dans les deux plans opposes qui sont perpendiculaires à la ligne X: d'où il suit que les intégrales qui contiennent ,r seront aussi nulles dans toute leur étendue, à cause que les intégrales ne varient que suivant Y et Z: par une raison semblable, on verra que les intégrales conteiuint v et - s'évanouiront aussi d'ellesmêmes: donc, pour achever de faire évanouir les autres intégrales, un supposera L tel, qu'il devienne égal à zéro loi'sque X = o et lorsque X = fl, quels que soient Y et Z: ensuite, M devra devenir égal à zéro b>rsque Y = o et Y = />, X et Z étant quelconques: enfin. N devra disparaître de même en posant Z =o et Z =c, pour toute l'étendue des X f»l Y : fl, ^, c étant les trois dimensions du parallélipipède donne.
Si la masse du fluide avait une autre figure quelconque, ou trouvemu aussi, en ayant eganl à cette figure, les conditions qui |>ourrunt tain-
disparaitré toutes les expressions intégrales à deux seules changeantes; il est vrai que le plus souvent ces opérations ne pourront s'exécuter, faute de connaître les valeurs exactes et générales des quantités L, M et N; mais il suffira de les imaginer exécutées pour démontrer que Ton peut toujours omettre les expressions intégrales dont nous parlons. Ainsi Ton aura simplement après les substitutions
~ J \ \d\' d\d\ d\dz)
d\d\ ^ d\dl)
■'[dw^ dzd\ ^dzdYJr^'^^'*^"
On fera maintenant
d\dZ
rf'L
rf'N
rfYrfZ
rf'L dZdX
d'M rfZrfY
'^> :dz^^dzd\'^dzdY-^^'
équations par lesquelles on déterminera les valeurs des quantités L, M et N. Il faudra de plus que ces valeurs satisfassent aux conditions énoncées ci-dessus, et c'est par là qu'on déterminera toutes les constantes que l'intégration aura entraînées, comme aussi la constante k qui ne pourra manquer d'avoir autant de valeurs différentes qu'il y a de particules mobiles.
Cela fait, notre équation principale pourra se mettre sous la forme ordinarre
rf,, = *-^.
avant ici
IxL -i-.rM + zN)rfX rfVrfZ;
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(Foû Ton tirera, comme dan» le Problème I,
_ ij
y — ch
r — R rf>s 't V — cii" j — S V — ^Ar sin t ^— ck . Or, soieni
et que Xj, 'y^, ^Zj, ^x j, ' y\^ ' z\ désij^nent les valeurs de .2-, v, z, x\ V , :;', lorsque / == o; on aura done
/ (xL-4-rM-uzN)f/X^/\r/Z n . ^ ros /v-"7/ I ; x;L- )• M- z,y' tl\d\dZ
+ '*il?.''A=^ A' X' I. - )•' M - s' , N ! f/X rfYrfZ,
E =ros/v-r*- | -'x L -«- r' i M - r' N>/\ rfYrfZ
-^v^^^^îiin /^-TÂ I i.r L— v M n- (2 ,»N] </X rfVr/Z.
Voilà les équations d'où Ton tireraîL suivant notre méthode, les vailrurs exactes de .r, v, -, si Ton avait celles de L, M, N, et qu'on pût faire di^ paraître la quantité k, ainsi qu*on Ta tait dans les Problèmes prec^ liants.
Mais le premier de ces objets nous présente d*abord des difficultf^ insurmontables, soit qu'en etVet les équations A • B;, Xj ne soieni pa^ sus^vptibles d'intéjîralion, soit qu'elles demandent d'autres mètliorit^ que celles que nous connaissons. Si on voulait st* borner à des constriiiîii^s jKirliculièn^s, il serait aise d'en trouver, mais elles ne sduruteii* •*îre il'aucunc utilité dans la recherche des lois de la propagation du soi*
Il est visible, par exemple, qu'on peut supposer
A, B, C, p, q, r étant des constantes à déterminer par la substitution et la comparaison des termes; pour cela, on trouvera les trois équations
A = c(A/>» 4- Bpg H- Cpr), B = c(B^' 4- kpq 4-Crg), C — c- ((]/?' -h \pr-h Bqr),
qui donne, en posant R pour \/A* H- B^ -h C* ,
ABC Rv/^ ^ Ryr Rv/e
mais les valeurs de L, M et N n'étant que particulières, on ne pourra s'en servir, suivant notre méthode, que dans l'hypothèse que les valeurs de x,y et z soient renfermées dans certaines conditions, car il est visible que L, M et N étant exprimées par une même fonction de />X-(-^Y-f-rZ, multipliée seulement par des constantes différentes, les valeurs de x, y, z devront être les mêmes pour tous les points dont la position est renfermée dans la formule
p\-\-q\ -\- rZ — ronstante,
et de plus ces valeurs devront garder entre elles un rapport constant. Supposé que ces conditions aient lieu, on pourra poursuivre le calcul en substituant les valeurs trouvées de L, M et N dans l'équation fD), et transformant ensuite le terme
y/k f\pK j (x')d\-^qB C(y')d\
en
et réduisant cosl/y — cit) et sin(/v' — cX-) en exponentielles imaginaires, on aura
^(Ax-t-R.,+Cz)e'"'^'^^'^'^*</XrfYrfZ
= - f\\{x)-hb{r)\i:(z)- -^pK f{x')d\- '^vB f{y)d\ -^- f\\{x)-hB{y)-hC{z)-h '^p\ f{T')d\+ -^qH f{r')d\
'.' L yC .' \C J '
yV ./ J
équation d'où Ton tirera, suivant notre méthode, V.r -♦- Bv-f- Cz
--:: - rA(x)-h B(>-)H-(:(3)-i- -~/;.\ / {x')(i\
-^ ^(/B / (r')rfv + -./(: / (z')dz
-^- - \\(x)-hB(r)-hi:(z)- -4/>A Ç[x')d\ - 4vB / (r-'lr/Y- 4r(: / {z')dZ
Les quantités mises en forme d'exposanls dénotent, connue dans le Problèuje I, les valeurs qu'il faut donner aux coordonnées; ainsi X. Y, Z étant les coordonnées qui répondent a .x-, v, s, et fX;, ''Yj, (Z étant supposées celles qui répondent aux expressions qui ont l'exposant p\ -¥- q\ -h r7. ±. t \c, les valeurs de ces dernières devront être telles,
(|ue
/i(\)H-V(V)H-rfZ) - ■7>\H-r/Y-4- rZ±ty^c.
Au reste, si Ton introduit dans cette solution les fonctions indéterminées, elh» reviendra au même que celle que M. Euler a donnée dans son Mémoin», car on aura
d'où l'on tirera les valeurs de j et de z en faisant, selon l'hypothèse,
substituant ensuite ces valeurs dans les équations différentielles du n" 10, on trouvera
eontbrmément aux formules données par M. Euler dans ses Recherches sur la propagation des ébranlements dans un milieu élastique ( Miscellanea Taurinensia, t. II).
Voilà le Problème résolu analytiquement pour une infinité de ras, mais il faut avouer qu'aucune de ces solutions ne sera applicable à la théorie de la propagation du son, dans laquelle les ébranlements primitifs doivent être supposés quelconques. Il en sera de même de toute autre solution qui se trouvera en intégrant les équations (A), (Bj, (C) dans des cas particuliers. C'est pourquoi nous renoncerons pour le présent à déterminer les valeurs exactes de x, y et z par les voies ordinaires de notre méthode, et nous nous bornerons à les trouver, s'il est possible, par approximation, en supposant que le temps / soit fort petit; nous verrons ensuite quelles conséquences on pourra tirer d'un tel calcul pour la connaissance des lois de la propagation du son en général.
i7. Je commence par développer l'expression vosityj— k) en poussant la série jusqu'aux quantités infiniment petites du quatrième ordre; j'ai
(:os(ts/—ck) — I -h -ktH'-{ l—ff^t*c'
ce qui changera le ternie de l'équation (D)
j^/^ZTTÎf) Ç[{x)L-hiy)M -4-(z)N]r/\rfYr/Z
ros
en
l^t^rlfL -h^/^cAL-h— ^ t^c'h'L \d\d\dZ
f(y) Fm 4- ^ tHkyi -h ^-^ /^c=A*M 1 d\ d\ d'L
■ f(z)[^ ^Lpck^-^ ^-^/*6''A-'NlrfXrfYrfZ.
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Or les équations t'A,, ^B^, ^C; donnent d'abord
rf'L rf'M rf=N
AL
rfX' rfXrfY rfXrfZ'
, _ rf^ rf'L rf'N
- rfy, -»- rf YrfX "^ rfY rfZ '
rf'N rf'L d'M
</Z' dZd\ dZd\"
multipliant ces équations par k et substituant de nouveau au lieu de >t:L. kM, kS leurs valeurs, on aura ensuite
^.,^_d^L d'L d'L rf'M d'M rf'M
d\' rfX'rfY' rfX'rfZ' rfX'rfY rfXrfY» d\d\d7r
d*'S rf'N rf'.N
"^ rf\'</Z "*" rfXrfZ' "^ rfXrfZrfY-'
,,„ rf*M rf'M rf'M d*h d'L d'L
d\> rfY'rfX' rfY'rfZ=' «/Y»rf\ «/Y«/X» d\d\dZ'
d'y, d'S rf^N
rfY'</Z "^ </Vrf7/ '^ rfX'rfYrfZ'
, ^. </*N d'^ J'.N rf'L </*L rf'L
rfZ' rfZ'rfX' rfZ'rfi' ^ rfZ'«/X rfZrfX' d\d\'d7. "^ rfZ'rfY "^ rfZrfV^ "^ dX'dYdz'
Par là, on pourra faire évanouir la lettre k de l'expression précédente; car on aura
L -<- - l'ck L H ^ /«c'A'L
d'L d'L d'L d'ii d'ii
2.3.4 ^ '/X' rfX'rfY' rfX-»rfZ' rfX»rfY rfXrfV' "^ d\dYdZ''^d\>dZ '*'d\dZ* "^ rfXrfY»rfZJ'
rf^L rf^N
rfYrfX ^ c/YrfZ
I ^ ,/rf^M rf^M rf^M rfa ^g
■^ 2.3.4'^ V^Y^ "^rfY^rfX' "^ dX^dV'^ d\'d\ "^ rfYrfX^
• rfg rf«N //^N rf^N \
"^rfX^YrfZ'^ dY'dZ^ dYdZ' "^ d\Ul\ dZJ'
N -h - /^cA N H i— . /^c'A^'N
"" "^ 2^''Uz' '^ dZd\ '^ dZd\)
(d^ \dZ*
I ^, /d^N rf^N rf*N rfa d*L
rfZ* c/Z'dX' c/Z^rfY' rfX^é/X dZdX
rfg _r/Myi_ d*M ^'^__\
. '^ d\dY'dZ~^ dZ'dY'^ dZdY''^ d\''d\dz)'
Or, quelles que soient les valeurs des quantités L, M, N, il est certain qu'elles seront des fonctions de X, Y, Z, ce que nous dénoterons ainsi
^(X.Y,Z) j^jfX.^Z) j^(X, Y,Z;^
de sorte que, si l'on suppose que les variables X, Y, Z deviennent X-i-/?/, Y -h qt,Z -h rt, les valeurs correspondantes de L, M, N s'exprimeront à notre manière par
_(XH-;?r, Y-H^/, Z-h/r) ^{\-\-pt,\ -^qt,7.-hrt) ^(X-h;?r, Y-nyf,
Z-i-rt)
Cela posé, on sait que si L représente une fonction quelconque de la variable X, laquelle croisse d'une quantité très-petite/?/, la valeur de L deviendra, en négligeant les quantités infiniment petites au-dessus du quatrième ordre,
donc, si l'on suppose que la fonction L renferme, outre la variable X, les
ifT^ !IOCVELLES RECHERCHES SLR LA NaTCIE
v;*riabl»*^ Y Kt Z ijiii orôLsà^nl en mèin*' temps des «pantitê» très-petites 7/. rr. '*n trouver» pikr un caii^ul ass^-z simpl»"
I /iL «/a rfa J=L i<=L »^L,
I .(X—pt,\ + qt,7.-l-rti I .(\—pt,\—^t,7.-t-rt
I „ d'L I ,, /, . «/«L , . rf«L
rf«L V
On formera de pareilles formules à Tégard des expressions
j^( X-H/»/, Y-Hç/, Z-i-rO ^ j^^-t-F*» ^■-♦-f'» *H-''0
^r% ^orvELLCi^ ii£«:«ek9:he!» :»ur la !iatcbe
(x.-v-.. T_..yî.z-.yî) , |x-.-»c. \_,,ï. »-ryî.z_.yf)^ U_.,;.
.•.M(''"'v^^-'V-^^-'Vs)^•„l^-'v[
- 'M(''*'Vi'^~'V''^-'Vi)_iM('"^'V^
on trouvera de même les transformées (Mj et (N) des deux autres équations (G) et (H), et Ton aura ainsi, en substituant, la transformée entière (le la formule
ces
it^-^ck) r[(.r)L-4-(r)M-h(i)N]rfXrf\rfZ.
qu'on substituera ensuite dans l'équation (D).
Supposons, pour un moment, que les quantités {x'), iy), [z' ) soient nulles dans cette équation, la lettre k s'en ira entièrement et ne se trouvera plus que dans les expressions des quantités L, M et N. Or, quoique nous ne connaissions point la forme de ces expressions, on pourra cependant vérifier l'équation indépendamment de k, comme notre méthode le demande; car pour cela il ne s'agira que de comparer ensemble les quantités qui se trouveront multipliées par les fonctions L, M, N qui auront des valeurs égales.
Que (X), (Y), fZj dénotent les coordonnées qui répondent k l'expression générale L(^-^A'^^-»-'7^5^■^'^0^ ^^^ aura, selon notre hypothèse,
X, Y, Z étant les coordonnées qui répondent a l'expression L simplement et aux quantités x^ y, z, (ir), (y), (z). Supposons donc que les valeurs de (X), (Y), (Z) soient diminuées des quantités /?/, qt, rt (ce qui est permis, puisque ces quantités sont constantes à l'égard des intégrations indiquées dans l'équation), elles deviendront X, Y, Z; mais en même temps les coordonnées correspondantes a (ur), [y), (a), et qui étaient auparavant X, Y, Z, deviendront X — />!, Y — yl, Z — rt. De
rette manière, toutes les quantités exprimées généralement par
- : X-H/)r, Yn-yr, Zn-rr; «-(X-f-;?f, Y-^-y^ Zn-r/) «,(X-h^/, Y'-»- y^ Z-i- rr^
i^ y Jll • y il *
redeviendront
,(X,Y, Zy ..X, Y,Z) T^(X, Y, Z) . , . I mM X'
L' % M % N^ . ou simplement L, M, N;
mais à leur tour les quantités (x), i j;, Iz), qui les multiplient, se changeront en
(j:)'^"''''^"^''^'"'''^ (^p-/'^^'-'/'»Z-^0^ ^^y\-pt,\-9t,Z-rt^^
Après ces transformations, on joindra ensemble tous les ternies de l'équation qui se trouvent multipliés par L, M, N, et on décomposera ensuite cette équation en trois portions, dont chacune devra se vérifier séparément et indépendamment des valeurs de L, M et N. On aura donc par là
(P) x=^(xf
- i,,^ '-'v^' '-Vi)_ . i.,^- •- v^' -vl)
- iU"- '"' V^' ''*'Vl) _:,,,("■ "-'Vl- '-^'s/ï)
iir)^ " ' "' * "^ + â(r)
Oïl aun» do même, pour les valeurs de >- et de z, deux autres formules (|ue je nommerai Q) et R;, et que je m'abstiens de rapporter, puisqu'on p(»ut les déduire de la précédente en ehangeant simplement a-, f^j, X en j, V;, Y pour la formule Q;, et en z, ■ c , Z pour la formule fR,, et réciproquement.
(]e sont là les valeurs de .i-, v, z dans Thypothèse que x\, ly' , et (:;'; soient nulles. Supposons maintenant (jue ces quantités aient une valeur, mais qu'en même temps les .Zy, . Vy et i zj soient nulles; il est clair que dans l'équation D j on aura, à la place du terme
cos l'autre terme sin
(/ v/- cli) C[{x) L -4- ( v)M -f- (z)^]d\fl\ <//,
V — ck J or, si l'on fait attention que
\ — vk J
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il uf M-ni (lâs difBr:il*f iJ'si percevoir que les expreâsioD:» de L. M t**! N. qui qui >^ trouveront en faisant disparaître la lettre i. ne seront que les inCt^ ^mlfrs de relies quVm a trr»uvees plus haut, prises en remaniant / !$eul f'«»mmH varialilf . Ainsi un terme quelconque de la traiisf«>nBfH^ !^ra ri-pr^s^nt^ par
iir il p>t visilil^ que rînte$;ralion suivant /. flans le&pnrâsion
se réduit a trois intégrations suivant X, Y, Z: d'où il s*«-fisuit quf riolt»îfralf
/'[ r- /'L^-'"^^'''-"rf/jrf\rfYrf2 pourra ^M' ti-ansrormfrr. |>ai- «lc> inlé{n-alioii> par parties, en t-elle-ri :
qui [louiTa pnrore >e niellre >oiis retle autre furmi* :
où rinlé{4Tî*le de x ^ "A"» ^ -y^ z-^/, devm être prise en faisant varier / dans les valeurs X — /?/, Y — y/, Z — /t des coordonnées de jr' .
Faisant des observations et des réductions semblables sur tous les autres termes, et comparant ensuite les quantités L, M et N entre elles, on trouvera |>our ;r, y, z des formules qui ne différeront de celles qu*on a trouvées ci-dessus, qu'en ce qu'à la place des quantités ^ar), T v)» (s il
y aura les quantités intégrales I •x\dt^ j -y' ,di, I [z)di.
Il est maintenant facile de voir, en examinant l'équation (Dj« que les deux solutions particulières qui viennent d'être trouvées renferment la
solution générale, et qu'il ne faudra qu'ajouter ensemble les expressions trouvées de ^, j, z dans les cas où ix')^ fj'j, [z') ou (^r), (yj, [z] soni nulles, pour avoir les expressions complètes pour le cas où ces quantités sont toutes réelles.
De plus, comme l'équation (Ej n'est que la ditTérentieJle de l'équation (l)j prise en variant t seul, on aura tout d'un coup les valeurs des vitesses, en différentiant les formules qu'on vient de trouver pour les valeurs des espaces x^y^ z\ il viendra donc
.r _./(x)-,(^'^-Vi''-'V^)
- ? L^"' ) -^ -dr\
im NOCVELLEâ BECHERCHEâ SFB LA ?fATCtE
|x_.yZ,,_..yl.z-,yî)
(^-'Vl-*-'Vr'-'Vl)
(x_,yf,w,yi.z^ryi)
^*'Vî''-'Vr'-'V5) (x-,yi,v-,y^,z-,y^)
rfr,l di J
' àt J
' dt J
-sp'
drn
-si'--
-si"'
Les valeurs de y' et de s' se trouveront de même en substituant dans eette formule k la place de x\ ix), (oc'], X, leurs correspondantes v',
! vj, f v), Y ou :5', ^s), fs), Z et réciproquement.
48. Voilà des formules très-générales par lesquelles, connaissant dans un instant quelconque le mouvement de toutes les parties du fluide, on pourra déterminer à très-peu près leur mouvement dans les instants suivants, au moins pendant un intervalle de temps fort court. Or, si après ce temps on recommence le calcul en substituant à la place de (,r ;, ( vj, fs), (;r'j, f v'j, fz'j les valeurs trouvées de x,y, z, x\y\ z\ on en tirera des nouvelles valeurs de x, y, s, x\ y\ z' qui serviront pour un second intervalle de temps égal au premier; et opérant ainsi de suite on pourra trouver les mouvements du fluide pour tel espace de temps qu'on voudra; mais il faut avouer que cette méthode ne sera guère praticable pour un temps assez long; car nos formules n'étant qu'approchées, l'inexactitude de chaque résultat influera nécessairement sur tous les résultats suivants, et par conséquent plus le nombre des opérations sera grand, plus aussi on risquera de s'éloigner de la vérité.
i a jnmL^îUitin ai inn.
itM lll:f•r.^lln^ i'ft)#»i-i ni lu -.iT» '•iiior* j' 'îjniiie m in»* -^tiit*
iwi-.i-llr ï' ,tr ti»*ir :t In^Huml ^li. levrilllli*»* 1:41' »*:* "MiritiQUr**^ K .
/: ** • oMii> • inmiH'ii *' );ii' iukîî* it*t:r*-T •"•■ *îirtiiii**nf*ii muni»*
' k'iM II* '.if • «HP*.
*Mi l'iini'î •■• (Î.-U lie îièV* 1-^ ■'•lUt .i'»l:? ? . «J 1 . ?' . •>' .
:t *t iitr-f '^-^t'-ti-r -ai .Ut* M .H- "''»i:i*- «**• ïUitiimerr r . • . j .
' îi .;l.-»1. l.l i IV- -'Î3» Si.ir [•!•' 5- . Y Z : »»'.
.;^ i r Z — •• . ^ii ' !•* '* n* •-". Tt-'if tr tii"' liie 1':* *jiH!irs 'i* .: .: .' .: st^i-.r* < 1,'4-i : l •*** }• «l? «IV*. i^ lf:i"^«*a:H»» îi-ar i;*
.>i.M.;.i.*i .»> <♦"•< ^ii-î" î**r,*mi.:Tt*i^ c;i:* :•*•? *••••{•. a il e^* X. Y. Z. ^fr•îl•*> ; i»-
Z. 'f:.! ■!" .' rrr:. :•.";• i-';r \;t p«'.-*iri .'fj •:- " nn^-* r.-> p;i^*.i'nlt^s ip Tiiir tini
•l ,':\.f'^< \, i , Z '4Cip^ni'-r.*1p"fi' â ufit- li^Txr- '!r-.Ur qui p;iâs«fn p^ir Ir p- r- ^^'ii-i r-p-/nrf»=-nî l-^ •••*«ir»I>nr-#!^s X . Y . Z »^t »jui t^Té -^^^
^;> r^ -- r- ^pr ~ ^ -^r- ^p - *i
^t'fffi l^ Vfi^^Mf finf-u rlonrirfnl -d p. q. r iKs valeurs liifferenles, on ;iura .-.)y^i /|*^ f\fu^^f<^ à^ rlirff-r^Tile position, mais qui sVn!r»H*Mupt*roiit toutes
dans lin niôinc^ point et qu'on pourra par conséquent regarder comme autant de rayons sonores excités par l'ébranlement donné de la particule qui est à leur centre.
Os rayons croîtront uniformément avec le temps, <le sorte qu'au bout d'un temps quelcon(|ue / leur longueur sera généralement exprimée par
on aura donc, pour la vitesse d(* la propagation du son dans cbacun d'eux, la formule \c( p' -i- y^ -+- /- , dont la valeur se connaîtra en substituant au lieu de />, q, r leurs valeurs particulières. Par ces substitutions, on aura les trois ([uantilés suivant(»s :
qui constituer(»nt p<»ur ainsi dire autant d'espèces ditlérentes de rayons sont)res.
(Test une cbose digne de remarque (|ue la plus grande vitesse 2i/'^ approcbe Ihsiucoup de celle (ju'on trouve par l'expérience; car \c étant égal environ à <)7() pieds et c à ()5S.^|/|i, on aura i / - = >()5, et |)ar con-
se(|uent 2 i/ '■= i ilio (|ui i^sl à très-peu près le nombre de pieds que le
son parcourt dans une seconde, selon les expériences moyennes. (Cependant il ne parait pas que ce résultat soit encore capable de mettre la théorie d'accord avec l'expérience sur la vitesse de la propagation du son. Vcuci les raisons (jui m'obligent à suspendre mon jugement là-dessus, i" Nos formules ne sont qu'approchées et ne peuvent avoir lieu que pendant un temps assez court, après lequel chaque particule mobile doit étrt» regardée comme un nouveau centre de rayons sonores.
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2® La position de chaque rayon n'est pas fixe, puisqu'elle dépend de relie des trois axes principaux, laquelle est absolument arbitraire; d'où il suit qu'en changeant la position des axes, les rayons qui avaient auparavant une vitesse donnée pourront prendre la place de ceux qui avaient des vitesses différentes; ce qui parait renfermer une espèce de contradiction, puisqu'une même particule de fluide pourrait en ce cas avoir ou ne pas avoir de mouvement. Cet inconvénient, qui vient sans doute de ce que nos formules ne renferment pas tous les termes nécessaires, sera aussi attaché à toutes les autres formules qu'on trouvera par approximation; d'où il résulte que, jusqu'à ce qu'on ait trouvé des formules tout à fait exactes et rigoureuses, on ne sera pas en état de prononcer sur le point dont il s'agit.
3*" Nous avons trouvé dans les deux hypothèses du Chapitre III la vitesse du son égale à Vc, et cette même valeur peut se trouver aussi par les formules de ce Chapitre, en considérant la plus grande vitesse des rayons estimée suivant la direction de chacun des trois axes, ce qui parait mieux cadrer avec la nature particulière de ces formules.
50. Nous n'avons encore considéré que l'effet qui résulte de l'ébranlement d'une seule particule d'air; supposons maintenant que tant de particules (ju'on voudra soient ébranlées d'une manière quelconque dans le premier instant du temps t\ on trouvera, en raisonnant sur nos formules de la même manière qu'on a fait ci-dessus, que chacun des ébranlements primitifs excitera dans le fluide environnant les mêmes rayons sonores que s'il était seul, de sorte que les particules d'air qui se trouveront dans la rencontre de plusieurs rayons auront un mouvement composé de tous les mouvements qui dépendront de chaque ondulation particulière. C'est ce qui nous fournit une explication complète et rigoureuse de la manière dont plusieurs sons différents peuvent coexister et se répandre dans une même niasse d'air, sans se nuire mutuellement les uns aux autres [Recherches précédentes y LXlll).
Au reste, comme chaque particule d'air ébranlée devient elle-même un centre de rayons sonores, il est évident que le son doit se répandre
également en tous sens, ce qui est aussi un des principaux phénomènes 'de sa propagation.
51 . Quoiqu'il ne soit pas nécessaire de connaître la nature particulière de chaque ébranlement, il est cependant bon de faire attention à la différence qui se trouve entre les ébranlements primitifs et dérivatifs, par rapport à leur propagation. Supposons pour cela qu^ayant déduit d(i nos formules les valeurs de x,y, z,... pour un temps quelconque désigné par (/), on les substitue dans les mêmes formules à la place de {x), (y), (-z),..., pour trouver les valeurs correspondantes de x,y, z,... pour un second intervalle de temps marqué par t; et soit par exemple
oc\(x)-h j (x')dt\
un terme quelconque de. la valeur de x, et
le terme correspondant de la valeur de x\ lesquels doivent être substitués au lieu de (x) et de (a/) dans les termes de la forme de
pour la valeur de x, et dans ceux de la forme de
di
pour la valeur de x. On remarquera d'abord que dans nos formules un terme quelconque, dont l'exposant est fX -hpt, Y -^ qt,Z -h rt) est toujours accompagné d'un autre terme exprimé de la même manière, mais avec l'exposant (X — /?/, Y — qt,Z — rt); on sait de plus, par ce qui a été dit ci-dessus, que les termes
marquent la propagation des ébranlements (a?), (a/) suivant une ligne qui fait avec les trois axes principaux des angles dont les cosinus sonl
V^P' -f- (p ^ r^ sfp^-^-q^ -\- r» slp^ -f- ^' 4- /* d'où il s'ensuit que les termes
dénoteront la propagation des mêmes ébranlements ^a?y et {x ) dans la même ligne prolongée du côté opposé. Or, cela posé, je dis que si i]c ^ fig. \(\) représente un rayon de la propagation d'un ébranlement
Fig. 14.
primitif excité en C, la propagation de l'ébranlement dérivatif qui est en c sera nulle suivant la directioTi cC opposée à celle de son ébranlemenl primitif. Pour le prouver, il n'j^ a qu'à faire voir qu'en substituant
au lieu de ^-x), et
au lieu de Nr' , dans les termes
|(X — 7>^ \ —y/, Z ■ rt)
[(-r) ^i[x')dt^
^ ^ dt
d{x) l(X -/'', \-<ltri.-rt
c(îs termes deviendront nuls. Or, comme dans les exposants \—pl, Y — qt,Z — rt, le temps / est négatif par rapport aux coordonnées X, Y,
rd (x) {x)dt et la différentielle -^ seront
aussi nécessairement négatives; d'où l'on aura par la substitution
^{x) - f{x')dt^=a^(x) -\rj\x')dt -|'(x')rf/-(x)J=.o. et de même
(ionr, etc.
Au reste, la remarque que nous venons de faire sur les tbrnmies générales (le ce Chapitre est entièrement analogue à celle qu'on a déjà faite sur les formules particulières du Chapitre HI, dans le n*" 16, remarque dont nous sommes redevahles à M. Euler et qui esl d'une grande importance dans la théorie de la propagation du son.
52. 11 ne nous reste plus qu'à examiner le changement qui doit arriver aux rayons sonores par la rencontre d'un obstacle quelconque, qui s'oppose entièrement, ou en partie, au mouvement des particules contiguës de l'air. Pour cela, il n'y a qu'à chercher quelle devra être la position d'une particule mobile quelconque, lorsque les coordonnées
\r=[X]-hp/, V =:[Y]-h^/, Z=:[Z]-f-r/
tomberont au delà de l'obstacle immobile. Or, en examinant les calculs du n® 47, oii voit que les valeurs des X, Y, Z, pour une particule quelconque mobile, sont les mêmes que celles qui constituent les fonctions
donc tout se réduit à examiner la nature de ces fonctions et à voir de quelle manière il faudra les transformer, atin que les quantités X, Y, Z ne surpassent jamais des valeurs données.
Imaginons, donc (juc la masse de l'air soit int(»rrompue de quelque coté, et comme terminée par une espèce de paroi immobile de figure donnée; il est constant, par ce qui a été enseigné dans le n" 45, que les expressions intégrales à deux seules changeantes, que nous avons traitées
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ET LA PROPAGATION DU SON. Mil
et par conséquent
Joignant ensemble les autres ionnules qui ont le rti^ne i , on uurii l'expression
qui doit aussi être égale a zéro, en tant qu'elle se nippoiie ii rliiirun (le^ points de la surface exprimée par
rfZ P//X -hy//Y.
Or, le facteur
Ld\ ilZ -f- M J\ //Z -h N //X //Y
se réduira, de la même façon que ci^lensus, à
d'où l'on tirera Téquation
LP-^-MQ-^.N o,
qui devra avoir lieu pour tous les points de la surface- proponiée; el i:Hiâ^ «équation renfermera en général l#*s c/inditioii«^ que doivent a^oir le^ v;îW*urs de L, M, N 45^.
Supp'.»Mms maintienaDt, pour simpliti^r le^ vià^/ht^hs
àt M*rif que U pwoi iminobiJe M»it un plan perpeDdieulair*- a Taxe d*•^Z:
''<MquM.K»ij trouvt^e se réduira à
«m liif*iL. «1 î*oL ^eul que ie plioi donne hojt ^lefjifudieulaire a fax* cle^ A . ♦îi qu* Hi- distaïKîf au {•(»iLl de l'orip.!!* dt*f Hiihf*.iHKef huit ♦•^U- a u. tm a un
"Om \OrVELLE!^ tECHEtCHES SCE LA ?IATLEE
\ ^t^nr ir%A\ ^ a. ^t Y ^t Z ^uot qn^kofiqiK«: ee qui «ViprÎBera à Bûtn-
Or, ^1 'f^fi- iVxprif^ion géoéralr L *^" ''^ md sappo?^ qu«* X surpass»- o A^miK i\\\AX\i\Xfr infiniment p^tilr ii. A^^ â*>rt»- que X = a — ii. on aum »
, \. *.z - «-'-.i.z - «.I.Z rfL L = L = L ^ Il -
ou
. «-II. r.z aL
^le même, si l'on suppose m ne(;sitive, on aura
rfou je tire
et remettant pour u sa valeur X — «•
Maintenant, romme les fonction» jr''^*^*^^ N ^'^■^' doivent avoir un certain rapport avee la fonction L^*^»^ , en vertu des équations : A,, ^B^, ^(^y, il est clair que la même condition
servira aussi à trouver les transformations qui conviennent aux fonctions M et N, lors(|ue X est supposé plus grand que a\ pour y parvenir, je reprends les équations mentionnées, et comparant la première, différentiée
suivant la variable Y et divisée par d'Y, à la seconde, différentiel suivant la variable X et divisée par dX, je trouve
rfL _rfM d\ ~</X'
et de même, comparant la première, ditlerentiée suivant 2 et divisée par rfZ, à la troisième, différentiée suivant X et divisée par dX, j'ai
dL _rfN H'' rfX"
posons dans ces deux équations X = a, de sorte que
dL'"''-'-' dM^"'""^'
dZ ~ d\
or, ayant en général
on aura, aussi
dL^"''^ dL"-^'^ d\ - "' rfZ
doue
Supposons maintenant X =:a -h u dans les fonctions indéterminées M ^'^'^ , N ^•^•^' et développons-les en poussant les séries jnM|u'aux intiniuient petits du seeond ordre; on aura
et de même, en prenant u négativement,
>-«, V. Zy _ -/«. Y. Z) </> . «' «/'N
d'où, à cause de rbypothëse
on déduit
-■«-*-«, Y, z, Ikf'^'*"""' ^' ^^
^-(a-H w. Y, z; T^(« — tt, V, Z}
OU bien, restituant pour u sa valeur X — a,
^(x,Y.z;^^(2fl-x, v,z)
j.(X,V,Z)_ j^,2fl-X,Y,Z)
Soient reprises maintenant les formules (D;, (Ej, et supposant que X surpasse a d'une quantité infiniment petite, on commencera par changer l'expression l'^'^'^^ des termes xL, oc'L, ou, ce qui est la même choëe, des termes xlS^' ^' ^"K x'i!^' ^' ^'^ en — l'^*""^* ^' ^\ lorsque X deviendra plus grand que a, et l'on aura par conséquent ces termes transformés en — xl!^'"'^'^'^'\ — ar'L^^''"^'^'^^ sur lesquels on opérera comme auparavant pour en tirer les valeurs de x et x\ Or, puisque les coordonnées qui répondent iix eix' sont les mêmes que celles qui entrent dans l'expression de L, il est clair que, sans autre opération, il suffira de changer la valeur X de l'abscisse de x et x' en 2a — X, en rendant en même temps ces quantités x et x' négatives. On changera de même les expressions M'^*^'^\ ]>i(x,y,z) q^j entrent dans les termes Mj, M/, et Ns, Nz' des mêmes formules (D), (E), en W"-^' ^' ^'^ et N^^'"^' ^' ^\ et, par un raisonnement semblable au précédent, on trouvera que l'abscisse X,
en tant qu'elle répond aux autres quantités j, y\ z, z\ deviendra de même ia — X, mais sans que la valeur de ces quantités soit changée.
On conclura donc pour notre cas que, lorsque le temps t sera tel que l'abscisse [X] -f- pt surpassera a, il faudra mettre à sa place l'abscisse 2a— [X] —pt et faire en même temps l'espace x négatif, laissant les mêmes les deux coordonnées [Y] -^pt et [Z] -f- qt et les deux autres espaces/, z.-
Voici maintenant le changement qui en résultera dans les rayons sonores. Que CA [fig. i5) représente l'axe des X qui est le même que
Fig. i5.
celui des [X] et qui rencontre perpendiculairement le plan inébranlable AB; que C soit un centre de rayons sonores déterminé par les trois coordonnées [XJ, [Y], [Z], et que CD soit un de ces rayons quelconque déterminé par les coordonnées [X] -f-/?/, [Y] -+-y/, [ZJ -+- rt. Supposons maintenant que / soit augmenté en sorte que [X] -+-/?/ surpasse a, c'està-dire que pt surpasse CA, et soit par exemple égal à CA', le point A' tombant derrière l'obstacle immobile AB; il faudra, suivant ce que nous venons d'enseigner, changer la valeur de [X] H-/?/ en 2a — [X] — /?/, ce qui donnera, en supposant CA = a et par conséquent a = [XJ -h a,
[X]-i-2a — /?/ au lieu de [X]-i-p/;
ou bien, posant AA' = $ et par conséquent/?r = oc -h 0,
[XJ-ha — 9 au lieu de [X]-i-/?/, savoir de [X]-ha-*-0;
d'où l'on voit que le point A' sera transporté en 'A, les distances AA' et A'A au plan AB étant égales de part et d'autre; donc, comme les deux
KitrpH -nonionnpf^ j»**rppnflii'TilfttrPs ;% l'ï*xf «là demeamit les mêmes, le 'rrv«»n <!D ^**rr« '(»nriniip ilii i'f»tp <LV 'bns b (tinprtion (te lar*bDite DE. •lonr ::* utHifinn fi^vm i^rii* tptlp .fu'^^Hp se rmiire «tans le plan «les »leux lian#^ ('.D. i!.\. -^r tu\'»AW fa^fle lie plus ;kvef ti» pian BA r-in^e BDE é^i ^ i'^nixlp «IDA. I^ ("rivim i"J) «iem «lonr rpd#^hî par le plaa BA* *m âorte •fiip ''fiii^lf -le CPrte^iiMi M)it **txâ\ -.k r;ftn^ie tfineiilenrp. tout île nDéme ni' il fPTTw i* tin Mirps |);ti'tViiiempnt »:»i»29hque.
V.MJ» -Innr I» i-prlexion 'tii ^n •tpttuile*te:*e*vi'nis piiaripe^et prouvpf* Tiinp «nwnipn* nçjniirpfUie t*t fxai'te. «'p «pie pprwmnp n';ivait pnc-ore fait
An i***stp. si niifis n*r*voii.s «•nnsnlppp «(irune Mirtarp plane. <'p an pte ■fiip i)oiir 'f^nilrr- imn-p '•;*liiil moins puibamsâaat: «-ir il n'durait pas t*te liffii-ilp |p î'^ppliipipr ^nssi a iIps suiinrps «•(jiirbps «fiine nature quel- *-»n*|np: iii^tis, iMmnip |ps nvuns sonm-ps sp iniiltiplipat <*nnlinuellemeol M sp ivp;«nf|pni *Mi loin spns, 'Dninip *ni l'a fait voir 54) . il ^rait assez innlilp Ip rléMprniiiipr Ips li»is «Ip la rptlpxii»n «Ip chaipip nivou a la rpu- Mnirp 'l'un ihsikilp «Ip îî^irn «juplronijup. Il suffit, pour t*e!qilit'atioo ■Iph pr*ho<i. «l'avoir proiivp ijup fpttp i*pflpxion ilnit rfiujnurs avoir lieu. iors»]np r^ir f*sr ^ppiiyp :4ur »in «ibstarle nuelpoaijup inpbraalabip.
.>J. sriH.iE i. — Il ^st visible que. «laas les turmules P ^ Q . & .
P . Q' . R , on p#*ut rejçariler Ips expressioas x ^— /"•*—/'• 2^'"'' ^ _
•ommp t|ps toni*tions imleterminees «le X — /ir. Y — ^, Z — /t, de sorte
(fiiVn sah«<titu;ini pour x . r , v * y « j . j ttes i:oaetioiiâ> «le
•lirtVr**nte nature t^l l'omposees «les mêmes variables qui cuostitueac IVx-
posant (ip «'h;ininp «ies quantités jc . x >a aura les valeurs de x.
r . V <lonnp»*s ♦>n l'onptions indptprminpps. iiiosi que M. d'Alembert
V'^ pratiqijp Ip prpmipr «bns Ia rhpi^rîp «Ips vibrations îles ct^nlps et ^♦il|pnp'<.
An pt^stê. pour Hpinontrer ipip oes valeurs «Ip x. \ , - satislbat aux tnns ^qn^ifions «In n** 10. il taurfra nécessairement rp^artler r comme iadniment petit, pf dpvelopper les fom^tions indéterminées eomme oo l'a pratiqué -4 IVjrard des tV>netioa> L. M. >' 47 . en Degligeant tous les lermes
qui seront multipliés par des puissances de / plus hautes que la quatrième.
54. ScoLiE II. — Si Ton voulait se borner à chercher les valeurs de x^ y, z par les séries, on y parviendrait fort aisément par les principes du n** 47; car, développant en suites infinies les expressions cos(/ V— ck) et sin {t V— ck) de Téquation (D), et faisant ensuite évanouir toutes les puissances de k par les transformations enseignées dans le même numéro, on obtiendra une équation qui ne renfermera que les fonctions inconnues L, M, N avec leurs différences; or ces différences pourront toujours se réduire aux quantités finies L, M, N par les opérations connues des intégrations par parties; car, soit par exemple
un terme quelconque de l'équation {D) transformée comme nous venons de le dire, ce terme se réduira, en négligeant toujours les intégrales à deux seules changeantes, à
et généralement il suffira d'ôter les différentiations aux quantités L, AI, N, et de les appliquer aux quantités [x), f vj, ( z), (x), (y'), {z'), par lesquelles celles-là sont multipliées. Cela fait, comme l'équation ne renfermera plus que les fonctions finies L, M, N qui, à cause de la quantité k qu'elles contiennent, ne doivent point entrer dans les valeurs de x,y, z, on trouvera ces valeurs en comparant ensemble tous les termes qui seront multipliés séparément par L, M, N. On aura donc par là
r^(y)'^ny)-^
où
les quantités (a;), f^), («), (ar'), (y), (a') devront être regardées
i^ NOUVELLES RECHERCHES SLR LA NATURE
romme des tonctioitô indéterminées des Irois vanables X, Y, Z^ pour
qu'on puisse avoir les valeurs des différences ,1^S dlid\'' — ^^'
dans le cas où / est supposé infiniment petit, si Ton néglige les termes multipliés par des puissances de / plus hautes que la quatrième, et qu*on pratique ensuite sur les fonctions i'xu ^jy»-.- des réductions analogues à celles qui ont été pratiquées sur les fonctions L, M, N dans le calcul du n" 47, il sera aisé de réduire les expressions de x^y^ zlk des fonctions de X -h pt, Y H- y/, Z H- rt^ comme dans le Scolie précédent, ce qui sera une preuve de la justesse de nos calculs.
Au reste la méthode que nous n'avons fait qu'indiquer dans ce Scolie est $]:énérale et peut aussi être appliquée à la résolution d'une infinité d'autres équations de la nature de celles que nous avons examinées dans tout le cours des Recherches précédentes. Mais on trouvera toujours des séries composées de puissances croissantes de / et qui par conséquent ne seront bonnes que tant que / aura des valeurs fort petites.
^ III. — Corijectiires sur la loi de l'élasticité des particules
de l'air.
55. Nous avons vu que la vitesse du son, suivant la théorie, est exprimée par
et nous avons vu aussi qu'elle diffère de la véritable d'environ i63 pieds par seconde, quantité qui ne peut raisonnablement être négligée; comment donc concilier sur ce point la théorie et l'expérience?
L'expression ^yôt ^^^ fondée sur l'hypothèse ordinaire que l'élasticité des parties de l'air soit exactement proportionnelle à leur densité: mais ne pourrait-on pas supposer que l'élasticité variât dans une autre raison peu diiférente de celle de la densité simple. Si on voulait en gêné-
rai supposer E proportionnel à 9 (D), comme dans le n^ li, il n'y aurait qu'à mettre dans nos calculs E(p'(D) au lieu de E, tout le reste demeurant le même; ce qui ne produirait d'autre différence dans les résultats, sinon que la vitesse du son serait augmentée dans la raison de yj(f' (D) à i . Soit l'élasticité proportionnelle à une puissance quelconque m de la densité, ce qui parait le cas le plus naturel; on aura
9(D) = I>" el 9'(D) = ml>— •;
d'où , en posant D = i , on tire pour la vitesse du son >Jm yjc ou 979 Vm pieds par seconde ; par conséquent, en prenant 1142 pieds par seconde pour l'expression véritable de cette vitesse, il faudra que
ce qui donnera
et en fractions décimales ou à très-peu près
Or, comme l'élasticité se mesure par le poids comprimant, il est clair que si cette hypothèse a lieu dans la nature, il faudra que la densité devenant double, triple, quadruple,..., les poids comprimants croissent
comme les nombres ay^, 3\'3, 4v4 qui surpassent les nombres
de la progression arithméthique 2,3,4 d'environ 0,519, '♦327,
Ces différences paraissent à la vérité trop fortes pour qu'on puisse raisonnablement supposer qu'elles aient échappé aux savants Physiciens qui ont déterminé par l'expérience les lois de la compression de l'air;
aussi je ne donne l'hypothèse de l'élasticité proportionnelle à D*'*'» que romme une légère conjecture, et je me contenterai seulement de faire observer que l'expérience même parait jusqu'à un certain point faroi. 38
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(Considérons d*abord des flûtes de forme exactement cylindrique, et supposons que la colonne d'air qui y est renfermée soit soutenue, à ses deux extrémités, par une force égale au ressort naturel de Tair extérieur.
Dénotant par z les excursions longitudinales de chaque partie d*air, on aura l'équation
~dF ~^ dx''
d'où il sera aisé de tirer, par le Problème 1 ci-dessus, les mêmes résultats que dans le numéro cité; en supposant, comme on l'a pratiqué partout ailleurs, z nul lorsque x = o et a* = a, a étant ici la longueur entière de la flûte; mais, dans le cas que nous nous proposons d'examiner, ce n'est plus cette condition qui doit avoir lieu; il faut que l'élasticité de la première et de la dernière particule soit la même que l'élasticité naturelle de l'atmosphère, savoir, (jue
,. dz c ou bi(»n -=- = «>, dar
lorsque .r = o et x = a. Or, puisque dans ces deux points les deux
termes -r-^l ei z -7— doivent disparaître d'eux-mêmes, par la nature de
notre méthode {voyez Problème 1), il faudra que la différentielle -yy devienne nulle; c'est pourquoi l'oft aura
VT
M = A cos(j;v'— * ) et v~^^— -»
et par conséquent les équations
I zcos(x\/—/f)dx=: rosit ^'t- c/i ) 17. ros(jr^ — k)dx
-efr
/ u ros '.xyj— k ] dx = ros ^ / \— c/f) j U cosix ^— Arj dx
— ^ — cksînit^— ck) j Zcosix ^'— kjdx.
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^>»<w -«iir:* 'ipîi >n jï*npr*l a^nr ''«vifj*^ !p^ ^*<piim oo*tihlp* «t^ >: mais *\ >•! 4iipp'^**»* VI»* vm ''•:^it»u/^ <p > -h>ipnr r^nft*rrnppf» tua* !l* f^^rmule
> mi..
m <»tifnt m nnmhr»* •*nr«t»r. pi^^irlf «m: 'ttHymiinp. ^m: jl iiti !ii)4iiilifne quel- '♦Artrjnp ^nîiPT, ti •*^r. •*^i«ii*'nt. par \:k rwoir»^ «tiîH 411111» •*€ <'î»«3MB*. que les ^-il^ir* *ip ;; '•t V /si p»>Tïi*»n«trî'#nt I>*h in«niu»!f ^ipr^îf «'kiipiif iiallienrille de
rpint>H •*/*♦! ^ . - '»'î" •p*:4if*îw U «taf»*»* -it*?^ ■>*»;.! i^icioa* -i*^ in^Jaira à la
m^iriP'. H^a îi*>f^, ^a .'fii;irt .^l-va i^\^. m ±e^A •^xpcinu* prnr 2. î. 4»
^n». Amv-^ ("^ «*;«:^< il <^f. Ak\f ^Y^. ^ l''>û lif^iTU une i!i>.riirbe OÙ, les -♦Ivï^îHS^ ^kul r, U:9k fffdfffïU^^PA V/i»^« ^Xi^ r % — i . <'>^î:ti^ «courbe aura iiaf^nr 4#*' ^^ttlt^-^ ^.^knx ^ v^ftW^blr* f|o1l j a ♦raniiî«*s Jios le nomhf^ m: p.»f ^ori^^''fri*î'Tit 1^ ffrotniit^ Z. l'. -- a, ^pii 5<>iit miallipliées par ^hi^enuf^ fif' ^^>* f)tfiouuf:*rA^ dfrTn>&l f^/ftiif^r ArtsH »-1«î* K'iHtrt'ies de pareille form^: kwitf'tft^ui k Vt^hX^m^. demrone-riil Î!n|pî;*»f»tcw '>a plutôt indér^rmin^bk, p*ii:^|M'ori pfrurrait ln>uTer p/ur - «^t a plusieurs valeurs dilT^r^fif/'T», /^^ qrii ^r:iiit iïli$urde.
^>n ?oif pdf b que c^r c^ij^ répood exaclement à cviuî que nous avous fx'^fuui^, àç§u% le n'' XLIX des Recherches prm%ieiUes^ el qu'il eoiUient p^r r:ori5i^qnertt rexplie:[itioo des s«jds hanuouique:!^
58. Supposons maintenant que la flûte soit bouchée à Textrémito opposée k Tembouchure; puisque alors a = o, a? étant égal k a, le ternie
z -j— disparaîtra de lui-même et le terme restant M -7- donnera
M = o, d'où Ton tirera
cosfav/""^) =0 *^t v^— A'^C^iv-»- ')-/— ï
V marquant un nombre quelconque entier positif ou négatif.
Cette valeur substituée dans les deux équations du numéro précédent,
on verra aisément que les termes co8(/V~*^^) ^'1^ sin(^ V— ^^) "^ ^^' prendront les mêmes valeurs que lorsque / sera augmenté de -?; ce qui
donnera la durée des oscillations double de celle qu'on a trouvée dans le cas précédent.
Ce fait est conÇrmé par Texpérience, par laquelle on trouve en effet que les tuyaux bouchés donnent justement l'octave du son qu'ils donneraient étant ouverts. Mais il y a plus : comme la durée des oscillations ne peut s'accourcir, à moins que 2v h- i ne devienne le produit de deux nombres entiers et par conséquent impairs, il s'ensuit qu'elle ne pourra devenir que le tiers, ou la cinquième partie, ou etc., de la durée nalti-
relle ^; d'où il résulte qu'une fliùte bouchée, après avoir rendu le son
fondamental, ira immédiatement à la douzième, et puis à la dixseptième, et(*., sans passer par aucune des octaves intermédiaires.
Voilà Texplication exacte d'un phénomène assez singulier, que M. Daniel Bernoulli a le premier lait remarquer dans l'article III de son Mémoire sur les vibrations des cordes Académie de Berlin, i7.'>3^, mais dont ni lui ni aucun autre, que je sache, n'avaient encore jusqu'ici rendu raison.
51). Lorsque les tlùtes n'ont pas une forme cylindrique, ou en général lorsqu'il s'agit des trompettes et des cors de chasse, il semble qu'on pourrait lii-er leur théorie des calculs du n*^ 30; c^pendiint voici une ditliculté.
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doivent être les valeurs de a?, j, js, x\y\ s',..., pour que ces dernières conditions aient lieu.
60. Pour cela, soient substituées au lieu de L, M, N leurs valeurs tirées des équations de condition (A), (B), (C) du n"" 45, et faisant évanouir par des intégrations par parties les différences de L, M, N, on aura d'abord, en négligeant les intégrales à deux seules changeantes qui sont nulles par la nature morne des quantités x^ y, z et des fonctions L, M, N, la transformée suivante
^ \d\'~^ d\d\ '^ d\dz)^
^[dz^-^dzdïL ^ JT^j^J^^^^^^-
où Ton voit que les quantités multipliées par L, M, N sont les mêmes que celles qui composent les seconds membres des équations différentielles proposées, ce qui ne pourra jamais être autrement, quelque forme que puissent avoir ces équations, puisqu'il est clair que les nouvelles intégrations par parties dont on fait usage ici ne servent qu'à défaire ce qu'on avait fait par les premières.
On aura donc, en posant a pour une constante quelconque,
ri / d'x d'y d^z \ .
'^{^'^dl^^dZTx'^dZjYJ^r^''^^'^
:=(a4-A-) r(xL-*-^M-*-2N)rfXrfYrfZ, et par conséquent, tant que et ne sera pas égal à — it, on satisfera à
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'•»^ :t^.T7>^ S- :-►. / rïwr»^;iint «i*»^ fon*!tioa;:? variiLble^ »t>iiaf»«î^-
••ofttilrion:* qu'on i^apfHW^r* aai qa;iDtîte^ x. jr. j. o^nfiti^Mi» qui liepei^- «ifinf "ii^iM k ^:m pr^^Dt de b âgnrp do tuT^a qai r^nfeme ks parti- -nlf^ mohil**^ «^ Tair.
A l'^-^itfti (U*' h f!i>n>taritr 7. rlir sen >us<^ptible d'une inluîte de v;h knr* '{ai ^ront lei^ mém«^ pn^rl<«aient que celle tie la quandu^ i. OKàt^ pfi.«rr^ rir^;)tivrmrnt: ^r qu'on peul dêmontnrr en gènerkl de b naiûère ^ni^kTilf-. I>:^ eqij^ktion.s trouvées a . & , c , comparées avec les equsH tion.^ fnnàÂffif'UXkl^ du d^' 10. donnent
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(l'oii l'on tire réquation
cjiii, comparée avec l'équation en s trouvée dans le n® 45,
rf^s dr
(ionne
En raisonnant et opérant de même sur les autres tbrnmies inléjçrales qui doivent aussi être égales a zéro, on trouvera pour a?', j', z\ comme aussi pour (x), (/), {z) et {x), (y), (z'), des valeurs qui ne diiïéreront (le celles de x, y, z que dans la constante arbitraire par laquelle les fonctions y, '^, / peuvent être multipliées; on aura ainsi
X' = B9(«, \, V, Z), X' = Bi^a, X, Y, Z), z' = Byja, \, Y, Z);
(j:j^E9(a, X, Y, Z), (^rj^Ei^a, X, Y, Z), (2)^Ex(a, X, Y, Z); (.r')=:F9(a, X, Y,Z), (.r') = F^(a, X, Y, Z), (2')= FyJ^, X, Y, Z).
Maintenant, il faut observer que comme les équations (a y, [b), (c) ne rendent l'intégrale proposée égale à zéro que tant que a n'est pas égal à — X% et que d'ailleurs les équations (D) et (E) du n® 45 doivent avoir lieu en général pour toutes les valeurs de k, il restera encore à vérifier ces équations dans le cas de A= — a; or, substituant dans l'équation (D) les valeurs trouvées ci-dessus de x, y,.../\\ viendra
A /'[L9(a, X, Y, Zj -h m^(a, X, Y, Z)-hNx(a, X, Y, Z)\d\d\dZ
£ cos ' / V ca ; -I '-zzà
V'Ca J
X f[Lo{cz, X, Y, Z)-hMiK«, X, Y, Z)H- Nx(a, X, Y, Z)]d\d\dZ;
ce qui donnera
4 17 ^* / — > . Fsin(lv''^«)
On aura de même, par l'équation (Ej,
B = Fcos(/ v^j — Evcaesin^/v'eâ;; I. 3q
M rx
- l -n-» : j ? X =J ^ XL \- 1 Z .
- -- frinr^'rx ««.
*-- F*i- j'x — t^rx-iàii :^rxix-\-l-Z.
*" =r. F v*p* ' » -i X — £^ ! X jia r9fx;*^x.\.T. z. r ^ F •*» f#<x — £«rxaB r,rx7x.\-T.Z,
^T < X fc -
*' rfX= é\.é\ é\ml^^'
4T éZ4\ 4Z4\
f pL^^M-^ry 4\4\4Z= x-k I xL- rH — x> ^\«/Vi/Z.
Ihtw. partir «^ur rinUrgral*
f xL-.rM-iN J\J\JZ
â*^\funf nulle, il «offin de fiire
sans qu'il soit séparément /i = o, ^ = o, r = o, comme dans les équations (a), (é), (c).
Or, cette dernière formule étant semblable à la formule
(xL-h.rM-t-zN)rfXrfYrfZ,
qui a fourni les équations (a), (fc), (c), on trouvera par des procédés pareils les équations suivantes :
d'où l'on tirera les valeurs de p, y, r, qui, étant substituées ci-dessus, donneront des nouvelles valeurs de a?, j^, z,.... Il faut remarquer que dans la transformation de la formule
(y»L-4-gM-hrN)rfXrfYdZ,
on trouvera des intégrales à deux changeantes de même forme que celles qui résultent de la formule
(orL + rM -l-zN)rfX</YrfZ;
il faudra donc les faire évanouir, en supposant aux valeurs de p, q, r les mêmes conditions qu'à celles de x,y, z; d'où il s'ensuit que, comme les équations (p), (q), (r) sont d'ailleurs entièrement semblables aux équations (a), (b), (c), on aura de même
ei de plus que la quantité /S aura les mêmes valeurs que la quantité — i.
908 NOUVELLES BECHERCHES SUR LA NATCRE
MainU^nant, au lien de .suh^titoer ees valears de p^ f , r dans les équations en X, y^ z, je maUiplie ces mêmes équations telles quelles sont par un coefficient indéterminé H, et j'ajoute chacune d'elles avet! sa correspondante d'entre les trois antres '/>,, ^q , >;, ce qui me donne
HflcrH-'3 — H)ij-i- = •!.
Ha^-f- â— H)rH- = 0.
Soit donc fait
3 — H = at, savoir H = 3 — a,
et supposant pour abréger
on aura
^ rf^/i' rfV rf»r'
, rfV rf''-' ^V
'''"*' rfZ^ ^ rfZrfX "^^ SzrfY ""''•
d*où Ton tirera comme ci-dessus
/l'^Aola, X, V, Z), 9'=A^(a,X, Y,Z), r'=Ax(at, X, Y, Z),
A marquant une nouvelle constante arbitraire- Or, les conditions qui déterminent les constantes de p^ q^ r étant les mêmes que celles qui déterminent les constantes de x^ y^ z, par ce qui a été dit ci-dessus, elles seront encore les mêmes pour les constantes de pf q\ f^ d'où il s'ensuit qu'on aura aussi pour ol les mêmes valeurs que pour p, savoir les mêmes que celles de la quantité — k. Maintenant, comme
on aura, en substituant et prenant deux différentes constantes arbitraires A', A", et marquant par a', a" deux valeurs quelconques de — k,
JT = A>(a', X, Y, Z ) -h A'^ç (a^, X, Y, Z ), j= A'^l^Ca', X, Y, Z)H- A''l].(a^ X, Y, Z), z = A'x(«', X, Y, Z) + A"x(«", X, Y, Z),
formules qui serviront aussi pour les autres variables x', y\ z\ (or), f y)»...» en ne faisant que changer les constantes A\ A".
Or, pour trouver le rapport entre les quantités x, y, z, x\ y\ z' et (x), (j), (z), (a/), (y), [z!)^ dépendant du temps /, on remarquera qu*il y a ici deux cas où les équations f/>), {q), (r) ne remplissent point la condition proposée de
r(xL-hjM-K3N)rfXrfYrfZ = o,
savoir, celui où A = — a' et celui où * = — a". Il faudra donc, dans ces cas, recourir immédiatement aux équations (D) et (E), et substituant au lieu de x, j, 2,... les expressions trouvées, faire en sorte que ces équations deviennent possibles lorsque /fc = — a' et A = — a".
Soient désignées par B\ B", les constantes qui répondent aux quantités X, y, 2, et par E', E", F', F" celles qui répondent aux quantités [x), ^7)» (^) ^^ (^'}» (y )> (^0' ^^ posons d*abord k= — ol, il est clair que la formule
/ [Lcp(a%X, Y, Zl^-M + (a", X, Y, Z) -h Nxi^"» X» \,Z)\dlid\d^
évanouira par elle-même, suivant ce qui a été démontré dans le numéro précédent; donc l'équation f D) se réduira comme ci-dessus a
V r[L(p(«', X, Y, Z) -h M + (y, X, Y, Z) ^ Nx{«'. X, Y, Z)]rfXrfYrfZ
= E' cos ( / V ca' y H ^=^ — -
X /"[LcpCy, X, Y, Z) H- Mt]/(a', X, Y, Z) -H Nx(a', X, Y, Z)] dXd^dZ,
d'où Ton tire
A = E' cos / ^ c^ -^ ==
s ex
On tirf'n de même, de Téquation 'E.,
B' = F' cos 'i^c^j—E'^T^sin'i^T^,
Après cela, on supposera * = — ar' et Ton trouvera par des procédés semblables
A'-E-'cos^/,??^ ^P^in^^,
iin auni doni
X = j E' ros /\ esc' » -i z^z^sin /^ ca' ; 1 o(a\ \, V, Z
-*-rE'cos'/^c?^, -^ -=:sin'/^c^;l©(a', X. Y, Z}. >• =
x' = 'F cos''/ ^ ca' ; — E' ^ ca' sin ^ / v^^' J 9(«'^ ^' V. Z)
-h'F'^cos /^C3?; — E'^ cousin ^/^cfl?;' 9 (a^ X, Y, Z;, ,r' =
On voit par ces formules que le mouvement de chaque particule sera romposé de deux mouvements analogues chacun au mouvement représenté par les formules du numéro précédent; d'où îl est aisé de conclure que les vibrations ne seront jamais isochrones, à moins que les mouvements composants ne soient synchrones entre eux, ce qui ne pourra arriver que lorsque les quantités a et a" seront commensurables entre elles.
62. En suivant la méthode que nous venons d'expliquer, on pourra
supposer de nouveau, au lieu des équations {p)^ {q), (r),
et ensuite
d^p d^q d'r P'^^rfX» * rfXrfY ' d\dZ
^ d*Q d^r d*p ^^^d^^^dYdZ^dYdX
^'^dv^dzh-^dzdx
„ rf»P rf'Q rf'R ^*^"^rfX' ' dXd\ ' rfXrfZ
^ rf'O «/'R rf'P ''^'^rfY' ' dYdZ ' rfYrfX
„ rf'R rf'P rf'Q
r/Z' rfZrfX ûfZrfY
d'où, par des opérations analogues à celles qui ont été pi*atiquées ridessus, on parviendra aux formules suivantes :
X = \¥/ cos{t ^'cô!^ ) -h -^sin(/^W)l9(a', X, Y, Z)
L sjca! J
-h rE"cos(/ v'^) -+- -ELsinf/v'^jl <p(«^, X, Y, Z). L ylcoiT J
E"cos(/ ^caT) -^-'-^.smityjcar) U(ar, X, Y, Z),
ar' = [Fcos(/v'ël7)-EV^sin(/v/cfi7jJ?(aS X, Y, Z) -f- [F"oos(/ v/ê^) - EV^sin(/ v/^)j ?(a^, X, Y, Z) -4- [F^cosf/ vcfl^) - E-'v'^sinf/^c^)] (p(«*, X, Y, Z),
(|ui donnent les mouvements des particules composés de trois mouvements simples, analogues chacun à celui du n^ 60; d*où il s'ensuit que l'isochronisme n'y aura lieu que lorsque les quantités a', a", a", qui expriment trois valeurs quelconques de — it, seront toutes commensu» râbles entre elles.
En suivant encore ia même méthode, on trouvera pour les valeurs de .r, V, z, x\ y\ z des formules composées de 4. 5, 6,... termes semblables dont chacun répondra à une quelconque des valeurs de ii*; on poun-a donc par ce moyen avoir autant de solutions particulières qu'il y aura de combinaisons à faire, une à une, deux à deux, trois à trois,..., A^'^ valeurs deit, de sorte que, leur nombre étant m, celui de solutions particulières sera 2'"— 1 ; mais, si le nombre des valeurs commensurables est seulement éj^al à /i, il n'y aura que a^-h m — /i — i de ces solutions qui rendent les oscillations isochrones.
63. Remarque. — Si Ton poussait les expressions des valeurs de a;, V jusqu'à ce que le nombre de leurs termes fût égal à celui des valeurs de X-, on aurait alors une solution générale et applicable à tous les t*as possibles; quoique cette proposition ne soit pas un^ suite nécessaire de l'analyse précédente, il esl aisé de la démontrer en rigueur par le moyen des principes jusqu'ici établis.
Pour cela, je suppose.qu'on développe la formule 'D en autant de formules particulières qu'il y a de valeurs de il, et qu'on en tire par la combinaison la valeur de chacune des quantités x, v, 2,..., soit en se servant des règles ordinaires, soit en employant une méthode analogue a celle dont nous avons fait usage dans le Chapitre III des Recherches précédentes XXI\\; il est facile de voir que ces valeurs seront exprimées de la manière suivante :
j: = P' S'cos / yco' -* — =^sin i\cx' , 1 L \^^ J
-j-F' S^'cos /\câ^; -»- -=sin /icô^l ^ L ^^^ J
-f-P* S* los /^ca- ^ -« — sin Z^ca"-; U
L \ca- J
>• z= Q' I S' cos / ^ ca' -I — ^^= sin " / ^ râT 1 1 L \^^ J
Q''rS''
cos / \ ex" , H — =zr sin ■ / ^ ca" )
ET LA PROPAGATION DU SON. M?i
z — K' S' oos • / V <^â^) -4- :^r-r sln (/ ^ cV ) L \ra' I
L sca'^ I H-
Vca""^ I
posant a^'"^ pour la dernière des valeurs de — k.
Les quantités S', S",..., S^*"^ et V\ IJ',..., IJ-'" sont mises pour dénoter les valeurs des expressions
j [(x)L-h(j)M-f-(2jN]rf\^/YrfZ et /^[(.r'jL -^ (r')M -^ (s'jN)],
lorsqu'on fait successivement — k égal à «', </" a""'. L^»s antres ((nantîtes P', F,...., P'" , Q', Q",..., Q'" , R', R",..., R'^ sont différentes pour chaque particule, cVst-à-dire sont des fonctions variables de X, Y, Z.
Or, si Ton regarde ces fonctions comme indéterminées, on ponrra en connaître la valeur par le moyen de la substitution et de la comparaison, ainsi qu'on le pratique dans la méthode connue des indéterminées. Substituons donc au lieu de x, y, z, dans Téquation 'D,, les expressions ci-dessus, et supposant pour abréger que S, V. dénotent en général les
valeurs de S', S" U', ('',..., lorsqu'il y a encore — >t au lieu de y!,
a on aura
fs'cos/vêi^ -h -£^sin;/v"ci' 1 / ÎP* L -h Q' M -k R' N ,^X f/Yf//
-^fs^^Vos/v'"^'"'; ^ ^^ -^^^ 1 / (P"''L^Q''"^M-+-R<'"^N)r/Xf/Yr//
= S cos / V - ^•/'* -^ _! .--sîn^/ V— c/r;,
(M]uation (|ui doit être identicpie en faisant — ^égdl » y, •,..., of^. I. 4«
Soit donc posé en général —i = (x^'^\ le second membre de l'équation deviendra
et le ternie fi''"" du premier membre étant
I S-'"' cos(/ V i^) ■+. -~-L sin(/ \^-^) I (p^''^L+Q^''^M-i-R'-"'N)rfX«/YrfZ,
pour identifier les deux membres, on supposera que
C i P' ''' L + q'"^ m + R^''^ N ) rf X rf y rfZ
soit égal à I , et que toutes les autres formules exprimées généralement par
Apl -h QM + RN ) <f X </ y </Z
soient nulles, — & étant égal à a^''^ dans les valeurs de L, M, N; d'où l'on voit que les valeurs de P, Q, R devront être telles, que la formule générale
/* ( P' '" L + Q^'') M + r'-"^ n) rf X rf y rfZ
soil toujours égale à i , lorsque k= — a'''\ et qu'elle soit toujours égale à zéro, lorsque k a une autre valeur quelconque.
Or, par ce qui a été démontré dans le n*' 60, on trouvera d'abord, pour remplir cette dernière condition, les équations suivantes :
.» _,»_ rf^ ^ d^ ^ d^ "" " rfX» dXrfY rfXrfZ'
^ " (IV d\d'l d\d\'
(,«;„(„)_ </'R^-"^ rf'P^'"' ^'Q^^' ' </Z' '^ dZdX'^ d'IdY'
d*où il résultera, comme dans le numéro cité,
r^^^ = Ax(«('*U;y,z).
Soit maintenant la valeur de f{L(f{a^f'\ X, Y, Z)-l-Mv|; («(.«), X, Y, Z) ^-N/W'^^ X, Y, Z)\dXdY(fZ,
en y posant —k = a^^\ exprimée par D^'*^; on aura, pour satisfaire k la première condition ,
et par conséquent
DU
Substituant enfin les valeurs trouvées de P, Q, R dans les expressions
S' de X, j, 2, et posant pour plus de simplicité E', E",... au lieu de jp»
ip>"» et F', F",... au lieu de g;» KiF»-"» il viendra
= [e' cos (/ f/c^) H- -L= sin (/ vca' jl cp {a\ X, Y, Z) L >/ca^ J
H- rE''cos(/v^'')-*- -^sin(/v^jl<p(a^ X, Y, Z)
-f- rE(-)cos(^ ^câ^'^) -4- -4^ sin (/ v/êï(^)1 9 (a(->, X, Y, Z), |_ y/ca^"^ J
Par des raisonnements et des opérations semblables, on tirera de
rf'quation E
r' - F' cos / ^ ex ; — E' ^ ex sin / ^ vx o ,a , X, Y, Z) ~ F'-ros /^^ -E'sT^siïï is^ _ ^{o^. \, Y, Z)
— F * cos / ^ c- a " — E *■ ^ c a "• sin / ^ €• a ■ 9 > ■ , \, Y, Z ;,
Voilà, comme l'on voit, une construction générale des mêmes équations que nous avons déjà traitées dans le § II du Chapitre précédent par une voie fort difl'érente, et seulement par approximation; mais il faut avouer que cette construction n'est guère utile pour la connaissance du mouvement des particules de l'air. Car les valeurs de x, v, z sont composées de suites infinies dont les termes ne sont point convergents ou du moins ne peuvent point être regardés comme tels, puisque les constantes E, F, que ces termes renfennent, dépendent des premières valeurs de x, v, :;, et de x\ y, z\ qui doivent être supposées quelconques.
64. ScoLiE. — Il est clair que la méthode de la Remarque précédente peut être employée dans une intinité d'autres équations de même espèce, et qu'elle s'applique également, que le nombre des corps mobiles soit infini ou qu'il soit fini, de sorte qu'on peut la regarder comme une simplification et une généralisation de celle dont nous nous sommes servisdans le Chapitre III des Recherches précédentes.
Au reste, cette méthode sert à démontrer la belle proposition de M. Daniel Bernoulli que : lorsqu'un système quelconque de corps fait des oscillations infiniment petites, le mouvement de chaque corps peut être considéré comme composé de plusieurs moui'ements partiels et synchrones chacun à celui d'un pendule simple. ■ Voyez les Mémoires de l'Académie de Berlin^ année 1753.)
ADDITION AUX PREMIÈRES RECHERCHES
( Miscellanea Taurinensia , t. II , 1 760- 1 76 1 . )
xM. (l'Alembert ayant fait Thonneur a ma solution du Problème des cordes vibrantes, de l'attaquer sur quelques points par un écrit parliculier, imprimé dans le Tome I**" de ses Opuscules mathématiques, je vais ajouter ici de nouveaux éclaircissements sur l'analyse de cette solution, qui serviront en même temps de réponse aux objections de cet illustre Géomètre et de confirmation a ma théorie.
La solution en question n'est qu'une application de la formule trouvée dans le Chapitre III de la première Partie (page 72;, pour le mouvement d'un til chargé d'un nombre quelconque m— i de poids, au cas 0(1 l'on suppose ce nombre infini; c'est cette application qui a paru à M. d'Aleml>ert susceptible de plusieurs diilicultés.
i" La formule dont je viens de parler, étant composée d'une suite de termes qui renferment successivement les sinus de tous les arcs
Gj 1XS 3cj (m — \)m
j'ai pris dans le cas de m = x> ces arcs mêmes pour les valeurs de leurs
sinus. M. (l'Alembert m'objecte que cela n'est permis que pour tout angle |^r v étant un nombre fini, et nullement pour les angles
— 7 — —^ - -/ — ^— » — Cette objection prise en elle-même est solide et
sans réplique; mais elle perd toute sa force si on la considère par rapport à la formule dont il s'agit, car je vais prouver directement et invinciblement que les expressions
GJ . 2 GJ , itn — I ) CT
sin -, — , sm r — 9 • • • 9 sin — ;
doivent être changées en
m 2 Gj [m — i)ts
dans le cas de m = oc .
¥a\ remontant à l'analyse du Chapitre cité, il est aisé de trouver que toutes ces expressions viennent (XXI ; de l'expression générale
, - . VGT
±2 \/e sm -, — V' — N
qui est celle du coefficient R (XIXj, v étant un nombre quelconque entier depuis zéro jusqu'à m. Tout se réduit donc à prouver que, quand m = 00 ,
D _u ~ ^^ — R = dz 2 V e 7— \/ — I .
Pour y parvenir, je remarque d'abord (XIX) que
R» = e(A- — 2); je vois de plus que la valeur de k dépend de cette condition que
lorsque [L=^m, a étant égal à - H- tZ-r — i et 6 égal à i/-7 — i ,
c'est-à-dire de l'équation
.(bvB:-(i-vfEi_
Vf-
ou simplement
(^v/F^)--a-VF^)-=«-
Or, yje = m'^ (XXXV), •=? étant une quantité finie; donc
mais R doit être aussi une quantité finie, comme il est aisé de le voir par la nature même du calcul, donc —^^ sera une quantité infiniment petite du second ordre dans le cas où m = qo .
Qu'on suppose -g- =/\/— i, en sorte que A= 2 — ^> et qu'on mette celte valeur de k dans l'équation ci-dessus, il viendra
équation qui , en négligeant ce qui se doit négliger à cause de m = oo , se réduit à ceil^i
Or on sait qu'une expression telle que
devient, dans le cas de m = x> , égale à sin/; donc l'équation qu'on
vient de trouver est équivalente à 2 y— i sin/= o, savoir a sin/= o;
ce qui donne /=— » v étant un nombre quelconque entier; donc
RT vcj / ,
-Tj- = — V— *» <ionc Il "?.
2** M. d'Alembert prétend que j'ai tort de regarder en général l'expression sin— (—± ^^=t—) comme égale a zéro, lorsque m = 00 (XXXVIII).
Je conviens que je ne me suis pas exprimé assez exactement, en disant que m ( - ± -=7- ) est toujours égal à un nombre entier, parce que /n== oo; mais ma proposition n'en est pas moins vraie pour cela. Car on voit par le n*^ XXXVI que — est mis au lieu de /jl, qui est de lui-même un nom-
mWt
bre entier; et, à l'égard de ,p ? il sera aussi un nombre entier, en re-
gardant -rp- conmie commensurable avec - ; c'est-k-dire en supposant
-»^ = — -, supposition qui est évidemment permise et qui n'apportera
pas la moindre limitation à ma solution.
3^ M. d'Alembert attaque aussi l'es calculs que j'ai laits dans le Chapitre VI pour trouver d'une manière directe et générale la somme d'une suite infinie, telle que
sin cp sin 0 -h sin 29 sin 2 ô -h
La méthode que j'ai employée dans cette recherche est très-simple; après avoir transformé la suite proposée en deux autres composées de simples cosinus, j'ai mis à la place de chacun de ces cosinus son expression exponentielle imaginaire, et j'ai cherché la somme de suites résultantes par la méthode ordinaire de la sommation des séries géométriques, en supposant le dernier terme nul comme on le fait communément lorsque la série va à l'infini. M. d'Alembert m'objecte que cette supposition n'est point exacte, parce que dans la suite
le dernier terme est e*^-*, quantité qui est indéterminée au lieu d'être zéro.
Or je demande si, toutes les ibis que dans une formule ulgél)ri(|ui' il se trouvera par exemple une série géométrique intinie, telle {\i\v
I -f-a?-*-ic*-*-a:'4-. . ., on ne sera pas en droit d'v substituer — ^
quoique cette quantité ne soit réellement éfçale à la somme de la série proposée qu'en supposant le dernier terme a?* nul. Il me semble (|u'on ne saurait contester l'exactitude d'une telle substitution sans renverser les principes les plus communs de l'analyse.
M. d'Alembert apporte encore un argument particulier pour prouver que la somme de la suite
cos^ -h ros2^ -h C()s3^ -h. . .
ne peut pas être » comme je l'ai trouvée par mon calcul. Il suppow
X = 45*^» et il trouve que cette suite devient
II II
après quoi elle recommence : « Or, dit-il, la somme de cette suite finie est, ou -^ï ou o, ou — I, ou — I =1 selon qu'on v prendra plus on
moins de termes. Donc la somme de la suite entière est aussi, ou ---■
ou o, ou — I =7 selon le nombre m des termes qu'on v prendra, quel
que soit d'ailleurs ce nombre de termes fini ou infini, et cette somme ne sera point égale à zéro, à moins que m x '»5^ n^ soit égal k une infinité de fois la circonférence, ou à i3> plus une infinité de fois la circonférence. »
Je réponds qu'avec un pareil raisonnement on soutiendrait aUvSsi que — — n'est point l'expression générale de la somme de la suiti* infinie
I — jr-Hx^— or^-h..., parce que, en faisant jr= r , on a ï — ï-hï — t-h
<e qui est, ou o, ou i, selon que le nombre des termes qu'on prend est
pair ou impair, tandis qnie la valeur de est -• Or je ne crois pas
qu'aucun Gféoaièlre voulût admettre cette conclusion.
a» ADDITION AUX RECHEECHES SDR LA NATCEE
Qaand même les objections auxquelles nous Tenons de répondre seraient rondées, M. d*Alembert ne pourrait pas se dispenser de convenir que les résultats de ma théoiie sont nécessairement exacts dans les cas où ces résultats s'accordent avec ceux qn*il a trooTés par la sienne: ce qui arrive quand la corde a une certaine figure au commencement du mouvement. Or toutes les objections que M. d*Alembert m*a faites jusqu'ici sont absolument indépendantes de la fi^re initiale de la corde: donc, puisque ses objections n'empêchent point ma solution dVtre exacte lorsque cette figure a certaines conditions, elles ne Fempêcheronl pas non plus d*être exacte en général, quelle que soit la figure initiale de la corde.
(je nisonnement est simple, et ne peut pas avoir échappé au savant Géomètre dont nous parlons: aussi sVsl-il attaché dans la suite à combattre seulement la généralité de ma solution, et à la borner comme la sienne aux courbes assujetties à la loi de continuité. Il se fonde sur ce que j*ai fait usage de la méthode de M. Bernoulli pour trouver la valeur
d'une quantité qui, dans certains cas. est -? méthode qui suppose que la
quantité proposée soit une fonction algébrique.
Mais je le prie de faire attention que, dans ma solution, la détermination de la figure de la corde à chaque instant dépend uniquement des quantités Z et U. lesquelles n'entrent point dans Topération dont il s'agit. Je conviens que la formule a laquelle j'applique la méthode de M. Bernoulli est assujettie à la loi de continuité: mais il ne me parait pas s'ensuivre que les quantités Z et U. qui constituent le coefficient de cette formule, le soient aussi, comme M. dWlembert le prétend.
Je viens maintenant aux difficultés que M. d'Alembert a faites contre la théorie de M. Euler, et qui peuvent aussi s'appliquer à la mienne: ce sont celles qui regardent la construction que M. Euler a donnée pour
trouver la figure de la corde k chaque instant; construction qui est prérisément la même que celle qui résulte de ma théorie fXL).
1^ M. d'Alembert prétend que cette construction ne peut satisfaire à l'équation de la corde vibrante
dx^ ~~ dt^'* à moins que la courbe initiale AMB ne soit telle que les flèches z^'o».
r'o' de deux arcs consécutifs et infiniment petits, |o"R', R'p', soient égales; ou, ce qui est la même chose, que la courbure au point r" soit la même que la courbure au point r' infiniment proche; ce qui exclut déjà toutes les courbes dans lesquelles le rayon osculateur change brusquement en quelque point. Voici le raisonnement de M. dWlembert :
< Soit pris, dit-il dans le § VII du Mémoire sur les vibrations de Cordes sonores, imprimé dans le même volume, AP = ar, PT = / sur Taxe AB; donc, regardant x comme constante, et faisant PT'=PT, 1/ = /5 = T'/' = /'S' = dt, on aura
vr = x-/, Kf = x — i-di, \e'=x^t^^9.dt.
Or vêtant, suivant la construction de M. Euier, égal à la demi-ordonnée TR qui répond kar-h i plus à la demi-ordonnéé T'R' qui répond à x — /,
%DDITIÔ3» %L\ RE*:HEft«:HE:» SLfc LA 3iATLR£
il 4Vn:*iiir qii#» d^ y, ^n iwr f:»iMnt varier que /, i*»t
^/-r _ 5c — TR - 1 /r _ $^s — T R — 2^ r;^ _ ^ ro -- r' &
♦*n mt^nant k^ conltfs Rî, R'c'. .MâiDt^nsiot fâLs^ms / constant et égal \ VI. et .r variable: prenons Vp= p^ = dx^ ^l supposons rfr =T/, ce
.pii pst évidemment permis :
r* .V'*iL^ aurons
\/^=ix— ^i-r — /. A5" = x~2</r — /:
lion*'. m»-n;int h t.unle R s . on truuvera que d^y. en ne taisant varier qutf r. ft>t — ro — r îu ; ili^nr
<f - *• — ro — r' 't.
ri if 1 d- y . . ^ . d' r
Il hut «iuur. p^jur que -^ îj4>it égal a -y-r- que r o == r 'u. * W rfrp<>nil> qufr-, «lans IVquation gtrnenile
d'Y d^r dt - djT^ '
kd nf faisant varier que x, rf- v f^t la différeucf >econde de trois ordonnées i:onï^*frutivt*<, ilont Tune répond à l'abscisse a- — rfx, l'autre à TabîM-i»^ X, la troisième à l'abscisse x — €Ijl\ et que, en ne faisant varier que i. d'y ^>t la différence seconde de trois onlonuées répondant à la mem»: ab>«M>se x, la première pour le temps / — di, la seconde pour le temps /. la «iernière pour le temps i-^di. comme M. d*Âlembert luimemf Ir dit dan> le § X: qu'ainsi, en ne taisant varier que /, la valeur de d^v :H-ra. ^uivant la construction de M. Euler et la iniennet c^n tirant
l'ordonnée yz telle qoeyT = T/, et en menant les cordes «r, r"r\ tr - TR-(TR-ji) t'r* -^TJi' - (T' R' - /'' r;;^)
_ /r-h,rg--2TR fV^-h^r^^-^arR^
el que, en ne taisant varier que a?, la valeur de d'^ y sera
/r — TR-(TR-y) rr^-TR -(TR ~/V ) - Rx - R .r'
donc
rf/' ^ ,Y-/ ' dx^- ^Yp' - ^^,^ -'
en supposant T/ = P/>, et Téquation
devient identique.
n'' M. d'Âleinbert prétend ensuite que la courbure doit être nulle aux extrémités A et B. • Car soit, dit-il dans le § VIII, PT et PT' égaux à AP, on a, en ne faisant varier que /,
d^r 5p-f-TR — 2/r /'j' — 2L'Q' _ — ro-f-(/^'
-rrr = -^=i • =1 — - — ,
et non pas
T/ parce que
et que l'i et Q'L' doivent être prises négativement par leur position, et
par la construction de M. Euler. Maintenant, en ne faisant varier que x,
on aura
d^y __ ^_r0 — ijq
donc -^ ne sera pas égal à -^^j si la courbure n'est pas nulle en A.*
•r — zy — tTR _ L *> — * jL _ Rx ifT" îtT 2T7
rr^iT-îTR
L« > — L JJ^ R r
-•t D'.-fi pi*.-*
•l«»n«' -^Ti- ^-^t toujours •f;p»l A — — • •jU'fû*^ .ju»? 3«>àt 1;* ».M>arbaiv .»q a.
V \\\iT^ :»r;jTiai**Qt ilr M. •rAl»*mb*?ft p«>ur pp.»uT>*r %j^ la i?i»ttrbaiv lùir ►-tr** finironn*»' »l;4ns fh^ètiat^ p«)rtit.»D intinim*?ot petite A^ U •:»>urbt> AHB. Il ♦l'>ant* a U liitTer^ni*»? </r J^ux v^lr^urs ilifff^rvaltfî^ a voi^nite. tK il
rr«>fjT^ .|ur- p*>ur que lift valeur ilt? ^— s>Lt ti.»uj*>ar? b luéiut^ i^t e^Ie ii
• Kllè d#^ -r— • il faut quê !♦•> flèt*h»?> n>. i^ui apparti^Mmeat à dîff«Mn»ot»
^n> intiniaient p«MiLs Rr?. ?«>if^Dt toujours pr«>p«>rti*>DEktfti«» aax caitvs fi#>* p->rtion:> •:i>rri>^p«>n«lï»ntf?î* Tj dt? Taxe: *.'e qui ih? ptHil aToir lii^ que fians rfrs arrs ^r* irourfour^ unifomi*». «roainif» 3i. d'Aii^mbert \ft deaaMotre fort au long tlsins k J X •!•* 5«3d Meinoin*.
A «'èlâ ]i^ r»fp«jDdrai qu'il n'est nuiieiueat ii^'e:s£aire. pour la gène-
ralité de ma solution, que les différences dt demeurent indéterminées et puissent être supposées quelconques, comme je Tai déjà remarqué plus haut. Il me suffit qu'on prenne toujours
T na
ou, en supposant avec M. d'Alembert -q^- = i ,
dt^=^dx\
car, comme dx peut être pris aussi petit qu'on voudra, il est évident qu'on n'en trouvera pas moins la figure de la corde au bout d'un temps quelconque donné /.
4" M. d'Alembert apporte de plus une raison métaphysique pour faire voir en général que le mouvement de la corde ne peut être représenté par aucune construction quand la courbure fait un saut en quelque point M de la courbe initiale. « C'est, dit-il dans le § XI, que dans ce cas il y a proprement au point M deux rayons osculateurs différents, quoique €*olncidents quant à la direction, dont l'un appartient à la portion de courbe MR, et l'autre à la portion de courbe MA. Or la force accélératrice en chaque point de la corde étant en raison inverse du rayon osculateur, lequel des deux rayons communs au point M doit ser\îr à déterminer la force en ce point M? C'ej=a ce qu'il est impossible de fixer, et il l'est par conséquent aussi de résoudre le Problème dans ce cas-là. En effet, supposons que la figure initiale de la corde soit composée de deux différentes courbes ainsi réunies en M; je demande quelle est la force accélératrice du point M, lorsque la corde commence à se mouvoir? »
La réponse est bien simple : la courbe AMB étant continue, il est clair qu'on peut toujours prendre, à quelque point R que ce soit, trois ordimnées consécutives et infiniment proches sv, RT, n\ or les différences de ces trois ordonnées constituent la valeur de i/^j, à laquelle la force accélératrice du point du milieu R est nécessairement proportionnelle par la nature du Problème, quel que soit d'ailleurs le rayon osculateur en ce point.
M ADDITION! AUX RECHERCHES SUR LA XATURE
5** M. «l'Alembert fait voir dans le même paragraphe, que si la coarbare nVtait pas nulle en B, il s'ensuivrait de la coostmction de M. Eoler
H de \'A mienne, qu'il y ;4urait un saut dans le -^ qui répond à un point
quelconque M lorsque / = PT, savoir que sa force accélératrice passerait brusquemf*nt et sans de^és de la valeur quVIle a en cet instant à une ^utre v;ileur. qui dilTérerait de rp||e-ià d*une quantité du même ordre: «•e qui siérait contraire a la nature de la force accélératrice.
Je réponds que cet inconvénient aurait lieu en effet, si les forces accélératrices qui ajrissent :*ur chaque point de la corde à chaque instant avaient une valeur finie: mais, dans notre cas, ces forces sont toujours infiniment petites, puis^^u'on suppose dy infiniment petit, par rapport à dx: par conséquent Tarcroissement de la force du point M sera aussi infiniment petit: t^e qui n*a plus rien de «'hoquant.
6" M. d'Alembert ajoute encore une nouvelle considération pour prouver que le mouvement de la corde ne peut être soumis à aucun calcul anHiytifjue quand la courbure est finie en A et B. « Qu'on se représente, «lit-iL § XIL la corde au commencement de son mouvement: -ii \h rourbure n'est pas nulle en B, le rayon osculateur y sera donr fini: par conséquent la force accélératrice y sera aussi finie et ten- <lrri a donner «lu mouvement au point B; cependant ce point étant fixement jHTeie est incapable de se mouvoir: ainsi, d'un côté --rp- est finie lorsijue r = AB et lorsque ( = n. et «le l'autre -— est toujours égal à
zéro au point B. quelle que soit la valeur de / La nature en ce point
arrête, pour ainsi dire. brus4|uement le calcul: on a deux forces accélératrices v«)isines et infiniment peu différentes. Tune au point B, l'autre au point infiniment pri>che de celui-là: la seconde de ces forces produit un mouvpLiient, la première n'en saurait produire, quoique par l'équation
**lle fiariis>e devoir nn j>r«uluiiv un. lorsquo -rzr u'est pas égal à zéro:
ainsi la loi du mouvement n'étant pas continue pour tous les points de la courbe, ne peut être représentée avec exactitude par l'équation dont il s'agit. ».
A cela je réponds :
I® Qu'il ne me parait nullement exact de dire que la force accélératrice est finie en B, et tend à donner du mouvement a ce point. Car il est facile de voir que les points A et B, par où la corde est attachée, ne sont réellement sollicités par aucune force accélératrice perpendiculaire à Taxe, mais simplement tirés par la force de tension de la corde, laquelle agit presque dans la direction même de l'axe, et qui doit être détruite par l'hypothèse du Problème.
2® Sans m'embarrasser de la valeur, quelle qu'elle soit, du rayon oscu-
lateur en A et B, je considère que le ^-^, qui répond exactement à ces
points, est toujours nul de lui-même, suivant ma construction, comme on l'a fait voir plus haut. D'où je conclus que le calcul est parfaitement d'accord avec la nature.
Voilà les principales objections de M. d'Alembert sur la construction que M. Euler et moi avons donnée pour le mouvement des cordes vibrantes. Il me parait d'y avoir pleinement satisfait, et d'avoir montré en même temps que cette construction a toute la généralité dont la question est susceptible.
Quant aux autres difiicultés que M. d'Alembert propose dans le même Mémoire contre la théorie de M. Euler, et qui sont tirées de la considéralion des fonctions algébriques, il est clair qu'elles ne touchent point à ma solution, mais servent seulement à confirmer ce que j'avais déjà avancé (XV) sur l'insuffisance de la méthode de ces deux grands Géomètres, pour conduire à une théorie exacte et complète du mouvement des cordes sonores.
Au reste, quelque générale que soit la solution que j'ai trouvée de cet important Problème, je suis bien éloigné de penser qu'elle puisse donner le vrai mouvement de la corde, quand sa figure est composée de deux ou plusieurs lignes qui font des angles entre elles; car il est évi-
ADDITION AUX RECHERCHES SLR LA SATURE. ETC
dent que TèquatioD différentielle
Jt ~ djr^
ne s^unùt iivoir lieu dans ces cas. Mais il est certain d*autre part, et Ton peut même sVn assurer par rexpérienee* que la raideur de la corde el Tactiou ret^proque de toutes ses parties Tobli^ront de prendre aussitôt une figure courbe coutinue. à laquelle on pourra p^àr conséquent appliquer notre construction générale du n"* XLV. Les TÎbrations qui suiTr».»nt les premiers instants, et qui sont les seules qu*il nous importa de i-mqnaître. M?n>nt donc toujours re^lièrtr> «-t isochrones, et leur durée ur dépendra en aucune manière de la figure primitiTt-. mab sealement de b tension, de la longueur et dt* la grosseur de la r>.»rde. comme «^n Ta démontre XL VI , oe qui suffit p»ur expliquer piL>urquoi une cv.nJr frapper d'une manière quelconque rvnd touj^mrs le même <«>q.
ESSAI D'UNE NOUVELLE MÉTHODE
FORMULES INTEGRALES INDEFINIES.
(Mi scella nea Taurinemia, t. II, *! 760-1 761 .)
Pour peu qu'on soit au fait des principes du Calcul différentiel , on connaît la méthode de déterminer les plus grandes et les moindres ordonnées des courbes; mais il est des questions de maxinds et minimis d'un genre plus élevé et qui, quoique dépendantes de la même méthode, ne s'y appliquent pas si aisément. Ce sont celles où il s'agit de trouver les courbes mêmes, dans lesquelles une expression intégrale donnée soit un maximum ou un minimum par rapport à toutes les autres courbes.
Le premier Problème de ce genre, que les Géomètres aient résolu, est celui de la Brachistochrone, ou ligne de la plus vite descente, que M. Jean Bernoulli proposa vers la fin du siècle passé. On n'y parvint alors que par des voies particulières, et ce ne fut que quelque temps après, et à l'occasion des recherches sur les Isopérimètres, que le grand Géomètre dont nous venons de parler et son illustre frère M. Jacques Bernoulli, donnèrent quelques règles générales pour résoudre plusieurs autres questions de même nature. Mais ces règles n'ayant pas assez d'étendue, le célèbre M. Euler a entrepris de réduire toutes les recherches de ce genre à une méthode générale, dans l'ouvrage intitulé : Methodus inveniendi Uneas curvas maxind, minimise proprieteOe gaudenies : sive solutio
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ou, ee qui en est Téquivalent,
CèZ = o.
Or, soit Z tel que
dZ = nèx -h pddx -h q dd^x -+- r dd*x -h . . .
-h Ndr-+- PddTr-h Qdrf'jr -h Rdrf'jr -+-. . .
-h vdz -h mèdz -h x ^d^^ -h p dd^z -h . . . , il en viendra l'équation
l nèx -h l pddx -h j q 6d^x -h l r 6d^x-h. . .
-h fNdjr-h jVàdx-h JQdd'X'h f^èdy-h...
-h j V èz -h I mèdz -h / x^^*^ -^ j pàd^z -+-... =0;
mais on comprend aisément que
$dx = dèx, 6d^x=:d^dx,
et ainsi des autres; de plus, on trouve, par la méthode des intégrations par parties,
/ pddx = pàx — j dpdx,
I qd^dx = qdàx — dqox -\- j d^qdx,
j rd*dx = rd^àx^drdàx-hd^rdx— j d*rèx,
el ainsi du reste; donc l*équation précédente se changera en celle-ci :
1 {n — dp -h d^q — d^r -h. , .)ix
-h ^(N — rfP-+-rf»Q-rf^R-h...)o.r -^- / V — dxs -^ d^x^ d^p -h. . .)èz
-h{p— dq ■+-d^r—...)dx-h [q — dr-h...)ddx-\-{r —...)d'èx -h...
-h(P~rfQ-hrf>R— ...)ôr-h(Q — rfR-i-...)rf3r-+-(R-...)rf'3.r-h...
-h(cy— dx -hd^p — ...)dz -^{y^^dp '^...)ddz -h{p^...)d^dz -f-...==o; 1. 43
d'où Ton tirera premièrement TéquatioD indéfinie
'i ( n — dp -h d^ q — d* r -^ . , ,) 0 X (B) ) -H(N-rfP-hrf^Q — rf»R-h...)^r
et ensuite Téquation déterminée
!p— dq -hrf=r — ...)«5a:-h(^ — rfr -»-...) rf8x -h ( r — ...)</' oo: -H... H-(P-rfQ-hrf^R-...)or-h Q-rfR-h...)rfoV-h(R-...)rf'<3rH-... -»-(©— ^X -f-rf-p— ...)'î>2 -»- :■/ — rfp -h../ rfoz -+-(/! — ....J'«3z -»-... =o.
dette équation se rapporte au dernier point de l'intégrale | Z; mais il
faut observer que, comme chacun de ses termes comme pnx dépend
d'une intégration partielle de la formule \ pdix, on peut lui ajouter ou
en retrancher une quantité constante. Or, la condition par laquelle cette constante doit se délerminer*est qu'elle fasse évanouir le terme p S ao au
point où commence l'intégrale / pdrixi il faudra donc retrancher de /lix
sa valeur en ce point; d'où résulte la règle suivante. Soit le premier membre de l'équation C;, exprimé généralement par M, et soit la valeur
de M, au point où commence l'intégrale / Z, désignée par 'M, et au
point où cette intégrale tinit, désignée par M', on aura M' — 'M = o pour l'expression complète de Téquation (li.
Maintenant, pour se défaire dans les équations trouvées des ditlerences indéterminées ^x, 5j, 5s, dix, rfo v,..., on examinera d'abord si, par la nature du Problème, il y a entre elles quelque rapport donné, et les ayant réduites au plus petit nombre possible, on fera ensuite le coefficient de chacune de celles qui resteront égales à zéro. Si elles sont absolument indépendantes les unes des autres, l'équation B; nous donnera sur-lechamp les trois suivantes :
n— dp-^ d^q — d^r -h. . . = 0, N — rf P -+. rf ' Q — rf ^ R -4- . . . =r o , V — dus -f- rf^ X ~ ^*P "•"••• = ^'
Exemple. — Soit cherchée la courbe brachistochrone dans le vide. Nommant x Tabscisse verticale, et j et z les deux ordonnées horizontales et perpendiculaires l'une à l'autre, la formule qui exprime le temps sera
laquelle étant comparée à / Z, on a
\jx et difl'érentiant par î, suivant les règles ordinaires des différentiations.
. „ hx Jdx^ -h rfr' -^ dz^ dxèdx
x ^x yjxds ^xds ^xds
et toutes les autres quantités y, r, N, Q,..., égales à zéro.
Premier cas. -— Or, si le Problème est de trouver en général, entre toutes les courbes possibles, celle de la plus vite descente, on aura en ce cas les équations
n — dp=:Oy — rfP = o, — dfn^=o,
savoir
ds j dx j rf>- , dz*
-j a —= — =0, — a-= — rrro, — a -= — =0:
t-xax ^xds ^xds ^xds
ces trois équations devant représenter une courbe unique, il faut qu'elles se réduisent à deux seulement : c'est de quoi il est facile de s'assurer par
le calcul, car la seconde étant multipliée par 2 ^ et ajoutée à la troi-
^ xds
sième multipliée par 2 -=: — , il vient, à cause de ds^ = djc^ -h dy^ -^ dz^ . \x ds
savoir, en différentiant et divisant le tout par -?
^xds
ds J dx
ix^x ^xds
qui est la première équation.
Présentement, si Ton intègre les deux équations
, dy , dz
d —r\ — =0, a -^z — = o, yfxds \xds
on a
dy I dz
\xds \a ^xds
d'où l'on tire d'abord
dy_ib
dz ^a
ce qui fait voir que la courbe cherchée est toute dans un même plan vertical, et que par conséquent elle est a simple courbure. Pour la mieux connaître, rapportons-la à deux coordonnées prises dans son même plan. Que X soit l'une et / l'autre, on aura
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et puisque -^ = ^^ on aura en intégrant, sans ajouter de constante, parce que je suppose que l'axe des x passe par la courbe même.
et enfin
dy _ )/b dt _ _i^
yj^ds ^a -¥-6 sfx sldx^-\-dO ya
ce qui se réduit, en posant a^^» ^
dt:
sjx dx
équation d'une cycloïde décrite sur une base horizontale par un cercle, dont le diamètre est égal à c.
Maintenant, si le premier et le dernier point de la brachistochrone sont donnés, il est clair que, les coordonnées x^ j, z étant invariables pour ces points, leurs différences $a?, Jv, 5z, rfîar, diy,.., seront nulles, et par conséquent aussi tous les termes de l'équation '(];; la constante c devra donc être déterminée en sorte que la cycloïde passe par les deux points donnés.
Si le premier point est donné, et que la brachistochrone doive être telle qu'un corps partant de ce point arrive dans le moindre temps à un plan horizontal donné, alors M sera nul de lui-même, et l'équation '(^; donnera M' = o, savoir
dx ^ dr y dz ^
-z= 0X-\ = O/H-— I 0Z=Of
^xds ^xds ^xdt
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ii»i«ir fviuK 1»- ;* iirrfi:iii.Hoi:hp»Dt-. ii ->4 'tair «jue !e> ox. -îv. 5^ le r-»^ij;«ii»iii ». Itrspfiii jvoir ♦Miln* »-ll»f> un nipfHirt • ieprf niant -kr b
••Uni sjp|iii->4r»- ;'»'f|uaUon «lillerf niiellt- lie i-eile ^uHati?. -ai aum
■ lom , -liii^uiiianl «eite valeur «ie ^z ilan> IVqualion (^ . i»ii aura
Li , '/z tir . tiz . .
i ^ I . _ o.f. _ , . L -. . — ] or ^o;
^ C lit y^ J. 9iâ y^X tU V '■ ^*
d'où Ton tire séparément
dx-\-Tdz = o ei dy-hlJdz=:o,
équations qui font connaître que la surface proposée doit toujours être coupée à angles droits par la courbe cherchée.
Si la brachistoch'rone doit simplement être terminée par deux surfaces données de position, alors pour remplir Téquation (Cj il est nécessaire de faire séparément 'M = o et iM' = o, d'où l'on tire, pour le premier et le dernier point de la courbe, les mêmes conditions qu'on a trouvées dans le cas précédent pour le dernier point seulement; on en conclura donc que la courbe cherchée sera celle, d'entre toutes les cycloïdes possibles, qui rencontrera perpendiculairement les deux surfaces proposées.
Second cas. — Supposons maintenant que la brachistochrone doive être toute couchée sur une surface donnée, dont l'équation soit
dz ^= pdx -¥- qdy;
changeant la caractéristique ^en d, on aura donc
dz =z pdx -h qdjTy
équation qui donne le rapport qu'il doit y avoir en général entre les différences $3, oj, Hx. Substituant cette valeur de $r dans l'équation (B;, et faisant ensuite les deux coeflîcients de 5.r et de 8y chacun égal à zéro, on aura pour la courbe cherchée
. dz ds j ^^ _
y^xdt ^x'y.x ^xds
^xds ^x ds
Ces équations reviennent au même, étant combinées avec l'équation à
la surface dz =pdjc-\-qdy\ car, multipliant la première par 4i— et la
^xdê
seconde par y=4-» et les joignant ensemble, on trouve, après toutes les
réductions,
ji dx
On prendra donc une de ces équations à volonté, et on la combinera avec l'équation dz =pdx-\-qdx, pour avoir la brachistochrone cherchée.
A l'égard de l'équation (Cj, il est clair que tous les termes de cette équation s'évanouiront lorsqu'on supposera donnés le premier et le dernier point de la courbe; mais si l'un d'eux était arbitraire, alors ayant substitué, au lieu de ^z, sa. valeur /?5.r-f- ySy, on aurait les équations
dz dx dz dy
p 'r= 1 — ■j=^ — =zo et q -z^- 1 — =: — = o,
\xds ^xds ^xds yjxds
qu'il faudrait vérifier par rapport à ce point. Mais, si l'on avait tracé sur la surface une courbe à laquelle le mobile dût arriver dans le temps le plus court, supposant cette courbe donnée par l'équation
dy^ =1 m dx, on aurait de même
or = mox;
et, cette valeur de $y étant substituée dans l'équation 'C;, on ferait
/ dz , dy \ \ \xas yjxdsj ou bien
(p -4- qm) dz -4- dx -h m dy =^ o,
équation qui renferme les conditions nécessaires pour que la brachistochnuie rencontre a angles droits la courbe proposée.
dz dx i dz
s^xds yjxds
Remarque I. — M. Euler est le premier qui ait donné des formules
générales pour trouver les courbes dans lesquelles une fonction intégrale
donnée est la plus grande ou la plus petite {voyez l'ouvrage dont on a
fait mention plus haut, page 335); mais les formules de cet Auteur sont
moins générales que les nôtres : i^ parce qu'il ne fait varier que la seule
changeante j dans l'expression Z; 2® parce qu'il supposé que le premier
et le dernier point de la courbe sont fixes. En introduisant ces conditions
dans nos formules, ^lles deviendront entièrement conformes à celles du
Problème V du Traité cité; il faudra seulement mettre Zdx au lieu de Z,
PO et ensuite ^5 ^î -au lieu de P, Q,..., dœ étant constant.
Remarque II. — Soit supposé
dy =z A dxy d\ = B dx, . . . , dz =^ adx, d<x = Ç^dx, . . . ,
il est clair qu'en substituant ces valeurs dans l'expression Z, elle prendra cette forme \dx, où X sera une fonction quelconque algébrique des variables finies
Xy >', Zy A, B,..., a, (3,...; faisons donc
oX=:N'a:r:-4-/î'o.r-hv'ôz-hFdA -4- Q'dB -h. . . -h e'da -h x'^? -h. . .,
on aura
(5Z = à(\dx) =z d\dx -h \odx = 6\dx -h ^^ = Kdx6x -h A ^V:r
ax dx
-^n'dxèy-^v'dxoz -hl^' dxèX-hQ'dxàB -h...'hw'dxd(x-hy^ dxè^-h,.,.
Or,
dr=z kdxy d\r=Bdx^-h Ad^x, .••• f
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orf^j — oBrfx' — oXd'X — iBtirodj: -•- Ao//^jr,
«m tn)iivt»r;i de même
odz ^= *iadx ^ zndjc,
substituant ces valeurs dans Texpresôioo de ^Z, de rArticI* I, et ttrdonnant les termes, on aura
oZ — /?o.r — ^^ -^ P V -^ îQBdx -^ ... — mac -^ ry^dr ■+-... odx -!-</-+- Q A — ... — y a H- ... 0 //'j:-
— mdx ^'/d-x -^ . . . oa — y </x- -i-. . . ) o3
Otte valeur de 5Z doit être identique avec celle qu*on a trouvée précédemment: comparant di>nc les termes affectes de fiilx, id'^x,.... ou aura les équations
-^ — p -r- P\ — iQB dx ^ . . ^ Tux ^ ^X^dx —
// -r- QA -^ . . . — y a -^ . . . = o.
La seconde étant differentiee et ensuite retranchée île la première. nn a
A — p _ ,A; _ . . . ^ PA ^ QEdx - S.dQ -.,. -xsx - y^^^dx — xdy -h . . . := o. dx '^ *
La même équation étant multipliée par d'x et ensuite ajoutée à celle-4M, multipliée par dx, il vient
Z =pdx'^ Pdr -h^dz -¥- qd'x — dqdx -i-i^d' y — dady -^/d' z — dxdz-i-..,.
Différentiant et efTaçafit ce qui se détruit, on aura, à cause de rfZ = ndx -h Nrfy-f vrfz -^ pd"^ x -hVd^y -^.,,,
{n — dp'hd^q'h...)dx-\-{^ — dP-hd*Q-h...)dr-^{v — dm-hd^y-h...)dz-o,
équation qui est d'elle-même identique, et qui montre par conséquent que les équations trouvées à la fin de l'Article I sont telles, que, si on en prend deux a volonté, la troisième s'ensuit toujours nécevssairement.
Problème IL — Rendre la/omiule j Z un maximum ou un minimum,
en supposant que Z est une fonction quelconque algébrique composée des changeantes X, y, z ai^ec leurs différences dx, dy, dz, d^x, d^y et de
la quantité II = / Z', Z' étant une autre fonction algébrique quelconque
des seules changeantes x, y, z,... et de leurs différences dx, dy, dz, d'^x, d\y
Solution. — Soit, en différentiant par 5,
az = Lôn H- nàx -h p^dx H- qàd'x -4- . . .-+- N(5r H- Pdrfr -h (iàd'y H- . . .
'\-vàz-\-màdz-\-X^d^z-^..,
aZ' =: n'èx -f- p'àdx ^ q'àd'x^., . -h N'âr -f- P'^rfr h- Q'drf'r -f-. . . -f- v'àz H- xs'^dz -\-'/dd^z -h. . .,
on aura, par hypothèse,
dn=:^ fz' = CèZ' = f{n'ôx-hp'ddx-hq'dd'x-h...);
è JZ r:i jèZ — jindx -i- pddx -h qèd'x -h, . .)
-h I L I (n'èx -hp'ddx-hq'àd'x-h.,.), La première partie se réduira, comme dans le Problème I, à
1 in — dp-^d^q—.,,)dX'h{p — dq-¥-,..)ix'h{q — ...) dix -4-
donc
«. U'«UAttlUfiÉilfî Cl U«l«Vr<' *
'. . . — f tpîi--' -^ </ •>*'*■
«..«•:«««• . ..«w.«.t. .. |.di i»''^ tuttr^niuoiiN uar acm:ir.«. r
comme aussi
Bj -f- «j' (h - Tl) = (w),
x + x'(h-Jl)=(x).
on liura, en général,
àfz =f[(n) - d(p) -h rfMtf) - . . .]*^ -hJ[(N)-rf(P)-hrf«(0)-...]dr'
(ï^) • ^/*[(v) -rf(E,)-f-dMx)-...]<î*
-^[(p)'-d{q) -^...]dx^[{q)^,..]ddx-^.,.
-^[(r^)-d(x)-^...]àz-^[(x)-.-.]àdz^... = o,
équation réduite à la forme de Téquation (A) du Problème précédent; donc, etc.
Corollaire. — Ce serait la même méthode qu'il faudrait suivre si la quantité Z' renfermait une autre fonction intégrale indéfinie
n'= / Z'\ en sorte que
oZ' =:L'(în' -hn'dx-\-p'6dx-\-.,.,
6Z" = n^èx -^ p"èdx -h q'^id'x -h . . . -^ ^"i^y H- V^f^dy -\- iyàd'y -^ . . . ~hy''oz -hm^odz -hy^od^z H-
Alors l'expression de 5 1 Z serait augmentée de la formule
, ^^' I ri f i. L /»^ -, r — r :#0: — r : '/ - r —
/' fl - / F, L
vf|*»»ir 1^' /> >!*• ^ iii:fntitH>
/»^l H' I H IL L'
M ^wi ^m^' fU' voïp m^intpni«nr !•* pro<***dp *\n\{ faïuirriit suivre si I» f#*rritiik Z' 'onf^nnit ^ru'ip*' un»* ^«iirrf formiil** intejjnle | Z. et ^linsi de
ycont.P.yiv. ni. Trouver l'ét/fuaiion du marimum ou du minimum de la forrntél/' j Z, /on/fu^ Z ^Mi donne, simplement par une équation diffèrenfielh' (fin ///' rrnfrrmj' d'aulren diffère. nce% de Z que la première,
S/M.r rio^. Qijfllf qijf Moit Tf^ju^tion proposée, pourvu qu'elle soit /l/'livrée <le fout Hi((ne d'intéK>^tiori, il est elair qu'en la différentiant p>tr ^ on prMjrr» frMijrMjrs \'a mettre sons la l'orme suivante :
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d'oii Ton tirera, à cause de JrfZ =ï rfJZ, la valeur de JZ exprimée par
a~J^ j eJ^'^ {nàx -hpddx-h.. .), et de là
S Cz = fe-f^ Ç ef^ [nàx -¥- pàdx ^ . . .],
En suivant les principes établis dans le Problème précédent, on supposera que G soit la valeur totale de / e'^ ^, et faisant ensuite
on trouvera pour Texpression de d / Z une formule tout à fait semblable à la formule fDj ci-dessus.
ScoLiE. — Les formules qui font l'objet des deux Problèmes précédents sont analogues à celles que M. Euler a traitées dans le Cbapitre III de son ouvrage sur cejtte matière.
Le lecteur qursera curieux de comparer nos solutions avec celles que ce savant Auteur a trouvées par une métbode diflerente verra qu'elles s'accordent dans les résultats, en ayant égard à ce qu'on a dit dans l'Article VII ci-dessus. Au reste, M. Euler n'est pas allé plus loin et n'a point examiné les cas où la formule Z dépendrait d'une équation ditférentielle d'un ordre plus élevé. Le Corollaire suivant ne laissera plus rien à désirer sur ce sujet.
(>>ROLLAiRE. — Supposons que dans Téquation- différentielle proposée il se trouve des différences de Z du second ordre, de sorte qu'en différenfiant par 5 il vienne
0 </> Z H- la rfZ -f- L oZ = nox -hpddx-*-
Je commence par mettre la caractéristique d avant la caractéristique o: ensuite, je multiplie toute l'équation par une variable indéterminée «, et
j'en prends la somme, en affectant les deux membres du signe j *. après, je transforme le premier membre
Clad'd:
$Z-^-aTrf6Z^-aL(5Z)
en
arfôZ-h(aT-^a)3Z -^- ^[aL -rfi>T - rfa)]oZ,
et supposant a tel que
aU — rf(aT-c/a)=:o, j'ai l'équation
,^„ «T — da ^r, ^ r , - > -i
dàl H 61 = - j {nox -¥- podx -^. , .)a;
d'où l'on tire aisément
r/"T' '• i (nox -h podx -h . . ,)(x,
T étant mi;s pour \ et entin
o' Çl= Ç e-^'^' I' I {ndx-¥-podx'h...)(x,
formule qui est dans le cas de celle qu'on a traitée dans l'Article X. Par des procédés semblables, on trouvera l'expression de ô / Z lorsque
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JZ sera donnée par une équation différentielle du troisième ordre et au delà, et cette expression sera toujours susceptible de la méthode expliquée dans le Problème IL
Remarque. — L'équation de condition
aU-r/(aT-c/a)=rro
est du second ordre, et ne peut être intégrée que dans certains cas particuliers; mais notre solution n'en est pas moins générale, car, pour délivrer l'équation du maximum ou du minimum de l'inconnue âr, il ne faudra que la combiner avec la précédente par le moyen de plusieurs différentiations réitérées; il n'y aura de diiliculté que la longueur du calcul.
ScoLiE. — Il est clair que la méthode du (lorollaire précédent sudit pour déterminer les maxima et les minima de toutes les formules intégrales imaginables; car dénotant par T1 la formule proposée, il sera toujours possible d'exprimer n par une équation différentielle qui ne renferme aucun signe d'intégration; ainsi l'on aura, en différentiant par ô,
une nouvelle équation qui contiendra $n avec ses différences r/ôn
et l'on en tirera l'expression intégrah» de c?ll, et par conséquent l'équation (lu maximum ou minimum par les règles enseignées.
Appendice I.
Par la méthode qui vient d'être expli(|uée on peut aussi chercher les maxima et les minima des surfaces courbes, d'une manière |)lus générale qu'on ne l'a fait jusqu'ici.
Pour ne donner là-dessus qu'un exemple très-simple, supposons qu'il faille trouver la surface qui est la moindre de toutes celles qui ont un même périmètre» donné.
Ayant pris trois coordonnées rectangles x, j, jb, et la surface étant supposée représentée par l'équation
dz = pdx -h q dy,
on trouvera, pour l'élément de la quadrature, da:dy\i -h/>^ -hq^; par conséquent, la surface entière sera égale à
. - I I dxdx^/i-^p'-^g',
où les deux signes i i marquent deux intégrations successives. Tune
par rapport k x et l'autre par rapport *Ay, ou réciproquement. On aura donc, suivant notre méthode,
dl i dxdyyji -\-p^ '^q'^ — o,
ce qui se réduit d'abord à
ff6{dxdx>j7^J^~-^^) = ffdxdrJ'È^^ '
en différentiant et en supposant dx, dy constantes. Or,
■ '"-m^i^)' ^'=(^)=if )■■
donc
JJ "^ ^^ ^fT-i^y^' \d^) ^ J J "^ -^ '^7Tp'~^' [WJ ~'^'
Maintenant, comme dans l'expression \—j—) rf^^ exprime la différence
de 8z, X seul étant variable, il est clair que pour faire disparaître cette diflérenc(s il ne faudra considérer dans la formule
J J "^ '^ Ji-^p'-^q' \d^ )
que l'intégration relative k x; soit donc prise l'intégrale
J i/i-+- p^^q^ \dx I
où X seul varie, il est facile de la transformer par des intégrations par parties en
..^-^iz
^1 -!-/>* -4- g* J \/i-hp^-^q^
ce qui se réduit, en supposant les premiers et les derniers z donnés, à
la difl'érentielle de — , - -^ — - étant prise en variant seulement a\ Soit, pour abréger,
on aura, en multipliant par dy et intégrant de nouveau,
J ^J ^ yj'V-^p^^q^ W^/' ou, ce qui est la même chose,
J J ' y/VTp^-h q^\fl^l
On trouvera de même, en n'ayant égard qu'à la variabilité de y et
posant Q pour , 1 »
et
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Substituant ces valeurs dans l'équation ci-dessus, elle deviendra
laquelle devra être vraie indépendamment de 8z; on aura donc en général, pour tous les points de la surface cherchée,
ce qui montre que cette quantité
nj r\j pdr — qdx
Prfj — Qdx, savoir ^ -^ . ^ —>
doit être une différentielle complète. Le problème se réduit donc à chercher/? et q par ces conditions que
pdx -h qdr m " J P
soient l'une et l'autre des différentielles exactes.
Il est d'abord clair qu'on satisfera à ces conditions en faisant/? et q constantes, ce qui donnera un plan quelconque pour la surface cherchée; mais ce ne sera là qu'un cas très-particulier, car la solution générale doit être telle, que le périmètre de la surface puisse être déterminé à volonté.
Si la surface» cherchée ne devait être un minimum qu'entre toutes c(»lles qui forment des solides égaux, alors, zdxdy étant l'élément du
solide, il faudrait que la formule / / zdxdy denn^uràt la même pendant
que l'autre, la formule / / dxdysji -hp^ -hq'^, varie; on aurait donc à la fois les deux équations
savoir
( / / zdxdr) =o et â( / / dxdyy.U-hp'-hqA =0,
f\dxdrèz.--o et J/rfx^r[(^) + (^)Jôz = o. Qu'on multiplie la première par un coefficient quelconque k, et qu'on
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l'ajoute à la seconde, on aura
d'où Ton tire l'équation générale
qui aura lieu toutes les fois que
sera une différentielle complète. Donc la question sera réduite à chercher/? et q par cette condition que, pdœ-hqdy étant une différentielle exacte,
P±^,^± + Axrfr
en soit une aussi.
L'équation de la sphère est en général
{z — ay -f- {y — hf -h(x — c)' -^ r\ .
ce qui donne
, (y— b) dy- -h {x — c)dx
"~ v^r^ — ~(r — T)' ~ Tx — cy'
V r' — lr—hy—'ix — ëy' \'r^ — {r— by'^ (ï — cy'
donc
i—^.:z=~=^ -h kxdy 1= f - -I- Ar \ xdy— - yd:*
bdx — cdy
qui est une différentielle complète si
Appendice: 11.
S<iit proposé de trouver celui d'entre tous les polygones qui ont un nombre donné de côtés donnés, dont l'aire est la plus grande.
La méthode de ce Mémoire est aussi applicable à ces sortes de questions, car soient jk une ordonnée quelconque du polygone, et x Tabs<*isse correspondante, on aura pour Télément fini de Taire
comme il est aise de s'en assurer par Tinspection d'une figure fort simple; par conséquent Taire entière sera
Donc, suivant notre méthode, ^ r Hy H- irfv) dx] = n{6x)dx -h ^{ddx)dx -h (r -h ^dr\ ddjc] =o.
Or, chaque côté du polygone est en général \da:^ -hdv*; donc on aura
^ -,-— — j— dxodx -h drodr
o V dx^ H" ay^ =: ■==== — = o,
c'est-à-dire
dxodx H" dyody =: o
et
drodr
jrfx = —
dx
substituant cette valeur de ida: dans Téquation précédente, elle deviendra celle-ci :
Qu'on mette au lieu de idy son égale rfôy, et qu'on fasse, pour abréger,
1 , rdr I rfr'
- dx— -p -y- — z,
2 dx 1 dx
on aura la formule srfjj qu'il faudra intégrer par parties, afin de faire disparaître la différence de 5 y. Pour cela, je remarque que dans le cas des différences finies on a
d {ziy) = dzdr-^zdèx'^ dz ddr = zdiy-hdz (dy -4- dèy).
et, en dénotant par J y' le terme qui suit Jv,
d(z dx) = zdox-^ ihor'i
zèr= j zdèx-h I dz6r\
donc
/ zdSy — zdy — j dzèy\
ou, ce qui est la même chose.
/ zdàx = zàr — j d'zàx.
d"z étant le ternie qui précède dz et qui par conséquent est multiplié par Jv; substituant ces valeurs dans l'équation ci-dessus, elle deviendra
z^X ^- \ (dx-^d 'z)àx — o.
Supposons que le polygone coupe Taxe en deux points, en sorte (|ue le premier et le dernier /.soient nuls, aussi bien que leurs dilTérences îv;
le terme s Jv qui est hors du signe / disparaîtra, et Tcm aura simplement
I {dx — d 'z)ox = o>
ce qui donnera en général
dx — d 'z =: o,
c'est-à-dire, en intégrant,
. J • y ydy I dy'
rt = jr — 2-— jr — z :=^ X -h dx — z =^ x -^ dx dx -h — r — »- — i— :
dx '}. dx
multipliant par dx et réduisant, on aura
adx--- {x H — dx\dx -4- (>*-»- -dx\dx=^ -d(x*} -4- -d(x*r^ et intégrant de nouveau,
équation d'un cercle dont le centre est dans Taxe des x: donc on %'oit
que le polygone cherché doit être tel, \\u'\\ puisse être inscrit dans la
demi-circonférence d'un cercle.
Si la hase du polygone était donnée, alors il faudrait que le dernier $cc
fut égal à zéro; or,
rdrddy
dx
il faudrait donc que la valeur totale de / '^, ^^ fût égale à zéro en même temps que celle de
est aussi égale à zéro. Pour cela, soit la première formule multipliée par un coefficient indéterminé X-, et ensuite ajoutée à la seconde, on aura
donc, faisant
, dy I , rdy i dy^dx 2 dx 2 dx
on parviendra comme ci-dessus à l'équation
a X -^ dx — z,
qui se réduit, en multipliant par doL\ i\ l'équation
ndx -/idy-h -d{x^)-h -rf(r'),
dont l'intégrale esl
ax -h />' = h y H — }'^ -\ — x-,
équation d'un cercle en général ; d'où résulte ce théorème, que le plus grand polygone quon puisse former avec des côtes donnés est celui qui peut être inscrit dans un cercle.
M. Oamer a démontré ce théorème synthétiquement dans un Mémoire imprimé parmi c(;ux de l'Académie de Berlin, année 1752.
Si l'on veut que les côtés du polygone ne soient pas donnés chacun en
particulier, mais seulement leur somme, c'est-à-dire le périmètre du polygone, on fera simplement égale à zéro la différence de l'intégrale / yldx^ -h dy^ , ce qui donnera Téquation
- C rj-T-7~i-. rdxddx-hdx»dr J ^ ' J s'd^'-hdr'
laquelle devra avoir lieu en même temps que l'équation du maximum
/ rfjrô.rH — dxàdy -\- [y -¥- -dy\àdx\z=o.
Multipliant donc une de ces équations par un coefficient indéterminé k. e( les ajoutant ensemble, on aura en général
/ dxèy-hl^dx H- -^zz=^=\ddr-^(r -h -dr-h -=zzz^=\ddx\=zo. J L * V^ ^dx^-hdy'J V ' y/dx'-^dy^) J
Soit suppOvSé
1 J kdy I , kdx
-dx -\ -^ = z et y-^'-dr-\ — • = Uy
2 yjdx^ -¥- dy^ ^ ' sldx^-{-dy^
on aura
1 (dxoy -f- zddy -^ uàdx) = o,
équation qui se transforme par la même méthode que ci-dessus en
zdy-h uèx — j [(dx — d'z)dy— d'udx)]=o,
dx — d^z = o eid^u = o;
on aura donc, en intégrant,
X — 'z = rt, savoir x -^ dx — s = « , et
'u =z b, savoir u^b,
c'est-a-dire, en substituant pour z et m leurs valeurs,
1 , kdr I , kdx , X -i — dx — = a, r -< — dy H — = o.
2 ^'dx'-hd}' ' 2 ^ ^dx'-hdy'
Qu*on multiplie la première par dx et la seconde par dy^ et qu'ensuite on les ajoute ensemble, il viendra
(^H — rfxjrfr-4-fjH — dy\dy=^adx -^hdy;
et, en intégrant,
'équation d'un cercle en général. Qu'on reprenne les mêmes équations et qu'on les carre, après avoir transposé les termes x-\- - dœ e\ y-^-dy, on aura
k^dy
— — . , = ( a — j: dx] t -, -r— = 1 6 — >• dy\ ;
r» -4- dy^ \ 1 ] dx^ -^ dy^ \ ' ?. " I
ces équations étant ajoutées ensemble donnent
A'=: (fl — JT— -dx\ -+- (ft —)•-»- ^dy\
=za- -^ b^ — 7.ax — -xby -h x* -r- >' — {a — x)dx — {b— y)dy -h -j dx^ -h y dy-
— a^-hb^^r^^j dx^ — 7 dy\ 4 4
à cause de
X' -hy- — 2flx ~ 2^= r* el {a — x)dx -h (ft — y)dy^= -dx^ H — //r'; donc
^ dx^ -h fi(>'* — 2 Y «' -f- ^' 4- r' — A » ,
ce qui montre que tous les côtés du polygone doivent être égaux entre eux, et que par conséquent le polygone doit être régulier.
A l'égard des termes z^y, u^x il est clair que ces termes disparaîtront d'eux-mêmes, si l'on suppose les premiers et derniers x et y donnés; mais si, la base du polygone étant donnée et étant égale à c, l'ordonnée j" qui y répond ne l'était pas, il faudrait faire u = o et 5 = 0, lorsque j? = c; on aurait donc ft = o, c = a, et la base c deviendrait le diamètre du cercle circonscrit au polygone.
EXPOSÉE DANS LE MÉMOIRE PRÉCÉDENT
A LA SOLCTION DE
[ MisveUanen Taitrinensia , t . Il , 1 7G1)- 1 7G i . j
M. Euler, dans une Addition à son excellent ouvrage qui a pour tifre : Methodus inveniendi Uneas curvas ntaxirni minimwe proprietate gaudentés : swe solutio Problematis isoperimetrici lalissimo sensu accepti. a démontré ce principe que, dans les trajectoires que des corps décrivent par des forces centrales, l'intégrale de la vitesse, multipliée par l'élément de la courbe, fait toujours un maximum ou un minimum.
Je me propose ici de généraliser ce même principe, et d'en faire voir l'usage pour résoudre avec facilité toutes les questions <le Dynamique.
Principe général. — Soient tant de corps qiîon voudra M, M', M",..., qui agissent les uns sur les autres d'une manière quelconque, et qui soient de plus, si l'on veut, animés par des /orves centrales proportionnelles à ,des /onctions quelconques des distances; que s, s\ s'\ . . . , dénotent les espaces
parcourus par ces corps dans le temps ty et que w, u\ u" soient leurs
vitesses à lajin de ce temps ; la formule
M Ç uds -4- M' Çu'ds' -h M" Cu^ds" ^ . . .
sera toujours un maximum ou un mininwm.
Problême 1. — Trouer le mouvemeni d'un corps M aiiiré vers tant de
centres fixes qu'on voudra par des forets P. Q. R exprimées par des
fimctions quelconques des distaruxs.
, SoLiTios. — Cooime il D*y a ici qu'un seul corps M, la formule qui
doit être ud maximum ou ud minimum sera simplement M I ii<£r: on
aura donc, suivant la méthode expliquée dans le Mémoire précédent, Téquation
o (M \uds\ =o.
ou. en divisant par M qui est constante.
0 ( I uds] =o.
Or.
G uds =i uods -i^ouds:
donc, changeant Texpression d| j uds] en son équivalente l 9 uds , comme on Ta enseigné Article l. Mémoire précédent . on aura l'équation
I uods ^ ouds =ro.
Soient p.q.r,... les distances du corps M aux centres des forces P, Q. R on aura, comme tous les Géomètres le savent,
— — const — I Vdp — î^dq — Rrfr — ... ;
donc
-•■• aoa=— o| Pdp^Qdq ^hdr^...
=: — I ^Pdp^P'idp^^iidif^Qodq ^oKdr^Kàdr-^-..,]
• »u en •hafi^eaiit 'idp. ^dq. o</r.... en dip. doq^ </dr,..., et intégrant
par parties les termes Vd^p, Qd$q, RrfJr,..., udu= — Vdp — Qdq — R*r — .. .
-f- f{à?dp — rfP^p 4- dQdq — dQdq -h dRdr^ dRdr-h . , .).
Or, par hypothèse,
P = fonct. p, Q = fond, q, R = fond, r, . . . ; on trouvera donc, en différentiant,
dP^çnP ÔQ rfQ aR _rfR àp'^ dp^ Sq '^ dq^ dr dr
et par conséquent
àVdp — dVèp = o, èQdq — dQdq = o, aRrfr— rfR (5/r=o,. . . ; donc uàu = —Pèp — Qdq — Hdr—,,. et 6uds=r — Vdtop — Qdtdq — Hdtor—...,
en mettant au lieu de — son égale dt; donc Téquation ci-dessus se changera en celle-ci
( \ ) C{u6ds — Pdtdp — Qdtdq — ^dtdr — . . .) z^o.
Il faut maintenant chercher le rapport que les ditlérences àp, d^, dr, . . . ,
Sds ont entre elles, ce qui se fera différemment selon les ditférentes
sortes de coordonnées qu'on emploiera pour représenter la trajectoire.
Et, premièrement, soient prises trois coordonnées rectangles .r, j, z:
on aura
ds = ^dx^ ■+- dy^ -h dz';
par conséquent,
^, _ dxddx -^ dyddy -h dzèdz _ dxddx -h d^ddy-^ dzdSz ~ ds ds ^
en changeant àdx,... en d$Xy.,.; donc
mS %PPLIC%TiO> DE LA METHODE PB£CEDE!ITE
Qu'on hèàir «iisp^^nùtre dan» eette erpression les diilMeiilîelles de Sjt, ^r. iz pr b méthode des ÎDtëgntioos par parties* pratiquée dans ie M*>moiri^ pn^'éd**nl, ôd aura la transformée soÎTante :
<i!s «il ' ds "
Il n*- s';igit plus que d'eiprimer les différences o/», 09, 9r par les
o.r. ^ V. ^ j. Pour eela. on eberebera les Taleors analytiques des lignes/», -y. r rapportées aux c«>ordonnées j. v. -. et on prendra leurs différentielles en mettant o p«>ur </. Soit supposé, en général.
dp^= L djT^^^ / dr — >. rfj.
dq ^r M i/r — m dy — 'j.dz.
dr = y dr — n dy — -^dzi
il f^t rhir «|u'on dur^i aussi
ip = L'ijr — / ô»* — /ô-z.
-5 r = N ox ^ « o r — > -5 •.
D*yn« . SI on fait, pour abréger.
PL - QM - RN = n.
P/— Qm — Rii=®.
«>n Hur;4
Po/> — Qog-.-Ror— ...^tDox — ®o ï — 4'or.
Faisant toutes tes différentes substitutions dans IVquation ;A;. elle deviendra
équation qui doit avoir lieu, quelques valeurs qu'on suppose aux difl'érences 5a:, 8y, Jz; c'est pourquoi Ton fera les trois équations suivantes : «
d—, hnrf/ = o,
as
, udy ,^
a — r — h BJ a/ = o, • as
, udz „. ,
d -n h ^fdl = G.
ds
Ce sont ces équations qui serviront a déterminer la courbe décrite par le corps M et sa vitesse à chaque instant.
ds Si on met dt au lieu de — » qu'on multiplie la première équatioai par
-^-t la seconde par ^^ la troisième par ^i et qu'ensuite on les intèf<rc,
on aura
d'où l'on tire, en chasvsant dt et extrayant la racine carrée,
dx dr
dx dz
équations où les indéterminées seront séparées si n=l'onct..r, zs = fonct. y, W = fonct. s.
Remarque. — Quant aux ternies
udx . udy ^ udz ;
ds ds " ds
on pourra se dispenser d'y avoir égard, en supposant que les deux extrémités de la trajectoire soient données de position, car cette supposition
••îîv ^\,rfii«#iir H* V"5nw»f«î ^ #*?* iHïmrfT» ir- t-^ n^ -•
ir.
»«»•**-, 5^1. *or •mamur (k- '•^ ni«»i»^Mr -sir im* -î^iriaer -t^ir^ < î = /** r — t' • MUiwnauâar -^m* vai^ir d* ▼- eau* '^^uiacûia § , rt
/ — _ H ff* — c ^ it i - t.
f — TT c — t V rr t — «.
eu _ '^'
•Nllfii» '.tir' |*»l* «^^ ii#C** »* P'^^'iM*-!!!*-
j. M f^t^r¥i$u^ y^î go «ii|d^ -- «>>ftVTT*Di b trMsM«ie< ^% p^-^ffi 'V r^f.^'U s. il *^ i^* il^ d^ ir^'UTtr ^iw IVk^inrat ^ de la cmirW
I X </ i — Jx^ — Wj- :
x-d'^id-^ — x^i=ox ^ dridjr ^^ dz9dts
Mtz^
ds rd'^ d^z ^ x#I^Mx ^ /rtf«x -4- jMéiz
Mettant donc cette valeur dans la formule intégrale i uids, et faisant
disparaître les différentielles de $9, J.r, ^z par la voie ordinaire des intégrations par parties, on aura
Après la substitution de cette valeur de I ii$^^. dans l'équation (Aj
de l'Article I, il n'y aura plus qu'à réduire les différences 8p, 8q, Jr,... aux différences fix, $j, 8z. Pour cela soit supposé, en général,
dp - Ldx -h l d(^ -h Idz, dq =^ Mrfj: -f- wrf^ -f- u.dz, dr—^dx-¥ n do -h V dz, on aura de même
ùp . Ldx -\- / 6(^ -\- Idz, 6q := Mdx H- md(^ -h uèz, ôr= N5j:-h 71094- vdz.
Donc, si on t'ait les mêmes suppositions que dans la solution précédente, on aura aussi
P^;; -^Qàq -h Rd/-h. . .--- IIox -h mocp -f ^àz.
et l'équation^ A) deviendra enfin
J^'f/ .ux-do , \ , I ,udx uxdo' ,, .\ .
ux^do ^ udx ^ udz ^
as ^' as ds
Maintenant, si on suppose, comme dans l'Article II, que le premier et le dernier point de la trajectoire sont donnés, il est clair que les $9, $.r, Sz qui y répondent seront nulles d'elles-mêmes, et que par conséquent
les trois premiers termes de cette équation ie seront ausiû. Dtmv. pour s;itîsfaire au reste de réquation, indépeadamment des différeoces indéterminées oç, 5j, 9z, on fera chacun de leurs coefficients égal à léro. et Tim ikurd pour les équations générales du mouvement du corps
fi i — -^ mat ^z o.
as
*u as
.udz ... .
as
Quon mette «lans ces équations dt pour — et qu*«m intègre la première, après l'avoir multipliée par —^- on aura
d'oii Ton tire
Xd'.
dt =z ; :
si a- — yfmx-dz
substituant retle valeur dans la seconde équation et faisant, pour abréger.
on aura
%, ?.a'—2 j 5TX-</-=l,
, Vdx Idz, UxUiz.
itu. m niettiint v pour -•
ce qui donnera par la ditlerentiation. en regardant dz comme constante et multipliant par -^-
.. c/L . . . Udz,^
savoir, a cause de -7,- = — • ,., ^ = ~ 7^—^,9 U U' U*j'
équation constructible dans plusieurs cas particuliers
Enfin, la troii grée, deviendra
dz Enfin, la troisième équation étant multipliée par ^1 et ensuite inté-
2dz IF
-=ft'- Cwdz,
d'où Ton tirera la valeur de dt, laquelle étant comparée à celle qu'on a trouvée plus haut fournira l'équation
dz
Corollaire. — Si le corps était obligé de se mouvoir vsur une surface courbe donnée, alors rapportant cette surface aux trois variables or, ^, z, et la supposant exprimée par l'équation
dz =^ pd(f -h q dx,
on mettrait dans l'équation (C) pS^p-hq^x au lieu de 8z, ensuite on égalerait à zéro les coefficients de Hx et de Jy, et l'on aurait
jux^d^ù . l i^dz «f.A
.udx uxdo^ __ . l judz „<• , A
IIemarqde 1. — Nous avons supposé que les forces P, Q, R,... étaient comme des fonctions quelconques des distances p,q,r,...; cependant il
-i tiij?»r.riL.iûr >«^Jir '. -r -* «^ «rir* ^.iirTr». An
iii "iGT)*'*^ t- ni»-
r^**r^li r»'li- ? ^ i Itr* ^'O-t-l»'!!* ITIc^» ■'♦l«Illr*î- It- J. i. "". ■?• T^fV
f 1 = i.£o — 3 fci — [ f r — - -* — kiJ - J':*! — : - —
4 DIFFÉRENTS PROBLÈMES DE DYNAMIQUE. im
savoir
tiVdQ dPd^ dQim
dq ~ dp dr ~~ dp dr '" dq
c'est-à-dire que Vdp-^Q^dq-^Vidr'^ ... devra être une différentielle complète. Si cette condition a lieu, la valeur de u^u sera simplement
- Pa/> — Q(5^- Ro/ -...;
autrement, il faudra encore tenir compte de l'intégrale
I {d?dp-d9dp-h...]
pour rendre la formule / uds un vrai maximum ou minimum; mais les
équations qu'on trouverait alors ne seraient plus les véritables équations du mouvement du corps.
Remarque II. — Ce Problème est le seul auquel M. Euler ait appliqué son principe. Il l'a aussi résolu pour les deux cas des coordonnées rectangles et des rayons partant d'un centre fixe. Mais pour pouvoir comparer ses solutions avec les nôtres, il faut remarquer:
i*" Que M. Euler n'a considéré que des courbes à simple courbure: 2"* Qu'il n'a cherché le maximum ou le minimum de la formule
uds qu'eu égard à la variabilité de l'ordonnée y dans le premier cas,
et à celle de l'angle que nous avons nommé 9 dans le second, i Voyez l'Addition citée au commencement de ce Mémoire.;
Au reste, il est clair que par notre méthode on pourra encore varier la solution de ce Problème en plusieurs autres manières, selon les différentes sortes de coordonnées qu*on choisira pour représenter la trajectoire cherchée.
Problkme II GÉNÉRAL. — SoU UH svstème quelconquc de plusicurs corps, M, M', M", . . . , qui soient sollicités par tant de^ forces centrales qu'on voudra, savoir: M par les forces P, Q, R, . . . ; W par les forces P', Q', R' :
M" par les forces P'^, Q", R" et qui agissent de plus les uns sur les
autres par des forces quelconques d'attraction mutuelle ; trouver le mouvement de chacun de ces corps.
SoLi Tio\. — Tout se réduit à rendre la formule
M / uds -K M' ^ u' ds' -h M" Ç u" ds" -h . . . un maximum ou un minimum. On fera donc, suivant notre méthode,
o^M ^ uds] -+-o(M' Ç u'ds) -ho[M" i\"ds''] -^-...r:=0. Or, à eause que M est constant 'Article I,, o [\\ j uds\ =2Mo 1 uds^M l (uods -*- u6udt)= i M[u6iids -i- uôu di .
On trouvera de même, en substituant toujoui*s dt pour —j-t — tt? • • • ?
0 (M' / u'ds'\ = j (uods -^li ou'dt).
o[W \ u^ds") = / Wiii^'ods" ^u"ou"dt).
et ainsi de suite: on aura donc Téquation
S i Muods^ M' u 6 ds -^ M" u" 6 ds'' -- . . .
' -^ M u6u -^ M' Itou -^ M'i/" om' -^...)df:^o.
Maintenant, soient />, q, r les distances du corps M aux centres des
forces P, Q, R ei p . q . r /^ • 9 • ^ celles des autres corps
M\ M',... aux centres de leurs forces F, Q', R',..., F', Q", R ',....
Soient, outre cela, / la distance entre le corps M et le corps M', et F la force avec laquelle chaque point de l'un attire chaque point de l'autre: de même/' la distance entre les corps M' et M", et F' leur force d'attraction, et ainsi de suite. Soient encore g la distance entre le corps M' et le corps M", et G leur attraction, et ainsi pour tous les autres corps; on aura, par le principe général de la conservation des forces vives, l'équation
Mw -h M' m'' -h M^'u"' -h . . . = MU' -H M' U'' -h M'^U'" -f- . . .
-?M f{}^dp-hÊQdq'\-Rdr'h..,)
- iM' C(?'dp'-hQ'dg'-hWdr'-h..,)
- -y. W f{ P"rf/?"H- Q'^dy'^- R'^dr". . . )
-2MM' fvdf- 2MM" rFV//'-...-?M'M" fodg-...,
U, U', U",... étant les vitesses primitives des corps M, M', M",.... Or, soient supposés
P — fond. /?, Q = fond. 7, R = fond. /*,...,
P' — fond. p\ Q' — fond. q\ R' = fond, r'
F -- fond./, . . . , G ~ fond, gr, . . . ,
on trouvera, par un calcul analogue a celui qu'on a fait dans le Problème I, l'équation différentielle
Mmow -4- Mu' ou' -h Wu'^iu" -^.. . - - M(Po/?-+-Q6^-hRa/ -4-...)
- M'(P'o^'-^-Q'o7'H-R'(5r'-h...j • *- < - M"( P'o/>"-+- Q"o7"-4- R^or^-h . . . )
- MM'FÔ/- MM'Po/ - . . .
-WWQi^g-,...
Il faut maintenant trouver les valeurs des différences Seb^ $ds\ Hd^,..., et cette recherche dépend, comme on le voit, de la nature des coordonnées qu'on emploie pour représenter les courbes décrites par chaque corps.
Premier cas. — Soient, comme dans l'Article I, a;, v, z trois coordonnées rectangles qui déterminent la position du corps M dans un temps quelconque, et soient de même a:',y\ z\ af,y\ -"...., d'autres coordonnées rectangles et parallèles à celles-là pour la position des autres corps M', M",..., dans le même temps; on aura, «omme dans l'Article cité,
^ , dxd^x -¥■ drdàr -¥■ dzdoz ods -
et de même
ods' =.
djfdojf-^-d}
et ainsi de suite.
Qu'on substitue ces valeurs dans l'équation ( Dj, et qu'on fasse disparaître, comme à l'ordinaire, les différentielles de Jj?, Jj, Ja, ix\ dy',...,
on aura, en négligeant tous les termes hors du signe i ? qui peuvent être supposés nuls par la remarque de l'Article II,
, I \ Md -j— ox -h M rf — j^ or -h M d —=— 6 z I ' L "* as ' as
I %.. j u' dx' ^ , .,, jW'rfy' ^ , •,, j u' dz' , ,
? ds' ds " ds'
\ vif^^^dx'' ^ ^ ^^jU^dr"^ „ ^,^ jU^dz" . ^ I ds" ds" ds"
dx'dox" ■+•</>
'ddr
-+- dz' diz'
ds'
dx'dix'-^-dr
'dàr'
'-hdz'diz'
-(Muou-^M'u'ou' -^M^u'on" '^...]dt^=o,
Il ne s'iigira plus maintenant que de substituer dans cette équation, au lieu de
sa valeur tirée de l'équation (U), et de réduire ensuite les différences
dp, 6q, dr,. . ,, op'^èq',.,., ô/, ô/',..., àg,,..,
aux différences
oxy (5r, àzy dx\ ôr',-..,
par une méthode analogue à celle que Ton a pratiquée dans le Problème précédent; après quoi, si chaque corps est entièrement libre, en sorte que toutes les différences 8x, 3j, $z, 8x\ ôy',..., demeurent indéterminées, on fera chacun de leurs coefficients égal à zéro, et l'on aura trois fois autant d'équations qu'il y a de corps, lesquelles, prises ensemble, suffiront pour déterminer toutes les vitesses et les courbes cherchées; mais si un ou plusieurs de ces corps sont forcés de se mouvoir sur des courbes ou des surfaces données, et qu'ils agissent de plus les uns sur les autres, soit en se poussant, soit en se tirant par des tils ou des verges inflexibles, ou de quelque autre manière que ce soit, alors on cherchera les rapports qui devront nécessairement se trouver entre les différences J.r, Jy, 5 s, 8x\ $y',.... On réduira par là ces différences au plus petit nombre possible, et on fera ensuite chacun de leurs coefficients égal a zéro, ce qui donnera toutes les équations nécessaires pour la solution du Problème.
Corollaire. — Supposons le système entièrement libre, et que les corps agissent les uns sur les autres d'une manière quelconque; supposons outre cela que tous les corps soient sollicités par trois forces P, Q, R dirigées parallèlement aux coordonnées x,y, z et qui soient les mêmes pour chacun d'eux; on mettra dans l'équation {{]) x,y, z k h place de/>, q, r, et l'on aura
Mudu -h M'n'àu' ^ M''«"oii" ^-. . .
= - M ( Pôx H- Qdy -+- Kàz) — M'{?èx' -hQàr' -hHàz')
- MM'Fd/- MM-'F'â/' -^ . . . - M'M-'Gd^- . . . .
Cette valeur de Mmîi/h- MmJm -h... étant substituée dans Inéquation (Ki, soit fait
x' z= X -h \, y' = >• -^- Y, z' = 2 -f- Z, x" = x-^\\ r'^^jH-Y', z" = z-hZ\
ft par conséquent
ox' —àx-ho\, 'îr' ^a^-hoY, Sz' = àZ'^6Z, ^x"=dx-^d\\ dy" = èy^-¥-d\\ èz'' = oz -hdZ\
il est clair que les lignes/,/', g^,..., qui marquent les distances des corps entre eux, dépendront uniquement des lignes X, Y,Z, X',Y',Z',..., (jui déterminent leur position respective, et qu'ainsi les expressions des différences 5/ 5/, 8g,.., ne renfermeront aucunement les différences Sx, ôj, ôs; on remarquera de plus que ces mêmes différences Ja?, 5v, o;; seront absolument indépendantes de toutes les autres différences ôX, ôY',.... Car il est évident que, l'action mutuelle des corps ne dépendant que de leur position respective, savoir des lignes X, Y, Z, X', Y Z\ X",..., il n'y aura que les seules différences $X, JY, îZ, $X\ JY', ^Z',... de ces mêmes lignes qui soient liées entre elles par des rapports donnés par la nature du Problème; d'où il suit que les termes affectés des différences Sx, 5v, Sz dans l'équation Ej devront être chacun en particulier égal à zéro; ce qui donnera les trois équations générales
-_ ,udx -„ . u'dx'
Md --^ h Md —j-r-
ds ds'
m.// I ft"dx"
. .)Prf/i=rO,
Md —j^ -h \V d —f-rds ds'
. .-h(M-KM' + >r-*-..
.)Qdi=o,
Md \-M'd — rr-
ds ds
..-hiM + M'-^ir-f-..
,.)Rdt = o.
Or.
t/s ds' ds"
• = ,..=dt.
donc, ces équations deviendront celles-ci : Mdx -f- ^'dx' -f- W'dx" '^.. .
dt
[}A-^W -^W -\-..,)Vdt^o,
d — ^ ^^—j '-^ h ( M -h M' H- M" H- . . . )Qdt — o,
d ^ h ( M -f- M' -+- M" -+- . . . ) K rf/ ~ o ;
d'où l'on voit que si l'on prend à chaque instant dans le système un point tel que sa position soit déterminée par trois coordonnées, l'une parallèle à a: et égale a
Mx-\-Wx' -\-Wx" -^,..
l'autre parallèle àj et égale k
Mr -^ M>^ -4- W'x" -4- . . .
' M-f-M'-hM'^'-t-"... '
et la troisième parallèle à z et égale à
Mz -^ M^ z' -\-Wz" -f- . ^ " M -+- M' ^ M" -4-". .T '
ce point se mouvra comme ferait un corps sollicité simplement par les trois forces P, Q, R. Or il est évident que ce point ne sera autre chose que le centre de gravité du système, savoir, de tous les corps .M, .M',..., qui le composent.
Second cas, — Soit pris, comme dans l'Article IV, au lieu des deux coordonnées rectangles x et r, un rayon vecteur x avec un angle 9, et soient de même substitués aux autres coordonnées x\y\ x\y'\,,,, les
rayons vecteurs a?', x" partant du même point fixe que le rayon x,
avec les angles correspondants y', 9",..., pris dans le même plan de l'angle y; on trouvera, comme dans l'Article cité,
. j x*d(i>ddo -h xdo^àx 4- dxdix -^ dzddz
àas :=: ■ i ,
as
IM \l»PLii: vTînM' DE LA VlËTHnOE PRRIKUUITM
•r .tu» \rs ,*iifrps. On -iilisritiieni -ks vaJtMir» ti;àUft TAquatioa D iIp
mIp •tpviKnilri
a u is fis
- M' / :-i - M' / — - — — — ijT — W'rf — i — Tr
•/JT U is *ws
- \I/IO/l -M''l 3/1 -«"«'-iii ^... «//]=.
si^rip I • [)arrf .jiip i-s îerme> levuMuietii r^vitiemineiH nuls Jaus la
Hiippoffitioii .jiip le premier *^\ ie ilernier ptiint «le chaque U'ajeetiûr»* -luent •Iniiues. Or. inerte t^f(ua(liin '^Tailt ulalti^ue ;i IV4|uaduD E de rXi-Tirle vni. rie ilemauileri plus .jue de> 'iperitioiis semblables pimr rrmiwr le moiiveineiii «le i*iia(|iie .••»rp>. <>n -mi verni «les exemples «ians les PTMhièmes -.invtHiis.
XU.
',tïHi)Lr.AiRK. — Si ie svsteme est .Mitièretneiit libre «m qu'il SiHt siuiplemenf iissiijerti ^ se mouvoir .niloiir li'iin ptiiut tixe. et que Uiutes les t'on-es solliritatrires des «*orp> ••«»uriiareni .\ re point, prenant ce point pMiir le «'entre des rayons veeteiirs r. r . r et fais;int
.1 '*>ii rïteile de voir que 'iz >erd absidumeiit imiepeudante «les autres
diflerences ôO, $0\..., ^œ, 8x\ iœ'\..., quelle que soit raetion réciproque des corps les uns sur les autres; il est de plus évident que toutes les différences ip, ôy, 3/,..., qui entrent dans la valeur de Mttda-h M'm'ôm',..., seront aussi indépendantes de la différence d(p; d'où il suit que tous les termes de l'équation (F) qui se trouveront affectés de la différence 8<p après les substitutions de $(p -f- J4>, 89 -*- J*',..., à la place de 8(p\ Ô9",..., devront être égaux a zéro séparément du reste de l'équation; on aura donc en général, après avoir effacé le Î9, l'équation
„ . ux-do -,, , u' x'^do' ^.,, . u" x'"^d^" \\d - ^-"-hM'rf —fT-- -^^i d .„^ ^_... ■ <), ds ds' ds,"
dont l'intégrale est
Wiix^do M'tt'^'^dœ' Wu"x''Ul^''
it II' iC* ou, en mettant dt pour ^^ -r-,-» -y-r-»" cl en nommant H la constante,
yiix^d^ -h Wx'-" do' -h M^x'^do" -4- . . . = H £//,
et intégrant de nouveau, il vient
M r^v/9 -+- M' r^"rf9' H- \r ^ ^'"^9" -+-. . . ^ H/.
Il est visible que l'intégrale
ï x^dç^
exprime l'aire que la projection du corps M décrit autour du centre des forces, et que les autres intégrales
Ja:'»rf(p', j"x-»rfcp',...,
expriment de même les aires décrites par les projections des autres corps M\ M'',..., autour du même centre; donc la somme de chacune de
:^k 4PPLli:\TI0N DE LA MÉTHODE PRÉCÉDENTE
reh airi^s. inultipii(*e pr la niasse du corps qui la décrit, est toajoorf |>ru|M)rtioiiiielle au temps.
Le lecteur qui sera curieux de voir une démonstration de ce the«»ïTUïi' tirce des principes de Mécani(|ue, la trouvera dans un Mémoire df M. le chevalier dWrcy, imprimé parmi ceux de TAcadémie royale d» S<i<>ines de Paris, année 17^17: il y trouvera aussi Tusage de ce menu* tlieorènie pour résoudre plusieurs (juestions de Dynamique.
Au reste, nous remarquerons (jue Téqnation ''Gj renferme le principe qu4' .MM. Daniel Bernoulli et Euler ont appelé la conservéUion dumomaii du rrunisrement circulatoire, et qui consiste en ce que la somme des
produits de chaque corps M par sa vitesse circulrftoire — -j-^ et par sa
distance au r(»ntre de x est constante pendant le mouvement du système. Voyez les Mémoires de l Académie royale des Sciences de Berlin, année 17/1."), et les Opuscules de M. Kuler imprimés à Berlin en 1746-
La même équation G rent'erme aussi le principe de M. le chevalier d'Arey, (jue la sonnne des produits de cha(|ue corps M par sa vitesse «, et
par la perpendiculaire -f- menée du centre sur la direction du corps.
t'ait toujours une quantité constante. Voyez les Mémoires de l'Académie de l^nris, années 1740» i7>2.
xm.
RuMXHoi K. — Il est aise <le trouvt»r, par la méthode que j'ai donnée dans la Remarque de l'Article VI, (|ue ré(|uation -Ui sera exacte en ;çeneral toutes les lois que la formule
M (!>///> -t- 0^/7 - Hr// - . . - \V{V'tip ^-i)'dq' ^ R'rfr' -^-. ..)-.. ..
qui exprime la \alenr de
M n du -Mu du' - M u" du" - . . . ,
>era nue dilferentielle rom|dëte. Dans tous les autres cas, cette équation ne pourra plus servir à trouver les conditions de la maximité ou de la
f:-^c -^ ?lr îlIWi,
T - IL J • r-'Z iiJ^ ••'■r' rîiîi TZL t^ —
a-~::i--»iiif—
r L' - Ci
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valent d8; celle opération donnera les transformées suivantes :
/c/xd6(rcosQ) dxà(rcosQ) CjI^^^X^i dr^= dt ^'-Jd[-^)^irooscf)
= -T- (cos(^dr— rsin(^d(^)— j </( -i-j (coscpôr— r 5109^9) = — 1 d \-jj) (cosç^r— rsinodcp)
f en rejetant les termes qui sont hors du signe d'intégration et qui s'évanouissent toujours dans l'hypothèse de l'Article II), et de même
rdrdè{r sinc^) Cj(dr\,, . . .,
I -^ ^^ — = — j d ( ^j (sm9Ôr-hrcoscpacp
ndz-^dZ)ddZ _ r (rfz -^dZ)^
En joignant ensemble toutes ces transformées, et y ajoutant le terme / ^—jT-^^^ 0" i^ura la valeur de / u'àds' exprimée par la formule suivante :
J[(rsin9rf^-rcos<prf^-rfî:l^-î)d9
/ ,dx , ,dr jdr r^do^\ . .dz -\- dZ ._ j
A présent, pour avoir la valeur de
Mttôa-f- M' II' d«' -^Wu^'àu",
on fera dans l'équation (U) de l'Article VIII toutes les quantités P, Q, R, F, Q',..., qui représentent des forces étrangères égales à zéro, et l'on aura
Mi/«a -h M' «' 4a' 4- M'u'dii' := - HM'Fd/- MM'F df - M'M'^Gd^.
3fM APPLÎC\T1ÙN DE L% MÉTHODE PRÉCÉDENTE
Or il esf tVèrilp il** trouver que
, \^ Y-^ Z =Mr--^T', / = V ^ ' -^ Y'- -,- Z' = y'"' "^ ^ "-
4r=v X'_\.i-^ V'- V;=^:Z'-Z-»==vr'=-r'-2r'rPOS.9'-:5'-^'Z'-Zi»; Toii l'on tir^rj*, **n rpganlaiit toujoiirs ^ , r et Z' romme ronstanten.
fig — or— —ne — a/.
Xy^ïW \*'M\ «»es substitutions, on ajoutera ensemble les valeur:^ «le
M ^ u >>dii , et lie M// ^a — Mm 'îa — M"m ' o tf ", et Ton aura une tbrniule
intejfi'îile, <lont chaque terme contiendra une des diifêrences oç. nr, oZ, pt qui devra être égale a zéro, quelles que soient les valeurs de ces différences. On trofivera donc, en faisant séparément éjral à zéro chacun de leurs coefficients, et divisant par M ,
./•'^'v ,dx ,dy r'rsin^s' — 3i ^^ .
- // — ; ^ rMX\z*a -j rrosQ a ^ M*Ga/:=o.
df dt . dt g
(^ -k j — -cosv^-r- -*-sm2.</-r- -H-.MF*i/H M''Grf/=o.
dt dt dt tit ^ g
équations qui se réduisent à la forme de celles de l'Article IV, en supposant
.dx .dr r/sin ;;'— :j)„^^ . ,^
fit dt g
fit dt f g
j'il ^'{L^yi'r.flt^^dt, fit g
Kt ces équations sulFiront pour déterminer Torbite du corps M\ en supposant connues les orbites des deux autres corps M, M".
Qu'on fasse maintenant, dans les expressions de icls\ $ds'\ ô/', fig, les changeantes r\ 9', Z' variables au lieu des r, 9, Z; on trouvera, par des raisonnements et des opérations semblables aux précédentes, trois autres équations, qui ne différeront des équations ci-dessus que parce qu'il y aura r\ y', Z' à la place de r, y, Z et réciproquement, et vvs équations seront celles de l'orbite du corps M".
Corollaire I. — Si Ton ne connaissait pas l'orbite absolue du corps iM,
dx ftv (iz
alors, pour déterminer les valeurs des quantités -y-? ^"^ 7;' i' faudrait
aussi faire varier les trois changeantes x, y, z dans les valeurs de ds, ds\ ds'\ ce qui donnerait
ods = -jid^^dx -^ dyèdy -k- dzddz),
dds' = -rpid^-^ d{rcosc^)]àdx -h [dy -\- d{r sincif)] S dy -{- (dz -f-rfZ)drf2,
dds' = -L.ldx'^ d(r' cosf')]ddx -h [dy -^ d{r' sïïï<^')]ddx -^ {dz '\-d7J)àdz.
On substituerait ces valeurs dans l'équation générale (D; de l'Article VIII, et faisant après les réductions ordinaires les trois coefficients de ^x, îj, ^z chacun égal à zéro, on aurait trois équations, par lesquelles on pourrait déterminer les valeurs de -^t ^> -j • Au reste, ces
équations reviendraient au même que celles de l'Article X, en y faisant P, Q, R chacun égal à zéro.
(Corollaire II. — Les équations qu'on trouverait par la méthode du (Corollaire précédent ne renfermeraient point les forces F, F', G, mais seulement les changeantes r, y, r\ 9' avec leurs différences; mais, pour ne pas trop charger de différentielles les équations du mouvement des
corps M', M", il sera mieux de chercher les valeurs de -i-? ^^ t^» en considérant directement les orbites absolues de ces deux corps.
Que oo\y', z\ af\y'\ z" soient les ordonnées rectangles des orbites dont nous parlons : on parviendra à une équation qui sera la même que l'équation (Ej du Problème II, et dans laquelle, k cause que les corps sont libres, il faudra faire les coefficients de Jo:, dv, Jz, r^x\ Jv',..., chacun égal à zéro. Or il est facile de trouver que
f^yl{x"-xY ^{y"-
.y -f-{z'-zJS
pour notre cas, il suffit de faire rarier ^, v, z seulement; on aura donc
^f^^^'^^x^-^^ àg = o.
On substituera ces valeurs dans l'expression
et à cause de
x' — X = \ = r cos 9, j' — >• z= Y = r sin 9, z' — 2 = Z,
^"->^=:X'=r'cos9', 7"~j=Y'r=r'sin9', z"-z = Z',
on aura
Mudu-hMu'&u' -^ M" u' eu"
^, /M'Frcos9 M"Fr'cos9'\ . „/M'Frsin9 M"Fr'sin9'\ ,
Mettant cette valeur de
dans l'équation (E), et faisant égal à zéro séparément chacun des trois coefficients de 8x, $y, 8z, il viendra, après avoir divisé le tout par M,
et mis dt à la place de — ^
,dx /M'Frcoso M"F'r' coscp'X .
.dz /M'FZ M"F'Z'\ .
Par là, fes valeurs de w, n, 4^ de l'Article XIV deviendront, après quelques réductions fort simples,
(M -h M')^ -+- M" p[r- r' cos((p' -^)]-h^ r' cos(9' - cp)| = H,
ProblÈiME IV. — Un corps M étant sollicité par tant de forces quon t)oudra P, Q, R,..., et tirant après lui deux autres corps M', W par le moyen de deux fils de longueurs données, trouver le mouvement de chacun de ces trois corps. On suppose, pour plus de simplicité, quils se meuvent tous trois dans le même plan.
Solution. — Soient/,/' les longueurs données des fils, c'est-a-dire les distances invariables des corps M', M" au corps M; a?, j les coordonnées recta'ngles de la courbe décrite par le corps M, et 9, y' les angles que les lignes/,/' forment à chaque instant avec Taxe des x\ prenant x\ y\
■T'^y" pour les coordonnées rectangles des autres corps M', M", on aura
r' = jr — /ros9, y' = r — /sinç, x" = X —f rosçi ", r" = r — /' sin9',
^/f'- — dx'- H-rf>''- — é/jt^ -j- dfr'— ^/(sinci </jr — cosqJv) i/q -^f^do-. d.f'' — dx"'-»- dy-^'— dx'^dr'^ :»/' sinc«'//x — cos:^' dr)do' -^-f^dz^'-.
d'où Ton tire fid$ =i -j dxodx -h dy o rf^-u
-îé/j — Zïi i^^ -*~fsïïUjdr^odx -h(d[>— /cos9</9,oc/>' -^/rf9(ros9 //x — slnz dr) 09 -i-/:sin9 rfx — ces 9 dy -1-/^9] ÔJ9],
0^* — -j-7 ;//x -i-y sino'^9'; odx -K !df> — /' cos9'</9')orf>*
■^f'dz,' cosz>'dx — sin9'ri>)o9' -ny sin::^ rfx — cosQ'dy -i-f dQ')odo].
On substituera «es valeurs dans les intégrales
j uods, I u'ods', j II" ods"
de l'équation D de TArticle VIII, et taisant les transformations et les réduetions ordinaires, on trouvera
j n6ds=-j (^-^o^x^rf^'or).
r '>j^ r\ jdx —fsinod:. ^ .dy—fcosz^d^^
i ros5 rfx -I- s'inzf dy - . , sino Jx — rosQ rfr —fdz ^\ , j
Et Ton aura pour l u'ods" la méine expression que pour | uods\ en
marquant seulement d'un trait les lettres 9 et/, comme il est aisé de s'en assurer par le calcul.
Pour avoir maintenant la valeur de
Muoii -t- M' ti' 0 tt' -*- M" li" 6 //' ,
on aura recours à TéquatioD générale (U) de rArticle VIII, laquelle donnera pour le cas présent
Miidii-4-M'ii'3ii'-hM''ii''3ii'' = — M(Pd/P-4-Qdç-hR3r) = — M(n8x-hiiy3r),
en faisant les mêmes suppositions que dans TArtiele I.
Il n'y a plus qu*à mettre ces différentes transformées dans Féquation 'D); or, si Ton fait, pour abréger,
M (i/^ ^Udt\ -h M'rf r~ (rfx -h/sin9rf9)l -f^ M'i/ [^^(rfx ^f sin^'i/ç')! = [x], M(rf^-4-©rf/WM'rf[^^(dfr-/cos9rf9)| -HMvf- (rfr -/'cos9'rf9')l =: [r],
' — 4t-^ (cos9rfjr -+- sin9£/r) — M'rf 1 ^(sin9</x — cos9rfr-f-/#/9) |=[9l. ^ ^^^^ (cosQ'rfx ^ sin 9'rfr) - MV f^ (sino'rfr - cos9'rfr h-/'</9')1 = [9'].
on trouve
(H) -f([^]àjr^lr]dr-[9]ào-[9'Wj=^o,
d'où Ton tire par notre méthode
quatre équations qui suffiront pour déterminer le rapport des indéterminées or, v, 9, 9' au temps /, et par conséquent le mouvement de chacun des trois corps M, M', M".
. Corollaire I. — Si le corps M était mû dans une rainure courbe représentée par Téquation
dr=^mdXf
alors il n*y aurait qu'à mettre, dans Téquation (H;, mUa: pour !iy, et iT 5o
faire ensuite ehariin des trois coefficients de îa?, îy, if' égal à zéro; te <|iii donnerait |)()Mr les équations du mouvement des corps
Si le corps M était, outre cela, obligé de se mouvoir avec une vitesse dont la loi à cha(|ue point de la courbe fut donnée, alors, comme le mouvement de ce corps serait entièrement donné, on aurait 5^ = o et $j = o; c'est pourquoi il faudrait supprimer les équations \x'] = o et \jj = o, et mettre dans les deux autres [<pj = o, fy'J =o, au lieu de
-^9 V-' leurs valeurs données.
(]()ROLLAiHi: II. — Supposons que les trois corps M, M', W, au lieu de se tenir par des tils, soient attachés à une verge inflexible, en sorte que l'angle des lignes/,/' soit constant et égal à «; on aura donc en ce cas
'/ == 9 -h a el (5(p' = 5(p ;
ainsi, il ne faudra qu'écrire, dans l'équation (H), 9-+-« pour 9' et Jç pour $9', etftûsant ensuite les coefficients de ix, §v, $0? chacun en particulier égal à zéro, on aura
(Corollaire III. — Si Ton veut de plus, dans le cas du Corollaire précédent, (|ue le corps M se meuve dans une rainure courbe dont l'équation soit dy = mdv, mettant, comme dans l'Article XVIII, mix au lieu de $j, et faisant chacun égal à zéro les coefficients de rix et 5^, on aura simplement h»s deux é(|Malions
[x]-k- tt}\r]~o, et [(p]-h[9'] = o.
Mais si la vir(»sse du eorps iM est aussi donnée, en ce cas, ix et îjétanl
nuls, il ne restera que l'équation
dans laquelle il faudra mettre, au lieu de -^t ^^ leurs valeurs données.
Corollaire IV. — Si les corps M', M" étaient liés par un même til, de longueur donnée, le long duquel l'autre corps M put couler librement par le moyen d'un anneau, on pourrait résoudre le Problème de la même manière en faisant les quantités/,/' variables dans les (expressions de ds\ dsl' et de leurs différences ^ds\ 8ds".
Pour cela, il n'y aurait qu'à augmenter la valeur de f/s'^ trouvée» cidessus (Article XVII) de la quantité
— 2{cos9rf:c -{-sm(^dr)df-h df^,
et ensuite celle de ^ds* de la quantité
(sin9 dx — coscp dy -\-fd(^)d^èf— (cos<p dx -h sinç dy ~ df)odf
-h (sin 9 dx — cos 9 dy) dfdc^ — cos 9 df^dx — sin 9 df^dy
divisée par rf/; c'est pourquoi la valeur de la formule intégrale / afids' serait augmentée de
ri .cosodf^ .s'in <£fdf^ df,, , , .
I J d — -^-^ àx 4- d — -j-^ oy -V- -^ (sm 9 dx — co^o dy)à^
-f- -^[sxvi^if dx — cos(pdy-hfd(^) ^d ^{cosc^^dx -f- sinor/r — ^7/*) jâ/j.
Kt l'autre formule intégrale / u"^ds" serait aussi augmentée de la
même quantité, en marquant seulement d'un trait les deux lettres 9 et/. Par la, l'équation fH) deviendrait de cette forme :
(I) - f[(^)àx -h {r)«r- (?)*? - (9')«?'-^- (/)5/^-(/') V] ^- «•
HW APPLICATION DE LA «ITHODK PRK»:EDC»TK
<i»nM laqui>lli'
'it éit
dt dt
s - H' i^ sin s dx -
dt
*os "^ dy
/ - W -T^ -îin S ^ — '»oss /ifv— ///s, — ¥'/ j ^..Mi?§:i/iLr -î--«n3rfr — #// - / H" ^ sin> //.r-^oss /ir-/ 7s - W^// f^ r.,w:i .ir -^ «us «/>- - '(T^l
.H:îinfi>n;*nt, l#^s «l#»»ix «'nrps M . M" tétant ^ictai^he» fixement èxa exH^ mit>^!) du til qui »*»r siippo?4«> inexU^iUHble, il font «{ue la 34>mme îles Ii^«»s f ^X f -«oïl iN^nalant*»: ^)it «'etti* :*4)maie. «•Vst-ÂHlin* la ion^ear lotal*» dn til. *>^lê i) a. on î^iir.)
on fera don«; oes .^ubAtitutions danâ rêquatioo I . et mettant ensuite rba#^on égal iai zéro les roefficients des différences restantes 3x. ôr. 05.
^c', 'î/, on aura les cinq équations
jr := o, r=o, 5=^0. 5 =0. y* — /' =0.
lesquelles donneront le rapport des rinq indéterminées x^y, ç. 5\/ au temps /.
OiROLLAiRE V. — Si le corps M était fixe* ou, ce qui revient au même, si le fil qui joint les deu\ corps M\ M' passait à travers un anneau immo-
^*] On a réuhti. dans ces formules, k^ noasi^es M ec M" «^ui sont oinise!> dans le texte pri-
bile, on aurait pour lors dx, dy et ^x, $y chacun égal à zéro, et les équations du mouvement des deux corps seraient
{9) = o. (<p') = o et (/)-(/') = o,
savoir, à cause que dx = o, dy = o et/' = a — /,
,f'd<D ia—f)'do'
Les deux premières équations, étant intégrées, donneront
et, ces valeurs substituées dans la troisième, on aura Arf/ Brf/ .rf/
laquelle étant multipliée pa»*^» et ensuite intégrée, devient
d'où l'on tire
di =
df
yJ^^W^^
ff
XXIIl. ,
Corollaire VI. — Si dans le cas du Corollaire précédent les deux corps M', M'' étaient attachés à une verge droite et inflexible, alors on aurait 9' = « et $9' = $5, et les équations (y) = o, (9') = o n'en feraient
(*) Dans cet Article et dans le suivant, Lagrange ne tient pas compte des masses: il en résulte que les formules obtenues se rapportent au seul cas oà les masses M' et M' sont égales entre elles. ( Nnle '«le l'Édilriir.)
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plnn <|ij urM? 4i?ij)i?. iMvoir ç^ — -s^' = o: ou ;ïiijraiil doiM- simpleiDeol les
/// /// dt
y. f— a d'^ . éif
^/* - yoif -^ yf' o- — y.af ^ y.f- dz,
(>llif <M|ij;jtiori l't^Jiit multipliée (i;ir ._ — "^^^ -x^? ^t ensuite intégrée,
♦•fi n'^;inl»iit //-p roffinrif ronst^iril^, deviendra r-elle^-i
.> //=* — 7.af ■*- 7.p) à- — yâf-^ 7tf^ -d^ A' '
i\\\\ .M' réduit à
, 7/a' — jaf^ -y.pr — \* «» — 2a/-.- ?/')
Pkoblémk V. — Trouver le fnouvemeni d'un fil fixe en une de ses écriremités, et chargé de tant de corps pesants quon voudra M, M', M",
S<>Li noN. — Ayant pris, comme dans rArtielc IX, x, v, z^ .r', v , r .
xf\ y", z ",... pour les coordonnées rectangles des corps M, M', M' on
a d'abord l'équation ^E . Soit maintenant /la portion du fil interceplei entre l'extrémité fixe et le corps M; soient aussi/',/",... les portions du même fil interceptées entre les corps M et M', M' et M", et ainsi de suite: on aura les équations
/ — V jr^ -h >•' -+-V%
l'origine des abscisses x^ x\ x'\,., étant à l'extrémité fixe du fil. On tire
de là
et par conséquent
âjT = -^l,yàx-\-zàz),
èx' = dx - ^^ [(/' - r) {$x' - dx) + (V - 2) (3^' - di)]
\jc — X X I .ar — x \^ — X xj X — X
àx" = èx- - ^^r^ [{y" -y') {ày" - iy') + (z" - z')(iz' - iz')]
\X' — X X)^ Xx-' — X- X'-X) -^ x" — !' ■'
t»l ainsi de suite.
Maintenant, si on suppose, ce qui est absolument arbitraire, l'axe des .r, x' , x'\,., vertical, et que P exprime la pesanteur absolue des corps, il Faudra mettre dans l'équatioa (U) de l'Article VIII 9x, ^x', Jo:",... au lieu de 0/?, 5/?', $/?",..., — P au lieu de P, P', F,..., et toutes les autres forces Q, R, Q',... égales à zéro; on aura donc
Wudu -h M a du' -f M''ii"a«" 4-. . .= P(MÔ:r -h M'6x' -4- M"dx" -h. . .)•
Faisant ces substitutions dans l'équation f E) citée ci-devant, et ordonnant les termes, elle deviendra de la forme suivante :
j ' [y] 0 )• -+- [r'] ày' -h [y" ]dy^, + ...-i-[z]àz -h[z']dz' +\z']iz" -i-...) = o.
dans laquelle on aura, après avoir mis au lieu de —■> -^t -^i--- leur
M* \rrUKATl<fJi bf. LJk VETIObE rftECEkETTE
«ft l#r* %'3ileuf* de s , V , V^..-- sen>Dt les mêmes que celles de 'v],
y , y eny metUml >implement -. z , r' au lieu de v, v, v'
On fersi dorK-, suivant noti^ mélhiide.
«fqudtioriÂ qui, avec celles quVin a trouvées plus haut, suflBroot pour réwiudre le Pnihlème.
i'jf9hOLLAihK. — Soient les corps M, M', M*,... infiniment petits, et placés à des distances égales les uns des autres: marquant par la lettre d la différence de deux coordonnées consécutives quelconques, on aura en général
x' — X âx x^ — x' x^ — X dx
S^iit dm chaque petit poids dont le lil est chargé; soit, de plus» dési-
gnée par Tdt la somme des valeurs de dm iPdt — d-4^\ pour toute la
longueur du fil, et la somme indéfinie des mêmes valeurs prise relativement à l'abscisse x, marquée par la lettre S, de cette manière
^dm(pdt-d^)x
il est facile de voir que les équations [rj = o, ^y'^ =o, [r"j = o,... se réduiront toujours à celle-ci générale :
""■[4-3lH-^S)|-'^["'-«"»'(-'"-'^)|=-
<|uede même les équations \z\ = o, \z'j = o, [V =o,.,. se changeront eu
(> seront donc ces deux équations qui serviront à déterminer le mouvement du. fil; mais il y faudra encore ajouter une troisième équation qui se déduira de ce que chaque élément du fil, dont l'expression générale est Vdo?^ -4-dr^-4- ds^, doit demeurer constant, pendant que le fil varie de courbe. Cette équation sera donc
dt
savoir
, (ddx\ . iddr\ . iddzx
Dans le cas des oscillations infiniment petites on a ^ = o, parce
qu'alors chaque point du fil répond toujours à tr^s-peu près au même point de l'axe; de plus, si on regarde le fil comme uniformément épais, et que l'élément de sa courbe v^da?* -+- d v* -h ds* soit dénoté par d^, on
aura rf/n = d5, et la formule intégrale SdmlPdt — d-^\ se réduira a
S?i\sdt = ?sdt, à cause de Vdi constant* 5. étant la longueur de la partie I. 5i
il *^ »•! iiii-t 7 = ^ . >r. .1*» 6»îr: )P'*îni»*r»îî*' •^ipiuaiiaif o^j'iMun^^aJ:
tr tr tr iyy.r.ci^ — -^i. ît^s- i-])^ /. / . ^Z"' -çn- r.tcçpiiMi'fi dLeîf ««turp* M. îf . M'
f ""f •" Jr — X -iX* — IX — y — r -jr' — I»- — X — X 1* — XX -
f ^^f -- r' — r -ijr' — -ix- — *■' — »- ^r-'— ii- — x' — x ix' — -ix .
f M^x-M -ir ^M -:x^'— _r':/-F-:r-rir -.. .
^>ft tn^itr^ Ahn€:. daiD« r^ltif expn?56ioD At
;*•! Ii#r« d^ ^/, i/ . ^/* les valeurs qu'oo vîeDt de In.iuver, et un la
MilMituera eri»ui|p dan> Tequalion E de TArtiele IX: ce qui donnera,
;«|ir^ a%'oir ordonné les termes et mis i// à la place de — -r- —r-- •
une équation de cette forme :
C[{x) ôx + (x') $x' H- (x") $x" ^- . . . -I- (7) èr ■+■ ix') (î/ -+- (^) dr* -4- . . .
+ (z) dz + (z') iz' -t- (z") iz" -I- . . .] = o, dans laquelle
ix) = M (rf J - Prf/) + (j F - ^^ F') <".
(^') = M' (rf ^ - Prf/) + (^^ F' - "^^^ F") t/^
(X") = M" (rf ^' - Prf/) + iff^'- ^" - ^''^ ' **) ''''
r ) -- M rf ^ -h (^ F - ^^^ F') dt,
y") = wd'^ ^ [^ F" - y^^ F-) dt.
et les autres expressions (2), (s'), {z") seront les mêmes que les f vj, ( v), fj'y,..., en changeant seulement V en z, y' en z\y' en 2'',....
De cette équation on tirera donc, suivant notre méthode, leJi équations particulières
{x)=zo, {x') = o, (x") = o,..-.,
(2)zr:0, (2')=:0, (z" ) =: O, . . . ,
qui seront celles du mouvement des corps M, M', M"
XX VII
(Corollaire. — Si l'on veut que les masses M, M', M",... soient infininient petites et placées k des distances infiniment petites les unes des autres, conservant les suppositions faites dans l'Article XXV, on aura en
fM SffUr.MlhS DE LA MÉTHODE PlktC£l>E3fTE
^_h\ktA\ M //m, / «I ♦. .r' r = da:, y' — v = ày, s' — s = d s, et l'on tfhnyt-r^ (\uf If^ ^qii;ïfioni4 fti-df^ïwijîi <*ft changeront dans les trois sai-
dt (ÎM
fim a , - (\ ,-'dt o, dt (IM
nii hi niîHutUé* V mMn|iH; T/ïlaMlirité variable de chaque élément du fil.
Si Ton (n\i almtractiori de la pesanteur P, et qu'on suppose, outre cela, le.H (ineillatioiiH du (il infiniment petites, en sorte que Tabscisse x demeure t(Mijours la même pour chaque élément ds, la première équation Me réduira ii
dont rinlégnile est ' — ^, ce qui donne
cl* " dx'
el celte videur étani substituée dans les deux autres équations, on aura. il cause de k constant,
dm d -r d , - A'^'^t ^^^^ d -r zrr. d -— A dt. dt dj" dt dx
Soit X Tepaisseur du tiU en ssorte que dm = \Ax 'il faudrait mettre ii la rigueur </m \d5« mais comme on suppose les vibrations inliniiiieDi petites, il est clair que Av et ds seront aussi infiniment petites par npport i^ i\st\ et qu*uin$i djr sera à trt's-peu près égal k dx . on trouvera en ditVereutiant et prenant <// et d.r pour constantes, ce qui est perviis*
c/»r _^ *; d\>; c/'J _ * d*3 dt* " \ dx^' dt " \ djr*'
ei)U«lions conmies.
A DIFFÉRENTS PROBLÈMES DE DYNAMIQUE. i05
Remarque. — Les équations trouvées pour le mouvement d'un til vibrant, élastique ou non, peuvent encore l'être d'une autre manière plus' directe, en regardant d'abord le fil comme un assemblage d'une infinité de points mobiles; c'est ce qu'il est bon de faire voir pour développer davantage l'application de notre principe général à ces sortes de questions.
Problème VI. — Trouver le mouvement d'un fil inextensible, dont tous les points sont sollicités par desfi>rces quelconques P, Q, R,
Solution. — En conservant les noms donnés dans l'Article XXV, soient, de plus, u la vitesse de chaque élément du fil, et c& le petit espace qu'il parcourt dans le temps dt\ il est facile de voir que la formule du principe général deviendra
Scfm I uds.
On fera donc, suivant notre méthode, l'équation
dSdm I uds = o,
qui se réduira d'abord, à cause que dm est constant pendant que le fil varie de courbe, à
Sdm I {uids -hduds) = Sdm j udds-^Sdm j ududt=zo.
^dmi savoir à
en mettant dt pour— •
Maintenant, si on prend pour chaque élément du fil trois coordonnées
rectangles x,y, z, comme dans le Problème I, on aura aussi
hds— -r (dxddx -h dyddr -^ dzddz) as
et
Cudds=^ nd^dx-^d^èr-hd^èz), en mettant dt pour — -, donc l'intégrale Srfm i u^ds deviendra
en transposant les signes S, / , ce qui est évidemment permis.
On changera aussi par la même transposition des signes la formule Sfl&n / u^udt en / Sdmu^udt, et Ton aura l'équation
(K) / Sdmlududt — d -^ àx — dj^ àr — d'-^èz\ =0,
Il s'agit maintenant de trouver la valeur de Sdmu^udt. Or il n'est pas difficile de voir que l'équation (U) de l'Article VIII appliquée à la question présente donne
Sdmuduz= — Sdm(Pdp-hQdq-hRdr-h...),
On aura donc, en multipliant par dt dont la valeur est la même pour tous les éléments du fil,
Sdm uèu dt = — Sdm {P 6p -h Q6q -h R6 r -h . . .) dt,
ou bien en mettant, selon les suppositions de l'Art. I, ll^x-htsàx-hW^z au lieu de Pô;> h- QJy -h RJr-f-...,
( \ ) Sdm iièiidt = — Sdm(lldtdx -h tndtàr ■+■ Wdtàz).
Otte valeur substituée dans l'équation f K), il viendra
(L) ^ Csdm[|d^-^Udtyx-h^^d^^mdt\lr'^-{dp^'hW
Présentement, comme chaque élément du fil, ds=^dœ^-h dr^-i- dz^, est supposé inextensible, on a, comme dans TArticie XXV, l'équation
. ddx . ddy . ddz dt dt dt
On a de plus, par la même raison.
^ v^dx' -h dr' H- dz^ — o, ce qui donne
dx^dx -h dK8d>-i- dzodz = o,
savoir, en transposant les deux caractéristiques J, d,
dxdàx -h drdôr-i- Azdèz =0;
d'où l'on tin»
et, en intégrant.
.. drd5>-i- dzddz
dx
cj^ * ^x Qd>dor-+- dzdoz
Sdd j: = dx = 5 V — S — ^ :
dx
^'x dénote la valeur de ^x lorsque l'intégrale marquée par S est zéro, savoir la valeur du ^x k la première extrémité du fil- La substitution de cette valeur de ^x dans l'équation fL) changera l'expression intégrale
^dm(d^ -^lldt)àx (*n celle-ci
Or la différence ^"x, étant constante, peut être dégagée du signe d'intégration; donc si Tûfo exprime la valeur totale de l'intégrale
l'expression Sdmld--7^ -^-Tldn^'x se réduira à celle-ci plus simple, Tdt$'x. Il s'agit maintenant de faire disparaître les diflerences de $j et
«z dans rautre expression rSifoi(rf^ ^ "*) ^(J^d^J-^s^d*^)}
rVst de quoi Ton viendra aisément à bout par la méthode de rArtiele IX du Mémoire précédent. Suivant cette méthode, on trouvera que, si Idt représente, comme ci-devant, la valeur totale de Tintégrale
Sdm[d^ -^Udt),
et qu'on fass^, pour abréger,
Jdt-Sdm[d^-^Udi) =Lrf/.
on aura
>am [d -r- -hUat] b-^ aor = — 3 — - or— ^d — 3 — —6y\ ^ at f ax ' ax ' ax -
et de même
^dm a -j- -h na/) b-^—Qoz = — ^ oz — hd — 1 oz,
^ at J ax Qx éx
où les termes qui se trouvent hors du signe d'intégration S doivent être pris avec les conditions énoncées à la fin de TArticle I du Mémoire précédent: or la valeur de \^dt qui répond au dernier point du fil est nulle,
parce que Sdm(d -^ -*- Hrf/) devient alors égal à Tûfe, et, pour le premier point, cette valeur est égale à Tdi, parce que S^foi [d-^ -h H rf/J est égal à zéro; donc, si Ton marque par 'or, V, 'z les coordonnées qui répondent à ce point, on aura ^, — - 5 V pour la valeur exacte du
L•rf/d>^ ^ Trf/dz^, 11 j r . • Vdidz ^
terme -—5 — - 0 v, et j-; — 0 z pour celle de I autre terme -— i 6z
(\x ^ d z ^ djr
Par ces substitutions, on aura donc
et l'équation (L) se changera en celle-ci :
d'où Ton tire pour tous les points du fil en général
et ces équations, avec celle qui a été trouvée précédemment
serviront pour déterminer le mouvement du fil.
Si Ton fait dans ces équations n = — P, tar = o, ¥ = o, elles reviendront au même que celles de l'Article XXV, comme il est facile de s'en assurer par un calcul fort simple.
ScoLiE 1. — xMainlenant, pour satisfaire au reste de Téquation (M), on fera encore
équation qui appartient uniquement au premier point du fil.
Supposons d'abord ce point absolument fixe : il est clair qu'on aura ^'x = o, J y = o, J '^ = o, ce qui rendra nuls tous les termes de l'équa- . tion dont il s'agit; donc les équations trouvées à la fin de l'Article précédent suffiront dans ce cas pour résoudre le Problème.
Mais si l'autre bout du fil est aussi fixe, ii faudra faire alors quelques I. 52
changements k ces équations. Pour cela soit reprise Téquation,
on trouvera, en intégrant par parties avec l'addition des constantes nécessaires,
^ M dr ^ dz ^ d^y ^,
Sx=zd'x— -/-ày— ^—dz-h :rr-d'r -h dx ^ dx d X '
Pj-'H^'fjy-'rJ'y
Désignons par x\y\ z' les valeurs de ^,r, 2 qui répondent à l'extrémité du fil, et rapportons l'équation qu'on vient de trouver a ce point, on aura, en transposant,
^ , dy' , dz' , ^ , d >• ^ , d '2 ^ ,
\ da; *^ ax j
l'intégrale
étant prise pour toute la longueur du fil. Cette équation étant vraie pour tous les instants du mouvement du fil, on peut la multiplier par rf/, et en prendre l'intégrale relativement au temps t-, on aura donc, en affectant tous les termes du signe / ?
;nj
équation qui doit avoir lieu en même temps que l'équation générale (M j en faisant ^x', ây', Ô2', d'à?, $y, ô\z égaux à zéro conformément à l'hypothèse, ce qui la réduit à
A DIFFÉRENTS PROBLÈMES DE DYNAMIQUE. Ml
je multiplie donc cette équation par un coefficient indéterminé k, et je l'ajoute à l'équation (M); j'ai, à cause de d'à?, 5 y, d'z égaux à zéro.
\ àx dt àx I j
d'où jt* lire pour le mouvement du fil
d — j — ^ -h dm Id-^ -f-Gjrfn -hd-^kdt^o,
et la troisième équation sera la même que dans l'Article préeédenl.
ScoLiE II. — Lléquation (N) étant multipliée par un eoefïieienl indéterminé k, et ensuite ajoutée à l'équation (M), on a en général
n (djc ôjc -4- d r'o.r' -+- dz'az')^ - (d a: a V -+- d y ôy + d ^z 3'2)î^
_ ^'s[(dH:^Vd^)^rf/^rfmrf^Vrfminrf/)ar
\ ax ax dt / J
Les termes affectés du double signe / S fourniront d'abord pour le mouvement général du fil les mêmes équations que dans l'Article précédent: ensuite les autres termes affectés simplement du signe l donneront Téquation
dx'ox'-f- dv'or'-t- dz'oz'j^T— — »d 'jto'jt -hd V5'r-f-d'2d'^)-p; — dt =r o,
ax ' * d X
d'où Ton tire les conclusions suivantes :
i"" Si le fil est fixement arrêté à ses deux extrémités, les différences
i'jr, 5'v, $'2, &x\ dy\ dz' sont nulles par elles-mêmes, et l'équation dont il s*agit ne fournit aucune coiidition nouvelle; c'est le cas de l'Article précédent.
2® S'il n'y a qu'une des extrémités du fil qui soit fixe, alors on aura simplement d^Xy cJy, à^z ou dx' y dy\ dz' égaux à zéro; dans le premier cas, il restera l'équation
à laquelle on ne peut satisfaire qu'en mettant it = o; dans le second, l'équation restante sera
— (d 'X 0 ^x -h d y a >• -h d ^2 6 'z) ^-^ dt — o, laquelle donnera nécessairement
A -h T = o, savoir T = — A .
3** Si le fil est attaché d'un côté à une verge fixe le long de laquelle il puisse couler par le moyen d'un anneau» et que l'équation de la' verge soit en général
dz = mdx -^ n dy, alors on supposera
^'z^='md'x -h'nd [y, ou 6z' = m' 0 x' -\- n' d y\
selon que ce sera le premier ou le dernier point du fil qui décrira la courbe donnée; et substituant dans l'équation ci-dessus la valeur de â'z ou de &z' on en tirera pour le premier cas les deux conditions
d 'x -h 'md \3 = o, d y -f- 'n d '2 = o,
et de plus it = o, si l'autre bout du fil est libre, et pour le second cas on trouvera de même
dx' -h m'ôz' = 0, dy' -h n'dz' = Of et de plus T + it = o, si le premier point du fil est libre.
4^ Si les deux bouts du (il coulent le long de deux courbes représentées par les équations
d'z = 'md'x -h ^n rfy, dz' — m'dx' -h n' dr' ,
on mettra 'm5'a?-+- 'n Jy pour J'2, et m'^x' -h n'ôj' pour ^z\ et Ton fera en conséquence
d 'j: -h 'md'2 =r o, dy -h 'nd 'z = o, d:r' -h m'dz' = o, dj' -+- n'dz' = o.
5^ Si les deux bouts du fil sont attachés Pun à l'autre, en sorte qu'il en résulte une courbe rentrant en elle-même, on aura dans ce cas
x' = 'x, y' = y, z' = '2, et l'équation générale se réduira à
— {d'x $'x -h dy dy -h d'z ^'^)3-r- =«;
d'où T = o comme dans le premier cas du n*^ 1 .
Toutes ces équations, au reste, devront se vérifier au moyen des constantes qui se trouveront dans les équations générales de l'Article précédent après leur intégration.
xxxn.
ScoLiE III. — Imaginons que le fil soit emporté par un corps de masse finie M' attaché à son extrémité et animé par des puissances quelconques P'» Q'f R'» Il est clair que dans ce cas la formule, qui doit être un
maximum ou un minimum, ne sera plus simplement Sdm j uds, mais
Srfm / uds -h M' / u'ds',
en nommant u' la vitesse du corps M' et dï l'élément de la courbe qu'il décrit. Or cette dernière formule, étant traitée comme celle du Probïème I, donnera pour sa différentielle
- M' f[U^ ■+■ n'rf/) àx' + (d^ ^fs^dt\ir' ^(f^-^ "y' A ^A'^
- r r-rfr :
— • .1 •»llkJ»»* ^- "'M'
■ il - -*«
w^TH-'^i»;
ir ~ ».
tt «r
Ce sont les équations qui serviront h déterminer le mouvement du corps M'.
Si ce corps était contraint de se mouvoir sur une surface donnée p«r l'équation
dz' = m'dx' -h n'dy' ,
on mettrait, comme à l'ordinaire, rndx' -^riiy' au lieu de iz\ (»t Ton en tirerait les équations
M' id^ -h \Mdt\ ^kdt^\vL'(d^'\- Tdt\- ^^hdt\m' = o, M{d^-..'dt)-'£kdt^[M'(d^^W'dt)^
A l'égard des termes
{d'xd'x ^ ûy dy -^ d'z d'z)^-^ dt,
qui appartiennent au premier point du til, ils fourniront les mêmes conditions que dans l'Article précédent, selon les différentes circonstances du mouvement de ce point. iMais si Ton imaginait de plus en ce point un autre corps \\i, animé des puissances T, 'Q, 'R,..,, en sorte que le fil fut emporté par deux corps 'M, M' fixement attachés a ses extrémités, alors on aurait, pour la formule du maximum ou du minimum,
Sdm I uds -^ M' I u'ds' -h 'M 1 'ud's,
et l'on trouverait, en faisant le calcul de la même manière que ci-desvsus, que le premier membre de l'équation (P) serait augmenté des termes
-^M rr(rfî^4-^nrf/]d^*+(rf^^-^iorflUy-f-(rf^ H-'H^£/;W«|, ce qui ne changerait rien aux formules trouvées pomr le mouvement du
-rfr
Pso&iiifE Vit. ^ Ré^J90iuÙT le Prohkiii^ précèdent, em tuppoêamt que k
fil WMi t.xtef*sMe ^t *,lastique,
^^^L? 7ro5, — S.'it F \r f>r5ê»>rt- •:'e>l-à-*lir^ la t>K* A? cvnlrkrtion de *\ui\fï^ ^>tntrtii fia til- on âuri, eo geaerkl. pir rei|a;ktif>o l" de TAriKir VIII.
'^^ qfii dôfjûr. rû rijultipliaot p^</!r. c*t metUnt Il^x — Wv — H*^r du li^o d^ P^/> — Q^y — R^r — — el di;ÉU lieu de/.
V ^dmuimdt=—7^dm Drf/ox — ïtiZ/v- — H'rf/oj — SFiZ/odj.
Or
dj =: %dx- — d»"^ — dj-.
don*
. dx -sd r ^4r cdr — drodr dxdox — drdor — dzdôr dj - QS
donr. (ft^-ttkiii rette valeur dans SFcfr^di. el îolegrant par parties avei* \f^ t'hUhVêXiXf'ifi u^i'f'^fi^'in'S. on aura
^r///-.di -^^5' ^Jf^">^^<*»"'^»"'-<l-^- -4^ d*xa'xH-dy«V-t-d'*«'x^ df' d J -^ •
- ?> d - . ox — d —j^ o v — d -i — QZ I a/, dj dj • dj /
Maintenant, pour résoudre le Problème, il n'y a plus qu'à mettre dans l'équation (K) de l'Article XXIX, au lieu de Sebnuâudt, la valeur qu'on vient de trouver, et l'on aura, en ordonnant les termes,
- r [(dar'dx' -I- Ar'^r' ■+■ dz'82')^ — (d'x « V + dy «y + d"« ô'z)-^ j
-h (A^fdl - dm rs dt - dmd ^\ èy -h (A^dt - dmW dl - dmd ^\ oz\=o, d'où l'on tire, pour les équations générales du mouvement du til, d !^ rf/ - rfm (nrf/ + rf^W o, A^ldi-dmLdt-i-d^\=o,
ce qui s'accorde avec ce qu'on a trouvé dans l'Article XX VII, en mettant tsr et ^ = o, et — P au lieu de n . On aura de plus l'équation
qu'on traitera ainsi qu'on a fait ci-devant l'équation (Pj, et qui donnera par conséquent des conclusions semblables sur le mouvement des deux extrémités du fil. J'en laisse le détail au lecteur.
Problème VUl. — Tromper le mom^ement d'un corps de figure quelconque animé par des forces quelconques.
Solution— Soient nommées dm chaque particule du cprps, u sa vitesse I. 53
tin %prLii:%rio^ or l\ wtTHiiiiE précédente
-^ d$ t >^paf p 'fiiVtl#» parronrt Un» l<i^ rtf^mpfldir: oo »iiia. riMune dans ' \rf'M'l^ XXfX. ri/ùn j u/fs ^mr !;* r'ormnf** (\m ♦loii etn» un maximam
ifi (in rninimiim.
Rn <fiiv;inr h rm*rho#*#* -xplirjii^^ lan» ••**r A^tirll^. •lo parnendn de
/// 1/ dt J
-t il ri\ Anr^ plus ({ii'^ ^nttntitiit'r 'iam «-(^ttt^ ^'tfuatioD les valeurs de ilx.
/v, ^/:: .-t '^ r. 'iv, &z «onv^nables h i-haifne partiraie du rorps donne. poijr tri)iiv«>r «f s v;»|ptirs. i»* prends «ians rinierieur du <*oqps un point
jn^^fr-rififfij»* fixe ijue j'appelle le rentre de rotation et dont je sup|K»se
fij*» U pM-'irion s«Ht repref*entt*f* par ies «niirtionnees rectangles X, Y, Z: ■ t* nppnrte i* '•*• «potre rhaenn iJes autres p«>ints du rorps par le moven • f*» rroi<4 nniiv**||es 'Offrdonnees p, y. r prises dans les mêmes axes que >H X. V. Z: j'^i ainsi
itur •'•n^^'fjuenf
fir - d\ ^ dp, dr =zd\ — fiq, 'iz r= fiZ -^ //r, ••f 'le rn**me
Il ^'-i^ït inainlén;4nl de ln)uver les valeurs des dilTérenees de p^ q. r ^nr '-hîiqne point du forps: pour eela il faut considérer le mouvement «fu «-orpfl autour de son «-entre et déterminer les variations qui en résulîenr 'lan*^ i-hanjne des lignes /i« q. r. Or il est facile de voir que, quel que -oit re mouvement* il peut toujours être regardé comme formé de trois ooiiv*»ment?i «le rotation autour de lr«>is axes perpendiculaires entre eux. .'f pskH^^^nt p^r le rentre dont nous parlons: donc, si Ton prend pour les ^x*^ ite rot;«rion reux des eoonlonnees /i^ q^ r, on trouvera par un caleol r^-^-^imple i|ue, tandis que le rorps tourne autour de Taxe des r dTiu o^nvf-m^nt ;«ngDlaire //R, la ligne p croîtra de la quantité fé^^ et b
ligne q décroîtra de la quantité pd^; que de même, en nommant ^Q Tangle de rotation autour de Taxe des q, les lignes p ei r deviendront par ce mouvement/) -h rrfQ, r--pdQ; et qu'enfin Fangle de rotation autour de Taxe des p étafîït é/P, il en résultera dans la ligne q un accroissement égal à rdV, et dans la ligne r un décroissement égal à qdV. Donc, en ajoutant ensemble toutes ces différentes variations des lignes p, q, r, et exprimant les variations totales par dp, dq, dr, on aura, en général,
(0) dp=^rdQA qdK, dq = rdV - pdV^. dr z:^ - qdP - pdQ,
et par conséquent aussi, en changeant d en &,
op^rdQ-hqd^, àq = rdP — po^, dr = — qd^ — pèQ.
On aura donc par là
èx = d\-hrdQ-hqdH, àr = à\ -hrèP — pdR, ^z = 6Z-qèP- pdQ;
dx
dt ~
d\ rfQ dt ^'dt
rfR
dr dt -
rfY rfP
dt ^'dt
rfR Pdt'
dz
dt ~
dl rfP dt ^ dt
P dt'
d'où l'on tire
.dx ,d\ ,dQ . dii .rfR . rfR
''di = ''-dr^'''Tt ^'^'Si ^^''-di ■^'^iji'
savoir, en mettant pour dq, dr leurs valeurs,
,dx ,d\ .rfQ ..rfR ^rfPrfQ rfQ' rfPrfR rfR»
d -r- =^d —r- -4- rd -^ -hqd -n ft — y—^ — p— y^ ■+- r — , p— 5— ;
dt dt dt ^ dt ^ dt ^ dt dt '^ dt ^
on aura de la même manière
jdr .rfy jrfP .rfR rfP» rfPrfQ rfQrfR rfR'
.dz .rfZ .rfP .rfQ rfP*^ rfPrf» rfQ' rfQrfR
Substituant ces valeurs dans Téquation (L) ci-dessust et faisant sortir hors du signe S les quantités rfX, rfY, rfZ, cJX, cJY, (^Z, rfP, rfQ, rfR, c^P» c^Q> (^R qui sont les mêmes pour chaque point du corps, enfin ordonnant les termes par rapport à âX, âY, âZ^ cJP, (^Q, (^R, on aura une équation de la forme suivante :
(S) r^[X]dX-h[Y]3Y-h[Z]ÔZ-+-[P]dP-h[Q]^0-h[R]dR) = o,
dans laquelle VI «j'^X ^ . /.dii dPdR\ . , / .rfR rfPrfQ\
_ Sprfm '^Q'j'^'^"' + Snrfm <//,
^ , /' rfR dVdQ\ „ . .,
— i>pdmld-T--i T— ^ I + 1> Cl am <//,
— S/»rfm \d -^ -\ ^- 1 + S'ï rfm dt,
[P]=Srdmd-j- —Sqdmd-^-i-{Sr*dm+SqUim)d-^
a j j^'Q c j /*R c y dQ'-dW ^ , dPdQ -4- bpqdmd -j- — hprdmd —j- -i- i>qrdm — -^— ^ bprdm — .
— Spqdm — -3- h[Sq'dm—6r'dm)-—T- hSmrdmdt—^^'qdmdt,
. [Q]=Srdmd^-&pdmd'^-h{Sr'dm-t-Sp^dm)d^
c j j^/P ^ j j'^R c 7 </P'-</R' ^ . dPdQ -hopqdmd-T- -+-bqrdmd—Tr -t-bprdm -t- bqrdm — .
■+■ Spqdm '^^J^ + {Sr'dm - Sp'dm) ^^^ " -hSïlrdmdt-SWpdmdt,
[R] = S9rfmrf^~S/>rfmrf^ -h{Sp'dm -hSq'dm)d^
-\^Sqrdmd -^ — Sprdmd -^ — h Spqdm -^ — — -h^qrdm —^ —
-hSprdm-^ h(S/>'rfm — S^'rfm) — -j-^ -^SUqdmdi — Smpdmdt:
M exprime la valeur de Sdm, savoir la masse entière du corps.
Cette équation donnera la solution du Problème en faisant, comme à l'ordinaire, les coefficients des différences marquées par c^, chacun en particulier égal à zéro, comme on va le voir dans les Corollaires suivants.
Remarque. — On peut simplifier les expressions de [Xj, [Yj, [ZJ, [PJ, fQ], [Rj en faisant tomber le centre de rotation dans le centre de gravité du corps. Car alors les intégrales Spdm, Sqdm, Srdm, qui expriment la somme des moments de toutes les particules du corps p^ir rapport à ses trois axes de rotation, deviendront nécessairement égales à zéro, par la propriété connue de ce centre.
A regard des autres intégrales Sp^dm, Sq^dm,,.., il faut observer que leur valeur dépend de la position instantanée du corps, et qu'elle varie par conséquent avec le temps /.
En effet,
d{Sp^dm) = Sdip^dm) = zSpdpdm = iSprdmdQ -h ^SpqdmdH,
en mettant au lieu de dp sa valeur rdQ -h y rfR; on trouvera de la même manière
d{Sq' dm)=2{Sqrdm)d^ — 2{Spqdm)dïi, d{Sr' dm)=i — i{Sqrdm)df-'ii(Sprdm)dQ, d(Spqdm)z=z{Sprdm)dP'^{Sqrdm)dQ'h{Sq*dm''Sp'dm)dn, rf(S/?rrfm) === ~ (S/>9rfm)rfP H- (Sr'rfm — Sjp»rfm) rfQ 4- (Sfl*rfm)rfR, d{Sqrdm) = {Sr*dm-'Sq*dm)dr'^(Spqdm}d(i-'{Sprdm)dR.
ï^ VPPLICATION DE LA MÉTHODE PRÉCÉDENTE
Ce sont ces équations qui serviront à déterminer les valeurs générales des quantités S/?'rfiw, Sy'rfm, Sr^dm^ Spqdm^ Sprdm^ Sqrdm qui entrent dans les expressions [Xj, [Y],... de Téquation (Sj: mais e*est de quoi il ne parait' pas facile de venir a bout, à cause de la difficulté d'intégrer ces sortes d*équations.
Corollaire I. — Or, si le corps est entièrement libre, en sorte que les différences 9x, î v, Hz, JP, JQ, JR n'aient entre elles aucun rapport déterminé, il faut, pour vérifier l'équation (S;, faire les coefficients de ces différences chacun en particulier égal à zéro, ce qui donne les six équations ''X]=o, ['Yj=o, Zj=o, rP]=o, 'Qjsro, ,rRj=o, par oîi Ton peut connaître le mouvement du corps a chaque instant. Si Ton fait dans ces équations Spdm = o, Sqdm = o, Srelm = o, selon l'hypothèse de l'Article précédent, les trois premières deviendront celles-ci :
Mr/— ^SUdmdt = o, ùt
M d -j- -^ Swdm dt =r: o,
Md -, ^^^dmdt^o. fit
lesquelles montrent que le centre de gravité du corps se meut de la même manière que si toute la masse du corps était réunie dans ce centre.
Les trois autres équations ne contiendront que les variables rfP, rfQ, //R d'où dépend le mouvement de rotation du corps autour du centre de gravité; ainsi ce mouvement sera tout à fait indépendant de celui du centre de gravité.
Imaginons que le corps ne tourne qu*autour d'un seul axe, on supposera, dans les équations 'Pj = o, [Qj = o, [R]:=::o, deux quelconques des trois variables </P, </Q, </R égales à zéro. StHenl d*abord </Q, ^R
é}çales à zéro, on aura
dV
{Sr^dm -h Sq^dm)d -j- -f- Swrrfmrf/ — SH^'^rf/w dt = o,
rfP rfP'
iSpqdm)d-j- -^{Sprdm)-^ -^ SUrdmdt — SW pdm dt = o,
dP rfP^
— (Sprdm)d -r- -f- {Spgdm)--7-- -h SUqdmdt — Smpdm rf/ = o.
On trouvera, de plus, par les formules données à la fin de TArticle précédent,
rf(SH dm) -h d(%q^dm) — o,
d(^pqdm)z=z(^prdm)dV,
d{Sprdm]= — {&pqdm)d?, d'où
I" ' •8r*rfm-f-Sç'rfm=:con9l.,
constante que j'appellerai A; ,
d(Spqdm) d(^prdm)
Sprdm ^ Spqdm '
savoir :
{Spqdm)d{Spqdm)=: — (Sprdm) d (Sprdm),
ce qui donne, en intégrant et réduisant,
[Spqdmy ■+- (Sprdmy := const.;
soit cette constante égale à B^, on aura
Sprdm = y/W^Spqdmf,
donc
d(Spqdm) _^p )/B^ — (Spqdmy
d'où
Spq dm = B sin (a -h P),
a étant un angle constant telf que Bsina:=sS/>9^, au êommencemenl
(le h rotation du rorps; par conséquent,
S/>rrfm = Bcos(a-f- P);
donc, si Ton substitue ces valeurs dans les trois équations ci-dessus, on aura
dP 4 fl -j- -hSw r dm dt — S^:q dm dt = o,
dp dP'^
Bsin(a-f-P)rf-^ -f. Bcos(a 4- P}-^ -hSUrdmdi — SWpdmdt = 0,
dp dP?
— Bros^a-h P)rf-7- -h B sin (a -f- P) -^ -^SUqdmdt — Svspdmdi = 0.
rfP La première de ces équations étant multipliée par -j-» et ensuite intégrée, donne
ArfP^ r,o . o,. , . ^^ Ac
dr
j(iiTsrdm—SWqdm)dP= — ,
dp *
c étant la valeur de -7- lorsque P = o, c'est-à-dire la vitesse primitive
de rotation; donc, substituant dans la seconde et dans la troisième équation, au par dt.
tion, au lieu de d-j- et de -tt-^ leurs valeurs, on aura, après avoir divisé
— Ysin(a -h P)(Scyrrfm — SMr gc/mj 2B
— ?— cos(a-h P) / (SGjrrf/w— ^'qdm)dP
-+- Bc^ cos(a 4- P) -h ^VLrdm — S^pdm -z o.
-T-cos(a -h P) (Scyrrfm — S^'q dm) A
J^ sin fa -h Pj-nScrré/m- S^^d/iOdP -h Bc'sin(a -f- P) -1- Sïiqdm — S^pdm = 0,
et ces équations renfermeront les conditions nécessaires pour que le corps tourne librement autour d'un axe immobile.
A DIFFÉRENTS PROBLÈMES DE DYNAMIQUE. ï^
Si les forces II, 9, H^ sont nulles, ou constante»^ ou bîeu si ellen sont proportionnelles à /^, q, r, on a
S®rc/m — SWqdm = o, SUrJm — S^'pJm = 0, ^UqJm - $w^pJm = o;
par conséquent,
c/est-à-dire que le niouvenienl de rotation est unitornie, et les equatioiiK précédentes se réduisent a
B6*^cos(a 4- P; — o, Bc^siii(a -h P) - t>,
ce qui donne B = o; on aura donc
^'(Spqdmy -h {f^prdmy -- o,
ce qui ne peut arriver, à moins que Ton n'ait ^pqdm = o, Sprdm = o. Voilà donc les conditions par lesquelles on déterminera la position de Taxe de rotation au dedans du corps. Il est clair que ces conditions sonl suffisantes pour une telle détermination, puisqu'on sait que la position d*une droite qui passe par un point donné ne dépend que de deux variables.
Soient maintenant
rfP=zo, dH = o ou rfP -o, i/y — o,
dans les équations
[Pjz=o, [Q]=o, H —o;
on trouvera, par des procédés semblables à ceux que npuh venons 4*^ pratiquer, les conditions de la rotation du corps autour de deux autres axes.
Dans la supposition de
>mrdm ^S^'qdm = o, ^Rrdm —^H:pdm z=l o, hUqdm — ^wpdétt - o.
iM APPLICATIOK DE LA MÉTHODE PMÉCÉDE3iTE
les équations dont il s'agit seront
^qrdm , a -t^ — / S/ig dm ) — ^ = o.
pour |p cas où </P = o, </R = o, et
— ' Sprdm , rf -^- Sqrdm ) —=-- =
^Sqram :d --^ ' ^/>^ am ; -^-- = o,
' S/>* <//w — S^* dm ] d —T- =: o,
pour If r;is oij rfP = o, rfQ = o.
Dans le premier cas on aura donc d -^ = o, c'est-à-dire que la rotation s^?ra uniforme, et de plus Sqrdm = o, Spqdm = o pour la détermination de Taxe de rotation.
Le second cas donnera pareillement i/<^ = o, savoir la rotation uniforme, et Sprdm = o, Sqrdm = o pour la détermination de son axe.
On trouvera donc trois axes fixes autour de chacun desquels le corps M pourra tourner librement et uniformément, en cherchant dans ce corps la position de trois droites, qui passent par son centre de gravité, et qui soient telles que
Spqdm^^o, ^prdm = o^ Sqr dm = o, Spq dm = o,
Sqr dm=:o, Sprdm =10, savoir :
Spq dm =z o, Spr dm =0, Sqr dm = o,
p, ^, r étant les coordonnées rectangles qui déterminent la position de chaque particule du corps par rapport à chacune de ces droites; d'où il
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est aisé de conclure que les trois axes de rotation dont il 8*a|^it sont
nécessairement perpendiculaires entre eux.
Au reste, quel que soit le mouvement du corps autour de son centre de
gravrté, il y aura toujours un axe instantané de rotation qui passera par
ce centre, et qui sera facile à déterminer dès qu'on connaîtra les mouve-
vements angulaires rfP, rfQ, rfR. Soient/?', q\ r' les coordonnées qui
répondent à chacun des points placés dans Taxe dont nous parlons : il
est clair que ces points devant être immobiles pour un instant, on doit
avoir
dp' = r'rfQ-h ^'rfR = o,
dq' = r'dP-p'dR = o,
dr' = -(i'd9-p'dQ=:o,
équations dont la troisième est, comme on le voit, une suite nécessaire des deux premières; c'est pourquoi on fera simplement
r'dQ-hq'dïi = o, r'd^-p'dïi=^ o;
ce qui, en regardant/?', y', r' comme variables, et rfP, rfQ, rfR comme constantes, donne une droite dont la position est aisée à déterminer par rapport aux axes des coordonnées/?', q\ r\
Dans le premier instant du mouvement on a, en faisant dP=o, dQ = o, dR = o dans les équations [Pj =o, fQJ =o, [Rj =o,
{Sr^dm -^^q'dm)d -— -h {Spq dm) d -p- —{Sprdmjd -r-
-hSwrdmdi ^SWqdmdi - o,
[Sr^dm-hSp'dnijd -^ -h {S pq dm) d -jj- -¥■ (^qrdm)d~
-^SUrdmdi - S ^'pdm di . . o,
{Sp'dm -^ Sq'dm) d — -^{i^qrdm)d -S —(^prdm)d-j-
-h-l^Uqémdt- Smpdmdi o; de plus, les équation^^
r'dQ -^ qfdlk =r o, r'rfp ^ //dt ^ a.
,rfR dt
étant divisées par dt et ensuite difTérentiées, donnent, à cause de dP=o, dQ = o, dK = o,
,.dQ ,.rfR ,.dP ,.dR
rd-j^+q'd-jj=o, r'd-^-p'd-j^=o;
d'où Ton lire
ces valeurs substituées dans les équations ci-devant, on a
f (SrUlm -h ^q'dm) 4 — {Spqdm)ij - %prdm\d^
-f- Smrdm dt — SWq dm dt = o,
— {Sr-dm -h Sp^dm)ij ^(^Spqdm)^ -h Sgrrfm rf-
-h SUrdmdt — SfWpdmdi = o,
-hSUqdmdt — Smpdmdt = Of
et, eu elinunant d—r-^ cit
(Sr-dm -^ Sq"" dm) p' — ( Spq dm) q' — ( Spr dm) r' _ SWqdm—Smrdm {S])qd~n^p~-^(^dm -h Sp'dm)q' -h (Sgrrfm)r' ~" SY/?rfm — Snr<//w'
(S/-V/m -f- Sq'dm)p' — (Spqdm)q' — {Sprdm)r' _ SWqdm—Stsrdm — {Sprdm}p'—(Sr'dm-^Sq^dm)q'-\-{Sqrdm)r' "^ Smpdm — SUqdm^
équations qui donnent le rapport des coordonnées/?', q\ r' entre elles, et par conséquent la position de Taxe de rotation au commencement du mouvement.
Corollaire II. — Si le corps n'est pas absolument libre, mais qu'un de ses points quelconque soit obligé de se mouvoir sur une surface donnée, alors, prenant ce point pour le centre de rotation, et supposant la
A DIFFERENTS PROBLÈMES DE DYNAMIQUE. Ml»
surface exprimée par Téquaiion
rfZ = mrfX-+-/irfY,
on ne fera que mettre, dans Inéquation (S), mHX 4- wd Y pour dZ, vi Ton aura, au lieu des trois équations [XJ = o, [ Y ] = o, [ Z | = o, «th il««ux-ri :
les trois autres ne recevant aucun changement. Mais si, pour Hiuipliii(>r les expressions de [X], [YJ,..., on veut que le centre de rotation »oi( U* centre de même de gravité du corps, suivant la Remarqui- iU* l'Article XXXV, alors on ne doit plus prendre X, Y, Z pour le» coordonna*'» de la surface proposée, mais X-hp\ Y-f-çr', Z-hr', p\ q\ r' étant U-s coordonnées qui déterminent la position du point qui m meut %\\f n-tli* surface par rapport au centre de gravité; on aura donc
rfZ -h rfr' z=^ m{d\ 'hdf/)'hn [d\ -¥- dq),
et mettant au lieu de dp\ dq[ ^ dr' leurs valeur»
r'rfQ-f-ç'rfR, r'dV-f/dK -q'dV- f/dQ,
et ordonnant les termes,
dZ = md\-hndY-h(q''^ nr')dV -h (// -f^ mr')di} h- (mr' -^n//}dH;
on trouvera par on raisonnement semblable
'îZ — moX-f-ziâY -f-Cg'-f- nr')df -^{// -h mr'}dQ-h (mq" — n//)dh;
donc, substituant cette valeur de JZ dan« Téquation S;, et faisant les t^oefficients des difTérenees restantes chacun égal à zéro, on aura les cinq équations
et pour la sixième écpiation (» j^en^a cette (ffif^m » r^ow^ée cî-t#eïwn«^,
',\ - - • 'ij- r '». ^^ = - • -:P-/fl. --Z = f îF-X^Q.
^. '^ -•^i^^r* ««tiiis^i'j^-^-ï 'X^ok^ /nnLai*j& S . j« àrowcraii, eo faisant ^ .>f.' "'.".- î- ?P. îQ. îl -aAr^ia ^ç^ à irf*... i^rs. tnÂ> équations
xxxnn.
y^»«>LL&:2£ III. — Im^iiMQ> «|u»r r* -r^jq^ 2^»ii puâe sur un plan ou •*^r :r«^ ^nrf^r^ i];ii^if>>Qqu*' ^c: 1-.*q^ dr ia^wiellr* ii paisse glisser libre- TH^ii. -Q Ti'umaDt -mr ia2-4n*rflit- d'iukr maniera qurlci^oque; soient/?', y . r #-4 - ••.•r*i-»QD»*»-> «i^ i^ 5«uprrtirî»* d'i •■'■rps. r-i
^m -^UiiC'.'Q d'iifer^-ûiieiltr. il r^i clair :
' *^»* -^n^iis '|Ui^ ir- •:"rp> ^ m-> JiTrf> mouTffm^nts rfX, rfW dZ^ "iV. 'i<2- <^R- •haqut- p->ijiî d»- Si! >urfavr panrourt les espaces
ij«o» i;t ilirHTtiMQ des ruvrdMnn^rrs X. Y. Z ;
2"^ Que le point d'attouchement, étant mobile sur cette surface, parcourra de plus dans les mêmes directions les espaces dp\ dq\ dr\ savoir dp\ dq\ Mdp' -f- Nrfi^', d'où il suit que les espaces entiers parcourus par le point touchant seront
d\^r'dQ-hq'dK-hdp\ d\ -hr'dP-p'dR-hdq\ rfZ -q'dP- p'dQ -h Mdp' -h N^^'.
Or, ce point devant aussi se mouvoir sur une surface représentée par
Téquation
dZ = md\^nd\,
ou bien
dz = mdx -h n dy\
en appelant x, y, z les coordonnées de cette surface pour les distinguer des X, Y, Z qui appartiennent au centre de gravité du corps, il faudra mettre dans cette équation, au lieu de dx, dy, dz, les quantités qu*on vient de trouver, ce qui donnera après les réductions
r/Z = md\ -h ndY -h (ç'-f- /ir')rfP -h (p'-hmr')dQ -h (mq' — np')dH
-+- (m ~ M)dp'-h{n — N)rfg'.
Cette équation appartiendrait en général à tous lès points dans lesquels la superficie du corps pourrait rencontrer la surface proposée; mais dans notre cas, où l'on veut que les deux surfaces se touchent, il faudra de plus supposer qu'elles aient les mêmes tangentes dans leurs points de rencontre, c'est-à-dire que m = M, /i = N; donc l'équation rrouvée se réduira à
rfZ = mrfX -h ndY -h (q' -h nr')dV -h {p' -h mr')dQ -h (mq' - np')dK.
Par les mêmes raisonnements, on trouvera, en considérant les différences marquées par J,
az = môX -f. ifiY H- (g' -h iir')iP 4- (p' -♦- nir'jiQ -*- (mg' - n/i'jdR.
'•» %PPLIi:ATIO!i DE LA METHODE PlSGÉDE3fTE
n n'v Hun donc- plu.s qu'à substituer i-ette valeur de dZ dans Téquation S . et a égaler ensuite a zéro chacun des eoeffieients des differem'e< ^X. 4 Y. 4P. 4Q, iR. ce «|uî donnera les cinq équations
\"^m Z =0. 'Y]^ii Z]=Ot
P — //— /ir' Z - o, Q ^ f/^mr' Z =0, R — «i^— ii/i')[Z] =0,
|psqiip||ps étant jointes aver- l'équation ci-dessus.
//Z ^/wrfX — «rfY— q —nr' rfP— ....
'^••rvironl a determin»fr k mouvement du corps.
Si r*>n voulait que le l'orps n'eut à chaque instant qu'un mouvement ^ut««ur du point tourh;int. «^'est-à-^lire qu'il n'eût aucun mouvement p4>ur ;:iisser le lon^ df la surface sur laquelle il se meut* alors il est •dair que l*fs e:»paces p;ircourus par le point d'attouchement sur la surtare dont nous parlons et sur celle du corps devraient être exactement les m^'mfs: il f;iudniit donc que
d\ — r dQ--q'dR--dp =dp\
d\ ^r d? — p dBi—déf =dq ,
dZ -q'dP—pdK^dr =dr\ '>ifV«Mr
•/\ - r di^^qdK—o. d\ ^r dV — p </R=:o. dZ — ç'rfP — />'rfR=:o,
-«r pareillement
-îX — r -îO-- 7'ôR = 0. ôY — r 6P— /»'gR=o. oZ — ^oP — f>'iR = o,
r*!!! i''>n durait pour o\. $Y. oZ les mêmes valeurs que dans le second *-:fî» df l'Article XXXVU- et ces valeurs substituées dans Téquation (Sj fiinneraient par conséquent aussi les mêmes équations pour le mouvement du rorps. mais avec cette différence que les coordonnées />', q\ f '-«^p'indrairnt ici non plus a un point fixe, mais à un point mobile qui •hAtiç^rr r.^ritjnucllement de place tant sur la surface du corps que sur '••'tj*' !•* l'injr de laquelle le corps se meut.
ScoME. — Les expressions [XJ, [Y],..., sont en général
[\]r^Md^-hs(d^ ^ Udi\ dm, [Y] = Md^ ^s(d^ ^fsdt\dm, [Z] = Md'^ -^^(dj^ -^ '¥dt\dm,
[P] = {Srdm)d^ ^(Sqdm)d^
^s(d^ -hfDdt\ rdm - S idj^ + 'Vdt\qdm,
[Q]=:(Srdm)d'~^-(Spdm)d^
^ S (rf^^ -f- nr/A rdm - S (rf^ -+- Wdt) pdm,
\K]={Sqdm)d^- {Spdm)d^
^s(d^ -hUdi) qdm - S (rf^ -f- xndt\ pdm.
Dans les formules de rArticle XXXIV nous avons mis à la place de p, q^ r leurs valeurs tirées de l'équation (Q), et cette substitution a introduit les quantités Sp^dm, Sq^dm, Sr^dm, Spqdm^ Sprdm, Sqrdm qui ne peuvent être déterminées que par l'intégration des équatiçns données dans l'Article XXXV. Or, pour éviter cet embarras, il n'y aura qu'à exprimer les coordonnées /?, q, r par d'autres variables, dont les unes dépendent uniquement de la situation du corps et soient par conséquent les mêmes pour chacun de ses points, et les autres au contraire -soient différentes pour tous les points du corps et demeurent toujours les mêmes pendant qu'il change de situation. Pour cela, ayant imaginé deux axes perpendiculaires l'un à Tautre, qui passent par le centre de rotation et qui demeurent toujours fixes au dedans du corps, on remar- L 55
*• «-Il *:ri-» f-<: tlU-iii.rt-* J Z ' U- -r^tai fllK ttr* '••nrrif»!l=- U* ^-^ JlfUlK^
,^ m*.^-,- . ^nr f» •;!- i-»»r--- k* -.ir-ip* if* j. /. - -a ?. ^ 1. £ i, I.
r rr ir
*^- .^ '^ i m. •^'•'j»*'-*^nifnî ;« 3»-*ni.a m • •«* i -nafin*? JiâC4ac.
••^*- r tn-'^* 4 .- Il"-- »-• ^^.fir* f**-» ÙT^-r^af'** îj. ?r- î"*. >u»hii «^fi
•- -nfinfï»» ' .»'iM»*ï!^r»^-
M - Dr? — £ l'j — Fr3.
',v c\ -'., ^->V-D':P- E^y-FîR- .;:-— >Z---r -cZ — GcP — HcQ — I5R.
StihMfitfi;«iif f:*r> v^lt'ur» d;îQ^ rrr«]Udtion L , oD aara une équalion chf U m^m^ foniK' r|ue S , d:iDâ laquelle les quaDbtés '~X • [¥]• [Zj
seront exprimées cOirime ci-dessus, et les [P], [QJ, [RJ auront les valeurs suivantes :
fP]:=(SArfm)(/^-f-(SDrf/w)rf^ -h(SGrfm)r/^
-^ sUd^ -h ndt^ \ ^ (d^^ -h tndt) l) -h (d^^-hWdt) g] dm.
!Q] -(SB^m)rf^ -h{SEdm)d^ -^{SHdm)d^
-hi^Ud^^ -hUdt\\i-h (dp- -hT^di) E-h (^d^'-^-h^dt\ u\dm,
[R] ^{Si:dm)d^ -h{SFdm)d^ -h{Sldm)d^J^
^^Ud^ -hndt\C-h(d^ -htsdt^F -h (rf^^H'-rf/) llrfm.
Je laisse au lecteur le détail de Tapplicalion de cette équation, qui n'aura aucune difficulté, après ce que nous avons dit dans les Corollaires précédents.
Problème IX. — Trouver les lois du mouvement des fluides non élastiques.
Solution. — Il est visible que Téquation (L), qui a servi pour résoudre le Problème précédent, a encore lieu ici, cette équation étant générale pour un système quelconque de corpuscules dm, agités par des forces quelconques P, p, R
Soit D la densité de chaque particule du fluide rf/n, on aura
dm = Ddx d rdif et Téquation dont il s'agit sera
f^Axàx^znUd^ -^VLdt\ox-^ i^d^^-^mdt\àY
Je mets l'exposant ^ au signe S, pour exprimer les trois intégrations que ee signe renfermé, relativement aux trois variables a?, j, z, intégrations que nous aurons souvent occasion dans la suite de considérer chacune en particulier.
Maintenant, comme le fluide est supposé incompressible, il faut que le volume de chaque particule dm, lequel est exprimé par AxAyAz, reste toujours le même; on aura donc
djdz rfd^ H- (la; dz rfd/H- da; dj rfdz — o, savoir
dùx dur ddz
dx dj (Iz
ou, en mettant d^au lieu de dd,
,., ddx ddy ddz
dx dy dz
On aura par la même raison
dy dz ôd^H-da; dz à dy -h dx dyàdz = o, ou bien
djdz dàx'\-dxdzddy-h djrdj dàz = o,
ce qui donne
.. , (dàr d$z\
ddJ7=: — da; l-r^ -h -i— )?
\ dr dz /
et par conséquent
{€) Sdèx = dx = d'x^Sdxi^ -^^]',
\dr dz / ^
8'x est la valeur de Ja?, quand l'intégrale Sd;r (-p- -H "j- ) est nulle;
or, comme cette intégrale doit être prise en variant seulement x^ il s'ensuit que la quantité i'^r sera constante par rapport à x, mais variable par rapport à j et 2, c'est-a-dire que cette quantité sera une fonction de y et z.
Donc, mettant dans l'équation fa), à la place de ix,h valeur qu'on
vient de trouver, l'expression intégrale
S» dx dy d« D (rf^ H- Hdt\ ix sf changera en celle-ci :
»ûxirûzTiid^+ndt\i'x
JVrris d'abord le premier membre transformé ainsi :
S^ d^dî SdxD (d^ -h ndt\ i'x,
expression qu'on voit bien être équivalente à la proposée. Or, soit la valeur totale de
Sûxï^(d^-^ndt\
exprimée par Trf/, il est clair qu'on aura, à cause que $'x est constant par rapport à a?,
S donc
d^D (rf^ H- ndi\i'x = d ^orSdorD (d^ -*- Hdt\ = i 'xTdt;
S'dardjdzD (d^ 'hndt^d'x = S'd}ûzTdti'x.
Je mets de même le second membre sous la forme suivante :
j'opère sur l'intégrale
suivant la méthode de rArticle IX, Mémoire précédent : j'aurai, en sup-
posant, pour abréger,
la transformée
\ dr dz /
où il n'y a plus qu'un seulsigne d'intégration; la formule proposée deviendra donc
\ dr dz / ou, ce qui est la même chose,
S»dxd,dzUrf/(^+^),
dans laquelle il ne s'agit plus que de faire disparaître les différences de ôv ei 8z,
Pour cela il est nécessaire de distinguer d'abord les intégrations relatives à la variabilité de y et de s, en mettant cette intégrale sous la forme suivante :
^^dx dz Sdr — -, — - -h^'dx dr S dz - -5
d}' dz
Or, par la méthode ordinaire des intégrations par parties, on trouve
Sdv — 1 — — =r U dtor — Sd7- -■ , oy.
dr ' ' d,)^
J'écris Sdy— ^-p— ôv au lieu de Sd(Urf/;ôy qui lui est égal, pour
dénoter que cette intégrale, de même que la différentielle dUrf/, doit être prise en ne considérant (jue la variabilité de j seul. Soient mainte-^
nant y la valeur de y lorsque l'intégrale Sdj— ^-^ — -8y commence, el
y' sa valeur lorsque cette intégrale finit; et soit exprimé par U ce que devient U en y mettant V à la place de y, et par U' ce que la même quantité devient en faisant / = /'; on trouvera, par la Remarque faite à la tin
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de l'Article I du Mémoire précédent, que la valeur complète du terme II dt 0 j sera li'dt 8y — 'Vdt8 y.
Mais pour peu qu'on réfléchisse sur la nature de nos formules, il ««si
(i-n -^ nî/| est nulle,
et que quand U = U', cette intégrale est précisément égale k Tdt; c'est pourquoi l'on aura 'U = Tet ir = o; donc enfin
^ ^r d j ^ ~ Tû y - S d r ^^^. ox-
On trouvera par des opérations et des raisonnements semblables
Sdz :i = — To'z — Sdz— ^ -$z;
dz 6z
donc
s»d^drdzUrf/(^-^^\ \ d r dz /
se changera en
- S' dx ûz T dt dy-S'dx dz Sdr^^F^^^a>-
-^ S» d^ dr T rf/ d ^z - S» do; d r S dz^^^^ dz. ^^ dz
ou, en réduisant,
-^S'dxdzTrf/dy--S^dxdzTrf/5^z~S>da:djdz(^-^^^^ donc S» d.r d r dz D (rf^ -f- ndt\ f^x = S» d^ dzT dti'x^ S* dx dz T dt d > -S^d^drTrfM^z^S»d:rdrdz(li^^ô>^^i^
donc l'équation (a) deviendra
I (S' d >• dzTdià'x-hS^dxdzTdt à'r-^S'dx dy T ^// a z)
rf) j +Js'dxdrd.j[i(M)-f-D^rff +«,rf/)]3r
rd(U<//) ^ / .rf^ „. . \ K (
kkO APPLICATION DE LA MÉTHODE PRÉCÉDENTE
d'où l'on tire pour le mouvement de chaque particule du fluide en général
jl^'.o(.|...,)=..
Ensuite, pour satisfaire au reste de l'équation, on fera (/) S' dr dzTdiè'x-h S' Ax dzTdtd \r -+- S^ dx dr Trf/ o z = o.
CoROLL\iRE I. — La valeur de II dt est
Trf/-Sda:D(rf^ -hUdtU
l'intégrale étant prise en variant seulement oc; on substituera donc cette valeur dans les équations 'ej : mais, pour pouvoir faire disparaître le signe S, on prendra les différentielles de ces deux équations en supposant X seul variable, ce qui donnera, en mettant pour -^j sa valeur
— D ( rf ^ -f- n rf/ j » deux équations
1 d) ~ ■ dx
(ÏX
qui jointes à l'équation b trouvée ci-dessus feront connaître les valeurs de jr. y. :; pour un temps quelconque.
Corollaire II. — Telles sont les équations par lesquelles on peut déterminer en général le mouvement d'un fluide non élastique soUieité par des forces quelconques P, Q, R qui agissent suivant des direc-
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tions quelconques, ou bien par des forces n, w, V dirigées suivant les lignes 07, j, z; comme il est aisé de le voir en examinant les valeurs de ces quantités n, w, W (Article I).
Pour mieux connaître les équations dont il s'agit, exprimons par oc, ^, 7 les vitesses de chaque particule du fluide parallèlement aux coordon-
dx fiir fiz
nées X, y, z, c'est-à-dire les valeurs de -tt^ 4t'> -t- • on aura, en divisant par dt,
'^i^w) ^ d(Dn)^''(°^) ^ d(D^)
dj dr dx dx
^(°^) , d,n„_''(''4?) , d,DT,
dz dz dx dx
dot dû dy dx dx dz
On voit par ces équations que les quantités oc, ^, y sont nécessairement des fonctions des variables x, j, z qui déterminent la position des particules à chaque instant, et du temps écoulé depuis le commencement du mouvement; or, dans l'instant dt, il est clair que les variables x, v, z deviennent x-hocdt, y-h ^dt, z-^ydt\ donc les variations des quantités a, /3, 7 dans cet instant ne seront pas seulement -^^> rf/ ^^' W^^' mais
dx
dx
xdt
dy
xdl
et telles seront les valeurs de rfa, rf^, dy; donc, si on substitue ces valeurs dans les équations (A), et qu'on suppose pour plus de simplicité les forces II, tsr, ¥ nulles ou telles que
d(Dn) ^ d(Dny) d(Dn) _ d(Dy) dj^ ~ d* ' Az dx
iz iz il Èx, iy •tr tr *ir ic àr
r-.- ^ tT'^- ' rfv • -iriz ùr
ri i-i . ri i'i
tr Lr Lr' Lr t*' Lr tz
il ix tl i« 'il tr XX àr ix ir
tz ix il ix iv tz tr iz is. IZ
tz Lr tz r-' tz iz Lr
t » iz iy El i'/ tjc tr ti' fx IZ
ty
tr Lr ^ Lr' ' Lr /v ' Lr iz
'ix
' VN ^ipi^fr.iiHM j»*îiv**nr ^ »or»fîp*r •*n ^ipp«»8âiar
il ^ il — il^'LL
/'• tr '^ ^' iz 'ix
— ^ Lt^'Lz^ Ai _ il ^ Il _ ^ ^ ^7 '^ * ^y _
Ktr '.ir ^-^ "'' /;: ^ .iLr A- 'is A- ^ S^^'''
'/r ^ 4x ^ .^v "'^ ./ j ^ Lr .ir ér 'iz Jr dx " '**
tz il _ 'iz 'i'i _ it i-}
•i-' 'lr iz Lr -is liy-
'*>immf^ il t^T. fthnl*^ «i»^ i>n ^*»ari^f : «^r b tn>Î!Hefiif* »ie i:t» euaditioa:» fsl
re^^lkmrfit qa«^ «i^^ai itoaditiocM 2 i^mplîr. [«^oeile» pxuroat **expri- (vw^r plu.^ .^im^«^m»^Dt »^ik dUânt que 2cLr ^ ^âh ^-^ds dint «crif ujur
TêifQ^kûrin 1 . ^^voir. «^n •'.h;in^eaQt «i en d^
*ix dt «^7 _ ^ ^ ^ *
serviront à déterminer les mouvements du fluide dans plusieurs cas particuliers.
Ces cas se réduisent à ceux où Ton suppose que les particules du fluide décrivent des courbes invariables, ce qui arrive quand les rapports des vitesses a, /3, y sont indépendants du temps /, c'esl-à-dire quand les quantités ce, jS, y sont simplement des fonctions de x, j, z multipliées par une même fonction de /. Car, soit mis dans les équations générales (h) 6a, Ofij Oy à la place de a, |3, y (ô étant une fonction quelconque de /, et a, j3, y étant maintenant regardées comme des fonctions indéterminées de X, y, z sans /), on trouvera, après avoir divisé par 6^,
0^ lit dx ^ dr 'Hz \dx dyj dy dz dy 2r
Or, comme les termes Ë "^' z; ^tt sont les seuls qui renferment /, il
faut nécessairement qu'ils soient égaux a zéro séparément de tous les autres, pour que les équations soient possibles; on aura donc fx = o, V = o, ce qui satisfait encore au reste de l'une et de l'autre équation, comme on l'a vu plus haut.
Il y a pourtant un cas oii les équations précédentes peuvent être vérifiées sans supposer jj. =^o et v = o; c'est celui où l'on aura
c'est-à-dire où
I dQ
^ = a — 6/ ei B= j~ ?
a et b étant deux constantes quelconques; car alors les termes ^ ^,
V dB ., • 1 * 1 1 . .
g^ ^ se trouveront entièrement indépendants du temps /, ainsi que tous
les autres.
Au reste, en combinant les équations fi. = o, y = o avec réquation (i),
on peut séparer les indéterminées a, jS* 7* et l'on aura
d^oL d^oL d^x __ d^'^dJ^'^'SF-'''
1^'^ dx' 'Jz^" '
d^y d^y d^y __ Ix^'^dF'^'dF^'''
XLin.
Remarque. — Quand on aura trouvé, par le moyen des équations de l'Article précédent, les valeurs générales de a, ]3, y, il faudra de plus déterminer ces valeurs, en sorte que les particules contiguès aux parois du vase dans lequel le fluide se meut puissent couler le long de ces parois; soient x\y\ z leurs coordonnées, et
dz' = p dx' -h q dy'
l'équation qui représente la figure du vase donné, en mettant, au lieu de dx\ dy\ dz\ leurs valeurs a' A, /3' A, 7 A; a, j3', 7' dénotant les valeurs de a, /3, 7 lorsque x^ v, z deviennent x\ y\ z\ on aura l'équation
y=pa'^q?\
(jui devra être vraie indépendamment de /.
Dans le cas où le temps / n'entre point dans le rapport des vitesses a, /3, 7, il est clair qu'il n'entrera pas non plus dans l'équation
mais alors les valeurs de oc, /3, 7 étant beaucoup moins générales, il pourra arriver que cette équation ne se vérifie qu'en supposant que les quantités p, q aient certaines conditions, c'est-à-klire que le vase ait une certaine figure; c'est ce que M. d'Alembert a déjà remarqué dans un excellent Mémoire sur les lois du mouvement des fluides, imprimé dans le premier volume de ses Opuscules mathématiques. Mais ce savant Géo-
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mëlr« prétend de plus que, lorsque le vase aura une autre figure quelconque, le mouvement du fluide ne pourra plus être soumis au calcul ; c'est de quoi je ne saurais tomber d'accord avec lui; car il me semble que tout ce qu'il faudrait conclure alors, c'est que la supposition particulière de (jL = o et V = o cesserait d'être exacte, et que par conséquent les valeurs de ûc, j3, y dépendraient de la résolution générale des équations (i).
Il est vrai que M. d'Alembert prétend que les équations jj. = o, v î= o sont les seules vraiment exactes pour déterminer les lois du mouvement des fluides; il se fonde sur ce que le rapport des vitesses a, j3, y doit être indépendant du temps / dans les particules qui coulent le long des parois du vase; d'où il infère qu'il doit l'être aussi en général dans toutes les particules du fluide; mais cette conséquence, si j'ose le dire, ne nie parait point assez juste. En effet, on peut très-bien imaginer, ce me semble, des fonctions de x, j, z telles, que la variable / ne disparaisse de l'expression de leur rapport que lorsque x,y, z deviennent x\ y\ z\ et sont liées par l'équation
dz' = p dx* -h q dy' .
En général, il me parait certain qu'en résolvant les équations (Aj, fiy par des méthodes analogues k celles que j'ai expliquées dans les Recherches sur le Soriy imprimées ci-devant, on aura une solution applicable a tous les cas possibles, et par laquelle on pourra déterminer le mouvement des fluides qui se meuvent dans des vases de figure quelconque, et qui ont reçu au commencement des impulsions quelconques.
Il ne pourra y avoir de difliculté que dans les seuls cas où le fluide se divisera en se mouvant et cessera de former une masse continue; mais alors, ayant trouvé par le calcul, ce qui est toujours possible, les endroits où le fluide doit se diviser en plusieurs portions, on considérera ensuite chaque portion à part, et on en déterminera le mouvement en la regardant comme une masse isolée.
Nous avons observé dans l'Article précédent qu'il y a un cas où les équations |x = o, v=o ne sont pas indispensables dans l'hypothèse
que les rapports des vitesses a, /â, 7 soient indépendants dn temps i. >l. d'Aleinïiert a fait aussi cette remarque dans TArticIe X de son Mémoire rite ci-dessus; mais il trouve, par ses formules, que le cas dont il s'agit est celui où
au lieu que, suivant les nôtres, ce cas est celui où
a -ht
Or cette différence vient d'une légère méprise qui s'est glissée dans les calculs de M. d*Alembert, mais qui n'influe d'ailleurs en rien sur le reste de ses ingénieuses recherches.
Pour faire sentir la vérité de ce que nous avançons ici, examinons les équations que M. d'Alembcrt donne dans l'Arlicle I du Mémoire cité pour les fluides pesants qui se meuvent dans un plan. Ces équations sont:
±^- il.
dz ax
ci g— hep — \eq — qJ,_ d—^qk — SpB— pT) dz ~^ dx *
g est la gravité, 0 est une fonction quelconque de/ comme ci-dessus; 5q^ 6p expriment les vitesses que nous avons nommées a et 7, et les quantités A, B, A', B', T sont telles, que
dlOq) = qTdt'he\dx-h Ohdz, d(ep) = pT dt -^ 6k' dx -h OB' dz.
La première de ces équations résulte de l'incompressibilité des particules du fluide, et revient par conséquent au même que l'équation (1/ ci-dessus en y faisant /S = o. A l'égard de la seconde, l'Auteur la tire de cette considération, que les forces verticales et horizontales, perdues à chaque instant par les particules du fluide, doivent se faire équilibre; ces forces sont, selon lui,
g^ ^ep ^ kOq — qT, — Oqk' — 9/?B' — pT,
ce qui donne, par les lois générales de Téquilibre des fluides» réqualiou dont nous parlons. Or Je dis que» suivant les hypothèses de M. d'Aleuiliert» il faut écrire 5^ au lieu de S dans les expressions des fondes en question. Car il est faoile de voir.que ces forces sont en général
savoir :
cVst-k-dire
mais
dx = adt=:Bq dt, dz ^ydt = ôp dt;
donc ces quantités deviendront
g—gJ'-e'Kq — Q'np, — pT - Q'K'q -6'B'/i.
Ainsi Ton aura à la rigueur Téquation
d{g^B6'p-\e'q-qT) _ rf(~ O'^V - 0'/; B^ ~/>T) dz ~^ dx ^
de laquelle le temps t ne disparait que quand S^ est proportionnel a T,
c'est-à-dire
Tdi de
d'où l'on tire, comme ci-dessus,
au lieu que, selon l'équation de M. d'Alembert, cela doit arriver lorsque
j = consi.,
ce qui donne, en intégrant, comme cet Auteur Ta trouvé.
Corollaire IH. — Si, au lieu de considérer les vitesses a» j3, 7, on veut considérer les variables x, v, z ejles-méines, on remarquera que ces variables ne peuvent être que des fonctions du temps t et des valeurs qu'elles avaient au commencement du mouvement quand / = o, valeurs qui doivent être entièrement arbitraires, pour que la solution du problème ait toute la généralité possible.
Dénotons ces valeurs par X, Y, Z, c'est-à-dire supposons que les variables X, y, z, qui représentent la position de chaque particule du fluide, après un temps quelconque /, soient au commencement du mouvement X, Y, Z; les différences de x, j, z s'exprimeront en général de la manière suivante :
différ. a: = L rf X + M rf Y H- N rfZ -I- « rf/.
différ.r = P rfX + Q </Y -+- RrfZ -H (3rf/,
différ. z=%d\ + 'ï dY + Mdl + ydt,
de sorte que
dx = »dt, dx=^dt, dz = ydl.
et
da: = LrfX+-MrfY-HNrfZ.
d.r=P</X-f-QrfY + RrfZ
dz = SrfX-f-TrfY-f-UrfZ.
Substituant dans les équations {g)^ (é), a, |3, 7 au lieu de ^» ^^ ^? et supposant d'ailleurs, pour simplifier le calcul, D constant, et
d(Dn) ^d(Dgy) d(Dn) ^ d(Dy) d)^ djT dz dj:
on trouvera, après avoir divisé les deux premières par Ddt, et la troisième par dty
'^ dt
Ax '
^ dt
dz
da d^
dz
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Or -j-;- exprime, comme on sait, le coeflicienl qiraurail v dans la dil-
férentiation de -^^ supposé que a fut exprimât* par une ronelion de j\
V. z. /: et ainsi des autres expressions semblables. I)one« puiM]ue les quantités a, ]3, 7 sont, par hypothèse, des Tonctious de X« Y, Z. il faudra substituer dans a, ^, 7, à la place de^s variables X, Y, Z, leurs valeurs en •r, V, :;, et différentier ensuite en prenant a\ v, s pour variables, ou bien, <'e qui revient au même, différentier d*abonl les quantités a, /3, 7. en faisant varier X, Y', Z, et substituer ensuite au lieu de rfX, r/Y, r/Z leurs valeurs en da?, dj, dz.
Des expressions de Ax, dj, ds, données ci-dessus, on tin^ par b's règles communes de l'Algèbre
iv (QL -RT)(ix-*-(NT-MU)d) -*-(MH- Ny)«l5
RS-PU)(ix -^(LU-NS)(l.v -i-(NP- \A\)i\z
^7^ _(PT-QS)dx -4-(JWS-LT)dr -*-(l-0- MP)dz^ — - ... - -^ . .
K étant mis, pour abréger, au lieu de
LQU - MPL -*- MRS - NQS -*- NPT - LRT.
Or da est la différence de a, qui naît des différences d^, dy, Az, on bien des différences rfX, d\, rfZ; donc on aura en général
on aura de plus, à cause que la différence de x est une différentielle complète.
dx__dL d^dU dx d^
dX" dt' d\ "~ W d'L^ dt''
•Jour
on trouvera de méine
rfS .^ rfT .„ rfO., dy = -^rfX+^rfV+^rfZ;
substituant, au lieu de </X, </Y, dZ, les valeurs trouvées ci-devant, il viendra
(QU-RT)^+(RS-PU)^+(PT-Q8)^ d«= ^ dx
(NT-MU)^+(LU-NS)^ +(MS-LT)^ -H j^ d r
(MR-NQ)^ +(NP- LR)^ +(LQ-MP)^ + ^ d.. ••
(QU-RT)^+(RS-PU)^+{PT-QS)^ d?= j^^ d^
NT-MU)^ +(LU- NS)^ +(MS-LT
(MR-NQ)^+(NP-LR)^+(LQ-MP)^ + ^ éz.
Donc prenant, dans l'expression de rfa, le coefficient de dx, dans celle de d/3 le coefficient de dy, et dans celle de dy le coefficient de dz.
on aura les valeurs de ^> j^* ^t et réquation {m) deviendra
ïQL - RT)^ H- (RS - PU)^ ^ (PT ^ Q8)^ ^(NT^MU)^-f^(Ll -NS)^H-(MS^LT)^ H-(MR~NQ)^-f.(NP~LR)^^(LO~NP)^-o.
ou, ce qui est la même chose,
d'où Ton tirera K = const., savoir :
LQU - MPU -f- MRS - NQS -h NPT ~ LRT = H, H étant une fonction de X, Y, Z, sans /, savoir la valeur de K, lorsque
A regard des deux équations (/), on remarquera que à-^tM la même chose que -^; c'est pourquoi il n\v aura qu'à difTérentier la valeur de da trouvée ci-dessus, en ne faisant varier que /, et l'on aura
d -r- = — I— -aX H ; — a Y -4- — i— rfZ:
di ^F dr ^F •
de la même manière on trouvera
^d^ rf'P-v '^'Q^^ rf'H.,^
A^y rf'S^v rf'T.^ d'^,^
On substituera donc dans ces expressions, comme on a fait ci-dessm^ dans celles de da, djS, dy, les valeurs de rfX, </Y, dZ en dx, dy, dz,
et prenant les coefficients de djet de d^ dans U diflereDlielle d ^^ et
ceux de da: dans les deux différentielles d -t&> à-Xi on aura les valeurs
. de
da. .da. .d^ dy
iz, iz, iz, Z,
éjr àz &x àx
lesquelles étant mises a la place de ces quantités dans les équations (/), il nous viendra, en ôtant le dénominateur commun K, les deux équations
(NT-MU)^4-(LU-NS)^-h(MS-LT)^
//»P //»0 rf*R
QU- RT)^ ^(RS - PU)^ +(PT- QS
Si Ton met dans ces deux équations, aussi bien que dans celle qui a
été trouvée précédemment pour L, M, N, P, Q, R, S, T, U, leurs valeurs
dx dx dx dy dy dy dz dz dz ^ • * ^»
rfX' 5T' rfz' rfX' rfY' 17: d\' rfY' rfz' ^" ^"""^ ^^""'^ équations ge-
nérales qui ne renfermeront que les changeantes j?, v» z avec leurs différences relatives à X, Y, Z, t, et par lesquelles on pourra déterminer la position de chaque particule du fluide à chaque instant de son mouvement.
ScoLiE. — Les équations
d(Dn) ^ d(DcT) (i(Dn) _ d(D¥) d>' d^ dz ~~ dx
que nous avons supposées dans TArticle XLII pour simplifier les formules (A), ont lieu quand toutes les forces U,rs,W sont telles que leurs actions sur les particules du fluide se détruisent mutuellement, c'est-àdire que les particules du fluide animées par ces forces se font équilibre.
En effet, si le fluide est en repos, les vitesses «, |3, y tout nulles, et les équations (A) se réduisent à celles que nous venons de rapporter.
Au reste, pour pouvoir faire usage des équations dont il 8*agit, il n'est pas nécessaire que les quantités D, II, «, T soient uniquement des fonctions de X, y, z comme il semble qu*on pourrait le conclure de la forme même de ces équations.
Supposons, par exemple, que les quantités D, H, tsr, M' renferment outre les variables a?,/, z encore une quatrième variable s it^présenlée par une ligne quelconque, il est clair que, quelles que soient la nature et la position de cette ligne, on pourra toujours exprimer sa différentielle di de cette manière : A dar -h Bdj -h Cd^Tpar conséquent, la valeur complète
de l'expression -~ — -^ qui n'est autre cbose que le coeilicient de d v
dans la différentiation de D n, sera
d(ï)n) . od(Dn).
on trouvera de même
d(Dn) ,,d(Dn) d(DB>) ,d(Dm) d(D^) .d(l)4^) 6z as Qx Qê Qx as
pour les valeurs complètes des expressions -— — U . ^K -— — -^ substituant ces valeurs dans les équations ci-dessus, elles deviendront
d(Dn) od(Dn) d(Daj) .d(Dw)
dr d# dx d#
d(Dn) ^dfDH) d(D*) ^d(D*)
QZ (\ê 6x di
équations dans lesquelles les différeDlielles qui dépendent de cJia4'un«' des variables x, 7, z, f se trouvent séparées.
Je fais cette remarque relativement à un endroit de Teicelient TraUe de la résistance des Fluides (Article 164 j.
Si la densité D est constante, les équations
d(Dn) _ d(D!g) d(Dll) _ drpM ) dr ~ dr ' d« "~ dx
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deviennent, en divisant par D,
dn _dw dn _dW dr "" dx dz ^ dx
lesquelles renferment les conditions de réquijibre des tluides honiofijènes.
Supposons que le fluide soit composé de diflerentes couches, dont chacune soit d'une densité uniforme, et qu'on en cherche Téquation; soient ^, v, z les coordonnées de chacune de ces couches, on aura par hypothèse
dD. dD^ dD.
-r— dx -h -^ — d r -»- j— d z = o. dx dr * dz
Or les équations
d(Dn) _ d(Dcy) d(Dnj _ d(D¥)
dy ~~ dx dz ~ dx
donnent
„dD ,,dll dD ^dcj
d>' d>* dx dx
dz dz dx dx
substituant dans l'équation ci-dessus les valeurs de -i— » -r- tirées de * dy dz
celles-ci, et ordonnant les termes, il viendra
dJ (^" ^ ïï^-^-^ n ^^) ^ ïï Hd;; - 37) ^^'^ ( d^ " dl) ^^J =^'
savoir, en multipliant par ^^
' dD,„ . . „.. , /d© dn\^ (dW dU\^
D do: ' ^ \dx dy ) ' \dx dz J
équation qui exprimera la figure de chaque couche où la densité est
uniforme.
Si l'on a
dn _dro dn ^dW djr dx dz dx
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c'est-à-dire si les forces II, or, ¥ sont par leur nature telles, qu'elles puissent tenir en équilibre une masse fluide homogène, alors Téquation précédente se réduit à
ce qui donne
u dx
II d:r -+- rodr -+- V dz = o,
équation générale des couches de niveau, comme il est aisé de le voir, d'où il s'ensuit que, dans ce cas, chaque couche de niveau sera nécessairement d'une densité uniforme dans toute son étendue.
Tel devrait donc être l'arrangement de différentes parties de la terre si elle avait été primitivement fluide; car il est aisé de prouver par le calcul, et M. Clairaut l'a démontré à l'Article LIV de sa Théorie de la figure de la Terre, que les forces II, w, ¥, résultantes de toutes les attractions que les particules exercent les unes sur les autres, ont d'ellesmêmes les conditions
dll_dro dn_dy dr dx dz &x
Cependant un grand Géomètre a cru qu'il n'était pas toujours nécessaire que les surfaces des différentes couches fussent de niveau, et il a donné un autre principe pour connaître la figure de ces surfaces (*). Mais les équations que son principe fournit ne sont elles-mêmes dans le fond que celles des couches de niveau. Pour le démontrer d'une manière générale, soit un sphéroïde composé de couches de différentes densités, et dont le rayon soit exprimé généralement par r-haZ, r étant une quantité constante dans la même couche, Z étant une fonction quelconque de r et d'un angle z variable pour tous les points de chaque couche, et a marquant une petite quantité constante. Qu'on réduise l'attraction totale que ce sphéroïde exerce sur chaque particule d'une couche quelconque, à deux forces, l'une verticale, c'est-à-dire perpendi-
(*) rnrez l'Appendice qui est à la fin de V Essai sur la résistance des Fluides cité ci-dessus, et la Iroisième Partie des Recherches sur le système du Monde, p. 226 et suiv.
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culaire à la couche, et qui pourra sans erreur sensible être supposée égale à la pesanteur qui tend au centre du sphéroïde; Tautre horizontale, savoir dans la direction même de la couche, laquelle est à peu près perpendiculaire au rayon; et soit nommée la première II, et la seconde tr. Par le principe de l'illustre Auteur dont nous venons de parler, il faudra multiplier la force horizontale rs par ^rdz, A marquant la densité du fluide qu'on suppose être une fonction de r seulement, ensuite la différentier en ne faisant varier que r; de même il faudra multiplier la force
verticale II par A idr -♦- « -^ dr\ et différentier ensuite en ne faisant
varier que z; après quoi on égalera les deux diflerentielles, ce qui donnera l'équation
dr dz
savoir
d^ drts . \ ~" / A
-T- rm H j— A = -j A.
dr dr dz
Or, en faisant le calcul, on trouvera toujours que les quantités n, tr, Z seront telles que
dz " dr '
donc il ne restera que l'équation *
qui donne w = o, savoir la force horizontale nulle, et par conséquent chaque couche de niveau.
Corollaire IV. — Je viens maintenant à Téquation (/)! Par la nature des expressions dont cette équation est composée, il est manifeste qu'elle appartient uniquement à la surface postérieure du fluide. Or* si
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Ton suppose qu'il n'y ait point de parois qui soutiennent le fluide, les valeurs de 8'œ, $y, 8'z demeureront absolument arbitraires, et l'équation (/) ne pourra se vérifier qu'en faisant généralement T = o, savoir
la valeur totale de l'intégrale Sdo^D [d-^ -^ n^/n nulle.
Soient rapportées les équations (g) à la surface postérieure du fluide, en y mettant \r, y, 'z au lieu de x, y, z, et supposant l'intégrale
Sd.rD(rf^ -h Wdt\ nulle/ce qui rend U =T, on aura
d(Trf/) dV
donc
CVsl la valeur de la différentielle de T prise dans la surface dont nous parlons; donc, puisque la quantité T y doit être généralement égale à zéro, sa différentielle le sera aussi, et l'on aura par conséquent l'équation
( rf ^ + n dt\ d .r + (rf ^V 'm dt\ d y -h (rf ^' -h '^dt\ d z = o,
qui sera celle queia surface postérieure du fluide doit avoir.
On trouvera une équation semblable pour la surface antérieure du fluide; car nommant a;', y', z' les coordonnées pour cette surface, et U' ce que devient U quand a?, j, z deviennent a:\y\ z\ on aura en général, comme on Ta déjà ren^arqué. Article XL, U' = o; donc aussi
^,,, dl' , dU' , dU' , dx' dr * dz'
Or
^.(Ix^-Ddx </^ -hUrf/ ,
et
allât) uxljdr jÀ àLdt. w^ijàz «-.^v
<loiir
^[d^ -K *'#//) dz' 1=0.
Donc, en (i^énéraU quand le fluide est libre de tous côtés, sa surface extérieure doit être déterminée par l'équation
[j^^nrf/Jdor-h (rf^'^cjrf/jdv^ (r/^ ^^dt\éz^o.
Supposons maintenant que le fluide soit soutenu par des parois Axes de fl(j:ure quelconque, et dont Téquation soit
Si l'on considère les trois expressions intégrales de l'équation (/j, on voit qu'elles renferment chacune deux intégrations qui se rapportent à j et z dans la première, à a? et z dans la seconde, à a? et j dans la troisième. Or, puisque la relation des trois variables a-, v, z est donnée par l'équation dz = /nda7-hndy, ces différentes intégrales pourront être ramenées toutes a la même forme, c'est-à-dire être rapportées à deux seules changeantes x et j; il n'y aura pour cela qu'à mettre. dans la première, au lieu de dz, sa valeur en x, màx^ et dans la seconde sa valeur en j, này; par là l'équation (/) deviendra celle-ci
S'djtd/(m(îjr -f-/io>'-h 5z)Trf/ = o.
Mais puisque
dz = md:r-+- /id>', on doit avoir aussi
oz^=z màx -\- này\
donc l'équation sera identique et ne fournira aucune condition; ainsi
tout se réduira à faire en sorte que les équations générales (6), (e) satisfassent, après leur intégration, à l'équation donnée
d ^ =: m d jr -»- n d r.
Remarque. — Je ne m'étends pas davantage sur cette matière, pour ne point passer tes bornes que je me suis prescrites dans le présent Mémoire. Au reste, par les formules et les méthodes données dans ce Problème et dans les précédents, on pourrait encore trouver la solution de plusieurs questions qui concernent les fluides : comme le mouvement d'un fluide enfermé dans un vase mobile, les oscillations d'un corps qui flotte sur un fluide, la résistance qu'un fluide fait à un corps qui s'y meut, et d'autres Problèmes de cette espèce.
Problème X. — Trouver les lois du mouvement des fluides élastiques.
Solution. — Par notre principe général, il faut que la quantité S^ €lm j uds soit un maximum ou un minimum; donc, en faisant les mêmes raisonnements que dans le Problème Vl, on trouvera l'équation
Çs»dm(ududt-d^dx-~d'^èr^d^^E\=o.
Or, si aucune force n'agissait entre les corpuscules dm, on aurait, conformément à la formule fX) du même Problème,
S'dm u^udt — S^dm {Udtdx -h mdtèr -i- ^diSz);
mais le fluide étant supposé élastique, on doit regarder chaque particule comme un ressort qui agit de tous côtés sur les particules contiguès. Nommant F la force du ressort et / Tespace par lequel il tend à se
tiW'At^^r. an ir<>nv»»ra, «»n ;tppriqn»nt \n h fttrmiiie C rie ^A^tilî^#^ VIH,
<^r pr^fMr»r f' n/!j(;4fivf*,m^nf a f-^n^^ qnir fHtf fon*^ ^►ll♦^ wi ii èioi^er
^u\f^hin>9f}l tPtU' yifhur fhf}^ Tf^qH^tion ri-iiessos, et mettant au lieu /!/• //w -?>! vwl^Mr fMl;/ /It^/Iî, on aura donr
/ ♦ 1^,/ Yj -h *Fr//) a^ I -h C^Ydfdt = o.
iU\ riiiiMiir rurlion (In rrssori F ronsisU» à augmenter le volume de (■lt}i(|iip iiinlinili* t/m, il ent rinir (|U*il faudra prendre ee volume même imnr \\\ vnjnnr iIp ri^Mpan» /; donr /-= d.rdyds; par conséquent,
\'\\ \\'i\s\^\\s\^{\\\\ loH Hignos tî, d : dono
y»\\f^ S\Kdvdî*Ur i Kdtaaddr-^Fdxdidos^
ydrdvdî { } dA.r ^ ^,l5r^-!^d«îU Vd,r dr as '
1'<Mi^^«li^ qn"o« |>0ïU inotiro sous tvuo fonwo:
toi - Ml.7 ■ - f>a rta
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dF (j'écris àxj- au lieu de dF, pour dénoter que cette différentielle doit
être prise en ne variant que a?), et à
QX
en complétant l'intégrale, suivant la remarque que nous avons faite à la fin de l'Article I du Mémoire précédent; on changera de même
Sdx^dix en F'd/-Tdy~Sdr^«r^
et
donc
Sd^':^daz en F iz' -'Fd'z -Sdz^dx; Qz dz
^ F df= S^ djdz {F'dx'-'FS 'x) -+- S» do: d^ (F dj' - ¥ d >•) '^»dxdx(F'dz'-'Fd'z)-^»dydzSdx^dx
-S^dordzSd^^dj-S^dxdrSdj^az
= S'dxdzF'èx''h^dxdzF'dx''^S^dxdxF'dx'
— ^ dx dz 'F d'x - » dx dz'F d'x — S" dx dx'F dz ^
^A A A /dï'i^ dF. dF. \ -S^éxdxdzi^^dx^^iX^^i^):
donc, substituant dans Téquation (nj, au lieu de S' Fi/, l'expression qu'on vient de trouver, on aura enfin
I [S'dxdzF'àx'-^'S'dxdzrèy'^^dxdxF'iz'
-ïy'djdz Fa X — S^dxdj Fay-S»dxdj Fa «]rf/
- /Vdxdjdsf^Drf^-hDnrfz-f-^rfAax
^(Drf^-hD«rA-^^A)ar
équation réduite à l'état qu'exige notre méthode. Supposant donc les coefficients des différences 8x, 5 v, 8z chacun égal à zéro, on aura
ip) D(rf|+mrf/) + ^rf/ = o,
et le reste de l'équation donnera
^ j -S^djdzTô^jr-S'd^dz^Fây — SMard.vTaz^o.
Corollaire I. — Les trois équations [ pj renferment les lois générales du mouvement des fluides élastiques. Pour faire usage de ces équations on supposera, comme dans l'Article XLII,
dx dy dz
'dt~''' dt^^' dt-^'"
on mettra au lieu de doc, rf|3, dy leurs valeurs trouvées dans le même Article, et marquant, pour plus de simplicité, toutes les différences par rf, on trouvera, après avoir divisé par Ddt les trois équations
Ida doc ^doL da „ i d¥
dÇ> dp .d& de> I d¥
dans lesquelles il ne faudra plus que substituer, au lieu de F et de D, leurs valeurs en a;, y, z, /.
Voici comment on trouvera ces valeurs : F exprime la 'force du ressort de chaque particule du fluide, laquelle est ordinairement proportion-
nelle à la densité; supposons donc, pour plus de généralité* que cette force soit comme une fonction quelconque donnée de la densité, en sorte que dY = ErfD; on aura
dx ~~ dx dy ~^ dy dz H^
Ensuite, pour trouver D, on observera que la masse dm de chaque particule du fluide est Ddicdydz, et que cette masse reste toujours la même quelque mouvement que le fluide reçoive; donc sa difl^érentielle, en faisant varier /, doit être nulle, ce qui donne
savoir :
ou
</(Dd
\xAyAz dt
dAx dt
HAydi
dAr ^ dt
Ddxdz
du
dt
ddx dt
dAy dt
dAz dt
-T-dxdtdz H j—Ddraz h :7r-Ddj;dz H 7— Ddj:d>=o,.
iit '^ di * at ai
^ ' D dx dy dz
Or
donc
ddx .dx ,
-dr = '^di='^''''
ddx dt doc
on trouve de même
dx dx''
d dy ddz
'dt dû ~3r dy
dy dy dz dî'
de plus, -1- dt exprime la variation de D dans l'instant dt; donc, si Ton suppose que D soit représenté par une fonction quelconque de x,y, s, /, on trouvera que la valeur complète de -tt dt sera
dl> i. dD . dD^. dD . dt dx dy^ dz '
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on mettra ces valeurs dans l'équation ci-dessus, et changeant les lettres d en d et multipliant le tout par D, on aura
^ rfD rfD ^ fda rfp dy\
rfD cTD ^ rfD dB j^(da d^ dy)
dt ^"^ dx ^ ^^' ^ ^ ^
ou
rfD rf(D«) rf(Dp) d(J)y)
dt dx dy dz
équation par laquelle on connaîtra D, et par conséquent F.
Corollaire II. — Soit, suivant Thypothëse ordinaire, F = D, par conséquent E = I , et qu'on mette les équations {r) sous cette forme :
on aura
- I rfD „ I rfD ^ I rfD
Supposons encore
d(x rf(3 dy
clx dr dz
on aura (Article précédent) l'équation
donc, chassant les quantités t— » t-» ^ par le moyen des équations précédentes, divisant par D, et transposant, on aura rfD
dt rflogD - a,, „ ,.
-p = -^ = «L + |3M + yN - L,
ou, pour abréger.
rflogD _
' dt '~
Or tes équations ci-dessus se réduisent à
I <^'0gP iw_ <^'OgJ> K- ^'Og'>.
a^ dy dz
donc, comparant ces équations avec celle cfb'on vient de trouver, on aura
rfL dJ
dM rfï
rfN rfT
dt - dx'
dt ~ dr'
dt ~ dz'
équations où la lettre D ne se trouve plus. On trouvera encore, en combinant ensemble les équations ci-devant,
dLdM rfLrfN dy dx dz dx ^
deux équations qui reviennent au même que les équations {k) de l'Article XLII. On aura donc; cinq équations toutes délivrées de la lettre D, dont trois prises à volonté suffiront pour résoudre le Problème.
Si l'on suppose que le mouvement du fluide soit parvenu à un élal
permanent, alors on aura —j- = o, et par conséquent T = o.
Corollaire III. — On peut encore représenter le mouvement du fluide par les variables X, Y, Z, /, comme dans l'Article XLIV. Pour cela on cherchera d'abord la valeur de D au moyen de Té.quation (s), laquelle, en introduisant les lettres a, ]3, y, devient celle-ci:
dD
dt da dû dv
D ax dr dz
Or, par les formules de l'Article cité, on trouve
dx
dx ds
dt
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par conséquent,
savoir :
dp rfK dt 'dt D -^-R =**'
loff IT-f- log K = consi.,
Pour (léteriuiner la constante A, on remarquera qu'au commencement (lu mouvement
dx:=d\, dy = </ Y, r/3 = dZ ; donc
L-I, Mmo, Nnro, P=rO, Q = I . K :::- G, S = O, V — O, U = I
ce (|ui donne K = 1 ; d'où il s'ensuit que h doit être égale a la densité D que le fluide a au premier instant de son mouvement.
Ayant trouvé l'expression de D, il n'y aura plus qu'à la substituer dans les équations (/?); or, D étant une fonction de X, Y, Z, t, sa différentielle, en prenant / constant, sera représentée par
Erf\-hF</Y-hG^Z;
ainsi, pour avoir les valeurs de -7-» j ' j -» i' l«udra encore substituer ■ i\x a>' ûz
au lieu de rfX, rfY', rfZ leurs expressions en d.r, dr, Az trouvées dans
l'Article XLIV, ce qui, en supposant
KIQU- KT)^-F(KS- PU)-hG(PT- QS) ^ A.
h:(NT-MU)-f-F(LU- NS)-hG(MS- LT)---:B, E ( MK - NQ ) -h F ( NP - LK ) -h r. (LQ - MP) ^ C,
donnera
dDA dD__B dj) C ûx~ k' dv "" K' dz ^ k'
et par conséquent, suivant l'hypothèse de l'Article XLIX,
IF
EA
dF
dF
EC
dx~
dr~
dz
On substituera donc ces valeurs dans les équations (p), et l'on aura, en divisant par D qui est égal à ^>
, dx — , EA ,.
d-j- -¥-Udt -¥- -r-dt = o,
at 0 ,
. dr ,^ EB ,^
a —. — h w a/ H — T- dt r= o, dt b
, dz ,,, . EC ,, at o
Si Ton suppose dans ces équations
elles reviennent au même que celles que M. Euler a trouvées par une voie- différente (Recherches sur la propagation des ébranlements dans un milieu élastique, Miscellanea Taurinensia, t. II, p. 6).
LU
ScoLiE. — A l'égard de l'équation (q) qui reste encore k examiner, on prouvera, par un raisonnement semblable à celui de l'Article XLVI, que si le fluide appuie contre des parois fixes, les trois termes
sont toujours égaux à zéro aussi bien que les trois autres
Mais si l'on suppose le fluide libre de toutes parts, ou seulement de quelque côté, alors la quantité F devra être nulle à la surface*' extérieure du
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fluide dans les endroits où il est libre; on aura donc, pour cette surface, Téquation dF = o, savoir :
dF^ (IF^ dF^ ax dr * dz
ou, en mettant au lieu de -j— ? -j—^ -r- leurs valeurs tirées des équa-
(Ix dr dz ^
tions (p),
(r/ ^ -h n dt\ dx^ld'^ -hrsdt\ dx ^ (rf 57 -^ '^dt\ dz = 0,
précisément comme on a trouvé dans l'Article cité, pour les fluides non élastiques.
DE
[Miscellançn Taurinensia , t. 111. 1762- 1765.1
Sur l' intégration de V équatum A Lv^M^+N^^P^+..=T,
Hnns laquelle l>, M, N,..., T ,fo/i^ des fonetûpwi de t.
I. J^ multiplie cette équation par zdi, z étant iinf; v^iriaM^ inflétiT' minée; jVn prends fintéigrale, j'ai
/Lz, A -/«-$* ^f^'^di ^/P.^rf/-. . -^Jr.J/:
]♦• rbanjîe leî^ e^ipreîwionA
d'y dVzdr d'Vz rd^Pz
Pz^^-
dr dt ît
'Fz rd^Pz .
j'ai, en ordonnant les termes par rapport à j.
dv (., dVz \ d'r.n
Soit maintenant
rfMz rf»Nz f/'Pz
et Téquation précédente se réduira à celle-ci :
laquelle est d'un ordre moins élevé d'une unité que l'équation proposée (Aj.
2. Donc: i*^ si l'on peut trouver une valeur de z, laquelle satisfasse à l'équation (B), on aura tout de suite l'intégrale de l'équation proposée (A), en mettant cette valeur dans l'équation (Cj; 2** si l'on avait deux valeurs diflerentes de z, lesquelles satisfissent également k l'équation fB), on aurait, par la substitution successive de ces valeurs dans l'équation (C), deux intégrales de l'équation (A), à l'aide desquelles on éliminerait la plus haute différentielle de 7, et l'équation résultante serait l'intégrale seconde de la proposée (j'entends par intégrale première, ou intégrale simplement, une équation qui est d'un ordre moins
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eleve d'une unité que U propostM»: pr intégrale stvomle. unoeijualion qui est d'un ordre moins élevé de deux unités^ et ;iinsi de suite : V' de même, si Ton avait trois valeurs diflert»ntes de 5, ou trouverait trois équations intégrales: d\>ii, éliminant les deux plus hautes dilVértMitielles de V, on aurait une équation qui serait Tintégrale troisième dt» la proposée, et ainsi de suite. IVoii il est aisé de eonetuns «|u'eu eouuatf«muH un nombre de valeurs de z égal à eelui «le rexp(»sant «le r<MMln» tie re«|ua tion ^A , on pourra trouver l'intégrale linte et algébrique de rette même équation.
3. Qu'on nmltiplie l'équation (B; par y//, et qu'on eu prenne Tinte
grale, en faisant disparaître de dessous le signe / toutes les dilIerenre.H
de ;:;, par des intégrations |)ar parties, eomme nous l'avouh pratique sur l'équation ^Ay, on aura, en ehangeant les signes.
rfN» rf'l's i '-"dï-^'d-e ■■■)
fi-r-«%--''Z^'''Z'
..\zdl
ron%r
Dum-, si l'on t'ait
^t qu'on ordonne l'équation reMdntir par r^upport h z, on 'tur^
df dr ■ -* ' dt dt
di \ ^ dV -. //»
- j.: ^-' dt- '- ^- ii'
Vîï 5OLl'Ti0iN DE DIFFÉRKNTS PROBLÈMES
4, Doui\ si Ton peut trouver une valeur de v qui satisfasse à Kéquation D!« on aura Pintégrale première de Téquation B: si Ton a deux valeurs difTérentes de v, qui satisfassent à la même équation 'D , on aura rintégrale seconde de Téquation B « et ainsi de suite; de sorte que, si Ton connaissait un nombre de valeurs de v é^l à celui de Texposant de Têquation B , on pourrait trouver 2 Tintégrale finie et al|!ébrique de cette même équation.
5. l>tte dernière intê^cnile contiendra, romme ou voit, autant de coustautes arbitraires qu*il y a d*unités dans l'exposant de Tordre de Têqnation différentielle B : car les équations E . d*oii elle résulte, contiennent chacune une constante arbitraire. Donc, si Ton fait successivement toutes ces constantes, moins une. égales à zéro, on aura autant dlntégrales particulières, et par conséquent autant de valeurs différentes de z qu*il \ a d*unites dans IVxposant de Tordre de Téquation B : or il est facile de voir que cette équation est du même ordre que Téquation A I : donc on tn>uveni aussi Tintegrale finie et al|sébrique de cette deraièffe équation à .
ti. IVnic Téquation A . sivoir
^«era intej^nàble al^briqueuieut toutes les t'ois qu'où aura m vaWrs de ^ eu / daus le cas de T = o. m etaut Te\poc>ant de Tordre de cette equatioa.
7. Si Tan ne conaats^^it que m — i valeurs de >. d^ns le cas de T=». on pourrait ueauuioins trouver Tiute^nrale al^brique de TequAdoo A . car on aunit daus ce cas nt — i équations E : d'où. eiîniÎBaac les plus hautes ditTereuces de 2. ou parviendnût à une «Hioatioa de cette Iwme
V c — X -^ = Y: V, X et Y étant des touctioos df r. laquelle douwratl
; ^ ,. .' ^ l uns». - / ^^ -& ';
il*Br. etc.
8. Donc l'équation (Â) sera aussi intégrible algébriquement, toutes les fois qu'on aura m — i valeurs de y dans le cas de T = o.
9. Si les valeurs connues de y n'étaient qu'au nombre de /w — 2, alors il faudrait, pour avoir les m valeurs de z, intégrer une équation de cette forme
laquelle n'est intégrable que dans quelques cas particuliers, et ainsi <le suite.
10. Au reste, si l'on ne connaissait pas d'avance les valeurs particulières de y dans le cas de T = o, il vaudrait mieux chercher directement les valeurs de z par la résolution de l'équation (Bj, laquelle n'est guère plus compliquée que l'équation (Dj.
1 1 . Soit l'équation
pour laquelle on connaît deux valeurs particulières de y dans le cas de T = o.
On aura d'abord l'équation en z (3)
donc, supposant que j, et Va soient les deux valeurs de v qui satisfont à
l'équation
r m« dy ., d^y
A et B étant deux constantes arbitraires.
On tii'e de ces deux équations
_ An - B,v.
Soit d'aboni A = o, on aura
*~ S dr dv,
soit ensuite R = o, on aura
'•:si-''ti
N rfr, dr
dl • dt
Ayant dfuv valeurs dt' r-, savoir z, t*l r.. on les substituent sucoessiv»^ mont dans Poquation C . et l'on aura
dy,j_ _ d^_ rf/ ' dt
d'où Vou tiîV
r, / T* dt — z fJzdt K 1 = -^
rf*i ^ dz
Tt ~ ^ ~dt
i"«»sl la v^lfur ^enernle et complète de } qui satisfait à TequatioD pn-
|v^set\
Si Ton m < onnais>ait qur la valeur i«. «m aurait simplt-nient Tf-qQa-
th*n
j ii> dy ^ dz
t»»^«fii»- ti^iii miffiYt d»«nnfrait
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ou bien
Donc, en faisant A = o, on aurait et, en taisant C== o,
Supposons que les quantités L, M, N soient constantes, on aura, comme on sait, pour les deux valeurs de y qui satisfont à l'équation
L V -h M ^ -f- N -^ = o, ^'^ et c*>'; it, et it, étant les racines de l'équation L -h -M* -h NP = o; donc
_ B e-*^' __ A er*^'
donc
e^*'jJe-**'dt — e^^'Jler^^'dt ^"^ N(Â7=Xj
Si l'on voulait employer les valeurs de z, et de z^ trouvées à la (in du numéro précédent, on aurait
ou bien, en mettant pour v, îw valeurs*'*,
'•-M* '^ '• M + aN>. '
0\>li*
fieckercfu^ des cas d iniégratifm de i'êqualion
l 'i. On «ura iri L ~ a/"", M = o. N = i : doDC l'éqoatioD B deTÎeiidn
Sufrp^fM'^n» <& variable, nous aurons, au lieu du terme -2— « ces deux-ci
^/' /ir ' '^^^''^'' fdift»nl cette substitution et divisant toute Inéquation fmr /^^, on durd Im tr^insformée
S^iil m;ifnU;nant t^di^du, c'est-à-dire u = , on aura, en pre-
nant du pour constante,
du dt
c'est-à-dire, à cause de dt = t~^du,
d^t . , m du
—r- = — mt-'^^ au=^ :
dt m -+-I a '
doncsiibstituant ces valeurs dans Téquation précédente, et taisant, pour
abréger, — = /i, on aura
d*z n dz '
-7-7 -I- - -r- -f- aZ ini o.
du* u du
d^z Si n était égal a zéro, on aurait ^-j -\-az = o; par conséquent z = e^",
i étant une des racines de Téquation t^-ha = o.
Supposons donc « =ice*'', on aura, après les substitutions et les réductions,
d*x / , n\ dx nkx _ du^ \ u) du w ~~ *
Qu'on fasse
X = \u' ^ Ba*^' -h CW^ H- . . . ,
on trouvera, en égalant à zéro les termes homogènes, les équations suivantes :
/•(r— i) A -h nrX = 0,
(r-l- i) rB -h^.ArA -hn(r-»- i)B -»-/iA-A = o,
(r-f- T»)(r-h i)C-f- 9.*-(rH- i)B-»-/i(r-+- 2)r. -♦- nkB = o,
et ainsi de suite.
D'où Ton tire premièrement, ou r=iv, ou r—i-H/i = o, savoir r = î — 71, ensuite
(r-+-^)(r -h I -h n) (r-+- 3)(r-»- :» -mi)
En ('oml>inant les deux cas de r = o el de r = i — n, et faisant i — n = y et A — I , on aura
F - (3qiv);5=tiv)f7-jpvj .
le sij^nr suptM'ieur étant pour le premier cas, el le signe intérieur pour le serond cas: (J*oij l'on voit que la série se terminera toutes les fois que > sera é}(al à un nombre quelconque impair positif ou négatif, à l'exception de ±1 I .
Ayant ainsi la valeur de x, on aura celle de z par la supposition de z =xe^", et comme Téquation k^ -r-a = o donne deux valeurs de k, savoir k= zïi\/ — a, on aura aussi deux valeurs de z, qu'on nommera, comme ci-dessus, z^ el Zj, el qui, étant substituées dans la formule (T^ du numéro précédent, donneront la valeur de v.
Si a est une quantité positive, les deux valeui-s de k seront imaginaires. Dans ce cas la valeur de or sera de cette forme P :t Q \ -- 1 , et par conséquent on aura
z = ^PdzQ v^ , é^-\- \^,
ou, en mettant au lieu dec*"^^^^sa valeur cos(u\a) ±. sin(uv'^) v— *• savoir : •
z ... , Pros^w^flj — Qsin* a ^fl/j ± I Psin u^a} -»- Qcos^w v'fljj v "^• Soit donc, pour abréger,
P cos ■ a ^a / — Q sin »' M y fl ; = II,
Psin 'u \aj -^ Q cosf u^a, = S, on aura
R-j-S^^^^z, cl R — Sy^— ^2,
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el b valeur de v deviendra
R/TSrfz-S/TRJ/
13. Si »i = I , on aura n = », et la valeur de a- s»'r.i exprimée par une suite iniinio: mais, en reprenant l'équation <(• . on aura
-F^W -''' laquelle, en faisant z = f\ se ehange vu
a -^ r{r— i) .- o, d'oii Ton tire
Ainsi l'on H.ura les deux valeurs de z.
14. Soient T — o et v = e^^'", Téquation proposée se rliangera en celle-ci :
laquelle est connue sous le nom d'équation de liiccati; on trouvera donc par la méthode précédente l'intégrale de cette même équation.
Intégration de V équation
A, B, C,... étant des coefficients constants.
15. En comparant cette équation avec la Formule générale A . on aurd
Wft ^LUTIO!! DE DIVFÉIIE^IT» PlOBLÉMEâ
Donr le» êi|uatioas B et C tievienilront
f . ^ii. h-^kt z ^d'. h-^knz ^d^..h^kt^z
dt df df
fn A L. ^.d.h^kt'z .d^h^knz 1
r| B h ^ kt z — h. j- — D j- . . .
S^^\{ iiiaintenant
j= h^kt.\
Pt Têquation I étant divisée par A — A/ '' se reiluini à celle-oi :
laquelle étant ordonnée par nipport a r montera a un de)^ dont l'exposant sera le même que l'elui de Tonlre de Tequation proposée H .
Faisant la même r^ubstitution dans Téquation K . on aura, après avoir divisé par h^kt "^^ .
r B~t:A r— i,— DA^ r— 2 r— i — . ..
_':^ i:-DA- r^y ^.,. h^kt ^^ D-...,iA^*n»^...
ai ' dv
= h^kt -- \T li^kt'dt.
équation qui devra avoir lieu en meitant pour r rharune des mrine« de Téquation L .
Soit, pour abréger,
. h ^ kt'-^-' JTh^ktdi^ 'î.
l'équation dont il s'agit se réduira à celle-ci :
(M) ajH.(3(/n./r/)^^y(A-hA/r^-*-...= 0.
Supposons que r,, r,, r,,... soient les racines de l'équation (L), et que ^1» «3« oc»^"'f /3f, /Sj, jS,,... soient ce que deviennent les quantités a, /3 lorsque r devient successivement r,, r», r,,...; au lieu de l'équation (M), on aura celles-ci :
(M,) a.r-+-P.(A^A/)^-Hy.(A-+-frO'^-^-. . = «..
(M,) a,^ .+.p,(AH-fr/)^-+-y,(A-f-/r/)>^-h... = 0„
(M,) a,r-+-{3,(A-h/r/)^^y,(A-f-fr/)«^-h... = 0„
dont le nombre sera le même que celui des quantités inconnues j, ^> -^^"'> comme il est facile de s'en assurer. Ainsi, en éliminant les
quantités -^^ -~> • • • » on aura la valeur de y.
Pour cet effet, je multiplie l'équation (M,j par M', l'équation (Ma) par M", et ainsi de suite; après quoi je les ajoute ensemble : j'ai
(a, M' -h x,M''-f-a3M*'-h...)r + (P.M'-f-(3,M"-+-p,M-'^...)(/i-HA7) ^
Je suppose
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j'aurai
el toute ia ditricuité se réduira à déterminer les quantités M', >r. M",... par le moyen des équations ^N).
Or, si Ton substitue dans ces équations les valeurs de ^,. y,,..., iS2» 72».--. et qu'on ordonne les termes par rapport aux puissances de r, on verra qu'elles se réduisent à celles-ci :
MV, -+- Wn -f- M"r, -+- H- M<-r« = o,
M' r] -h Wri -h \r r; -h -h M - i^ = o.
M'r; -h Wrl -+- M^r? -h -h M-'r^ = o,
M' C-* H- M" rf»-' -h M" rj»-* -^ . . . -+- M>- r^* = o,
m étant l'exposant de l'ordre de l'équation proposée H^, et la quantité M'a, -h M" 0^2 -h M'a, -h . . . deviendra
dans laquelle V est le coetïicient du terme hA-kty^ -rp;^ de la même
équation, le signe supérieur étant pour le cas de m impair, et le signe inférieur pour celui de m pair.
Telles sont les équations par lesquelles il faudra déterminer les inconnues MMW", >r,..., M''".
Pour rendre cette recherche plus générale, nous supposerons que l'on ait les équations suivantes :
M'/-; -h Wr\ -+- Wr\ 4- -h M^-^r,^ = Vi\
MV; -4- Wr\ -4- M*'r3^ H- -+- W^Wl = R",
M' /•;"-» -f- M^'rJ"-» -f- M^r;"-' -+-... -h M^"^ r^' = R^— '\
(Je prends ici une équation de plus afin que Ton ait autant d'équations que d'inconnues.)
On multipliera la première de ces équations par N, la seconde par N', la troisième par N", et ainsi des autres; on les ajoutera ensemble, et l'on aura
M' (N -+- N'r. H- N'^r; H- ^^ r] -4- ... -h Ne"-^ C"') -h M'^CN -h N'r, -+- ^"rl -¥- ^'^rt -+-... -f- Ne- ^rj»-') -h M-'tN -+- N'r, -+- N'V.; -4- N^'rJ 4- ... -h N^-- );.m-i)
-h M('")(N -h N' r.-h N-'rJ, H- N-^r^ -h ... -h N(—t)^^-i) ^
= NR -4- N' R' -+- N'^R'^ -h N** R^ -h . . . -h NC"-^ RC— >.
Maintenant, pour avoir la valeur d'une M quelconque, comme M^^\ il n'y aura qu'à supposer égales à zéro les quantités qui multiplient toutes les autres M, et l'on aura
(f,) _ XR -h N^ R' -h N^R'' -4- N^R^ -h . . . 4- N^'"-» R^-" " '^^ ~ N-hN'r -+-N"ri-hN"r^-h..'.'-h"N(— Or^-'" '
et les quantités N, N', N" N*""*' seront déterminées par ces équations
\ -f. N'r, ^ N'^rf -h ... -h Ne— «)rr • = o, \ ^ Nv, 4- N'^rJ H- ... 4- Nf^')r;^« = o,
et ainsi de suite jusqu'à
\ -h N' r« -f- N" ri -f- ... -h NC"- > r;^-' -— o, à l'exception de
c'est-à-dire qu'on aura l'équation
N -h Vr -f- Vr» -h Vr» -»- . . . -f- N('^»)r(- •' = o,
laquelle devra avoir lieu en mettant au lieu de r, successivement r,, Tj. Tj r;„, à l'exception de r^.
Or, comme r,. Ta, r,,..., r;„ sont les racines de Féquation (L;, si l'on représente cette équation par
fl -h 6r -h cr* -h rfr* -h . . . -4-/«'"~' -4- «r* :- o,
on aura, par la théorie des équations,
donc, multipliant par i et comparant les termes, on aura
N- I N' rf
d'où l'on tire
Faisant ces substitutions dans la formule (Q), on verra que la quantité N disparaîtra d'elle-même; de sorte que Ton aura la valeur de chacun des coeflicients M.
Soit maintenant R = o, R' = o, R" = o, . . . , R^^*) = o, on aura
.( ,,) _ _ lyc^o R(„^.)
N -+- N' r -h N'Vi -4- . . . -4- NC— ) r--*
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/*■ et comme
a-h 6r -h cr* -h . . . -h /r"^* -4- «r* = o,
on a, en mettant r^ au lieu de r,
a H- br„ -h cri -+-... -4- /r*""* = — ur'" ;
donc
N Nu
NC-— ) = -- ^ /_ Mr'") z= - — r .
De plus, on a
donc, si Ton fait pareillement r = r^, on aura, en prenant la diflérence du numérateur et du dénominateur, à cause que Tun et l'autre s'évanouissent dans ce cas,
N -4- N' r -h N"/» -h . . . -4- NC--^ r*"-» 6 4. acr. H- 3rfri -4- . . . -h mur'^-'
donc
6 H- 2cr.. -f- 3rfr?. -h . . .
Soit
A — BA- ( r -h I ) -4- CA-' ( '' ■+- 0 ('• + 2) — . . .=p VA-"( r -h I )(r H- ?.)• • •( '^ -^ 'w) = P,
de sorte que l'équation (L) soit représentée par P = o, on aura
a -+- 6r -h cr' -h . . . -»- ur^ = P ; donc
«^zjzVA-
(le signe supérieur étant pour le cas de m impaift et l'inférieur pour
relui Ae m pair , et
o -K icr-t- Zdr- -^. . .= -j-ar
dV Dont-, si Ton fait ^ =Q, et qu'on dénote par Q,, Q,, Q,,..., les va-
leiii-s rie Q lorsque r devient r,, r^^ r, on aura
VA-R- ' ^„ -^V*-R
Substituant donc ees valeurs dans la formule 'P,, et faisant attention que
M'a. ^ M" a, -^ W ol, h- . . . = ±: VA"-' ; M' rf-' -+- W r^-' -h W r^'' -h. . . ) on aura enfin
D'où l'on voit que chaque racine de l'équation P = o donne, dans la valeur de y, un terme correspondant tel que ^k^r-
16. Toute la difliculté se réduit donc à résoudre l'équation P = o: or il peut arriver deux cas qu'il est bon d'examiner : le premier est celui où cette équation aurait des racines égales, le second celui où elle aurait des racines imaginaires.
i" Supposons que Ton trouve deux racines égales, par exemple r2=r,: on fera r.i=^r^ -hs), hi étant une quantité évanouissante; et, comme P peut être représenté en général par ' r — r^) [r — r^) H, on aura
Q=:^=(r-rOn^(r-r.)n^(r-r.)(r-r,)^;
donc, faisant successivement r=^r^ et r = r2, et substituant r, -h ro au lieu de r^, on aura
Q, = — wll, el Q2 = ck)II,,
n, étant la valeur de FI lorsque r=^r^. Pour trouver cette valeur, on
remarquera que, puisque r,=r,, on a (r — r^)* n = P; d'où l'on lire, en diflerentiant deux fois,
et, par conséquent, en taisant r = r,,
2n, = R, et n, = -;
donc Maintenant on a
Q, = _^R. ei Q,= -R.
e, = (h'\-ktr^^-' fT{h-hkiY^dt ex Q, = (h-^ kt)--r-^ Çl(h ^kty^dt;
or
{h -f- kt)-'^' z^ih-hkty^'-'-^ = ( A H- /r/)-^»-» [i — w Iog(A -4- /r/). . .]»
et de raénie
( A -h A/ y* = ( /n- A / )" [ I -h w log ( A -h /r/ )] ;
dont-, négligeant les w*, on aura
9.r=9.-hai(A-f-fr/)-"-'r rT(AH-A/^log(A-+-fr/)flf/--log(A-hAO rxiAH-fr/y-'rf/l, ou bien
donc, faisant ces substitutions dans les termes — ^7^ — ^t^ de Va valeur
de r, lesquels répondent aux racines égales r,, Tj, et effaçant ce qui se détruit, on aura
Q. Q, R. ./ h-hktj ^
On résoudrait de même le cas de trois racines égales, en faisant r2=/*, h- ou,
r, = Ti + Yj, a> et i; étant deux quantités infiniment petites, et ayant égard
aux quantités du second ordre. De cette manière on trouvera que les trois termes —kj^ — kj^ — kj^ deviendront
Vji Ua Vs
,6(A-+-frO"''""' C /^dt r kdi f-,,. ,,.^ --^ S. JlTTVtJTr^ii^^''^'''^'^^'^
d* P S étant égal à -tt^ et S, exprimant la valeur de S lorsque r = rt, et
ainsi de suite.
2® Supposons maintenant que les deux racines r, et Ta soient imaginaires, en sorte que r, = F 4- G \/— i et Ta = F — G y/— i ; il est facile de voir que les quantités Q, et Qa seront de cette forme : Q, = M -h N y^— i, Qjj = M — N \/— I ; de plus, les quantités (h -h *^)"^'-* et (A H- kiY' deviendront
(h~^ktr^-'{/i-hkt)-^'>/~\ et {h-hhtf{h-hktf'^~\
Or soit
(h -h ktf'^"^ =Xfcos(p H-sin© y— >A
on aura par les logarithmes
Gv'— I log(A H- ArO = log>H- ? v'— '»
donc log). = o, savQir
X = i, et 9 =:G log(A H-/r/), donc
( A -+- fr/)^v/-' = cos[G log(A -4- kt)] -h sin [G log(A -h kt)] yj~^i.
et prenant le radical >J— \ en —,
(A -¥- ktr^^-' nr cos[Glog( A -4- kt)] — sin [G log( A -+- kt)] v/'^H;
par ces substitutions on réduira les quantités 5, et ôj à la forme
X dz Y V— I , de sorte que les deux termes ^ k ^ — k^ de l'expression de y se changeront en
Application a l'équation
.17. On aura dtins ce cas A = i et /* --- o; mais eoiiiiiie la supposition (le k = o donnerait P = A ^ o, on supposera simplement X' infiniment petite, et ensuite r infiniment grande, en sorte que kr soit égal a uni* quantité finie p; de cette manière on aura
P - A — Bp -♦- Cp' — Dp» -f- . . . r I),
équation d'où l'on tirera autant de valeurs de p qu'il y a d'unités dans l'exposant de l'ordre de l'équation différentielle, de sorte (|ue, si .l'on appelle p,, p^, p,,..., les racines de cette équation, on aura
pi p2
dp r/P
Or on a Q = -^; donc, si l'on fait -^ = q, on aura Q -^ kQ, et par
ronséquent donc
Or
6 = (h-hkt)-'-" Çl(h^ktrilt:
doue, si Ton fait A = i, et qu*on mette 4 au lieu de r« on aur;i, a r;iij?i^ dp r = oc ,
e = (i^kt * / T i^kt^dii
mdi< on sait que
ttt.
(dans le cas de k infiniment petite), e étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est i; donc
et par conséquent
e^ = e-P^' CjeP^'dt, 9, = e-P^' jjeP^'dt,. . ..
Si l'équation P = o a deux racines égales, on transformera d'abord les termes
Oi^ O7 f / Oi^ 0a \
- Q. Q. ~ ~ \Q. Q. j en
(numéro précédent), expression qui se réduit dans le cas présent à celle-ci :
^^"^^ fdt fjeP^'dt;
mais
dr^ dp' '
rf'P donc, si Ton fait ^-7 = r, on aura
^e-P^' fdt CleP^dt
6 9 au lieu des termes ^- On opérerait de même si Ton avait trois,
quatre, etc., racines égales.
Si p, et pa sont imaginaires, de sorte que
p, = F -h Gv^— I, et pa = F — (i/^,
e=^^«'r=r^'^'(cOSG/±SinG/V^"îj,
et
e^P^^ = é^" ( cos G / ± sin g / ^— i ) ;
(le plus on trouvera
Qi = M H- N v^^ ei Q, = M — N v'— ^'
6 Q (lonr les termes ^ se réduiront k
km
ie-
(mcosg/ — Nsino/)
(vsinG/
/ Te"cos
NCOSG/) I
^tdt Te^'sinc/rf/
Résolution de l'équation
«9 f / -h a ( A -+- kt)\ -h. /3y f ^ -f- b{h -+- kt)\ -h yy [ ^ -h c (A -h kt)\ -h . . . = T, dans laquelle ^ dénote une fonction inconnue.
18. On sait que (f[tA-a{hA'kt)\ peut se réduire en série de cette manière :
donc, si l'on développe «le même y [«h-6(A + A«)], <f[t-\-c{h-\-kty .,..., et qu'on fasse
l'équation proposée deviendra
Jr
-I- (aa -f- (36 -I- yc -4- ...)(* -t- *"<)^.-
-t- --^ (ao» -I- jâft' + y c» -I- . . . ) ( A -t- *•/ )» *;^"
Comparant cette équation avec Téquation H; du n*" 15, on a
D=-^ M=-^3ft>-yc>^... ,
donc on aura P
— al I — Aa(r— I, \r — i.vr— a, fv*"-^ i.(r— 2;^r-!- 3j-h ... I
équation d*où Ton tirera les valeui's r«, r^, r, de r, dont le nombre
sera infini: de sorte que la valeur de v sera exprimée par une suite infinie, telle que
5 étant égal à A -i- it/ -^-* | T A -^ ktrdt.
Maintenant il est clair que la valeur de P se réduit à
a i^AaJ-'-' -I- 3(1 -4- Â6)-^« -H 7(1 -h ter'-' -I- ..., douc
Q = — a. I -u Aa)-*^* log(i -4- ifl) — 3(1 -»- ir*r*^ log(i -r- kk) — 711 -h *c)-*^log(i-h*c)— ...,
et réquation à résoudre sera
ad -+- ka)"'-' -h P(i -4- kby^' -h y(\ -f- kc^- » -h . . . :^ o,
/élanl Tinconnue; or cette résolution réussira dans les deux eas suivants: i"" Lorsque l'équation n'a que deux termes, c'est-à-dire lorsqu'on a
a(i -f- ka) '•-' -h (3(1 -h kh) '^' — o;
car, divisant par |3 fi ■^khy^~'\ on a
d'où l'on tire, par les logarithmes,
log
I -^ ka
Qu'on suppose, ce qui est toujours possible,
— - = > ''cosw -^ slnw ^— I ;,
X étant une quantité réelle et positive, on trouvera pour f» une infinité d'angles différents, et l'on aura
l0g(— Ij =:IOgX-h(k)V— 1,
re qui donnera une infinité de valeurs de r. Soit - une quantité réelle positive, on fera
A=ir9 ros<»> = — I el sinvi^o.
r« qui donne
V étant un nombre quelconque entier positif ou négatif, et :: dénotant
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Tanglt' do i8o dejçrês: donc
ol Ton aura les dilTériMUes valeurs de r, en faisant successivement v égal
Si ? est une quantité réelle négative. — | sera réelle positive: c'est l>oun]uoi on supposera
/ = — ^* cosîk>=i, sin'ïi» = o:
d'oii
01 i>ar oons^^quent
IO|g < — ^ ^ — 2irz ^ ~ I
Kntin« si * est une quantité imaginaire de la f<»nur /» — ç \ — i • on
aura
# c\>> ^= — /» ei > >in «. = — ç, d'où Ton tirr
9 = xp- ^ Ç'^ San •- = — f f-i \'i<.*. = — 4-
FK^nc* si Ton siipptt^je que •» s^^it le plus jn-ùi %iig-)e dvDî le sîdos est e^r*! il — f • ei le oosinus i — -r-- on iur*
V dMK'UTiî C'ionnH * >-d< vatTit nu Donitm- quficoijqiif fiitjer positif ou
_ iiif * ^ •* ^ : iT ^ — :
' '. 1 — ff,
lOC j-r
2*^ Lorsque i -+-*6 = (iH-zt^*, i -hkc^d -¥-ka^^,...\ car, en faisanl
réquation proposée deviendra
ap -h (3/?' 4- yp*-^' . . = o;
d'où Ton tirera p par les méthodes connues; après quoi on trouvera r par la méthode précédente.
19. Si A — o et A = I , en sorte que Téquation à résoudre soit
«9 ( / -+- tf ) -h (39 ( / -f- 6 ) -4- 79 ( / -+- c) -h . . . = T, alors, suivant ce qui a été dit dans le n** 13, on trouvera
et
Q = - aae- P'' ^ pbe- P^ --y ce- f "" — ...,
et la valeur de v, c'est-à-dire de 9 (t), sera exprimée par la suite intinie
Qi Q2 Q^
dans laquelle on aura, en général,
A l'égard des valeurs de 0, on les tirera de l'équation P = o, laquelle est résoluble dans les mêmes cas que ci-dessus, savoir lorsque le coefficient 7 et tous les suivants sont nuls, et lorsque 6= 2a, c = 3a
Dans le premier cas on aura
«l'oii Ton tire, en divisant par ^e— «* et prenant les logarithmes.
^^»0g( ^) ^,Qg)^,^3^_,
Dans le second on aura, en faisant «".*'' = /?,
d'où l'on tirera/?, et par conséquent p.
Solutions de quelques problèmes concernant le nums^ment
des fluides.
20. Si un tluide homogène et non élastique se meut dans un vase de figure quelconque, et qu'on suppose son mouvement arrivé k un état permanent, nommant p eiq les vitesses d'une particule quelconque du fluide parallèlement à deux axes fixes perpendiculaires entre eux, et /, .r les coordonnées rectangles qui déterminent la position de cette particule par rapport aux mêmes axes, on aura les équations suivantes :
^^^=o ei ^-^=o.
dt dx dx dt
Voyez l'Article XLll du Mémoire qui a pour titre : Application de la méthode précédente à la solution, etc., page 4-io- î De ces deux équations on tire celle-ci :
'dF '~ ~^ dx^^ dont l'intégrale est
9 et 'if dénotant des fonctions quelconques.
Ensuite l'équation ^ = ^ donnera
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Or, dans chaque courbe que les particules du fluide décrivent, on a ~ = — -, donc l'équation générale de ces courbes sera
p dx — q dt = o^ ou bien, en substituant les valeurs dep et q et intégrant ensuite,
M étant une constante arbitraire, et ^, ^^ dénotant des fonctions telles
que —~-^z=(p[t) et —^j-^ = ^{t), et celte équation devra exprimer
aussi la courbure des parois du vase.
Supposons que Taxe des t divise le vase en deux parties égales et semblables, il faudra que Téquation dont il s'agit ne contienne aucune puissance paire de x; or
(I,^^^^^ir7j=ct>(/,-H9(/)xv/=T-9'(/)~~9"fO:^^-'T...,
y^'it_j,^i^^) = x¥{t)^^(t)x^^~f^'y(t)^^rin'f^sf^"^'''
(on suppose ici que (f'ffj = di'' ?' ■') ~ rf/ ' **' "'"*' *'*'* autres); donc l'équation sera
<!>{/) -»F(/) + [<p(0 + «KOI* v'~'-[9'(0-'l''(0]f
Maintenant il est clair que les puissances impaires de x ne peuvent disparaître que dans ces deux cas : i" lorsque
ce qui donne, en difTérentiant deux fois,
3** lorsque
*4U**'*4 >'-9 )'#!•'■.••* u»»'^ lu IiiiiU* *iumii «lUiifU' ni littiiuMî** nt ^.w♦^ ût*
>? vv
1^ <,<'H l;#u;iril //' u^'itaitst^ p tU'smti rieg^live, et^ilemeure positive, ce /|Mf fîM( voir ^|<H' «bfiH rjf r;iH l#rH prlifMjUrs rlu fluide décrivent de côté et ti'iiiiii't' ilii i\iiiun*iré' (\ii vuHi* iU'n i^ourUfs égales et semblables, comme liiiii^ II' riici |M'/'i'/'ib^Mt, ifKiiM Hvec des dirnrtions contraires.
Tout se réduit donc k trouver la fonction $ par cette condition que
* ( / -4- a: v/^ j dt^it — x y/^^) = H ,
X étant donnée en t par la figure des parois du vase, et U étant une quantité constante.
Soit .r = A 4- kt, ce qui est le cas où les parois sont des lignes droites, et l'équation dont il s'agit sera réductible à la formule générale du n** 18.
On fera donc
a = i, ^ = ±1, y = o, a=:v^~7, i = ~ y^~ 7, T=:H, v^*(/), et Ton aura :
i"* — g = T^ I , et par conséquent
X = I , cos ck) = =p I , sin « = o ;
donc 0) = ULTT, n dénotant la demi-circonférence, et a étant un nombre quelconque impair dans le premier cas, savoir dans le cas où Ton prend le signe supérieur, et un nombre quelconque pair dans l'autre cas; par conséquent on aura
I — k yj— I
or on sait que
, I -f- lang u J— I , —
lOg \ =:2M^/~i;
I ~ langM v^— I
donc, prenant u pour l'arc dont la tangente est k. on aura
IXTZ
r-+- iz= ^
i"" On aura, par le même numéro.
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or, ;^ r;i»j,v fit- t = -1 on *
ft
rJonr- on ;iijr;i pour !*• premier rà>, iai €r;ïijS4^ di^ r — i u = •-^•
0 " "> ^:rfs'"^* u'u s'iii r — I tf — iog oos u , Cf>s r-f-ijiij^ripai* ctW li.
Iiî .nifçfip nijpér'Hrur ^-Urit pour W* ras où ;x sera de la forme 4> — i. et le jiijçne inférieur pour le eas où ;x sera de la forme 4v ^ 3: et pour l'autre ras
ij y. ('i}S'^^ ii[u ros i r-*- du ^' lof? ros a ,. sin ' r -k i a ] ^ — i
le HÎ^iie supérieur étant pour le eas où il est de la forme 4v« ^t le signe inférieur pour le ras où a est de la forme 4v -^ 2.
V' On aura, à eause de T =^ H,
/ l(li-^ktfdt= r , ( A -h fr/ n' — consi.;
donc
$ ^ . . -f. ( A -4- A-/ ;-^ • X consi.
Donr on aura en général dans le premier ras
-/, ~"± - - - -^-- -h(A-f-*/)-^-'Xconsl.,
et dans le second cas
ù H - A ~ -:±: -. -_^ -4-(A-+-it/)-^-»xconsl.
V ;t w ( r -I- I ) cos*^* à y — i
Ainsi, substituant au lieu de r-i- i sa valeur — » et mettant suecessive-
ment au lieu de fx tous les nombres entiers positifs et négatifs, on aura tous les termes qui doivent entrer dans la valeur de y.
II y a cependant un cas à excepter; c'est celui où il = o, et par conséquent r = — I ; dans ce cas on aura
/o T ( A -h *•/)'•(//=: x log ( A -+- A-0 -^- consi.,
et par conséquent
— *• 7:7 = == log(A -h kt) -h consi.
Donc, faisant, pour abréger,
(cosu)'"' = p, (h^ktf" = z.
et prenant des constantes arbitraires A,B, C,..., a, 6,c,..., on aura pour Téquation
$ [/ -+. (A ^ kt) v/^J -h 4) [/ - ( A -h A-0 V^^J = H,
et pour Téquation
<I) [/ -h ( A -4- A-/) v^ _ (j) [/ - ( A -h AO v^~^J = H,
<p(/) — =^ log( A -h kt) -h A2* -h a^-* -h B^* -h hz' -h . . . -+- consl.
2My— I
Ol
^ 3p» "^ 5 yi'
/? - ^ /^ -h i /i* ~ . . . = arc langyi ,
donc la somme de ces deux séries sera égale \\'-\ par conséquent on aura
.1M ^»LCTIô.^ DE ftIFFEBE>T> PftOBL£M£5
1> r =iAj -ax -^Ej'- 45-* — ...
0>nn;«iss;ftnr mtïm h n;itiirp d*^ \a t'>ni'tioQ 'D. oq tri^a^era par la diffep»*nti;4rion U toni^tion s. *?t par i''"»ns«?«pi»*nt lf?s expri*asioii5 de* vitesses^
r^r ^, kt l'.jn iletrrmintfra Kfiâuitr l*fS«'i>n.>taQtes arbitraires A. a, B. b
p;4r |p^ v;4l»»urH iNinniie^ f^t données de /> et q. I')rîque / = o.
21 . r^'i i = o. de ni;èniere qu»- !•? flui«le >e meuve daos un canal rei-lili^i»- ^t dûnr U l;»rjreur à«iit psrtoat e^r^lr- a 3 A. on supposera t intinH tn«>nt p#>tite. h Ton âura d'abord u =^ i: faisant ensuite i = ah. a Haut une f]iiarititr (>vânoniâsante. on aura
log h ^ kt —\o%'h I — a^/ = logA — a^/:
par ron:^qijent
— = log A -^- A7 = -^^^ -^
flonr. ^i Ton fait r = e^^ . on aum p«iur 4> r les mêmes expressions que
dan?» k numéro prér#*denl, excepté qu'au lieu de = log h ^ ki .
il hu(ir<* mettre
iS2. Si l'on ne voulait pas que le vase eût deux parties égales et seniblablefi, alor«^ nommant x les ordonnées qui répondent à Tune des parois, ^t -r celles qui répondent à l'autre, on aura les deux équations
4» /-^ x'^^, — 4 '/ — x\^. =N\ par le moyen descpjelles on déterminera les fonctions * et H".
Si les deux parois sont des lignes droites, de sorte que
on en viendra à bout de la manière suivante. On supposera A' = A h- H, ^ = A H- K, et la seconde équation deviendra, en faisant H -h K/ = X,
$ (/ ^ ^ ^zr; -h X v^^) - H^ (/ - ^ /=^- X v/^=^ j = N. Soient maintenant
*(<-f-x^— "0=7 et »F(/ — x^/— ~i)=.r'; on aura ces deux équations:
^^dt^^ ' dp l ^rfF 2.3 '^•
La première donne
r-x-M, -jf-^^ -dF--Wdonc la seconde deviendra
dr^ I — d>r{\J'^Y „ ^,
OU bien
équation qui est dans le cas de la formule (S) du n^ 18, et Ton aura
donc, etc.
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On trouvera ainsi la valeur de v en /, après quoi on aura celle de y' par l'équation v' = j— M.
Les équations
jf _ =ro/-^a:^ — i; — ^'^/ — x^ — I;, trouvées dans le n"* 20, donnent
OU bien, en Taisanl P = ^, Q = — ?,
ainsi, pour trouver les vitesses/? et q^ il ne s'agit que de réduire l'expression 9 ( / -h a? \ — I ) à la forme P 4- Q \ — ■ i • P ^t Q étant des quantités réelles.
Lorsque la fonction o est donnée algébriquement, on peut trouver les valeurs de P et Q par les méthodes connues; mais, si la fonction 9 est inconnue, alors il faut avoir recours aux séries, lesquelles donnent
Or je remarque : i"* que ces deux séries deviennent divergentes lorsque x est fort grande; 7^ qu'elles demandent qu'on connaisse les différences de la fonction oit), de sorte qu'elles ne peuvent être d'usage dans la pratique que lorsque la fonction 9 est connue analytiquement» et nullement loi'sque cette fonction n'est donnée que mécaniquement» c'est-àdire par le moyen d'une courbe; ainsi je crois qu'il ne sera pas inutile de faire voir comment on peut transformer ces mêmes séries en d'autres qui dépendent uniquement de la fonction 9.
Pour cet effet, je prends la quantité
laquelle étant réduite en série devient
Je prends de plus la quantité
laquelle se change de même en celle-ci :
J'appelle la première de ces deux quantités j, et la seconde y; ensuite je suppose que Y, Y', Y", Y'^,... soient les valeurs de y, lorsque, au lieu de X, on y met o, œ, ix, 'ia?,..., et prenant des coefficients arbitraires a, a', 7.\ a'^,..., j'aurai
= (1 — a — a' — a^— ûT — ...)9(/) - ( I -4- a' -4- 2» a^ -+- 3> «• H- . . . ) — ?'' ( ' )
— (i-+-a'-4-2«a^-l-3»flr-h...)
Soient
iH- a' -f- 2* a^ -h V flT -»- . . . = o, l'' ( I - «^ ~ 2* «^ - 5* fl^ - . . . = o,
[ -f- a' -♦- 2* «^ -f- 3* oT -♦- . . . ^- o,
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on aur»
^. ^ a Y -4- a' Y' -h a" Y" -h ût^ Y-' -+- . . .
Tout se réduira donc à tirer les valeurs de a', a", a*',. . . des équations (Tj. Pour y parvenir, je multiplie la seconde par j3', la troisième par jS'', la quatrième par |3*',...; |3', |3", |3'^,... étant des coefficients indéterminés: après quoi je les ajoute toutes ensemble, ce qui me donne
A présent, pour avoir la valeur d'une a quelconque, comme a'""', je fais égal à zéro chacun des coefficients des autres a; de cette manière j'ai d'abord
et ensuite les équations de condition
I — P'-f-jJ" — {3''-h... = o,
c'est-à-dire l'équation
laquelle doit avoir lieu en mettant au lieu de u tous les nombres entiers I, 2, 3,... à l'infini, excepté m. Donc, si l'on multiplie cette équation
par I -^ et qu'on suppose m = -> on aura
tt' tt^ tt»^
équation dont les racines seront tt^, [\n^, 97:*, 16;:^,... à l'infini; donc, comparant cette équation avec Téquation
sinz _ ^' ' z* ^* _
dont les racines sont aussi, comme on sait, tt*, 4^^» 9^^ iGtt^..., on aura
par où Ton connaîtra les valeurs des quantités j3; mais, pour notre objet, il suffît de remarquer que
I — (3' a* 4- (3"ii* — (3*'a« -h . .
Car, faisant : i** m* = — i , savoir u=>J— i^ on aura
, + P' + P" + P" + ...= _j!î^iMEji
2® si l'on suppose u=im^ on trouvera, en différentiant le numérateur et le dénominateur, a cause que l'un et l'autre s'évanouissent lorsque w = m,
le signe supérieur étant pour le cas où m est impair, et le signe inférieur pour le cas où m est pair; donc on aura
OU bien, en faisanl « — a »
OL^''' = =n
e^ — e " /ii*(i —a) — a
donc enfin
— a — tf _ 4/i~g, — g ^,
é^ — e '• fa ,
Or, puisque la quantité a est arbitraire, on la déterminera de manière que la série devienne la plus convergente qu'il est possible; c*est pourquoi on fera i — a = o, savoir a = i ; ce qui donnera
et par conséquent
9(/ -ha:)-f- 9(/ — j:) 9 (/ -»- ^x) -- 9(/ — 2ar)
9(/-h3x)H>o(/ — 33rJ 1
Qu'on différentie celte équation en faisant varier x, et qu'on l'intègre ensuite en faisant varier t^ on aura
Donc, si Ton fait
p^g'-g'^'f!^.^. 9(/-4-j:)-4-9(/-j:) . :^(t -h ix) -^ <^[t - ix) 27r L^ ^ " -+- « "^ 4"+- '
9 (T-f- 3x)H-!p(f — Sx)
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et
9 ( / -+- 2 J: ) — <p { / — ■ 2 JT )
-hi
on aura
et les quantités P et Q seront données, comme on voit, par des suites convergentes dont chaque terme pourra se déterminer mécaniquement sans qu'il soit besoin de connaître la nature de la fonction 9.
est clair que l'intégrale de l'équation (n*" 20y
est aussi
ou, ce qui revient au même,
__ 9 Jl- -+- / v'— l) -f- 9 f^— / y ~l; ^^ X -h t ^—\) — ^{x — / y'— l)
d'où l'on tire ensuite
_ 9 • j: -f- / y'— I j — 9 ■'.r — / y — I ; •} <" JT -h / y — I j -h ^j; ( X — / y — I )
Imaginons que le vase soit formé de deux parois droites et parallèles, en sorte qu'il ait partout la même largeur a; en prenant une de ces parois pour l'axe des /, il faudra que la vitesse q soit nulle lorsque a- = o et lorsque ^ = a, quel que soit /. Or, en faisant / = o, on a /> = y ix) et y = 'V\rj; ainsi, en décrivant sur la portion de l'axe des x comprise entre les parois du vase deux courbés qui soient les échelles des vitesses p et q, que doivent avoir les particules du fluide dans cette section du vase, les appliquées de ces courbes répondantes à une abscisse quelconque X représenteront les fonctions 9 [x) et ^ {x).
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Preseotemeot od trouvera, par le numéro précédenl,
«=-ir-L^- — r^^^ ^' r^i J
^" — e~-ri , , •:, XH-/.— ':.;x— /• ••.x-^s/.-^i x--2/ i
Donr, puisque q doit élre égale à zéro, lorsque x = o el x = a, il faudra que Ton ait
o / — ;>i— /; o{2/) — :iî — 2/;
o fl-i-/ — 5.a — i\ cj^a — 2/) — Q(a— 2/) •■ 2 ^ J ■- »-. . .
1 , '^^a-^ t)'*-'l[a— l^ -iia -»- 2/; -H-i*fa— - 2/'
ou bien, atin que les fonctions c et 'J^ ne dépendent point Tune de Tautre.
:>fl-*-/) — 5(ii— // 3(a-*-2/)— :; «i — 2/
'-'foi t-i^^'r(-0 . ^(^/i^'lv-:^/) _
Pour satisfaire à ces quatre conditions, on supposera que les fonctions z et f soient telles, que Ton ait en général, quelle que soit la valeur de «,
Qa = î5(— II), 9(a-hii) = o(a — n).
ce qui servira à déterminer la continuation des deux échelles données pour les abscisses négatives et pour les abscisses plus grandes que a; laquelle devra par conséquent être telle, que les ordonnées également distantes de part et d'autre des deux extrémités de Taxe a soient égales et de même signe dans la courbe des vitesses /?, et de signes différents dans la courbe des vitesses y; d'où il s'ensuit que la première de ces courbes sera composée d'une infinité de branches égales et semblables, toutes du même côté de l'axe, et disposées alternativement en sens contraire, et que l'autre aura de même une infinité de branches égales et semblables, mais situées alternativement au-dessus et au-dessous de l'axe.
Ayant donc décrit ces deux courbes, on aura, par les séries données ci-dessus, les valeurs approchées des vitesses pet q de chaque particule du ffuide; d'où l'on voit que le mouvement d'un fluide qui se meut dans un canal droit est déterminé par le mouvement que ce fluide a dans une section quelconque de ce même canal.
De plus il est clair, par la nature des courbes qui représentent les fonctions 9 et ^f , qu'en augmentant ou en diminuant la quantité / de 2 a, ou de 4«. ou de 6a,..., les valeurs de p et de q demeurent. les mêmes; d'où il s'ensuit que si l'on imagine le fluide divisé en portions égales par des droites perpendiculaires aux parois du canal, et placées à la distance 9. a les unes des autres, chacune de ces portions du fluide aura nécessairement le même mouvement.
Si le fluide était terminé par une ligne droite perpendiculaire aux parois du vase, alors prenant cette même ligne pour l'axe des x, il faudrait que p = o lorsque / = o ; donc y (x) = o, et par conséquent
e'^-e-'^Vi ^(x^t)-^(x~^t) ^ 4;(j:-i-2/)-i-v];(^-20 |
Or, puisque la valeur de p est nulle lorsque / = o, elle le sera aussi
lorsque / est égal à 2a, [\a^...\ ainsi le fluide aura dans ce cas le même
Ha SOLUTION DE DIFFÉRENTS PROBLÈMES
mouvement que s'il était renfermé dans un vase de figure rectangulaire dont la longueur fût double, quadruple, etc., de la largeur.
On pourra encore trouver le mouvement du fluide lorsque la longueur du vase sera égale k sa largeur, et en général toutes les fofe que les deux dimensions du vase seront commensurables entre elles; mais il faudra pour lors que les valeurs données de q forment une courbe qui ait un ou plusieurs nœuds, de sorte que la fonction tl^iœ) demeure la même en augmentant ou en diminuant .r d'une quantité égale à la longueur du vase. Dans tous les autres cas, c'est-à-dire lorsque les dimensions du vase seront incommensurables, on ne pourra déterminer le mouvement du fluide par la théorie précédente; et comme cette théorie est fondée sur la supposition que le mouvement du fluide soit dans un état constant, en sorte que les particules du fluide décrivent des courbes invariables, ce sera une marque que l'hypothèse dont nous parlons n'aura point lieu; sur quoi voyez les Articles XLII et XLIII de la Dissertation citée ci-dessus.
Solution dune question relative à ta théorie des cordes
vibrantes.
25. La question que je vais examiner ici consiste à savoir si toutes les courbes qui rendent la solution du problème des cordes vibrantes possible, suivant la théorie de M. d'Alembert, sont renfermées ou non dans' l'équation
r=za sni h p sm -h y sni h ... ;
question que ce grand Géomètre a vivement agitée avec MM. Bernoulli et Euler dans le premier Mémoire de ses Opuscules mathématiques.
Pour pouvoir résoudre cette question d'une manière directe et convaincante, je prends l'équation générale de la courbe que forme la corde vibrante, laquelle est, comme on sait,
et j'examine quelle doit être la forme de la fonction 9 pour que Too ait
eu général, quel que soit /,
cp(/) -h <p(— /)=:o, el 9(a -+- 0-^?(« — 0 = 0,
conditions nécessaires pour que les deux bouts de la corde soient tixes ; or, puisque (p (/j = — ç; (— /), on aura
donc la seconde des deux conditions se réduira à celle-ci :
Otte équation étant comparée avec la fonnule du n"" 19, on aura
a = i, (3= — I, y = o, 6 = — a, T=^o; donc
et faisant p = — r\ — i ,
P = 9.sit\ra\ — i;
donc l'équation P = o donnera ra = fXTr, rx étant un nombre entier positif ou négatif; par conséquent on aura
ut: ut:
or, T étant égal à zéro, on aura
/ Te^'rf^=:consi.;
donc
unt — - =^ e " Xconst.;
donc, donnant successivement à fx. toutes ses valeurs 1, — 1, -+- q, — 2
et prenant des constantes arbitraires A, B, C A', B', C on aura
équation qui revient à cette forme :
71 i T t 3îr/ 3îr/
'^ ( / —a siii ha' ros - — »- âshi •- 3 «os -^ . . . .
a. a. ^. fi' étant pareillement des runslanle» arbitrairet.
Or, par la première condition il faut que
oc cos h 3 cos h . . . = o,
fl a
donc
donc
donc
, TA ^ , itA . ZtA
o{t) =3c sin ri sin h y sm h ... ;
par conséquent Téquation de la figure initiale de la corde, lorsqu'elle en a une, ne peut être que de la forme
TT i3r _ , 2 71^ , Ô77JC
Sur l' intégration des équations
di dt^ ^ dt dt^
dt " rf/=
dans lesquelles L, M, N,..., l^ m^ n, sont des fonctions
quelconques de t.
26. lin suivant les mêmes principes que dans le n^ 1, on multiplierd la première de ces équations par zdt, la seconde par zdt^ la troisième
par z" dt, et ainsi de suite, Zy z\ z'\... étant de nouvelles indéterminées, et, après les avoir ajoutées ensemble, on en prendra Tintégrale en faisant disparaître, par des intégrations par parties, les différences des variables
7, y\ j",..., de dessous le signe 1 -, de cette manière on aura une équation de la forme suivante :
U -h A V.r -H V'j' -h V't-^ ^,,,)di = Ç( Tz -h Tz' -h T"s" -h . . . ) ^^
dans laquelle
^ ^(Nz — ...-hN'2'~...-l-^''2"-..o-»-..• dr' ai
d.vz _ , , d.v'z' . . „ J.v'z" \
y [^^ - -dT -^ ■••^ ^' - -^^- ^ ■•■^ ^ ' - sr
dr"
+ -^ ( vz — . . . + v' a' — . . . -H v'z" — ...)-(-...,
„ , rf.Mz rf'.Na
rf.M"z'' //«.N'a;;
, d.mz d'.Ht
^ = ''--dr-'--av
ai di'
V'= Iz -
d . fjL z d'.vz
dt
dr
d\v'z' dr
.fj.'z"
dKv'z'
^"^'^ dt~^~l[p
Supposant donc
équation dans laquelle les plus hautes différences des variables y^ y\ /",... se trouveront moins élevées d'une unité que dans les équations différentielles proposées.
On aura donc autant de pareilles intégrales qu'on trouvera de valeurs particulières de chacune des (juantités a, z\ a",... par le moyen des équations V = o, Y — o, V"= o,.... Or, soit m la somme des exposants des plus hautes différences de v, v', j",... dans les équations proposées, il est clair que la quantité U contiendra autant d'inconnues, comme j",
v', y,..., -j-^ -jT-i "37"'* '' ^"'^' y ^ d'^^î^és dans le nombre m; donc, si l'on a aussi m valeurs particulières de z, de z\ de z",..., on trouvera facilement les valeurs générales et complètes de y, y\ v",....
Soient maintenant Y, Y', Y",... les premiers membres des équations proposées, on aura
(U) f(Yz-hTz'-^-Y''z''-h..,)dt = V -f- f(\y-h\'r'-^\\r'-^...)di; donc, faisant V = o, V ==o, V" = o,..., on aura l'équation U - Ç{Yz-h\'z' -hV'z' -h...)rf' = consi.,
laquelle aura nécessairement toutes les valeurs de 2, z\ z",.., communes
avec les équations V~o, V ==o, V" = o Or l'équation (V , est identique, el par conséquent ne dépend point des valeurs de.v, v, v'\...: donc on peut supposer ces valeurs telles que
et Ton aura par ce moyen l'équation U = const., dans laquelle on regardera les quantités v, y\ v",..., -^t -^y -tt'*- <*omme données, et les ' .^ ., ./ . ai ai at
',, . „ dz dz dz" • 1 . • ' 1 .
quantités z, z , z -t-i -^ o -rf»*" coinnie indéterminées; or il est
aisé de voir que ces indéterminées seront aussi au nombre de m; si donc on a m valeurs particulières de chacune des quantités j, y\ y'\... dans les équations Y = o, Y'=o, Y" = o,..., on aura aussi, par la substitua tion successive de ces valeurs dans l'équation U = const., m équations particulières, d'où l'on tirera les valeurs de s, z\ z" lesquelles contiendront nécessairement m constantes arbitraires; de sorte qu'en faisant successivement toutes ces constantes, hors une, égales à zéro, on aura m valeurs particulières de z, de z\ de z",.... Donc, etc.
De la résulte ce théorème
Ijes équations proposées seront intégrables algébriquement, si ion peut trouver, dans le cas rfe T = o, T' = o, T" = o, . . . , autant de valeurs particuUéres de chacune des quantités y, y\ v",... quil y a d* unités dans la somme des exposants des plus hautes différences de ces variables .
Au reste, ce théorème n'est qu'une suite de celui du n® 6. Car il est clair que les équations proposées peuvent toujours réduire à ne contenir chacune qu'une seule variable, et il est facile de s'assurer par le calcul que les réduites seront nécessairement de l'ordre m; donc, etc.
28. Les équations V=o,T'=o, V"=o,... sont intégrables en général lorsque
L r^A (h^kt)P, M =B(A-»-/.-0'^, N =C(* -»- *0'^%. • •»
et df même
r -^ a' (h -^ktyi, m' --b'{h-h */;^', . . . ,
et ainsi (les autres.
On fera dans ce cas
z irr R (^ -+- /l/)^ z' = W(h-^ kty, z" = R'^fA ^ ktfy,. . ,
R, R', R",... étant ainsi que r des constantes indéterminées; on substituera ces valeurs dans les équations dont il s'agit, et divisant ensuite la première par ih^ktf^'^, la seconde par l h -h kt^*''^^...^ on aura des équations sans /, qui donneront les valeurs de r, R, R', R"
29. Si les coefiicients L, M, N,..., L', M', N',... étaient constants, on ferait k = o, h = i et r= ^^ p étant une quantité finie, et l'on aurait
[h-hktr^e'';
par conséquent il faudrait supposer
z = Hef', z'^Wef^^ z" = K'^e^' ,. . .,
Méthode générale pour déterminer le mouvement d'un système quelconque de corps qui agissent les uns sur les autres y en supposant que ces corps ne fassent que des oscillations infiniment petites autour de leurs points d'équilibre,
30. Soit n le nombre des corps qui composent le système, et nommons y\y\y"\-'- les espaces infiniment petits que ces corps décrivent dans leurs oscillations pendant le temps /; on aura, en négligeant les quantités infiniment petites du second ordre et des oi^res plus élevés,
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des équations de relie forme
dn
d' y" dh
dn
-f A" r'-hB^r" -hCy^'-h -4- N-'>-("> - o.
^^^ -h A^-) y' -4- Bt-))'" ^ C(">r'' -4-. . . -f- N<">rt"> = o,
A', B', (]',..., A", B". G",... étant des constantes données par la nature du problème.
Pour intégrer ces équations suivant la méthode expliquée ei-dessus, on multipliera la première par XW/, la seconde par /'V^fe, la Iroi- .sième par >/'e''V/, et ainsi de suite, )/, X", X*',... étant, ainsi que p, des constantes indéterminées; ensuite on les ajoutera ens^Mulde, et on en
prendra Tintégrale en faisant disparaître de dessous le si^ne / les différences des variables^', v", j'%...; après quoi on fera les coelficients des quantités / y'é'^dt, l /'ef^dt, 1 y'^e^'dt,..., égaux à zéro; de cette manière on aura d*al)ord Téquation intégrale
I -"'-(^'-pr-) +•■■*>'■ (^-p.v-)J^' = c«»,i
et ensuite les ecjuations
p^ /- -h c X' -h c'X*' ^cïr-^.,,-^ o-'X'»^ - o,
lesquelles serviront à déterminer le» quunlilrfi js, X ,X/\ >",...
5â SOLUTION DE DIFFÉRENTS PROBLÈMES
Soient, lorsque / = o,
l'équation (6; deviendra, en divisant par «'", = [i'V'+À'V-»-i'V-t-...-t-X(")VW-p(X'Y'+X'Y'+X"Y-+...+X<'>YC>)]e-»'-
Or, comme la quantité p ne se trouve dans les équations [c] que sous la forme quadratique p', il s'ensuit qu'elle peut avoir indifféremment le signe -h et le signe — ; donc on aura aussi
dv^ dv" dr" d^i'i
ai ai ai ai
donc, retranchant ces deux équations Tune de Tautre, et divisant ensuite par 2p, on aura
Vy' -^ rr" -h l'y" -h ... -h >.i-)^-»
\ = [>/ Y' -h A" Y-' -+- X*Y- -h . . . -f-Xc^Y>n^'"^^ ^' (rf) , "" - ,
Qu'on reprenne maintenant les équations (cy et qu'on substitue dans
une quelconque de ces équations les valeurs de ^7» jr»--» -^ en p*
tirées des n ^ i autres, valeurs qui seront toujours données, comme on voit, par des équations linéaires, on aura une équation qui, étant ordonnée par rapport à p*, montera au degré n, et aura par conséquent n racines. Donc p aura, indépendamment de l'ambiguïté du signe dont
nous avons déjà tenu compte, n valeurs que nous dénoterons par p,, P2» Pi"-» Pu. en sorte que p\, p\, pî,... soient les racines de l'équation dont il s'agit. Donc, si l'on fait, pour abréger,
et qu'on désigne par X'j, Xj, X3,..., X'„, X' , X^, X3,..., X]^,... les valeurs de X\ X",... qui résultent de la substitution de pf, p^» Pt»*-» Pu ^u lieu de p, et que de même S,, 6a, 6,,..., ô„ soient les valeurs correspondantes de $, on aura, au lieu de l'équation {d)y les n suivantes :
y.f -+- >Vr" + x^^- H- . . . H- x^;V(-) = 9„
par lesquelles il faudra déterminer les n inconnues j',j",j^^..., 7^"^: c'est à quoi se réduit maintenant toute la difficulté du problème.
Pour en venir à bout, je multiplie la première de ces équations par jul\ la seconde par fx", la troisième par /x'", et ainsi de suite, fx.', jui", /jl'",... étant des coefficients indéterminés, puis je les ajoute ensemble, ce qui me donne, en ordonnant les termes par rapport à y\ y'\ y"', ....
^[i^'x: ^^'\\ -hfx-x; H....-h|^^-)x; \f
x'x: -h^"x: -h/x-x: .+-... -h fx(->x:]r
-^ [fx'x^:^-+- /x-xt"^-*- fx-'x^3''^-h. . .-h fx^-)xL"^j r^-) = fx'ô, -h fx"e, + |ui*'e, -h . . . -f- \jS'''^^n\
d'où Ton tirera aisément la valeur d'uii« y quelconque, comme y\ en
rjjili^f:* /'^ <rqaAf.ïorH pîir 4^ ^»>*rffi«!i»rDL* îndé terminas -^ . •>'. >"* >*.
^., ;#pf^ 1^ *voIf ulontf'^rii f-n'*4?inhl»=r. on fen le* c»)efficî^Dt> A» ifusknrif/r^ a, V.', x ('\i^mu ^.^\ » z^ro, ^ï-Xf^f-ple ■r^lai J»? U qiuntiti^ :x":
#rt b iU'U^rïuxïr^ûhu f\(^y^ quantités > . > , v'',.-. depeodm de celle condi-
forv|tH- ry r- ^,, ^j, ^,,..., ^«» excepté s^. Or, leH éqij^ition» Ccj étant multipliées par v\ v", v*,..., et ajoutées
ensemble, donnent
-f- [p' v" -h A" v' -h B" v'' -h C" v" -f- -h N'^ vC)] X"
(0 { -h[p^y'"-+-A''v'-+-B'*'v"-hC'^v'^-h -h ^'"vi^)]yr
Donc, si l'on suppose que les quantités v', v", v'",..., v^''^ ou plutôt leurs rapports, soient tels que les coefficients de X', X", X"',..., X^'^*^ dans cette équation soient nuls chacun en particulier, celui de X^"^ le sera aussi ; de sorte que Ton aura les n équations suivantes :
p' y' -f- A' v' -h B' y" -h C i/" -+-... -f- N' y(-) = o, p^ y" -f- A" y' -+- B" y" -h f/ iT -+- . . .-h N" v^") = o, ( ^') j p' v'" -f- A-'v' -+- B"v" -f- i7)r -*-... -h N'^vC») = o,
1 p2 ^,«^^ A(-) v' -h Be») v" -h O-î v" -h . . . -f- N^-) v(-^ = o.
Et il est bon de remarquer qu'en éliminant de ces équations les quantités v', v", v'",..., on aura une équation finale en p^ qui sera nécessairement la même que celle qui résulte des équations {c) par révanouissement des quantités X', X", X'%...; ce qui peut se voir aisément à /?non. Faisons maintenant p = p^» nous aurons
A' v' -h B' y" -^QJ y^-v- -f- N' v(-) = - pi v',
k"y' -f- Wy" -h C'v^H- -+- N"v(«)=r _. p^ y",
Vv' -h B^y'' -h ÇTy^-^r -h N-'v('')= - pi,ir,
\(''^ v' H- BC) v" -h CC-) v'^ -f. . . . -»- N(") v^-) = - pi v(">,
et l'équation i deviendra
(p^ - pi) lv' /' -f- >'' X" -h v'" X*" h- . . . -h v(*) X(-)] = o, laquelle devant être vraie pour tontes les valeurs de p qui satisfont aux
là^ 'tâfr TL.
•^ -,^ ^,.,, et
fc-^ -^
,#^ ■HiPTil^Tlt
^i«^4tf #^f<st BBjA^^'^iJMrr .>^
II AlteiH
*l .'>M#« »v'»tti »f»m»e «fOK la qnaaiue >,* — a^i — a^i*— ...— k^à*
est nulle lorsque p = pi$ pa» p»»...» Pn» excepté p^; or il est fiflicile de voir que les valeurs de ^7» tt»---» ^» tirées des équations (c), seront expri-
mées par des fractions telles que v» ^»-m ^» les quantités y', jr", ^'",... étant de la forme
de sorte que si Ton fait, ce qui est permis, X' = ^, on aura X'^q", V = q''\..., et, par conséquent, la quantité
deviendra de la forme
a -h pp»-4-y p* -»-. . . -h Çp«^— 'J;
donc on aura
ï'm î^'-fr- ï'm X" -h V^ X-'-f-...-*- V;
en prenant tous les facteurs depuis i — ^ jusqu'à 1 — ^» hormis i — -v» et le coefficient x étant égal à la valeur de
lorsqu'on fait p = o dans les quantités X', X", X'^,....
Or, soit P = o l'équation en p' tirée des équations [c] ou {k)^ on aura, en supposant que le terme tout connu de P soit i ,
donc
xP=-v'^x'^v:x-'-f-v:x-'-h...+vrx<-)](.-0.
Prenons les différences de part et d'autre, en faisant varier p, et supposons ensuite p = p^, ce qui changera les quantités X\ l!\ V*^... en X'^,
/ *^ . / * i>oiiJ* ;f lirons
'/P -.. - .. . ... , ..,. _ Hi,
:î2. Rv^minons m^inifn^nt les •tiifpn^nbt i-aa «pu p^^uveor Jtrnver p»4ariv^^ment ^ir; r^n'ines .ie jVfpiatittn P = o. Et «f^ibord il *ist irl;àir ipii* «h lofites* i'r»M rPii'inH^ T*t)nt replies. pi»^itivp<i r*t Ine^ralt*», It**?- valeur» «tr a H^roni ;«iissi r^eiles i*î lnp<plps: ;»in<M «'p fa« a';)iini ;iinMine «lilfiriiltt*.
S'il V ^ 'l**s r;fiMnes np;raf.iv**5i, ^^lups li*s valeurs ••orrespoaiianteî* «ék a «levienilp'mt imif^in:<ip**s «ie 1;* furnie r v — i - <•>* «fui reiluira tes f*xp«>aen-
. I, ^' •- «'"'' e^^ — e' ' .» -jin rf .^ ,
rip!l#»s «>t 4 ''Hie lorme : iMwrr i*t : «tau il
'«Vnsfiit que ni rôtîtes len rariiu*?* *ie refpiatioD P = o eUieaC réelle*, oégîitivps ^t ine^r^le^, les v;*le»irs <le j< , y', v"„.. oe i!iiQtieatlriàLeQt <|ue fieg ftiniiH et fies r-ôsinus: nous verrons plus h-Ar* que oe i*a» est le seul «mi b solution Mnt l'Kinne en général relativement iè la «piestioa mecauique. pj<^^)ns An ^as de?^ rarines éjrales. et suppos4;ns z. = z,. il est fa*Mle rie voir, par le^^ formules du numéro précèdent, qae les vafeurs «le Q. et rie (Jj devienrlront éjrales a zéro: de :4orte que Tes deui premiers termes de la valeur de v ^ «semblent devoir être infinie. Pour obvier ii ret ineonvériierit. on ftupp^>sera ^^ — 5, - s», -»* étant ane quantité evanouiss;>ote. ef a /aune de
r, V'/?- ^irf|(.-'4)i'-Tl('--)-l'--ll'
V^' //i> 7,<!/p I ' C' ' si ' ^ S-/ \ s; ' J
on ^ura
et de même '
Donc, si l'on fait ^ = R, et qu'on dénote par R, ce que devient R lorsque p devient p,, on aura
Q. = -îiR, et Q,= ^R..
Or, en faisant
on a
V, e^a — V, e^, H TT- — w;
donc
Qi Q) ot)R, &)Ri GaRi lipi R, dpt
On résoudra de même le cas de trois racines égales, et ainsi des autres. Au reste, il est évident que les termes de la valeur de y^'^ qui répondent aux racines égales contiendront toujours Tangle /, et de plus des exponentielles ordinaires si ces racines sont positives, et des sinus et des cosinus si elles sont négatives.
Enfin, s'il se trouvait des racines imaginaires, oi) les réduirait d'abord deux à deux à la forme adhby/—i et a — 6 v^— i, a ei h étant des quantités réelles, de sorte que
pf = a-f-6 V — ■» p\ = a— h y— "♦ et ainsi de suite ; ce qui donnerait
et, par conséquent,
e'^P*' = e=*=/'^*f'V^' = ^*/' f cosg/±sing/ v'^j,
et de même
r*=^«' = e*/' f cosg/±: »in gl v/^).
On ramènerait de même k la forme />-h^\— i et/> — ^\— i les valeurs
(les quantités a, v et Q répondantes à 0, et p^* et on trouverait, après les
substitutions et les réductions, que les imaginaires se détruiraient dans
les deux termes rr ^1 "^ ?f~5j, lesquels contiendraient alors des sinus et
des cosinus multipliés par des exponentielles ordinaires.
33. Au reste, quand on veut appliquer la solution précédente au mouvement d'un système quelconque de corps, on doit supposer, comme nous l'avons fait, que les quantités v',v", v",... soient assez petites pour qu^on puisse négliger, sans erreur sensible, dans les expressions des forces accélératrices des corps, les termes qui contiendraient les
produits ^v^, V v' Ainsi il faudra, pour que la solution soit bonne
mecaniquemeni : i*" que les valeurs initiales Y', Y", Y" Y, Y", Y",...
s()ient infiniment petites: 2"^ que les expressions de v. v", v" ne
contiennent aucun terme qui augmente à l'infini avec le temps i; par conséquent il faudra que les racines de Téquation P = o soient toutes réelles, négatives et inégales, auquel cas la valeur de v' ne contiendra que des sinus et des cosinus numéro précédent;, ou au moins que les termes qui renfermeraient Tare / disparaissent d*eux-mémes.
Donc, 1*^ si û\ est une quantité positive, il faudra que Ton ait
* ce qui fera évanouir le premier terme ^5, de la valeur de v* .
De même, si s; et pi étaient toutes deux positives, mais inégales, on aurait, outre les deux conditions précédentes, encore ces deux^'i :
et il faudrait effacer les deux premiers termes de v' , et ainsi de suite. 2^ Si û\ et pi sont égales et négatives, on aura les mêmes condi-
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lions f/j, et les deux termes rr^<~^7f-^2 deviendront, en faisant
vi y»
d r-j^ (>; v -f- >•; v^ -h x: v" -h ... -h x^ vc")) 1
2R, rfr,
sinr, /.
Mais si oj et pi étaient égales et positives, alors on aurait encore deux antres conditions a remplir, savoir
d [vf f y. Y^ -}- >:. Y^^ -}- X7 Y" -h . . . -f- >;•;- y("^j _ d r-^(}:, v'-f- x: v"-f- >.:v-h. . .+ x-/ \») I
dpt
et ainsi du reste.
Mais il y a ici une remarque importante à faire : c'est que les équations (a) n'étant qu'approchées, l'équation P = o doit aussi être regardée comme telle, de sorte que lorsqu'on trouve des racines égales, on n'est pas en droit d'en conclure que les valeurs de p sont égales, mais seulement qu'elles ne diffèrent que par des quantités infiniment petites; d'où il s'ensuit qu'à la rigueur, l'égalité des racines de l'équation P = o ne suffît pas pour introduire des arcs de cercle dans les valeurs de y\ j", v",..., en tant que ces quantités représentent les espaces parcourus dans les oscillations des corps. Cependant, comme la supposition de P2 =z p^ H- 0,;, 0) étant une quantité très-petite, rend aussi les quantités Qi et Q2 très-petites du même ordre, comme on peut s'en assurer par ce qui a été dit dans le numéro précédent sur le cas des racines égales, il
est clair que les quantités ft ^i ft contiendront des termes finis, et
qu'ainsi il faudra, pour que les valeurs de J''»/"» J'^••• soient toujours très-petites, que les termes dont il s'agit disparaissent entièrement de l'expression de y^^\ ce qui donnera, en négligeant l^s quantités infini-
■**'0^.t* ¥^ -rt^f-ii--*** fTT- .^r.*«r
^« y«*«»'^ '^ ^f^^»? : 1 .»<: '.f««#int%fi« i#Hrr 'nsamp- iann^
/f/r'^ff //' //'^^ VfU^oufvi^, M /jni v^!* U4^r^9(^\f^me^nt «Ton «fc^gre i»^ a i'* ^ ^/f^^>A4 1^4 rA^%i%¥% Ap ^-Mtâ: ^/{nation Mnt réelles iié|Batnr» H
inégales, l*état d'équilibre sera stable en général, quel que soit le démngement initial du système;
2^ Si ces racines sont toutes réelles positives ou toutes imaginaires, ou en partie réelles positives, et en partie imaginaires, Tétat d'équilibre n'aura aucune stabilités et le système une fois dérangé de cet état ne pourra le reprendre;
3** Iintin, si les racines sont en partie réelles négatives et inégales, el en partie réelles négatives et égales, ou réelles et positives, ou imaginaires, Tétat d'équilibre aura seulement une stabilité relative et conditionnelle, c'esl-à-dire que cet état ne se rétablira, ou ne tendra à se rétablir, que lorsqu'il y *aura, entre les distances et leà vitesses initiales, les conditions marquées dans le numéro précédent; dans tous les autres cas il sera impossible que le système revienne de lui-même à son premier état.
35. Lorsque toutes les racines de l'équation P = o sont réelles inégales et négatives, il est clair qu'en faisant p^ = —r*, chaque terme de la valeur de r ' se réduira à la forme
acosrt -*- 3sinr/,
laquelle représente, comme on sait, le mouvement d'un pendule simple
de longueur -^', d'où il est aisé de conclure que le mouvement de chaque
rorps sera composé de n mouvements pareils à ceux de n |iendules dont les longueurs seraient
III I
Cest le théorème que M. Daniel Bemoulli a déduit, par induction, de la ronsidération du mouvement d'une ronle chargée de plusieurs poids.
Si Ton veut que les osirillations de?* corps devien»#»nl Mmples cl isw»rhrones, on supposera que l'état initial du AVUtèine A<iit !<•!• que Ton ait
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pour toutes les valeurs de p^, hors une quelconque à volonté comme pi; rar alors les quantités $i, $2, 0^.... seront nulles, k l'exception de 6,^, et
par conséquent la valeur de 7^'^ se réduira à ^0^- Mais, les équations (m)
étant absolument semblables à Téquation (h) du n^ 30, il est clair qu'on
aura pour la détermination des quantités Y', Y", Y'^,..., V', V", V"
des équations analogues aux équations (k); d'où il s'ensuit que ces quantités seront en raison constante avec les quantités v'^, v]„, v^»--» vj; : de sorte qu'on aura
>;, V -f- /:Y-^/:Y-^...-h>rYv"- _ >.:v-hx;v-^cv--^...^x^- \>>
donc
y,(s) _ Y(- cos /•« / -+- V^'^ ^^^^ .
Ainsi le mouvement des corps sera le même, dans ce cas, que s'ils étaient pesants et qu'ils fussent suspendus chacun k un fil de longueur
^» la gravité étant prise pour l'unité des forces accélératrices; d'où l'on
voit que le système est susceptible d'autant de différents mouvements isochrones que l'équation P=o a de racines réelles négatives et inégales.
Des- oscillations d'un fil fixe par une de ses extrémités, et chargé d'un nombre quelconque de poids.
36. Soit n le nombre des poids, que nous supposerons, pour plus de simplicité, égaux entre eux et également éloignés les uns des autres; imaginons que le fil ne fasse que des oscillations infiniment petites et dans le même plan; et soient nommées j, r", y,..., j^"^ les distances des. corps à la verticale, à commencer par le plus, bas, et a la distance d'un corps à l'autre: on aura, comme il est très-aisé de le voir parles principes de la Dynamique, et comme on peut le déduire des formules
générales que j'ai données dans le Mémoire intitulé : AppHcation de la méthode précédente à différents problèmes de dynamique ^page 398;.
dt- ^~~i -""'
dt^ ^ a a ^""^
dl^ a , a
dr a a
«•Vst-à-dire
dt^ a ' a
dp '^ à ^ "
dt^ a — =^'
do a '
dr- a
(*omparant ces équations avec les équations (a) du n^ 30, on trouviTa qu^' les équations ' c\ du même numéro deviennent relles-ri :
:jr
Of
d'où l'on tire
)/'=(n-ap»)>',
^« -X'-i-(3 + ap»)X" / , oy\v
et ainsi de suite; de sorte qu'on aura en général
^/-^ r / X , (m — i)(/iî — 2) , , (m— i)(/iî — 2)(m — 3) . . T., >.('")= i-4-(m — i)ap'-4-^ ^ -a^p*-h^ ^-^—7 ^^^ ^««p^-h... U'.
Or il est visible que, pour satisfaire à la dernière équation
il faut supposer
ce qui donne
. ^«^r.2_L. n(n—i)a\, . n(n— i)(n — 2)a*^^ , __ I -+■ nap^ -\ 7 p* H 7 p» -h . . . = o,
équation d'où l'on tirera n valeurs de p*, qu'on désignera par p*, pi, Pa^ ••» Pn » et qu'on substituera successivement dans l'expression de V"^ pour avoir les valeurs de 'k'^\ y}^\ X'^',....
A l'égard des quantités v, on les trouvera de la même manière par le moyen des équations (k), lesquelles deviennent, dans le cas présent,
p*ir H = o,
d'où Ton lire, roninie oi-dessus,
i-i-(/n — i)rtp'-l- '-^ ^«y-h- ^^— j -a>p*-h... v',
ou bien, en supposant )/ = v'= i pour plus de simplicité,
et, par conséquent, On aura donc
— I -+-(i -l-ap»)'^- I " -+■ 2ûp*H pM -»-. ■ .
^1 i-^(/i-i)ap'-h' ^^^ f>*-»-. • J-
Mais on peut trouver une expression plus simple de cette i|uantité par la méthode du n** 31. Car on a d*abord
/i(/i — i)a' nin^ \)(n - y a*
V—i-^nao'^ ^^ — 7 — -û"^-- /-- ■ &• - . ..
d'où l'on tire
- û -;- — nao" H- p* -^- 7 . ?• * •
Or, en faisant û = o, on a
L ti8
donc
-h I -f-ap^
-h I -f- iaçi^-\ p*
ap.^(^--")(;-^)^^p.^(^-")(^7^)(^-3)a
-rt \ ^(^-O^p. I /^(n--i)(n-~2)a» ^ ^(n- i)(n-- ?0(#t- 3)fl»
^ I rfP r n(n— 1) , n(n— i)(ii — 2) ,^
(]es deux expressions de Q ne sont pas à la vérité identiques, mais elles deviennent égales lorsque p est égal à p^, p^, p,...; ce qui suffit pour notre objet.
Faisant donc ces substitutions dans la dernière formule du n** 30, on aura l'expression générale des quantités r, et le problème sera résolu.
Au reste, quoiqu'il soit difficile, peut-être impossible, de déterminer en général les racines de l'équation P = o, on peut cependant s'assurer, par la nature même du problème, que ces racines sont nécessairement toutes réelles inégales et négatives; car sans cela les valeurs de y', j", j*',... pourraient croître à l'infini, ce qui serait absurde.
37. Si l'on cherche quelles doivent être les distances et les vitesses initiales des corps pour que chacun d'eux ne fasse que des vibrations isochrones et analogues à celles d'un pendule simple, on trouvera (n^ 35),
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rn prenant / pour la longueur de ce pendule.
el la valeur de /devra se déterminer par Téquatiou na n[n — i)a^ /i(/i— i)(n — 2)
'"T-^ — 47^ TW~' "^- •^"•
Des vibrations f/'une corde tendue et chargée d'un nowhrc quelconque de poids.
38. Quoique j'aie déjà résolu ce problème dans mes Recherches but le son, «imprimées dans le premier volume de ce» Mémoires, je crois pouvoir le redonner ici, non-seulement pour faire voir comment ma méthode générale s'y applique, mais encore parce qu'il me donnera lieu de faire de nouvelles réflexions sur les vibrations des cordes sonores, qui pourront être utiles à Téclaircissement de cette matière épineuse et délicate.
Supposons une corde chargée de n poids égaux qui la divisent en n ^ I parties égales que nous ferons chacune égale à a, et tendue par un poids qui soit à la somme de ceux dont la corde est chargée comme
c* est à I ; nommant y^y'^y" y" !<?« di.Mances des poids à l'axe de
la corde, et faisant, pour abréger.
on aura
hH.
Donc, en comparant ces équations avec les équations générales du n'' 30, on aura les équations suivantes en >/, >/', X*",...,
d'où l'on tire, en supposant i h- -^ = cos^,
sin? sinQ
et en général
sin9
Et pour la détermination de l'angle 9, c'est-à-dire de la quantité c, on
aura l'équation
- -^.* sin(/i -f- 1)9,, sincp
laquelle donne
mi:
n -hi
71 exprimant l'angle de 180 degrés, et m un nombre quelconque entier depuis zéro jusqu'à n inclusivement. De sorte qu'on aura
0 = /r i/2 cos © — 2 = 2 A' siii - 9 V — I = 2 A* sin — ; r v — i ;
ce qui donnera toutes les valeurs de 0 que nous avons désignées par p^, Pi> Ps»-.-» P/i» en faisant m successivement égal à i, 2, 3,..., /i.
On trouvera des équations entièrement semblables en v', v", v'^
d'où l'on tirera pareillement
sincp
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De plus on aura
sin'9 sin»
— (sin'9 -h sin'29 H- sin'2(p -h . . .-h sin'iKjp»)
__ -n (COS29 H- C0S4? -»- COS69 -h. . . -h f!OS9./l9)
y' X^ r I I /cos 2119 — cos 2(11 -+- 1)9 ivl
sin^9 L2 2\ 2(1 — 00329) ^/J'
ou, a cause de © = ?
2 sin*©
On trouverait la même valeur de Q par la méthode du n" 31 ; mais le
ealcul serait alors tant soit peu plus long. Cependant, comme ce calcul
peut servir a montrer la bonté de la méthode dont nous parlons, je n'ai
pas cru devoir le supprimer, mais je l'ai renfermé entre deux crochets,
atîn que mes lecteurs puissent le passer s'ils le jugent à propos.
^On aura d'abord
p ^ sin(/i-f-i)9 .
(/iH- i)sin9 *
•»' • n sinv/i-Hi)a> , . , ^ •. sin(ii-»-i)9 ..
1 écris P = — ^ — r-r^ et non pas^simplement P = — ^ -^-^ ahn (lue,
lorsque p = o, c'est-à-dire 9 = o, on ait P = 1 , comme nous l'avons supposé; d'où l'on tire par la ditférentiation
dP _ cos(/i-h 1)9 ^ ainin -h 1)90089 tio "" sin9 ^«-♦-i)sin»9
ou, à cause de sin n -h 1 19 = o,
dP __ cos(/i -+- 1)9 .
dQ ~ sin 9 ^
or l'équation i -h ~ = cosy donne
rosv
/' — 3<> . ir* =r 3ii ,. ;
/>' '/X^ f;MOA> — AMD »— 1.^
^^ i* r4Hmt fU* mu ' n ^ i ^ c> = o.
iSimi
,., ( n -- i/Sin/iv
O (/»4 i)[Hiii(2n-hi)y^8my]^,^,^ n -h i ^.^ .
OoiK'. fdiiiiint r<»K Hubslitutions dans l'expression de y* (n** 30), el sup-
V, . V ,11, -?!!L H^ Y" sln ^^ 4. Y-^sin ^ -h. . . 4- Y<-) sin ^^^ * /iM-i n-hi n-4-i «-+-1
et
V«= V'sin h V'sin hV^sm h. . .H- Vf">sln »
on aura
sin
''^ = ; j Y, oos 2/^ sin —, — — - H ' sin 2//r sin
2Arsin — ; : '
2 sin
) Y, cos 9.tk sm — -f- sm 2/A sm —7 : f
wH- 1 i 2 n-f-i)| , . 27: L ^('H-OI/
i ' ^ '"* 2 Asm -7 : *- 'M
2 Sin
- ) Y3 cos 2 /A sm — -h ^ sin \ 2 th sin — ;
i 2 n-hi ,. .^ 377 L 2 /i-hi
2sin
n-f^il-. r w . n7: 1 V« . F w • '^'^ l) 1 Y„ ros 2/A sin — -h sm 2/Ar sm — ; f •
^application de la solution précédente aux cordes sonores.
39. Je supposerai ici, pour plus de simplicité, que les vitesses initiales V, V", V'",... soient nulles, moyennant quoi la valeur de r^'^ ne contiendra plus que des termes de cette forme
2 sm -
— ; Y^ros 2/Asm-7 r U
m étant successivement i, 2, 3,..., n.
' Cela posé, on sait que
9 = sin9 -h asin*9 -h j3sin*<p-h y sin'9-1-. . .,
en faisant
(tonc
sirio = 9? — asin*o — J3sin*o— y sin'9 — . . .;
<loiic, supposant (p = — — - — -•> et taisant, pour abréger.
mr:
sin — = jT,
on aura
SHi — = — ax^ — 3 JT* — y.r' — . . . ,
?. ( /i -f- I ) tx ( n -4- I j ^ '
el, par conséquent,
I, . m 7: 1 / mkt , -, , \
(mh't t: ) cos ( 2 a A'/x^ -•- ^ |3 A7x» -^- . . . )
-}- sin I r I sin ( 2 a ktx^ -h 2 (i A/a:' -h . . . ).
Or vo>>{?0Lktx'^ 'yJ^ktx'^ . . .)= 1 — 2a^A='/^:r^— 2aj3 A*=/'jr* — 2^=A = /'x«'' — ..., el siiiiJiaA7.r»-h2(iA/jr^4-..05R2aA7^^^-2[3^/x*-h2yA/j7'H-(2âA'/— -î— ^ — |x*-h...;
«te plus
et, par conséquent,
donc, on aura aussi
sin (2a A-/jr» 4- 2(3fr/:r» -♦- ...) = | 2aktx' -f- ( a -f- 2(3) A*/^* "^ ("T "^ ^^ "^ ^'^) *^'*''
oîi l'on irmarquera que
— , . mr, mr, i . mr.
X y I — j7^ z= sin — cos — = - sin
2(aï -h i) 2(n-f-i) 2 n -h I Maintcnanl fn'' 38 j
V„. — \'sin h- Y'sin H- \"'sin h. . .-h Y^^^sm ;
/i-f-i n-hi /i-f-i w-f-i
<loiH\ si Tcm imiltiplic rette quanlilé para:^^, c'est-à-dire par
sin : = - I — cos ),
cl (lu'on développe les produits des sinus et des cosinus, on aura
\ ,„ X- z= -. -y' [ •?. sin — sin )
.,„ i . ?.//î7: . Smr: . /wr \
^ V 2 Sin sin sin
— V 2 sin — sin — — sin )
. [ nniT . (n-hïjim: . (n — i)m7:\i — \ " 2 Sin sin ^ sin ■ ' ' '
n -h i /i-hi n -h i ' \S
— - 7 Y - 2V )sin h\'^— 2V-hY sin
-^-(Y-- 2Y"-^Y'',sin^^^-h...-f-[-2Y(")-hY("-'nsin-^^l,
a cause de sin - — - — =sinm7: = ().
Qu'on déiiole par A'** Y les différences secondes des quantités Y dans la suite Y , Y', Y' Y" , de sorte que Ton ait en général
et su|)posaiil
Y" =: o et Y^"-^' ^o
ce qui est permise a cause que les quantités Y', Y", \ '",..., Y"^ sont les I. 69
siny = 9 — asin*9 — jSsin*^— ysin'9--. . .;
(loue, supposant ç = — — '- — -^ et taisant, pour abréger.
on aura
sin —. — X,
et, par conséquent,
ros ?./A sin -- — * — r = cos ( 7: — 2xktx^— ^Qktx^— o.yktx' — . . . |
I 2(/î-fi)J \n-hj ^ ' 1
= (!0S f T.\ COS {7. a ktx^ -h 7.^/iix^-^, . .)
-h sin ( ~^) ^'" (7.xhtx^ -h :i^/ttx^-+-. . .).
Or cos(2akix^-+- 2 (3 /r/o:* h- . . .) = i — locrh-t-x' — 2a(3A-7».r»— 7.^-k'rx'' - . . . , et s\n{2xktx^'-h'i^hix'-h,.,):g:z:}.xhtx''^7pktx'-+-7yktx'-hUdh't—^^^
(le plus
Vi — o:^ :>. 2.4 2.4.6
et, par conséquent, donc, on aura aussi
s'in (7(xktx* -f- 2^kix' -h ...) = j 9.x ktx' h- ( a -4- 2;^) A/jt* -h ( -^ -h ^ -^ 2-/) /»7.r*
où Ton remarquera que
— - . niT mr i . mi:
X ^> i — x^ = sin — cos — r = - sin
2{n -h i) ?.(/î-4-i) 2 /i-f-i Maintenant fn^*38j
\„,= \'sin h- Y"sin -h Y" sin h. . .-f- Y(">sin ;
n -h \ /i-hi /n-i w-f-i
done, si Ton multiplie eelte quantité ptàv x^, c'est-à-dire par
r . mr 1' I / mi: \ sin — : = - ( I — vos 1 ->
(»t qu'on développe les produits des sinus et des cosinus, on aura \ „, f = y \' [ 2 sm — sm
. „ / . 2//Î7: . 3mr . mr, \
-^ V 2 sm sm sm )
^ /i -4- I Aï -h I n-h ï .1
-„,, / . 3/?? 77 . ^mr: . 2m7r \
-^ Y" 2 sm — sm — sm )
^ " 2 sm — sm ^ sm - - ' '
n -\- i /î-hï /i-i-i'J\
7 [( Y' - 2 Y' ) sin -^^ -h ( Y'^ - 2 Y" -h Y ) sin ^-^^
_(Y--2Y'''-hY'')sin^^^-h...H-[-2Y(")-f-Y("-''lsin-^^^^^^l,
a cause de sm — =sin/w7r = ().
Qu'on dénote par A^Y les différences secondes des quantités Y dans la suite Y , Y", Y" Y", de sorte que Ton ait en général
et supposant
Y" = o et Y*""^' -. o
ce <|ui est permisrà cause que les quantités Y', Y", Y",..., Y"- sont les
seules données), afin que
on aura
Y(-) .r^ ^ _ i [a^ Y' sin ~^- -h A' Y'' sin -^^^
-f- A» Y'" sin h ... 4- A' Y("^ sin •
Si Ton t'ait de même
A*Y^*-^^ A^Y('-^'>— 9tA'Y(*^-i- A'^Y(*-'^
el (|u'oii suppose ensuit(»
A^'Y"::^!) el A'Y"'^'^=o.
on trouvera
\,„X* :rr. . A^ Y' SHl h A* Y SIU
lo L n -h ï /i -f- I
.,.,«, . 3m;: .,_. . . nm-r: ~]
-f- A* Y'^sin h. . -4- A*V "^siii •
En général on aura
V„,^"'=rzt: - A^'^Y'sin h A^'^Y'^sin
fie signe supérieur étant pour le cas de r pair, et l'inférieur pour relui de r impair), pourvu qu'on suppose
conditions auxquelles on peut satisfaire en imaginant la suite des Y continuée de part et d'autre à l'infini, de manière que les termes Y" et Y^"" * soient nuls, et que les termes également distants de ceux-ci soient égaux et de signes contraires.
Donc, si Ton fait ces substitutions, et qu'on fasse, pour abréger,
et de plus
P' sin h P" siu h F' siii h . . . -f- P^"^ siii = P,,
Q siii h Q" sin h Q^^sin h ... H- 0^"^ sm = Q«,
on HUi'H
//ïat:
sin
Y „, (OS y.th sni -r ■ — -
msT. niST
?. sin , 2 sin
{ \ « -h Pm ) cos 7: H 0« sin sin ■
\/«-hP„,r. m(5-l-A7) . m(s — kt)
■sin — ^ ^TT-f-sin
Qm r. w^sH-i-l-^/) . m{s—\-\-kt)
-^^— » sin t: — sm — t.
. mis '\- \ — kt) . /?«(5— I — Ar/)
sm — i^ t: -f- sin r
Donc, si l'on fait m successivement égaJ k i , 2, 3,..., w, et qu'on suppose en général
V.-f^P. . Y,-hP, . V,-hP
vi jr) = ?. sinar -h 9. sin 2^77: -h 2 smixr -h. . .
-}- ? sin nx 7:,
'l[x) -- 2 -^î^- sinx:: -h 2 sin?. a: 7: -h 2 — sin 3^ 7: -1- . . .
' A/-f-i /i-hi /î-hi
- 2 sin/tJTT:, •
ç. (rt -f dfffiotant de» fonctions, on aura numéro prêeédent
D'où Ton voit que pour avoir la valeur (l*une v quelconque, eomme v ' . après un lemps quelconque /. il n\ aura qu*â tracer deux courbes, «lont les ordonnées répondant aux abscisses x soient s jt e\l jr,, et prendre ensuite dans la première de ces courbes
I .. f-hf-h/r/ I .. s— \ -\-kt
i ord. ansf. -7 ord. absr-.
— -rord.absr. h-rord.absc.
Substituons maintenant dans les expressions de 9 'j:j et de 'i* x, les
valeurs de Y,, Y,, Y3,..., Y„, P,, P^, P3 P/,, et Q,, Q,, Q, Q„, et
supposant en général
X(w, x)t=l^\\\ut: sin^rr -h sin^.MT: sin?,j:7: -+- sinSa?: sinS^r -f-. . . -+- sinnwT: %\ï\nxT., nous aurons
. . Y'-hP' / I V Y''-hP'' / 2 \
/t-f-i'^'\n-hi / «-f-i^\/H-i /
Y^-hP^ / 3 V Y<'')-hP(«) / n \
et
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Oi-
•y.rosu-Rxtu, x)
= 9. oosMTt sinun sinxir + acosMTr smiun sin2J?ii
-h 2COSM7r sin3a7r sin3:r7r -*-...-!- 2COsa7r sinnttTr sin/w:r irrsin^aTr sin^rîr H- (sini/Tr -h sin3a7r)sin2j7 7r
-f- (sin^MîT -h sin4Mîr)sin3j:7r -h. . .
H- [sin ( /i — I ) mt: -f- sin ( n-h I ) Mît] sin/MTTr — sin2^7r sinaTT -f-(sin^7r -h sin3jr7r)sin2a7r
H- {sin2^7r H- sin4^7r)sin3a7r -h. . .
-4- [sin(/i— i)^7r -h sin(/i -h i)j77r]sinnM;:
-h sin(Aï -f- i)tt7rsin/i^7r — sin(Aï -f- \)xr.smnuT: -_ 2 rosj::7rx(M» •^) -^- sin(/i -h i) MTrsin/ijrTr — sin(/i H- i)^7rsin/iii7:.
Donc
, , sin(/i -h iJMTTSinnj::: — sin(n -f- i) J^rsin/iMT: ^ 2(cosa7r — cosxtt)
Soient
m et s étant des nombres entiers, on aura
sin(/i -f- i)a7r = sinm7r = o,. sin(/i -h i)jr7r = sin*7r = o;
par conséquent,
/ ni s \
Il en faut excepter le cas oix s = m, car alors le numérateur et le dénominateur de la formule deviennent égaux chacun à zéro. Pour trouver la valeur de /(w, x) dans ce cas, on fera a?=5a-f- w, w étant une quantité évanouissante, et Ton aura, en effaçant ce qui se détruit,
n sin ( n -h i) ut: cos nui: (n ~h i) cas in -h i)ui:sii\ nui:
^ ' asinuTT ^sinuTr
Donc, taisant u=^x .
(n -h ijcosmTTsiii
2Sin
Oi
ot
rosmrsin 7: r= - sin mr, sm r.
m \ .ni
sin
siii mr: =: sin hxm ) t: =
à cause que /w esl un nombre entier); donc
nm m
el, par
ronséquent,
"^^ \ /î -4- 1 ' in- I / """ 2
On aura donc cVst-k-dire que les deux courbes qui représentent les fonctions &«> j el
^ [x) doivent être telles, que les ordonnées répondant aux abscisses soient Y(*^-hP(*^etQ'*.
Ayant donc divisé Taxe de la corde, que je suppose égaJ k 1 , en /i -t- 1
parties égales, on appliquera à chaque abscisse deux ordonnées,
l'une égale à Y^^^-h P^*^ et l'autre égale à QJ*\ et l'on fera passer par les extrémités de chacune de ces deux suites d'ordonnées deux courbes représentées par l'équation
V étant l'ordonnée qui répond à l'abscisse x, et «, jS, 7,..., w des coelïicients arbitraires; on aura de cette manière les courbes qui serviront à
déterminer, pour un temps quelconque /, la figure du polygone vibrant « comme nous l'avons enseigné plus haut.
A regard de la continuation de ces courbes, il est clair qu'elles s'étendront de part et d'autre à Tinfini, et seront composées de branches égales, semblables et alternativement situées au-dessus et au-desvsous de l'axe, de sorte qu'il ne faudra que tracer les branches qui répondent à l'axe i, et les transporter ensuite alternativement au-dessus et au-dessous de» l'axe prolongé à l'infini de part et d'autre.
40. Supposons présentement que le nombre n des corps soil trèsgrand, et que, par conséquent, la distance a d'un corps à l'aulre soil très-petite, la longueur de toute la corde étant égale à i; il est clair cpie les diflérences A^Y, A* Y,... deviendront très-petites du second ordre.
du quatrième,...; donc, puisque ^= y — = -» à cause de // = -^ les
quantités AA^ Y, A A* Y, Ai* A* Y,... seront très-petites du premier onire, du troisième, du quatrième,..., et par conséquent les quantités P el Q pourront être regardées et traitées comme nulles sans erreur sensible.
Ainsi, dans cette hypothèse, on aura à très-peu près le mouvement de la corde, en faisant passer par les sommets des ordonnées très-proches
Y', Y", Y" lesquelles représentent la tigure initiale du poly;<:oin-
vibrant, une courbe dont l'équation soit
>• = asinTTx -h 3sin9.T:x -f- y sin37:J' -h. . . -♦- '.»sin /i-.r. et que j'appellerai génératrice, et prenant ensuite pour l'ordimnet- du polygone vibrant, qui répond à une abscisse* quelconque ^ ^ .r. I:<
demi-somme de deux ordonnées de cette courbe, desquelles rum- reponde à l'abscisse
s -h ht
et l'auti'e réponde a i'absi*isse
et cette détermination sera toujours d'autant plus exacte que le nombre n sera plus grand. Or il est évident que plus le nombre des poids est grand, plus le polygone initial doit s'approcher de la courbe circonscrite; d'où il s'ensuit qu'en supposant le nombre des poids infini, ce qui est le cas de la corde vibrante, on pourra regarder la figure initiale même de la corde comme une branche de la courbe génératrice, et qu'ainsi pour avoir cette courbe il n'v aura qu'à transporter la courbe initiale alternativement au-dessus (»t an-dessous de l'axe a l'infini f numéro précédent;.
41. On pourrait douter s'il ne faut pas que la courbe initiale de la corde soit aussi comprise dans la même équation
y = asinTT^ -i- ;3sin 9.7:.r -+-
Il est certain que si l'on veut que la courbe génératrice soit la même géométriquement que la courbe initiale, il faut que celle-ci soit renfermée dans ré(|uation v= s^siurra^-f- jS sin^Tra: -h.,.. Je dis : la même géométriquement, car il suffit que la différence de ces deux courbes soit moindre qu'aucune grandeur donnée, pour qu'elles puissent être prises pour les mêmes. Or il est clair que, quelle que soit la courbe initiale, on peut toujours faire passer^ par une infinité de points infiniment proches de cette courbe, une» autre courbe de la forme
V- asinr.r -^ [3 sin 2rx
de manière que la différence entre les deux courbes soit aussi petite qu'on voudra, quoique cette différence ne puisse devenir absofument nulle que dans le cas où la courbe initiale sera aussi de la même forme; dans tous les autres cas cette courbe initiale ne sera qu'une espèce d'asymptote dont la courbe génératrice pourra s'approcher à l'infini, sans qu'elles puissent jamais coïncider entièrement.
Pour confirmer ce que je viens de dire, je vais faire voir comment on peut trouver une infinité de telles courbes, qui coïncident avec une courbe donnée en un nombre quelconque de points aussi près les uns
des autres qu'on voudra. Pour cela je prends Téquation
r = sinxTT H Sin2^7r H sin3^7r -h. . . -+- sinw^Tr,
•/i-i-i n-f-i n-hi /iH-i
dans laquelle
\„,=z\' sm h Y' sin h Y^'sin h., .-i- V^^^sin ?
n -\- \ n-f-i /i-hi /ï-hi
et, par ce que j'ai démontré dans le n" 39, j'aurai, lorsque x = ?
Soient maintenant
on aura
w -h I = -j— et = \,
aX /i -f- 1
V„, = / Y sin/nX7: = (/î -»- 0 / Y sinmXrc/X,
cette intégrale étant prise depuis X = o jusqu'à X == i ; par conséquent r = 2 1 YsinXrrfXsinjTT: -f- 2 i Y sin 2X7: c^X sin 2^:77
-h 2 / V sin3X7:(/Xsin3j:7: -h. . .-h 2 1 Ysin wXrrfXsin wxtt,
de sorte que, lorsque a=X, on aura r= Y, Y étant l'ordonnée qui répond a l'abscisse X.
Or, soient Z une fonction quelconque de X, et z une pareille fonction de x\ il est clair qu'en mettant dans l'équation précédente YZ au lieu de Y, et yz au lieu de j, on aura aussi, lorsque \ ^ x,
yz = YZ,
c'est-à-dire, à cause de r = Z dans ce cas,
D*où il s'ensuit que si l'on a une courbe quelconque rapportée à un axe
égal à I, et dont les coordonnées soient X et Y, et qu'on décrive sur le
même axe une autre courbe dont l'équation, en prenant x et y pour les coordonnées, soit
r=-^ fzYsinXTrrfX-f-^ TzY sin?.\7rrfX -h ^ rZYsin3X7rrfX -h . .
-h -^ I ZYsinnXTirfX,
ces deux courbes coïncideront dans tou§ les points qui répondent aux
abscisses
S et n étant des nombres entiers, quelle que soit d'ailleurs la fonction Z: or on peut rendre n et s si grands que, les points de coïncidence soient aussi près les uns des autres qu'on voudra,
Au resU^ il ne faut pas manquer d'observer que la construction donnée ci-dessus, pour représenter le mouvement de la corde vibrante, n'est exacte qu'autant qu'il est permis de négliger les quantités P et Q comme nous l'avons fait (n^ 40). Or il est clair que ces quantités seront toujours
nulles d'elles-mêmes, si -r^ ne fait de saut nulle part dans la courbe
initiale, ni dans les brancbes alternatives; ainsi, pourvu que cette condition soit observée, on pourra toujours déterminer le mouvement de la corde, quelle que soit d'ailleurs la nature de la courbe initiale.
Notwelle manière d'intégrer par approximation l'équation
(A) ^Y -^ KV ^ L -f iMj^ -H- i^Nj' -^ ... = o,
dans Ut quelle K, L, M, N,... sont des constantes quelcorujues , et i marque un coefficient très-petit.
On sait que l'intégrale de l'équation
-777 H- K^> -h L -hflCOSa/ -+■ 6C()S5/ -+-...=: o
>=/^rosK/ -h ^ sinK/-i- |^- (cosK/ — i) -4- jr-^ — (cosKi— vos cet) K K Ik. — or
y et g étant deux constantes arbitraires dont Tune exprime la valeur
de j, et l'autre celle de -^^ lorsque / = o.
Si a = K, on trouvera, en faisant a = R -h w et regardant r.) comme une quantité évanouissante, que les termes
|T^— -— j (cosK/— cosai) se réduisent à celui-ci :
— =T /smK/.
i3. Cela pose, pour intégrer Téquation (A) suivant la méthode ordinaire d'approximation, on négligera d'abord les termes affectés de i, et l'on aura j)our première équation approchée
et, par conséquent,
yzzzfcosKt -f- -g-sinK/ -h |t^(cosK/ — i).
On substituera ensuite cette première valeur de j dans le terme iMy\ en négligeant le terme suivant r^Nj\ et faisant, pour plus de simplicité,
on aiira la nouvelle équation.
ji — ^ K'>' -h L -h / M •- ir: I — 2/ — rr- cosK/ -f- i cos^.K/ — o,
dt^ ^ \ 2 K*/ K 2
dont l'intégrale sera
/mr , L . -^ , . . MLr . , -mr . Mr * - mr . tr ^\
cosK/ + ^^(cosK/ — i)-4- I -=7T-/sinK/ — i — ^-r—fcosK/ — cos^K/)»
li' h.' 2.3 h.'
en supposant
.^, /F' U\ ^, g=o el L-hiM( \-:^\=V.
44. Mais voici une difficulté. L'expression dey qu'on vient d(j trouver renferme un terme multiplié par t, et si l'on continuait le calcul de la même manière, on trouverait encore des termes multipliés par r^, ^,...; cependant il est certain que la valeur de y ne doit point contenir de pareils termes. Pour le démontrer je reprends l'équation (A) et j'^n tire, en multipliant par 2dy et intégrant,
(B) -^ + K\r 4- 2Lj -4- H -f- -y-r* + — j^. . . = o,
H étant une constante qu'on déterminera par les valeurs données de y et de -4j'> lorsque / = o; de sorte qu'on aura, en général,
Je fais -^ = x, j'ai
di
équation qui peut être regardée comme appartenant à une courbe dont x et j soient les coordonnées. Or, puisque i est une quantité très-petite, il est clair qu'on aura à peu près
x^ -h K^x^ H- 2L j -h H = o, d'où l'on tire
Ces deux racines donnent, comme l'on voit, une ovale dans laquelle la
valeur de y est contenue entre ces deux limites :
r = iTi et r
Pour trouver les autres racines, on supposera j= -» et après avoir fait
disparaître les puissances de i qui se trouveront au dénominateur, on cherchera les valeurs de z par les règles ordinaires d'approximation. De cette manière on aura, en ne considérant d'abord que l'équation
et poussant la précision jusqu'aux i^,
et, par conséquent,
_ _ 3K^ 2L _ 8/L'M _ 2iM(H-f-jc') ^ - 21 M "^ K» 3K- 3K*
ce qui donne une branche parabolique infiniment éloignée de l'axe. On tirera de même de l'équation
où
Vf-
/lU
N 4La
_ (6N'«' + 4Mg4-2K')^-f-4L{â + 2C ''■" 4Na' + 4M«» + 4K'a
4N«» + 4Ma'-i-4K»a'
i'v qui donnera, à cause de l'ambiguïté du radical i/- 2K^, deux
branches paraboliques éloignées a l'infini de Taxe, et ainsi de suite.
De là il est aisé de conclure que la valeur de y ne peut jamais passer du fini à l'infini. Donc, puisqiie / peut devenir infinie, ce qui est évident par la nature même de l'équation (A), il s'ensuit que la valeur de y en / ne doit point contenir de termes qui croissent avec t; donc, etc.
45. Voyons donc comment on pourrait faire disparaître de l'expression de y les termes qui contiendraient des puissances de /, et qui rendraient cetle expression très-fautive.
Qu'on suppose, dans l'équation (A y,
r = x' -^ /. H- ifj- -h /'v -f- . . . ,
X, jUL, V,... étant des constantes indéterminées et y' une nouvelle variable, et négligeant les termes qui seraient affectés de i',..., on aura une équation de cette forme :
(C) -^ -f- K-^}-'-h A -f-/(B-f-M/^)-f-/MC-h 3N/v'='-+-N.r'^)-f-. . . = o,
dans laquelle
R' = K^ -h 21 M >. -f- i' {iMiJ. -f- 3N ):'),
A = L -4- K^>., B = Ky -^ M>.% C = K^'v -+- ^Ma). -f- NX% ce qui donnera pour première équation approchée
"^--f-RV-^Arro;
d'où on aura, en supposant y' =/' et -4t = o, lorsque t = o,
r' = />osR / -h j^ ( rosR / — I ).
Substituant ensuite cette première valeur de y' dans le terme iM v'^
(le l'écjuation (C), et négligeant les termes affectés de i', on aura
On fera A = o, moyennant quoi le terme qui contient cosR/ disparaîtra, et réquation se réduira à celle-ci :
dp • \ 2 / • a
dont l'intégrale sera
r'=/VosK/-^/(^, -4r ^£-*j(cosR/-i)-/^^(cosK/-(-os2R/).
Si l'on veut se contenter de cette approximation, on négligera dans la valeur de R les termes de l'ordre de i^, et Ton aura
R^ = K'-4-2iM).; or la supposition de A = o donne X = — |t^> donc on aura
A regard de la quantité fx qui entre dans la valeur de B, on pourra la supposer égale à zéro, de sorte qu'on aura
Ainsi la valeur de y sera, aux quantités de l'ordre de i* près.
Mais si l'on voulait pousser le calcul plus loin, il faudrait substituer l'expression précédente dey dans les termes 1M7'*, 3i*NXj'* et i*Nj''
de l'équation (C), en négligeant les quantités qui se trouveraient afl'ectées (le /■', et faire disparaître ensuite le terme qui contiendrait cosR/, en supposant égal à zéro son coefficient
ce qui donnerait
5 M/" , 3NR'/"
De (-ette manière on aurait une nouvelle valeur dey' qui ne contiendrait, comme la précédente, que des cosinus d'angles, et ainsi de suite.
La valeur de B qu'on vient de trouver donnera, à cause de B=K*/Lt-(-M).*,
- /3Nr 5M \ ^;,_ML^_/3N _ ^ \ _„_ MD
en mettant au lieu de R* sa valeur approchée K*; d'où l'on aura
R' = K' + 2/>!X-i-/'(2Mu-i- 3NX')
.ML .,r/3N 5M'\.„ 3NL' iWL'l
c'est la valeur de R^ aux quantités de Tordre de i^ près.
46. Je vais présentement donner une méthode particulière pour intégrer ces sortes d'équations différentielles aussi exactement qu'on voudra par approximation, méthode qui aura sur la précédente l'avantage de donner directement, et sans aucune supposition précaire, la vraie forme de l'intégrale.
Je supposerai ici, pour plus de simplicité, qu'on ne veuille avoir égard qu'aux quantités de l'ordre de / et de i^; mais on verra aisément que la méthode aura lieu quelque loin qu'on veuille pousser l'approximation.
Soient y^ = u et y^ =v\ l'équation proposée (A) deviendra
( I) ) -^ -\-X'x -+- L -+- /M // -4- i'-Svzzz o.
Or
dr ^'^^W"^'^~3v''
donc, si Ton multiplie l'équation (A) par 27, et Téquation (B) du n"* 44 par 2, et qu'ensuite on les ajoute ensemble^ on aura
^- -h ^K\r' -h 6Lr + ?.H + — o— .>•" h- ^''N.r' = o.
Mais, comme la quantité i/ est déjà multipliée pari dans l'équation (D),
il est clair que pour ne pas introduire dans la valeur de j des termes de
l'ordre de «\ il faut rejeter dans la valeur de w, et par conséquent aussi
d^u dans celle de -^^ les termes de l'ordre de 1^; effaçajit donc le terme
6i^Ny\ et mettant dans les autres i/ à la place de j* et i' à la place de
v^, on aura
^*" /ir, ut ti loiM
-T- -4-4K*«-i-6Lr-+-2H-4- -r-5 — v = o.
On a de même
d^v _ ^d^x fi ^J' dF-'^^'dF'^^^ dt^'
donc, multipliant l'équation (A) par 3/^, et l'équation (B) parfij, et les ajoutant ensemble, on aura
^— -t-gK*/*-!- i5Lr^-h6Ey-h 71M r*4-. . . =0.
Or, i^ étant multipliée par i^ dans l'équation (D), on rejettera dans la
d^v valeur de -j- tous les termes affectés de i, de sorte qu'on aura, en mettant u au lieu de y* et v au lieu de j',
-^ -f-9K«</-f-i5Lii -h6Hr = o.
Nous avons donc, entre les trois variables y^ u, v, ces trois équations L 7«
du second ordre :
-^ -h K'r -f- L -h iMa -h i'^p = o,
(E) \--rj^ H-4K^lH-6Lj-f-2HH — i'irro,
\ dP ^
lesquelles sont intcgrables par la méthode du n** 26.
Suivant cette méthode je multiplie la première par lef^ dt, la seconde par iie^^dt, la troisième par ve^^dt (n® 29), X, fx, v et p étant des constantes indéterminées, ensuite je les ajoute ensemble, et j'en prends l'intégrale en faisant disparaître, par des intégrations par parties, les différences (les variables j, w, r de dessous le signe l -, j'aurai donc
[\dr du (h -. , XLH-2aH"l ^g ^Tt^^Tt^'dt'^^^'^^'"^''^^^ pV
-4- rr(Xp2-f.XR»-h6|uiL-f-6vH)j-f-(/XM-h|ULp^-h4|ULK'-hi5vL)M
-h (i^'XN-h ^fJtM -l-vp^-f-gvKM V e^'rf/ = consl.
J'égale à zéro les coefficients des variables j, w, v^ qui sont sous les signes / ? ce qui me donne ces trois équations :
iXp' H- XK' -h'6|uiL -h 6y H = o, iXM -4-|ULp'-4-4iEJtK'-h i5vL=:o, i-XN -h ^^[f.^ -4-vp'-f-9vK' = o,
par le moyen desquelles je détermine les quantités X, fx, v et o. De cette manière j'ai
Or, pour peu qu'on examine les équations (F), il est aisé de recon-
iiaitre que la quantité fx doit être de Tordre de i, et celle de v de l'ordre dei^
Soient donc
fi=zi'koc ei v = i'Xp,
on aura, en divisant la première équation par )., la seconde par «X, et la troisième par i*X, les trois suivantes :
p'H- K^-h6/aL -4-6i'pn=o, M-f-afp'-f-4K^)-h i5ipL = o,
N-hyaM + pCp'-t- 9K^) =o.
La première donne
p'= -- K» — 6iaL - 6/»(3H,
et mettant cette valeur de p* dans les deux autres, on aura M-f-a(3K'-6iaL~ 6i^(3H) -+- iSi^L = o, N -h ^aM-f-(3(8K»-6/aL-6/'pH)i^o.
Négligeons d'abord les termes affectés de i, et nous aurons
M-+-3aK^^^o, N-f- y aM -h 8j3K» = o,
d'où l'on tire
M_ N ioaM_ N_ loM»
Substituant ensuite ces valeurs dans les termes de l'ordre de «, et négligeant ceux de l'ordre de i^, on aura
d'où Ton tirera de nouvelles valeurs plus exactes de o^ et de |3, lesquelles
seront
M^ 6tL/ M y i5iL ( N_ ioM'\
_ _N^ loM' io.6tLM / M y i5/LM / N ioM'\
>^~ 8K''^8.9K« 9.8K* \3K»j "^ 9.8K« V 8K' 9.8KV
6iL / M \ / N ioM'\
"^ 8K» \ 3K')\ 8K'"*"9.8kV'
et ainsi de suite; mais comme |x = iXoc et v = {'X|3, il est clair que pour notre objet il suffîra d'avoir la valeur de a aux quantités de Tordre de /* près, et celle de |3 aux quantités de l'ordre de j près; de sorte qu'on pourra se contenter de prendre
et
N loM»
Ayant trouvé les valeurs de a et de j3, on les substituera dans l'équation (î* = — K* — 6iaL — 6i*|3H, et l'on aura, en ordonnant les termes par rapport à 1,
,__ 2/LM t'L'/iSN i7M'\ ilH/3N 5M'\
Soit p = R V— I . en sorte que p* - — R", et l'on aura 2/LM j'L»/i5N i-,M'\
L» /ii5N _ i7_M»\ _ J^H /3N _ 5M'\ • \ 4 ■ 6R' ) K» l, 4 6K»j'
d'où
„ .- .LM L^iSN 10 M' \ ., H/3N i5M'\
Reprenons maintenant Téqualion (G;, et substituons-y R y — i au lieu (le p, «Xa au lieu de fji, «^X]3 au lieu de v, y^ au lieu de a, et /^ au lieu
de ^, nous aurons, en prenant G pour la constante.
Or, soient,' lorsque / = o,
on aura
Donc, si l'on fait et qu'on divise toute l'équation par Xe*^'^"', on aura
=:(GcosR/-FRsinR/) — (FRcosR/-4-GsinRi)v^^; et prenant le radical v^— i en moins,
= (G cosR/ — FR sin Ht) -4- (FR cosR/ -h G sin R/) v^'^î
donc, retranchant la première de ces équations de la seconde, et divisant ensuite par 2R y -— i » on aura
(H ) r-^i^ r' -h i'^y -h ^""J/^" = F cosR/ -f- ^sinRr.
C'est l'intégrale de l'équation f A), en n'ayant égard qu'aux quantités de l'ordre de i et de 1^.
Si l'on veut avoir la valeur de jf , on n*aura qu'à résoudre l'équation ( H ) par approximation , en observant de négliger dans cette opération les
quantités qui se trouveraient multipliées par des puissances de i plus hautes que la seconde.
. Pour y parvenir plus aisément on fera
r = T-+-iT'-4-i^T",
et, substituant cette valeur dans Téquation (H), on égalefa à zéro les termes homogènes, c'est-à-dire ceux qui sont affectés de la même puissance de /; ce qui donnera
T = FcosR/ -h -rrsmR/ ^ ,
T'= - aP, T" =r - iolÎT - (3P;
d'où il est clair que la valeur de r ne contiendra que des sinus et des cosinus d'angles multiples de t.
En supposant ^ = o, on verra que la valeur de R^ trouvée ci-dessus s'accorde entièrement avec celle du n^45; il n'y aura, pour s'en convaincre, qu'à mettre, au lieu de H et de /', leurs valeurs approchées
- (KV-^ 2L/) et /-^ ^ fn- 44 et 45j.
Du moiwement d'un corps qui décrit une orbite ci peu près cîrcuh ire, en vertu d'une force centride proportionnelle a une fonction quelconque de la distance,
47. Soient r le rayon vecteur de l'orbite, t le temps écoulé depuis le commencement du mouvement, y l'angle parcouru par le rayon r durant le temps /, Aria fonction de la distance rqui exprime la force centrale, a la distance initiale, c la vitesse de projection, été l'angle de la ligne de projection avec le rayon vecteur; on aura, en prenant dt constant, ces deux équations
f Voyez l'Article IV du Mémoire qui a pour titre Application de la méthode précédente, etc., page 370. j
La première étant intégrée donne ^^^-^ égale à une constante; mais lorsque / = o, on a
donc
r=:a el — rr = csmo; al
r^do . - do acsïnb
-^=acsmb ex -jf=—^,
substituant donc cette valeur dans l'autre équation, on aura, pour les équations générales du mouvement du corps,
d^ r a^c^sWb . do acsïnb
Maintenant, puisqu'on suppose que Torbite diffère peu d'un cercle, il est clair que r doit être presque égal à a, et que par conséquent on peut faire r = a-i-(y, i étant un coefficient très-petit, et j une nouvelle variable; ce qui donnera
d^ r _ . d^x ^ _ 1 __ i_ 2 . r a-iX^ s y*
'dF^'~4F' 7^- [a^ixY ""a»""'^'5^ "^^' ^ ""' ^ '^•••'
Ar=: A(a -f- 1/) = Aa -h I A'aj-h i* r'-f- 1' — ôJ*-^- • •»
en supposant
donc la première équation deviendra
i-j^ I — 3i^ -h6i»~- — loi*^ -h. . . )
dt' « \ « « « /
-h Aa-f- lA'orH- «* r'-f-«'^ — =- r-'-f-. . . = o;
d'où l'on voit que Aa ^^^ doit être nécessairement une quantité
très-petite de Tordre de i; de sorte qu'on peut supposer
. c'sin^é .,
aa == I L,
iiiovennant quoi l'équation sera divisible par i, et deviendra, après la division,
-77- 4- A'fl -I ;; r H- L -+- I ; 1 T
équation qui se réduit à la formule f A) du n** 4'2, en supposant
., 3c'sin^6 „, A"a Gc^sin^b ,, A^'a ioc*sin^6 «.
Ainsi l'on, aura la valeur de y, et par conséquent celle de r en /; il
rfr dt
dr faudra seulement observer que, quand / = o, r = a et -^=— ccosfe.
c'est-à-dire
r = o et £^r= — ccos6,
par conséquent
f = o ei £g^= — ccosft;
d'où l'on voit que cosb doit être très-petit, et par conséquent l'angle de projection b presque droit; ce qui est d'ailleurs évident, à cause que l'orbite est supposée peu différente d'un cercle.
L'autre équation donnera, après la substitution de a -h ey au lieu de r,
do csiuh .csin6 „.,csin6 , ,. csinft ,
dt a rt^ ' a^ ' ^ a* *
Je substitue dans cette équation u au lieu de j^, et v au lieu de 7', ensuite j'y ajoute les trois équations (E) du n** 46, multipliées la première par X, la seconde par fji, la troisième par v fX, jui, v étant des coeffi-
cîents indéterminés), ce qui me donne, en ordonnant les termes,
do ^ d^r d^u d^v csinA .- „
dt dt^ ^ dP dt^ a ^
1 h>K»-i-6|ExL-i-6vH) X
( h«XM-h4i^K*-»- ï5vL| a
fLi^csxwh . ... lo/aM ^A
Je suppose à présent
hXK^-f-6aL-hbvH=ro,
f 4'^^sin6 .,^T^ loiaM
ce qui réduit l'équation précédente à
do ^ d^r d^u d^v csïnb ..
r// é//* ^ rff2 dp a r »
dont rintégrale est
c'est-à-dire, en remettant y^ au lieu de a, y' au lieu de i^, et faisant
dy attention que lorsque / = o on a 9 = o, y = o et -^ = ^,
t-i , 1 ,x^^ /csinfc -, tm\ r -^
f-2fxj-h3vj»)^~ ^^— XL-2^Hj/ = }.g
Et il ne s'agira plus que de tirer les valeurs de X, jui, v des équations (I) ; or, si l'on fait X = ly, jui = i^d, v = i^£, et qu'on divise la première équa- L 72
lion par i, la seconde par i^, la troisième par i^, on aura
hyK^H-6ïdLH-b/'eH = o,
3c sine .. / ,.,r, <- • » h yM -h 4dK' -h i5/6L =■■ o,
-î — hyN -h — dM -h96K='=:o,
d'où Ton tire, en négligeant ce qu'on doit négliger, _ 2csin6 6/L^ 6/*H
^_ csin6 / 3 M 91 LM 3fLM^\ i5iL
rt»K» \4«"^ 2K'"^ 8«K< "^ 4K«"/ 4K' ^'
_ csinb (_ J_ ^ __ 5M _ 5M»\ ^"^ a^K^ V 9fl^"^9K^ i8flK» ?-7KV'
Donc si l'on fait, pour abréger,
S— lyL — ?./^oH,
on aura
dr (K) îi> ^-S^ -+- iyg—iiy H- 2/^7 -f- ^''^/');57'
Or j est déjà connu en /, donc on connaîtra aussi cp en /.
Il est k remarquer que St-\-iyg représente l'angle du mouvemenl moyen; de sorte que si l'on nomme cet angle 5, et qu'on substitue dans
les équations (H) et (Kj ~ ^^^ au lieu de /, on aura les formules qui
feront trouver le lieu vrai du corps, son lieu moyen étant donné.
Il est visible que les absides de l'orbite se trouveront aux points où dy=^o; or, si l'on différentie l'équation (U) et qu'on fasse ensuite rf^ = o, on aura
— RF sinR/ -f- G cosR/ = o, c'est-à-dire
Soil h le plus petit angle qui répond à la tangente :^^j et Ton aura
R ^ = A -h JUITT,
n dénotant l'angle de i8o degrés, et fx un nombre quelconque entier: maintenant l'équation (K) donnera, lorsque dy = o,
donc, mettant au lieu de / sa valeur — ït^— ' <*ïi ^"'*î^ pour les lieux des absides
(roii Ton voit que la distance d'une abside à l'autre sera égale à Tangle ^n, et que par conséquent le mouvement des absides sera de
( R ~ ' ) ^^'* degrés à chaque révolution.
48. Si l'on veut connaître la figure de l'orbite décrite par les corps, il faudra éliminer / des équations (H) et(K) pour avoir une équation entre r et 'f; mais il sera beaucoup plus simple de substituer d'abord
dans l'équation -j^ — ^^-r^ -^ Ar= o, au lieu de rf/, sa valeur ^ ^^.^ ce qui donnera, en faisant ^ = ^ et prenant rfç. constant,
et d'intégrer ensuite cette dernière équation par la méthode du n" 46. Hn eH'et, puisque r est à peu près égale à a, par hypothèse, .v sera à
peu près égale à -? et par conséquent on pourra supposer
re (jui, en faisant
*'a'/'sin'A
el
--ri L, i-r- = K\ --r- = M, _-!Lr-'-=N,...,
donnera
-^ -h K» j 4- H -+- îMy' -H i'Nj» -h . . . = o,
dont l'intégrale sera (n^ 46)
j-f-iar'-H i'(3j*=: — hFcosRcp -h ^ sinRcp.
Ainsi Ton aura / en y ; il faudra seulement observer que la quantité g n'exprimera plus ici la valeur de ^lorsque / = o, mais celle de h-» c'ëst-à-dire -r-j-f de sorte qu'on aura
ig= — col A.
Le coefficient R donnera la distance d'une abside à l'autre de ^^-^ et
l'on verra, après en avoir fait le calcul, que cette valeur s.'accorde avec celle que nous avons trouvée ci-dessus.
Soit
on aura
donc
a c*sm*6
r"-==m(m-hi) - .— ^,
a 'c'sm'h
on aura donc
, ■ ,1 =iL,
a c'sin'ft
Plot-' -^, c^sïn'b
m(m-hi)(m-h 2) Atf""^' __ ^ 2.3 c^sin'6 "" '
A fl"*"' I
donc, puisque , . ,. = iL, on aura
■ ^ c*sin'6 a
kcr-^ ue
N = ^"^±ill^-^?- (, - .-aL),. . . ;
faisant donc ces substitutions dans la valeur de R* du n** 46, et rejetant tous les termes qui contiendraient des puissances de 1 plus hautes que la seconde, on aura
R'=:i -h m(i — iah)-\- zm{m H- i)aL
Supposons maintenant que l'on ait à intégrer l'équation
,Adr
on pourra faire disparaître la quantité -j- de la manière suivante.
Qu'on multiplie l'équation par zdy, et qu'on en prenne l'intégrale, en négligeant les termes affectés de i', on aura
^ + w\r' + , L.r ^ H + i ( ^ .»- + 7.M' f ^ dy) = o.
do Or,
rdy' , rfr' r . d'y
et. en mettant au lieu de -^ et de -\p leurs valeurs approchées - K^ V» - 2L V - H et - K» V - L.
donc on aura
^+(K'-2iLM')j'-^(2L-9.iHM')r-i-H + i(^- ^^^).r» = o.
Substituant donc cette valeur de -j- dans Téquation proposée, elle deviendra
^\ -H [K» _ 21 LM' -h l'H (2M'^ - N')] r -f- L - /HM'
-f- /(M - K^M' -^ 21 LM'')j^-h I» (n - K'N' - ^^ -f- ^^^\ r^ = o.
laquelle est, comme on le voit, dans le cas de Téquation (Aj.
Par cette méthode on pourra faire disparaître toutes les puissances
paires de -4-. qui se trouveront dans l'équation proposée. A l'égard des
puissances impaires de -^^ il est facile de voir qu'elles donneront dans
la valeur de y des arcs de cercle; d'où il s'ensuit que la solution ne pourra avoir lieu que tant que / ne sera pas fort grande, et qu'ainsi il
sera permis de se servir de telle méthode d'approximation qu'on voudra. Cependant, comme il peut être quelquefois important de connaître la vraie forme de la valeur de y, qu'on chercherait vainement par les méthodes ordinaires, je vais donner le moyen d'y parvenir.
Soit en général l'équation
On fera ^ — 5;, et l'on aura
^ -h K r -+- K'J8 H- L ■+- 1 (Mj* -\- Wyz -h W z')
i'(Nx* -^ N' r*2 -h NV^» -h N'^z») -h ... =2: o.
dr
On différentiera cette équation, et Ton y substituera ensuite -r— au lieu
d^ y* dy* d^ y dz
de -^^ z au lieu de ^» et -^^ au lieu de ^» ou plutôt sa valeur en y
et z; de cette manière on aura une nouvelle équation en z de la forme suivante
-j— -^ ky-k- k' z -h l-\- i(niy^-\-m' yz ■+- m" z^)
-h /' ( ny^ -h n' y^z -\- n"yz^ 4- n!" z^) -f- . . . = o.
Toute la ditliculté se réduira donc à intégrer ces deux équations: sur quoi voyez ci-après le n"* 52.
51 . Si l'équation proposée était du quatrième ordre, on la réduirait à
d^Y deux du second, en faisant ~- — s = o, et substituant ensuite z au lieu
j d'^r dz ,. j 'rf"r ^ d^z ,. j d'y
Mais si la proposée était du troisième ordre, alors il faudrait la réduire d'abord au quatrième par la diflerentiation, et ensuite à deux du
d^Y" second par la supposition de -t~ — z = o, et ainsi du reste.
De l'intégration des équ/ttions I j^VF-hGv-hHz^-i'Kj^-f-Ljz-hMs».
52. Nous commencerons par chercher la valeur des quantités -^i ^
et ' 1 qui entrent dans les différentielles secondes de y*, z*, y^,.. .;
or, comme nous nous proposons seulement de pousser Tapproximation jusqu'aux quantités de l'ordre de i*, il suffira d'avoir égard, dans les valeurs dont il s'agit, aux termes de l'ordre de i, parce que les quantités y^, z^, yz^... sont déjà elles-mêmes multipliées par /dans les équations proposées.
Je multiplie d'abord l'équation f L j par 2rfv, et j'en prends l'intégrale; j'ai, en négligeant les termes affectés de i*,
1^' ^_ A -^ 2Fj-+- Gj^-h 2H C zdy -h / ( -^ jr* H- 2L I r^ rfj -I- 2 M | z^ dr\ = o. ' Je multiplie de même l'équation (Mj par arfset j'ai, après l'intégration, -^7 H- B -4- 2/2 -^'^g \ ydz -+- hz^-^ i iik I r'rfz -h zi l yzdz -h -3-^*) =0,
ou bien, en mettant yz — l zdy slu lieu de / ydz, y^z — 2 f yzdy au lieu de l y^dz, et -yz^ — - l z^dy làix lieu de / yz dz,
dz^ r
l J77 -h B -f- 2/z -h 2g'r>3 -^ hz^— 2g j z dy
(0) ^nt r r \
I -h I l^ky^z -h (r^^-i — 5- 2^ — 4** / rzrfr— / / -2*^7) =0.
Enfin, multipliant l'équation (L) par dz et Téquation (M) parrf^, les ajoutant ensemble et intégrant, on aura
[ -^~ -hC-h/j-i-Fz-i-^j»-hGrz-h -z» -h (A — G) fzâfr (P) > H-iT-.r'*-hKr»z-h~/z^-f- y^»
f . H-(/— aK) I xzdr-h (m j jz^dr]=o.
Pour déterminer les constantes A, B, G, on supposera que, quand
dy dz C C
/ = o, on ait 7 = 7, z = 5, ^ =6, ^ =y;, / zdy=Y, j yzdy = A et
I z^dy= A, et Ton aura
A=:- £2— 2Fy — Gy*— 2Hr — ï ^^/H- 2LA 4- aMAj,
B =r — y;2— ^.fd — 2g-yô — /i(5*-f- ag-f
- / (^Ay^a -+- /yô^-h ^d»- 4A'A- /aV
C = - £73 - /y - F 6 - ^ y' - G yd - - a» - ( A - G ) r
-i[^y^-hKy^a-h^yô»-+- jâ»-f-(/~2K)A-h (m-^) aI- Cela posé, je fais
J' =r W, J2 = «., ^^ = Wj. j Zdx= ttj,
j rz(Ir = v,, I z^dx=vr,, r f zdx=v^, z l zd^^v; j'aurai, au lieu des équations IL) et fM), ces deux-ci :
(i) —^ -^F-^-G>'-f-Hz-f-/(Ktt-f-Lii.-i-MM.)-^''(Ni'-i-Pi',-f-Qfv-i-Ri'3) = o,
(2) -j^ -+-/^- gT"*" ^^ -f- /(A"« H- /m. -4-mw,)-h iMni^-f-zit', -^-gi', -f- ri'.i) = o.
dt'
Maintenant oq a :
„ d^u __ d^r dy^
' dP ^^^~di^ '^^W'
donc 2JX (L) -h 2 (N) donnera, en négligeant les termes de l'ordre de i,
-— -+- 2AH-6Fj-h4Gj*-»- 2H/Z H-4H I zdy
-f- « (— â— J^'-^ 2Lx^z -h 2Mjz'H-4L I jzdfj -h4M / ^'rfj) =^et, en faisant les substitutions précédentes,
I-j-^ -haA-hôF^r 4-4GM-h2HM, -f-4HM8 -+- 1 ( -"ô-"^-<- 2Lv, -h 2Mi'2-4- 4Li'4 H- 4Mi'il =0.
p rf^tt, d^x d^^ dydz
^ HF'-^'dF'^^'dF'^^'îiF'''
donc z X (LjH-j X (MjH- 2(P) donnera
-T-^ -h 2C-h3/j-f-3Fz-h2g^M-h(3G-hA)w,-h2Htt,-h2(A — G)ii,
-h il ^i' -4-(3K -f- /)i'. + (2L -4- m)i/,4- ^i'3
donc 2z X (M) -h 2 (0) donnera
S— 7-p -h 2B -f-6/i -f-bg'M, -h 4Amï— 4g'"!«
donc z. X (L) -h (P) donnera
—j--- -f-C -♦- fr-h 7.¥z -h 2||-j- 2Gm, h «a -4 (A — G)a,
donc 3r^ X (Lj -+-67 X (Nj donnera, en rejetant les termes afleetés de I, à cause que la variable v est déjà elle*-ménie multipliée par i ^ dans les équations fi) et (2),
d'^v 17). -j- -h6\r -f- i5Fii H-g^Gi' -h SHi', -h i2Hi',i = <).
donc 2V':; x ( L; -hy'^ - (M^ H- 2z x (Nj -h 4/ x f P^ donnera, en négligeant par la même raison que ri-devant les termes de Tordre de» i,
\ . - -f-4Cr H- 2Az 4- 5/// -h ioFm, -+- 3i,'r
(b) j ut-
f -h ( 8G H- A ) ç', -h 4Ht', -f- 4 ( A — G ) t', -^- 4Hi': = o.
.. </^t', ., d'y d^z dz' , dydz
' dt' dt- ^ dp . " dP dp
donc r.^ x f Lj -f- lyz x fMj -+- 2 v x (0) -h 4- < (P) donnera
!-T^ -+- 2Br -^ ii^z -h lo/w, -i- 5Fm, -^ 8i>^t', 4- (5G -+- 4A) t^, -f 3H r, - ^gv, -4- 4 ( A — G ) i', = o.
^ -dF=^"dP^^'dp'^ donc 3^^ X (M; 4-G5 x fO) donnera
( 10 ) -~^' 4- 6B2 -4- i5/Mj -f- l5^'l', -h gUvi — l2gV, z= o.
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„ thv, _ d^ dr' dydz '.) -4P — r« ^p ^' dP^y df- '
flonr yz y< 'h) ->- z x 'Sj-hy x P^ donnerai '"' J 3H
o rf'f; , d*r drdz
"' -dF = ' di-^^"-^-^
clone z* X Lj -h 2z x ^P^ donnera
fl?) -y— -h ^CZ -f- 2/11, -h ZVUr-^ gV, -h SGVa-h ^Hi'a -^ 2 ( A — G ) V- =1 O.
donc (jz -+- i zrf^j X ^L; -h 2z x 'N) -h v x (V) donnera I ^-4-Cr-h2A2-h/«-K6Fii,-KFii,
donc z^ X ^Lj -h ^M) x j zdy -h'iz >c (?) donnera l -^ -h 3Cz -h 3/tt, -^ 4F//, -hfu,
I -f- -^i;, -h4Gi',H i'i-h gv^-^- (^hr— 3G)=:o
Ayant ainsi autant d'équations que de variables, l'intégration (|ui doit donner la valeur de j et de z est facile par la méthode d.u n^ 26: de sorte
que, si l'on multiplie l'équation (i) par ^', l'équation (2) par Xef"', l'équation (3) par^jJ.e^^ l'équation (4) par f jU.,e^', l'équation (5) par iii^e^\ l'équation (6) par iii^e^\ l'équation (7) par Pve^\ l'équation (8; par l^v,^^ l'équation (9) pari^Vj^S l'équation fio) par i^v^e^\ l'équation (ii) par i^v^e^\ l'équation (12) par i^v^e^^ l'équation {l'ij par i^Vf^e^^ et l'équation (i4) par i^v^ef^ et qu'on achève le reste comme dans le n"^ 46, on aura, en faisant, pour abréger,
et
on aura, dis-je,
(Q) ^^_pe^-îU^^ = consi.,
et ensuite
p' -f- G -I- gX 4- 1 (6Fa -h 3/|ui, -f-/|tjt,) 4- /'(6Av 4- 4Cv, -h 2Bv,-h Cv* -h Cv«) = o,
H -h (p» -f- A ) X -f- /(3Ffz, -f- 6/|tJt, -+- 2F|x,)
-f- /» ( 2 A V, -h 4Cv2 -f- 6Bv8 4- Av4 -h 2Gvs -h 2 Av« -h SCv, ) = o,
K -f-frX-h(p»-h4G)a-h2g^a, -h ^^Us-h 1 (i5Fv -h 5/v. -h/v4 4-/v«) = o,
i(ioFv, 4- io/vj4-4Fv4 4- 2/v5 4-6Fy«4- 3/v
M 4- ml 4- 2H^, 4- (p» 4- ^h)^^ 4 Us 4- /(5Fv, 4- iS/v, 4- 3Fvs 4- 4Fv,) = o.
4Ha -h 2(A — G)a, — 4g"|^ï-^(p'-+- A — <«)i^s-+-«(Fv«4-/v7) — o,
P 4-/;X 4- 2La 4-(3K 4- /)a, 4-6A-|ùi2 4- 2K|tJt3
4- 3Hv 4- (p» 4- 8G 4- A)v, 4- ^gVi 4- 3GV4 4- g-v* 4- 4Gv« 4- -^v, = o.
Q -f-gÀ^- aMfx-i-(2L-+-/n)|ùi, -h4/iE^H {J-^
t 5M lo/iî 4M ^„ , ,, „ 5H
R -+-/•}. -h -j-i^i^- -3-."^"^ -îj-|tJt3H-3Hv,-h(p»4-9A)v,-i-2Hvs-i-— v; = o,
4La-^-(2/— 4K)fui, — 8/r|ui3-h(/~ 2K)£/.s-h p'v, = o,
4IVI/7. -f-(2m — L)a, — 2/|UL2-h im ) l^y-^ p'Vs = o,
i2Hv-f-4(A — G)v, — ^gV7-^ (A — Gjvi-f-lp'-i- Alvs-fg-VT^o,
4Hv, -f-4(A — G)v,— i2g-v3-h2Hv4-4-2(A — G)v:.-hAv.;-f-(p=-i-4A--3G)v, = o,
équations par lesquelles on déterminera les quatorze inconnues p, X, jtx, fjL^, fXa, fXj, V, v<, Va, V3, V4, V5, Ve, V7, en ayant attention de pousser les valeurs des deux premières jusqu'aux quantités de l'ordre de i^, celles des quatre suivantes jusqu'aux quantités de l'ordre de i seulement, et enfin de rejeter dans les valeurs des sept dernières toutes les quantités affectées de i.
Or je remarque : i^ que la quantité p ne paraissant que sous la forme quadrative, elle aura nécessairement deux valeurs, Tune positive et l'autre négative; de sorte que si l'on suppose que p désigne la racine positive, on pourra écrire partout indifféremment -f- p et — - p; 2® que si l'on représente les deux premières équations par
p' H- G -+- gl -h ia — o ei H -^ (p^» -f- A ) À -h « (3 = o, on aura, en éliminant À,
(R) p«^-(G-h A-^-la)p2-^GA — H^-f-i(aA — ^g-j^o,'
d'où l'on tirera deux valeurs de p^ Soient maintenant, lorsque / = o,
c'est-à-dire
D =: y -h là -h i ifiy' -h [x,y$ -^ fxjà^ -^ yij^T)
4- l'Mvy* -h V, yM -f v^yd' h- vs ô* -h v* A -hvs A -h v« yT -♦- v-,dT)
E=re-4-Xrj -4-i[2|uiy€-f-fx,{<îe-f-yY3)-f-2^<îï3 -l-fXsôe]
4- /*[3vyM -f- v,( 2yde -h y'yj ) -f- v,(d'€ -h aydyj ) -h ^Vsd'vi -+- Vi/ic -4- v^^'c
v.(re -h y'dt) -h v,(ryî -f- yd^c
l'équation (Q) donnera, en divisant par ^', et prenant la quantité p en —,
dt
= (E+pD-
d'où
l'on tire
-ke""
ap
ou bien
0 = ^, + (d - i) cosf ^/-7) -f- ^1^ sinf/ v/^J.
Soient maintenant p'* et p"* les deux racines de l'équation (Rj, et
5', 5", )/, X", a', jj." les valeurs correspondantes de S, X, jui,...; on
aura, en remettant au lieu de u^ w,, 1^2»..., leurs valeurs j*,j2, z^
ces deux équations
y 4- >/j3 -h I ( a'r' 4- a, J^ 4- |ut', 2* 4- a, f 3rtf/ J 4- /' ( v'y^ 4- V , j^z 4- V, yz"^ 4- v', z' 4- v\ I r-z rf>'
vA z'dy 4- j/. jj rf^^- 4- v', ^f^^rj
r -f- '>" z -h / ([i.'y -f- fjt", r^ -4- |UL^, z^ -h fx'j / zrfr j
d'où Ton tirera par approximation les valeurs de y et de z.
Il est évident que pour que les valeurs de j et de z ne contiennent que des sinus et des cosinus, il faut que les racines de l'équation (R) soient toutes deux réelles et négatives; par conséquent il faut que l'on ait
1° (G -^ A -^ iccY > 4 [GA - Eg-hi{ah ~ ^g)],
a'' G-+- A -f- /a>o, GAHg"-f- /(aA -- j3g^)>o.
Si ces trois conditions n'ont point lieu k la fois, alors les valeurs de v et de z contiendront des exponentielles réelles, et par conséquent la solution ne sera bonne que tant que t ne sera pas fort grande.
On pourrait ajouter que les expressions de y et de z renfermeraient l'angle /, si les deux valeurs de p^ étaient égales; car alors, supposant p" = p -h co, et regardant oo comme une quantité évanouissante, on trouver.ait que la seconde des deux équations ci-dessus se réduirait à celle-ci
dp'^^'\dp'^ ^ dp' -^^ ^ dp'' ^ dp' J ''^^)
./dv' , rfi/', dv', , rfv, , dv', r j
^'\d^'r'^wy''^dt^r^w"^wi^'^^
dv\ r , . dv, r . dv', r. \ de-
dans laquelle la quantité -j-, contient nécessairement des termes multipliés par l'angle /. Mais comme l'équation f R j n'est qu'approchée, quand il arriverait que
( G -f- A -h la)^ == 4 [GA — Hg' -h I (aA — Pg-)], ce qui est la condition des racines égales, on n'en pourrait conclure
autre chose, sinon que les deux valeurs de p^ seraient égales aux quantités de Tordre de i^ près, et que par conséquent il faudrait pousser l'approximation jusqu'aux quantités de ce même ordre. Ce ne serait qu'après avoir poussé l'approximation fort loin et avoir reconnu que les valeurs de p sont toujours égales, qu'on pourrait à la rigueur faire usage (le l'équation que nous venons de donner.
53. On voit aisément que la méthode précédente est générale pour tel nomhre d'équations qu'on, voudra, pourvu que ces équations soient analogues aux équations (L) et (M), c'est-a-dire que les produits de deux dimensions soient affectés de /, ceux de trois soient affectés de /^, et ainsi de suite.
Cette méthode serait surtout utile pour déterminer aussi près qu'on voudrait le mouvement d'un système quelconque de corps qui agiraient les uns sur les autres, et qui ne feraient que de très-petites oscillations autour de leurs points d'équilihre. Car nommant iy, iz,..,, les espaces parcourus par ces corps dans leurs oscillations, on trouverait des équations de la forme de celle dont je viens de parler; au reste nous avons déjà donné (n*^ 30) la solution générale de ce problème pour le cas des oscillations infiniment petites.
54. Si les équations proposées contenaient des termes de la forme
/ I zdx, 1^ j yzdy\ i^ j z^dy, /»r / zdy\ i^z j zdy,
l'intégration n'aurait aucune difficulté de plus; il faudrait seulement avoir attention de changer les expressions ^
f dx j zdr el J dz j zdy
(jui se trouveraient dans les équations (Nj, (Oj, (Pj en leurs équivalentes
r \ zdx— \ yzdx et z \ zdy— i z^dy.
Si ell(»s contenaient des termes de la forme
.dr* .drdz .dz^ ., Jr* ., dy^dz
on les ferait disparaître par des procédés semblables a ceux que nous avons suivis dans le n® 49. Il en serait de même de tous les termes qui
contiendraient des produits de ^ et ^ de dimensions paires; mais s'il
se trouvait des produits de dimensions impaires de ces mêmes quantités, alors on ferait chacune d'elles égale à une nouvelle variable, et on achèverait le reste comme dans le n® 50.
56. Enfin, si Ton avait des équations du troisième ordre et au delà, on les réduirait toujours au second par la méthode du n^ 51.
De V intégration de l'équation
(Sj ^ + K^7 + /(MvcosH/ + N^\inHA =T,
danJi laquelle T est une fonction quelconque de t.
57. Je remarque d'abord que si T était égal à zéro, l'équation serait dans le cas du n^ 55, car il n'y aurait qu'à faire cosH^ = z, ce qui donnerait
. wï \ dz d^z __
sinH/ = — 77:77 el -7- -4-H'2 = o.
U dt dt^
Or, puisque l'indéterminée y n'y passe pas le premier degré, il est clair ^ qu'on pourra faire disparaître le terme tout connu T par la méthode du n^ 1 .En effet, si l'on multiplie l'équation proposée par zdt, et qu'on pratique les autres opérations que prescrit cette méthode, on aura les deux équations suivantes :
(Pz, dv
\s}z -+- / ( M cosll/ — -t: z — NsmH/-y- =0^
élz-Y—- Crzdt di^ ^Tt^J ^^'^''
dont la première est réductible au cas du n° 55, et dont l'autre étant intégrée donnera j= / — i Tzrf/.
Au reste, ces sortes d'équations peuvent encore s'intégrer par une méthode particulière et fort simple que je vais exposer. Je fais
y sin H ^ = V, y %\XiiYii — V,
ce qui me donne
at at ai at
dr . „ di' „ rfr . „, df^ „
-f- smH/ = -Ti — Hm, -f- sm2H/==--7- — 2H1', .,
dt dt dt dt
et ensuite
Cela posé, j'aurai d'abord, au lieu de l'équation (S), celle-ci :
De plus, la même équation (S) étant multipliée successivement par cosHr et par sinH/ donnera
^ cosH / -f- Ky cosH ^ -4-1 T M j ( - -f- - cos2Hn -f- - N ^ sin 2 H M
d^y dV
= TcosH/
et
^sinU/ + K\KsinH/ + /[ ^M.r sinall/ -H N^ (i - ^cosaHAl = TsinH/, •
c'est-à-dire, en faisant les substitutions ci-dessus,
, , d'il „dU ,„, „„ .(M /M ^,„\ N dV-\ ^ „
iH- „c/tt ,,,, „,,,. .r/M xttt\ j/ N dc^ 1 rr. . „
__,H^-f-(K-H=)f.^.[^--NH)^--^J=TsmH/.
Si Ton voulait n'avoir égard, dans la valeur de y, qu'aux quantités de Tordre de «, on négligerait dans les valeurs de u et de U, et par conséquent aussi dans les équations (2) et (3), tous les termes affectés de /, moyennant quoi ces équations ne contiendraient plus que les trois variables y, u et U, de sorte qu'avec l'équation [i) elles suffiraient pour résoudre le problème; mais si l'on veut pousser l'approximation jusqu'aux quantités de l'ordre de i^, comme nous l'avons fait dans les problèmes précédents, alors on conservera tous les termes des équations (2) et (3), et on multipliera de nouveau l'équation fS) par COS2H/ et par sin2H/; ce qui donnera, après les substitutions, deux équations en v et en V, dans lesquelles on pourra négliger les termes affectés de 1, parce que les quantités s^ et Ksont déjà elles-mêmes multipliées par 1 dans les équations (2) et (3); ainsi l'on aura
(4) ^ _^4H^ + (K'-4lP)i'-Tros2H/,
(5) ^_4H^+(K»-4H')^=Tsin2H/,
et l'intégration de l'équation proposée sera réduite à celle de cinq équations (i), f 2), (3), f/J) et (5), lesquelles sont, comme on voit, dans le cas du n« 29.
Ayant donc multiplié la première de ces équations par X^V/, la seconde par (xe^^dt, la troisième par Oïie^^dt, la quatrième par ve^'dt, et
la rinquième par ^é'^dt, on les ajoutera ensemble, et on en prendra l'intégrale en taisant disparaître de dessous le signe / les différences des variables y, m, U,..,-, après quoi on chassera les expressions intégrales j ye^^dt, l ue^'dt, l Ue^^dt,..., en égalant à zéro leurs coefficients, ce qui donnera
(p--+- K^)X -h /(—a JlLpj =o,
/(M-NH)X-f-(p'-hK»~H')a-f-2HaTVp = o,
- /N Ip — 2tH|ULp -f- (p^ -f- K^ - H'jOTt = o,
/ ( ^ - nh) |u H- ^ an p -h ( p' -h K» - 4 H' ) V -h 4 H «X, p = o, _ !]!l ^p -f. / ^^ _ nh\ m, - 4Hvp -f- (p» -f- K» - 4H») <7^ = o.
De cette manière on aura l'équation intégrale
\'.dr du ^ du dv ^ ^^df ( . 'N_\
-h (- jUip - 2H31V ) M -f- (l NX -h 2H|UL - OrLp)£/
^ /- i|ion-vp-4Hx]v-+- ^f|î|ULH-4Hv- Ji:^p\f']e^'
_ / T(X-h|uicosH^ -hOîlsinH/-^ vcos2H/-h Ji:>sin2H0^^'rf^ Soit p^ = — R^, de sorte que p =Rx/— i, et
et l'on aura premièrement
_ K2 ^ K* 4- / W' ^ a 4- ^ Ra a\ = o,
M - NH -f^ (- K^ -f^ K»- H>)a - 2HRVV> = o,
- N - 2Ha -4- (~ R> -4- K> - H>).V, = o,
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d'où Ton tire
( ^ M ^ NH ) ( B - à -r- 4 H I -h > N HR ^ ^ (R^-K='--4U^^ -i^HMR^ ""
^ N ( H ^^ - K -^ -^ 4 H %' R "^ -^ 4 ( ^ M - N H ) H R âF-^h='-h4H^)^- i6U^R; ""■
(-M-NHjfR - k -k4H ]-h2\UR^ ^*^ "^ fR^-K=-^4HM='-i6H^R^ *
-N(R^- K^-f-4H=)-u4 (1m- NH) H
et ensuite
j ^" -K i a ^ H- t (N -^ 2Ha -4- R^t )t H- i^j3 ^ -^ /^ (I a -f- 4H !3 -4- ^^
— j ( I r,v\ r -h /(a-h 2HA.)tt — /-l. -^
^ ,^ ^^ A ^ p ^ 4 H ^) i^ - ''ift> ^1 R v^ { ^^'^~' = JT[i -4-/acosHr-hi^pcos2H/
AsinHr-+-i^if^6iii2H/)Rv^--ije'^'^~'i/r;
ou, divisant par e^^^-\ et changeant les exponentielles imaginaires en
sinus et cosinus, du
dt dt
I (N H- 2Ha H- R^i>)6' -f- 1»(3 ^ -*" '' (7 « "^ 4Hpr-h R'i»i>) l
-h /' (^.V -f- p -h 4H1IÎ,) f - i^lfe ^ 1 ï^ v'^
r^oosR^ / T[(i H-/acosH/-hi»|3cos2H/)cosR/
— /(<i>sinH/-4- /iH>sin2lI/)RsinR/]^/ -KsinR/ / T[(i -h iacosH/-h/'j3cos2H0sinR/
H- i(^sinH/-Mifesin2H/)RcosRl]£// — sinR/ / T[(i -f- /acosH/-h/'(3cos2H/)cosR^
— /(AosinH/H- iill)Sin2H/)RsinR/]c/^v~ -h cosR/ / T[{i H- /acosH^ H- /'^cosaHOsinR/
H- /("l>sinH/ -h ii»l,sin2H^)RcosR^]rf/v'-^.
. Donc, si Ton remet pour a, L\ ^ et F leurs valeurs, et qu'on compare les imaginaires avec les imaginaires, et les réelles avec les réelles, on
aura
r , _ !i!f .i, H_ /(a _H H-l.)cosH/ -+- i' ( i-.i, -h ;3 -4- 2Hirt,\ C0S2H/ j^)
/(-l.sinH7 -f- /ui)Sin2Hr)-^
iR/ rTr(n-/acosH/-hi»(3cos2H0^^^^
— /(-i smH/-h/Dl,sin2H/)sinRMrf/
R/ \l\(i -f-/acosH/H-i^(3cosH0^'
-l>sinU/ + iiil»sin2H/)cosR/ \dt.
cos
-^1 (N -^-Ha-^R' jUjsinH/— ( — a n- 2H;â -h R'i«,) sin2H/ Ij
= rosR/ / T (I -nacosH/ ^ i-.3cos2H/)cosR/
— /( i sinU/ — i\)l,sin2H/)RsinR/]rf/
— sinR/ / Ti(i -h/acosH/-4-/^;3cos2H^)sinR/
— /C-t sinU/ — /t)l>sin2H/)HcosR/ <//,
«Ifiix équations à l'aide desquelles on éliminera -^•
De l'intégration des équations 1 ^ ^ K^r -+- / (Mr'cosH/ -^ N ^sinH/) =T,
fU, ^^K'V -^i(M'rrosH/-N'^sinH/)=T.
Soit fait, comme dans le numéro précédent
jrosH/ = M, jsinH/ = f , r cos2H/== c^, r sin2H/ = /
et de même
f rosH^ = u\ y' sinH/ = i ', r'cos^U/ .— f', .r'sin2H/ = f'
on aura
dy . „^ rf^ „ dr . ^, dy „
-7- sm H / — —7: H M, -77 sm 2 H / =r -7- — 2 H i*,
dt dt dt dt
d'y ,- d'u „dC u^ rf^r „, ^/=^i' /u^^"^ /u^
d'y . i, , rf't ^du „^. rf^r . u, d'f ,„ f/i'
-^smH/..^,--2H^-H^6, ^s,n2H/ = ^ - 4U ^
et pareillement
al ai at ai
dy' .„. dû' „ . dy' . „, dy „ ^
at al al al
d'r'' „. </'«' „dL' „, , d'x' „. d'i'' ,„dr ,„, , -^cosUt^-^^^H-^^ -E'W, -^cosaH/=-^+4H-;^-4HV.
Ola posé, on aura d'abord, au lieu des équations (T) et (Uj, ces deux-ci :
[(M-HN)«'+N^j=rT.
^ + K'Y H- ' [( M- HN') « - N' ^ 1 - r.
Ensuite les mêmes équations (T) et (U) étant multipliées successivement par cosH/ et par sinH/ donneront (après les substitutions) ces quatre autres équations :
d'u „dU
i .,[^^.(^_.„)..|-:] = Xc„sH,,
Entin, multipliant encore l'une et Pautre des équations (1 , et (Uj par
^H J- - k^-iH^ / ^T^incsH^
On ;«ijn rlonr en Uiut dix inconnaes et dix éqaaiioDS, et le pr»>blèiiie ne flf:f94:uâr*t plus que de Tintégnition de ces équations.
Kn ^ijiv;fnt notre méthode on multipliera Téquation i, par/.« Téqu»fion u par > , Téquation 'î par a, Téquation. 4 par;?VL. réqoatioD 5 par;//, IV-qu^ition ^i par .TTw', Téquation 7 parv, Téquation 8 par x-, Téquation fj par >', Téquation 10 par j:;: et, après les avoir ajoutées ens^'nihle, on multipliera la somme par e^^dt^ et on en prendra Tinté*
grale; ce qui donnera, en faisant disparaître de dessous le signe I les
difl'érences des variables j, li, \\ u\..., et égalant ensuite à zéro les coefficients des ti;rmes où ces mêmes variables se trouveront sous le signe.
/N'/'fy - 7.|l;/0 -f- (r? -+- K^-- IP);)rL — o,
' ^' fj/ç. -f- / (^y- -f. N'H ) .m' _ 4H vp -4- (p^ H- K^- 4H') X = o.
f^ • Ml)//-f-'^^';)rLp-h(p»-hK''-4H')v'-f-4HX'p = o. . ' J^ ;,.p -^ ' (7 - Nil) '>n. - 4Hv'p -f- (p» -4- K'»- 4H') ^' = o.
et
dr ., dr' du ^ du , du!
^,dl' dv ^dV ,dv' ^,dV> ^-dT-^'Tt^'^-dt^'-dï-^'^-di
+ (— ftp— 2H3Tt)M + (— iN'X' + aH/uc- 3îtp)f." (X) { -t-(-;x'p-2H31L')«'+-(iNX4-2Hf*'-31L'p)f/'
+ (^3Tt'-vp-4H>l.j ♦»+ (- -^'fz'4-4Hv-0t,p)r
+ (- ^ Oit - v'p - 4H Ot'W 4- (i-^ pi + 4H v' - .X'p\ F' I «?P'
= / [T(>>4-ptcosH/ 4-31LsinHf 4-vcos2Hf 4-Nsin2H/)
■ +T'(X'+pi'cosH/-t-01t'sinH/+v'cos2H/-+->t'slii9.H0]«^'</'-
59. Qu'on multiplie la quatrième, la sixième, la huitième et la dixième des équations (V) par ±: V— i. et qu'on les ajoute ensuite chacune à sa précédente, on aura, au lieu des dix équations (V^, les six suivantes :
IW N' \
(p» + K'V/ + / (y f^ - ^ ait p) = o,
I [M' + N' ( H Ji p v/^ j] X' + [ K» - ( H ih p v'^n' / J ( pi ± an v/^ j = o, I [M - N (H d:p ^^)j X 4- [K"- (Hdzp v'-T)'] (.u'd=31l'v/"-Tj = o.
/ [M' + N' (aH :hp v'-T)] (pi' di.TIt' y^ITTj
+ 2 [K'- (aH.itpv'^j'J (vrir JCvPTj =o, / [M - N (2H rh p v/^)J (ft ±: 3R V^ITTj
Les deux premières donnent, ou bien
(Y) _p. = K'4-i(^,.'-h^0lt'p)
et
Mfx-N3n.p *-~' 9.(p'4-K') '
ou bien et
Dans le premier cas, la troisièine équation deviendra, «n substituant la valeur de )/,
\K'-(U±:p^iy]{fx±DTLy/':^i)
-P[M' + N'(H±:p^3T)jM^^L^^o.
laquelle donnera séparément, à cause de l'ambiguïté du signe, /jl = o et ;)lt = o; de sorte qu'on aura aussi X' = o, v' = o et ;)t,' = o: et l'on aura ensuite, pour la détermination des quantités fx', d\l\ v et ot,,
jy^j )^ K--(H±pv/~i)
1 _i> .r / — • M'-+-N'(2Hd=ps/^) / ,..,„, / — .
( 2[K^-(2H±pv/-ir]
d'où Ton voit que les quantités fx' et ^)n.' seront de l'ordre de i, et les quantités v et JC de celui de t^.
Dans le second cas on trouvera d'abord fx' == o, OR' = o, et par conséquent X = o, V = o, et j(, = o; ensuite on aura
K'-(H±pv/-.)' et
arK^-CaHipy^-i)*] d'où l'on tirera fji, .'>1i', v' et 3t.'.
Ayant ainsi les valeurs de tous les coefficients, on achèvera le calcul comme on a fait dans le numéro précédent, et Ton aura, à l'aide des deux valeurs de p^, deux équations finales qui serviront à trouver j et y'.
Il y a cependant un cas qui demande une discussion particulière; c'est celui où le coefficient H serait presque égal a K — KS la différence n'étant que de Tordre de i\ nous allons l'examiner dans les numéros suivants.
Analyse du cas oîi H est presque égal à K — K'.
Soient
K = h-hik, K' = A'-f.|A-' et H = /«-A',
en sorte que
Hi=K-K'-f.i(A^-*').
Je fais
p ^— 1 = h-h iniy c'est-à-dire
p = — ( A -f- im ) v^— I ,
ce qui me donne
p»-f-K»— — 2iA(m — A-)— ai^m'— *»),
et les équations (Y) et (Z) du numéro précédent se changeront en celles-ci :
(a) 2 A( /n — A-)-f- i(/n2— Ar»)r= r- —u' ^^ ^OTt' v/— » h
... /-+_.>«/ I M-N[A-A'±(A-Mm)l .
^ (A'-f-iAr')*— [A — A'±(A-h im)p '
/ ^ ^TT / '■ M'-4-N[2A-2A'±(A-f.im)] , ,.,„,: ,
^ 2 (A -4- lA-)^ — [2A-- 2A'±(A -h im)]* ^ V /»
d'où l'on tirera les valeurs de m, fx', OXi\ v et >X>.
L'équation [b] étant prise en — donnera
/ *Yn^ / — M-f-N(A'-hiin) .
Or
[(h' -h ik'f — (h' -f- imy =r 7.ih'{k' — m) -h /^A^»— m')]
= — i(m — fr') [aA -f- 1 (m -h/r')] ;
donc, faisant cette substitution, et divisant ensuite le haut et le bas de la fraction par i, on aura
, ,n/ I _ M-hN(A/-h/m) ^
équation dans laquelle je i*emarque que la quantité i ne se trouve plus qu'au premier degré; de sorte que cette équation ne doit être regardée comme exacte qu'aux quantités de l'ordre de i^ près. C'est pourquoi il faudra négliger dans la suite toutes les quantités de ce même ordre.
Prenons maintenant l'équation [b] en h-, et nous aurons, en rejetant les termes de l'ordre de «*,
Donc
^- - 2|(m-fr')[2A'-h/(m-hA')] ^' 4A(A-A') ) '*
i{(m^k')[ili''^i(m^k')] ' 4A(A-A') "( '
c'est-a-dire, en faisant
Nm (M-f-NA^)(m + //) M-N(2A~A^)
OL
- Nm _ (M-f-NA^)(/n-4-A-^) M-N(2A-A0 """4A'(m-fr') %h'^{m^k') ^ %h[h^h') '
', r M-hNA' . l, ^,* r M-hNA' .,1, ,
Ces valeurs étant substituées dans l'équation (a), il viendra
_M^(M-f-NAM M^ N^(M-hNA)(A ^im) .«N'A
^ jff
ou multipliant par — -j— et réduisant,
(;„-y^)(;._^>)-,(M-.NAW-HN/0
De sorte que si Ton fait
on aura
,,, / isf //x (M-4-NA')(M'-hN'A) ..
(rf) (/n-A-JCrn — Ar')— ^ ~"7MÂ^ -^H-£A = o,
équation d'où l'on tirera deux valeurs de m que j'appellerai m, et /Wj.
Si l'on néglige le terme «A, on aura les premières valeurs approchées de /w, et de ma; et substituant ensuite ces valeurs dans l'expression de A, on aura les valeurs de /Wi et de m^ aux quantités de l'ordre de i^ près.
Enfin l'équation (c) donnera, en substituant les valeurs de fx' et de 3îL', et négligeant les termes de Tordre de î^,
_ _ .M4-N(2A-?.A'±A) M4-NA
d'où; en faisant
_ M-f-N(A-2A^) M-f-NA^ P~ 4A'(A-Â') 8A'{m-A*')'
on aura
A l'égard des autres coefficients, savoir : X', fx, ^ïïL, v et K»', ils seront tous égaux à zéro, comme nous l'avons vu dans le numéro précédent.
61. On fera maintenant ces différentes substitutions dans l'équation
intégrale (X) du n" 58, et l'on aura, en rejetant les termes de l'ordre de i\
{dt '^ /^h'{m-k')\dt '^ dt ^ V
A du' dii' ^(dv dy , \
^ r N'(M + NA')-| , —
r(M + NA')m . „ .1 , , —
-4- 1 [pT (cosaH^ -»- sin2H/ v^^ j
-hT'facosH/-4-.l.sinH/v/^)j | e-(*-^'")'V~r//.
Supposons que cette intégrale soit prise de telle manière qu'elle soit nulle lorsque ^ = o, et qu'alors on ait
et par conséquent
et (n"58;
il est clair qu'il faudra ajouter au second membre de l'équation précé-
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dente, la quantité
r'est-k-dire, à cause de H = A — A',
+ [m-(A-2/l')P]/v'=TJ-
62. Pour rendre le talcul plus simple, nous négligerons d'abord les termes de l'ordre de i; moyennant quoi l'équation (e) deviendra, en mettant A — A' au lieu de H, et e'*-A'^'>P^ au lieu de cosH/ + sinHfv — >.
(dy M + NA' Vdu' ,, .,^,.J
A'^-- WT^> [^ _(A-.A')«'J.j^--7).-.-->.V- M + NA' , r,- M 4-NA' „,1 ,-
Si l'on multiplie cette équation par e(*+"»^'V^, qu'ensuite, après avoir réduit les exponentielles imaginaires en sinus et cosinus, on compare la partie imaginaire du premier membre à la partie imaginaire du second, I. 76
el qu'on fasse, pour abréger,
B= s\n[{h'him)t] JT oos[(A -him)t]dt
- cos[{h'him)t] I T sin[(A -hi/w)^]rf/, b = sin[(h-him)t] j T cos[(h' -h im)t]dt
— cos[{h'him)t] I T sin[(A'-+- /m)/]rf/, on aura l'équation suivante
laquelle, en mettant successivement m, et ma à la place de m, et dénotant par ôt et Sa, ^j et ^2 'es valeurs correspondantes de 0 et de 3^, en
Fournira deux autres, dont la seconde étant multipliée par -r-, :*
et ensuite retranchée de la* première aussi multipliée par , ' _ • — y
r m, — A' ^ M-hNA' ^,1 f,, ...
= / •+■ -/-r, ; / ^os [ ( A -h /m, ^]
^- > - - x/?-*- -/TTr; \S sm[ A -h inu)t\
. f -^ TT-i : r C0S[ A -h £m, f]
M-hiNA
A -f /mï)/.'
A (m. — /??,)*' ^hk'[m nii — /»
ïf(nh ~ m. ) "" li(mx — nu ) ' 4 A'*' ( '''• "~ ''^^ )
nu- /.' ^^___ ^»i,_-/'1^0_ ..y,t^V.(^.-^.)-
63. Il Faudrait maintenant Faire un calcul semblable pour trouver la valeur de y', en employant les autres formules du n" 59; mais sans entrer
dans un nouveau détail à cet égard, il suffira de considérer que les équations proposées (Tj et (U), dans lesquelles H = A — A', sont telles que Tune se change en l'autre, en marquant seulement d'un tfait les lettres 7, K, M, N, A, T, et effaçant celui des lettres y\ K', M', N', h\ T ; d'où il s'ensuit que pour avoir l'expression de y' il ne faudra que mettre dans relie de y. f\ g\ h\ k\W .^\r au lieu de /, ^, A, *, M, N, T, et t^ice versa.
A l'égard des valeurs de m, on remanjuera qu'en négligeant le terme /A, elles seront les mêmes pour les deux cas, puisque les quantités M, N, h, k et }\\W yh\ k entrent de la même manière dans l'équation id) du n^ 60.
64. Ayant trouvé les premières valeurs de y et de y\ si l'on veut avoir une plus grande précision et tenir compte aussi des quantités de l'ordre de /, on nommera ces valeurs y et y\ et on désignera de même par u', U', V et V les valeurs correspondantes des quantités 1//, C\ v et I; ensuite on supposera
r ==: y -h !>*, W = u' -h iu'\ U' = U' -h iL'\
et l'on fera ces substitutioHs dans l'équation (e) du n^ 61, en négligeant les termes de l'ordre de i^\ après quoi on effacera tous les termes qui ne seront point affectés de î, parce que ces termes se détruiront d'euxmêmes, en vertu de l'équation (/j, et l'on divisera les autres pari. De cette manière on aura
(dy" M-+-NA' (du'* ,. A<^/,.\
r, , Mh-NA' (dV* ,. ,,^ , V 1 — d\x' ^rfv (^ „ (M-^NA')m , A ,„
-^^-dr^^di^[^^^^^''\h(m-l'r''''r
/N-(M-f-NA-) /Hm\v
- [Sh^im^k') -^-(*-4U)|3jV
^r.rfU' . rfV^/ N'(M + N*')\
-h I fpTfcos2H^-+-sin2H//^)
On traitera cette équation comme on a fait ci-devant l'équation (/j, et supposant, pour abréger,
o= s'in[{h-^im)i] Tt cos[( 7. h' — h -h im)t]di
— cos[(A'-+-im)/] Tt sin[(2A'-A-hJm)^]rf^
/== sin[(A-h/m)/] JT cos[(h' -^ im)t]di
— cos [( A -h im)f] rrsin[(A'-h/m)/]rf/,
4^= sin[(A-i-/m)^] rT'cos[(2A - A' -h /m)/]^/^
— cos[(A-i-/m)^] JT sin[(2A — A'-f-iw)/]r//,
et (le plus
_ _ N^(M-f-NA^)
o = TÂ77 ïTT +na — 2H-I,
4 « ( m — fr )
iV(M-(-N/i') ,. .„,^,
on trouvera
wn' — le' \~
' "rfT "^ ^' dt "^ ''^ y -^ oa" ^- e. V
^i^ >î2» Çm Ça»--- étant les valeurs de yj, Ç,... qui répondent à m, et/n^.
Si Ton voulait encore pousser la précision plus loin, il faudrait alors reprendre les calculs du n*^ 58, et y avoir égard aux quantités de l'ordre de P que nous y avons négligées.
65. Soit T = AP, A étant une quantité constante, et P une fonction de P telle, que
on aura donc
/ Tcos[(/i -h im)t]dt= A / Pcos[(/i -h im)t]dt, et
/ ^ cos[(h ^ im) t]dt z= — L P 'cos[{ h -h im){]dt
* ^P r/JL ' ^ .^ h -Ji- im ^ , ,. . . ,.T
en intégrant par parties; donc, supposant que l'intégrale
Cpcos[{h
im)i]dt
soit prise de manière qu'elle soit nulle lorsque / = o, et qu'alors on ait
dV
^ = a, on aura
/ P cos[{ h -h im)t]dt ^|(//H-/>w)Psin:(A-h/^f)/j-f- -^ cos[{ h ^ im) t]^ a] ^^^ ^ .^^^ _ ^y
On trouvera de même, en prenant /5 pour ce que devient P lorsque
I Psin[(A -him)t]dt = \ — (AH-jm)Pros[(A-f-//w)/]-f- ^sin[(A-i-/m)/]-h(A-h/m)P -r — . ' ^ •
De sorte qu'on aura f n*" 62 j
— (A -f- /m)P — asin[(A -h ini)t] — P(A-h/m)cos[(A -h im)/ J-
(A -f- im) Pareillement, si l'on a
T = A'P' el ^-ha'»Fr=o,
dP' et que a', ]S' soient les valeurs de -^ et de P' quand t = o, on trouvera
— a' sin [(A' -h im)t] — (3' (A' -f- im) cos[( A' h- im) /] |.
Donc, si Ton a
T=:AP-hBO-hCR-H...
et
et de même
T'=rA'F-hB'Q -^C'R'-h...
et
et (ju'on fasse
et de plus
(a, r, A' et r' étant les valeurs de 0, -^^ 0' et —^•> lorsque ^ = oj, la Fonnule (g) du n" 62 donnera, en négligeant les termes de Tordre de /,
r = F -h y-rn ; F' cos[ A -f- /m, f ]
f m, — h' ^ M-+-NA' ,^,1 . r/i - X 1
-f- y- :G-4- 7X/77 ^^ sin[ A-f-/m. /]
|A(m,— m,) ^nh'(mx—mi) J . ^
xG-l- 7-/777 -,G' sin[ A-h/m, 0 "f
Par là on aura la valeur de y lorsque les fonctions T et T' seront exprimées par des suites quelconques de différents sinus et cosinus d'angles multiples de /.
Il faut observer que si a était égal ou presque égal k A, il ne serait pas permis de négliger les termes affectés de i dans l'expression de 5, et l'on trouverait alors dans la valeur de y des termes dont les coefficients seraient très-grands; il en faudra dire autant du cas où a' ne serait que très-peu différent de A'; nous en laissons le détail au Lecteur.
Mais, si a était exactement égal à A-^«/n, le dénominateur a* — (A-h/w)'^ de l'expression de 0 deviendrait égal à zéro, et comme cette quantité n'est point infinie, le numérateur correspondant serait aussi égal à zéro dans ce cas-là; faisant donc
A -h /m ^= « -h ft).
par le rayon r, pendant le temps t^ et q la tangente de la latitude hélîoeentrique de Jupiter.
\ Soient de même J' la masse de Saturne, r' le rayon vecteur de son orbite réduit au plan de l'édiptique, 9' l'angle décrit par ce rayon durant le même temps t, et q' la tangente de la latitude héliocentrique de Saturne.
Enfin, soient la perpendiculaire menée du centre de Jupiter sur le plan de récliptique/?, la perpendiculaire menée du centre de Saturne sur le même plan/?', la distance de Jupiter au Soleil, c'est-a-dire le rayon mené du Soleil à Jupiter, w, la distance de Saturne au Soleil u\ et la distance de Jupiter a Saturne i^, en sorte que
p^rq, p'z=:r'q', u=: ^r^^- p^ = r^i -h q\ u' = r' ^\-hq'^
et
i/ — y^[rsin(9 — 9')]*-f- [r'— rcosfcp — 9' )]' h- (/> — />' )'
— V^r*(i -4-^*)— 2rr'[cos(9-— 9' ) -f- ??' ] -4- r'^(i -+-?'*),
et supposant
R'rr:
, I r^ r' cos(<p — <p') r' cos(<p — 9')
fr'— rcos(9' — ») rcosi®'— 9)"!
ip'-p I p\
on aura les six équations suivantes (voyez les Articles XIV et XVI du Mémoire intitulé : Application de la méthode précédente, etc..
p. 385 et 389) :
dont les trois premières représentent le mouvement de Jupiter dérangé par Saturne, et les trois autres celui de Saturne dérangé par Jupiter.
D'où Ton voit que, quand on aura calculé les dérangements de Jupiter, les mêmes formules serviront à calculer ceux de Saturne, puisqu'il n'y aura qu'à changer r\ (p\p\ u\ y en r, 9,/?, a, J, et vice versa.
Puisque /> = ry, l'équation
deviendra, en divisant par r,
d^q 7.dqdr d^r ,, ., o P
d^r et, mettant au lieu de ^— sa valeur tirée de la première équation, on
aura, après avoir effacé ce qui se détruit.
d^q do' idqdr P — Rg
Ensuite l'équation ^ V ^ -4- Q = o donnera
c étant une constante arbitraire; d'où l'on tire
do _c—fQdi^ ~dt ^ 7^
Donc les équations du mouvement de Jupiter seront, à cause de n = r\/i -4-y^,
-fQdty ^
P-Rg _
dr
d'q dt'
dqdr rdt
dç^ c-fQdt _
69. Les équations [i) donneront r, y et y en t\ d'où l'on connaîtra le lieu de la planète à chaque instant. Si l'on voulait de plus avoir l'orbite qu'elle décrit, on n'aurait qu'à éliminer le temps t au moyen de l'équation
laquelle étant multipliée par ir^d^, et ensuite intégrée, donne (] étant une constante arbitraire; d'où l'on tire
y/C— ajQr'rfcp
Et cette valeur étant substituée dans les deux premières des équations fij, on aura, en prenant do constant au lieu de dt, et faisant
' «'-^Q£=^''''(p-'*«tQ;^).= '^-.
les équations suivantes :
^9' C-?./Qr>rf9
^9' ^ C-2/Qr>rf9
70. Supposons que les forces perturbatrices R, Q, P soient nulles, en sorte que l'orbite soit décrite en vertu de la seule force — — tendant au centre du Soleil, et les équations que nous venons de trouver deviendront
lesquelles étant intégrées donneront
I -+- J - q = esin(9 — a), 5= —g— ^\ -h ç* -h y} eus (9 — w),
£, a, yj et w étant des constantes arbitraires, et D étant égal à (] f i -h s'^ ,.
La première de ces deux formules nous montre que l'orbite est toute dans un plan fixe passant par le centre des rayons r, et coupant ce plan de manière que s soit la tangente de l'inclinaison, et a le lieu du nœud ascendant.
La seconde fait voir que l'orbite est une ellipse dont le foyer est dans le centre même des rayons vecteurs r\ et pour en déterminer l'espace et la position on considérera que si l'on nomme 0 et i les angles dont 9 et a sont les projections, on aura, $ — i étant l'argument de latitude, et 9 — a sa projection,
cos(9-«) _ — -^- sin(9-a) _ y i -f- g' rost^-L) — ^ ^ ' sin(4>-.t)~ ^ÏTT»'
ros(9 ~ x)~ v'i -h^*cos(* — ^V>), sin(o — a)— ^ V- sin(<l> — -l);
donc
cos(9 — (,}) = cos(9 — a -»-<c — w)
= cos ( 9 — a ) cos ( a — « ) — sin ( 9 — a ) sin (a — w )
et faisant, pour plus de simplicité,
.... , sin (a — fji) .. . , . cosia — O3) = i^cos(-A — ift)), — ^ =6sin(A — nbj,
v'i -»-e' ce qui donne
/i -he*cos(a— w)' ,, ,^ tang(a — w)
6= y .^-J^, i et u,ng(.V-^) = -M4=.-^,
on aura
cos(9 — w) = Ccos(<l> — Db)v I -^q';
donc
s IH-J
y}6cos(<l> —
Or ^ = -^ et r\/i -h y' = a rayon vecteur de Torbite réelle; donc l'équation de cette orbite sera
' — |r hyî6cos(4> — Db)
laquelle est visiblement celle d'une ellipse dont -^jr- est le paramètre
et yjtL* l'excentricité. A l'égard de la position du grand axe de cette ellipse, il est clair que 0 = \ft) donnera le lieu du périhélie, et pour avoir l'angle correspondant 9, que nous nommerons |S, on observera que
tang{<l> — -i.)
tang(9 - a) = ^; \
de sorte qu'on aura
71 . Imaginons maintenant que l'effet des forces perturbatrices consiste à faire varier les quantités s, a, rj et rs, en sorte que l'orbite soit représentée par une ellipse qui change continuellement d'espace et de position; nous aurons donc
. / ^ dq , , de , , , da
I» ^ = 6sin(9 — a) et -^ = ecos(9 — a)-f--i-sm((p — a) — -j- 6COs(9 — a);
or, puisqu'on a deux indéterminées s et a, dont l'une peut être tout ce qu'on voudra, nous supposerons
sin(cp — a)rf6 = 6COs(9 — a)rfa, ce qui donnera
^=6COs(9-a),
de sorte que la variation instantanée de la latitude sera la même que si le plan de l'orbite ne changeait point de position. Donc, en mettant
--—^ -, — pour as,
sin(9 — a) ^
d^q , , , de , . da , , ,
^=-esm(9^a)-4-^cos(9-a)-h^csin(9-a)
= — 6sm(9 — «)-+-
sin(9 — «)rf9 Donc on aura, au lieu de l'équation
i/9' ^ C~2/Qr'rf9
ces deux-ci
edcL
sin(9 — a)rf9 de
doL
-2 Tor^
£ tang{<p — a)
par lesquelles on connaîtra le mouvement de la ligne des nœuds» et la variation de l'inclinaison de l'orbite.
9y On aur«
d'où Ton tire
S= -—— y/H- ^3.-4-yj C0S((P — &)),
ds l + J qdq . , ^ dr, , , dw . ^
Supposons ici, à l'imitation de ce que nous venons de faire plus haut,
roS ( 9 — 0) ) (/y) r=z — yj siO { 9 — 0) ) dû),
de manière que l'on ait simplement
ds 1 H- J </ ^/(/
j- = —¥i , — y; sm ( 9 — w) ,
c'est-à-dire que la variation instantanée du rayon r= - soit la même
ds que si l'ellipse demeurait constante, et diflerentiant cette valeur de j-5
on trouvera
d's _^i-hJ rdq^ -¥- g d^'q q^dq^' 1
<1t D [d9Vi-^?"' d^^Hi^q^
— y) cos{9 — wj— ^sm(9 — w) -+- ^y? cos(9 — w);
or, à cause de -r—, -\- ç^ = s^,
J^- q^dq- _ dy^ _ e^—q^ __ i -4- e'
do-^j-hq' cl(j^'{i-^q'Y dcp^j-^q^y (i-^ç'Y ('-»-^')^ V'-^"?'
de plus
rfçp^— ? C-2./Qr'd9' donc
qd^q _ g' g V
d^''sj\ -¥-q^ V""^?' \/'i -h q^ C^^jQr^dc^
^/i -f- 9' VI -^9* C — ifQr^d^
donc on aura, a cause de ari = r-^ r « «»
COS{(p — 0))
d's _ ^ J rj_±£_ _ I 1 _ _q t—S\
De >^orte que l'équation
se cliangera en ces deux-ci :
h lang(9 ~ &))rf9 = o,
lesquelles serviront k trouver yj et w.
Au reste, dès qu'on aura trouvé r et y en <p, ou bien r, y et 9 en /, on pourra, si Ton veut, trouver tout de suite les valeurs de a, e, w et yj; car les équations
9 — £sin(9— a), -3- =:ecos(9 — a)
donneront
El de même, l^s équations
I -H J I / ^ ds 1 -f- J qdq
donneront, en faisant, pour abréger, S jt— y^i 4- y* = a,
72. Les observations nous apprennent que le mouvement de Jupiter autour du Soleil est à peu près circulaire et uniforme, et que le plan de son orbite ne fait qu'un très-petit angle avec celui de l'écliptique; d'où il s'ensuit que si l'on nomme a la distance moyenne de Jupiter au Soleil, et h sa vitesse angulaire moyenne, on pourra supposer
r = a ( I -f- iV), 9 r= A/ -h ix, q i= iz,
y, X, z étant des quantités variables, et i un coefficient très-petit, où il
faut remarquer que les valeurs de v et de -.- ne doivent renfermer aucun
terme tout constant; autrement, contre l'hypothèse, a eX h ne seraient
plus les valeurs moyennes de r et de -^'
Cela posé, si Ton fait ces substitutions dans les équations [i) du n" 68, et qu'on divise la première par a, on aura, en poussant la précision jusqu'aux quantités de l'ordre de i^,
d^r (c-fQdtY
-h i-^- [i — iiy-\. 3i\r' ~ - i'z' — 4/V -^ 3/»/zM -h - = o,
.d^z ^ ,{c-fQdty a'
(dzdr •dzdrx P-Rv_^
'IF^' à^ 2 ( I - 4'r + ioi\Y
dx c — fQdt h-hijj ^^ ( I - 2/r -H ^i\r' - 4 i'r')^ «•
On voit d'abord par ces équations que les quantités
{c-fQdty i+j R p_R^ c-fQdt
doivent être chacune très-petites de l'ordre de i, pour que les hypothèses que nous avons faites puissent subsister.
Supposons donc
A ^- =h-hi\, --— \ = A' -4-1 Y, i = /Z,
et les équations précédentes étant divisées par i deviendront, en faisant
Y^ -h (3/1='- 9.b)r -h Y - 2AX - /(6A^- 3ô)j^- - ibz' -h 6//irX - /X^
-hi'(ioh'— ib)r'-^^i^f>XZ'— i5i/'Aj'X-4- 3/^7X^ = 0,
^/-'z . r, , .,, .dzdy ., -,
"7- -h /i='z -h Z — A^A^-^r -+- î^' — TT — \-7Anz\
7T -^ ^ Ar — X - 3 /Aj^ -h :>. /> X 4- 4 i'hx' — 3 1 ^.r' X r:^ o.
Si l'on nomme de même a la distance moyenne de Saturne au Soleil, h' sa vitesse angulaire moyenne, et qu'on suppose
r'=a'{i-^ix')y 9' = A' / -h /V, q' — iz\
on aura les mêmes équations que ci-devant, en marquant seulement les lettres d'un trait.
73. Il faut maintenant faire les mêmes substitutions dans les valeurs
de P, Q, R, et premièrement dans celle de — qui entre dans la valeur de
ces quantités^ mais, pour rendre le calcul plus simple, nous n'aurons égard dans cette opération qu'aux termes de l'ordre de i, une plus grande précision étant d'ailleurs inutile dans la présente recherche.
Mettons d'abord a(n-«j) à la place de r, eta (n-«y'jàla place de /', et nous aurons, en négligeant les termes y*, qq' et q'^, qui seraient du second ordre, et faisant, pour plus de simplicité, <p — ç/' = 6,
i; = yfl^(i H- 2ij)— 7.aa'(i H- rr-4- ly )cos6 -4-a"(i -4- aiy),
savoir
r = yja} — laa' cos^ -h a'^ H- 2 i(a}y' ■+■ a'\>*' ) — ?- laa' f .>' -^ ^i'' ) cosô , d'oii Ton tire par les séries
— = ia^— 2rtfl' cos5 H- a'*^ '
- 3i[a*.r H-«'\)'— afl'(>-h r'jcosô' fa»— laa! QOs(f -ha'»-"*.
Or les quantités
a^— 2aa' cos5 -f- a'^^ * et a*— 2aa' cosô -h a''] '
étant irrationnelles, il est nécessaire de les réduire à une forme rationnelle, sans quoi l'intégration des équations proposées ne réussirait point. Pour cela je remarque qu'en faisant a'=«a, la question se réduit à changer en une fonction rationnelle une quantité de cette forme fi — 25f cos5 -h (z*;~', dans laquelle a est une fraction moindre que l'unité. Or, puisque
I — ?.acos6 -4- a'=: [i — a^cosô -f- sinô y— "^^J [" -- ^k (cosô — sin^v ""';-•
on élèvera la quantité i — a(cos5 ±:sin5 v'-~ 0 à la puissance —5: ce (|ui, à cause de
^cos$±sin0 v'— U*"^ cos/w0±sinw9 V ""' ♦ donnera
=r \ -\-soL ^cos^ihsinô yj—i) h — a"' cos^ôit siiiîô^'— i ;
+ I.(.l±i.).(i±^«.feos30d=sin30v'-T) +....'
De sorte que, si l'on fait
'?. 2.3 Q = 5asm9-^ -^ ^a^sm20-+- '-\ ^ a»sin30 -h. . .,
on riura
1 1 — a ( cos 0 -h sin 0 v^^)]^' = P H- Q y/^ et
[i - a (cosÔ - sinÔ v'^)]"' = P - Q v^^. Donc
( I — 2a COS0 -h a')-' =: P' -h Q'.
Or, si Ton fait les carrés des deux séries P et Q, et qu'on ajoute ensemble les termes qui auront le même coefficient, en faisant attention
que
cosmôcosnÔ 4- sinw0sin/i0 = cos(m — /i)0,
on trouvera
(i — s>.acos0 -4- oi})-' — ,Ky -\- \)î,cos0 -4- 3COS9.0 -h(0cos3ô -h. . . , les coefficients .a>, ub» 3»..» étant exprimés de la manière suivante :
— = ce -+- 5 =; ce H 5—7 «•■ -h ...»
et ainsi de suite.
Au reste, quand on aura déterminé par ces séries les deux premiers coeiTicients ,1, et \)j,, on trouvera tous les suivants d'une manière trèssimple et très-facile; car, si l'on prend les différentielles logarithmiques de l'équation
(i — 2acos(? -h a^) ' --- i> -hubcosô -4- 3oos2 0 -h . . .,
et (ju'après avoir multiplié les deux membres en croix on compare terme à terme, on aura, comme M. Euler l'a trouvé le premier dans ses Recherches sur le mouvement de Saturne,
^ __ (i -ha'lUîi— isolK.
atife
(Connaissant ainsi tous les coefTicients de la série qui représente ( r — 2aeos5 -h a'^j"*, on trouvera tout de suite ceux de la série qui exprime 1 — 2aeos5 4-a^j~*~*; car, dénotant ces derniers par a\ ^, M.,..., il faudra que la série ^^ -h ^cosô -f-^cos 2 0 4- ..., étant multipliée par I — 2ai'osO -h a^, devienne égale à la série ct-i-ni>cos6 4-gcos2 5 h-.... I^a multiplication faite-, on trouvera, en comparant les deux premiers ternies,
•K-=z{i -\-a^)(£— a^ el Ub = (i -f- a') ^— 2a^J? — a^.
Or a est donné en ^j? et ;^ de la même manière que e est donné en i et nj,, de sorte qu'on aura, en mettant s-h \ à la place de s,
Donc, substituant cette valeur de ^, on aura deux équations en -i , u»„ <r et ;^ , d'où l'on tirera
Ensuite on aura
Tout se réduit donc à trouver les valeurs de ^ et de ub, lorsque s = -•,
or les séries ei-dessus donnent, pour ce cas,
tJb 3
lesquelles, à cause de a = - environ, dans la théorie de Jupiter et de
Saturne, seront assez convergentes pour qu'on puisse se contenter d'un petit nombre de termes.
Pour faciliter le calcul de ces deux séries, lesquelles peuvent aussi être d'usage dans plusieurs autres occasions, je vais donner ici les logarithmes des différentes puissances de a qui entrent dans les valeure i\v i
et (le — •
LOGARITHMES
LOGARITHMES
LOGARITHMES
des
des
de.
coeflicients.
coerficicnts.
coelTiciontH.
Oi*
I.II
ir'
i,2io5o37
1 ,4oo5i2o
En examinant cette Table il est aisé de voir que les différences des logarithmes forment une progression décroissante; d'où il s'ensuit que
si, après avoir pris la somme d'un nombre quelconque de termes de l'une ou de l'autre série, on en regarde le reste comme une progression géométrique, l'erreur sera toujours moindre que la somme de cette progression; ainsi il sera aisé de juger de la quantité de Tapproximation.
Supposons donc
[a'— o.aal ros0 -4- a'*) ' =.1., -h \)b, cos0 -h3, cos20 -h(ô, cosSÔ -h . . . et
{a'— -xaa! cosô -h «'M * = ^^^ -^ \x cos0 -h ^, cos20 -h ^, cos30 -h. . .
et nous aurons
— rzr.l., -h Ul,, COS0 -4- G, COS 2 6 -h CE), COS 3 0 -4- . . .
^L.^.^aa'i^^') cos20^...1
— 3i>'' I a'^a', — aa'^ -h L'»^, — aa'^, — ad -' j cos0
^ L'^, - aa' ^^^') OOS20 -^ . . .1, ou bien
-L ^.V, -hUbi COS0 -4- 8, COS 20 -f-Cib), cos30 -h. . .
H- 17(^2-+- ^îCOSÔ H-«^2COS2 0 -f-^2COS36 H-. . .) -+- iy($3-l" ^sCOSÔ -4-^3COS20 -4- S3.COS30 -f-. . .),
en faisant, pour abréger,
,/ ,2.9, -h Si., ,.^ \ ^, = 3(^00'— i-^--'- a" t.) '
Cela posé, on aura d'abord
— =a(-i., -i-i)b, cosô + G, CCS 20 +(0, ces 30+. . .)
-+- /y« [-i>, -h a\ -f- (iJîj.H- ^,) COS0 H- (G, 4- ^,J COS 2 0 -h ((0, -4- «,) C08 3 6 -h ...] -h iV'af^fsH- ^sCOS© -h ^3 COS 2 0 -+- SiCOS30 -h. . .)»
et de même
— =«'(. A,, -h Ub.COSÔ H-C, COS2 0 -h(t), cos30 -h. . .)
-h /ya'(a\4-^jCOS0H-«!a,COS20-+-^jCOS3O-4-. . .)
-+- iy'a'[-l,, -hP3-4-(iib,-4-^)cos0-+-(O, -+-.'R.,)oos2 0-f ((0, -f s,)rt»s.HO -t ...|. Donc, multipliant cette dernière quantité par cos^, on aura
— COS0 = a' h -A., H 1 cosO -f- «Ml?* '}0 ♦ ...
f^ I 2 y 2 / yi
^ ira' y h ^ U\ ^ 'lÂ cohO » ^' * '^^ voH^Ù »... 1 — ir rt' - -/-^- -4- ("^-1 MA*, » ) «'OH«
^ ^ ro* iW ♦ ... |<
Or, en négligeant le» termen de Tordri» do i*.
et par conséquent
—f- COS0 =: -7- COS0 — -i-iy 7, (!OSÔ.
Donc si Ton fait
.1,3 zn a^ oA>, ~ a}d — ^5
•Ub2=«''0b,— «'fl'
(i, z=«»(..i„H- ^JPO - à} a! ^%
on aura (n*^ 67)
K— —( (.1-2 -f- 1)1)2 COS0 -4- C2COS2Ô H-CDjCOsSO -h. . .)
-<-''-^r (^«-^- '?4COS0 4-^4C0S2Ô 4-S4COS30 -h. . .)
Maintenant on aura
^ sine = «' 1 (.i,, - 1') sinô -1- "^' ~ '^' sinae + . . .1
/Va' I U\ - -'\ sine + ii— ^ sinae -f- . . .1 I V a / 2 I
et
-7- sin G = -— sin 0 — 2 iV -^ sin 0.
Donr, si Ton multiplie ces deux quantités par r = aii -hiy), et qu'on fasse
iJVi^ «^«'
ift>, — (0,
V 2 a / rt'
ou aura (numéro ritéj
Q- -(-^isin0 4 iiU,!Hln».6 4 C,s(n.')(? < ..
-h /— ,r (^« sin0-+-^6sin20 -haesin30 -f-. . .)
-f-i — r'(*7sin0-h 3,sin20-f-a,sin30-f-.. .)• a ^
Enfin on a
d'où, en négligeant les termes de Tordre de e^, on aura
P=z/J' (za— 2'a')(a.>, -hiJl.cosô-i-a, COS20-+-. • )•+- 4", •
De sorte que, si Ton fait
X^ z= rt-^.l,, — .1,,, i)j„ =: a' uî,, — ift,2, 34 = a»e, — Gj, . . . ,
.^ — — _ rt^aM,,, ijbj = — a'a'ijb,, Ci =: — a'«'8,, . . . ,
on aura, aux quantités de Tordre de »'^ près,
— ^^^ ^ — i —^Z («m- \)biCOS0 -I-84COS20 -4-C04COS3ô -4-. . .)
-h I —^'(-Is-f- \)l)sCOSÔ H-3iCOS20 -h(Ô5^OS30-h. . .)•
Et il ne restera plus, pour achever les substitutions, qu'à mettre au lieu de 6, e'est-k-dire au lieu de 9 — 9', sa valeur (A — A' j / -h i {œ — x' j, ou bien, en faisant A — A' = H, Et-\-i{x — x), ce qui est très-facile, car il n'y aura qu'à mettre partout dans les expressions précédentes Ut à la place de 6, et ajouter ensuite à la valeur de R la quantité
— / — (x — jr')(uî>3sinH/ -h 2S2sin2H^ -h 3(Ô2sin3H/ -+-. . .)»
et à celle de Q la quantité
i —(x — x')(-^3CosH/-4-2Db3Cos2H/ -h3C3Cos3H/-f-. . .)•
76. On sait que les masses de Jupiter et de Saturne sont très-petites
par rapport à celle du Soleil, en sorte qu'on peut supposer r - mm el
j = im'; donc, puisque b= — — (n** 72), on aura
où, faisant ; — è = n,
J' — /ViMi;
d'où il s'ensuit que les quantités P, Q, R sont (riîH-jielile.H «le Tordre île r, et qu*ainsi, pour satisfaire aux équation» ik) du numéro eilé, il efil néeefi-
saire de supposer — presque éjçal à A, et , ou bien // prejiqiie é^nl Soit done
— — h = i( el h - h* . t'u,
et les équations ^k) donneront, aprfe» avoir Hulmlihié le» VHleur<« de H* y et "y trouvées ci-dessus, et divisé le tout |»«r /,
— in / y (?*îHinll/-^ ^,^\u^Mf -^ .. .)tlf
— in I [x — X ) -I«»f05îll/ -^ iH.wo<; >ll/ ^ . . . m//. V — g -f- n ( 'l- H- uV. ^os H / -►■ C, f fr>; > Il / -i . . . j
— /n'.r - r')('T*v.sir»H/ ->- £^,sîn?. Ilr -^ . . . >, / /n5 . «1, -4- iiUi rosH/ -^ 3, ros>ll/ J- . . . )
77. Ayant ainsi les valeurs de X, Y et Z, il ne s'agira plus que de les substituer dans les équations du n^ 72. Or, si l'on met A^-H«g au lieu de b, qu'on néglige les quantités affectées de i^u et de ix\^ (parce que n est aussi une quantité fort petite, comme on le verra plus bas), et, qu'après avoir ajouté ensemble les coelficients des termes analogues, on fasse
"K =- '\S\>i — |v «Va»
ijî,7 = 84 -+- -n 1)1,3, . .
et ensuite
<I) =:cl.«cosH/ -M)l,eC0S2H/ 4- . . . H- />' ( <JPh cos H / -4- ^, cosaH/ -h. . .) -h iy' ( i\ -f- ^5 cosH / -+- a, cosaH ^ -f- . . . )
-^-2iA / j (a^sinH/-4-^.sin2lU-h.. ,)dt
-f- 2/A 1 r'(^\sinH/-*- ^7sin2H^4-. . )dt
— /(x — x')(uî)2sinH/-i- C2sin2H^ -+-. . .)
-»- 2/A \ (x — x')(^^cosH/ -+- 'i)b8C0S2H/ -h. . .)rf^
^r=z(oi., COSH/ -f-llb7C0S2H/-l-. . .)-+- «' ( -^ 4- ifcs COsH / -f-C!,COS2H/ -f-...),
E — — ~ (-l,cosH/H ^cos2H/-4-...j -+-^j(.ar,cosH/H :'cos2H/ -h...\
-h I / (:r — y )(Jl.,cosH/-»-'\ft)sCOS2H/-f-. . ,)dt.
on aura les équations suivantes d\r
dt'
[A»-4-£(6Af— îxg4-3lP4-n<J?4)]r
/) -h g — aAf — /P -h n-^ — 3/ [A» -+- £ (4Af — g)] r'
I -^ -h[A»-+-£(2Af-f-/P-hn.vl,,)]2~4/(A'4-2i7if)2r
). dz dy ., , , , .^ dz dr * . „,
-h 21 , ' -h loi^n^zx'— ai'j . -1- /n4^:=o,
(/i) ^ -h2(A-hif)r — f— 3/{A-h/f)r*^-4'*Ar"-^- nS = o.
Telles sont les équations du mouvement de Jupiter, en tant qu'il est altéré par l'action de Saturne.
On trouvera des équations semblables pour le mouvement de Saturne dérangé par Jupiter; il ne faudra pour cela que mettre ^', j', z' à la place de x, y, z, et vice versa, et marquer toutes les autres 4ettres d'un trait, à l'exception de H, laquelle étant égale ^ih— h' deviendra h' — h, c'est-à-dire simplement négative.
78. Je remarque maintenant que les équations (/) et (m) peuvent se réduire à ces formes plus simples :
^ 4-K»y4-n?y=:o el -^ -f- L'z -f- inJb := o,
en supposant
et
z = z-hil^lizx-^-V'^^ +'^(îr2'+P^/*-^-^r-^)'
Pour le prouver, et délerminer en même temps les valeurs de a, /3, 7,..., fx, V, 71,..., je prends d'abord les différentielles secondes de y el de z; j'ai
^^> d'y .^l d'y dr'\ . 1 d'z dz'\
. / dz^ d^y ^dydz d^z dz dW dy d^z d^y d^z\
. (dyd^z' dz d^y d^zd^y\ ., /, d^z ^ dz^\
., / ,d^z d^y dy" , dzdy\
+ ''P (■>•' rfTï + -r -rfTT + '-^ rfTï + 4.r ^^)
.^ / dy"" d^z dz dy d^y dy d^z àz d^ d^ d^y\
^' ""VdP ~dF'^ ~dt^ 'di^'^^^Tt'dF'^^di 'SF'^^'^Wdp)'
^ .^ . 1 .i 1 1 1 d'y d^z d^y d^z dy^ dz^ ,
Ensuite je substitue a la place de -^, -^, -^, -^, ^, ^ leurs
valeurs tirées des équations (/) et (m), en négligeant les quantités qui
seraient affectées de i', ou de i^n; et pour avoir les valeurs de -^ el j-
(car Ips autres se déduisent aisément des équations citées), je multiplie l'équation (/) par 2dy, et l'équation (m) par 2dz, et ensuite je les intègre, ce qui me donne, en négligeant les quantités de Tordre de i^ el
de in, parce que -^ el ^ ne se trouvent que dans des termes déjà affectés de i,
^-h[A'-4-i(6Af-2g)]/'-f-2(g-2Af~/P-hnJW,)
-+- A — '?.ih\y^— 3ih^ 1 2'rfjH- 2n 1 (pdy—o,
dz' r r dz' r
-TT -f-(A'-}-2/Af)i;'4-B — 8/A^ 1 yzdz^^i j -^dy^oAn j Wdz=:o, A et B étant des constantes.
Je conserve exprès le terme atn j Wdz, parce que la quantité ^ contient un terme de cette forme iiij^' cosH/, lequel étant multiplié par dz, et ensuite intégré, après avoir substitué les valeurs de z et de z' en /, se trouvera divisé par des quantités de l'ordre de t.
Or Téquation (m) donne, en rejetant tous les termes affectés de i,
^^h^z = o, ei par conséquent
mais, en mettant ^u lieu de ^ et de -^ leurs valeurs approchées
— A^z^ — Bet — A^j — g-i-aAf, car on peut négliger ici tous les termes aH'ectés de i et de n,
r d'z , drdz CIdz', d'r>\
J '-dF/^r = z-^ -j ^-dr-^z-^dz)
et, à cause de j yzdz = -yz^ / z'^dy,
r d^z , dydz A' f , „ h^ , g — 2/if
j,_dr = z-^j^^-jz^dr^hr^^rz^^^-^-z^.
Donc on aura
d'où l'on tire
Doncî, si Ton met cette valeur dans la première des deux é(|uations ci-dessus, et qu'on substitue — ^^ / ^^^v— By dans la seconde à la l. • 80
place de / ^^v, et ubj j {cosEt)z'dz à la place de / ^dz, on aura, après les réductions,
l W "^ [A'-^ '(6Af- 2g)l j^H- 2[g- 2Af- i(f'- B) -h n-i^lr (^) { drdz r
I H- A -h l(g— - 2Af)3»— 2lA*J*-|- lA*JZ*-f- 2/z-Ht; h 20 / $rfj=:0,
ip) j7 -»- (A'-f-2/Af)z»-i-B — 4iB/ — 4'A'r-2'-^2in'Ubs / (cosH/)z'û^z=r o.
Ces substitutions faites, on trouvera, en ordonnant les ternies,
^ = [-A»-/(6Af-2g + 3iP + n<J?J • -Bipfg — 2Af— /f'-f- |/B-hnA,,j
-h 8/^yB — 6/MA — 2/^eB -h 2/'yïA^B 1 y
— (g— 2Af— if'-hn4.,) — 2ipA — 2iyB-4-2£»rî(g— 2Af)B
-4-r3/A=^-h3/'(4Af— g)~4£(3[A»-4-i(6Af-2g)] — i5/»a(g-2Af) 1 r'
H-f-itA'-i-ig) — 2i'(3(g — 2Af) — 4£>(A'H-2iAf)
— i»e(g— 2Af) — 4i'rîA»(g — 2Af)| z^ H- (— 6i»A^ -h loi' (3 A»— 9/^0 A^)/' -4-(— 3i»A*-h/»(3A»-4-i6i»yA»— 5i»eA»-h4i'Y3A*)^z»
-4- (~ 4/^p - 4i^y -h 4/»e - 5/^ Yî A»)z ^^
-f-n — $ — 21(3$^ — 4ip / <ï>c(r— 4i'yui)5 j(cosUt)z'dz U
^=:[~A'— i(2Af-i-iP-hn ^)- i>(g--2Af-£p-4.n.A.,) -i-2/v(g— 2Af— /f'-4-n.l.,)(A'-h2/Af)
— 3/»vA'(2A 4- B) — 6i'7rB — 2/»pA H- 7.i'(Tk'\]z -h r4/(A^-f-2iAf) — 2£>[A»-i-/(4Af— g)]
-l-2iv[A^-4-i(6Af— 2g)](A»-f-2rAf) — 2o/»vA«(g— 2Af)
— 6i»p(g— 2Af) -+- 6i»(jA»(g — 2A f )1 zr
[\drdz — 2i-+-2iy— /v[2A»H-i(2oAf--8g)] — 3l»^(g--2Af)l-4— -^- f - /'^ A» — 6/»v A* — g/'r AM z* -+- (— lo/'A' -t- 7 l'/jt A» — 2oi'v A* — 5/'pA* -h 4''^*^ ).?^* -►-(2/»— iii^{jL-¥- i6/*vA'-f-4'*p — 5i*^A*)r-^T7^
Je mels donc ces valeurs de y, z, -^ et -^ dî^n» les équations
et ensuite j*égâle à zéro les termes homogènes, ce qui me donne les équations suivantes :
- A> — ifôAf— 2g-h3/P-hn«0-6'? U-'iftr- if'-h |/B-^n-i-,j
-hS/'yB — 6/^5A — 2/'eB-h?./*y;A='BH- K':=:o,
- (g— 2Af — /P-h n.^î) — 2ijJA — 9.r/B-4-2i*yî(g— 2Af)B-»- aK' 1.7-0,
3A=^3i(4Af-g)-4^[A»-hi(6Af-2g)]-f5/(î(g--:>.Af)-h^K-^ = o,
-■A» -h /g) — 9./j3(g-:- 2Af) — 4y(A^-»" ^-'Af) — 's(g— ^.Afj
-h4/yîA«(g~ 5!Af)-4-yK^~ o, -6*='— io;âA^ — 9^A='-f-dR- = o,
- 3 A- -H ^A^ -^- 167 A» — 52A» -h 4/1 A* -^ sK^ - o, -43 — 4y-^4e- 5viA»-h/iK'— -0,
-* — 2/;3<l>.r — 4'>/ ^rfr— 4/'y\«v. j{c(\sHi)z'fts -1- 5 --o,
-A*— /(^Af-^ /P-h n -U,) — /.u(g— :>.Af - /f' -h ni,) -h 2/v(g — 7.Ar— /P-h n ^)i A» 4- >/Ar)
~3/'*vA»(o.A -+- B) — 6/^7:B- ?./^pA ^- ^/ tA'\ -4- f/ o,
il h' -^ 9.i/iî) ■-- 9.fi[h' -h iiihf --- g)] -h zvlh' -h i(6hî - 9.g)](h' -h 7Âhq
— 2oivA»(g — 2Af) — 6ip(g— 2Af)-h6i(jA'(g— 2Af)-+- ^L» = p,
— 2-|-2|Ul — y[2A'-|- £(2oAf— 8g)] — 3l(j(g— 2/£f)-|-vL»=:0,
— uA» — 6v A< — OTT A' H- TT L' = o,. 2' ^
— loA^-h 'jfj.h^— 2ovA* — Sp/r-h 4ffA* -f-pL^ = o, 2 — 2u -f- i6vA'-h4p — 5aA*-f- aL* — o,
— ^ — (a — 7^vh^)z^ — v—T- hi> = o,
par où Ton délenninera les valeurs des coefRcients K^, a, j3, y, 5, c, v;, L*, a, V, TT, p, (7, ainsi que celles de -7 et de ^, en ayant soin de pousser les valeurs de K^, L^ et a jusqu'aux quantités de l'ordre de i^ et in, celles de /3,y, fx, V jusqu'aux quantités de l'ordre de i et de n seulement, et enfin de négliger dans les autres toutes les quantités affectées de i et de n.
79. Si l'on regarde la quantité a comme connue, et qu'on s'en serve pour déterminer g, on aura
g = aK2-}-2Af— n.i>,-f-/(f»— 7.^A — 2yB) -+- 2l»yJaR»B; ensuite, supposant
K = h -h ik el L = A -h //, on trouvera
k ^ï-h^/ia -+- -^{ihîa -f- i5A»a' _ 5A - B) -h ^('i\ -h 2.i>0, 2 /* 9. h
l ^Ç-\-2ha-h -^(4Afa -+- i5A»a»- 5A - B) -+- -^ -l^,
ô— H--a, y=--}-£ay)AS d=::-, e=:--l-yîA%
g-^iO-f- 2/(34>7-4-4iP / $rfj-f-4i'ytll)s / (cosH/)2'</3, it = V -4-(a — 2vA')<I>z -4- V , '
Et Ton remarquera qu*il restera encore deux inciéterminées ■/; ♦*! 7. lesquelles pourront être supposées égales à tout ce qu^on voudra, sf Ion ce qu'on jugera plus commode.
A regard des quantités ol et F, il faudra les prendre de telle manière que les deux conditions exprimées dans le n** 72 aient lieu, rVst-à-<lire
que les valeurs de vet de ^ ne renferment aucun terme tout constant:
ainsi ce ne sera qu*après avoir trouvé les expressions générales d** v et
de — en /, qu'on pourra déterminer les constantes ol et f.
Au reste, comme il n'est pas absolument nécessaire que la quantité a représente exactement la distance moyenne de la planète, on ponrm, si Ton veut, se contenter de remplir la seconde des deux conditions dont nous venons de parler, et pour lors on aura encore une nouvelle indéterminée 7. à volonté.
Enfin, pour déterminer A et B, on substituera d'abord dans les équations {o) et ip) les valeurs de v et z en /, et on fera ensuite des équations séparées des termes dans lesquels t n'entre pas, les autres étant censés se détruire d'eux-mêmes. Or, en mettant au lieu de y et z leurs valeurs approchées y — « et z, et négligeant tous les termes affectés de 1, ainsi que ceux qui contiennent des sinus et des cosinus, on a, à cause de g— 2Af égal à très-peu près à «A*,
et
dr
dt-
De S4)rte qu'en ne prenant, dans les valeurs de y*. -t:j ♦ 5' et ' t', • que le termes constants, et omettant les autres, on aura
\ - 3f'A' /t'y ''/' •^ dr
et
80. Pour mettre nos formules sous une forme plus commode et plus simple, nous ferons a = o, >3 = o et <7 = r^; moyennant quoi nous
aurons
et
./ 2if\ dzdr ,/3 . , II drdz\
d'où Ton tire, en ne poussant la précision que jusqu'aux quantités de Tordre de /*,
. / 2/f\ dxd\ •
. r3 . ,3 rfzrfv rfz» ,dyd[dxdy)~\
d'*y d^z ou bien, en mettant pour -^ et -t-- leurs valeurs approchées — A^y
el — A^z,
2/f \ dzdy
. / 2/f \ dzdy •
. /3 , ,5 rfzd> rfz= , rfy^ \
r'(-z3-^2zy^-^-y^^^-^2z^j^^4z,^,)
Et si l'on substitue cette valeur de y dans l'équation (/ij du n" 77, on aura
l ^ — — 2(/n- /f )y H- f -H /(/i -+- /f)(5y' -h z'^j \ _/a/,^,3y»-4-2yz^-4z^^)-nZ,
équation facile à intégrer dès qu'on aura les valeurs de y et z en t. On se souviendra seulement qu'il faudra, avant l'intégration, égalera zéro tous les termes constants.
De plus, si Ton veut avoir Texpression du rayon vecteur « de rorbilf
réelle, on fera
a=:a(i -4- IL»),
ft comme w = ry i n- y*, on trouvera
et mettant au lieu de y et z leurs valeurs en y et z,
Ainsi le problème ne dépendra plus que de Tintégratioii^des écjuations
lu) -j \-Vz-hin'i = o.
dV
81. Si Ton fait /i = o, on aura W cas ordinaire où l'orbite est unt* ellipse immobile.
On trouvera donc pour ce cas
V = A ros( K / — -V ) et z — A sin ( L/ — C\
A, A, -i et »i: étant des constantes.
Donc : i" A = — A-A- et B = — A*A* n^ 79 J; 2^ si l'on substitue ces valeui*s de y et de z dans le second nieuibre de Téquation (# ;, et qu'après avoir développé les puissances des sinus et des cosinus on égale à zén» tous les termes constants, on aura, aux quantités de Tordre de i'^ près.
/5 d'où
f-h//i (-A»-h iA^) =.-0;
De sorle qu'on trouvera à cause de « = o et de n ^ o, k = o et /= o. et par conséquent K =A et L = A (\\''19).
u ou
im SOLUTION DE DIFFERENTS PROBLÈMES
Si Ton n'eût pas supposé a = o, on eût eu
et
f=-2//a-///a^- —(SA^-f-A^^),
et l'on trouverait, après les substitutions, que tous les ternies des valeurs (le k et (le / se détruiraient d'eux-mêmes, de manière que ces quantités seraient aussi nulles, comme elles le doivent être dans ce cas; ce qui pourrait servir, s'il en était besoin, à confirmer la bonté de nos formules.
Il ne s'agira donc plus que de mettre, dans les équations du numéro précèdent, AcosfA/ — -A>j à la place de y, et AsinfA^ — <^; à la place de /, ce qui n'aura aucune difficulté; d'ailleurs ce cas est si connu des Géomètres qu'il sérail superflu de nous y arrêter. Je me conlenlerai d'observer : ,
1*" Que les absides de l'orbite se trouveront aux points où dy = o, et par conséquent où sin {ht — A>) = o, ce qui donnera pour l'aphélie
cos(A^---l) = i et L» = A— /A^-h -/^A»,
et pour le périhélie
cos(A/ — ^A) = — I el u = — A — zA^' /^A^;
d'où il s'ensuit que le demi-axe de l'ellipse sera égal à a(i — i^à'^ j, et
l'excentricité à lA — __ .^ ., = « A ( i h- -/^A'^ j» soit il à très-peu près;
2*" Que par conséquent l'angle A/ — i' représentera l'anomalie moyenne, et -Ao le lieu de l'aphélie ;
3" Que les limites, c'est-à-dire les plus grandes latitudes, seront aux
points où rfz = ^^ ^ f et par conséquent, en négligeant les quantités
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de Tordre de i*, aux points où ^^^^/t^t = ^' r-V;» '''<'M-<i-«)iM' o«i
dy . .».
cosTA/ — t; = ^i -rfr'- d'où la pIu.H grande' vali'iir di* 5 wrfi
de s^irte quVin aura pour la tari(serile de rirM'liri;»iv>ri de l'orl/iti^
lA I— jti'h^" - Oh^ \* ^ >A
51 lrtr>-peu pTte:
i* Que, f-omni^ ^ - A* % == o- ^^n *or;ir^ » é'4n^ #1^ -, - y//^. »^ti
d»>o»t ->ïi *ïr* -î^ia.-* i»^ : .:n^"^^
Nis ^/ - ^ r --in ^/ -' >, t*'-*Hî-'4— cil-*
■eu 1** TS r in** nîfiiipn' jiii». 4*»npî-;f<#». -n fi>finî#n» ^ mm*» ••■' ♦••'.ri#*^ if*---
[. -fi
ces é(|uations seraient identicpies (relles^mémes; or c*esl précisément ce (|ui arrive dans notre cas, et c'est là la raison pourquoi il reste deux, coeflîcients indéterminés -n et cr. Au reste il est facile de voir que cel inconvénient ne vient que de ce que nous avons conservé la quantité
^ au lieu d'y substituer sa valeur tirée des équations (l) et (m),
comme nous l'avons pratiqué dans le n"* 52. Ainsi il sera trës-aisé d'y remédier, et d<; donner par là à notre méthode toute la généralité dont elle est susceptible.
83. Revenons maintenant à notre sujet, et voyons comment il faut s'y prendre pour intégr<»r les équations ( /) et lu). Pour cela on commencera par mettre dans les expressions de iT et c, à la place de v, z et x leurs
valeurs approchées y, z et — 2h j ydt tirées des équations (q )^ [rj, [s],
et de même à la place de y', z\ x* les valeurs correspondantes y', z! et
— tlK j y'dt; puis on cherchera, par l'intégration, les valeurs de y, zet
de y', z', en y négligeant d'abord tous les termes alfeclés de i et n; et ces premières valeurs étant ensuite substituées dans 5 et 1- serviront à déterminer plus exactement les mêmes quantités y, z, y', z'.
Or il semble d'abord qu'on pourrait se contenter de prendre pour premières valeurs approché(»s d(» y et z cell(»s (|ue nous avons trouvées plus haut I n" 81 J, savoii*
N - Ac()s;K/— l), /- \sin:L/ ^*),
el par conséquent aussi
y - A'rosiKW — -A'), z' ... .V sin( L' / - ^"^ ].
Mais CCS valeurs étant substituées dans les quantités .y et tb, on verra, apri'S le développement des produits des diirérents sinus et cosinus, (|u'()n îiura des termes de cette forme :
cos [ ( /// -h //. ' ) / — .1 ' ] e l sin [( /// -h //' ) / — C ],
lesquels étant de Tordre de in dans les équations diflTérentielles se trouveront divisés, après l'intégiation, par des quantités du même ordre; de sorte qu'ils appartiendront aussi aux premières valeurs de y et z.
Le terme i ^jV'eosH/, nar exemple, qui se trouve dans la quantité <1>, donnera par la substitution de la valeur de y' le terme
^A'ros[(/i-f-/A')/-.V],
à cause de K' =^h-h ik' et de H ~ A -^ A'; de sorte que la quantité -T contiendra le terme
lequel étant intégré fn"42; donnera dans la valeur de y le n(mveau teruH*
or, en mettant h-^ik au lieu de K, et négligeant les termes de Tordre de i\
( h -H ik' y - K' r::- 2 i ( k' -k)ft;
de plus on a Ui"79), à cause de a = oet f= ^^^A+ ^B^ fn*'81).
el de même
donc le terme dont il s'agit deviendra
,, ^ Acos[(A-+-/fr')/~.V],
le(juel appartient, comme on voit, à la première valeur de y.
On trouvera de même <lans la première valeur de y' un terme conte-
nant cos [{h' -^-ik)t — i], et qui étant substitué dans le même terme /ui^sy'cosHr de la quantité ?T donnera un terme de cette forme: cos[{h -h ii)t'-X], savoir : cos(Kr — ^i>); de sorte que la nouvelle valeur de y renfermera un arc de cercle (n® 42).
Le même inconvénient aura lieu, comme il est aisé de s'en assurer, par rapport à tous les termes de 5* et de 3b qui renferment y' ou z' multipliés par cosH/ ou par sinH/. Tels sont dans la quantité 5 les termes
/[ ^^y' cosH/ -h 2**, / y' sinH/rf/ — aA'ifi», / y' dt X sinH/
-h 4 h h' .1^, r ( fy' dt X cos H t\ dt\ ,
et dans la quantité "^ le terme 111,5 z'cosH/. Ainsi il sera nécessaire d'avoir éfjard à ces termes dans la première approximation des valeurs de y et z. On aura donc en premier lieu l'équation suivante en y :
^ -h K\v-f-/n I ^, y' cosH/ -h 2/**, fy' sinH/rf/
— aA'ub. ry'rf/XsinH/-h4AA'.^ li fyrf/XrosH/) rfM=o, on bien, parce que
/ ( / y'rf/XcosH/j rf/=^ I y'dtXsinHt— ^ /y'sinU/rf/, ^ -+-K^y-f-/nr^,y'cosH/H- (i^,^- aA'ul,,^ jfdtXsinUt
Or on a, aux quantités de Tordre de n près,
donc on aura aussi, dans la même hypothèse,
donc : i" ^ -f- K'*J y'rf/ = o, d*où
2" f ^ sinEtdt-^-K'* fy'8ïnHtdt = o; mais
r^ sinH/«f/ = ^ sinH/ - Hy' cosH< - H' l'y' sinH/rf/:
«lonc
^ sinH/ = Hy' rosH/ + (K"- H') jy' sinH/f//:
par ronst'quent
(^sinH/-Hv'tosH/) j y.iuU,dt = ^^ ^^—^, L
DoiK', substituant ces valeurs dans l'équation précédente, elle deviendra / 2* » 4A/i'H . aA' . \ rfy' . „
Ensuite on aura cette équation en z :
-j— -h L*z H- iniiwz'cosll/ = o.
ar
On trouvera de même des équations semblables en y' et z', suivant la • remarque du n" 77, et Ton aura ainsi quatre équations, lesquelles s'intépreronl, comme on le voit, par la méthode du n*^ 58.
84. Puisque H = A - A' in" 85 j et K = A -h li, L = A -h i7 n" 7« ). et de même K' = A' -h ik\ L' = A' -h il\ on aura le eas du n** 60.
Donc : r*^ si Ton l'ait
et (le même
ensuite
-.M-hNA' _, M-f-N7/
et qu'on appelle m,, /Wa les racines de l'équation
(m — k){m-k')— PP' :^- o, en sorte que
A•^-fr'^-i/(A•-/r')'-f-4PP'
mj =: - 9
on trouvera (n^62 et 65} que la première valeur approchée de y sera de cette forme :
y— cos /< -h /m,)/ H- ^^ ^ sm // -h im,)t
nii — nii nh — m,
*'^^ (m,-k')¥-hP¥' ^,^. . (m.-A')G-f-PG' . ,, . ,^
— cos (A -f- iiHj)/ — ^ sni(// -1- /m.)/.
/Wi — m-i m, — /?/a
2** Si l'on fait de même
et qu'on nomme n^, /la les racines de l'équation
(«~/)(n-/')-QQ' = o,
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en sorte que
/ + /' + v/(/-/')' + 4QQ' /+/'-v {/-'')' + 400'
OU aura
z = ^— ! ^- cos A-+-/W, /H- ^^^- sin/< -h ///,)/
Fil — n^ «I — /tj
— — ^ ros(A-+-ma)/-h ^— — — ^ — —^^- sin(/i-f- /«,)/,
/l| — 7^2 'ïi — Wj
F, F', G, G', B, B', C, C étant des constantes qu'il faudra déterminer par les observations.
Telles sont les premières valeurs approchées de y et z, et, pour avoir celles de y' et z', il n'y aura qu'à marquer simplement d'un trait toutes les lettres qui ne le sont point et vice versa.
Si l'on voulait maintenant pousser l'approximation plus loin, et déterminer plus exactement les quantités y, z, y', z\ on substituerait d'abord les valeurs qu'on vient de trouver, dans les termes de -T et de ^ que nous avons négligés; après quoi il n'y aurait plus qu'à suivre la méthode (|ui a été exposée dans le n" 64.
Le peu de temps qui me reste ne me permettant pas d'entrer dans ce détail, je me contenterai d'avoir établi les principes nécessaires pour résoudre le problème dont il s'agit, et Je me bornerai à examiner ici, d'après les formules données ci-dessus, les inégalités des mouvements de Jupiter et de Saturne qui font varier l'excentricité et Ip position de l'aphélie de ces deux planètes, aussi bien que l'inclinaison et le lieu du nœud de leurs orbites, et qui produisent surtout une altération apparente dans leurs moyens mouvements, inégalités c|ue les observations ont fait connaître depuis longtemps, mais que personne jusqu'ici n'a encore entrepris de déterminer avec toute l'exactitude qu'on peu! t»\iger dans un sujet si important.
Soit
m, -f- nh = 2ijl/i el /w, m. ^i A,
en sorte que
a= — T— et v=:"-^ T — :
supposons de plus
• r, (A--A^)F-f-2PF' ihv
(A'-A'')G-f-2PG'
et nous aurons, au lieu dé l'équation (t^), celle-ci :
y iz: Fcos(i -h iyL)htcosivht — F, sin(i -h i ^k) ht sm iv lit -hGsin(i -h i/;ji)/i/cosivA/-l-.G, cos(i H- iyi)/its\nivht.
Soient maintenant
F = i cosa, G = i sina, F, = i, cosa,, G, = i, sin «,, on aura
y z=ôcos[(i -+- i/x)A/ — a]cosivA/ — ô, sin[(i -f- ifj.)/it — a,]sinivA/.
Soient encore
(x, = a-¥-n et â, = (3ô,
on aura
sin[(i -f- i|ut)A/ — a,] = sin[(i -h ifx)A/ — a] cosyj — cos[(i -h iyL)/it — a]sinyî;
donc
y = 5(005 IV A/ -h (3sinyîSinivA/)cos[(i -h i|ui)A/— a]
— d|3coSY}Sin/vA/sin[(i -+- ifj.)ht — a].
Enfin, soit
cosivht H- (3 sin 73 sin/vA/ cos^J^
(3cos73 sinivA/ sin 4^'
c'est-à-dire
, coi îv ht
^ Pcosyj ^ .
et nous aurons
y = ô y (cos/vA/-i-p sinyj sinivA/)^-i-((3cosyî sïn h ht)^ X cos [( i -+- iii) ht-h^^ — aj,
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V ^ A ces A/ — -i . De même, si Tcm fait
H — n, — 90/1^ il — 91, =- 25-/l,
en snrW que
ensuite
pl de plu>
B,— —À, sine,, C,— /., cos:
rot /y/*/ rot- - -H lant»'.).
■r ^ \^ir
entin
A = /. i/ ^^J- -u - — ^ r<>s2/7A/ -i-ysîn'^sin^/g-A/ et C = t— H— îo/ii
on aura par Téquation j-
z -- A sini /// — 6).
Voilà donc les valeurs de v et de z réduites à la même forme que (*elles du n® 71: d'où il est aisé de conclure que Torliite de Jupiter est unr ellipse, dans laquelle rexcentrieité est /A, le lieu de l'uphelie -i, la tangente de rinriinaison à réclipliijue /A, et le lieu du nœud aseendant i. Il en sera de même de Torbite de Saturne, en marc|nant senlemc*nl les lettres d'un trait.
86. Il faudrait présentement substituer «es \aleur> de \ v{ de / dans les equati<»ns y . /; et '^ du n" HO. pour en déduire le> e\pri*.Nsion> I. Si
des quantités y, z et a?, et par conséquent celles de r, ^ et 9 fn*^72j; mais sans entrer dans ce détail, il suffira de remarquer :
i" Que les quantités fi, v, p et or étant de Tordre de n, comme on le verra ci-après, lés variations des quantités A, A, x et C seront de Tordre (le /n; d'où il s'ensuit que les expressions de j et de s seront à très-peu près les mêmes, c'est-à-dire aux quantités de Tordre de i^n près, que si ces quantités étaient constantes. De sorte que pour avoir le rayon vecteur de l'orbite, ainsi que la tangente de l'inclinaison, pour un instant (|uelconque, il n'y aura qu'a calculer Tun et J'autre par les méthodes ordinaires, d'après les éléments 1 A, iK^XeiC regardés comme constants.
-T- \ la valeur de -^^ en supposant A, A,
-v et C constantes, on aura, abstraction faite du terme nS qu'on doit négliger ici,
parce que, dans l'hypothèse de A et A constantes, les termes tous constants f -ht (A H- 1*0 (-A*-h-A^j doivent être supposés nuls, comme
nous l'avons fait (n** 81); or, dans le cas présent où les quantités A el A sont en partie constantes et en partie variables, on fera simplement
f^/(A-f./r)|^|ô^(i-f.p»)4-ixni-f.y»)J:=o,
dx et on conservera dans la valeur de -^ les termes variables qui entrent
dans A^ et A'*, savoir
d' ( cos2ivht -f- ^sinyj sina/vA/j
l' f ^ cosaiff/if-hysinwsiniio-An»
et
de sorte que Ton aura, en négligeant les quantités de Tordre de ï\
el ensuite
-• /• ( — c*os2/>A/ -*- y siii<*> Mil 2#9/r/ ) •
Pour intégrer v^iVe équation, soit ^x. la valeur de ar, dans la suppoMtion de A, A, ^K e\ € eonstantes, et dénotons par é x la diH'érentielle de X; en faisant ree quantités seules variables, il est elair que la valeur
complète de —r- sera ( ^) -^ — g^'- de inanieiv qu on aura, en iiile-
grant.
'■- fit)-"- ,('■■'■■
et par consequenl
Mai^ coniine les difl'érences des quantités A, A, -^ et C sont d^* rordie
de /n. la quantité \ ù[œ sera aussi du même ordre, et par conséquent
elle pourra être négligée, du moins dans la recherche présente: on aura done simplement
dont
So- r I - 3* . . . , . . . I
«U. par conséquent.
sin:/./o-/i/ y sinot(i-()Nj»./9'/i/ ii U
ou Ton remarquera que ht est l'angle du mouvement moyen, et i{x) Té- (|uation du centre calculée à l'ordinaire, et combinée avec la réduction à l'écliptique.
Or, comme les coefficients ^v et r^ sont extrêmement petits, il est visible (|ue, tant que l'angle ht ne sera pas fort grand, on aura k très-peu
près
s'ïn9.iv/it = 9.ivht, coso.ivht r i,
et
sin '?. i (xJit = 9. 17 ht, cos s>. i o- A/ = i ,
et, par conséquent,
i> = fi -f- 1 i^è^i- ;3^) 4- y in^i - f)] ht -h i(x');
de sorte que le mouvement moyen sera augmenté en raison de
i -\-yi^8'^ (i - f^^) -^'-in-' (i ^f) a r.
Si donc on veut que le terme ht représente le moyen mouvement apparent de la planète, c'est-à-dire celui qui résulte des observations de
sa révolution, il faudra faire simplement f=: (55*-i-/'^j; et l'on
aura pour lors
dx ldx\ 5/A, ri — â', . , , ^ . . . , "I
"1- — 1-7- I H ôM ^(cos2/v/i/ — i) -h psnv/; sm?./ v///
ih V i — y' I
-I XM '—(cos'y.i^ht— i) H-y sino)sin>/o-A/ h
d'où l'on trouvera
<p z= A/ -f- /(:f) -^--j — î^(sin?/vA/ — 9.tvht)^ ^sinr, (cos?./v/// — i)
j^ '—{su\7.i7ht — 2i7ht) — y sinw(cos'^./(7/i/ — i
Ainsi, tant que les angles 2ivht et 2i^ht seront fort petits, ce qui aura lieu pendant un certain nombre de révolutions, on aura à très-peu
près
(^z=ht -\- i{x);
c'est-à-dire que la longitude de la planète sera aussi la même que celle qu'on trouverait par les méthodes ordinaires d'après les éléments /A, lA, a> et i' supposés constants.
87. Pour l'aire maintenant usage de nos formules, on remarquen4 :
i^ Que n est égal à ^b n^ 76; ou à très-peu près à \\\ h^. en
sorte que
in = /m'A- = y A' et /n'^jA'-.
2"* Que l'on aura, par le n" 79,
A = A'.(a^— A*) ei B=-A^V^
c'est-à-dire, en ne prenant, comme on le doit, que les termes constants des valeurs de A* et de A*,
A=:A*ra»— -o=(i 4-3»)1 el B = — Ia^àMi -^^ y'),
ce qui donnera
/r= -^(^\-h2-X,) et 1=\k,, in o.h
à cause de a = o et de f*= — V [5*^^! -I- /3^) -h X^(i H-y'^jl, de sorle qu'on aura
ih = ^h{ a\ -h 5t a>,), // -i A .i.,.
et de même
/7i ' ^ ^- A' ( a^ -f- ai.; ). //' ^^ A* t . .
Si Ton voulait employer l'autre valeur de r. Haxoir ^ V>^ r X- , U
faudrait alors mettre, dans les valeurs de A el de \i^ i' u^ Ucu vK- A*, ci /.* au lieu de A^, et l'on trouverail les mêmes e\piv>i^U^^^ de i ci vie / que ci-devant.
> Que ^-t-^ =h=:h'* f /tf ir'7tl . Oàt A UVN kK'U |.^J».\> ,;;*i .\ 'I-
pane que g est déjà une quantité très-petite (n" 79 j. Done on aura aussi
et, par cunsequenU
OU l)i(MK à cause (|ue les niasses J et J' de Jupiter et de Saturne sont trèspetites par rapport k relie du Soleil I,
de sorte qu'on aura
Ceh posé, on commencera par déterminer, suivant la méthode du n** 73, les coefficients ,k>, iib» 8,...» et $i ^, ,^,...; après quoi on cherchera les valeurs des quantités ^2* .^3, -Ji^*. iJb2» ^5. ^a^ ^1 ^5. ainsi
que celles de .C2, «^'3, a^,..., qui entrent dans les expressions de k, /, P,
Q et de f, /', F, Q'. Or, en faisant 5 = - et -7 — a (je mets ici a au lieu
de a, parce que j'aurai occasion dans la stiite de faire servir cette dernière lettre à un autre usage], on aura, par le numéro cité,
(i — 2acos9 -+-a^) * — .1,-+- dscosô ^-©cosaô -f-. . .; donc, ayant supposé (n^ 74)
(a'— aoû'rosô -4- aM~ * = 1^1 -H Dl», cosô -4-9, cos20 -f-, . ., on aura
•^1 = -nî Uî>i = — n» s:^, z= -7-» • • • •
On trouvera de même
(P __ * s, -± Jl - '^
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ft l'un rtruiarquenk que les quantilés a,, i&,, z j:,, j^^. a. f*-*-
lent DecessdireaieDt les mêmes, en ehangednt a en a H a #-n «. J*- ^--f^équ*on aura aussi
Faisant donr i-es substitutions dans les formules ilu n"" 75. H %%t^\Vk%\\ partout a au lieu tie — • on tn>nverk d*abord
Al = a- a-,
.l,. = aM.-,t,, = a^*-
im = a' fb — a- a-.
«î> = — JP»!».
ensuit*' i>n aum n'* 71
AT
ou bien* en faisant pour pdis rie .<<îrnplirif^'
on aur»
De là on trouvera, par les formules du n" 75,
et
On trouvera de même les autres quantités ^2' ^^3» ••; " »>' î^t^i'^^ pour cela qu'à mettre, dans les formules des numéros eités, a' au lieu de « et a au lieu de a\ et marquer ensuite toutes les autres lettres d'un trait, ce qui donnera, après les substitutions,
,, , Db
"Jv). ^^^ — ?v — -v, ^ — a — >
'Ub'j= — -aiib,
et ensuite
d'où
Civ _ P 3>' _ q <R' — **
^^, =.A..-hp.-a3l,
Enfin on trouvera par le n^ 84, en mettant à la place de H A — A', à la place de K et de K' leurs valeurs approchées h et h\ et, k la place de in
et de in', jA^et ^A'^
/ P' := ^ A'( ^^^- 4.^- 2«', -h 2lJl,'J,
Par ces valeurs de tP, iV\ «Q, iQ', et par les valeurs de ik, ik\ il, il trouvées ci-dessus, on trouvera les valeurs de ifx,Tv, tp, if: (n** 85), et,
ces mêmes valeurs étant ensuite multipliées par 77, on aura celles de ijui', i v\ ip', i(j\
Maintenant on aura par le même numéro
_ G. _ (A- — A')G-4-2PG^ _ (A--A-^)3sin«H-2P>$^sin«^ tanga. - ^. - (h - k' )1^ '\- iVY' "" (A-- A'j^cosa -f- 2P^'rosa''
et
jt /ûi — 7^ V'C^»' — A')^â^-+- 4(A- — A')Paô'(sina sina' -h cosa cosV) + 4PM'' 5. = ^.F.-4-G.^ -^^
Soit «' — a = A, c'est-à-dire a' = a -i- A, et l'on aura
— [( ^ —k')o -f- 2P3'cosA]sing + ?.P o'sinA cosa tanga, _ p.__^,)-:^ ^p^, ^^^g^j cosa- ?.PÔ'sin A sina '
, __ ^'{k- A')'6'-h4(A--A-')Paâ' ces A h- 4 F à'^
Donc, si l'on fait
[k — k')d -\' ^.Pâ'cosA = dsco*>u et ?.P<5'sin A = os a'inu,
on aura :
cosasina -hsinacosa sin(//-i-a)
I" tanga, = — -. . — = -. — . - tang m 4- aj:
cosMCOSa — snH/sina cos(u-\-x)
donc a, = w -t- «, et par conséquent vj = w.
?." 6s — ^[(k- lf')è -|-?.P^'cosA]M-(2P(5'sinA)2=2//vo, ^ ihv^6; «lonc
Donc, si Ton fait, pour plus de simplicité, -^ = b, on aura
v[I^^"^2P¥côsÂ7+(2^bsin^.\>
PbsinA A — A'-h ^Pbcos \ sinyî= --;=: — y cosTî = Ê—ô— - -■'
m El, pour avoir les valeurs de |5', sinvj' et cosyj', il n'y aura qu'à mettre
k' au lieu de k^ ol au lieu de a, J' au lieu de 5, et vice versa, et marquer
ensuite toutes les autres lettres d'un trait; ce qui donnera, à cause de
h := Ç et A - a' - a,
i/u'— /r-f ^cosAj -i-(^sinA\
oP'
n, . . A' — /r -h ^ cos A
P'smA , b
bh'v'p' 2/i'v'(3'
Si Ton fait de même
6 — e = E et -^ = r,
on trouvera, par des procédés semblables.
W/— /'-^2QccosE)*-h(2QcsinEp
y r= —fi Y f
QrsinE /— /' -h 2Qc rosE
et ensuite
r,r . ^ l'-l^ ^rosE
Q-sinE , c
sinrMi ;;= 17-7—7' rosM r= — — - — 7,-7-, — -•
88. Pour déterminer maintenant les constantes i, /, «, 2 et î', ).', of, £', on remarquera qu'en supposant / = o on a
et par conséquent aussi
On cherchera donc les éléments de la théorie de Jupiter el de Saturne pour une certaine époque, par exemple pour le commencement de Tannée lySo, et Ton fera :
4 5 =r l'excentricité de Jupiter,
i>. rrz la tangente de Tinclinaison de son orbite par rapport à récliptique,
a = la longitude de Taphélie.
g = la longitude du nœud ascendant.
et de même
i^ — Texcentricité de Saturne,
/ )/ = la tangente de son inclinaison à Técliptique, a' = la longitude de Taphélie, c' = la longitude du nœud.
A l'égard des constantes A et A', on les déterminera à l'aide des mouvements moyens de Jupiter et de Saturne; car on aura
// mouv. moy. Jup.
h' ~ mouv. moy. Sal.
89. Voilà toutes les quantités qu'il est nécessaire de connaître pour déterminer les perturbations de Jupiter et de Saturne, en vertu de leur action réciproque. Nous allons remettre ici sous les yeux du lecteur les principales altérations du mouvement de ces deux planètes.
Soient T et T' les moyens mouvements de Jupiter et de Saturne comptés depuis l'époque pour laquelle on a déterminé les éléments de ces deux planètes, et on trouvera:
r" Qu'au bout du temps qui répond au mouvement moyen T, l'excentricité de Jupiter se trouvera augmentée en raison de
/l _|_ Qa " l' 32
i/--^^-i ^cos?. /o-T -f- j3sinyî sin?. /vT à i.
'?}' Que la tangente de l'inclinaison de l'orbite sera pareillement augmentée en rtïison de
'— H ^cos5tio-T -i-ysinwsina/o-T à i.
!V* Que le lieu de l'aphélie se trouvera moins avancé d'un arc égal à
. ^ /coiivT \
/ uT H- arc col 7^ h tangy^ •
V Que le lieu du nœud sera aussi moins avancé d'un arc égal à
. „, / col/o-T \
icj\ -»- arc col h langr,) .
\ y cosoi ^ /
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5" Que le mouvement de Jupiter par rapport à rérlipti(|ue sera altéré d'une (^uantit^ égale à
-7 — î--(sin?. ivT— ?./vT) — j3sinyî {cos3i/vT — i)
-+- 7— ^(sin?. /o-T — 210-T) — y cos&)(cos2 /<jT —1)9
c'est-à-dire qu'il faudra ajouter a sa longitude un angle égal à celle quanlité.
On en dira autant de Saturne, avec cette seule diHerence (|u'il faudra marquer les lettres d'un trait.
90. Nous verrons plus bas, dans le numéro suivant, que les coetlicienls IV et 17 sont éi'aux environ a \ de sorte que duranl plusieurs révo-
^ lOOOO ' '
lutions les angles 2£vT et 2i(sT seront assez petits pour (|u'on puisse supposer, sans erreur sensible,
sin9./vT = ?./vT, sinaio-T = a/o-T el cos7./vT =^ i, ros2/o-T =: i.
Donc :
1" L'augmentation de l'excentricité de Jupiter sera à très-peu près
dans la raison de
I -+- -r-bsinA X T ai; n
de sorte que la valeur de 18 croîtra de la quantité t$'-,-sinA x T. Or on
sait que dans les ellipses qui sont peu excentriques, la plus grande équation est à très-peu près égale au double de l'excentricité; d'où il s'ensuit que la plus grande équation de Jupiter ira en augmentant, et que sa variation sera, au bout de n révolutions à compter depuis l'époque
donnée, Av
i è' -7- sin A X 3e)o" X /i
2" La taiifçeiite de rinclinaison de Jupiler à récliplique croîtra de
nièine «l'une quantité égale k i)/~sinE X T, et comme cette tangente
est torl |ielite, ainsi qu'on le verra plus bas, on aura pour la variation de l'inclinaison de Jupiler à Técliptique pendant /i révolutions
/>/ ~^sinEx36()"X //.
y Le mouvement de raphélie sera représenté à tres-peu près par
yi^-^ i4-zv(3sinr3XT/ ' ou encore par
— -(/|ui -f- /v^cosyî)T-f-(/-v='^=ros7î sinrjjP, c 'est-a-dire par
//A /P, A,,, /P. . .lik-ik' iP. 'v „.
oii Ton voit (jue le terme
/ ik / P . , V „,
exprinu» le mouvement moyen et uniforme de l'aphélie, et (jue le ternie / P . . . (ik— ik' / P , . V »,,
donne une inégalité du mouvement de l'aphélie, laquelle augmente connue les carrés des temps.
Ainsi, le mouvement moyen de l'aphélie de Jupiter sera, pour n révolutions de cette planète», de
(ik /P^ /v ^^ — ( -- H- y- b cos A I X 3bo" X w,
et Pinégalifé croissante du mouvement de cet aphélie sera de
i\' . , (ik- ih' /P. ,\ StK)**
- ■ h sm A .- -f- -7- h rosA x v-t — —,77, X 3t)o" x n'
DE CALCUL INTÉGRAL. i\m
[\^ Le mouvement des nœuds de Jupiter sera composé de même de deux parties, dont Tune croîtra uniformément et donnera le mouvement moven du nœud de
— ( ~ -4- ^ c cosE J X 36o" X Hy
et dont l'autre suivra la loi du carré du temps et donnera une inégalité croissante de
-~ c smE -, 1- ^ c cosE 1 X ■=-- — r>>,7 X 3bo" x //-.
5** Le mouvement de Jupiter en longitude sera sujet à une altératiiin de
( psmyjH- ysm&)j P
il très-peu près, c'est-k-dire de
ce qui donne, comme on voit, dans le mouvement de cette planète, une inégalité croissante comme les carrés des temps, et qui sera au bout de n révolutions de
On trouvera de la même manière :
i"* Que, pendant n révolutions de Saturne à compter depuis la même époque, la plus grande équation de cette planète variera de
/P' — 2 ià ~-rr sin A X 36o° X n, n
2** Que l'inclinaison de son orbite à l'écliptique variera dans le même temps de
iO' — £7 -7=- sin E x36o«x w.
6«i SOLUTION DE DIFFÉRENTS PROBLÈMES
y* Que le mouvement moyen et uniforme de l'aphélie de Saturne sera exprimé par
— I -T7 -f- -j7- r oos A J X 3bo" X w,
el que de plus le mouvement Ac cet aphélie sera sujet a une inégalité croissant comme» les carrés des temps, laquelle sera, pour n révolutions, de
zF I . , lih' -ih iP' I /\ 36o« _
h' b \ oJk' h' b / 57° 17' 44
V Que le mouvement moyen des nœuds de Saturne sera de
— ( -.T H- -77- - cosEj X 36o" X n.
et qu'il y aura aussi, dans le mouvement des nœuds de cette planète, une inégalité de la même espèce, laquelle sera représentée par
'Q' ' . ^(ii'-f^ 'Q' < i.\ 36o«
TT - sinE r, »- -rf - cosE ) x ^- — 77^7, X 3bo° x n\
fi' c \ s>7/' //' c / 57" 17' 44
V* Qu'enfin le mouvement de Saturne en longitude sera sujet à une inégalité croissant comme les carrés des temps, et dont la valeur sera, au bout de n révolutions, de
— l-id.id' -TT^mA -h -il. il' -ff sinE X > ,-/T7. X 3(x)" X n-,
Au reste, il faut se ressouvenir que ces propositions cessent d'être exactes lorsqu'après un grand nombre de révolutions les angles 2/vT, ^Àil et 2/v'T', 2£(7'T' commencent à devenir considérables.
91. Suivant les Tables de M. Halley, le mouvement moyen de Jupiter en 100 années juliennes est 8"^^"^ 5* 6*^28' 11", c'est-à-dire 10931291'; d'où, retranchant la précession séculaire des équinoxes, laquelle est de 5o34", on a pour le mouvement séculaire de Jupiter 10 926 257".
Les mêmes Tables donnent le mouvement moven de Saturne en 100 ans
de 3^^ 4* 28«6'o", c'est-à-dire de 4 4o3i6o", d'où l'on trouve pour le mouvement séculaire de Saturne 4 898 1 26". On aura donc
d'où l'on tire
De là on trouvera
.V =.?.,! 78104, a^zrr 6,891711,
et ensuite
ub, = - o, 143482, ift,; = 4,793425,
Ub, = - 0,946083. < =r - , ,735395.
q = 8,3oo535, q, =-17,850284,
Donc, à cause de
et de
-r = — 0,000070292, -rf- = — 0,000406004,
il il'
-jr- :£= 0,000078293, -jj = 0,000406606,
-j-:^ 0,000051192, "TT = 0,000265701,
-T- = — 0,000 078 293, -jnr = — 0,000 406 606,
el Ton trouvera
ifji = — 0,000 1 20 981 , ifi' = — 0,000 3oo 553,
/V =: 0,0000854^5, iv\= 0,000212221,
ip := 0,000 120 981, ip* = 0,000 3oo 553. /o" = 0,000 120 981, iV = 0,000 3oo 553.
Or, selon M. Halley, on a pour Tannée 1750
10' = ~z =: o,o57oo3,
il =iangi**i9' io" = o,o23o32, iV z= iang2°3o' 10" = 0,043710, ot =& Io«33'46^ £ = 3» »"i5'49'.
l'où Ton lire
Si done on substitue ces valeurs numériques dans les tonnules du numéro précédent, on formera la Table suivante, dans laquelle n est le nombre des révolutions que Jupiter ou Saturne a achevées depuis le commencement de Tannée 1750 que nous avons prise pour époque; de sorte qu'il faudra faire n positif pour les temps qui suivent celte époque, et négatif pour ceux qui la précèdent.
TABLE DE LA VARIATION DES ÉLÉMENT» DE JUPITER ET DE SATURNE, SUIVANT LA THÉORIE.
o\ii4i/i
Mouvement moyen des nœuds par rapport aux étoiles fixes.
Inégalité croissante dans le mouvement des nœuds.
Inégalité croissante dans le mouvement en longitude.
Addition^ pour les n°* 78 et 79.
Nous avons dit dans le premier de ces deux numéros que la quantité
I Vrfz contient un terme qui, par l'intégration, se trouve divisé par des
quantités de Tordre de i, et nous avons, en conséquence, conservé les termes où cette quantité se trouvait multipliée par i*n, en rejetant toutefois ceux où la même quantité aurait été multipliée par l'n. Mais il est facile de se convaincre, par la substitution des valeurs de z et de z' (n*^84), que le diviseur du terme dont il s'agit sera réellement de l'ordre de in; de sorte que, si l'on veut avoir égard dans les valeurs de y et de z aux quantités de l'ordre de i*, il n'est pas permis de négliger les termes de
Tordre de l'n, où se trouve la quantité j ^dzy car Tintégration réduira à Tordre de i^ les coefficients de ces termes. Il en sera de même de quelques termes de Tordre de i qui se trouveront dans la quantité n j Orfv.
/dz^ jj^dy le ternie
— 2in j dy j Wdz, et par conséquent à la valeur de 1 z^dy le terme
— j^ j ^y j ^^^; d'^^ù il s'ensuit que le premier membre de Téquation (o) doit être augmenté du terme 4'^ *W ^ / ^^2, et que le premier
membre de Téquation (p) doit être augmenté du terme — 8i^n j dy j Wdz.
De la on trouvera, après avoir achevé toutes les opérations, qu'il faudra ajouter (n*^ 79) à la valeur de Fies termes
8/»(p — ?7) I dy fwdz'^' iii'dy j^dr-^^i^s — 'nh')x fwdz,
et à la valeur de Z les termes
i'nz I Wdz-h^i'(p — (Th^)z f^dy.
Au reste cette omission n*inilue point sur le reste de nos calculs.
DUN
satisfaisant, et qui n'est, ce me semble, dans le fond qu'une espèce de pétition de principe {voyez le Chapitre XIX de son Algèbre). Il s'ensuit de là que le problème dont il s'agit n'a pas encore été résolu d'une manière suffisante et qui ne laisse rien a désirer: c'est ce qui m'a déterminé à en faire l'objet de mes recherches, d'autant plus que la solution de ce problème est comme la clef de tous les autres problèmes de ce genre.
1. Soit a le nombre donné non carré, y^ le carré cherché et x^ un autre carré quelconque, la question se réduit à satisfaire a cette équation : ay^ -t- i = oo^, en ne prenant pour x ei y que des nombres entiers; ainsi il s'agit de trouver deux nombres entiers x et y tels que
Qu'on tire la racine carrée de a par approximation, et l'on aura une fraction décimale qu'on pourra changer, par les méthodes connues, en une fraction continue, laquelle ira nécessairement à l'infini, à cause que \a est une quantité irrationnelle par l'hypothèse.
Pour cela il n'y aura qu'à diviser d'abord le numérateur de la fraction trouvée par son dénominateur, ensuite le dénominateur par le reste, et ainsi de suite, en pratiquant la même opération, par laquelle on cherche la plus grande commune mesure de deux nombres, et nommant y, q\ q'\ y",..., les quotients qui résultent de ces différentes divisions, on aura
Or cette fraction continue étant interrompue successivement au premier terme, au second, au troisième, etc., donnera une infinité de frac-
tions particulières que je désignerai par — > ^^ -j-, ï^'-' auxquelles
ajoutant la fraction - on aura cette suite infinie de fractions :
qui seront telles que
m" = ç'^M' -h m', /i^'rz: 5»^N' -+- w',
Ces sortes de fractions ont plusieurs propriétés qui sont connues
depuis longtemps des Géomètres, mais que nous croyons devoir rappeler
ici en peu de mots, parce que nous en ferons un grand usage dans la suite.
I® Les numérateurs
forment une série qui va continuellement en augmentant; et il en est de
même des dénominateurs
2® Les fractions
sont toutes plus petites que la valeur de la fraction continue d'où elles résultent, valeur qui dans notre cas est sja, mais elles s'en approchent toujours de plus en plus. Au contraire, les fractions
sont toutes plus grandes que la même valeur, vers laquelle elles sont aussi constamment convergentes. Et chacune de ces fractions en particulier, soit qu'elle soit plus grande ou plus petite que \Ja, approche davantage de cette quantité que ne fait aucune des fractions précédentes, ni que pourrait faire aucune fraction quelconque dont le dénominateur serait plus petit.
3*^ Si l'on multiplie en croix toutes les fractions voisines, et qu'on L 85
retranche les produits l'un de l'autire, on aura dans toute Tétendue de la
série
— om
Mr
-Nm
Mn'
-Nm'
d'où l'on voit que les nombres m, /i. M, N, m', /i',..., ne peuvent avoir d'autre diviseur commun que l'unité, et qu'ainsi les fractions dont il s'agit sont toutes réduites à leurs moindres termes.
-î on
2. Cela posé, puisque yfâ < z^ et > —j si l'on fait \fâ = - — ^
aura A > o, et ^ > -j^-, donc ^^^ < ^ ~" ;^ "^ NV' ^ ^^"^^ "^ Mn' — Nm' = i ; donc A < —? et comme n' > N, on aura à plus forte raison ^ < ^ • En supposant de même
' r M' — A' M" — A^ V^= — jjî — = — ^ — '"•'
on prouvera que
à'>o et <^
A'^>o et <^,
Pareillement, à cause de \/a > — et < ^î si l'on fait Ja =
on aura 5>oet-<=T^ — — <s^: donc aussi, à cause de N > /i, n IN n IN n
î < -^ ; et l'on prouvera de la même manière qu'en faisant
on aura
a'>o et <.^,
ô'^>o et <^,,
3. Considérons maintenant la formule a?* — ay*, et substituons successivement dans cette formule les nombres M» M\ M",..., à la place de ,r, et les nombres correspondants N, N', N",..., a la place de j, en nommant Z, Z\ Z'\..., les quantités qui en résultent; nous aurons d*abord
mais a = I — ^j^ — J , donc
Z = 2MA-A
donc, puisque A > o et < ^i on aura aussi Z > o et < -^j^; on aura de
même
2' = M'^ - aN'» = 2M' A' - A'%
et par conséquent
Z'>o et <^,
et l'on prouvera de la même manière que
r=zM"'~aW>o et <^"
Mais les fractions ^t ^y n^'* '' forment une suite décroissante et convergente vers yja\ donc les nombres Z, Z', Z",..., qui résultent de la substitution de M, M', M",..., à la place de x, et de N, N', N",..., à la place de y dans la formule x^ — oy*, et qui sont par conséquent tous
entiers, seront aussi nécessairement tous positifs et moindres que ^ • Or ces nombres Z, Z', Z",..., sont en nombre infini, parce que le nombre des fractions ^^^ ^^ j^'-' est infini; donc, puisqu'il n'v a qu'un
nombre fini de nombres entiers positifs, et moindre qu'un nombre donné, il faudra nécessairement qu'une infinité de ces nombres Z, Z', Z",..., soient égaux entre eux.
Ainsi l'on aura par ce moyen une infinité de nombres différents à substituer au lieu de a? et de y dans la formule x^ — ay^, de manière qu'elle
ait toujours une même valeur positive, et moindre que ^ •
Si au lieu de substituer à la place de a? et de j les nombres M, M', M",..., et N,N', N",..., on y substituait les nombres m, m', m",..., et /i, /i',/i",..., et qu'on nommât 2,2', z",..., les valeurs résultantes de x^ — ay^, on aurait
z =: m^ — an-, ou, en mettant l— | à la place de a,
d'où l'on voit que z sera négatif, et qu'à cause de 5 < - on aura
On trouvera de même
et par conséquent
z' <o et — 2' < — - -¥■ I ,
et ainsi de suite ^ l'infini.
D'où l'on conclura, comme ci-dessus, qu'il y a nécessairement une infinité de ces nombres m, m' m",..., et n, n\ /i",..., qui, étant substitués à la place de a; et de j dans la formule x'^ — a/*, la rendront égale à un
même nombre entier négatif, et compris entre zéro et 1 .
4. Nous dénoterons en général par x,x\ x",x"\,.., et par J, j, j", j'%..., tous les nombres qui étant substitués dans la formule x^ — ay^ la rendent égale à un même nombre quelconque entier positif ou négatif,
que nous, appellerons R; en sorte que l'on ait les équations
jpî — ay'^ = R, x'' — ax" =R, x"' — ay"^ = R,
dont le nombre sera infini.
5. Lemme. — Le produit de ces deux quantités x^ — ay^ et ar"^ — ay'^ est (xar' ±ayy'Y — a{xy' ±Lyx'Y; car
( X* — ay^ ) (^" — «r") = x'^x'^ -t- a^y'^f — ay'^x*' — ax'y" = x^x'^±2(zxx'yy'^ -h a^y^y^ — ax^y'^ -+- 7.axyx' y — ay^x'' = (xx' ±ayy'Y—a(xy'±yx'Y,
D'où l'on voit que le produit de deux quantités de cette forme x^—ay^, a étant une quantité donnée, est toujours aussi de la même forme, el qu'ainsi le produit d'autant des quantités de cette forme qu'on voudra sera encore de la même forme.
Donc on aura
(x^ — ay^'Y = {x* -h ay^Y — a(2xyY, { X' — ay^Y = (^' -I- 3axy^Y — a(3xy -h ay* Y,
et ainsi des autres.
6. Supposons d'abord que R et a soient premiers entre eux, et multipliant ensemble deux quelconques des équations du n'* 4, on aura (Lemmej
( A ) R' = (xx'± ayy' Y — a( ^r' ±r^' Y-
De plus, les mêmes équations donneront celle-ci :
savoir, a cause de x^y'^ — y^x'^ = { xy' -{- viJo' ) (ocy' — yx')^
(B) \{(y^^y^)^^j,y' ^y^')(xy' -yx').
Or : I" soit R un nombre premier quelconque; il faudra, en vertu de l'équation (Bj, que ary'-hyx' ou ar' — y^' soit divisible par R; soit donc
et Téquation (A) deviendra
' R» = (xa7'±:ar7' )' — «?' lis
d'où Ton voit que (xx' ±: ayy']^ est divisible par R*, et que par conséquent xx'±ayy est divisible par R; donc faisant xx' ±. ayy' =^ pti^ et divisant ensuite toute l'équation par R^, on aura
I = /?' — aq^.
7. 2" Soit R = AB, A et B étant des nombres première, il faudra, en vertu de l'équation (B), que xr'-hyx' ou ocy' ---yx' soit divisible par R ou bien que Tune de ces deux quantités soit divisible par A et l'autre par B.
Le premier cas rentre évidemment dans celui du numéro précédent, et donne par conséquent le même résultat.
Dans le second cas on aura
xydtrx' = qB, q n'étant point divisible par A, et l'équation (AJ deviendra A'B^ = ( xx' ± ayy' y - aq'h' ;
de sorte que xx' ± ayy' sera aussi divisible par B: donc faisant
xx^ ±ayy^ =pB,
et divisant toute l'équation par B^, on aura (C) PL'—p'-aq'.
Or, comme q n'est pas divisible par A, et que a ne l'est pas non plus
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par hypothèse, p ne le sera pas, de sorte que A, /> et ^ seront premiers entre eux.
Qu'on prenne maintenant une autre quelconque des équations du n** 4, comme R = x"^ — ay"^, et qu'on la combine avec l'équation R = a?* — oy*, en opérant sur ces deux équations comme nous venons de faire sur les équations R = a?* — ay^ et R = x'^ — ay'^ ; on aura des résultats analogues aux précédents, dont on tirera par conséquent des conclusions semblables. Ainsi il faudra que l'une ou l'autre de ces quantités ocy" -\-yx'\ xy" — yx" soit divisible par R, ce qui se réduit au cas du n*^6; ou bien que l'une le soit par A, l'autre par B. Donc, faisant dans ce dernier cas
xy"±.yx" =:7'B, et ensyiie
on parviendra de même à l'équation
dans laquelle A,/>' et q[ seront aussi premiers entre eux. Or les deux équations (C) et (D) donneront ces deux-ci :
(E) k^ = [pp:^aqq^r-a{pq^±qp')\
( F ) •^'(q''-r) = ipq'-^gp')( pq' -qp'Y
Ainsi, à cause que A est un nombre premier, il faudra, en vertu de l'équation (F), que l'une ou l'autre des ({xx^nûié^ pq' -\- qp\ pq' -- qp' soit divisible par A^, ou bien que l'une et l'autre soient divisibles en ménie temps par A; mais alors il faudrait aussi que leur somme !ipq' fût divf* sible par A, ce qui ne peut être, k cause que ni p, ni q' n'est divisible par A, à moins que A ne soit égal à 2.
Supposons d'abord que A soit différent de 2, et l'on aura nécessairement
pq'dtqp' =sk\
ce <|ui réduit l'équation (E) à celle-ci :
k* = (pp' ±aqq' y — as'A\
par laquelle on voit que pp' ±.aqq' doit aussi être divisible par A^; de manière qu'on aura
pp'dtaqq' = r\^;
el par conséquent, en divisant toute l'équation par A\
I = r^ — flw^
Si A était égal à 2, alors, comme q et q' sont premiers k A, ils seraient tous deux impairs; par conséquent leurs carrés seraient chacun un multiple de 8 augmenté d'une unité; de sorte que la différence de ces carrés serait nécessairement un multiple de 8; on aurait donc
q'' — q' = Sm,
el l'équation f Fj deviendrait, à cause êe A = 2,
3îx//7 =r ipq' -f- qp'){pq' — qp' );
ainsi il faudrait nécessairement que l'une ou l'autre des quantités pq -^ qp\ p<i — qp' fût divisible par 4» c'est-à-dire par A^, comme dans le cas précédent.
8. 3"* Soit R = ABC, A, B, C étant des nombres premiers, il faudra donc, en vertu de l'équation (B), que l'une ou l'autre des quantités xy' -^ yx\ a;j' — r^' soit divisible par R, ce qui rentre dans le cas du n** 6; ou bien que l'une soit divisible par A, et l'autre par BC. Soit donc
et l'équation ( Aj deviendra
K'h^O = ( xx'±iayy' y — aq'B'O:
de sorte qu'il faudra aussi que xx'zLayy soit divisible par BC; donc.
faisant
xx'±axr' = pl^C,
et divisant toute Téquation par B^C^, on aura
A* = /?' — aqK
Si Ton combine de même Téquation K = x^ — ay^ avec l'équation ^ = x"^—ay''^ (n*" 4), et que ni Tune ni l'autre des quantités 07^"-+- j^r", xy" —yx" ne soit divisible par R, on parviendra, par la même méthode, a une équation de cette forme :
k'' = p^ — aq'\
k étant l'un des facteurs de R. Donc, si ^ = A, on aura deux équations qu'on traitera comme on a fait ci-dessus pour les équations (C) el (D). Si ^ = B, on combinera les équations R = a?'^ — ay'^ et R = x"^ — ay"^, et si cette combinaison ne donne pas le cas du n^ 6, elle donnera nécessairement une équation de cette forme :
k étant l'un des trois facteurs de R.
Donc, si ^'= A ou A'=B, on aura deux équations analogues aux équations (C) et (D); mais, si ^' = C, il faudra prendre une quatrième équation telle que R = ^'"* — ay'"^, et la combiner avec quelqu'une des précédentes pour avoir ou le cas du n** 6, ou au moins une nouvelle équation de cette forme :
k"^ = p"'^ — aq"
,,Wi
k' étant égal à A ou a B ou à C; ainsi, quel que soit k'\ on aura nécessairement deux équations analogues aux équations fCj et (Dj, par lesquelles on pourra résoudre le problème (n^ 7;.
En général il est évident, par tout ce que nous avons démontré jusqu'ici, qu'en multipliant ensemble deux quelconques des équations du n® 4, on aura nécessairement ou une équation de cette forme : i =/?'— ay^ comme dans le n*' 6, ou au moins une équation de cette autre forme: I. 86
k^ =p^ — aq^, k étant Tun des trois facteurs de R. Donc, si Ton prend quatre des équations du n*^ 4, et qu'on en fornae quatre produits différents, on parviendra nécessairement à 4'équation
ou au moinvS à deux équations de la forme
h^ — p"— aq\ k' — p'' — aq'\
qu'on traitera ensuite comme on a fait plus haut pour les équations (Cj
et(D).
9. 4*^ Soit R = ABCD, A, B, C, D étant des nombres premiers, il faudra, en vertu de l'équation (B), que Tune ou l'autre des quantités xy' -\-yx\ xy'.—yx' soit divisible par R; ou que l'une soit divisible seulement parBCD, et l'autre par A; ou enfin que l'une le soit seulement par QD, et l'autre par AB, ce qui donne trois cas différents.
Dans le premier cas on aura d'abord, comme dans le n" 6,
I = p* — aq"^.
Dans le second cas on aura, comme dans le n*^ 7, en mettant BCD au lieu de B,
A' = 1?^ — aq^.
Dans le (Toisiëme cas on fera
xf ±yx' = qCD,
et l'équation (A) deviendra
A'B^OD» = (xx'dzayy; Y — aq'OD' ;
de sorte qu'on aura aussi
xx' ± ayy' = pCD;
et par conséquent, en divisant toute l'équation par C^D^
\^B' = p*—aq\
Qu'on prenne donc cinq des équations du n*^ 4, et qu'on les multiplie ensemble deux à deux pour avoir sept produits différents (on pourrait à la vérité en avoir dix, mais il suffit ici d'en considérer sept), on aura nécessairement par ce moyen ou une équation de cette forme :
laquelle résout le problème; ou au moins deux équations de cette forme :
k'^^p^— aq\ Pi' — p" — aq'^
(A étant l'un quelconque des facteurs de Rj, et le problème se résoudra comme dans le n" 7; ou enfin deux équations de la forme
\}W:^p*—aq\ .^'h'=,p"— aq''
(A et B étant deux quelconques des quatre facteurs de R;; et, dans ce dernier cas, on prouvera aisément que les quatre quantités p, q, p el q' seront premières a A et B.
Or, les équations
A^^B^ = p^ — aq' el A'B^ n^ p'' — aq"
donnent ces deux-ci :
(G) \*b* — {pp'±:aqq'y- a(pq'±qp')\
(H) ^'B^q'^-,q^) = {pq'-hqp')(pq'- qp').
Et il faudra, en vertu de l'équation (H), que Tune ou l'autre des quantités/^^r'-j-^r^^^'—çr^' soit divisible par A^B^, ou que l'une le soit seulement par A ou par B, et l'autre par AB^ ou par A^B, ou que l'une el l'autre le soient par AB; ou enfin que Tune le soit seulement par A^, el l'autre par B^; ce qui donne, comme l'on voit, quatre cas différents. Dans* le premier cas on fera
pq'±:qp' — s\'B\
et l'équation (H) deviendra
\* B* - ( pp' dz aqq' )' — as' A* B* ;
donc on aura aussi
pp'±aqq' = r\^B\
et, divisant toute Téquation par A*B*, on aura
I = r* — as^,
A l'égard du second cas, il est clair que si les deux quantités/^çr'-f-^^', pg' — qp' étaient divisibles en même temps par A ou par B, il faudrait que leur somme 2pq' le fut aussi, ce qui ne peut être (à cause que pet q' sont premiers à A et B), à moins que Ton n'ait A = 2 ou B = 2; mais alors q et q' seraient nécessairement impairs, ce qui donnerait q"^—q^^=^Tn\ de sorte que Téquation (H) deviendrait (en supposant B = 2)
3?.mA» = {pql -f- qp ) (pq' -- qp' K
donc, puisque Tune des deux quantités pq' -h qp\pq' — qp est supposée divisible seulement par B, il faudra que l'autre le soit par 16 A^, et par conséquent aussi par A^B^, ce qui se réduit au premier cas.
Le troisième cas ne peut point avoir lieu du tout, à cause que la somme des quantités pq' -h qp\ pq' — qp' n'étant point divisible par AB, il est impossible que chacune de ces quantités le soit.
Reste le quatrième cas, dans lequel on ^nv^ pq' ±.qp =s^^, s n'étant
point divisible par A; on aura donc, dans ce cas, au lieu de l'équation (Gj,
celle-ci :
A^ B* = (pp'àz aqq' )' — as^W;
par conséquent, on aura aussi
pp'zhaqq' ^= rB';
et, divisant toute Téquation par B\"on aura
\« = r= — as\
et comme se{ a ne sont point divisibles par A, r ne le sera pas non plus, de sorte que r et 5 seront premiers à A.
Ayant Têqualion A* = H— 05^, il faudra encore en avoir une autre
semblable pour pouvoir résoudre le problème. Pour la trouver, on continuera k multiplier ensemble deux k deux les autres équations du n^ 4, et il est facile de voir, par ce* que nous venons de montrer, que si ces combinaisons ne donnent pas quelques-uns des cas qui ont déjà été résolus, elles donneront nécessairement à la (in deux équations de cette
forme :
A^ = r* — as', A* = r" — as'\
A étant l'un des quatre facteurs de R et r, 5, r' et s' étant premiers à A. En effet, puisque le nombre des équations du n** 4 est infini, et que le nombre des cas qui peuvent arriver est limité, il est évident que le même cas devra arriver une infinité de fois; de sorte que, si Ton ne trouve pas quelques-uns des cas que nous avons déjà résolus, on trouvera nécessairement deux, et même une infinité de cas tels que
.V = r^— éw» et k* = r'' — asf';
mais il suffira d'en avoir deux pour que le problème soit résoluble. On aura donc, par le moyen des deux équations dont il s'agit,
(1) \' = {rr' ±:ass' Y -- a(rs! ±sr' )\
(K) A*(s" -- s') = (rs' -¥- sr' )(rs' - sr' ).
Donc il faudra, en vertu de l'équation (K), que l'une ou l'autre des quantités rs' -hsr\ rs' — sr' soit divisible par A*, ou que toutes les deux soient divisibles à la fois par A; mais, dans ce dernier cas, il faudra aussi que leur somme 2rs' soit divisible par A, ce qui oe peut être à moins que A ne soit égal à 2. Or, supposant A = 2, on aura s^ — s^ = 8/w, ce qui réduira l'équation (K) à
2'm = (/-y -f- sr' )(rs' — sr' );
d'où l'on voit que si l'une des quantités rs'-hsr\ n' — sr' est divisible seulement par A, l'autre le sera nécessairement par A*, el par conséquent aussi par A*.
Le cas où rs' -h sr' et rs' — sr seraient toutes deux divisibles par A^ ne saurai! avoir lieu, à cause que leur somme 2rs' ne peut jamais être divi-
sible par A^; de sorte qu'il ne restera que le cas où Tune ou l'autre de ces quafitvlés sera divisible par A^ ; ainsi on aura toujours ^
rs'zhêr' = u\*,
ce qui réduira Téquation (Ij à celle-ci :
A* =z { rr' z±i eus' y — au^ \* ,
par laquelle on voit que rr'±ass' sera aussi divisible par A*. Faisant donc
rr'±as^ = tk\
et divisant toute l'équation par A*, on aura
I = /- — au^.
On voit par là comment il faudrait s'y prendre si le nombre R était composé de cinq nombres premiers, ou d'autant de nombres premiers qu'on voudrait; et on voit en même temps que, pourvu que a et R soient premiers entre eux, on parviendra toujours à une équation de cette forme :
1 1= X' — ay^,
qui contient la solution du problème proposé; la difficulté ne consistera que dans la longueur du calcul, mais on pourra souvent l'abréger par les considérations suivantes.
10. Si le nombre R était une puissance quelconque d'un nombre premier, il ne serait pas nécessaire de le regarder comme le produit d'autant de nombres premiers qu'il y a d'unités dans l'exposant de la puissance donnée.
Car, soit R = A", A étant premier et différent de 2, je dis qu'il faudra, en vertu de l'équation (Bj, que l'une ou l'autre des quantités xy' -{-yx\ xy' —yx' soit divisible par A"; en effet, si l'une de ces quantités était divisible seulement par une puissance de A moindre que A", il faudrait que l'autre fût divisible par le complément de cette puissance; de sorte que les deux quantités dont il s'agit seraient divisibles en même temps
par A; par condéquent leur somme 2xy' le serait aussi; donc, à r^use de A premier et différent de 2, il faudrait que x ou y' fût divisible par A; mais, si x était divisible par A, il faudrait, en vertu de Téquation A" = x^-' ay^, que y le fût aussi, a étant, par hypothèse, premier à A ; ainsi ^ et j ne seraient pas premiers entre eux, ce qui répugne à la nature de ces quantités (n" Ij.
On prouvera de même, par l'équation \" = x^ —ay"^, que j ne saurait être divisible par A. Donc il faudra nécessairement que l*on ait
xy^ di /".r' = q A",
ce qui réduira l'équation (A) à
A*" = ( xx' ± ayj' Y — axf A*",
par laquelle on voit que xx* :ïLayy' sera aussi divisible par A"; ainsi, faisant xx' ±.ayy' ^^pk", et divisant l'équation par A^", on aura sur-lechamp
Si A était égal à 2, alors, puisque y et /' ne sont pas divisibles par A, ils seront nécessairement impairs; de sorte qu'on aurait j'* — 7* = 8m, et Téquation (B) deviendrait
2*+-* m = ( xy' -h yx* ) ( xy^ — rx' ) ;
or, les quantités ooy'-hyx\ ary' — yx'ne peuvent être divisibles en même
temps par 4» parce qu'il faudrait que leur somme 2xy' le fût aussi, et
que, par conséquent, x ou y' fût divisible par 2, ce qui ne se peut. Donc
il faudra nécessairement que l'une de ces quantités soit divisible par
2"-*-*, et par conséquent aussi par A"; donc, etc.
On pourra abréger et simplifier de la même manière l'analyse des cas
où
A, B, C... étant des nombres premiers.
Si l'on avait ces trois équations
K=zx' — €ty\ K' = x"—ay" et R" = x"» ~ ar '%
et que* R et R' fussent des nombres premiers quelconques, et R" = RR', on pourrait aussi par leur moyen résoudre le problème.
(lar les équations x^ — ay^ = R et a?"^ — ay"^ = RR' donneront ces deux-ci :
( L) R^ R' r= ( XX" ± ayy" )' - a ( xy" ±r^ )',
(M) H(j"^— H'j') = (xj"-f-7x")(x/" — jx'^);
donc, à cause que R est premier, il faudra, en vertu de Féqualion fiM), que Tune ou Taulre des quantités arK"-f-ja?", irv" — ja?" soit divisible par R: donc, faisant
l'équalion fL) deviendra
K^ K' = ( XX" dz ayy^" f — aq' R%
d'où Ton voit que j:*.r" :!: o^X" sera aussi nécessairement divisible par R, de sorte qu'en faisant xx" ±l ayy" =^ pR, on aura, en divisant par R*,
W zzzp^- aq\ cl il ne s'ajifira plus que de combiner cette équation avec Téquation
W=zx" — ar'\
suivant la méthode du n^ 6.
, On pourrait traiter de la même manière les cas où Ton aurait
r - ay' = II. r = - ay'' = R', x''^ - ay"' = H" el x^' - ay'*'-' = RR' R' ,
R, R'. R" étant des nombres premiers, el ainsi des autres.
12. Il est bon de remarquer encore que si les nombres R, dans les differ«Mites équations du n" 4, étaient de signes différents, pourvu qu'ils fussiMit d'ailleurs égaux entre eux, les méthodes des numéros précédents réussiraient de même; il n'y aurait d'autre différence dans les résultats sinon qu'au lieu d'arriver toujours a une équation de cette forme : 1 —a--ay^, on arriverait quelquefois k une équation de cette autre l'orm«» : —\ = x^— av^ : mais alors il n'y aurait qu'à élever celte dernière
équation au carré, et l'on aurait (n^ 5)
13. Au reste, si Ton avait R=±i2ouR=:±:4» une seule équation suffirait pour résoudre le problème.
Soit: i*'
on aura, en prenant les carrés,
4r=(jr'-haj»)'— ^nx^x^;
mais ax^ = a?^ zp 2; donc 4 = 4 (^*h^ 0^~"4<w?*r^, et, divisant par 4»
2« Soit
±^=iX^— ay"^, on aura, en carrant,
i6 = ( j:* -f- ay"^ )* — 4 «^^^' ;
mais a/^ = ic^ip4; donc, en substituant cette valeur et divisant toute l'équation par 4. on aura
Cette équation étant multipliée par l'équation ±t\^=x^ — ay^, on aura fn** 5), en prenant le signe -f-,
±i6=r [(jr^zjZ!?.)^ -\-axy'^'^-~ a\^x^z^i)y -+- ^\r]', c'est-à-dire
mais ay'^^^x^ zp [\\ donc, en substituant et divisant par 4* <>n aura
Or, puisque a est premier à R, et que R est ici un nombre pair, a sera nécessairement impair; donc l'équation ^ = x^ — ay^ ne pourra subsister à moins que a? et j ne soient tous deux pairs ou impairs: mais ils n<*
peuvent être tous deux pairs, parce qu'ils sont supposés premiers l'un à l'autre; donc ils seront nécessairement tous deux impairs; donc x sera impair, et par conséquent a?^ qi i et a?^ :+: 3 seront tous deux pairs; donc, faisant x^t^\ = 2q et ^^zp 3 = 2/>, et divisant l'équation précédente par 4» on aura celle-ci :
àzi=(xpY—a{xqY;
donc, lorsque R = 4» on aura
x = {xpf—a{xqY, et, lorsque R = — 4. on aura
d'où, en prenant.les carrés, il viendra
^^- I ^(x^p^ -^ ^X^g^y— a(ixypqY'
14. Nous avons supposé jusqu'ici que les nombres a et R étaient premiers l'un à l'autre; voyons maintenant comment il faudra s'y prendre lorsque ces nombres auront un diviseur commun.
Soit 5 le plus grand diviseur commun de a et de R, en sorte que a = 56 et R = 5T, é et T étant premiers entre eux, et l'équation
R = :c^ — ay^
deviendra
BTz=ix^—Bbx'
(ce que nous disons de cette équation doit s'appliquer en général à toutes les équations du n''4); d'où l'on voit qu'il faut nécessairement que le carré x'^ soit divisible par 0.
Supposons: i*' que 6 ne soit ni carré, ni multiple d'un carré, il est évident que la racine x devra être elle-même divisible par 6; de sorte qu'en faisant x = Ou, et divisant toute l'équation par 6, on aura
Qu'on élève cette équation au carré, et Ton aura
T» = Q^u* — ibQu^x^ -^ *'r* = {0u^-¥- br^Y — 06 (2mj)% savoir
équation dans laquelle a et T^ seront premiers entre eux.
Or, dans l'équation R = ^^ — aj^, R est nécessairement premier à^; autrement a;^ serait divisible par la plus grande commune mesure de ces deux quantités, et par conséquente; et 7 ne seraient plus premiers entre eux, contre l'hypothèse; donc T et 5 seront aussi premiers à j; donc, dans l'équation T — ôu^ — by^, T et m seront aussi premiers entre eux; autrement il faudrait que by^ fût divisible par leur plus grande commune mesure, ce qui ne se peut à cause que b et j sont tous les deux premiers a T; donc, puisque T est premier à w et à j,- il est clair que T* sera nécessairement premier à uy\ donc, dans l'équation
T* = ( 0 M» -I- 6j» )2 — a ( 2 uy )\
6u^-hby^ et uy seront premiers entre eux; car, s'ils ne l'étaient pas, il faudrait que T fût divisible par leur commune mesure; ainsi T et uy ne seraient plus premiers l'un à l'autre.
Donc, si T est un nombre impair, on prendra, au lieu de l'équation K=x^-^ay^, celle-ci :
T^ = (0 u^ -h by'Y — a{'iuy)\
dans laquelle T* et a seront premiers entre eux, aussi bien que Ou^ •+- by^ ei2uy.
Et, si T est un nombre pair, alors ôu^-hby^ sera aussi pair, et l'on aura l'équation
/ T\ ' • 6u^ -\- by^ dans laquelle ( — ) et a seront premiers entre eux, comme aussi =^
eluy.
2^ Supposons maintenant que 0 ait un facteur carré w^, en sorte que
ô =tar*y, 7 n'étant ni carré ni multiple d'un carré; en ce cas Téqualion R = ir* — a/* deviendra
d'où Ton voit que le carré x^ sera nécessairement divisible par w^y, el que par conséquent sa racine x le sera par ryy; ainsi, faisant x = tsyu^ on aura, après avoir divisé par w^y,
Donc, si y= I, c'est-à-dire si 6 est carré, on aura l'équation '
dans laquelle T et 6 seront premiers entre eux, aussi bien que u et y\ de sorte qu'à l'aide de cette équation et des autres semblables, on parviendra, par les méthodes de§ n^* 6 et suivants, à une équation de cette
forme :
a i=:p^^bq^ ou bien i=/>' -g^
Si y n'est pas égal à 1 , on élèvera l'équation T = ya- — by^ au carré,
el l'on aura
P — (y M»V by^Y — yb( 9.uy)\
et l'on prouvera, comme ci-dessus, que y h sera premier à P, et que yw^ 4- hy^ et uy seront premiers entre eux.
De sorte que, si T est impair, on aura, au lieu de l'équation R = ^^— av*, celle-ci:
T'=:(yu^^by^y—yb('?.uy)\
oii T* et yb seront premiers entre eux aussi bien que yu^-h by'^ el luy. Et, si T est pair, on aura l'équation
— I et yè seront premiers entre eux aussi bien que — et uy.
Donc, par le moyen de ces équations et des autres semblables, on parviendra aussi à une équation de cette forme: i =^ p^ — ybq^, c'est-à-dire.
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à cause de a = ybzs'^, de cette forme-ci :
Or, connaissant deux valeurs quelconques de p eiq qui satisfassent à l'équation i =/?^—/y^,/ étant quelconque, il est toujours possible de trouver par leur moyen deux autres valeurs dep et g qui satisfassent à la même équation, et qui soient telles que la valeur de g soit multiple d'un nombre quelconque donné, comme nous le verrons plus bas (n^ 21 ji donc on pourra toujours déterminer p et g, de manière que g soit divisible par w; de sorte qu'on aura
'■-{iï'
comme le problème le demande.
15. Nous avons donc démontré, avec toute la rigueur et la généralité possibles, qu'un nombre quelconque entier et non carré a étant donné, il est toujours possible de trouver deux nombres x et y tels, que I = a?^ — a/*-, et nous avons en même temps donné les moyens de trouver ces mêmes nombres. .
Or, comme le carré, le cube, et en général toute puissance d'une quantité de cette forme x^ — ay- est toujours aussi de la même forme fn"* 5), il s^ensuit qu'en éhRvant l'équation i^x^ — ay^ à une puissance quelconque, on aura une infinité d'autres équations semblables, de sorte qu'ayant trouvé par les méthodes précédentes, ou par quelque autre méthode que ce soit, une seule solution du problème, on pourra par son moyen en trouver d'autres a l'infini. ^
Pour renfermer toutes ces solutions dans une formule générale, supposons que p elg soient les valeurs trouvées de x et de v, en sorte que l'on ait I z=p^^ag^; en élevant les deux membres de cette équation à. une puissance quelconque m, on aura
équation qu'il s'agit de réduire à la forme de celle-ci :
i =z a:^ — ayK
Pour cela je remarque que
p' —ag' = {p-^qs/â)(p — q s/a),
de sorte que l'on aura
iP' — aq')r=(p-^q sjaf[p — q va]"
Or
/ r , ,- mim — i )
\p -¥- q s/a)'"=^p^ -h nijf-^q ^ja n ^^ fT-^q^a
-^ ^ p^'q^a yja
donc, si l'on fait
m(m — i) . , mim — i)(m — i)(m — Z) , , , X — p^ '\ fr-^q^a-{ ^ ^^ ^ A -p^-*q'a'^. .
/n(/w — i)(/n—- 2) , . m(in— i)...(/n — 4) . . , r - mp^^q + -^ ^ 1 jr-^q^a -;- ^ j^^;^ ^ r 'V'^'
•oïï aura
[p^qsfâr^x -{-x^a;
et, prenant le radical v^a en — , on aura de même
ip — q sJaY — x — xyja', donc
(p^— aq^)r = {x — xylo.) {x —y^a) =x^— ay^;
de sorte que l'on aura en général
x^ — ay^ = 1 ,
en prenant pour m un nombre quelconque entier et positif. Au reste, les équations
[p -^ qyfâr = x -^ y^ia et {p — q y/a}'" = x — y ^a
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donneront
^^ ip-^g\/^T-(p-g\/'^r^
expressions qui reviennent au même que les précédentes, mais qui ont l'avantage d'être sous une forme finie; ainsi, prenant successivement pour /7i tous les nombres naturels, on aura une infinité de solutions du problème proposé.
16. Les dernières expressions de x et de y font voir que ces quantités forment deux suites récurrentes, dont l'échelle de relation est ip, — [p^ — aq^], ou bien fà cause de/i^, — 0^^ = i) 2/?, — i; de sorte qu'en dénotant para?', x'\ x\.,. et 7', y", 7'",... les valeurs de a? et de 7 qui répondent a m = i, 2, 3,..., on aura les séries suivantes:
et en général, lorsque l'exposant est m,
m (m — 3 ) , , m (m — â)lni — 5 ) X = tt-'p^ — mi'^'-^p^-^ H ^ TT-'^pr-' ^ ^ ' ^r-'p"'- •
m(m-5)(m-6)(m-7} et de même
f ^gy
et en général, lorsque l'exposant est /w,
. _ ^m-ij^x __(„,__ 2 ) ^m-^j^ ^_ Ç ^ n^ — 4 ^ 2" *//"-*
On peut mettre encore les expressions générales de x et de j sous une autre forme beaucoup plus simple; mais il faut pour cela distinguer les cas où m est pair ou impair.
Soit : i^ m impair, on aura
x'' ^= 5p — lop^ -h i6/;\
et en général
P 7-^—P'-^ .-.AK -P
le signe supérieur étant pour le cas de m multiple de 4 plus i , et l'inférieur pour celui de m multiple de 4 p'us 3. Ensuite
r' = g(i — i^p^-hiSp*),
et en général
r-^il —P'^ ..3.4 f ..3.456 -P'^-y
où Ton pbservera, à l'égard des signes ambigus, la même règle que ridessus.
Soit : 2® m pair, et Ton aura
x''= I ~Sp^-hSp\
et en général
Ensuite
et en général
r /ii(m»— 4j , m(m»— 4)(m»— 16) , 1
A l'égard de Tambiguïté des signes, on prendra le signe supérieur lorsque m est un multiple de 4> et l'inférieur lorsque m est un multiple de 4 plus 2.
De plus, puisque /i* — aq^ = i , on pourra substituer dans les formules précédentes i -h aq^ au lieu de p^, et l'on aura celles-ci :
I ° Pour le cas de m impair,
x^'^^pix-^^af),
x'' = p(i -\- izaq^ -h i6a^q*).
et en général
Ensuite
et en général
r^mv-^ ,.3 ^g"^ ..3.4.5 ^^
m(in>-i)(m»-9)(m»-25) ,
2** Pour le cas de m pair.
j?'^ = I -h 8a^» -h 8«* jS
et en général
m^ • m'(m--4) , . m' (m* — 4) (''**— ^6) . - ^ = ,+ _.ag»+ ;.3.4 "'?^+ ..3 4 5.6 ^«^ .-^
Ensuite
7»^=/i(4ç-4-8aî«), jr'''=p{6q -i-32a^»-i-32a»g*),^
et en général
Ces dernières expressions de a? et de j^ ont Tavantage de n'être composées que de termes tous positifs, ce qui les rend beaucoup plus simples et plus commodes pour le calcul.
17. Nous allons démontrer maintenant que si p et q sont les plus petites valeurs de ;r et j qui satisfassent a l'équation
toutes les autres valeurs possibles de a? et de y seront nécessairement renfermées dans les formules générales des deux numéros précédents. Pour cela nous remarquerons d'abord que si Ton a
et que/i' >p, on aura aussi q' >q\ car retranchant la première équation de la seconde, on a
pfi^pi^ a{q'^— q^) = o, ou bien p'^ ^ p^ ^^ a[q*^ — q^);
donc si p'^ —p^ est positif, il faudra que q'^ — q^ le soit aussi; donc .... Supposons maintenant que /^ et y soient les plus petites valeurs de x et y dans l'équation
et que/i' et q' soient les valeurs de a; et de j^ qui sont immédiatement plus grandes que celles-là, en sorte qu'il n'y ait point de nombres plus petits que p et q\ qu'on puisse prendre pour x et 7, autres que p et q. Cela posé :
Qu'on multiplie ensemble les deux équations
//^ — aq^ = I et //'* — aq'^ = 1 ,
et l'on aura (n®5), en prenant seulement le signe inférieur, (pp' -aqq'y-a(pq' -qp'Y=:i;
d'où l'on voit (\\xe pp' — aqq' sera aussi une des valeurs de x, et pq —qp une des valeurs de y qui satisfont à la même équation
Or je dis que pp' — aqq' est > o et <p . Car i** soit pp — aqq' = z, on
aura
qq' qq"
mais les équations •
/?' — aç^ = I et p'^ — aq*^ = i
donnent
donc
et tirant la racine carrée,
d'où l'on voit que
de sorte que ^ ^-— a sera toujours une quantité positive; par conséquent z sera aussi un nombre positif.
2® Soit pp' — aqq' = /?' -h m, on aura
q q' . qq"
or
donc
raison
mais q'><i, donc \/« -♦- 4; < \/<* "•" ""^ ^^ à plus forte rai <y/«-t-^ + J; donc
donc ^-^^^ —a sera nécessairement une quantité négative; par con-
séquent u sera aussi négative; donc
pp'-aqq'<p\
Donc il faudra par Thypothese que Ton ait pp' — aqq' =p, e! ronmie
(pp' — aqq'f — a(pq' — qp'Y^i ol p^—aq^—i,
il faudra aussi que Ton ait
ipq' — qp' Y = q\ d'où pq' — qp' =:±q.
Mais
- = \/« + A et ^ = \ a 4- 4; \ q y/ q' ?' V g'
donc, à cause de q'>q, on aura^ >^î donc pq — qp sera positif; dr sorte qu'il faudra supposer
Nous aurons donc ces deux équations :
pp'-aqq' = p et pq'-qp' = q.
d'où Ton tire
, p^-haq^ ^ , ipq
P = —^ -. et q' = , ^^ ,?
'^ p^—aq' ^ p^— aq'
c'est-à-dire, à cause de/?* — aq^ = i ,
p'=p'-^aq\ q' = ipq.
ou bien, ce qui revient au même.
pf^ {p'^q\l(^T'^{p-q\l(^)\
^ [p-^qsfâf-ip-qyjay^ 2 va
d'où Ton voit que les valeurs de p et q' sont contenues dans les formules générales du n^ 15, en y faisant m = 2. Soient ensuite/?" et y" les valeurs de x et de 7 qui sont immédiatement
plus grandes que p' etq'; en sorte qu'entre toutes les valeurs possibles de a? et de 7 dans l'équation a?' — ay' = i, il n'y ait que p et p' qui soient moindres que/i", et y et y' qui soient moindres que q".
Multipliant l'équation p''^ — • oy"* = i par p^ — oy* == i , et prenant dans cette multiplication le signe — (n® 5), on aura
{pp"-aqq"Y-aipq''-qp''y = i,
de sorte que pp" —aqq" sera aussi une des valeurs de a?, et pq[' —qp" une des valeurs de y\ et Ton prouvera ici par une méthode semblable à la précédente qw^ pp" — aqqf > o et <p\ ti ptj^' —qp'>o et <y": d'où il s'ensuit que l'on aura nécessairement
PP*' — (^q'^=p ou =^p' ei pq"^qp"^=^q ou =î'. Or les équations
pp' - aqq'' = P et pq'-qp'^q
donnent, à cause de p'^ — aq^ = i ,
p" =/?' -f- aq^ = /?' et q" = a/;^ = j',
ce qui est contre l'hypothèse; et les équations
pp"-aqq"=p\ pq'-qp'^^q' donnent
p''=pp'^aqq\ q" = pq' -^ qp\
c'est-à-dire, en mettant pour/i' et q' leurs valeurs,
^ {p^qylaT-^ip-qsJaf^ {p^q^ây^ip-q^ây
Ainsi les valeurs de /?" et q" sont encore renfermées dans les formules du numéro cité, en y faisant m = 3.
On prouvera par des raisonnements semblables que les valeurs de 'o: et de y qui sont immédiatement plus grandes que p^' et q'\ et que nous
désignerons par p" et (f^ seront exprimées ainsi :
m^^p-^q W -^ip — q \fâ)\
^_ ip-hqs/^Y-ip'-qy/ây
et ainsi des autres à Tinfini ; d'où l'on conclura en général que les valeurs de X et j, dont le quantième sera m à commencer des premières valeurs p et q, seront exprimées de la manière suivante :
^ip-hqs/^T'^ip-q^/^T
comme dans le n® 15.
Ainsi ayant trouvé les premières valeurs p et q^ on sera assuré d'avoir par ces formules toutes les valeurs possibles de a? et de j propres à satisfaire à l'équation x^ — ay^ = i .
18. Je dis maintenant que tous les nombres x et y qui satisfont à l'équation
x^ — ay^ = I
se trouvent nécessairement parmi les nombres M, M', M",..., et N, N'
M M' M^"^ N",..., qui forment les fractions ^^ ^» n^'*"' convergentes vers la
racine de a, mais toujours plus grandes que cette racine (n^ 1 ) ; c'est-k* dire que chacun des nombres x est nécessairement égal à quelqu'un des termes de la série M, M', M",..., et que le nombre correspondant y est égal au terme correspondant de la série N, N', N",..., en sorte que la
fraction - sera toujours une de celles dont nous venons de parler.
Pour pouvoir démontrer cette proposition, je commencerai par prouver que si y est égal à un terme quelconque de la série N, N', N"
X sera nécessairement égal au terme correspondant de la série M, M',
M",.... Car soit 7 = N (on fera le même raisonnement pour tous lés autres termes de la série N, N', N",..., et de sa correspondante M, M', M",...j, en sorte que l'on ait x^ — aN^ = i ; si M n'est pas =0?, il sera nécessairement > a?, à cause que la quantité M^ — aN^ est toujours > o (n^ 2) ; ainsi l'on aura
Mx M m X m
savoir, à cause de M/i — Nm = i (n^ 1),
I ^ j?/i — Nm ,. -. ^
ir^^> — ï7 9 ou bien x/i — Nm<Ci;
Nn N/i
mais, par l'équation x^ — aW = i , on a ^ = i/a -f- ^? et par consé-
quent ^ > ya; et par le n^ 1 on a — < v/a; donc ît > — » donc ïs- > — '
donc
J7W — N/ii>>o,
ce qui est contradictoire.
Supposons maintenant que y ne soit égal a aucun des termes de la série o, N, N', N",...; comme cette série commence par zéro et s'étend à l'infini (n*' 1), il est clair que le nombre y se* trouvera nécessairement entre deux quelconques des termes voisins de la même série; supposons donc que ce soit entre N et N' (le raisonnement sera le même pour tous les autres termes), en sorte que l'on ait j > N et j< N'; je
considère les trois fractions consécutives j^i —j^ x^r» dont les numéra-
teurs M, m'. M' vont en augmentant aussi bien que les dénominateurs N, n , N', et qui sont de plus convergentes vers la valeur de \/â, mais de façon que la première et la troisième sont plus grandes que cette valeur, et la seconde en est plus petite (n^ 1) , et je vais démontrer d'abord que y doit nécessairement être >/i'. Car, puisqu'on a a?* — ay^ = i, on aura
— — a = A:; mais M^ — àW = R, R étant > o par le n*" 2; donc aussi
^ — a = j^^ donc, comme j > N, et que R = ou > i , on aura nécessai-
I R rement — < i^» et par conséquent
donc — approchera plus* de a que ^? l'une et l'autre de ces deux quantités étant d'ailleucs plus grandes que a, a cause de x^ — ay^ > o et M* — aW > o; donc aussi — approchera plus de yja que j^; mais yfâ
se trouve entre ,57 et — (n®2); donc — se trouvera aussi entre ît et ^; donc on aura
donc on aura :
I" Mj — Na:>o;
2» -^ <tc^» savoir Mr--Na:<4:
donc, puisque My—Nx est d'ailleurs un nombre entier, il faudra nécessairement que l'on ait
^ > I , et par conséquent j > n' .
Soit donc y>n' et < N'; puisque l'on a, par l'équation x^ — ay^ = i ,
et par le n® f
on aura nécessairement
de plus, on a par le même numéro
j^ > V^a, et par con L 89
j^ > V^a, et par conséquent ^ r > ^5
or
X m' xri — riri ^, M' r ri ~ rri ^^ N'
ri ~ N'n'
donc, à cause de j'< N', on aura
or je dis que xn! — ym! doit nécessairement être égal à i ; en effet,
puisque — — — > o, on aura d'abord
xn' — y m' > o ;
donc
xn* — jrtn! = i , ou r=: 2, ou > 2 ;
mais si xn' ^ym' = ou > 2, on aura pour lors
et comme \'a se trouve entre^ et — n** ly, elle se trouvera aussi nécessairement entre — et —y mais beaucoup plus près de — que de ^»
parce que n^ ^ n^ ^'^ ^^"^ ^ ^^ trouvera aussi entre — et -779
mais plus près de -77 que de ~; donc on aura
savoir, à cause de x^ — ay^ = i ,
I ^ an" - m" . . ,, ,, ^ /i"
p> ^, » ou bM^n an'-m''<~',
n'^ mais j > n\ donc — < i ; et à plus tbrte raison a/i'^ — m'^ < i ; ce qui
ne peut être, à cause que m^—ari^ est toujours néce^airement un
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nombre entier négatif (n" 2), &l par conséquent an'^-^m'^ un nombre entier positif. Donc il faudra nécessairement que Ton ait
On aura donc xn'—yni!= i , et comme on a aussi (n® 1) M'n'— N'/w = i ,
on aura
savoir
ya^x ni!
donc, prenant un nombre quelconque entier z, on aura
M' - X = m'2, N' ~ j = n'z, el de là
x:=^\\'^m'z et 7=:N' — n'z;
donc, substituant ces valeurs dans l'équation x^ — aj' = i , on aura
orM'^ — aN'* est un nombre positif, m'^ — an'^ est un nombre négatif fn" 2;, et je dis que M'm'^aN'/i' est un nombre négatif; en effet, comme
rr- > Vrt et -7 < >Ja, on aura
— ^V^ûH-r et —z=:yla-y,
ely sera > T, à cause que ^ doit approcher plus de \a que —7 (n** Ij; donc
Donc, si Ton fait
M'^ -^ aN" ==: A, M' m' ^ aN' n' = — B, m'» _ on'» = — C,
A, B, C exprimeront des nombres positifs, et Ton aura
Soit, en général, A -+- 282 — Cz^ = u, en sorte que
en regardant z comme une quantité variable qui commence par zéro, et qui augmente à Tinfini, on aura d'abord, lorsque 2 = 0, m = A; ensuite u augmentera jusqu'à ce que B = G2; après quoi u diminuera continuellement jusqu'à devenir infini négatif. Donc, si l'on donne à z une valeur quelconque Z, telle que la valeur correspondante de u soit positive et égale à U, il est clair que toutes les autres valeurs de z, comprises entre o et Z, donneront pour u des valeurs positives et plus grandes que la plus petite des deux quantités A et U, qui répondent sl z = q eik z = Z. Or nous avons trouvé
x = M' — m' z el x=z^' — n' z;
donc : i^ comme j < N', on aura z>o; 2*^ on a, par le n** 1,
M' = qrm'-hM el N' = 9-^/1' -h N, donc
x = {q'^ -— z)m' -hM el jn=(ç*'— z)-i-N;
donc, puisque j > N, il faudra que z <q'"; ainsi les limites de z seront o et q'\ c'est-à-dire que z sera comprise entre o et q'"; mais, en faisant 2 = o, on a
et, en faisant z' = q\ on a a? = M, j = N, et par conséquent
M "- x^ — ay'^ z=: M» — aN*;
donc, en donnant à z des valeurs intermédiaires, les valeurs correspondantes de w, savoir de x^ — ay^^ seront toutes plus grandes que la plus petite de ces deux quantités M^— aN^ et M'* — aN'^; mais l'une et l'autre
je dis (jue, $i m est un nombre premier, x —p ei y — qa ^ seront toujours divisibles par m.
En efl'et, si l'on développe ces expressions, on aura, à cause que m est impair,
m{m — i) w(m— i)(/w — 2)(/ri — 3) ^..
ni(m — i)(m — 2). . .2. . .
)• = m//"-' ^ H î^ '-^ ff'-^q^a -h . . .
/Il ( m — I )( m — 2 ) ... 3 , , "~r— —r-
^ 1 lï» • * m(/w— I) /w(m — i) (m^— 2)
Or les coetncients m, — ^ — — -» -' —-^^ s--, jusqu a
m(w — i)(m — 2). . . 2 , . . * j- • -Il 1
— ^^ ~ sont nécessairement divisibles par m, lorsque m
est premier, parce que ce nombre multiplie, comme l'on voit, tous les numérateurs, et ne multiplie aucun des dénominateurs, de sorte qu'il est impossible qu'il s'en aille par la division de chaque numérateur par son dénominateur; division qui doit d'ailleurs se faire toujours exactement, à cause que les coetBcients dont il s'agit sont, comme on sait, des nombres entiers. Donc tous les termes de la valeur de x, à l'exception du premier yy", seront nécessairement divisibles par /w, et tous ceux
de la valeur de r, à l'exception du dernier q^a "^ , le seront aussi: donc
X — p'," et V — q"^a * seront divisibles par m.
Maintenant on sait que, lorsque m est premier, p'^'—p est toujours divisible par/w, quel que soit />, pourvu que ce soit un nombre entier; donc* a?--/>sera aussi divisible par m; de même, q"^ — q étant divisible
par w, q'^a ^ — qa ^ le sera aussi: donc r — ya '^ sera divisible par m.
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Donc : i" si a est divisible par /w, x^p et / le seront aussi; ^ ^ a n'est point divisible par m, comme a'^ — a est nécessairement divisible par m, il faudra que a'"~* — i le soit aussi; donc, k cause que m est premier, il faudra que l'un ou l'autre des facteurs de a'""* — i , savoir
a ^ -h 1 et a ^ — i , soit divisible par m.
Soit d'abord a ^ -+- 1 divisible par m, et ya ^ -hq le sera aussi; donc à? — /? et j -f- 9 seront divisibles par m,
Soit ensuite a ^ — i divisible par m, qa ^ — ^ le sera aussi; donc X ^p ei y--q seront divisibles par m.
Or, en multipliant ensemble les deux équations
ï =p^— aq^ et \ = x^ — ay•^ on a celle-ci :
dans laquelle
x' =px:±iaqx ^^ y =^przhqx;
ou bien, en substituant pour ;r ety leur» valeurs,
_ (p '±q)/â}{p -h q slaf^{pzf:q^a){p - g s/âf
vv = (f ±gVg) ip-^q v^r -jpi^q v^g) jp-q m^T ^
savoir, à cause de p^ — ay* = i ,
._ip-^qs/â}'^''^ip-q^ar **- — î
Donc, en premier lieu, si a "" -h i est divisible par m, en sorte que x^peXy-^q le soient aowi, et qu'on prenne, Ains les expressions de
x' et de y\ le signe supérieur, on aura
x' =px -h aqXf x' = PX "•" ?^»
ou bien
a:'={x-^p)p-ha{x-^q)g-hp' — ag' el / = (x — p)g -h{x '^q)p;
donc, a cause dep^ — aq^ = i , a?' — i et j' seront aussi divisibles par m.
En second lieu, si a ^ — i est divisible par m, en sorte que x —j) et j— ^ le soient aussi, et qu'on prenne, dans les expressions de x' et dey', le signe inférieur, on aura
x'=zpx — aqx, f = PX — ?^»
ou bien
x' = {x — p)p — a(x-g)g-^P^ — aq' el f = (x — g)p — (^ ^ p)g'^
d'où il s'ensuit que a?' — i et y' seront encore divisibles par m.
Donc, en général, si r est le reste de la division de a ^ par m (reste qui ne peut être que o ou ih i), et qu'on fasse
^, ^ {p-hq sJ^T^'-ip - q ^)'^ ^ 2 y a
les nombres/?' et^' seront d'abord tels que /i'* — a^'*= i; et de plus q' sera toujours divisible par m, et p —p ou /?'— i le sera aussi, suivant que r sera ou ne «sera pas nul.
Supposons à présent
^^[P^q'far^[p-q'sra)\
2 sja si l'on développe ces expressions suivant les dernières formules du n^ Ifi,
on verra que y* est toujours divisible par y', et que a? — />' ou a? — i l'est aussi, suivant que n est pair ou impair; or ^' est toujours divisible par /w (numéro précédent), donc y' sera toujours divisible par /w, et x —p ou j?— I le sera aussi, suivant que n sera impair ou pair, quel que soit d'ailleurs le nombre /i, pourvu qu'il soit plus grand que l'unité. Or, soit ni un nombre premier quelconque, et désignons par r le reste
delà division de a ^ par m' (reste qui sera nécessairement ou o, ou bien =ti), si l'on fait dans les formules précédentes n = m' — r\ on prouvera, comme dans le numéro précédent, que y sera toujours divisible par m\ et que x— p' onx— \ le sera aussi, suivant que r' sera ou ne sera pas nul; mais, lorsque r' est nul, n est impair, et lorsque r est dti, n est pair; donc y wsera toujours divisible par mm\ et x—p ou x — i le sera aussi, suivant que r' sera ou ne sera pas nul.
De plus, lorsque r' est nul, a est divisible par m'; et, si l'on développe l'expression de p du numéro^ précédent, suivant les dernières formules du n® 16, on verra que/? — /i ou/?'— i sera divisible par a, suivant que m — r sera impair ou pair, c'est-à-dire suivant que r sera ou ne sera pas nul; d'où, et du numéro précédent, il s'ensuit que si, r' étant nul, r l'est aussi, p —p sera divisible par /wm', et, si r n'est pas nul, p — i sera divisible par /?2m\
D'où je conclus : i° que y sera toujours divisible par /w/w'; 2** que, si les deux restes r et r' sont nuls à la fois, x — p sera divisible par /nm', et que s'ils ne sont pas tous les deux nuls, alors x— i sera divisible par mm .
Or
x±.yyja={p±.(ifaT'-'' el p ±(i s[a^[p±qsaT ' \
donc, faisant, pour abréger, f/w — rj f/w' — r j = M, on aura
xàzy^Ja
[p-^qsi''
âf-^(p-
_ip + q)i'>
où l'on remarquera que M sera toujours pair lorsque r et r' ne seront pas nuls à la fois, et qu'au contraire M sera pair lorsque r = o et /^ = o.
On pourra poursuivre ces opérations et ces raisonnements aussi loin qu'on voudra.
21 . Donc, en général, étant donné un nombre quelconque N impair, dont les facteurs premiers soient m, m', m",..., si l'on nomme r, r, r",...
les restes des divisions de a ^ par m, de a ^ par m', de a ^ par w*', et ainsi de suite, et qu'on fasse
le» expressions suivantes :
satisferont d'abord à l'équation x^ — ay^ = i ; et de plus elles seront telles, que y sera toujours divisible par N, et que x—p ou a?— - 1 le sera aussi, suivant que M sera impair ou pair.
Les mêmes choses auront lieu aussi en faisant
n étant un nombre quelconque entier positif, comme il est facile de le voir par ce que nous avons enseigné dans les numéros précédents. Je dis de plus que, si l'on fait
M=:2*/i(/ii — r)(m' — r'){/n''— r")...,
5 étant un nombre entier positif quelconque, la quantité y sera divisible par 2*N, et la quantité a? — i le sera aussi.
Pour démontrer cette proposition, il suffit de faire voir que y eix— i seront toujours divisibles par 2'. Or, si Ton fait, pour abréger, M==2*R, on aura
Qu'on suppose : i*"
pf±:q' ylaz=i{p±qyJaY , on aura
x±x^a:=- {p' ±g' ^a)'; d'où
X ^=z p'^ -^ aq*^ et Xr^^P'ç'f mais on a aussi
p''--aq"=i;
doue
X — i = 2ap' g'.
Donc yeix— i seront divisibles par 2^'. Supposons : 2°
on aura
p'±q'y^â={p''±q"sf^)\ d'où
ainsi q' sera divisible par 2^"; de même, en faisant p*'±q'^fa={p±qfaf~''',
on trouvera que q" sera divisible par 2^"', et ainsi de suite.
Donc, si 5 = I , j et a: — I seront divisibles par 2 ; si ^ = 2, / et ;r — i seront divisibles par 2.2, si ^=3, ces quantités seront divisibles par 2.2.2,...; donc, en général, yeix—i seront toujours divisibles par 2',
Par le moyen de ces théorèmes on peut résoudre le cas du n*" 14; car quel que soit le nombre donné, il est clair qu'on pourra toujours le réduire à cette forme : 2'N, N étant impair; par conséquent, en connais-
santdeux nombres/? et 9 qui satisfassent à l'équation 1 =zp^^fq^^ on pourra toujours en trouver deux autres, et même une infinité tels que x et V qui y satisfassent aussi, et dont l'un y soit multiple d'un nombre quelconque donné; au reste, ces théorèmes nous seront encore fort utiles dans la suite.
Appliquons maintenant les méthodes précédentes à quelques exemples.
Exemples.
22. Exemple I. — Soit proposé de trouver deux nombres x et y tels, que x^ — ï3r^ = i.
Je commence par extraire la racine carrée de i3 en fractions décimales, et je trouve, en poussant l'approximation jusqu'à neuf caractères, ce qu'on fera aisément à l'aide des grandes Tables de logarithmes d'Ulacq ;
je trouve, dis-je, \/i3 == 3,6o5 5iq5o = — - — 2-- ^ j ' ^ i^ 10 000000
Je divise le numérateur de cette fraction pardon dénominateur, ensuite le dénominateur par le reste, et ainsi de suite, comme si je voulais trouver la plus grande commune mesure entre le numérateur et le dénominateur, et ces différentes divisions me donnent ces quotients : 3, i , i , 1 , 1,6, I, I, I, 1,6, ï, I,..., à l'aide desquels je forme, en commençant
par -» les fractions suivantes :
où l'on voit que le numérateur de chaque fraction est égal à la somme du numérateur de la fraction précédente multiplié par le nombre qui est au-dessus (ces nombres ne sont autre chose que les quotients dont il s'agit écrits de suite, et suivant l'ordre dans lequel on les a trouvés), et du numérateur de la fraction qui est avant celle-ci; et il en est de même des dénominateurs, ce qui s'accorde avec ce que l'on a dit dans le n*^ 1.
Je substitue maintenant les numérateurs de ces différentes fractions à la place de x^ et les dénominateurs correspondants à la place de j dans la formule x^ — aj* = R, j'ai
Je remarque ici deux valeurs de x et de v, savoir : a:; = 4, j = i et a:' = 256, y' = 71, lesquelles donnent également R = 3, qui est un nombre premier; ainsi je puis faire usage de la méthode du n^ 6.
J'aurai donc
rt = 1 3, R = 3, X — ^, ;r = I > x' ^=: 5t56, j' z= 7 1 ;
donc xy -hyx' = 54o qui est divisible par 3; de sorte que j'aurai d'abord
q = -^ = 180; ensuite a?^' -h ayy' = 1947» qui est aussi divisible par 3:
d'où je tire p = -^^ = 649; ainsi les nombres cherchés seront x = 6^c)
.et j= ï8o; en effet, le carré de 649 est 421 201, et celui de 180 est 32400, lequel étant multiplié par i3 donne 421200; de sorte qu'on aura
(649)2— l3(lBo)^:-- I.
On aurait pu trouver d'abord ces mêmes valeurs de x et de y à l'aide
de la supposition qui donne R = — 4» et qui est par conséquent dans le
. cas de la méthode du n** 11. En effet, puisque x=^ et r= i, on aura,
en prenant le signe inférieur,
a:p = iSt yq = 5 el (xpY-^ a(yqY^^ 649, zxypq = 180.
Au reste, en continuant la série des fractions -» -»•••» on trouvera
celle-ci : -S-, -4^>'-> d'où l'on aura- 109 100
d'où l'on voit que les nombres 649 et 180 sont les plus petits qui satisfassent à l'équation proposée x^ — \3y^ = i (n** 18); de sorte qu'en sub-^ stituant ces nombres à la place de peiq dans les formules du n^ 16 ou 17, on trouvera toutes les autres valeurs possibles de x et de y; ainsi désignant ces valeurs par x, x'\ x'\ . . . , et par y, y\ y'\ . . . , on aura
x' r= 842401, y^ zz: 253640,
et l'on pourra être assuré qu'il n'y a pas d'autres nombres plus petits que ceux-ci qui résolvent le problème (n*^ 17). ^
23. Exemple II. — Soit proposé de trouver deux nombres x et y qui satisfassent à V équation a?^ — 19/^ = i .
La racine carrée de 19 se trouve parles grandes Tables de logarithmes : 4,35889494» en sorte qu'on a v^ï9 = ^^ -9^21. d'où l'on tire, par l'opé-
ration indiquée dans TExemple précédent, les quotients 4> 2, i, 3, i, 2, 8, 2, I, 3, 1, 2,..., lesquels fournissent ces fractions :
I 4 9 i^ 4^ 6' ^7^ • 012 3 II 14 39
dont les numérateurs étant substitués pour x et les dénominateurs pour / dans Téquation x^ — 19 j^ = R, on aura
II
d'où Ton voit que 170 et 39 sont les plus petits nombres qui satisfassent à l'équation proposée, et par le moyen de ceux-ci on pourra trouver tous les autres nombres possibles qui résolvent la question.
24. Exemple III. — On demande- deux nombres x et y qui satisfassent à cette équation a?^ — 109 j^ = i .
Je trouve d'abord \/Toq = \o^l\[\o^oG5 = —^ ; d'où je tire les
^ ^ ^^ lOGOOGOO ^
quotients suivants : 10, 2, 3, i, 2, 4» i» 6, 6, 2,..., a l'aide desquels je forme ces fractions :
I 10 21 73 94 261 ii38 1399 9532 01 2 7 g 23 Ï09 134 9'3
dont les nimiérateurs étant substitués pour x et les dénomiirateurs
pour y dans l'équation x* — \oo^y* = R, j'aurai
lO
ii38
Ici il faudrait pousser la série assez loin pour trouver les valeurs de x et de y qui donnent R = i ; ainsi il vaudra mieux se servir des méthodes des n*^ 6 et suiv.
Pour cela j'observe- qu'il y a deux suppositions, dont Tune donne R = 3, et l'autre R = — 3; de sorte qu'à cause que 3 est un nombre premier, on pourra faire usage de la méthode des n*^* 6 et 12.
J'aurai donc
a = 109, Rr^3, j: = i399, ^r=:i34, ^^' = 9532, 7' = 91 3;
xy' H- yx' = 2554575,
qui, étant divisible par 3, j'aurai d'abord
ensuite
xx' H- ayy' = 26670546,
qui, étant aussi divisé par 3, donnera
Or, comme dans les équations x^ — ay^ = R et x'^ — ay'^ = — R, la
quantité R a des signes différents, le produit de ces deux équations sera, en prenant le signe -h ,
(xx' -hajy'Y^ a(xy' -^y'x'Y = — R*;
de sorte qu'en divisant par A^ on aura
d'où l'on voit que les valeurs trouvées dep eiq ne satisfont pas k l'équation proposée; mais en prenant le carré de l'équation/?* — ay* = — i, on aura
de sorte que les valeurs de a? et de j qui résolvent le problème sont
x=:p^-hag^ el y=i^pq,
savoir
:r = 1 58 070 67 1 936 249 el y' = i5 i4o4^445^ 'oo,
et ces valeurs sont en même temps les plus petites qui satisfassent a l'équation x^ — 109^^ = i, comme on peut facilement s'en convaincre
en poussant la série des fractions -> —»•••» jusqu'à ce que Ton en
trouve une qui soit formée de ces mêmes nombres, et en calculant toutes les valeurs de la formule x^ — ay^ qui répondent a ces mêmes fractions. Ces exemples sont suffisants pour faire connaître l'usage et l'esprit de nos méthodes; nous ajouterons seulement quelques remarques qui pourront mériter l'attention des Géomètres.
Remarques.
25. Remarque I. — En examinant les valeurs de R des deux premiers Exemples, on voit que dans le premier les mêmes nombres se trouvent successivement avec les signes -+- et —, au lieu que dans le second, les nombres qui ont le signe -h sont tous différents de ceux qui ont le signe — .
Pour trouver la raison de cette diflFérence, supposons en générai
X»— aj» — R, el j:'*— aj'^=i — R,
ce qui est le cas de TExemple 1, et Ton aura
x^— ay^=^ — x'^—ay'^y savoir j:'-i- jr" = a( r'-l- j'*)»
d'où Ton voit que x^ -h x'^ doit être divisible par a. OV, on sait que la somme de deux carrés n'est divisible que par les nombres qui sont aussi la somme de deux carrés; donc, pour que les deux équations dont il s'agit aient lieu en même temps, il faut nécessairement que le nombre donné a soit la somme de deux carrés ; c'est ce qui a lieu dans I'Exemple I, où a = i3 = 9 -j- 4» au lieu que dans I'Exemple II a = 19, qui n'est point la somme de deux carrés. Ainsi, toutes les fois que a ne sera point la somme de deux carrés, ce qui arrive, comme on sait, lorsque quelqu'un des facteurs premiers de a est de cette forme [\m -+- 3, on pourra être assuré qu'aucun nombre ne pourra être en même temps de la forme x^ — ay^^ et de celle-ci ay'^ — x'^, quels que puissent être a? et y, x'
et y.
Mais on ne peut pas dire réciproquement que lorsque a est la somme de deux carrés tout nombre qui est de la forme de x* — aj* est aussi de la forme de aj'* — x'^; au moins je n'ai pu parvenir jusqu'à présent à m'assurer en général de la vérité de cette proposition, quoique je l'aie d'ailleurs trouvée vraie dans un grand nombre de cas particuliers.
Au reste, il est évident que si — 1 est de la forme de x^ — ay^^ tout nombre positif qui sera de la même forme sera aussi de la forme de ay'^ — x'^ ; car soient
^i=p^ — aq^ ei ^ R = j:^ — aj',
on aura, en multipliant ensemble ces deux équations, et changeant les signes des deux membres,
R r= a [y^p ±xqY — (xp± ayq )^ Or, si l'on trouve dans deux seuls cas particuliers
K = x^— ay^ ei — R = j:'^— aj'%
et que R soit un nombre premier, alors on parviendra toujours à cette
équation
— i = p^ — aq\
comme nous l'avons vu dans I'Exemple III; de sorte qu'on en pourra conclure d'abord que tout nombre qui sera de la forme de x^ — ay^ sera aussi de la forme de aj'^ — a?'^.
26. Remarque IL — Supposons maintenant que l'on ait l'équation
/» — aa» = — I ;
en prenant les carrés, on aura
(t^-hau^y—a{2tu)z=zi,
d'où l'on voit que t^ -¥- au^ est une des valeurs de x qui satisfont à l'équation
et que 2 tu est la valeur correspondante de /; mais nous avons démontré (n*^ 17) que toutes les valeurs de a? et de / qui satisfont a cette équation sont renfermées dans ces formules :
y^ip-^9 \/^r-ip - g v^)" ^
m étant un nombre quelconque positif, et p, q étant les plus petites valeurs qui satisfassent à la même équation x^ — ay^ = i ; donc il faudra que l'on ait
i.^a^^^^p^^if^T'^^p-gy^,
^^^ ^ ip-^gf^r-ip-gfaT^
2v/â équations qui se réduisent à celle-ci :
{t±usja)^z=i{p±qy^af*,
Or je dis d^abord que m ne saurait être un nombre pair; car, soit m^2n, on aura
er, extrayant la racine carrée,
or {p±q y/a)" se réduit à cette forme : p' ±q'>Ja, en faisant (n® 15 )
' ,^ip^qsJ~aT^{p-qfa)\ ,_{p + q^ar-{p-qfar.
donc, puisque / et i/ sont, par hypothèse, des nombres positifs, et que p et q' le sont aussi, on aura t=p' Qiu = q'\ mais, k cause àep'^ — aq^=\, on aura aussi p"^ — oy'^ = i ; donc on aurait /^ — au^ = î , ce qui est contradictoire; donc m doit nécessairement être un nombre impair. Soit donc /w = 2 n-h i , et l'on aura
{t±usay={p±q^df'{p±qsja)x
d'où l'on voit que p±q\ja doit être un carré; or, quelle que puisse être la racine carrée de p±q\/a, il est clair, a cause de la quantité irrationnelle y/a, qu'elle ne peut être que de cette forme r±.s\'a, de sorte que l'on aura
p±q \/a={r±s^aY = r^-h€U^±9.n^a;
et, par conséquent,
p = r^ -h as^ et ^ = 2 rs.
Ainsi, à moins que les quantités /i et q ne soient de cette forme, il est impossible que l'équation t^ — au^ = — i ait lieu; or, connaissant les valeurs de ces quantités, il est facile de vérifier si elles sont de la forme dont if s'agit; car, premièrement, il faudra que q soit un nombre pair:
ensuite il est évident que r et 5 ne peuvent être que les facteurs de la moitié de q; de sorte qu'il ne s'agira que de chercher tous ces facteurs, et de les substituer a la place de r et 5 dans l'équation r^ -h as^ =p. Si l'on peut par ce moyen trouver deux valeurs de r el 5, alors, comme
on aura
et faisant
___ {r-hs ^af -h [r — Syjaf*
on aura
d'où
et
, __ {r-hs^ar— {r—syjaf
t±iu^a — r'±sfyja
Or il est facile de voir que les valeurs de r' et V sont les plus petites lorsque m = i , auquel cas on a r' = r et 5' = 5; donc les plus petites valeurs de £ et de li seront / = r et 1/ = 5; donc r et 5 seront les plus petites valeurs qui satisfassent à l'équation t^ — au^ = — i .
Usage des méthodes précédentes pour la résolution des éqiuitiopis du second degré à deux inconnues, par des nombres entiers.
Soit proposée l'équation
dans laquelle a, |3, 7, ^, c et t sont des nombres donnés entiers positifs ou négatifs, et a? et j sont deux nombres inconnus qu'il s'agit de déterminer de manière qu'ils soient rationnels et entiers.
Qu'on multiplie toute l'équation par ^a, et qu'on la mette sous cette forme :
( aa j: -f- Pj -+- a )« -- ( p j -h ô)» -- 4« ( /T' -4- er -^ ? ) = o-
Soient, pour abréger,
ô»— 4ar — c, et l'équation précédente deviendra
Cette équation étant multipliée para peut se mettre sous la forme suivante :
au^ = ( ay 4- 6 )* -t- ac — b\
ou bien, en faisant
ax-^b^t,
sous celle-ci
d'où l'on voit d'abord que le nombre donné R doit être de cette forme : f' — au}, pour que le problème admette une solution rationnelle.
J'ai donné ailleurs (*) la méthode de reconnaître si un nombre donné est de la forme de t^ — au^, a étant aussi donné; et j'ai fait voir que pour qu'un nombre quelconque R soit de cette forme, il faut que chacun de
ses facteurs premiers que je désignerai par rsoit tel, que a ' — i soil divisible par r; si cette condition n'a pas lieu, on peut assurer hardiment que R n'est pas de la forme dont il s'agit, et qu'ainsi le problème n'admet aucune solution rationnelle.
28. Supposons maintenant qu'on ait reconnu que le nombre R est en
(*) On trouvera dans le Tome II le Mémoire auquel Lagrange fait ici allusion; ce Mémoire a été inséré«dans le Recueil de V Académie de Berlin, ( Vote de V Éditeur, )
effet de la forme de t^^au^, et qu'on ait trouvé en même temps deux nombres P et Q tels, que R = P* — a Q^ ; en ce cas le problème sera résoluble en nombres, et il pourra même l'être de plusieurs manières; c'est ce que nous allons examiner.
Il est d'abord clair que, puisque
il n'y aura qu'à supposer / = P et m = Q, ce qui donnera
aj -h 6 = p, 2aa: 4- j3 j -h d = Q,
et, par conséquent,
p_4 Q-_d 0(P-fr)
a 7.x 7.oLa
Or je remarque:
i^^Que les nombres PetQ peuvent être pris positivement ou négativement à volonté, ce qui donnera quatre solutions différentes;
2" Si le nombre R est le produit de deux ou de plusieurs nombres de la forme de P^ — aQ^, il sera aussi plusieurs fois de cette même forme; de sorte qu'on pourra trouver différentes valeurs de P et de Q.
En effet, si R est le produit de deux facteurs tels que p^ — aq- et //^ — a^^ on aura (n^ 5)
ainsi on pourra supposer
V -pp -^ aqq' et Q =/ig' -h qp
ou
P = pp' — aqq' el Q =pq' — qp'»
En général, si R est exprimé par A'^B'^C'^iy..., A, B, C, D,... étant des nombres de la forme de P^ — aQ^, mais qui ne soient qu'une fois de cette forme, le nombre R sera (comme je l'ai démontré ailleurs) de la même forme autant de fois, ni plus ni moins, qu'il y a d'unités dans la moitié de ce nombre (m-hi) (/i-f- 1) fr-h i) (5-1- i)... s'il est pair, ou dans la moitié de ce même nombre augmenté de l'unité s'il est impair. Ainsi les quantités P et Q auront chacune autant de valeurs dit-
/»' * VI 1» '^> 1 (m 4- i)(n -h i)(r-i- i)(* -h i). . . ,
ferentes qu il y a d unîtes dans ^ — ou dans
- — îii-^ — ^-1^ — '^v^"*" '^^• — 1, et chacune de ces valeurs fournira
par conséquent quatre solutions du problème.
29. Examinons séparément le. cas oii a est un nombre positif, et celui où a est un nombre négatif.
i" Soit a un nombre négatif = — e, en sorte que e soit positif, et la forme du nombre R sera P^H-eQ*; donc, puisqu'il est impossible que l'unité soit de cette forme, le nombre des facteurs A, B, C, D,... (numéro précédent) qui sont supposés être de cette forme sera nécessairement limité; donc le nombre des valeurs de P et de Q le sera aussi; par conséquent le problème ne pourra avoir qu'un certain nombre de solutions rationnelles, qu'il sera aisé de trouver par la méthode précédente, et s'il arrive qu'aucune de ces solutions ne donne des nombres entiers pour les valeurs des inconnues œ et j, on en devra conclure que le problème n'admet point de solution en entiers.
2^ Supposons que a soit un nombre positif; dans ce cas, comme l'unité est toujours de la forme de P^ — aQ^ quel que soit le nombre a, il est .clair que le nombre des facteurs de R de la forme dont bl s'agit sera infini, parce qu'on peut toujours regarder le nombre R comme multiplié par une puissance quelconque de l'unité; ainsi, ou le problème n'admettra point de solution du tout, ou bien il en admettra nécessairement une infinité.
Pour comprendre toutes ces solutions dans deux formules générales, soient/?' et q' deux nombres tels, quep^ — aq'^ = i , et, multipliant cette équation par l'équation P^ — a Q^ = R, on aura
d'où l'on voit qu'ayant trouvé deux nombres P et Q qui satisfassent à l'équation P^ — aQ^ = R, on pourra mettre dans les formules du n® 28- P/?' ±: aQy' à la place de P, et Vq' ± Qp' a la place de Q, ce qui donnera en faisant abstraction de l'ambiguïté dçs signes, à cause que les nombres
P et Q peuvent toujours être pris positivement ou négativement.
Or nous avons démontré f n° 17) que si p eiq sont les plus petits nombres qui satisfassent à l'équation p'^ — aq'^ = i tous les autres nombres possibles sont renfermés dans ces formules :
r^(p-^q >i^rrJp - ? v^^r ^
en prenant pour m tous les nombres naturels i, 2, 3,..., à l'infini; donc, si l'on substitue ces valeurs de p' et q' dans les formules précédentes, on aura
Donc, si l'on met dans ces formules les différentes valeurs de P et Q qui naissent des facteurs de R qui sont de la forme de P^ — aQ*, et qui sont plus grands que l'unité, et qu'on fasse successivement /w = i,2,3,..., on aura absolument toutes les solutions rationnelles possibles de l'équation proposée
3*^ Soient, pour plus de simplicité,
aQ-~;3P=:F, ]. 92
et Ton aura
^p'-haQq' — b •^ a
donc, a moins que les numérateurs de ces deux fractions ne soient divisibles exactement par leurs dénominateurs, les inconnues x et j ne pourront être des nombres entiers.
Supposons
et nous aurons
_P'(/-i) + fl a
QW
Or je dis que Ton peut toujours prendre l'exposant m, dans les valeurs de/?' et q\ tel que x* et y' soient des nombres entiers.
Pour cela on décomposera le nombre x en ses facteurs premiers, en sorte que l'on ait (x=^ 2?m'm"rri\.., rn!^m'\ m\,,. étant des nombres
premiers; ensuite on divisera a ^ par m', et l'on nommera le reste r';
on divisera de même a ^ , et l'on nommera le reste r'\ et ainsi de suite; ces restes étant trouvés, on fera m égal à un multiple quelconque de 2*^* [rri — r') [m" — r") {m!" — r")... ; car. par ce que nous avons démontré plus haut (n®21), il est clair que/?' — i et ^r' seront divisibles par 2a; de plus il est facile de voir par les formules du n^ 16 que />' — i sera aussi divisible par a, à cause que m est pair; par conséquent x et y' seront nécessairement des nombres entiers.
Donc, si les quantités et sont des nombres entiers,
on pourra trouvç^r une infinité de valeurs de ^ et de j en nombres
enliers; or ces quantités ne sont autre chose que les valeurs de x et de y qui répondent à m = o, ce qui donne
p' = t, 9' = o, et par conséquent x" = 0, ^' = o,
c'est-à-dire les mêmes valeurs de x et de y que nous avons trouvées d'abord (n**28); d'où il s'ensuit que si l'on trouve une seule solution du problème en nombres entiers, dans le cas de a positif, on pourra par nos formules en trouver une infinité d'autres en prenant pour P et Q les nombres qui répondent a la solution donnée, et pour m un multiple quelconque de 2'^* [m — r )(m" — r"){rri" — r"' )...,
Au reste, il est bon de remarquer encore qu'il ne sera pas toujours nécessaire que m soit un multiple de ce nombre pour que x' et y' soient des nombres entiers ; car il est visible, par exemple, que si P' et Q' étaient divisibles par a, il suffirait alors que m fût un multiple de 2, c'est-à-dire un nombre pair, et ainsi des autres cas semblables.
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