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PREFACE
Après la mort de P. L. Tchebychef nous avons exprimé à l'Académie Impériale des Sciences l'avis qu'il serait désirable de procéder à la publicjition du recueil complet des travaux de son célèbre membre. Peu après, le frère du défunt, le Général d'Artillerie W. L. Tchebychef, mit à la disposition de l'Académie une somme de 5000 roubles pour les frais de publication, à la condition que le recueil complet parût dans les deux langues, en russe et en français, dans lesquelles le savant faisait paraître ses travaux. C'est alors que l'Académie nous confia la mise en exécution de notre proposition, conformément au désir du donatexu-.
Grâce au concours bienveillant et désintéressé de beaucoup de savants russes, principalement d'anciens élèves de feu Tchebychef, nous avons eu à notre disposition les traductions des articles du défunt, qui, du vivant de l'auteur, ont été publiés dans une seule langue. En exprimant ici, au nom de l'Académie, notre profonde reconnaissance à tous nos collaborateurs, nous prenons, naturellement, sous notre responsabilité les imperfections et les lacunes qu'il peut y avoir dans la présente édition.
L'édition comprendra deux volumes. Elle renfermera tous les travaux imprimés du vivant de l'auteur, sauf deux thèses publiées à part: une thèse pom- le grade de magistre: „Essm d'analyse
élémentaire âe h théorie des probabilités'^^ Moscou, 1845, 4°, II -1-61 -H III pages, et une thèse de doctorat: ^Théorie des conr gruences'', St.-Pétersbourg, 1849, 8", IX -i- III -i- 279 pp.
Pour la distribution des matières nous avons adopté l'ordre chronologique.
Quant à la biographie de Tchebychef, noua comptons la faire paraître dans le second volume.
A. UarkoS; N. Soniu.
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NOTE
Sïlfi UHE CLASSE
(Liottville, Journal de loatliématiques pures et appliquées, I série, VIII, 1843, p. 236—238.)
Note sur une classe d'Intégrales définies multiples.
Théorème. «Quelle qae soit la forme de la fonction f, on a
• ■ ■M>,W Tsb) ïiW- ■ ■f{x''-i-f~i-e'-i-. . .)dxiy iz.. .
«équation où 4'(«} se détermine par les fonctions données v^{x), %{y), '■^3(2), ... au moyen des quadratures, eu prenant
OÙ
(2) '})(«)= e-" <fXx)e ""dx] <^^{y)e '"dy\ <^^{s)e "'"dz... \dœ>.
Ce théorème suppose que les fonctions Çj, 93, tpj, . . . sont telles que, 1". 'J>(«) et sa dérivée restent finies pour toutes les valeurs réelles et
positives de m, ,ou pour toutes les râleurs imaginaires de m, dont la partie
réelle est positive;
2**. la fonction (jj («) devient zéro pour
u=:a-±.zV — 1, 'ou u=zd^ay — 1,
lorsque a ^ 00, quelle que soit la valeur de z, pourvu qu'elle soit réelle et positive.
Soient, par exemple, 1". m = n=p = . . .= 1,
daDS ce cas, pour trouver la valeur de l'intégrale
... af-'^ y^'^ :f~^ . . ./"(a; h- y -h 2 h-. . .) dx dy dz. . ., on a d'abord par l'équation (2),
t|)(M)= e""" af-V~'''da; if~^e "V?/ ^-^ e "'ds... \ da
= r (ffl) r (&) r (c) . . . MS(-+4+e+...> g- ^-i-^-***-) <;» = = r(a)r(&)r(c}...r(i— a— &— c— . , .)m^<"^^->,
et en substituant cette valeur de ^(u) dans l'équation (1), on trouve
= r(fl) r(6} r(c}...r(i-a-6~c~...) ^.i^t"-^^-^-^ ■■■■_) „s(-w+«-...-i)_
Cette équation donne ^{u) = r{a) r{b) Vie). ..ni-a-b-c-. . ,) ^''("-'-&-^<^--) «-+*+*^-.-\ Mais , d'après une propriété connue de la fonction F, on a
donc l'intégrale
... af-^ î^-'- 2°-^ . . .f(x-\-y-v-z-*-. . .)dx dy dz. . ,
Cû qui a déjà été démontré par M. Liouville.
2". Soient
fi {x) = cosax, 9j(î/) == cosfeî/, <f)^{s) = coscs, . on aura, pour trouver l'intégrale
ri'i
cosffcc cosbx coscz. . .f{a^-*-i/^-i-3^-t-. . .) dx dy c
d'abord
(«) =^ e " cos oa; e " dx \ cùshje " di/ \ coscue " dz... t
J 1 ara 2/a • iVa.
OÙ [J. désigni? k nombre des variables a;, y, ^, . . , , et p = a^-t- 6''-»- c^- Mais on sait que, pour un nombre impair [jl, on a
2' *? / «^nI^
(- 1) ' (il) '
2(_1) ' (ip) '
2(-l)' (iî) ■
donc, pour un nombre impair des variables x, if, s, ... , l'intégrale
cos ax cos hy ces cz. . . f{x^ -t- y^ -t- s^ -t- . . .) dx dy c
Vup /(M)
q^rfM.
ce qui est le théorème de M. Cauchy (Journal de TEcoIe Polytechnique, XIX* cahier), d'où il déduit, comme cas particulier, la formule de Poisson.
NOTE
SBB U COBVBBGBNCÏ
• ji< La bâiKIili Dm lÀXLOK,
(Crelle, Journal fiir die reine iind angewandte Mathematili, B. 28, 1844, p. 279—283.)
Note sur la convergence de la série de Taylor.
D'après la règle de Mr. Cauchy la série
rt«)-Hf m+o f>)-*- ■ ■-*-r2iS=ij /"'"(«'-^TTSxrï '"'W-^- ■ ■
sera convergente toutes les fois que
Um. [ffiod. ^:^^ ^"'^''']ï.< * ' ou, ce qui est le même,
(1) lim. [(mod.^)". mod. rÇj^T- ^ ^' et divergente, si
(2) lim. [mod. j/g"^^ ^"*(<'']L„> ^•
Mais on a
f{a)^^\f{a-^Re'"'-'}dp,
lorsque la fonction f(a -t- re^ ^) est finie et continue, quel que soit p, pour r=iï et pour une valeur quelconque de r plus petite que M*), et de même
(3) fia) = 1^1 /^ (a -H ReP-^"^) dp,
(4) rici)=.^^f"{a-i-Re''^=^)dp,
*) Cauchy, Exercices d'Analyse et de Physique Mathématique. Tome I, page 856-
(B) p-»(a) = i j f■•'-v^a -H Se'"-') dp,
(6) r<{a) = ^^ r'i<>-^lie"'-')dp,
si f(a-^re'"^), f"{a-t-re'"^), . . . f"-''(o-i-re»'^), f">{a-i-re'"^) sont aussi iinies et continues , quel quo soit ^, pour toutes les valeurs r qui ne surpassent pas B.
Or l'intégration par parties donne
f r(o -H Se'"^) * = i I" e-'"^ f(a h- Be'"^') if , IrCd -H Re'"-') (Jy = ^ 1 e-"''^ f (« ->- -Re"'^) # ,
f /■i>-')(a-HBe>"'=ï) # = l^^^;^#=i' [ 6-1"-»"'=^ f(a-H Se'*'^) (iy,
rf" >(o -1- Be'"^') ip = '^'"^ jj'."~''° I" e~""^ f(a ■*■ Be''*^) dp , ce qui change les équations (3), (4), (5) et (6) en celles-ci
(7) /'("■> = È;-i f e-'''^f(«H-*""^) dp,
(8) fia) = à-V p-'"'=^f (<■ + »"'^) #.
(10) f "'(«) = i. 1;?^ p-"'^ Ao + «e"^) #,
Désignant par 7. la plus grande valeur du module de l'expression f{a-i-Be^ ''^) pour toutes les valeurs de^, nous trouverons que les modules
mod. [e-''^~^ f{a'^lie''^~^)\, mod. [e-^^^/'Co-H Jïe''^^)],. . .
. . .mod. [e-t"-'"'^^A'n-^e''^^)], mod. [e—"^^ Ao-*-iîe'^^)]
ne surpassent pas X ; car les modules des expressions
sont égaux à l'unité.
Cela étant, on conclut des équations (7), (8), (9) et (10)
mod/4t'<±.iApp<A,
■^'^■^&h.<kw-'^\ip<T-
D'après cela la condition (1) de la convergence de la série
se réduit à celle-ci:
OU simplement à
mod. e<.B,
la limite de X" pour w =^ co étant l'unité. Donc la série de Taylor
(11) /■(«)-|r(<.)-^rwH-...-Hi^,,r^^,)r'-»H-.^fw-H...
sera convergente si le module de z est plus petit que iî, où, comme nous l'avons dit, les expressions
/■{o-Hrc"^^), /'(«H-re'*^^),.../'<"-^'(a-Hre'^=^), f-\a^re''^^),...
restent finies et continues, quel que soit p, pour ï- = 7ï et pour une valeur quelconque de r < B. En d'autres termes: la série de Taylor
sera convergente si le module de s est au dessous du module de la valeur imaginaire de x qui rend infinie ou discontinue au moins une des fonctions
Mais ces conditions toutes, sont-elles nécessaires pour la convergence de la série de Taylor? C'est-à-dire: la série de Taylor (11) est-elle toujours divergente pour une valeur de s, dont le module est plus grand que celui de la valeur de x qui rend au moins une des fonctions
f{a-i-x), fia-t-x), f'(a-i-x),.. .f-'^a-t-x), f"\a-t-x),. . .
infime ou discontinue? Voilà ce que nous allons examiner.
Si la fonction f-^^{a ■+- x) , par exemple , devient infinie ou discontinue pour x^X, au moins une des séries
/<»>(» -H X) = f^ (a) -+- j f^^^a) -+- g /^"^^' (fl) -H . . . sera divergente, ce qui ne peut avoir lieu qu'en supposant
Mais ces conditions peuvent être exprimées par
L 1.2.3...n' "• -'J„=„-^ Umod-X)"-" (» — 'n-i-l)...nj„^„'
L 1.2.3...»' \ 'X^„-^ L(inod. Xf-"-^ (»»-«').-«J„=»'
or
lim, r '"'■;)• , . ; — ;_7 > lim. r(i!£i4y , /Eîizpy
L(mod. Z)"-"-^ (» — tn) ..nj„^„^ Llmod. X/ V » / J„^„
et
T r/mod. j'^" /mod. X\'n+inV mod. £ ,-_ rmod. X1~S~ mod. e ,
donc les inégalités donneront
En comparaat cette inégalité avec la condition (2) de la divergence de la série
on voit que la série sera toujours divergente , si le module de s est plus grand que celui de la valeur de x qui rendrait infime ou discontinue au moins une des fonctions
f{a-^x), f{a-t-x), f'ia-*-x),. . .f-^^a^x), f^'^a-t-x),. , .
Nous voilà donc parvenus à ce théorème général: «La série de Taylor:
Aa)-t-i-r(»)-Hi?^,r(-»)-'---^l.a.s""i„-i)^'""('')-r2X3,^"'('')-^est divergente ou convergente suivant que le module de e est plus gramd ou
plus petit que celai de la valeur imaginaire x qui rendrait infinie on discontinue au moins une des fonctions
fia-i-x), f{a-i-x), f'{a -t-x),. . .f^^^'^a-t-x), f^'\a-i-x),. . .
C'est ainsi, par exemple, que la série
est convergente ou divergente suivant que le module de la valeur de 2 est plus petit ou plus grand que l'unité qui est le module de la valeur x=y— 1
pour laquelle la seconde dérivée et les suivantes de(l-Ha;^)^ deviennent infinies.
Ce théorème n'est qu'une très simple conclusion des découvertes remarquables de Mr. Cauchy; mais il est en partie contraire à la règle de la convergence des séries donnée par cet illustre Géomètre, dont l'énoncé est le suivant;
«X désignant une variable réelle ou imaginaire, une fonction rédle ou imaginaire de x sera développable en série convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes de a;, tant que le module de x conserve une valeur inférieure à la plus petite de celles pour lesquelles la fonction ou sa dérivée cesse d'être fimie et continue» *).
L'insuffisance de cette règle provient, ce me semble, de ce que Mr. Cauchy suppose la valeur de l'intégrale définie être développable en série convergente, lorsque la différentielle entre les limites de l'intégration peut être développée en série convergente; ce qui n'a lieu que dans des cas particuliers.
*) Cauchy. Exercices d'Analyse et de Physique Mathématique. Tome I, page 2
BEMONSTRATiON ELEMENTAIRE
D'usK paoposmoH
(Orelle, Journal fur di(! reine und angewandto Mathematik, B. 33, 18415, p. 259—267.)
Démonstration élémentaire d'une proposition g'énérale de la tliéorie des probabilités.
§ 1. La proposition, dont la démonstration sera l'objet de cette note, est la suivante :
«On peut toujours assigner un nombre d'épreuves tel, que la probabilité «de ce que le rapport du nombre des répétitions de l'événement E à celui «des épreuves ne s'écartera pas de la moyenne des chances de E au delà « des limites données , quelques resserrées que soient ces limites, s'approchera «autant qu'on le voudra de la certitude».
Cette proposition fondamentale de la théorie des probabilités, contenant comme cas particulier la loi de Jacques Bernoulli, est déduite par Mr. Poisson d'une formule, qu'il obtient en calculant approximativement la valeur d'une intégrale définie assez compliquée (V. Recherches sur les probabilités des jugements, cliap. IV).
Toute ingénieuse que soit la méthode employée par le célèbre Géomètre, elle ne fournit pas la limite de l'erreur que comporte son analyse approximative, et par cette incertitude sur la valeur de l'erreur la démonstration de la proposition manque de rigueur.
Je vais montrer ici comment on peut démontrer rigoureusement cette proposition par des considérations tout à fait élémentaires.
§ 2. Supposons quc^^, p^, p^, . . . p soient les chances de l'événement E dans fj. épreuves consécutives, P^ la probabilité que E arrivera au moins m fois dans ces fjL épreuves.
On parviendra, comme on sait, à l'expression de P^ en développant le produit
suivant les puissances de ï et prenant la somme di's cocffideiits dei". t""*'^,...t'^.
De là résultent évidemment ces deux propriétés de P^: 1) Cette quantité ne contient p^, p^, p^. . . . p qu'aux degrés non supérieurs à l'unité; 2) elle est une fonction symétrique par rapport à p^, p^,
En vertu île la première propriété P^ pourra être mise sous la forme
U-+- Vpy-i-Y-iP^-t-WpiPfi,
où Ï7, V,V^, W sont indépendantes de p^ et p^\ ea vertu de la seconde, V et F, sont égales. Donc la forme de l'expression P^ est
TJ-^-Vip^-t-p^-i-Wp^p^,
où U, V, W ne contiennent ni^, mp^. D'après cela il est facile de prouver sur l'expression P^ le théorème suivant;
Théorème. «Si^j,^^ ne sont pas égales, on peut, sans changer les va- «leurs de Py-*-p^, p^^ ... p^^ augmenter celle de P^ en prenant p^^p^; ou «on peut paiTfinir à une des équations suivantes:
i^i^O, Pi=l,
«sans diminuer la valeur de ?,„>'.
Démonstration. Nous avons vu que l'expression de P^ peut être mise sous la forme U-t-ViPi-^p^^-^Wp^^p^, où U, F, IFsont indépendantes de p^ et p^ .
Or la formule TJ -+-¥ [p^-*- p^ -+- Wp^ p^ présente toujours un des trois cas; IF>0, ÏT— 0, W<0.
Dans le premier cas la somme p^-t-p^ reste la même, et la valeur de P^ augmente de -jW{pi — p^f, quand on change^,, p^ en -^-(pj-i-^j), -jiPi-t-p^)'-, car la différence
V-l-V[J(p,-t-p^)-t-Y(Pl-^P^']■-^WJ{p^-^^p^)~{p^-^~p;) -^{U-^V(p,-*-p,)-*~Wp,p,\
se réduit à -r- W(p^ — p^f.
Dans les deux autres cas on ne changera pas la valeur de la somme pj-t-Pz et on ne diminuera pas celle de U-i-V{p^-t'p^}-t- Wp-^p^, en changeant ^j, p^ en 0,^^-1- jjg ou en 1, ^,-1-^3 — 1; car
n-^r[o^p,^p,]^w.o.{p,+p,)-\v-i-r(p,^p,)^Wp,p,\
= ~Wp,p^;
n^r[i^p,-,-p~i]-^w.i.{p,-^p—r)-{u^Vip,-^-p,)^Wp,p,\
Mais les valeurs 0, p^-t-p^ pourront être admises pour^,, p^ toutes les fois que p^ -+- jo^ ne surpasse pas 1 ; car elles sont alors positives et Le surpassent point l'unité; dans le cas contraire oii p^-¥- p^^ l , on pourra changer p-^ en 1, p^ en p^-t-p^ — 1, ce qui prouve le théorème énoncé. Ce théorème nous conduit encore au suivant :
Théorème. «La plus grande valeur que P^ peut avoir dans le cas où «Pi-*- p^-*- Ps-+- ■ • ■ ^^-Pa"^ ^^ correspond aux valeurs de p^, p^, p^, . . .p «données par les équations
P^^+i — ^ _ p _ 0 1 i'^+n-a — [i_p_5i ■ ■ -Pi.— ^_p_o }
«où p, CT désignent certains nombres».
Démonstration. Supposons que tt,, x^, valeurs à-e p^^, p^, p^, . . . p qui, vérifiant l'équation
. K soit le système des
donnent la plus grande valeur à P^ et renferment en même temps le plus grand nombre possible de valeurs égales à 1 et 0 sous ces conditions.
Soient d'ailleurs tu, , tïj , . . . tt; celles parmi les quantités tCj , tc^ , tc^, , . . . te qui sont égales à 0; tZp^i, ^p+.2j ■ ■ ■ ^p+i celles qui sont égales à l'unité; toutes les autres t^^^-^i, iCp+a+a, • . .Tt^,, étant selon la supposition différentes de 0 et 1 , doivent être égales entre elles , comme nous allons le prouver toute à l'heure.
En effet, si ■Tt.^s+i n'est pas égale à tc^i_,+2, il est possible, d'après le théorème précédent, on de rendre P^ plus grand, sans changer la somme
TCj-i-Uj-i-. . . -+- ^^,.^^1-1- Kf^^2-*- ■ ■ ■-*-'^v'
en prenant T:f^^^+i=^ i^^^^i '^^ de faire Ttp+,+i égal à 1 ou 0, sans diminuer la valeur de P^.
Mais l'un est contraire à la supposition que le système tu, , tc^, tu,, . . . tu donne la plus grande valeur à P^ sous la condition
tu, -I- TU, -I- Tt„ -I- . . . -H TE =: 5;
l'autre est contraire à la supposition que de tous les systèmes qui ont cette propriété, TU,, TEg, TUg, . . . TU est celui qui renferme le plus grand nombre de valeura égales à 1 et 0. Donc il faut nécessairement qu'il soit
'^O-HH-l ^0+
Mais outre ces équations nous avons ^, = 0, 7^,= 0, . . . JCp=0; 7c^^i = l, TCp^2=l, . . .TCp^,= l;
îîj -I- TTj H- TCg -I- . . . -t-TZ^= S,
d'où résultent les équations du théorème proposé.
§ 3. Passons maintenant k la recherche des valeurs de l'expression de ■Pm qui correspondent à
De la remarque que nous avons faite par rapport à l'expression P^, il suit que la valeur de P^ qui correspond à
est la somme des coefficients de t", ï™""', . . . ^'' dans le dévelo])pem(-nt du produit
et que, par conséquent, elle est égale à
l % .(m-G]A.2. .(l^-m-p) l|t-(.-o) U-p-o) (^"'"^"oTÏ ï^~5^ "^
m — O-.-l^ — S' — p m — O-t-2 [i — 5— ?■■> — p — 0|i — 5— pi'
Voilà l'expression qui, en conséquence du théorème précédent, pour C(;rtains nombres entiers positifs p et ff, sera la limite supérieure de toutes les valeurs de P^, dans le cas, où. Pi-t- p^-t- p^-t- . . . -+-p =5.
En remarquant que la valeur de l'expression
est plus petite que celle de
qui est le développement de
nous parrenoiK à ce théorème :
TMorème. «Pour certains nombres entiers et «de l'expression
ft-p-a
n surpasse la valeur P^ de la probabilité que dans [t épreuves l'événement «.E, ayant les chances Pj, p^, Pj^, ■ . . )"„, arrivera au moins m fois, où 8 «est la somme Pi-t-p^-^-Pa-^ ■ ■ ■ -"-P^»-
§ 4. Arrêtons-nous au cas, où m surpasse 5-i-l. Suivant le dernier théorème nous avons
'^"^1.2...(m-t7)1.2.,.([i-m-p)U-p-^/ U-p-aj U-S^L \m-<i v-S-^l J
et à plus forte raison
Mais »i étant plus grand que S-i-1, la vah'ur de l'expression
m-<i).l.a.,.(ii-m-p) l^n-p-c/ \^- p-a/ m -S
augmentera par la diminution des nombres entiers positifs p et tr.
En effet, si nous divisons par cette expression la valeur qu'elle prend après le changement de a en cr — 1, nous trouvons pour leur rapport
ce qui , étant mis sous la forme
se réduit à
1 3-1+1 """â US-=+l)î~tj,-p-a-l-ll''"3 i(S-M-I)ï~{ii.-p-s+l)ir
Or, cette valeur est évidement plus grande que 1 ; car
est égale à
et ceci surpasse l'unité, parcequc, m étant, par supposition, plus grand que 5-1-1, m — 5 — 1 aura une valeur positive. Quant aux valeurs de
elles sont positives, vu que, par supposition, m- — a surpasse S- — ti-i-l, et S — (j-hI ne peut surpasser f* — p — cr-i-1; car autrement _~^ -, qui est la valeur d'une certaine probabilité (voyez § 2), serait plus grande que l'unité.
Nous nous sommes donc convaincu qu'avec la diminution de o- la valeur de l'expression
m.l.2...|H. — m) \|i j \ pi / m — S
Nous pouvons donc déduire de l'inégalité (1) celle-ci: (2) P ^ '-^■--'^ /gxm/^-gy-^i ,„
(^) ^m<^.2..,v^.l.2...{^^m)Wj [ p. ) m-S'
oii m est supposé plus grand qu(^ S -+- 1 .
§ 5. Mais on sait, que la valeur du produit 1 .2 ...(x— l).ic est plus
petite que 2,533; ^ e ^^' et plus grande que 2,50a; ^ e""*). D'après cela la valeur de l'expression
est plus petite que
') Voici comment ou parvient très aimpleiiieut k ce réaultat.
Enduisant respectivement les valeurs des expressionâ
eoneapondintes à x^n-t-l, par leurs valeurs, qui correspondent h X^^n, on trouve pour leurs
ce qui se réduit à
("+})i"ï„-^,-M+è&-«iî) ("+¥)'"« ^1-
La première quantité étant plus grande que l'unité, la seconde plus petite, il est clair
I 2 /sî Il ^ 1 2 fic ' 1) a?
que lorsque x augmente, la valeur de -"-'■'■ y- augmente aussi et celle lie ■- — ——j ■ — -■ ■--
dinimue. x e x e
Donc pour toutes les valeurs de x, moindres que s, on aura
1.2...{x—l).x 1.2 ..fa — 1).8 1.2...(a: — 1) x 1.2. . .(.v — l).,s
et à plus forte raison plus petite que
car pour la plus grande valeur de e^^^, qui est é^^, le produit
est encore plus petit que -^.
On a donc suivant (2) :
n«/n- sy-îM-i _
011, ce qui est le niênie:
Cette inégalité donne le théorème suivant :
Théorème. «Si les chances de l'événement E dans p. épreuves consé- «cutivcs sont p-^ , p^, p^, ... p , et que leur somme est S, la valeur de l'ex- «pression
_J . /m Itt - w| /g\^/n-g\i-«.+i
«pour m plus grand que 5-1-1, surpasse toujours la probabilité que E arri- «vera au moins m fois dans ces \j. éprt^uves».
ef, par conséquent,
(A) 1.2., {x^l).x<Te ^^'w ^e * '^^, 1,2. . .(a;— l).x > Tj: ^ e~^
où T ilésigne la valeur de l'expression — — -^ —.
Mettons s :^ co p,t uorniiinns T^ la Yaleur de — — '—^ -- pour ,! ■= co ; il suit de (A)
que pour toutes les valeurs finies de x on aura
l.2...{x—\).x<T^x ^e " ^^''^ 1.2 [x-l] x> T^x ^ e'", où Tf, est ane constante.
Tïln faisant dans ces inégalités x ■= 10, on trouvera que î'o est plus graud qi:c 2,50 et moindre que 2,53; par conséquent les inégalités précédentes donnent
x~l) x<2fi3x' ^e " '^', \.2...{x-l).x>2f)iix '^e
En changeant m, p^^ p^, p^,. . .p^, S en [j. — n, 1 — p^, 1 —p^, 1 — Pg} ■ ■ ■ 1 — i'n j V- — 5^1 il suit de ce théorème que, si la somme 1 — Pj -H 1 — Pa-^l — p^-t- . . . -H 1 — p^ est égale à ]3. — S, la valeur de l'expression
pour }j.^n'>\j. — S-\-l surpasse celle de la probabilité que l'événement contraire à E arrivera au moins [i — n fois dans fj: épreuves, où ^,,^3, Psi ■ • • Pu. 8*ïût les chances de B.
En observant que les conditions
l^Pj-f-l — Pa^-l— PsH-. - .-\-\ — f^=^—S', V^— m>lJ. — 6'-l-l
se réduisent à
P,^-Ps-^-^3-^- ■ ■ ■ -*-P^ = ^, n<S—l,
et que l'évéuement contraire à E n'arrive pas moins de ji.— n fois dans [i. épreuves, si E ne se présente dans ces épri^ives plus de n fois, nous arrivons au théorème suivant:
Théorème. «Si les chances de l'événemeut E dans ji épreuves consé- «cutives sont P^y P^, P^, ■ ■ . p^^- et que leur somme est S,, la valeur deTex- «prfssion
«pour n phis petit que 6^ — 1, surpassera toujours celle delà probabilité que «.E n'arrivera dans ces épreuves plus de n fois».
§ 6, Mais la répétition de l'événement JE" ne peut donner lieu qu'à l'un de ces trois cas: ou l'événement reviendra au moins m fois, ou il ne reviendra pas plus de n fois, ou enfin il reviendra plus que n et moins que m fois.
Donc la prohabilité du dernier cas sera déterminée par la différence centre l'unité et la somme d(^s probabilités de deux premiers cas.
Donc, comme conséquence des deux derniers tliéorèmes, résulte le suivant :
Théorème. «Si les chances de l'événement E dans [x épreuves conséncutives sont p^, p^^ p^, ... p et que leur somme est 8, la probabilité que «le nombre des répétitions de l'événement i' dans ces fj. épreuves sera moindre «que m et plus grand que n, surpassera, pour m plus grand que S-i-l et «pour » plus petit que 8 — 1, la valeur de l'expression
Pour déduire de ce théorème la proposition énoncée au commencement de la note, nous remarquons que le rapport du nombre des répétitions de l'événement iî dans fi épreuves au nombre u. n'atteint pas les limites
si E dans ces épreuves amve moius que S-i-^s et plus que S — ji^ fois.
Mais la probabilité que ceci a lieu, surpassera (d'après le dernier théorème) pour ^ >— , la valeur de l'expression
J_ /(5-tig)»-S-i-ng)7 2,1.1: y p. \p.
V— S4-(i» / S \S— IU-l-1
qui peut être mise sous la forme oii l'on a fait pour abréger — =:^ et
Les équations (4) nous donneront pour les logarithmes naturels de H, H^ les séries suivantes :
2pV S pj l2p»V 5 p)
2p\ 3 pI ]2î(» V 5 î»/ '■' 2(l--y) 6(1— î))ï
et
d'où il est clair que IT, H^ ont des valeurs moindres que 1.
n suit de là que l'expression (3) s'approche indéfiniment vers 1 par l'accroissement de ix, de manière qu'on rendra sa différence de 1 bien plus petite que Q, en prenant pour fi un nombre quelconque plus graud que
Nous sommes donc parvenus à la démonstration rigoureuse de la proposition qni est l'objet de cette note.
SOR LA FONCTiON
QUI DÉTKBlIffi
LA A 0 1 ALI i âx i]£io IvuJjIdKjwo r K£cMI£tKo
IHFÉKlMaS À »HK UMITK DOHHKK.
(Mémoirea présentés à l'Académie Impériale des sciences de St-Pétersbourg par divers savants, VI, 1861, p. 141 — 157. Journal de mathématiques pures et i XVn, 1852, p. 341—365.)
êcAUZllHU.
(Toopia cpacneHia, C.-lleTep6ypn,, 1849, crp. âOïl— ^29.)
Sur la fonction qui détermine la totalité des
nombres premiers inférieurs à une limite
donnée.
§ 1. Legendre, dans sa Théorie des nombres*), propose une formule pour déterminer combien il y a de nombres premiers depuis 1 jusqu'à une limite donnée. Il commence par comparer sa formule avec l'énumération immédiate des nombres premiers faite dans les tables les plus étendues, nommément depuis 10000 jusqu'à 1000000, et l'applique ensuite à la solution de plusieurs questions. Malgré la concordance prononcée de la formule de Legendre avec les tables des nombres premiers, nous nous permettons néanmoins d'élever quelques doutes sur son exactitude, et par conséquent aussi sur les résultats qu'on en a tirés. Nous fondons notre assertion sur un théorème, relatif aux propriétés de la fonction qui détermine combien il y a de nombres premiers inférieurs à une limite donnée, théorème dont on peut déduire plusieurs conséquences curieuses. Nous allons d'abord donner la démonstration du théorème en question, et nous en présenterons ensuite quelques applications.
ler Tbéorème.
§ 2. Si Von représente par ç {x) la totalité des nombres premiers inférieurs à X, par « un entier quelconque, enfin par p une quantité > 0, la somme
jouira de la propriété de s'approcher d'une limite finie, à mesure que p converge vers zéro.
*) Tnmc 2, page G5 (Tro
Démonstration. Commençons par démontrer que la propriété en
question a lieu pour les fonctions que l'on obtient par la différentiation successive des trois expressions
^'»6(i-ïè?)-2fii
par rapport à p; ici, comme par la suite, la sommation par rapport à m s'étend à tous les entiers depuis m^2 jusqu'à m = oo, et par rapport à fji seulement aux nombres premiers, également depuis [ji, = 2 jusqu'à i», = oo. Considérons la première expression. Il est facile de, voir que Ton a
I €"—1 .^jmi+p I '
f «-« a:Pda:
En vertu de cette équation la dérivée d'un ordre quelconque n de ^ Tï; "~ ~ P^r rapport à p sera égale à une fraction, dont le dénominateur est rr^"* a;''da;T^ et le numérateur une fonction entière des expres-
(-—Y \ e'" x'^hg^xdx,... {-^zzx ) e"" x''\og" xdx,
e"' x^dx, e~' it** log xdx, e"" x^ log^ xdx,. . . er'' x^ log" xdx. Or, une telle fraction, pour w ^: 0 aussi bien que pour n > 0, s'ap-
proche d'une limite finie à mesure que p converge vers zéro ; car la limite de l'intégrale J e~' x^ dx pour p ^ 0 est 1 , et les intégrales
e "^ 3f log X dx,
x^logxdx, e~' x^\o%^xdx,. . . e"" x^ \<ig" x dx
ponr p ^ 0 conservent évidemment des valeurs finies.
Ainsi, il est certain que la fonction 2^+p ' ^"^^ ^^'^^ ^"^ ^^^
dérivées successives, resteront finies à mesure que p convergera vers la limite zéro.
Considérons actuellement la fonction
ÏP — 2Iog(l-^).
sait
que
21+pJ
~pW)('
4ïïp"** '
d'où l'on tire
-log (l -^)-^^ë (l"-3è?)-Ï0g (l — 5^?)- ■ • = l0g (l -H^è^H-gl^H- jif^-H. . .),
équation qui, d'après la notation admise plus haut, peut être écrite de cette manière
donc
iogp-2iog(i-ji;)=iog(i + 2s^)p;
ou bien
logf-21og(l-pL) = l„g[l_Hf-H(2Ji;-|)p].
Cette équatiou fait voir que toutes les dérivées de
logf-21og(l^-j5L)
suivant p, s'exprimerout au moyen d'uu nombre fini de fractions, dont les dénominateurs seront des puissances entières et iiositives de
et les numérateurs des fonctions entières de p, de l'expression ^ —i^^ — — et de ses dérivées par rapport à p. Or, de telles fractions s'approcheront d'une limite finie à mesure que p convergera vers zéro; car l'expression l-t-p-i-(N ^— — — jp, qui entre dans les dénominateurs de cesfractions, tondra vers la limite 1 à mesure que p s'apjirocliera de zéro, et cela parce-
que la différence ^ —^^- 1 dans cette hypothèse, reste finie comme
nous l'avons démontré plus haut. Quant à ce qui concerne les numérateurs,
comme ils ne contiennent la différence \^ -j~ et ses dérivées que sous
forme entière, et que ces fonctions tendent vers une limite finie quand p converge vers zéro, U en sera de même pour ses numérateurs.
Il nous reste encore à démontrer que la même propiiété à lieu relativ(^mont aux dérivées de la fonction
Nous remarquerons d'abord que sa première dérivée sera
_,/jna-(-2p 1
Il est facile de voir par la forme de cette fonction que les dérivées des ordres supérieurs s'exprimeront également au moyen d'un nombre fini des termes tels que
p, g, r n'étant par inférieurs à zéro. Mais chaque terme de cette nature, pour des valeurs de p non-inférieures à zéro, a une valeur finie; en effet, pour p = 0 et p > 0, la fonction sous le signe 2. sera une quantité d'nn ordre supérieur au premier par rapport à — .
Après nous être convaincu que les dérivées des trois expressions
pour des valeurs de p convergentes vers zéro, tendent vers des limites finies, nous coEcluoQS que la même propriété aura également lieu pai rapport à l'expression
dp" rfp" dp"—'
laquelle, après les différentiations effectuées, ce réduira à -I- ("V !^!^ _ V '"5"-^"^
Ce qui vient d'être dit renferme le théorème énoncé plus haut, car il est facile de remarquer que, d'après notre notation, la différence
■>^ log»|t ^^ log"-! m
est identique avec Texpresaion
2[T(».H-l)-çW-,-„-i;]':Ç, ou bien, ce qui revient au même, avec
Pour le faire voir il n'y a qu'à observer que le premier terme de cette différence est simplement égal àN -f^:^, parcequc le facteur 9 {a;-i-l) — <p{x) de -^j^^ se réduit, par la définition même de la fonction cp, à 1 ou à 0 suivant que x est un nombre premier ou un nombre composé. Quant au
second terme > "^"+,^1 il se transforme évidemment en ^, '^S+é"- par
le changement de x en m.
De cette manière la proposition que nous avions en vue de démontrer, se trouve complètement établie.
§ 3. Le tliéorèine dont on vient de donuer la démonstration conduit à plusieurs propriétés curieuses de la fonction qui détermine combien il y a de nombres premiers inférieurs à une limite donnée. Et d'abord observons que la diflférencc
1 r dm
<gx J loga;'
log
pour X très grand, est une quantité infiniment petite du premier ordre par
rapport à — ; par conséquent l'expression
pour X très grand, sera de l'ordre 2 -h p relativement à — ; d'après cela, la
^ \ log a; log X
dx ^ log" X
pour des valeurs de p non-inférieures à zéro, restera finie. Ajoutant cette somme à l'expression
2[<p(=^-l)-<pw-,^]^^
pour laquelle le théorème I-er a lieu, nous concluons que la valeur de
restera finie à mesure que p convergera vers la limite zéro. De là on tire le théorème suivant:
ll-énie Théorème.
La fonction (u (x), qui désigne combien il y a de nombres premiers inférimrs à x, satisfera, entre les limites x = 2 et a^^oo, une infinité de fois aux deux inégalités
/ \ ^ l dx rix , I \ ^ \ dx ax
T\>'^ I Jog a; log" m ~ ' -^ ^ I Ing X log" as'
quelque petite que soit la valeur de a, supposée positive, et quelque grand que soit en même temps le nombre n.
Démonstration. Nous nous contenterons de démontrer l'une de ces deux inégalités, parceque l'autre s'établira tout-à-fait de la même manière. Choisissons, par exemple, la suivante:
Pour prouver que cette inégalité est satisfaite une infinité de fois, admettons d'abord que le contraire ait lieu, et voyons quelles seront les conséquences de cette hypothèse. Soit a un entier supérieur à e"et supérieur en même temps au plus grand nombre qui satisfait à l'inégalité (I). Dans cette supposition on aura pour x'p-a l'inégalité
*• ' — I )og a; I(
et par conséquent
^ ' T \ ' l \og x = log" a: ' log a: ^■
Or, si l'on admettait les inégalités (2), il en résulterait, contrairement à ce qui a été démontré plus haut, que l'expression
log" X
au lieu de converger vers une limite finie pour des valeurs très petites de p. s'approcherait de la limite -+- oo. En effet, nous pouvons considérer cette expression comme la limite de
pour s = oo. Supposant donc s > o, cette quantité peut être mise sous la forme
en faisant pour abréger
et observant que G désignera une quantité finie pour p = 0 et p > 0.
Or, l'expression (3), en vertu de la formnle connue
2 M^ (v^i — v^) = M, v,^-i — M^ v^_^, — 2 v^ (m^ — w,_i) , et après avoir fait
se transformera dans la suivante:
SH-P
log"(x~l)
qui, à son tour, en faisant 6 > 0 et < 1 , pourra s'écrire comme il suit:
Si l'on représente par F la somme des deux premiers termes de cette expression, et si l'on observe de plus que le troisième est positif en vertu de la condition (2), on sera en droit de conclure que l'expression précédente a une valeur supérieure à
Les mêmes conditions (2) font voir que dans cette expression la fonction sous le signe 2 conservera une valeur positive entre les limites. En outre, on aura entre les limites de la sommation 1") 1 -i-p — lôTi^—é) -^ ^ — I^'
car p > 0, a; > a -t- 1 , â < 1; 2°) 9 (x) log « """^ log"
loga: -^ log"(x-fl)' ^3
vertu de la seconde la démée de , "f , éeale à , „ ■ (1^ — r-^K est
positive, ce qui donne jr^^ > i°n|~_V Donc l'expression précédente surpasse la somme
log» (H - «1 \ ' log «; (a! - «)H-t >
qui, après les réductions, devient
or, cette dernière expression est évidemment supérieure à celle-ci
F-t-nil laquelle, pour s = oo, se réduit à
iog al ^^ aji+p
\ log"/ J ,-«:.? (te
Il est facile de faire voir que la quantité à laquelle nous sommes parvenus converge vers la limite -h- oo pour p ^ 0. Eu effet, on a d'abord
^!rï <i^^^-*- co, e~''dx=\, de plus a et 1 — j-
des quantités positives, la première par hypothèse, et la seconde en vertu de la dernière inégalité {2).
Nous étant assurés de cette manière que, dans l'iiypothèse admise, non seulement la somme
'|[,(.+i)-,(.)-£;ij]'iÊf,
mais aussi une quantité plus i)etite qu'elle se réduit à h-oo, nous sommes en droit de conclure que l'hypothèse eu question est inadmissible, d'où découle de suite la légitimité du théorème II.
§ 4. n sera facile actuellement, en vertu de la propositiou précédente, de démontrer le théorème qui suit:
lll-éine Théorème.
V expression --^ — log x, pour a::^oo, nepeut avoir une limite différente de — 1.
Démonstration. Soit L la limite de la différence -^ — les x pom- X = oo. Dans cette hypothèse on pourra toujours trouver un nombre N tellement grand que pour a; >■ iV la valeur de -^ — log ce sera comprise entre les limites Z — £ et L -+- e, s étant aussi petite qu'on voudra. Ainsi, pour de semblables valeurs de x, et lorsque s > 0, on aura
Mais, en vertu du théorème précédent, les inégalités
sont satisfaites par une infinité de valeurs de x, et par conséquent aussi par des valeurs de x supérieures à N, pour lesquelles les inégalités (4) ont lieu. Or, CCS inégalités, combinées avec celles que nous venons d'écrire, conduisent à
a; > i — s, — j ~ — loga; < Lh-s;
I _dx ax_ I dx
J log X log" X J log a:
_(loga;— 1) ( f,-^ — ,-"^-^ "■ » M log a: log« x I
y dx
'"iog^xj
-(log^-1)^^-..-^^
Od TOit par ces inégalités que la valeur numérique de L-t-\ ne surpasse pas celle de l'une des expressions qui en forment les seconds membres. Be plus s peut devenir aussi petite qu'on voudra dans riiypothèse de N très grand, et on peut eu dire autant de chacune des quantités
iC — {log X — 1)
dx am
log a; "*" log" X
car, pour x ,^ oo, on trouve par les principes du calcul différentiel que leur limite commune est zéro.
Nous étant ainsi convaincus que les limites
3; — (log a;—]) [ f ,-^_-^]
'^ ^ M log X ^_ ing" X j . ^^ i=ts,
I log x~*~ log" X J2
de la valeur numérique de L-t- 1 peuvent être diminuées à volonté, nous sommes en droit de conclure que L -4- 1 = 0, et par conséquent L^ — I , ce qu'il s'agissait de démontrer.
Ce que nous venons de prouver relativement à la limite de la valeur de —j^. — log X, pour 2: ^ 00, ne s'accorde pas avec uue formule donnée par Legendre pour déterminer approximativement combien il y a de nombres premiers inférieurs à une limite donnée. D'après lui la fonction 9 (x), pour X très grand, est exprimée avec une approximation suffisante par la formule
9(ic) =
log X — 1,08366'
qui donne pour la limite de -^ — log a; le nombre — 1,08366 au lieu de ^ — 1.
§ 5. En partant du théorème II on peut déterminer la limite supérieure du dégre de précision avec lequel la fonction, désignée par 9 (a;), peut être remplacée par toute autre fonction donnée f(x). Dans ce qui va suivre nous comparerons la différence f(x) — v (x) avec les expressions
et, pour abréger le discours, nous dirons que Â est une qimt^ité de l'ordre p^, quand le rapport de ^ à p^ pour a; = 00, sera infini pour m > » et zéro pour m <in. Cela posé, nous allons démontrer le théorème suivant:
IV-éme Théorème
pour x= oc, a pour limite tme quantité finie ou infinie, la fonction f(x)
ne peut représenter 9 {x) exactement en quantités de l'ordre r;- „ ■ inclu-
Soit L ia limite vers laquelle converge l'expression
à mesure que x s'approche de l'infini. Comme L, par hypothèse, est différente de zéro, elle ne pourra ôtreégalequ'àunequantitépositiveounégative. Supposons la positive; notre raisonnement s'appliquera sans difficulté au cas de X < 0.
Si la limite L de l'expression que nous considérons, pour ^^00, est supérieure à zéro, nous pourrons ti'ouver un nombre N assez grand et tel que, pour xy> N, la valeur de l'espi'ession
'^ flx)
reste constamment supérieui'e à une certaine quantité positive l. Nous aurons donc pour œ >■ iV
(6) 'iSp[f(^)^f-f^>l
Mais, en vertu du théorème II, quelque petit que soit a. = —^ nous aurons pour un nombre infini de valeurs de x l'inégalité
qui donne
r \ ^ ^- I log a; log" X '
en la multipliant par -'î^— ?, et observant que fL=,^i on trouve
ou bien, en vertu de l'négalité (5),
!îÇi?[A:r)-,(^)]>4.
Or, cette inégalité ayant lieu en même temps que celles marquées par les numéros (5) et (6) pour une infinité de valeurs de x prouve, à cause de y > 0, que la limite de
pour X = oo, ne peut pas être égale à zéro. Si donc cette limite est différente de zéro, la différence f{x) — ç (a;), d'après la convention établie plus haut, est une quantité de l'ordre . -^- ■ ou d'un ordre inférieur; par conséquent f{x) diffère de ^{x) d'une quantité de l'ordre „ , ou bien d'un ordre inférieur, ce qu'il s'agissait de démontrer.
En nous basant sur ce théorème, nous pouvons faire voir que la formule de Legendre i^Tjzrrosâeê' P**^*^ laquelle la limite de l'expre^ion
tog^"
quand 3;= oo, est égale à 0,08366, ne peut exprimer <^{x) avec un degré de précision allant jusqu'aux quantités de Tordre .— ^ inclusivement.
On trouve avec la même facilité les valeurs des constantes ^ et B telles
qne la fonction ^ j _^ ^^ puisse représenter ç (x) avec uae précision p aux quantités de l'ordre .—^ inclusivement. En vertu du théorème précédent de telles valeurs de ^ et B doivent satisfaire à l'équation
lim. r!a!_- ( ' _ f-ÊL^} = 0.
X l 4 log iC -H B J log xj
Le dévelloppement de -j-. — - — ^ donne
Alogx-t-B A log ce A-^' log'^ X ^' ' log^ X
De plus, intégrant ,— ^ par parties, on trouve
log X log « log^ a: " I log' X
En vertu de ce qui vient d'être trouvé l'équation précédente se réduit à
log'x lA'logx A^ 'logîa:"^^^ ' log^x ^ \ ^ ^ 2f^__ \ " log j: log* X J 2 log' X
ou bien
lim.
^ _2!og^r- fa _pij
ic J 2 log' œ
Or, si l'on observe que tous les termes à partir du troisième convergent vers zéro pour des valeurs croissantes de ce, on verra immédiatement qu'on ne peut satisfaire à l'équation précédente qu'eu faisant -j — 1=0,
Ainsi, de toutes les fonctions de la forme ^jog'^^a 1* seule ,-p^_ ^ peut exprimer 9(0;) avec une précision poussée aux quantités de l'ordre ,-%— inclusivement.
log^ X
§ 6 . Démontrons actuellement un théorème concernant le choix de la fonction qui détermine, avec un degré de précision requis, la fonction que nous avons représentée par 9 (a;).
V-éni« Tbéorème
Si la fonction ip (a;) gui désigne comhim il y a de nombres premiers inférieurs à x, peut être représentée algébriquement avec une précision 3 aux quantités de l'ordre ,-^ inclusivement au moyen des fonctions ^j alors elle s'ea^rimera par la formule
Démonstration. Soit f{x) la fonction qui, contenant sous forme algébrique X, loga;, é^, exprime rsf{x) exactement jusqu'aux quantités de l'ordre j— s- inclusivement; l'expression
Wtji r^c , ? 1^_ hl:^ _ _ l-2.3...(n-l)x-1
pour des valeurs croissantes de x, devra converger soit vers zéro, soit vers une limite finie ou infiniment grande. En effet, s'il n'en était pas ainsi, la première dérivée de cette expression changerait de signe une infinité de fois pour des valeurs de x croissantes jusqu'à -i- oo, ce qui ne peut arriver, comme il est facile de s'en assurer, avec une fonction algébrique de x, Jog x, e'^*). Ainsi, on aura nécessairement pour f{x)
'■• ' \ X \' ^ > logx log^x logeai log^X /)!<=»
*) n est trèa facile de s'aasurer qu'une fonclion algébriq^ue de a;, log as, e* cesse de changer de signe pour une valeur de x surpassant une certaine limite. Si ia fonction dont il s'agit est entière, alors 30u signe dépendra d'un terme de la forme ffx"". log"*" x.e"*"';^, pour des yaleura de X plus ou moins considérables, ce terme ne changeant pas do signe pour x > 1. Pour toute autre fonction algébrique de x, log x, e*, que nous représenterons par y, on démontrera la même proposition de la manière suivante: observons d'abord que la fonction y sera la racine de l'équation »oy"--f-Mj3;'"~'-i-«îy*~'-t-...-i-»„_iy-i-Moi=0, «0, M,, «j,.-.Wni— ii''in^*'^'i*'ï''^^'''i**''*^®''*^' ères de X, log X, e*; si l'on représente par p la fonction qui rêsult* de l'élimination de y entre l'équation précédente et sa dérivée, alors les fonctions u^, m„ et », comme entières, finiront par ne plus se réduire à zéro ou à changer de signe pour des valeurs de x surpassant une certaine limite; il arrirera donc que y conservera également son signe, car, pour des valeurs de x qui ne réduisent pas p à zéro, l'équation «q y"*-)-», j/^^^ -i-. . .-*- w^_^y -t-it^-^G ne peut avoir de racines égales, et quand les racines sont inégales, le signe de l'une d'elles ne peut changer qu'en supposant que le signe de «g ou «„ change. — Cette propriété peut être étendue à beaucoup d'autres fonctions, pour lesquelles, par cette raison, le théorème V ainsi que les conséquences qui s'en déduisent, auront également iieu.
Mais, d'un autre côté, il est facile de s'assurer que
lim.
log"x
J; ^ ^ 1.2. . (n— 1)3^ r dx
écédente donne
cette équation ajoutée à la précédente donne lim.
Or, comme par hypothèse f{x) représente ç(ic) exactement jusqu'aux quantités de l'ordre ^^rz. inclusivement, et que d'après le théorème IV cela ne peut avoir lieu, si la limite de
pour X = oo, n'est pas zéro, on aura i = 0; cela posé, l'équation (7), pour £ = 0, se réduit à
Uin.!'a^r/-(x)-r^ — ±î—\--\:-...-'-M^^4^=Si]\ =0,
( X L log.-c log^ic log^a; log" 3: J Ji=ai '
ce qui prouve que la fonction
ne diffère pas de f(x) de quantités de l'ordre ,^^^ et d'ordres inférieurs, et que par conséquent elle peut, aussi bien que f{x), représenter 9 [x) avec une précision poussée jusqu'aux quantités de l'ordre g^ inclusivement, ce qu'il s'agissait de démontrer.
D'après le théorème que nous venons d'établir, nous concluons que si la fonction 9 (rc), qui représente combien il y a de nombres premiers inférieurs à X, peut être exprimée algébriquement au moyen de x, log x, e* jusqu'aux quantités des ordres .-^j i-5—, ,-4-f ■• iinclusivement, elle devra s'ex-
^ log X' logeai' log' x' '
primer par
log*' loga; log'aî' loga; logeai log^x»"'"
De plus, comme ces sommes ne sont aHtr(^ chose que les valeurs successives de
l'intégrale j^, poussées aux quantités des ordres j^, j^—
nous sommes en droit de conclure que dans toutes ces hypothèses l'intégrale
Jj—î- exprimera 9 {x) avec exactitude jusqu'aux quantités de l'ordre pour lequel elle peut encore s'exprimer algébriquement au moyen de x, log x, é^. Il est facile de se convaincre par les tables des nombres premiers que
iremiers inféi
; la supériorité de la formule I .— ^ sur la
l'intégrale f- — , pour a; très grand, exprime avec assez de précision combien il y a de nombres premiers inférieurs à x. Mais ces tables sont trop peu étendues pour pouvoir décider de :
formule de Legendre , j.— i 08366 **" ^"^ '^^^^ ^"^^ analogue. Dans les
limites de ces tables les deux fonctions | ^^ et j _ ^ ^^^^ diiîérent peu
I log X
entr'elles; mais leur différence ^ ^ 2\ 03366 — iôF»' ^y^"* ^^ mmirmm
poura^Ê ^'**^^^* =7 1247689, croîtra constamment jusqu'à l'infini après
cette valeur, et déjà poura;> 10000000, auraune valeur considérable. C'est pour des nombres de cette grandeur que l'avantage de l'une des deux formules
devra se manifester. Mais pour effectuer cette véri-
I loga' log X-
fication il faudrait avoir des tables de nombres premiers beaucoup plus étendues que celle que l'on possède.
§ 7. En adoptant l'intégrale j^-^ pour la valeur approchée de ç(a;)
nous serons obligés de changer toutes les formules auxquelles Legendre est
seront pas plus compliquées que les siennes, et auront sur elles l'avantage d'être plus approchées d'après les théorèmes qui ont été demontrésplus haut. Appliquons notre formule à la détermination de la somme des deux séries
pour X très grand.
Pour déteimincr la somme de la première de ces deux séries, nous observerons que, d'après la notation admise plus haut, l'on a
l_,-l_^J-_», _^l_'-V9(J'-n)-yW
car, ç {x) représentant la totalité des nombres premiers inférieurs à x, la différence ç (a; -h 1 ) — 9 (ic) se réduira à zéro touttis les fois que x sera un nombre composé, et à 1, quand x sera premier.
Supposons X très grand, et désignons par \ un nombre inférieur à X, mais assez grand copendant pour que la fonction 9(3;), entre les limites x=\ eix^X, puisse être représentée avec une exactitude sufiTisante par l'intégrale j— ^. Dans cette hypothèse l'équation précédente pourra s'écrire J3
2^T^y^---^x— 2.' — ^ '*' Zi ^ ■
Remplaçant dans la dernière somme <^{x) par j—^, on aura
_^1^ V- 9(:B-n)-9(a:) ■yJ:.^''^"'
Or, l'intégrale 1 y^— peut être représentée par j^ — avec exactitude jusqu'aux quantités de l'ordre — ; do plus, la somme ^ ^ J peut être
Q I avec le 1
ition précéd(
remplacée par l'intégrale -, — avec le même degré de précision. Sous ces conditions l'équation précédente deviendra
ou bien, effectuant l'intégration,
|--|-.-|-H,..-iJ'^'-"''^'J-^W-iogiogXH-iogi.g3:
Enfin, si l'on remplace par G la quantité
"^ 9(^-'-i)-¥W _ log
indépendante de a;, on trouvera
Lorsque l'ûii aura déterminé la valeur de la constante G, cette équation pourra servir à trouver par approximation la somme de la série
quand Xsera très grand.
La formule que nous venons de trouver est plus simple que celle de Legendre, d'après laquelle on a
-l-i-|-H|H-...-+-^=log(logZ— 0,08366)-+- G.
Passons maintenant à la détermination du produit
Prenant le logarithme des deux membres de cette équation, on aura la formule
l0gP=:=l0g(l— |)-l-10g(l--J-)-*-log(l-l)-H... + 10g(l-^)
qui peut encore s'écrire de la manière suivante:
l0gP = -(i-Hi-f-l-H-...-Hi)-i-.-l0g(l-i)H-
|H-l«g(l-|)-^i-HlOg(l-i)-^...-.-i-HlOg(l-i),
Observons actuellement que la série finie i-Hlog(l_i)-.i-.-Iog(l-i)*l*log(l^|)-....-.i*log(l-i), aux quantités de l'ordre ^ près, peut être remplacée par la série infinie
i-HlOg(l-|)-.-iH-10g(l-i)-Hi-Hl„g(l--i)-H...
Or, la différence entre ces deux séries est évidemment inférieure à la somme i^-^„ — log(l-=Vii^ — ...
qui, elle même, est inférieure à l'intégrale
f [_±_l„g(l_±)]dx=l-4-(X-l)log(l-i);
de plus, comme la valeur de 1 -*-{X — 1) logfl — ■= 1 pour X très graiid, est une quantité infiniment petite du premier ordre par rapport à = , nous en concluons que la substitution qui vient d'être indiquée est permise.
D'après ce qui vient d'être dit, si l'on représente par G' la somme de la série infinie
|-,-l0g(l-i)-Hi-,-l0g(l-|)-H|-^lOg(l— i)+...
la valeur de log P s'exprimera, aux quantités de l'ordre de -^ près, par la formule
10gP=-(i--t-4H-|-l-...H-l)-HC".
Substituant pour
la valeur (8) trouvée plus haut, on obtiendra
log P = — C — log log X H- C, d'où
Enfin, faisant pour abréger e^~ ^= Cy,, et remplaçant P par le produit
nous aurons
Legeudre a trouvé, pour la valeur du même produit, la formule suivante;
\ 2 )\' s )\ 5rV X} log X — 0,08366'
HÈMOJRE
LUS HOMBRUS PRUÏ
s présentas à VAcadémlo Impériale des sciences de St.-Pctcrsbourg par divers savants, VII, 1864, p. 17 — H3. Jciirnal de mathématiques pures et appliquées. I série, XVII, 18B3, p. 366-390.)
Mémoire sur les nombres premiers.
§ 1 . Toutes les questions qui dépendent de la loi de répartition des nombres premiers dans la série
5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, etc.
. de grandes difficultés. Ce qu'on parvient à conclure d'après les tables des nombres premiers avec une probabilité très grande, reste le plus souvent sans démonstration rigoureuse. — -Par exemple, les tables des nombres premiers nous portent à croire qu'à partir de o > 3, il y a toujours un nombre premier plus grand que a et plus petit que 2o — 2 (ce qui est le postvlatum connu de M. Bertrand*)); mais jusqu'à présent la démonstration de cette proposition a manqué pour des valeurs de a, qui surpassent la limite de nos tables. La difficulté devient encore plus grande, quand on se donne des limites plus étroites, ou qu'on demande à assigner la limite de a au-dessus de laquelle la série
fl-i-1, a-i-2, 2 a — 2
contient au moins deux, trois, quatre, etc. nombres premiers.
Il y a une autre espèce de questions très difficiles qui dépendent aussi de la loi de répartition des nombres premiers dans la série
1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, etc.
et dont la résolution est très nécessaire. Ce sont les questions sur la valeur numérique des séries, dont les termes sont des fonctions des nombres premiers
2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, etc.
*) Journal de l'école polyte cil nique, caLîer XXX.
Euler a prouvé que la série
devient divergente pour los menues valeurs de a que celles qui rendent, divergente la série
savoir, pour a<l. Mais pour certaines fonnes du terme m„ la convergence de la série
Mj, -I- »3 H- M^ H- «5 -I- Wg -H ilj -+- Mg ~t- etc.
n'est plus une condition nécessaire pour que la série
»3 H- Mg -t- «5 -I- «7 -I- îfjj -H î(^3 -+- BtC.
conserve une valeur finie. Tel est, par exemple, le cas de w„ = — j -^. En effet, la valeur de la série
2 log 2 "*" HogS "•" 5 log 5 "^ lïôgl ~*~ '
comme il sera prouvé plus tard, ne surpasse pas 1,73, tandis que la série
2"¥i^ "*" 3iô^ '^ n^i "*" 51^ '^ 6bi^ ~*~ ^^*^-
est divergente. Quel est donc le critérium de la convergence des séries qui ne sont composées que de termes aux indices premiers 2, 3, 5, 7, 11, etc.? Et, dans le cas de leur convergence, comment assigner le degré d'approximation de leurs valeurs, calculées d'après leurs premiers termes? La résolution de ces questions par rapport aux séries de la forme
«3-1-M3 -1-M5-+-M7 -i-î'„ -«- M,3-»- etc.
est très intéressante, car on les rencontre dans certaines recherches sur les nombres.
Ce mémoire contient la résolution des questions citées. J'y parviens en traitant la fonction qui désigne la somme des logarithmes des nombres premiers au dessous d'une limite donnée. D'après une équation que cette fonction vérifie, on peut assigner deux limites entre lesquelles tombe la valeur de cette somme. Parmi les différentes conclusions que nous en tirons, nous parvenons à assigner des limites entre lesquelles on trouve toujours au moins un nombre premier, ce qui nous conduit très simplement à prou-
ver le postulatum cité de M. de la forme
ertraud. — Quant à l'évaluation des séries
nous trouvons le critérium pour juger si elles sont convergentes ou divergentes, et dans le premier cas nous donnons la méthode pour calculer, avec un certain degxé d'approximation, la différence de la valeur de ces séries avec la somme de leurs premiers termes. Nous donnons aussi une formule pour calculer, par approximation, combien il y a de nombres premiers qui ne surpassent pas une valeur donnée, et nous assignons la limite de l'erreur de cette formule, ce qu'on ne pouvait faire jusqu'à présent- Dans un mémoire que j'ai eu l'honneur de présenter à l'Académie deSt.-Pétersbourg, l'an 1848, j'ai prouvé que, si on rejette, dans l'expression de latotalitédes nombres premiers qui ne surpassent pas x, tous les termes qui sont zéro par rapport à
quand on fait x = co, cette expression se réduit à
log;
; mais pour les va-
leurs finies de x on se trouve dans l'incertitude sur la valeur des termes qu'on rejette. Quant à laformule de Legendre, son degré d'approximation n'est connu que dans les limites des tables des nombres premiers dont on se sert pour la vérifier.
§ 2. Convenons de désigner en général par 6 {s) la somme des logarithmes (hyperboliques) de tous les nombres premiers qui ne surpassent pas z. Cette fonction devient égale à zéro dans le cas où s est inférieur au plus petit des nombres premiers, savoir à 2. Il n'est pas difficile de s'assurer que cette fonction vérifie l'équation suivante*)
Ô {x) -\-d {x)^ -t- Ô {xy -f- 0 ixY -+- etc. -oi^Woi^Y ^ei^Y -^-oUY -^ etc.
- etc.
-*(i)-«(fr-Kif-«(ir*«tc.
s pour iibrogor 01 —
où nous employons [x] pour désigner le plus grand nombre entier contenu dans la valeur de x. Los séries que cette équation contient sont prolongées jusqu'aux termes qui deviennent zéro.
Pour vérifier cette équation, nous remarquons que ses deux membres sont composés des termes de la forme K log a, où a est un nombre premier et K un entier déterminé. Dans le premier membre, K sera égal au nombre des termes dans les séries
«;. (If. (If. (ff. 0.0.
(') w^. (ff. (îf. m, *.
w^ (îf. m- ijf' *■
qui ne sont pas plus petits que a; car en général la valeur de Û [s] ne contient le terme log a que dans le cas où 2> o. Quant au coefficient de log a dans le second membre, il est égal à la plus haute puissance de o, qui divise 1.2.3... [x]. Or, il se trouve que cette puissance est aussi égale au nombre des termes des séries (1) qui ne sont pas plus petits que a; car le nombre des termes de la série
X, -f-, ~, ^, etc.
qui ne sont pas plus petits que a, est égal à celui des termes d(^ la série
qui sont divisibles par a.
Le même rapport existe entre le nombre des tcrmcîs de cette série divisibles par a^, iï^, a*, etc. et le nombre des termes des séries
(xf
lY, etc.
-)*, etc.
qui ne sont pas plus petits que a.
Donc, les deux membres de notre équation sont composés des mêmes termes, ce qui prouve son identité.
L'équation que nous venons de démontrer peut être présentée sous cette forme
en faisant pour abréger
Kq passant à l'application de ces formules, nous remarquerons que, d'après ce que nous avons dit par rapport à la valeur de Û {z) quand s est inférieur à 2, la fonction ''^{s) devient zéro quand on fait iî < 2, et par conséquent l'équation (2) ne présentera aucune exception dans les limites x=<d, a:=2, si on prend zéro pour la valeur de T{x) quaad x est inférieur à 2.
§ 3. D'après cette équation, il n'est pas difficile de trouver plusieurs inégalités que la fonction 'i/{x) vérifie. Celles dont nous nous servirons dans ce mémoire sont les suivantes;
W) > m + 2'(|,) - r(f )- r(|)-r(f ), + W - + (-1 ) < m - ni) - 2(î) - r( f ) - r(f ).
Pour prouver ces inégalités, nous clicrchons d'après (2) la valeur de ce qui nous conduit à cette équation
^m^l{l^-li$)-Ti$)-Tl$j,
dont le premier mcrabro se réduit à
^. 'Ha:) H- ^3 4. (f ) -H ^, .}) (f ) -H ^, 4. (f )-K- . . . -.- J^„ 4. ( ;; ) H- etc.,
Aj^, A^, Ag, A^, . -A^, etc. étant des coefficieBts numériques. Or, en examinant la valeur de ces coefficients, il n'est pas difficile de s'assurer qu'en
^^=1, siîi = 30m-i- 1, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29,
^„=0, si n=30»i-i-2, 3, 4, 5, 8, 9, 14, 16, 21, 22, 25, 26, 27, 28,
A^=— 1, si n = 30mH^6, 10, 12, 15, 18, 20, 24,
A^= — 1, si w= 30JW-I-30.
En effet, dans le premier cas, n n'étant divisible par aucun des nombres 2, 3, 5, on ne trouve le terme 41 (^) que dans la première ligne de l'équation (4). Dans le second cas, n est divisible par un des nombres 2, 3, 5; donc, outre le terme 4^ (— ) de la première ligne, l'une des trois dernières contiendra — 4^ (^)) ^t, après la réduction, on trouvera 0 pour coefficient de 4* f^l- Dana le troisième cas, n est divisible par deux des nombres 2, 3, 5. Donc, les trois dernières lignes de l'équation (4) contiendront deux termes égaux à — 4* ("f")i ^t comme la première ligne contient ^ (— }, pris positivement, il ne reste dans le résultat que — 4* {^)- On arriveàlamème conclusion dans le dernier cas, où n est divisible par 30; car alors le terme — 4^ (4) se rencontre dans toutes les cinq lignes: deux fois avecle signe -h et trois fois avec le signe — .
Donc, pour
n=30»tn- 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9,10,11,12,13,14,15,
nous trouvons
~ 57 — ce qui prouve que l'équation (4) se réduit à
'K=')-+(f)-t-+(f)-+(râ)-"*(fr)->l'©'-*- = r(x)-^r(|,)-r(f)-T(f)-T(f),
OÙ tous les termes du premier membre ont pour coefficient 1, altemativemeut avec le signe h- et — . De plus, comme d'après la nature de la fonction "l" {^), la série
4,(.)-4.(f)-t^ + (f)-+(^) + +(i^)- + (i)*eto.
est décroissante, sa valeur sera comprise entre les limites 'J*(x) et ^(x) — <}) /-|-]. Donc, d'après l'équation précédente, on aura nécessairement
■}. w g m -H r(f„) -i%~ T(f ) -t{Î)- +W-'Kô)iî'W-î'(l,)-î'(|)-T(f)-r(î).
§ 4. Examinons maintenant la fonction T{x) qui entre dans ces formules. D'après (3), et en dénotant par a le plus grand nombre entier contenu dans la valeur de x, que nous ne supposons pas inférieure à 1, nous avons
T(a:) = log 1.2.3 a,
ou, ce qui revient au même,
r(a:) = log 1.2 3. , .« (a-Hl) — log (a-Hl). Or, on sait que
log 1.2.3.. . ([ < log y2TE -I- a log 0 — a -t- ^ \og a -i- y^, log 1.2.3...fl((tH-l)>logl/27rH-(«-i-l)log(o-Hl)— {a-i-l)-+-^log(a-Hl); donc
T{x) < log ySTC -+- a log o — a-4- Y log «-I- ^.
T(x) > log V2tz -+^ {« -t- 1) log {ffl -H 1) — (a -f- 1) — \ log {a -+- 1),
et par conséquent
T{x) < log y 27r -4- 3; log a; — a; -1- ~ log x-^^^,
T(x) > log y2-K -H a: log ic — X — -i- log 0!;
car o étant le plus grand nombre entier contenu dans la valeur de x, que nous ne supposons pas inférieure à 1, nous trouvons
a<x<i (IH- 1, a>l,
ce qui entraine évidemment les conditions
xiogx — x-i- l- |oga;+-j~>a loga — «n-^ log «-+-—,
a; log œ — X— ^ log a;: < (a -H 1) log ((H- 1) — (a -h 1) — l log {« -1- 1).
Les inégalités, que nous venons de prouver par rapport à T{x), nous donuent
-t- log rc — ]- log 30, r(3:KT(|,)>21ogl/27,-H!|J.i;logi— rtlog30*-|x-logi-H 1-log 30,
-I- |- log a: — i log 30, ï'(|)*r(|)*r(|)>31ogy2K*|»iIog»;-.,;log2Î3Î5Î-J>-?k,g^H.ilog30.
Combinant ces inégalités par voie de soustraction; savoir; la première avec la dernière, la seconde avec la troisième, nous trouverons
T(.Kr(i)-r(|)-T(|H|)>.log?H5^-5.og.*ilogl|'-i
ce que nous écrirous sous la forme
î'f^') -l'IIS) -I'(l)-î'(l) -î"© < ^^ -^ ' 1»»»^ - ^»8 1800,. + A,
en faisant pour abréger
L'analyse que nous avons employée pour démontrer ces inégalités suppose a;^30; car, en traitant T{x)j nous avons pris x^ 1, puis nous avons remplacé X par
Mais il n'est pas difficile àt- s'assurer qu'on aura des formules applicables à
toutes les valeurs de x plus grandes que 1, si l'on remplace les inégalités précédentes par celles-ci, plus simples:
'/•W * T(i) - ''tf ) " ^(î)- y(l-) > ^^ - 1 log =^- 1;
car, en examinant ces inégalités pour les valeurs de x prises dans les limites 1 et 30, on reconnaîtra très aisément qu'elles ne présentent aucune exception.
§ 5. En combinant ces inégalités avec celles que nous avons déduites plus haut par rapport à 4> (x) (§ 3), nous parvenons à ces deux formules
<H^')> ^'''—l loga;— 1, <Ka')— il'(|)<^a;H-| logx,
dont la iireniièr(! nous donne une valeur qui reste inférieure à ^{x).
Quant à la seconde, elle nous servii'a pour assigner l'autre limite de 4" (i^)- Pour y parvenir, nous remarquons que
fx=^^ Ax-i- ^^ log^a: ~i-| log X
est une fonction qui vérifie l'équation
f{^) — fii) = ^a; -H y log œ.
Or, cette équation, retranchée dé l'inégalité donne
ou bien, ce qui revient au même.
En changeant successivement dans cotte formule x en -|-, ^, . ..-^, nous trouverons
Si nous supposons actuellement que m soit le plus grand nombre entier qui vérifie la condition ^ > 1, la quantité t^ tombera entre 1 et y, et en examinant la valeur que prend ^jj (s) — f{z) dans les limites a ^ 1, ^ = --, on reconnaîtra que <]j (s) =: 0, et que — f{s) reste au-dessous de 1 . Donc ^ (ë^) — /"(ë^)^ '^' ^^ d'après les inégalités précédentes
Enfin, en substituant pour f{x) sa valeur, nous aurons
-i- (3;)< I ^a; -+- j~^ log^ a: -.- ~ log j: -i- 1 .
D'après les formules que nous venons de trouver, il ne sera pas difficile d'assigner deux limites entre lesquelles tombe la valeur âGâ{a:), c'est à dire la somme des logarithmes de tous les nombres premiers qui ne sur-
En effet, d'après (3) nous trouvons
i^{x)—^ixf = tf (œ) ^- 0{xf-i- ti{xf -+- etc.,
^{x) — 2if{xf = â{x)~[Û{xf — 0{xf] — {0(iii)i—0{xy''\~Qic.,
ce qui prouve que
(6) 0(x)^^{w)~^{xf, 0{x)^^{x) — 2^{xf,
car les termes
sont évidemment positifs ou zéro.
Mais uous venons de trouver
•l-W <! -l^-i-iT^ log' ''-^ v- log.i-t-1, ^{x)>Ax — ^ log a: — 1. ce qui donne
<Ki)7< ^Ax' -*- jj^ log' ï -i-|- log a:^- 1, '^{x)'>Ax'—~ log a; — 1, et par conséquent
t (a;) — + (a:)î- < I A: - A;î- -.- ji^ log' I -t- 1 log 1 -.- 2, ^.{i)- 2>Ka;F> Ax~^Ax:i- -i, log> a)-^ log a.-3. Donc d'après (6)
Ainsi nous arrivons à la conséquence que la somme des logarithmes de tous les uombres premiers, qui ne surpassent pas x, est comprise dans les limites
Ax - fAx-^ — ^^ log^ a; - H log 3;— 3.
§ (î. Voyons maintenant ce qu'on peut tirer de ces formules sur la totalité des nombres premiers compris dans des limites données. Soit L et l les deux limites en question, et supposons qu'il y ait m nombres premiers plus grands que l et ne surpassant pas L: la somme des logarithmes de ces
nombres sera comprise daus les limites m log l, m log L. Donc, d'après la notation que nous employons, on aura
û{L)—â{l)>m\og l,
0(L) — Ô(l)<:m iogL, et par conséquent
m-nç) _^8m-»(i)
Mais, d'après (7), uous trouvons que la valeur ^> (L) — û (l) est inférieure à j(?L-i)— ^( ri— f(^)-<-8^,(21og'L^-log>i)->-|(21ogi+31ogi)-t-5, et surpasse
^(x__l;)_^(|iy_;F)__^^(lo.^Z:H-21og^O-|-(31ogL-.-2logO-5. Donc
,. , ■. , 8 log 6 «<-^ ~ ^ — — —
log'
4 ( i _ ^ ij _ ^ ( -^ iS _„ ,3l _^ ^logî X _^ 2 IokM) - ^ (3 log i H- 2 iofî 0 - 5 ^ > — ^i^ ^ logX "
Ainsi, nous trouvons deux limites entre lesquelles tombe la quantité m, qui i combien il y a de nombres premiers plus grands que l, mais qui ne s i. — La dernière de ces formules nous prouve que, dans les limites l et L, on trouve plus de k nombres premiers, si k, L et l vérifient cette condition
et comme l <CL, on vérifie cette condition en faisant
aIl-^i]-^^ ^7/--r^(logî7.-i-2Iûg2 7.j-|(3 log 7, h- 2 log /,) - 6
fc =
et par conséquent eu prenant
7 5 T n il 25 log'Z 5/25 , \ , j-
Donc, si l'on prend cette valeur de l, ou est sûr de trouver plus de h nombres premiers dans les limites l et L. Il faut y joindre encore la condition que ? et i ne sont pas plus petits que 1, ce que nous avons supposé par rapport à x, en traitant la fonction â{x).
Dans le cas particulier de ft = 0, nous concluons qu'il y a nécessairement un nombre premier compris dans les limites l et i, si l'on prend
Ceci nous conduit très simplement à prouver rigoureusement le postulatum cité de M. Bertrand. — Il n'est pas difficile de s'assurer que les limites a et 2a — 2, dans le cas de fl> 160, comprennent ces deux limites
,_ 5 y 97-5 25 log^ L 125logZ 25 ^ * — T^— ''■^' — i64îog6 20 63' ^^
L étant une valeur convenablement choisie. En effet, pour que ces limites tombent entre
on n'a qu'à vérifier ces conditions
n ^ ^ 1 oÀ 25 log' X 125 log L 25
Or, on vérifie évidemment la première en prenant Z.=; 2 a — 3. Quant à la seconde, elle devient pour X = 2 a ^ 3
0<g-(2(ï— rf) — 2y(2(î — dj 16 A log (i 24 4 " 64'
ce qui est juste pour toutes les valeurs de o, qui surpassent la plus grande racine de l'équation
j— 5 (-g- O) gVrgr ^1 261og'(2»-3) 125 log (2a:- 3) 25
et cette racine, nous la trouvons comprise entre les limites 159 et 160.
Donc, toutes les fois que a surpassi; 1 60, on peut assigner entre a et 2a — 2 deux nouvelles limites
, 5 y- ^ j\ 25 1ogïi 125 log L 25 j
*~T -^"''■^ 16 4"log6 2O 62' ^'
tit comme celles-ci comprennent nécessairement un nombre premier, on sera certain de trouver un nombre premier qui surpasse a et reste inférieur à 2 a — 2, ce qui prouve le postulatum de M. Bertrand pour toutes les valeurs de a qui surpassent 160. Quant aux valeurs de a qui ne sont pas plus grandes que 160, ce postulatum se vérifie directement à l'aide des tables des nombres premiers.
§ 7. Au moyen de la"" fonction Û(x) que nous employons pour désigner la somme des logarithmes de tous les nombres premiers qui ne surpassent pas X, on peut facilement exprimer la somme
Fin) -H F(p} -I- F{y) -h ... h- F{ç) = U,
où a, ^, Y) • ■ ■ p sont les nombres premiers compris dans les limites données. En effet, si a, p, Yj ■ ■ ■ P sont compris dans les limites l et L, cette somme peut être exprimée ainsi
car, en général, la fonction ■■~. *^~ ■, pour x entier, se réduit à 0, si aï est un nombre composé, et à 1 , si a; est un nombre premier. Donc
ou, ce qui revient au même,
rr M! •-."in _^ri'if) J'('*')1/-,rn . r^"^" ^"-^"'l/;!/, n ^ Liog i 108 (i * i)J " '-^^ ^ log (i -- 1) " >-^'-
Or, si nous supposons que la fonction j-^, dans les limites x^^î — 1 et ir^ X-+- 1, reste constamment positive et décroissante, le signe de d(l — 1) dans l'expression de U sera — , et le signe de chacune des fonctions
sera -i-. Par couséqueut, d'après (7), et en faisant pour abréger
",(") = i^—^'^-^rêili l»g' »^-^ï log an- 2, (8) ,
\o„(x) = Ax-'-lAxi-~^^ log>i-^logi-3,
nous aurons une valeur inférieure à U, si, dans son expression, nous remplaçons
0(1—1) par tf,(i-l), et 0(1), »(i+l),...«(i) par «„((), tf„(i+l),...ô„(L).
An contraire, en remplaçant 0(1 — 1) par 0^^(l — 1), et 0{î), 0 {l-i-l),...0 (L) par 0^(1), 0^{l-t-l),...0,{L), nous trouverons une valeur plus grande que U. Donc
rr, 011 i^-^w, P'''' ^''-^''"Ig m ■ r''''-" ^''*''' 1 g ff . n . U'-o^ii-i)^--,-^^,~-l-j;;^^:^iyj,^(i)-t-\j^^^,_^^^—j^^if_^^^ja,^(i*i)-<-...
-*- Ltoîï ~ loi;(i*l)J '■'n (-''' ■*- log(7^1) "nW.
t/<~»„(r-i) ^,-H Liip iSîfr^J "iW *Liog (iH-i) los (i-f2)J "iV+'K • ■ ■
+ LiiSï ^ iog(i.^-.)J *■ (^> •*■ EST^TT) ". W. et comme les seconds membres sont identiques avec les sommes
nous en conclurons
g<^.('-i)g"^..('-i)g^SVw°-'";:;f-'.
D'après les formules que nous venons do trouver il n'est pas difficile de démontrer ce théorème;
— 6fi —
Théorème.
Si la fonction F(x), passée tme certaine limite de x, reste positive^ la convergence de la série
Fm f(3) F(i) F{5) F(6)
log 2 log 3 log 4 log 6 log 6 ■ ■
est une condition nécessaire et suffisante pour que la série
Démonstration.
Supposons que l soit la limite de x au-dessus de laquelle F(x) conserve le signe -h, —, représentant une fonction décroissante, et que a, p, Y, . . . p soient des nombres premiers compris dans les limites l et L. En faisant
S=F{^)-i-F{Z)-^~F{5)^ . . .^F{fL)-i-F(^)^F(^) -t- . . ,^F{<}) =
S, +- F{a.) -+- F(p) H- ^(1-) -H . . . -f- F{p), nous conclurons d'après (9)
Ces inégalités fout voir que, dans le cas où les expressions
..^ ^ ' log a; ' .^ ^ ' log œ '
pour 1,= oo, restent finies, la série
^■(2) -1- i^(3) -I- ^(5) H- Fil) ■+- etc.
sera convergente; au contraire, si la supposition de L :^ co rend la valeur de ces expressions infinie, la série
Fi2) -4- F(3) -t- F{5) -h- F{1) -h etc. sera divergente.
La substitution des valeurs de Û^{x), 0^^{a^ d'après (8) dans les exprcss précédentes les réduit à
2[l^-^("^^-"^("^-l')*4T|r6('<^l<(^-l))*l(l»8»^-'»8(^l))]EFi.
et comme les fonctions
Va; — V [x—\), log^ X — log^ (3: — 1), log 3; — log {x — 1).
pour des valeurs très grandes de x deviennent intiûiment petites, nous coiiclaona que dans le cas, où
iogic
a une valeur finie, les expressions
X=i it—l
pour L = CX3, seront également finies; au contraire, pour £ = 00, elles seront infiniment grandes, si la somme
avec l'augmentation de L, converge vers l'infini. Mais le pr(™it;r cas a toujours Heu, si la série
^■(2} F(%) F(i) F(6) ^(6) log 2 log 3 log 4 log 5 log 6
est convergente, et le second suppose la divergence de cette série, ce qui prouve le théorème énoncé. Ainsi, nous concluons de là que les séries
2 log» (log 2) 3 IogS(log 3) r, logï (log f>) 7 log» (log 7) 1 1 log^llog 1 1)
soQt convergentes, tandis que les deux suivantes
21og(log2) 31og(log3)^ 51og(log5) 7log(log7) niog(logll)
§ 8. Quand la série
F{2) -f- F(3) -I- F(5) -+- F{7) -+- etc.
est convergente nous trouverons sa valeur, avec une approximation aussi grande qu'on le voudra, en calculant la somme de ses premiers termes. En dénotant par 8^ la somme de tous les termes qui précèdent /''(a), a étant le plus petit des nombres premiers contenus dans la série
l, l-t-l, r+-2, etc.
et i! ira nombre entier au-dessus duquel toutes les valeurs de x rendent j— positif et décroissant, nous mettrons la série
Fi2) -H F{d) -i- F(5) H- F{7) -t-FiU)-*- etc. = S
sous cette forme
8=S„-t- F(a) •+- Fi^) -+- Fiy) -+- etc. = 8, ~i- U.
Cela posé, nous chercherons les limites entre lesquelles tombe U, eu faisant L = oo dans les formules (9). De cette manière nous trouverons
La demi-somme de ces expressions donnera une valeur approchée de V, et leur demi-différence sera la limite de l'erreur de cette valeur. Cette limite sera d'autant plus petite, que le nombre l et, par conséquent, le nombre de termes de la somme S^ sera plus considérable.
Pour donner un exemple de ces calculs, nous allons chercher la valeur approchée de la série
* ~ 2 log 2 "*" 3 log s "^ 5 log 5 """ 7 log 7 "■" 1 1 log 11 ~'"
En prenant
"0 2 log 2 ~*" 3 log 3 "*" 5 log 5 "^ 7 log 7 """ U log U "'" • • ■ "*" 97 log «7 '
U étant déterminé par la série
101 log 101 103 !og 103 107 log 107 '
nous trouverons, par les tables des nombres premiers, So= 1,42,
et les inégalités (10) pour F{x) ^ ^^ , 1= 100, nous donneront
„ flii(99) fli(!)9) ^fln(3!)-ei,(a;-l>
^ '^ lOOlog* 100 lOOlog' 100 ^ a^log^a: '^ "jJ-*)
jj- 0,{^9) %(99) 'y;'e,(a;)-flj(^-|)
'^ ^lOOlOgMOO JOOIogMOO ^ 3!l0g33! -^",^0.
D'après ces inégalités nous concluons que la valeur do U ne diffère de
1,42-1-0,21 = 1,63 sera la valeur de la série
2 iog 2 "•" 3Tôg"3 "•" 5 log 5 "*" 7 log 7 *** 11 log 1 1 ""^
exacte à 0,1 près.
§ 9. La totalité des nombres premiers, compris dans les limites données, se déduit comme cas particulier de la valeur de la série
JF'W-i-i?©-Hy(T)-i-...-4-P(p)
— Toque nous avons examinée dans les paragraphes précédents. En effet, si l'on prend
F(x)=l, la somme
FioL)-^F{i^)-i-F{y)-H...-HF(ç}
se réduira à autant d'unités qu'il se trouve de termes dans la série des uombi'es premiers
Donc, les formules (9), dans le cas de F{x) = 1, détermineront les limites entre lesquelles tombe la totalité des nombres premiers, compris entre l et L. Ces limites sont plus étroites que celles que nous avous trouvées daas le paragraphe 6, en vertu des inégalités que la fonction û{x) vérifie. Dam le cas particulier de ï = 2, nous trouvons que
ML) _Mi) ^ V ai(a')-Qi(a^-i)
log 2 log 2 ^j log X
sont des limites entre lesquelles tombe la totalité des nombres premiers de 2 à L, ou bien, ce qui revient au même, la totalité des nombres premiers qui ne surpassent pas L. En calculant la demi-somme de ces limites (11) nous aurons une valeur approchée de la totalité des nombres premiers qui ne surpassent pas L. Quant à l'eiTeur de cette valeur, elle ne pourra surpasseï' la demi-dilïérence des expressions (11). Par des calculs très simples on parvient à reconnaître que le rapport de la demi-diflFérence des expressions (H) à leur demi-somme devient égal à tt-, quand onfaitZ = oo. Donc, pour de très grandes valeurs de i, ce rapport sera inférieur à ^, et par conséquent si Ton calcule, d'après nos formules, la totalité des nombres premiers qui ne surpassent pas une limite donnée, très grande, l'erreur sera inférieure à jr de ia quantité chei'chée .
SUR LES FORMES
[Journal du mathématiquoa purta ut appliiiiiijes, 1 séviu, T. XVI, 1851, p. 257 — ■2S2.)
Sur les formes quadratiques.
Eulor nous a déjà donné plusieurs exemples du parti que l'on peut tirer de la représentation des nombres par des formes quadratiques à déterminants négatifs pour reconnaître s'ils sont premiers ou non. Je vais, à présent, montrer que, dans ces recherches, on peut aussi bien se servir de certaines formes à déterminants positifs, ce qui est nécessaire pour rendre cette méthode tout à fait générale et même avantageuse pour des nombres d'une grandeur considérable. En effet, quand on se borne seulement aux formes quadratiques à déterminants négatifs, les différents nombres exigent l'emploi de plusieura différentes formes, et chacune d'elles demande des procédés particuliers pour trouver facilement la représentation du nombre donné. De plus, le nombre de ces formes propres à distiagucr le cas d'un nombre premier de celui d'un nombre composé étant limité, on peut rencontrer des nombres qui ne peuvent prendre aucune de ces formes. On écarterait toutes ces difficultés si l'on pouvait considérer les nombres d'après leur représentation par des formes quadratiques à déterminants positifs; car alors, pour embrasser tous les cas possibles, il suffira d'un petit nombre de formes convenablement choisies, telles que, par exemple,
on
iî^-Hî/^, x^-t-B^, By^ — a^; etc.
D'ailb'urs il ne sera pas difficile, en traitant chacune d'elles, de construire des tables qui faciliteront considérablement ces recherches.
La totalité des représentations du nombre N par la forme Ax^ -+- By^
étant limitée, on distingue le cas de N premier de celui où il est ci en cherchant le nombre de résolutions de l'équation
Nous verrons que la même chose a lieu par rapport à l'équation
x^ — Dy^~±N,
si parmi ses solutions, qui sont en nombre infini, on ne compte que celles oà X et y ne surpassent pas certaines limites, ce qui revient à ne compter que le nombre de certains groupes que présentent toutes les solutions possibles de l'équation
3^ — Df^±N.
Soient a, p les plus petites valeurs de x, y qui, étant au-dessus de zéro, vérifieut l'équation
x^ — Vf — l,
et a, h des nombres positifs qui vérifient celle-ci.
Par la multiplication des équations
nous trouvons
(oa — bpDf ~~D{a^ — ba.f ^±N,
ce qui prouve que les nombres
a; = =h (aa — b^D), y^±(a^ — ba),
vérifient aussi l'équation
x^ — Dy^==±N.
De cette manière on pourra toujours passer d'une solution de l'équation à une autre, et, par conséquent, trouver plusieurs valeurs de a; et de y qui
la vérifient. Examinons maintenant dans quel cas les nombres positifs x, y, donnés par les formules
(1) x=±i (aa. — h^B), y = ± (op — 6a),
seront plus petits que les nombres a et 6 dont ou est parti. Dans ces recherches, il faut faire attention aux signes ± qu'on doit prendre dans les formules (1) pour rendre x, y positifs, et pour cela nous traiterons séparément deux cas,
(È' — Df = N, a^ — Dy^= — N.
Dans le premier cas, nous aurons
ce qui donne
de plus, d'après l'équation
a? — 1)^^=1, on trouve
En mettant ces valeurs de o et a dans l'équation
x = ±{aoc~-b^D), on obtient
x=±{Vm^-*-N.yD^'-t-l—b^l)),
d'oùil est clair quea; sera positif quand on prendra la formule ±{aa.—b^D) avec le signe -+-. Mais, pour que cette valeur de a; = oa — b^D soit plus petite que a, et, par conséquent, y plus petit que 6, nous trouvons cette condition
aa — b^D<Ca.
Cette inégalité donne
et, en y mettant les valeurs de & et ^ tirées des équations
a^ — Db^ = N, a^~I)^^=l, nous trouverons
et, par conséquent,
Donc les nouvelles yaleurs ie x et y seront toujours plus petites que celles dont on part, si la valeur de a surpasse 1/ ■^~^^—— ; par conséquent, en tirant à l'aide des formules (1) successivement d'une solution de l'équation
une autre, on parviendra nécessairement à de telles valeurs de a; et y que la première ne surpasse pas 1/-"^^-- -, Quant à la limite de la valeur de y, nous la trouvons égale à y ^'' ~ ^ ; car, pour
l'équation donne
De cette mauièi'e se trouve établi le théorème suivaut: Théorème. Si Véfptation
est possMe, on trouvera dans les limites
dus valeurs entières de x et y qui la vérifient, z:=^a étant la plus petite solutiim, supérieure à l'unité, de l'équation
a? — iy=i.
En passant au cas de
x' — Dif'=: — N,
nous remarquons que, d'après les équations
a' — DV=^ — N, a'— D|3'=l,
a^VOV — N, a = yBp -1-1,
et, par conséquent, la valeur de
ï/ = ±((ïp — H pourra être mise sous cette forme,
ou, ce qui revient au même,
De là nous concluons que y est positif quand on prend la formule ±{a^ — ba) avec le signe — , et que, par conséquent, pour rendre y inférieur à h, nous devODS vérifier cette condition
— (a^ — la)<b.
Cette inégalité donne
«—1 <yî (a— 1) <-^,
et, en y mettant les valeurs de a^ et p^ d'après les équations
a^ — BW=~N, a'' — Dp'' = 1 , nous trouvons
ce qui donne définitivement
Donc, toutes les fois que, dans la solution connue de l'équation
a? — Ihf' = ~N,
la valeur de y surpasse ]/- Tn -■, **° pourra en tirer, à l'aide des formules (I), une solution plus simple, et, par conséquent, on parviendra nécessairement à une solution telle que y ne surpassera pas y ^n ' *^* suppose, d'après l'équation
qua X ne dépassera pas la limite l/^' ^^ ■■ De cette manière nous parvenons à ce théorème:
Théorème. Si Vêqmtim
a^ — Dy^'^ — N
est possible, on trouvera dans les Imites
des valeurs entières de x et y qui la vérifient, x = a. étant la plus petite solution, supérieure à Vunité, de Vé
Les limites entre lesquelles, d'après les théorèmes qui viennent d'être démontrés, on est sûr de trouver des nombres xeA. y qui vérifient l'équation
quand elle est possible, jouissent de cette propriété remarquable :
Si x^=a, y = h, a; = a„ î/ = ii, , sont deux systhnes de valeurs de x et y qui m swrpassmt pas les limites trouvées plus haut et vérifient Vu/ne des éqvMions
les nombres (û\ -+- a^ b, a\ — a^b ne seront pas divisibles par N, tandis que leur produit (ab^ -+- a^ b) (ab^ — o, b) sera un multiple de N.
Pour établir cette propriété, observons d'abord que le produit des deux équations
«a — J)b^ = ± N, o? — Dbl^± N,
peut être mis sous la forme
(aoj ± mbj' ~ D {a\ ± a,hf = N\
Cela posé, si nous admettons que (â)^±a^b pris avec l'un des signes ■+- ou — soit divisible par^, le nombre aaj±iJi6j pris avec le même signe devra
nécessairement, d'après l'équation précédente, être également divisible par N; on aurait donc, dans cette hypothèse,
— '■ .; — -, " ^ J^ étant des nombres entiers. Mais, comme nous supposons que a est la plus petite valeur de x, autre que l'unité, satisfaisant à l'équation
a? — Dy'' = \,
la formule précédente sera impossible si l'on établit l'inégalité
Or nous allons démontrer que ceci a toujours lieu quand on prend pour a et a-^ des nombres qui ne surpassent pas 1/ ^"~^ ■ et pour !», 6, des valeurs non au-dessus de l/' "|"j ■■■ (Les signes supérieurs se rapportent au cas de x^ — Dy^ = N, et les signes inférieurs à celui de x^ — By^ = — N). Pour prouver notre assertion, nous remarquerons que, a et a^ étant compris
entre les limites 0 et j/^^'^^, b et fe, entre 0 et l/^^^^» la valeur de /oaj±^66,\9 ^^ ^Qarra. surpasser celle qu'on trouverait eu admettant le signe -+- dans la formule, et en y supposant de plus
Or, comme dans cette hypothèse la valeur de (--'■ ^ — -j se réduit à a^, nous en concluons que, dans les limites données plus haut, le maximum de |?^J^^ — LJ est a^, et que ce maximum n'a. Heu que pour a = a^, ^^\- Donc, dans le cas que nous examinons, où a et & sont différents de lïj, \^ OH aura nécessairement
ce qu'il s'agissait de démontrer.
Nous venons donc d'établir qu'aucun des deux nombres a\^i-a^), <û)i — Ojïi n'est divisible par N. Quant à leur produit
(oJj -I- ûjl)) {ab^ — a^b) — a^h\ — a\ W,
il est évidemment divisible par N; en cifet, en substituant dans la formule a^ &^j — a\ b^ les valeurs de a^, a\, tirées des équations
fl3 — m^^± N, a\ — Dhl^± N,
nous trouvons de suite
Doue, si a, ffl, i, è, sont des valeurs entièr(^s de a; et ic y comprises dans les limites
et qui vérifi(mt l'équation
on trouvera uécessairement deux divis(;urs de N en cherchant les facteurs communs à iVetaux nombres abj -t- afi, ah, — ajj. De là nous tirons ce théorème:
Tbéorènie. Si Véq>/aUon
dans les limites
peut être vérifiée par deux systèmes différents de valetirs de x et y, le nombre N est composé.
Quant à a, ce nombre a ici la même signification que dans les théorèmes précédents.
D'après les théorèmes que nous venons de prouver, la représentation du nombre N par la formule ± {x^ — Dy^) nous conduit à reconnaître que JVest un nombre composé dans les deux cas suivants:
1". Si, N étant de la forme des diviseurs linéaires de ^ — J)if susceptibles d'être représentés par la forme ± (x^ — I^y'), on ne trouve pas dans les limites
des valeurs entières de a;, y qui rendent l'expression ± {^ — D\f) égale à A"; car alors, d'après l'un des deux premiers théorèmes, l'équation
sera impossible, et ceci n'aura lieu que pour iV composé;
2". Si, dans ces limites, on trouve deux représentations différentes du nombre A; d'après le dernier théorème, ceci suppose que i^ est composé.
Donc, le nombre iV ne peut être premier que dans le cas où l'équation
dans les limites
n'a qu'une seule solution dans laquelle évidemment x doit être premier à y et à D. Mais toutes les fois que ceci a lieu, peut-on en conclure que le nombre 1^ soit nécessairement premier?
En examinant sous ce rapport les formes
nous remarquons qu'elles se divisent en deux espèces. Les unes, dans les limites énoncées x étant premier à ^ et à D, ne donnent une seule représentation de iV"que dans le cas où ce nombre est premier; telles sont, par exemple, les formes
±{é^1 f), ±{x' — Z y"), ± (a;^ ^ 6 y\ etc.
Les autres, au contraire, donnent une seule représentation non-seulement pour des nombres premiers, mais aussi pour plusieurs nombres composés quand on prend les nombres x, y dans les limites
X étant premier h. y ci k D. Par exemple^ en cherchant la représentation du nombre composé 371 par la forme x^ — 37 î/^, nous trouvons que les limites de a; et de y sont
. = 0, ^ = ^II£iiLîn, , = 0, y:=Y
car la solutiou la plus simple de l'équation
x^ — S7y*=l est la suivante :
x=7Z, îf=ï2.
Or, dans ces limites, nous observons que l'équation
3^ — 372/"= 371 ne peut être vérifiée qu'en prenant
ir=36, )/=5.
Nous ne donnerons pas ici une méthode générale pour distinguer à
laquelle des deux espèces appartient une forme donnée it {a^ — Ihf% comme Euler l'a fait par rapport aux formes Ax^ -+- Bif\ nous nous bornerons quant à présent à assigner plusieurs formes de la première espèce, qu'on reconnaît très- aisément.
Nous avons vu, dans le § II, que si l'équation 3? — T)f = ±N est possible, on eu trouvera au moins une solution dans les limites
Nous allons démontrer maintenant que, dans ces limites, l'équation
étant susceptible d'être vérifiée par
aura au moins deux solutions, si les nombres Im -+- l'm, Im — l'm ne sont pas divisibles par N.
Pour parvenir à cette conclusion, nous remarquons d'abord qu'en général, si X, y, X, Y vérifient l'éq
et que les mmbresxT-t-yX, x¥ — yX ne soient pas divisibles par N, la
même chose aura lieu quand on aura rcmiilacé x, y par les nombres x,, y^ tirés des équations
(2) x,^±{ftx—^yD), y, = ±{^x~(ty),
dont nous nous sommes servi dans le § II. En effet, nous avons prouvé dans ce paragraphe que les valeurs de a;,, y^, déterminées par les formules (2), vérifieront l'équation
x\ — I)y\ = ±I^, et comme
X^ — DY^=±N, nous trouverons
ou hien, ce qui revient au même,
{x^ X±T)y^Tf—I) {x^ Y±y^ Xf = iV' ;
il est clair de là que si x^ Y^/y, -X, pris avec l'un des deux signes rh, était divisible par N, le nombre x^ X±Dy^ Y, pris avec le même signe, serait également divisible pariV. Mais cela ne peut avoir lien; pour le faire voir, observons que xY-\-yX, xY — yX, d'après les formules {2}, peuvent être mis sous la forme
±{x,Yziiy,X) a.±^ ix.X^Dy.Y).
Or, si les nombres a;, Y± y^ X, x^ X± By^ F, pris avec l'un des deux signes ±, étaient divisibles par N, il s'ensuivrait aussi qu'un des nombres xY~*-yX, xY — yX serait également divisible par 'N, ce qui n'est pas. Donc aussi les nombres a;, Y-*-y^^ X, x^ Y — y^ X ne pourront pas être divisibles par N.
D'après cela, nous concluons que si les nombres Im -t-lm, Im — îtn ne sont pas divisibles par iV, et que x = a, y = h soit une solution de l'équation
a? — Dif = ±N dans les limites
qu'on trouve, d'après le § II, en partant dex=^l, y^m, et en passant successivement d'une solution à une autre à l'aide dos équations (2), les
numbres (im'-*-hl\ ain — bl' ne seront non plus divisibles par A'. De la même manière nous conclurons que si a^, ôj est une solution île l'équation
œ^ — jy = =t iV, dans les limites
.=0, .=y^^, .=0, y^yT^W'
qu'on trouvera en partant de x = l', y = m\ on ne rendra pas les nombres am-i-W, am — W divisibles par N. en remplaçant t, m par a^, 6,. Mais ceci suppose évidemment que les nombres a^, b^ ne sont pas respectivement égaux aux nombres a, b; car, autrement, am — bt, se réduisant à
àb — ba^ 0,
deviendrait divisible par N. Donc, dans les limites
on trouvera nécessairement deux solutions de l'équation c^ — Df = ±N,
si elle est susceptible d'être vérifiée par deux systèmes de valeurs
x^l, î/ = m, 3;=:Z', y = m', et que les nombres Im -i- l'm, Im — l'm ne soient pas divisil)les par N.
D'après ce que nous venons de prouver, nous allons montrer que toutes les fonnes ± (x^ — Dif\ dont tous les diviseurs quadratiques ont la forme Ix^ — [t-y^, peuvent servir pour examiner si un nombre donné est premier ou non.
Théorème. Soient x^ — Dy^ une forme dont tous les diviseurs quadratiques ont la forme Xa^ — [jty*, N un nombre premier par rapport à B et ayant la forme des diviseurs linéaires contenus dans une seule forme quadratique ± {x^ — Dy^). Le nombre N sera premier si l'on trouve, dans les
une setde représentation du nombre N par la forme =t {x' — TJy^), et que, dans cette représentation, x et y niaient point de facteur commun, a étant la phts petite valeur de x supérieure à V unité parmi les solutions de Véqimtion
Dans fous les mitres cas le nombre N sera composé.
DéniOlISlratioil, Pour établir le théorème énoncé, nous allons faire voir que lorsque N est uu nombre composé, l'un des trois cas suivants aura nécessairement lieu;
1". On ne trouvera pas de représentation du nombre N par la forme =t (x^ — By^) dans les limites
2'^. On trouvera dans ces limites une représentation de N pour laquelle X, y ne seront pas premiers entre eux;
3". On trouvera dans ces limites plusieurs représentations du nombre N.
Si parmi les facteurs du nombre N on trouve des nombres qui ne soient pas diviseurs de x^ — By^, l'équation
x^ — By^ = ±]Sl
ne sera pas possible, à moins que ces facteurs ne divisent x^ et y'^. Donc, dans ce cas, ou bien la représentation du nombre^ par la forme ±(3;^ — By^) sera impossible, ou bien dans la représentation du nombre W les nombres a; et !/ ne seront pas premiers entre eux.
En passant au cas où tous les facteurs de iVsont diviseurs de x^ — By^, supposons que
Tous les diviseurs quadratiques de x? — By^ ayant, par supposition, la forme Ix^ — \i.i/, nous concluons que les nombres ^j, N^ pourront être rej ainsi:
(3) Ny = \x\~ II, y\, N^ = \xl~^y\,
et comme leur produit JVa la forme ± {x^ — By^), on trouvera
\~\, f^a = f*i dans le cas de
N=^x^ — By^,
et
''1 = — ^, 1*8 = — h dans le cas de
Donc
-Wi -K, = ± (X, xl — ]hvi)(\Â — fh '!&,
on bien, ce qui revient au même,
■Wi W, = ± [ft % a;, ± (1, y, 1/,)" — ),, 11, (a;, y, ± y, x^f] .
D'après cette équation et en remarqnaut que
nous concluons que l'équation
sera vcritiée par deux systèmes de valeurs de x, y.
En cherchant, d'après ces formules, les valeurs de XT^ -t- ¥X^, XY^ — rX,, nous trouvons
X 7, -t- rX, = (X, 3^ Ij -t- (», yi y,) (i, y, — y, x,) -l-(X,a:,a:, — (t,y,y,) (a;,y,-i-y,i,) = 2 «, y, (X, if — (», yî) = 2 ï, y, i\fj ,
Xr, — rx, = (X, X, X, H- n, y, y,) (ai, y, — y, rc,) — (X, I, «, — Jl, y, y,) (X, y, -I- y, I,) = — 23!, y, (X,3;|-n,!^) = — 2ï,y,iyj.
D'oii il est clair que si x, y, est premier par rapport à ^j, et x^ y^ est premier par rapport à N^, les nombres XY^~+- rX„ Xr, — TX, ne seront pas divisibles par
ce qui, d'après le § V, suppose deux solutions de l'équation
dans les limites
. = 0, . = ^EMÎ, , = „, , = y/^M,
Quant au cas où x^ j/, aurait un commun diviseur avec N^, ou feien x^ 3/3 avec N^, il n'est pas difficile de s'assurer que les solutions (4) de l'équation
ainsi que toutes les autres qu'on en pourrait tirer à l'aide des formules (2), contiendront des valeurs de x, y divisibles par un même nombre.
C'est ainsi que nous nous convainquons que, dans les suppositions énoncées plus haut, on ne trouvera jamais un nombre composé N qui puisse avoir, dans les limites
une seule représentation par la forme ± [x^ — Dr/'), pour des nombres x, y premiers entre eus. Donc ceci ne peut avoir lieu que pour J/ premier; dans le cas contraire, d'après ce que nous avons vu dans le § V, on conclura que N est composé.
vn.
C'est de cette manière qu'on pourra reconnaître la nature d'un nombre donné d'après sa représentation par la forme quadratique x^ — Dy"^ ou — {o!? — Dy^) si tous les diviseurs quadratiques de :r^ — By" ont la forme "kx^ — [1^^. Nous allons maintenant présenter une Table de ces formes les plus simples, avec les limites de x, y^ déterminées par les formules
ainsi que des formes linéaires des nombres qui peuvent être examinés au moyen de ces formes.
Formes quadratiques
Limite
de œ, y.
Formes linéaires de N.
N^Sn-,-1,7
N= 12 m -h- 1 A'=12M-t-ll
JY=20n-i-l, 9, 11, 19
x^VlN,
N = 2in-t-\, 19
j;'=28tt-+-l,9,25 îr=28»n-8, 19, 27
-(a!>-IOs>)
.A^-=40 n-Hl, 9,31,39
l'-lly'
.V=44n-i-l, 5, 9, 25, 37 Jf=44M-H7, 19,36,39,43
x = V~3ÛN,
X = VSN, x^V^\
JV=:56«^-1,9, 11,25,43,51 N=mn-t-5, 13,31,45,47,56
^^Yi-
'J'Yi"
W=60«-t-l, 49 iV'=CO w-t-U, 59
quadratiques de jV.
=y 2âw,
-V'27Ïf,
Formes linéaires de W.
2?= 76 M JV=76«
jr=84n
= y 99 Jf, = y 98W,
=:-y'26iV, = y25S',
^ V 4901Jf,
x^—^Oj,'- - (a;*— 30i(2)
= y6JV, =y5i^.
JV^124»
JV=I24»
JV"=132n
II
D'après ce que nous Tenons de trouver, on voit qu'il y a plusieurs
formes à déterminaDts positifs dont on peut se servir pour examiner si un nombre donné est premier ou non. Quant aux limites de x, y, dans lesquelles on doit chercher la représentation du nombre examiné par la forme ± {^ — -Oy'), elles ne sont pas toujours plus étendues que celles qu'on trouve par rapport à la forme 3? -+- By^. Ainsi, on voit d'après la Table précédente, qu'en cherchant la représentation du nombre 2^ par la forme ^y^ — 3?,
on ne doit pas aller au delà de ^= Vy, et, comme y ne peut pas être évidemment plus petit que l/y, on cherchera la valeur de y entre les limites l/y, I/t- -^^ '^ même manière nous apercevons que, pour trouver la représentation du nombre N par la forme x^ — 3 y^, on cherchera z entre les limites y iV, l/|-^; pour la forme x^—2y^, ces limites sont 'VN, V2N, etc.
Nous allons maintenant montrer par un exemple qu'à l'aide de la forme rt {x^ — ^V^), convenablement choisie, il n'est pas difficile d'examiner si un nombre donné est premier ou non, même quand ce nombre est considérable. Nous choisissons le nombre 8520191; Legendre {voyez sa Théorie des Nombres, tome II, page 150), en cherchant deux nombres Â et B, tels que chacun d'eux soit égal à la somme des diviseurs de l'autre, celui-ci non compris, a trouvé que
vérifieront cette condition si le nombre 8520191 est premier. Mais jusqu'à présent on ne sait si ce nombre est premier ou non.
En remarquant que le nombre 8520191 est de la forme 12 n-t- 11, et que tous les nombres premiers de cette forme peuvent être représentés par3^* — a;^, nous allons chercher la représentation de 8520191 parla forme Zy' — x'. D'après le procédé exposé plus haut, nous allons chercher la valeur de y entre les limites
c'est-à-dire entre les limites
Pour que la forme Zy"^ — o? représente un nombre impair, on prendra x impair et y pair, ou bien x pair et y impair. En faisant, dans le premier cas,
a; = 2n-i-l, y=2ny,
nous trouvons que 3 y ^ — x^ se réduit à
ce qui ne peut être égal à 8520191, qui est de la forme 8 m— 1, si «j est impair. Donc
et, par conséquent, on aura, dans le premier cas,
En passant au cas de x pair et y impair faisons
a; = 2 w, y ^ 2nj -I- 1 .
Pour ces valeurs de x, y la forme 3 ^^ — 3? devient
et, eu égalant cette quantité à 8520191, nous trouvons l'équation
Or, comme cette équation se réduit à
nous en concluons que « est impair.
Faisant donc
w = 2m -t- 1, l'équation précédente devient
6"''"^-^^'— 8'"'"'^'^^'— 1=2130047, et, par conséquent,
ce qui suppose
. divisibilité du nombre -
- par 4. Mais, pour que
soit divisible par 4, un des deux nombres n^, «j -+- 1 doit être multiple de 8. Donc on aura
ou n, = 8^ ou «,^ = 8^" — 1.
En prenant la promière valeur de «„ nous trouvons
^=16^-1-1, et la seconde donne
y=iei"—i.
Ainsi y ne peut être que de l'une de ces formes:
y^Al, y=lGl'-i-l, yz=iei"—l.
De même, il n'est pas difficile de trouver les nombres auxquels y peut être congru suivant différents modules, et ensuite, au moyen de ces nombres, de trouver toutes les formes possibles de l, l', l" . Ainsi nous trouvons que pour
N=bm-*-\ = 7m'-i- 1 = Um"-i-9 = 13m"'H ce qui est justement le cas de l'équation
suppose
%if — x^ — N z 2 (mod. 5),
y=±\, ±2 (mod. 7),
y=±\, ±2, ±5 (mod. 11),
î/=0, ±1, ±3, ±6 (mod 13),
y=±\, ±2, ±3, ±4, ±1 (mod. 17).
De là il est facile de conclure que équations
y^il, y~lGl'-t-ï,
doivent avoir les formes :
nombres ï, l', l", liés à y par les
ï = ll«-i-3,4,5,6,7,8
i'=lltn-0, I, 3, 4, 6, 9
î"=ll»-i-0,2, 5, 7, 8, 10
(" = 13«H-{Û'jS'''8, 9. 10
'="-{hM,V'''-
( — l't-^ ^ 12, 13, 14, IB
D'après ces formes de l, l\ l", il est très-facile de trouver toutes les solutions de l'équation
dans les limites
Dans les cas de
nous trouvons que l doit être compris dans les limites 421 et 516. Si l'on prend, dans ces limites, tous les nombres de la forme
et qu'on rejette, d'après l'équation
( = 5ti-)-0, 2, 3,
tous les nombres dont le dernier chiffre est 1, 4, 6, 9, on ne trouvera que ces trente nombres:
D'après l'équation
on supprimera de cette Table tous les nombres qui, divisés par 7, donnent des restes égaux à 0, 1, 6, et l'on n'aura alors qu'à examiner dix-sept nombres parmi lesquels on reconnaîtra très-aisément ceux qui, divisés par 1 1 , ne donnent pas les restes 3, 4, 5, 6, 7, 8; tous ces nombres, d'après l'équation
doivent aussi être rejetés; alors il ne restera que les huit nombres suivants:
De plus, dirisant ces nombres par 17, nous n'en trouverons que quatre:
qui s'accordent avec les formes
d'ailleurs, comme ces nombres conduisent à des valeurs de y qui ne vérifient pas réquatioa
nous en concluons que, dans les limites énoncées plus haut, cette équation n'a point de solution pour laquelle y serait de la forme 4 1. En passant au cas de
î/=16r-Hl,
nous trouvons que les limites de t sont 105 et 129 , et que, dans ces limites, les nombres de la forme
qui, s'accordant avec les suivantes:
se terminent par 1, 2, 4, 6, 7, 9, sont
En rejetant de là, d'après l'équation
tous les nombres qui, divisés par 7, donnent des restes différents de 0, 2, 4, 6, et, de plus, tous les nombres qui n'ont pas l'une des formes
Un-nO, 1, 3, 4, 6, 9,
il ne reste que les deux suivants:
En cherchaut, d'après ces valeurs de l', celles de
î/=i6;'~hi,
en substituant ces valeurs dans l'équation
3^i> — a:3= 8520191, nous trouvons que la seconde donne
^^=1937, qui vérifie l'équation
3;^» — «3 = 8520191, en prenant
Quant au dernier cas, c'est-à-dire celui de
nous trouvons 105 et 129 pour limites de t; dans ces limites, d'après les équations
nous aurons les nombres suivants:
dont il ne restera qu'un seul,
quand on aura rejeté tous les nombres qui ne s'accordent pas avec les formes
r'=r7w-i-0, 1, 3, 5, r=lln-i-0, 2, 5, 7, 8, 10,
et comme le nombre 126 est de la forme
et, par conséquent, ne s'accorde pas avec les formes
nous concluons que ce nombre doit aussi être supprimé.
Ainsi nous ne trouvons qu'une seule représentation du nombre 8520191 par la forme 3 y^ — a^, en prenant y non supérieur à y — -^— , et comme, dans cette représentation, les valeurs de x et y^ nommément 1654 et 1937, n'ont point de commun diviseur, nous en concluons avec certitude que 8520191 est un nombre premier.
La méthode qui nous a servi à l'examen dn nombre 8520191 à l'aide de la forme Zy^ — x^ peut être étendue à tous les nombres, en faisant usage de certaines formes quadratiques. Ces recherches, comme on a pu le remarquer d'après l'exemple précédent, pourraient devenir très expéditives, même pour des nombres considérables, si l'on avait des Tables des sohitiens de la congruence
Ax'^±By^ = G (mod. iî),
pour les valeurs les plus simples de p, telles que
Ces Tables seraient peu nombreuses si l'on se servait des formes à déterminants négatifs et en même temps de celles à déterminants positifs, car alors on n'aurait pas besoin de recourir à plusieurs formes différentes. Ainsi, par exemple, on pourra examiner tous les nombres au moyen de ces trois formes
x'-i-y^, x^-t-2y^, x^ — ly^.
La première servira pour examiner tous les nombres de la forme
la seconde pourra être employée dans le cas du nombre
8W-I-3; et enfin la dernière pour ceux qui ont la forme
Ou verrait de la même manière que tous les cas possibles pourraient également être traités au moyen de ces trois formes
x^-i-^, x^-i-Zif, 3)/^ — x^.
NOTE
8iia
JUiJiJBJ&JaJliiAXAJao oJeiJftiao.
(Journal do matliomatiques pures et appliquées. I série, T. XVI, 1851, p. 837—346.)
Note sur différentes séries.
On parvient à des formules très-intéressantes, comme, par exemple au développemeat de e~^ en produit d'une infinité de facteurs, à l'expression de sin x et ces x par des séries dont le calcul ne demande que la mnltiplicatiou de x par différentes constantes, et encore à plusieurs autres relations curieuses, en cherchant la valeur de/'(l), f [x) étant une fonction liée à une autre F {x) par une équation de l'une de ces trois formes:
F{x) = f{x) -H /-(a X) -H /-(S X) -t- /■(4 X) H- f{5 x)-^f (ex) -*■... F{x) = f(x)-t-f{3x)-i~f{5x)~^-f{7x)-t-f(Qx)-t-f(Ux)-i-... F{x)=^f(x)~f(Sx)-t-a6x) — f(7x)-^f{9x)^f{Ux)-t-...
Pour y parvenir, nous allons chercher quelle est la loi des séries qui déterminent la valeur de ^{1} dans ces trois cas.
Commençons par le premier où. f (x) et F (x) sont liées par l'équation
(1) Fix) = f(x)-^f(2x)-i-f(Sx)-t-f{4:X)^f{5x)^f{ex)-^...
Il est évident qu'en vertu de cette équation, la valeur cherchée de /'{l) sera exprimée par une série de la forme suivante :
(2) f{l) = A,Fi\)-i~A^F{2)-t-A^F{S)-^...-t-Â^F{m)-t-. , .
où Aj, j4j, A^. . ., â^ sont des coefficients numériques indépendants des fonctions f (x) et F (x). Pour trouver ces coefficients, supposons
r étant une quantité quelconque supérieure à 1. Pour cette forme par-
ticulière de f{x), la fonctiou F {(f), d'après l'éqaation (1), sera déterminée par réquation
^ w = jf -^ (sV -^ piV' * (w -*- (ïï)' * w * • ■ • •
ou bien, ce qui revient au même,
Or, comme cette expression de F (a;), conjointement avec doit vérifier l'équation (2), nous conchiOQs que
et, par c
D'après cette équation, et en remarquant que les coefficients A^, A^, A^,. . ., A^, . . . sont indépendants de r, on conclut qu'en général A est égal au coefficient de — ^ dans le développement du produit
Or, en examinant ce produit on s'aperçoit de suite qu'il n'y entre point de termes de la forme ^ toutes les fois que m est divisible par un carré; donc, pour de telles valeurs de m, le coefficients A^ sera égal à zéro. Quant aux autres valeurs de m, le coefficient A„^ se réduit à 1 lorsque m a un nombre pair de diviseurs premiers, et il est égal à — 1 quand le nombre des diviseurs premiers de m est impair. Ainsi nous trouvons la loi de la série (2) qui donne la valeur de /'{!) déterminée par l'équation
De la même manière nous trouverons que, la fonction /" (3;) étaiit déterminée par l'équation
la valeur de f(ï) sera égale à
où j?,,^^,^^, B^,..., 5^ sont lescoufficientsde 1, ^, ~^, p,..., -r, dans le développement du produit
Nous concluons de là que
quand m est divisible par 2 ou par un carré, et que
i?„ = -Hl ou —1,
suivant que le nombre des diviseurs premiers de m sera pair ou impair. En passant au cas de
F{x) = f{x)-f{3x)-^fiôx) — f(7x)-^-f(\)x) — f(Ux)-i-...,
nous trouvons
f{l)^C,Fil)-t-C,Fi2)-t-GsF(d)-i-C^F{4:)-i-. . .-t-G^F{m)-t- . . .,
où Cj, Cj, Cg, 6\, . . ., 0^ sont égaux aux coefficients de 1, ^r, ^, rf,.. , —^ dans le développement du produit
Donc,
dans le cas où m est pair ou divisible par im cai'ré; O. = 1
si m a un nombre pair de diviseurs premiers de la forme 4 « -h 1 , et enfin
si le nombre de ces diviseurs est impair.
D'après ce qui vient d'être établi, il est visible que pour chaque formule connue de l'une de ces trois formes:
F{x)=^f(x)-^fi2w)-t-f(5x)-t-f{Ax)'^f(5i^)-t-f{6x)^..., Fix)^fix)-i-f(3a!)-i-f(6x)-t-fi7x}-^f{9x)-i~f{nx)^..., F(x}=fix) — fidx)-Hf(5x)-fi7x)-i-f{9x)^f(Ux)-^...,
on aura une formule nouvelle.
Ainsi, de la formule connue
Le développement de log (1 — a^) nous donne une formule qui peut être mise sous cette forme:
gd-"^)
d'où nous tirons, en cherchant la valeur de — — pour x=l,
_ a = '"gC-") _ log (1 - a') log (1 -a3) log (1 - ai)
log(l~a«) log(l~a') log(t-a">) _ 6 7 lu
et, par conséquent,
_(l-a)(l-aV(I-
Ml-
En partant
de la formule connue
qui
arc tang a^ = (C^ donne
arc tang w' «^
al"
nous trouvons
o = arc tang a-t-jurc tang a^ — -g- arc tang a^ -h y arc tang à' ~ Le développement de cos ^ en produit de facteurs donne
d'où l'on conclut
log (cos i) = log ( 1 - AJ) -H log (l - ji^)
et, d'après cette équation, nous trouvons
log fl — -^ j = log (cos a) — log (cos -|-] — log f cos y] — log (cos y) — log (cos ^) — log (cos ^) -H log (cos^) — log (cos^) — log (cos^) -Hlog(cos^)-...,
ou, ce qui revient au même.
coa-.c0s-3-.cosy...
Voyons maintenant ce qu'on peut tirer de la valeur connue de la série
C03 2 TC 1 3; eoai.^TcXie cos 2.611X3: cos2.7nix
lî ~'" 3» *" 62 "■* ^"7« •- ■ ■ ■
Pour
oii m est un entier, w une quantité positive qui i trouvons cette série égale à
expression qxn- nous pouvons mettre sous la forme
eu dénotant par le signe \'Kx\ la plus petite quantité qu'il faut ajouter à "kc ou retrancher de Ix pour avoir uu nombre entier. On aura donc
cos 2 7i:X,i; cos 2.811X3; cos 2.5)[).jt cos 2.7it!.x n* ,, . r , i>
— ïî ' 3^—-^ 5^ -« ifi H... = -g-(l — 4{Xa;j).
Eu faisant dans cette formule x^O, nous trouvons
lH-p-Hp-l-p-H...= g.
Cette équation, combinée avec la précédente, donne
2 ] - QQa 2 lï X 3^ 2 1 C03 2 d it X X \
2 1 — C03 a.5Tt).i 2 1 — eo3 2.7ala: «^ {5x)ï "*~Ki (7x)»
nous trouvons
j (1— cos 2tcX) =
et, par conséquent,
1 îil _ LiU _ tj±i _ ilM _ (lU} 1
cos2t:X^1 ^{ J
Voilà une expression de cos 2 izk dont le calcul ne demande que la multiplication de X par 1, 3, 5, 7, 11, 13, 15,. . , Nous trouverons une expression pareille pour sin 2 %k, en remplaçant dans la formule précédente X par X — -j, ce qui donnera la série
-tI
qui, par la propriété de la notation j }, se réduira h
La même méthode nous conduira aussi aux valeurs (
d'après colles des séries suivantes :
Pour y parvenir, nous remarquons que le produit
i réduit à cette série-ci:
(—ir 1 (-ir j_ (— ir
■iin "•" gm "+~ 77(1 ""^ gm "-*- | jm
et, par conséquent,
= _l„g(l_!=^)_log(i_jij)_i„g(i_tf") -loWl-<^n-log(l-J,)-...
B»-^Ti
-is^
*'ir*
1 (- l)^- 5 Vï'"'
-h'TT*
1 (- ip™
1 (^ i)sm 5 11*™
-if.-i
îi.-!
; isam -*- 4 134M
De là nous tirons la formule
en dénotant la somme
par Sj^, et les sommes de la forme
en général, par 2^. Eu changeant dans l'équation précédente m en mx et divisant ensuite tous ses termes par x, nous aurons
- log S^^ = - 2„^ -I- i 2,„^ H- ^ 23„^ H- /- 2,„^ H- i 25„, -1- . . . ,
d'oîi nous tirons, pour la valeur de 2^,
K =^ l«g ^m — I log «2^ — j log S,.„ - -i log Â'^
Ainsi uous parvenons à déterminer la valeur de la série 2.^ de la forme (4), composée seulement de nombres premiers, au moyen des valeurs des séries S^, 8^^, 8^^, 8^^, S^^,S^^,. . . de la forme (3), composées de tous les nombres impairs. Dans le cas particulier de
la formule que nous venons de trouver donnera
2, = logS,-ilogS,— |logS,— |logS5-l-|logS._ 2, = log S, - i log S, - i log S, — i log S„H- 1 log S„— 2, = log S, — i log S, — i log i% - i log S„H- 1 log S„-
logS, H logS„^
lOg^lH
Mais on sait que
61tt' " 184320»
Doue, d'après les formules précédentes, nous aurons
2, = logf-il««l-il<'«|-il»«
960 7 ^S ïi
ce qui donne
2, = -i-Hi—i-i-,-i-Hi-i-H...= -0,33498...,
THEORÎE DES MECANîSMES
SOÏÏS Ll HOM DI PMiLLILOSRAMMlS.
(Mi'moiri>a présentés à l'Académie Impériale des sciences de St.-Pétcrsbourg par div savants, VIT, 1854, p. 539-668,)
(Lu le 3S janvier 1853.)
Théorie des mécanismes connus sous le nom de parallélogrammes.
§ 1. QiiaQil il s'agit d'assurer la direction du mouvement rectiligae d'une pièce soumise à un effort oblique, il no suffit pas de rendre les inégalités des guides peu sensibles à la mesure; les déviations, qui ne sont pas appréciables à l'oeil nu, se manifestent clairement par les résistances passives qui en résultent. Eu guidant la tige du piston de la machine à vapeur à l'aide de coulisses ou glissoires, on prend un soin particulier de les exécuter avec une perfection aussi grande que possible. Eu remplaçant ces guides par le parallélogramme, on est de même obligé k augmenter le pins possible la précision de son jeu, et cela d'autant plus, que même dans les CLTConstances les plus favorables il présente des déviations bien plus grandes que celles qu'on ne saurait jamais admettre dans le mouvement de la tige guidée par les coulisses ou glissoires. Les efforts latéraux qui résultent du défaut du jeu du parallélogramme se manifestent souvent même par la formation d'une certaine ellipticité dans la boîte à étoupes.
Or, dans l'état actuel de la Mécanique pratique, on n'a pas de régies sûres pour trouver les éléments les plus avantageux du parallélogramme. Faute d'une méthode directe, on détermine ses éléments d'après les conditions qu'on croit être nécessaires pour la précision du jeu de ce mécanisme. Ainsi l'on trouve la longueur de la tige-guide et le lieu de son axe d'oscillation, en cherchant à rendre la direction de la tige du piston tout-à-fait verticale au commencement, au milieu et à la fin de la course. D'après cela, et en supposant données les brides du parallélogramme, tout se réduit à déterminer convenablement la position normale de la tige par rapport au balancier. On trouve cette position, en cherchant à placer la tige de telle manière, que son prolongement passe par le milieu du sinus-verse de l'arc décrit par l'extrémité du balancier. Ici, ainsi que partout dans la suite, nous
prenons pour l'extrémité du balancier son point d'attachement à la bielle latérale.
Si l'on trouve qu'il y ait un avantage particulier de donner à la tige du piston la direction tout-à-fait exacte au commencement, au milieu et à la fin de la course, la tige-gnide qu'on trouve d'après la méthode dont nous venons de parler, est évidemment la seule qui remplisse cette condition. Mais ce cas, comme nous le verrons, n'est pas le plus favorable pour la précision du jeu du parallélogramme dans les autres points de la course du piston. Quant à la position la plus avantageuse de la tige du piston par rapport au balancier, le principe précédent ne nous la donne pas. D'après la théorie que nous proposons dans ce mémoire, enverra que la tige du piston doit être plus ou moins rapprochée du centre du balancier, selon les dimensions du parallélogramme, et, dans les cas les plus ordinaires, sa direction ne passera pas par le milieu du sinus-verse de l'arc décrit par l'extrémité du balancier. Ainsi, dans le cas où le parallélogramme de Watt est construit sur la demi-longueur du bras du balancier (comme Watt l'a fait lui même, et comme on doit le faire, si l'on est maître de disposer des dimensions du parallélogramme) on diminue notablement la limite de déviation de la tige de sa direction normale, en l'approchant du centre du balancier plus qu'on ne devrait le faire d'après le principe dont nous venons de parler, savoir: 1) si, dans le cas oîi l'on cherche à rendre la position de la tige tout-à-fait verticale au commencement, au milieu et à la fin de la course, on prenait pour sa direction la ligne qui divise le sinus-verse de l'arc décrit par l'estrémité du balancier dans le rapport de 2 à 1 , et 2) dans le cas, où l'on ne cherche pas l'exactitude absolue dans les deux positions extrêmes de la tige, on prenait pour sa direction la ligne qui divise ce sinus-verse dans le rapport de 5 à 3.
Dans le dernier cas, la tige-guide ne sera plus déterminée par les positions limites du balancier; on doit pour cela prendre les positions qui les précèdent à peu près d'un quarantième de l'amplitude de l'oscillation. Quelque petites que soient les modifications dans la construction du parallélogramme de Watt que nous venons de mentionner, et qui ne sont que des résultats approximatifs tirés de nos formules, elles augmentent notablement la précision de son jeu. A l'aide d(! l'analyse on peut s'assurer facilement qu'avec ces modifications la limite de déviation de la tige par rapport à la ligne verticale diminue plus que de moitié.
Cela nous prouve clairement que le principe qui est la base de la théorie actuelle du parallélogramme est loin de réduire au minimum la limite de ses déviations, si nuisibles par les efforts latéraux qui en résultent sur la tige du piston, et par conséquent, que non seulement pour la théorie,
mais aussi pour la pratique elle même, il est très important que, daDS les
recherches sur le parallélogramme, ce principe, qu'on ne cherche à vérifier qu'à l'aide des considérations inexactes, soit remplacé par une méthode directe; ce but atteint, on pourra, d'après la nature de ce mécanisme et sons les conditions qui se présentent dans la pratique, donner les éléments les plus convenables pour la précision de son jeu. C'est cette méthode que nous nous proposons de donner dans ce mémoire; elle embrasse le parallélogramme de Watt et toutes ses variétés qui sont en usage dans la pratique.
§ 2. Lorsqu'on développe une fonction fx suivant les puissances de X — a, la somme des premiers termes nous donne un polynôme qui, parmi tous les autres du même degré, s'approche le plus près de fx dans le voisinage de x^a. On prend ce polynôme pour la valeur approchée de fx, quand on la cherche sous la forme d'une fonction entière. Mais pour l'évaluation de fx sous cette forme, on doit préférer un autre polynôme à celui-ci, si, au lieu de s'approcher le plus près possible de fx dans le voisinage de x = a, on cherche à augmenter la limite de précision de sa valeur approchée dans l'intervalle donné de a;: ce second polynôme sera déterminé par la condition que la limite de ses écarts de fx, dans l'intervalle donné, soit moindre que celle de tous les autres polynômes du même degré. A mesure que cet intervalle diminue, la seconde valeur approximative de fx s'approche de celle qu'on trouve par le développement de fx suivant les puissances de X — a, (ï étant convenablement choisi. Mais tant que cet intervalle reste fini, les coefficients de ces deux valeurs approximatives de fx diffèrent entre elles, et ces différences, même dans le cas où elles sont petites, ne peuvent être négligées dans la théorie des mécanismes dont nous nous occuperons. Nous avons déjà remarqué combien il était important de déterminer avec une approximation suffisante la position de la tige du piston par rapport au balancier, ou, ce qui revient au même, les angles du parallélogramme dans sa position moyenne. Or, ces angles ne s'écartent que bien peu de 90°, et ces écarts ne sont que le résultat de la différence entre les coefficients des deux valeurs approximatives de la fonction, dont nous venons de parler; savoir, de la valeur qui donne le minimum de l'erreur dans le voisinage d'une valeur de x, et de celle, dont la limite des erreurs, dans l'intervalle donné de X, est un minimum. Si on ne tient pas compte de ces différences, on trouve 90° pour la valeur des angles du parallélogramme dans sa position moyenne, et l'erreur qu'on commet ainsi, quoique d'un petit nombre de degrés, suffit cependant le plus souvent pour diminuer de plus de dix fois l'exactitude du jeu de ce mécanisme.
D'après ce que nous venons de dire, on voit que la théorie des parallélogrammes que nous nous proposons de donner, est impossible à l'aide des
formules approximatives qui ne sont déterminées que d'après la condition de donner le maximum d'exactitude dans le voisinage d'une seule valeur de la variable; cette théorie demande des méthodes d'approximation, qui puissent fournir le maximum d'exactitude par rapport à toutes les valeurs de la variable entre deux limites données. C'est en cela que consiste la difficulté de cette théorie.
Relativement à la méthode d'approximation, dont nous venons de parier, nous n'avons que des recherches de M.Poncelet, qui a donné des formules linéaires pour révaluation de ces trois expressions
V {j? -+- y\ y if — f), V (x^ -t-y--*- s^),
formules d'un grand usage dans la Mécanique pratique. Dans les problèmes de M. Poncelet, les équations qui déterminent les coefficients cherchés se résolvent facilement. Mais cela n'a lieu que dans des cas très particuliers. A plus forte raison, leur solution exacte est impossible, si l'on cherche la valeur générale de ces coefficients pour l'évaluation d'une fonction quelconque; car alors ces équations, d'une forme très compliquée, contiennent une fonction arbitraire. Donc on ne peut donner des formules générales pour cette méthode d'approximation qu'à l'aide des séries. C'est ainsi que nous avons cherché à résoudre la question suivante :
«Déterminer les modifications qu'on doit apporter dans la valeur appro- «chée de fx, donnée par son développement suivant les puissances de x-^a, «quand on cherche à rendre minimum la limite de ses erreurs entre x=a — h «et X = a -t- h, h étant une quantité peu considérable».
La théorie des parallélogrammes que nous proposons ici, est fondée sur la solution de cette question dans le cas, où le développement de fx s'arrête au terme suivi d'un autre plus élevé d'un degré; c'est le cas qu'on rencontre le plus souvent dans l'évaluation des fonctions.
§ 3. Soit fx une fonction donnée, V un polynôme du degré n avec des coefficients arbitraires. Si l'on choisit ces coefficients de manière à ce que la différence fœ — U, depuis x:=a — h, jusqu'à x=a-i-]i, reste dans les limites les plus rapprochées de 0, la différence fx — U jouira, comme on le sait, de cette propriété :
«Parmi les valeurs les plus grandes et les plus petites de la différence afx — XI entre les limites x = a — /;, x=a'+-li, on trouve au moins tt-i-2 «fois la même valeur numérique».
Les valeurs que fx — U prend pour x^a — A, x^a-i-h sont con- 3 comme maximum ou minimum.
D'après cela on trouve facilement les équations que les coefficients de
U doivent vérifier. Si uous convenons de dénoter par L la valeur uuinérique commune des n -h 2 maxima ou minima de fx — U qui doivent avoir lieu entre les limites x = a — h, x^a-i-Ji^ l'équation
(1) {fx—Uf — L^ = (i
doit avoir n-\~2 racines comprises entre a — h et a-t-h^ et toutes ces racines doivent vérifier l'équation
qui est la condition du maximum et du minimum, ou bien se réduire aux valeurs a — h, a-i-h; en un mot, les n -i- 2 racines de l'équation (1), comprises entre a — A, a-i-Ji, doivent vérifier celle-ci
\ HJ^snID-
Cela nous donne un nombre suffisant d'équations pour trouver les n-t- 1 coefficients du polynôme V et la valeur inconnue L; car chacune des n-i-2 racines communes aux équations (1) et (2) suppose une équation entre les coefficients de U et la quantité L, ce qui fait en total n-t-2 équations. La résolution de ces équations n'est évidemment possible que dans le cas, oii l'on donne à la fonction fx une forme déterminée. Mais si la quantité h est assez petite, on peut laisser fx arbitraire et chercher les coefficients de U en séries ordonnées suivant les puissances croissantes de cette quantité. Nous ne chercherons ici ces coefficients que pour les cas qui se présentent dans la théorie des parallélogi'ammes, mais notre méthode peut être étendue à tous les cas, oii /"(«-i-^), dans les limites j^ — h, s=~i~h, peut être développée d'après la série de Taylor, ce qui sera l'objet d'un autre mémoire.
Pour simplifier nos formules nous dénoterons par
f(„\ flM />)
et par conséquent le développement de fx par la série de Taylor donnera fx = k^-t~k^ (x — a) -•- fcg (x — ffl)^ -+-
De plus, nous ferons x — a^hs^ ce qui réduira le développement de fx à.]a forme
\-t-kj ks-t-h^h^z^ -i- ,
et les limites
se changeront en celles-ci:
Cela posé, le polynôme cherché U sera déterminé par la condition que dans les limites g^ — l^ ^^-h1 la différence
(3) k^-i~k^ h z -i-lc^ h' 3' -i- . - .— U= Y
s'écarte le moins possible de zéro.
Or, si l'on ne tient compte que des quantités de l'ordre moins élevé que fe""^', la valeur de F devient
fco-H^i Jt3-t-\ Wz^ -i- . . .-i-hjf 3" — Z7,
et son minimum est évidemment zéro; car le polynôme cherché JJ étant du degré w, on peut réduire T à zéro, en prenaut
(4) U = k^-t-k, h3-i-k^hH^-i-. . .-t-^^^^".
Donc la valeur de U, exacte jusqu'aux quantités de l'ordre fe""^', sera égale à
Il n'est pas difficile de s'assurer que l'ordre de précision de cette valeur de U sera encore plus élevé, si dans la série
k^-i-k, Jiz-t-kji^s^-i-. . .-«-A„A"5"-i-A„_^, h"-^' £"-^'-1-. . .,
le terme k^h" z" est suivi d'un certain nombre de termes égaux à 0. En effet, s'il arrive que
(5) ^„^, = 0, k^^_.^ = 0, . . . fc„^„ = 0, la valeur de cette série peut être remplacée par
^D -I- &, hz-h-k^ h^s^-i-. . -+-k^h"z" même dans le cas où l'on cherche le polynôme U avec une précision
jusqu'à l'ordre Â""^"*"^'. Donc en géoéral, la valeur exacte de £/ sera de cette forme
(6) U=:U^-t-rh"'-^"^\
où
V étant un polynôme du degré «, dont les coefficients ne deviennent pas infinis pour k:=:0, et m le nombre des équations (5). Ce nombre ne différera de 0 que dans le cas où k^_^^ = 0, ce qui n'a lieu que pour a égal à une des racines de l'équation f""^' a: = 0; car nous dénotons par ft^^ la valeur de /g in^u- ^'^'^^ "ï"^^ *^^ nombre soit 2, 3, ...etc., il faut que cette racine de l'équation f*'^^ x = 0 soit double, triple, . . . etc.
D'après (6) on voit que la valeur exacte de V sera composée de deux parties: U^ et FA"*"^""^\ La première partie n'est évidemment que la somme des « -i- 1 premiers termes du développement de f(a -i-hz) suivant les puissances de 3; quant à la seconde, elle détermine les changements qu'on doit faire dans les coefficients de cette valeur approchée, lorsque l'on cherche à rendre minimum la limite de ses erreurs dans l'intervalle donné de la variable. Eu passant à la détermination de cette partie de U, nous mettons la somme f/„ -+- ■jr/j"'-^""*'' à la place de U dans la valeur de 3^(3); d'après les équations (4) et (5), la valeur de Y devient.
c'est cette valeur que nous devons chercher à rendre la plus proche possible de zéro entre les limites ^ = — 1, ^=^-1-1.
Si l'on supprime ici le facteur constant ^""^'""^i et qu'on ne tienne compte que des quantités de l'ordre moins élevé que h, la valeur de F, exacte jusqu'à ce degré, sera déterminée par la condition que V soit celui des polynômes du degré n, pour lequel la différence
s'écarte le moins possible^de zéro depuis 3 = — 1 jusqu'à ^ = -i- 1,
Or, d'après le § 3, cela se réduit à un système de 2 w -i- 4 équations de cette forme
(',„*■ ^°""^' -rf-e = o, ""■^"-r""""''' (^' - 1) = 0.
La résolution de ces équations à l'aide des méthodes ordinaires de l'Algèbre demande des calculs tout-à-fait impraticables par leur prolixité, tant que «, degré du polynôme cherché, n'est pas un petit nombre. Nous allons montrer qu'à l'aide du calcul intégral, ou peut remplacer ces équations par d'autres dont le nombre, pour toutes les valeurs de n, ne surpassera pas 2 m, et même trouver leur solution générale dans le cas de m = 0 et m ^l, chose très importante pour la méthode d'approximation dont nous nous occupons; car, d'après ce que nous avons dit plus haut par rapport au nombre m, il n'aura une valeur considérable que dans des cas exceptionnels, très rares; sa valeur ordinaire est zéro. Ce dernier cas est celui qui se présente dans la théorie des parallélogrammes.
§ 4. Eu faisant pour abréger
les équations qui déterminent F se présenteront sous cette forme
Ces équations, d'après les conditions du minimum que nous clicrchons, doivent avoir n-i-2 racines communes, comprises entre s ^= — 1 et s^-t-1. Or, ij étant un polynôme du degré n-H«i-i-l, cela suppose, comme nous allons le montrer, que la fraction
se réduit à celle-ci:
où P et $ sont des fonctions entières, la première du degré 2 m, la second du degré m.
En effet, soient
les » -H 2 racines communes à ces deux équations; parmi ces racines il y en aura au moins n qui, étant différentes de — 1 et n- 1, ne pourront vérifier l'équation
qu'en réduisant ^ ^ 0- Ov, si s =s^ est une de ces racines, la différence - L^. De plus, il est facile de s'assurer que ï/^ — L^ sera divisible par le carré {s — ^^f; car l'équation ^ = 0, qui a lieu pour s=s^, suppose la multiplicité de cette racine dans l'équation /— i2 = 0. Donc, si
sont les valeurs de ^ qui vérifient les équations
sans réduire s^ — la zéro, les fonctions (^] , y'^ — J? sont divisibles par
et par conséquent, la fraction
se réduit à —,, où F^ est un polynôme du degré 2 {n-t-m-t-l)—2n=2m-t-2, et Q du degré n -+- m — n = m. Il nous reste à montrer, que le polynôme P„ est réductible à la forme P (z^ — 1). Pour cela nous remarquons que les équations
se vérifient encore pas deux valeurs de 2, savoir:
Si ces valeurs ne réduisent pas ^ à zéro, elles sont égales à -i- 1 et — 1, et par conséquent, y^ — L^ est divisible par (^^-+-1) (s — 1)^^3^ — 1. Mais II étant différente de zéro pour ^ = ± 1, cela suppose que dans la fraction ^, égale à ^'7vb'. le numérateur Pq contient le facteur s^ — 1, et
par conséquent,
On peut réduire à la même forme le numérateur Pq, si une des valeurs ^,__, , ^-.j.,, ou toutes les deux, vérifient l'équation ^ ^ 0. En effet.
ai 3' =
(s — ^„_i_if sera le diviseur commun des focctions y^ — L^, i^f, et par conséquent de celles-ci: P^, Q^. Or si l'on supprime ce facteur dans la fraction ^, et qu'on y introduise à sa place s-t- \ ou s — 1, on aura une fraction, dont les deux termes seront du même degré que ceux de Û, et le numérateur aura pour facteur 0-*-! on s — 1. Cela nous montre qu'on aura, dans tous les cas possibles, cette équation différentielle
lit à la forme
où P et § sont respectivement des degrés 2 m et m.
Comme le premier membre de cette équation a pour intégrale
-log!
nous concluons que la différentielle
sera du nombre de celles dont l'intégrale est réductible à un seul terme logarithmique de la forme log ^^^y^' ^^ -^' ^ "° facteur constant près, sera la valeur de y, et par conséquent, d'après (7), la fonction ^ doit être du degré « h- m -«- 1 et ne pourra contenir de termes avec les puissances
^""^"*, 5:"'^"'"'^ 2""^'. D'après cela la méthode ingénieuse d'Abel pour
l'intégration des différentielles de la forme %^ à l'aide d'un seul terme logarithmique nous donne 2 m équations entre les coefficients du polynôme P, ce qui est suffisant pour le déterminer; car il n'est que du degré 2 m, et un de ses coefficients peut être choisi arbitrairement. Les équations qui déterminent P sont les suivantes: 1) m conditions d'intégrabilité de y{z^ — i)P ^^ P'*^ '^ formule log ^^~p^, p étant du degré n-^-w^-^- 1; 2) m équations qu'on trouve eu égalant à zéro les coefficients de 2"'*"'",
5" *""') 2""*"' dans la valeur de p. D'après la méthode d'Abel les
conditions d'intégrabilité de y ^^?l.\)f P^i" ^^ formule log -^- y^, p étant d'un degré déterminé, ainsi que le polynôme p sont donnés en fonctions des
seuls coefficients de P; donc, pour trouver ces coefficients et la valeur dep, on n'aura qu'à résoudre un système de 2 m équations avec 2 m inconnues. La valeur de p qu'on trouve ainsi nous donne le polynôme y, & un facteur constant près, qui sera déterminé d'après (7) par la condition que le coefficient de ^"-*''""^' soit égal à A„^^_^j .
De cette manière la détermination du polynôme y, et par conséquent de F (7), se réduit à la solution de 2 m équations, tandis que, d'après (8), les coefficients de ces polynômes sont donnés par un système de 2 n -h 4 équations. D'après les méthodes de l'illustre Jacobi, toutes ces recherches se simplifient notablement, dans certains cas, à l'aide des fonctions elliptiques. L'importance de l'équation différentielle que nous venons de trouver pour déterminer y se manifeste sur le cas de m^O, où cette équation s'intègre facilement et nous donne la valeur générale de y pour n quelconque. D'après cette intégrale on trouve aussi la valeur générale de y pour m =3; 1.
§ 5. Les fonctions Q et P, dans l'équation différentielle
sont, comme nous l'avons vu, respectivement du degré m et 2m. Donc, si OT = 0, ces fonctions se réduisent à des constantes, et notre équation devient
Hy
j quoi l'intégration donne
L constante G est zéro; car pour g = ±l on aura y^=±L. Donc
et par conséquent,
ï-HKi/s-i') (n-Vi^'^m
a-Vly'-L') \,-Vi,'-l}j '
ce qui donne
Pour déterminer les quantités T^etX, nous remarquons que, d'après (7), m étant zéro, le polynôme y doit être du degré « -1- 1 et avoir pour
premier terme \^^ s'*'^\ Mais dans le développemeut de la valeur trouvée de î/ le terme affecté de la plus haute puissance de :3 a cette valeur
qui ne peut être idcutique avec k^_^^ 3""^^ à raoius qu'où n'ait
D'après cela nous trouvons pour l'expression de p, vérifiant les équations (8), dans le cas de m = 0, cette valeur
et par conséquent, d'après {7),
C'est ainsi que pour »î = 0, et à l'ordre h près, nous trouvons la forme générale de F qui (§ 3) détermine les différences entre los coefficients d(! la valeur approchée de fx, trouvée par son développement suivant les puissances de x — o, et celle dont la limite des erreurs dans l'intervalle x^a—k, x^a-i- h est minimum. Le cas de «î = 0 est celui où a: ^ o ne vérifie pas l'équation /'""^'{3;) = 0, n étant l'exposant de la plus haute puissance de x dans la valeur approchée de fx qu'on cherche. Dans le cas oà x^a est une racine simple de l'équation f"'^^x:=0,etpar conséquent, M=l, on trouve avec la même facilité la fonction F, exacte jusqu'aux termes de l'ordre h. En effet, pour m=l l'équation {7) nous donne
et comme Fest du degré n, nous concluons que y, outre le terme \_^^s'*^'^, ne contiendra que des puissances de s moins élevées que s"'^^; parmi les polynômes de cette forme, y est celui qui s'écarte le moins de zéro dans les limiteb z = — 1, ^^-i-l Or, d'après (10), on voit que parmi tous les poljnomes, dont le teime affecté de la plus haute puissance de 3 est it„_^j «"^^, le minimum des écarts a lieu pour celui-ci:
et comme dans ce polyDomc le coefficient de s"^^ est égal à 0, nous concluons que c'est la valeur cherchée de y = ^„_^_2 ^'"'^' — V. Donc, pour m = 1 , le polynôme F sera déterminé par cette équation
Dans le cas où m surpasse 1, la valeur de 2/ = ifc„+„^.i a"^"^' — F, et par conséquent F, peut être déterminée, comme nous l'avons vu, par un
système de 2 m équations.
C'est ainsi qu'on trouvera, dans tous les cas possibles, la fonction F exacte jusqu'aux termes de l'ordre h. Pour ce qui regarde une plus grande approximation de la valeur de F, elle ne demande que des opérations élémentaires d'Algèbre, comme nous le ferons voir dans les §§ suivants sur le cas de w^O.
Avant de passer à ces recli(Tch(!S nous nous ari'êterous un moment sur la formule (10) pour montrer le parti qu'on peut en tirer par rapport aux propriétés des fonctions entières. Nous avons trouvé cette valeur de y, en cherchant celui des polynômes du degré n-i-1 qui, ayant la forme 7i'„^^ s"~*~^ — F, s'écartait le moins de zéro dans les limites 3:^ — 1 , ,ï= -H 1. Or, lorsqm; F est un polynôme arbitraire du d<^gré n, la différence fe^_|_, j""^^ — F est la forme générale de tous les polynômes du degré H -+- 1, OÙ le coefficient de s^'*'^ est égal à i„^,. Donc, parmi tous ces polynômes, celui qui est donné par la formule (10) s'écarte le moins possible de zéro dans les limites s= — 1, s^=-i-\^ et comme L, désignant le maaÂmttm de ses écarts, est égal à ± -^-' (9), nous concluons que tous les autres polynômes de cette forme, depuis z^ — 1 jusqu'à 2 ^ -i- 1, présentent des écarts plus considérables, et par conséquent, leurs valeurs, comme celle de (10), ne peuvent être comprises dans des limites plus étroites que ceUes-ci:
nous déduisons le théorème :
Tiiéorème.
Le coefficient de la plus haute puissance de x d^une fonction entière
du degré l étant A, cette fonction, depuis x=^ a jusqu'à x = h, ne pourra être comprise dans les limites plus étroites que celles-ci:
§ 6. Nous avons vu dans le § 3, que si l'on cherche le polynôme du degré n, dont la limite des écarts de f{x] depuis x=a — h jusqu'à x=a-i-h est minimum, et que /■^""^'' (a) n'est pas zéro, on trouve ce polynôme égal à
où U est la somme des k -i- 1 premiers termes du développement de f{x) suivant les puissances de ic — a, et V un polynôme du degré n, détenniné par cette condition: pour a; — a^hs, F devient un polynôme qui, dans les
liraite8^ = — 1, s^-t-l^ s'écarte de A^^^ 5"'^'-i-S;jj_^ fes""^^-i-
moins que tous les autres du même degré. Quant aux quantités
k^^, fc„^^,
elles sont égales respectivement à
Dans les §§ 4 et 5 nous avons cherché la valeur de F exacte jusqu'aux quantités de l'ordre h, et noua l'avons trouvée égale à
Nous allons donner à présent une méthode pour trouver le polynôme V avec une précision aussi grande qu'on le voudra.
*) Ce théorème nous conduit à pluaieura autres par rapport k la aolution dea équations, par exemple;
1) Sif(x)^^3^-t-Sx^ — ^-t-Cx^ *+■ , on trouTera entre les limitea h et h±iV±\/{h)
au moins une racine de ces deux équations: f[x)=^<),f'(x) = 0, On prendra le radical avec le aigne — ou -•-, selon que /(ft) et /' (ft) aont de même signe ou de signes contraires.
2) L'équation (x^-t-Bs^—^-^Cé—^-^ -i-Hxf—K^=0 a au moins une racine entre
les limites — 2 y'\K, -t-2 p^K.
S)h'éqas,tionse''-'-i-t-Ba^^~^-t-Ci<M~->^....-*-H3Zt.K=^0tismmoma nne raciue entre
ai+i ^/±1 « 2 ^/ 9^ — "27'"
les limitea —2V\K, -1-2/5^; c'est ainsi qu'entre les limitea — - — ô-l/'*'— ôtS-t-'S"''!
— o- -"- -5- 1/ "* — -^ lï!' -f- -5- " se trouvera nécessairement au moins une racine de l'équation
cubique x^ ■+■ ax^ -t-bx-t-c^^O.
Si l'on fait pour abréger
la valeur de Y, que nous veuoiis de trouver aux quantités de l'ordre h près, peut être mise sous cette forme
et par conséquent, sa valeur exacte sera
(12) F = È„^, 5"-^' — y H- Fo /i,
où F„ est un polynôme du degré n dont les coefficients restent finis pour ft ^ 0. D'après la propriété du polynôme V, ou trouvera ces coefficients, en clierchant à rendre minimum la limite des valeurs de
dans l'intervalle s^^ — 1, s = -t-l, ce qui suppose, comme nous l'avons vu dans le § 3, que les équations
ont « ■^- 2 racines communes entre les limites ^ ^ — 1 , ^^ t^ -1- l .
Si l'on ne tient compte que des quantités de Tordre moins élevé que^^, ces équations deviennent
(1 3) [&„_, h 5"-^^ -^y-V,hf~ L,^ = 0,
(14) (5^—1) ■^[^W.ft^"2^^y-^o''] = 0.
De plus, chose très importante pour nous, ou peut remplacer la dernière équation, avec le même degré de précision, par celle-ci:
En efi'et, comme cette équation n'a pas de racines multiples (ce qu'on voit d'après la forme de y) on n'influera sur leurs valeurs numériques que
de quantités de l'ordre h, si, au premier membre de cette équation, ou ajoute le terme
h iz"^ 1) ''^^"-'-^^2^'"^"',
après quoi elle deTieudra identique avec l'équation (14). Donc, les racines de cette équation qui ne deviennent pas infinies pour fi=; 0, et par conséquent, toutes celles qui restent comprises entre les limites — 1 et -i- 1 pour h fort petit, sont données par l'égalité
avec une précision allant jusqu'au premier degré de h. Mais si dans les racines de l'équation (14), autres que a = ± 1, on fait une faute de l'ordre A, l'erreur de la valeur de
\K-^t '' ^""^' -^-y—Vo ^']' — -^^'i -
pour ces racines, est de l'ordre 7*^ ou plus élevé; car, d'après (14), sa première dérivée, pour ces valeurs de z. est zéro au moius aux quantités de l'ordre h près. Quant aux racines
pour lesquelles cette dérivée peut différer de zéro, elles sont exactes dans l'é(
Donc, aux quantités de l'ordre h^ ]irès, la valeur de Vf,h sera déterminée par la condition que n-t-'l racines de l'équation
vérifient celle-ci:
IK^^ hJ^^-i-y— V^hf — L\ = 0, qui se réduit à
tf-^'i'J (*„+, «"*'— F,) ;î-7A = 0,
si roû supprime ses termes contenant h^, et enfin à
Is'- — L,') s * 2 y" (i„^, s"-" ~V,)h = 0,
quand oq la multiplie par y. Mais, d'après ce que nous avons trouvé dans le § 5, le polynôme y, détermÏDé par la formule
vérifie l'équation if — U'={) pour toutes les racines de l'équation
L étant égal à ± -^' ; donc, pour ces valeurs de ^, on peut dans l'équation } remplacer y"' par L^, ce qui donne
(L^ — L{) y-^2h- {l„^,^ z'^-^ — F,) 1\ = 0. Or, cette équation mi peut être vérifiée par les n h- 2 racines de l'équation
que dans le cas où ces deux équations sont identiques entre elles; car elles sont du même degré « -i- 2 (ce qu'on voit en remarquant que y est du degré «-4- 1, F^ du degré w). Doue, leurs premiers membres sont égaux, à un facteur constant près, et par conséquent,
{V — 7V) y -t- 2 7.^ (fc^_^, ^"-^^ — F„) h ~ C (s" — I) Jf = 0,
où G est une constante.
Mais comme y est du degré n -i- 1 , manquant du terme avec la puissance s", et que ie degré de V^ n'est pas supérieur à n, on voit que dans cette formule le coefficient de ^"'^' «e se réduit à 0 que daus le cas où
et par conséquent, L étant égal à ± -|;,''' , (15) £, = ±'^1-^.
D'après cela, l'équation précédente nous donne
Nous trouvons la coostaute ôttï) ^-^ observant que Fy ne doit pas contenir de ternie avec s"'^^. Comme dans la valeur de {z^ — 1) ■£, où
nous trouvons le tenne (ïh- 1) ft„_^, s"~^^, cela suppose et par conséquent
En mettant cette valeur de ^wî *i™8 l'expression trouvée de Vf,, nous obtenons
(n-.-l)fc„+, rf^,
C'est ainsi que nous trouvons la valeur de Vg, exacte jusqu'au premier degré de h, ce qui, d'après (12), nous donne cette valeur de F, exacte jusqu'à ¥,
où, comme nous l'avons vu, y a cette valeur
§ 7. Sans nous arrêter sur cette approximation de F, nous allons montrer en général comment on trouvera sa valeur exacte jusqu'au degré A^', quand on a sa valeur aux quantités de l'ordre h' près.
Si nous dénotons par F, cette dernière valeur de F, sa valeur exacte peut être mise sous cette forme
Fj étant un polynôme du degré n, dont les coefficients restent finis pour h^O. D'après la propriété de F{§ 5), le polynôme inconnu V^ sera déterminé par la condition que les équations
_a ft^ ^"-*-3 -^ , . . — Fi - F; ;>'] _
aient n -h 2 racines cominuues comprises entre les limites z^ — 1 et ^ == H- 1, Mais, si l'on ne tient compte que des quantités de l'ordre moins élevé que h^', on peut supprimer dans ces équations les termes qui contiennent h^\ ^''"^', h^^'^^ et présenter le reste sous cette forme
en faisant pour abréger
Quant aux équations qui déterminent Fj, valeur de F exacte seulement jusqu'à /(', nous pouvons les tirer des formules (17), en rejetant les
termes qui contiennent ft', A'"^', /î'"'*'', Ainsi, à la valeur de fe' près,
nous aurons pour
y^ = \^^ 2"-^' + li^^^ h 3""^^ -I- h^^^ ]f s"-^' -H ... M- k^^^ K~' 2"-^'— F, les équations suivantes:
dans lesquelles L^ est la valeui' de L^ exacte jusqu'à h^\ ce qui suppose l'équation
(19) L, = L,-t-lh\
En passant à la détermination de F^, nous remarquons, comme dans le § précédent, que dans les conditions qui déterminent V^}i\ aux quantités de l'ordre Jf près, la dernière des équations (17) peut être remplacée par celle-ci;
et comme dans ces conditions il ne s'agit que des racines qui restent finies pour A = 0, cette équation, à son tour, peut être remplacée par une autre de la forme
(^3— 1)ÏF=0,
W étant une fonction entière choisie de manière à ce que l'équation TF^O,
à h' près, contienne toutes les racines de l'équation -^ = 0 qui ne devienûeiit pas infimes quand on fait h^O*). Comme ces racines ne sont qu'au nombre n, car, pour h=::0, le polynôme y^, que nous considérons maintenant, devient égal àcelui trouvé dans le § 5 (10) et qui n'est que du degré »-*-!, nous concluons que le degré de l'équation W^Q peut être abaissé jusqu'à n. Dans ce cas l'équation
(z^—l) PF=0
sera du degré w -h 2, et d'après les conditions qui déterminent V^ et y^ , toutes ses « -f- 2 racines doivent vérifier ces deux équations
[î/i H- Sh' — F, h'f — L^^- 0,
la première avec une précision allant aux termes de l'ordi'e fe' , et la seconde jusqu'à h .
En mettant dans la première de ces équations la valeur L^ d'après (19) et en supprimant les ternies qui contiennent }i^\ nous obtenons l'égalité
y,^-^2y, {S— Fg) }/—L,^ — 2lLJi'^0
qui, étant multipliée par y^, nous donne
(y^^ — L^^)yy ^2y,^ {S- V^) A' — 2 XL, h'y, = 0,
équation qui, à A'' près, sera vérifiée par toutes les n h- 2 racines de l'équation
(£»— 1)TF=0.
Mais pour ces racines, à h' près, nous avons aussi l'équation
*) Voici comment on peut séparer les racines de l'équation «-i-A»=0, qui, pour ft=0, ne deviennent )jas infinies:
Si l'éqnatioa tt:=On'a pas de racines égales, les racines de l'équation u-i-kv'=0, qui ue deviennent pas infinies pour h=0, sont données par celle-ci: it-=0, avec une précision Jusqu'an premier degré de h. Pour avoir ces racines exactes jusqu'à fi', on prendra «-i-AB:^0, où B est le reste de la division de v par m; pour l'approximation jusqu'à 7»*, on prendra jt-t-hBi^O, où £[ est le reste de la division de v par u-^-IiB, et ainsi de suite. Dana le cas où l'Équation u^^O a des racines égales, la même méthode est applicable, seulement l'approximation ne va pas si
qui, étant raiiîtipliée par 2 {S — V^} h' et retranchée de l'équation que nous Tenons de trouver, nous donne, avec une précision jusqu'à h^ , l'équatiou suivante :
{y,^ ~ L,^) !/, -H 2 L," (5 - FJ ;»' — 2 X L, h^y, = 0,
ou, ce qui revient au même.
Comme cette équation, aux termes de l'ordre hr^ près, a lieu pour toutes les racines de l'équation
avec le même degré de précision, son premier membre doit être divisible par (^^ — 1) W, et par couséqueut, si on dénote par B^ et M, les restes qu'on trouve en divisant y^ h' et S^'-i-'-^^!-^^-i^P^r(^*— 1) TF,rexpression
dont les termes sont d'uu degré moins élevé que (z^ — 1) W, doit être identique avec zéro, aux quantités Jf^ près. Donc, avec ce degré d'approximation, on aura
ce qu'on peut mettre sous la forme
en dénotant par t; et r le quotient et le reste qu'on trouve eu divisant B^ par Zî(|.
Or, il n'est pas difficile de s'assurer que cette équation ne peut être vérifiée qu'en prenant
et par conséquent,
F, fe' = T.
En effet, le polynôme cherché V^ est tout au plus du degré w; la même
chose a lieu par rapport à r: cette fouction est le reste de la division de B^ par i^o, et Bf,, lui même, est le reste de la division de y^li par {f-~\) W; donc le degré de r est inférieur au moins de deux unités à celui de {b^ — 1) W, qui est du degré «h- 2. Au contraire, le reste Bu est nécessairement d'un degré plus élevé que n; car, si l'on fait A ^ 0, comme nous l'avons remarqué plus haut, le polynôme y, se réduit à y, donné par la formule (10), et alors {z^ — 1) W devient {z^ — 1) ^; mais, d'après la valeur de y, on voit que le reste de la division de y par (s^ — 1) ^ confient un terme avec la puissance s""^'.
Donc, pour trouver la fonction F^fc' exacte jusqu'à h^ , on procédera de la manière suivante : on divisera les fonctions
par (s^ — 1) W; on divisera le second reste par le premier; le reste de la dernière division est la valeur de V^ k'. On trouve facilement le polynôme F d'après la fonction F^ h', en remarquant que V^V^-i-V^ II.
Le quotient de la dernière division nous donne aussi une valeur très importante; ce quotient, que nous avons dénoté par q, est égal, comme nous l'avons vu, à. la fraction y-; par conséquent X = gi^, et d'après (19),
Nous trouvons ainsi la constante L^ de l'équation (17), qui nous donne la limite des écarts du polynôme F relativement à la fonction
k . , ^"-*-' -+- fc . , hz^-^^ -t-k„., h^z^-^^ -+■ ,
entre z^ — 1 et£;:=-i-l.
D'après la méthode que nous venons d'exposer, on peut toujours passer d'une valeur approchée de F à une autre plus précise.
§ 8. Nous allons maintenant appliquer cette méthode à la solution de cette question, très importante pour la théorie des parallélogrammes:
«Trouver les modifications qu'on doit apporter aux coefficients de la valeur approchée de fx
f(«)-H-i-° r(«)H-'-^" rw^^'-ïjf rw+fe^ f("),
«pour que cette valeur, depuis x^a — h, jusqu'à x^=a-i-'k, s'écarte le «moins possible de fxn.
Nous supposons la quaLtité h assez petite pour qu'on puisse déyelopper les corrections cherchées des coefficients suivant les puissances ascendantes de k; de plus, nous excluons le cas, où f'{x) devient zéro ])OUTX=:a.
D'après ce que nous avons dit dans le § 3, ces corrections seront données par la formule
où F, comme fonction de 0 = -—, sera déterminée par la condition de représenter un polynôme du quatrième degré, pour lequel la différence
s'écarte le moins possible de zéro depuis 3 = — 1 , jusqu'à 2 = -i-l. Les coefficients &5, feg, A:,, sont respectivement égaux à
L'équation (16) du § 6 nous donne la valeur de F exacte jusqu'à h^ sous cette forme
D'après ces formules nous trouvons
Quant à la valeur de ii qui détermine la limite des écarts de V et
de la fonction fcs^^-i-fcfl A ^^-t-fc, /i^^'-i- , d'après (15), nous obtenons
En passant à la détermination de F, exacte jusqu'à /;*, nous remar-
quons que les fonctions désignées dans le § précédent par Fj, y^, 8 ont maintenant les valeurs suivantes:
D'après les valeurs de Fj, î/j, S, la méthode du § précédeut donne
où Fj est un polynôme qu'on trouvera à l'aide des procédés suivants:
1) On cherchera l'équation du 4-ème degré qui, exacte jusqu'à h^, contient toutes lés racines de l'équation
qui restent finies, quand on fait Ji^O. Comme le reste de la division de
fte(6/— 7s^-i-^^) par ft,(5^* — ^^»-i-^) est égal à fe^^-^^^n-^ ^), d'après la note du § 7, nous concluons que l'équation qui remplit ces conditions est la suivante :
et par conséquent, la fonction que nous avons représentée dans le § précédent par Wj a cette valeur
2) On cherchera le reste de la division de y^h^ par (s^ — 1) W. Pour les valeurs de y^ et W que nous avons, et en supprimant les termes qui contiennent fe*, fe^, , on trouve ce reste égal à
3) On divisera la fonction
par (s^ — 1) W] dam le cas que nous traitons, le reste de cette division, exacte jusqu'à h*, a cette valeur
r7 k, fc, -I- ftgZ s 13 fc ft, -H 6 tfi^ , fcs t, -I- 2 ffi* "1, n
L A, ^ 16A, ^ -^ lUfc, ^>
4) On divisera ce dernier reste par le premier
Cette division fournira le quotient et le reste
36Vfc,-<-ii/c5^jfc, — V p i ■Î2k^kj--k^ j ^ 3 87 1,-^'' k,-t-10 k^kf,k, ~ àk^,^ j^^ 5
d'où l'on conclura :
1) La quantité V^h^, exacte jusqu'à h^, aura pour valeur
lt>V lo«5 64 V Slt^jj', — 3V ,j
et par conséquent, on obtiendra, avec le même degré de précision,
F=F,-HF,r = *.(|..-Ji,)_H/i.(|^-!|.'-Hi)»H-F,4'
st.;"
_ 7v;-,-t-2fc5i-67iT— V ,.,
2) La valeur de la constante L^ qui détermine la limite de la déviation du polynôme F de la fonction
}:^s'^h^hs'''^k,lâz' ■+- ,
entre ^^^l,^=:-4-l,est égale à
A (1 ->- -»î^ *') = =t îl (1 + ^5^ »■).
En multipliant la valeur trouvée de V par Iv' et remplaçant z par
'^-^, nous obtenons la formule fi '
(t^«^ -^' — 16V ){x~af
/ 5 , ,5 237c.i- — SflS \ , ^o
-4-(^ft,fe^H- y^^ ^ fe^-t- ](a;-«)^
— (ïê^^^^ -^ Va, ^"^ ) (^-«)
H- jg fcd ft" H g^^./ — ^ /r -H ,
dont les coefficients de (a; — af, (x — af, déterminent les corrections qu'on doit faire dans ceux de la valeur approchée de f(x)
/■(«) _H qi) (^ _ «) + Ç|) (^ _ af _^ g^^ (X - < -H /Jgj (rc - a)S
quand on clierche h diminuer le plus possible la limite de ses erreurs entre x=a — h, x^a-t-h. Quant à la valeur de cette limite, d'après ce que nous avons trouvé relativement à V, elle est égale à L^ h^= zb ^ ( 1 h — Vf 2— ^"1 ^^■
§ 9. Jusqu'à présent nous n'avons cherché la valeur approchée des fonctions que sous la condition du minimum de la limite des erreurs dans l'intervalle donné. Mais souvent il est très important que l'erreur, pour les limites de l'intervalle, se réduise à zéro. Or, il n'est pas difficile de s'assurer que ce cas, tant que l'intervalle est assez petit, se résout aussi par les méthodes que nous venons de donner.
Soit fx une fonction dont on cherche la valeur approchée sous la forme d'un polynôme u du degré n, assujéti entre les limites x^a — y, x^a-i-y, aux conditions mentionnées plus haut. Comme la différence f{x) — u doit se réduire à zéro pour x=^a — y, a; = a h- y, il ne restera dans le
polycome « que n — 1 coefficients ai'bitraires qui, d'après la propriété du minimum que nous cherchons, seroiit déterminés par cette condition:
"Parmi les valeurs les plus grandes et les plus petites de la différence «fx — u, entre les limites x=:a — y, x = a~i-f, on trouve au moins w «fois la même valeur numérique», ce qui suppose (§ 3) que pour certaine valeur de l les équations
ont n racines communes, comprises entre les limites x^a — y, a;:=a-i-y; par conséquent, si l'on remplace ces limites par d'autres plus étendues, x = a — h, x = a-i-h, et choisies de manière à ce que pour ces limites la différence fx — m devienne égale à -i-ï ou — l, les équations
(20) (fœ — uf~l':=0, (a; — a-H/i) (a; — «— /;) ^i— =^ = 0
auront n -+- 2 racines communes entre les limites w=^a — h, x^a-\-h. Donc, pour ces limites, le polynôme U^u donne la solution des équations (2), dont nous nous sommes occupé dans les §§ précédents, et par conséquent, vice versa, la solution de ces équations nous donnera le polynôme u pour certaines valeurs de a — y, a -i- y, qu'on trouvera facilement en remarquant que, d'après la propriété du minimum cherché, les valeurs x = a — y, a;^a-Hy, comprises entre a — h, a-t-h, vérifient l'équation
fx — u = 0,
et, entre ces deux valeurs de ic, il y a w racines communes des équations
Pour montrer une application de ce que nous venons de voir, nous allons chercher le polynôme u qui, étant du degré n, donne la valeur exacte de fx = fc^_|_j 3:"'^' pour x = a — y, a; =^ a -h y, et ne s'écarte, entre ces limites, que le moins possible de la fonction fx = k^^^ x"^\ Pour cette valeur de fx, et p=^"-^)^^i' ~ "^ , xt=a-+-}iz, L=ji^^, les équations (20) deviennent
dont les n-t-2 racines communes seront comprises entre z= — 1, ^=-i-l. Ot,i/= "-^--^+1 — ^^ étant un polynôme du degré w-+-l, dont
le coefficient de «"*' est égal à fc^^^ , on voit, d'après (10), que cela ■ peut avoir lieu à moins qu'on n'ait
dou, en remplaçant y par -^ — j^n^z, , z par — ^, // par ^n^^i, i
obtenons
En passant à la détermination des valeurs de a — y, at-t-y, pour lesquelles ce polynôme donne le minimum cherché, nous remarquons que l'équation
_a+y(x-a]^-ft^\"--' _ /a^^a-Zl^-^j'-ft^
qui se réduit à celle-ci:
cos (« -I- 1) ç =; 0,
quand on fait x — a = h cos ç, aura les racines suivantes:
a — ftcos„— ^-^, rt— ftcos^--^, a-t-h cos " ■ , a-t-hcos^-^.
Or, comme dans cette série on ne trouve que les deux valeurs a — A cos 2"'^) a-*- h cos o—ôi entre lesquelles sont comprises les n racines de l'équatiou
rf[W.."--'-«]^'''"--Ll 2 ) -"(- 2 ) J Q
dx dx '
qui se réduit à — --'"^tJ.5' := o pour î-^^cos 9, nous concluons que « — Y, a -•- Y ne peuvent avoir d'autres valeurs que celles-ci:
a — Y = fï — A cos '^ , a-i-Y^«H- Acos 2-^qr2'
et par conséquent, a = a, ft :=; ^i — .
'^"^ 2 tn-2
En mettant ces valeurs de a et A dans la valeur trouvée de u, l'on a
Telle est la forme générale du polynôme du degré n qui devient égal à &„_^| a;""^' pour a; = a — y, ï^ot-t-y et s'écarte le moins possible de cette fonction entre ces limites, Quant à la limite de ces écarts, nous avons trouvé
donc, la constante l, qui détermine cette limite, a la valeur suivante:
Comme la dift'érence &„^, 3;""^'~«, où u est un polynôme arbitraire du degré n, est la forme générale d'une fonction entière, dont le terme affecté de la plus haute puissance de x est égal à fe„_^j œ"^', les formules que nous venons de trouver nous conduisent à ce théorème:
Théorème.
Entre deux racines de Véqmtion
/"a: = ^a;""^'-i-Ba;"-i-C!c''~'-i- = 0
a; = a, ûo = h, la valeur numérique de fx ne peut rester inférieure à
En traitant de la même manière le cas de fx=pa:^-t-qx\ y étant très petit, nous trouvons, d'après les formules du §8, que, à la quantité y* près, le polynôme u du quatrième degré qui devient égal à px^-t-qx' pour a; := — y, a; = -I- y, et s'écarte le moins possible de cette fonction, entre a: ^ — y, a; ^ H- y, a la valeur suivante:
C08" 18» qy j^
Vie COB* 180 T
Quant à la limite de déviation de ce polynôme de la fonction px^-+-<ix', entre x^ — y, a; ^ -i- y, on la trouve égale à
§ 10. D'après les formules que nous venons de trouver, il est facile de déterminer les éléments les plus avantageux du parallélogramme dans tous les cas possibles. Mais ce n'est pas le seul résultat qu'on puisse tirer de nos formules. Nous avons vu qu'elles donnent certains théorèmes d'Algèbre dont la démonstration serait, peut être, impossible à l'aide des méthodes ordinaires. H y a aussi des questions de G-éometric dont la solution demande des méthodes d'approximation telles que celle dont nous nous sommes occupé.
En voici un exemple. Soient deux courbes données, l'une contenant n paramètres arbitraires qui permettent, par leur choix convenable, de disposer à volonté des abscisses de n points d'intersection de ces deux courbes dans l'intervalle x^a — A, x = a-\-h. Il est évident que, dans cet intervalle, les courbes seront plus ou moins rapprochées l'une de l'autre selon la position de leurs points d'intersection. Quel est donc la disposition des points communs des deux courbes, entre x^^a — h, a; = o -h ft, qui rende minimum la limite de leur déviation dans cet intervalle?
Cette question tient évidemment à la méthode d'approximation dont nous nous sommes occupé dans les §§ précédents. L'application qu'on peut faire ici de nos formules donne des résultats très intéressants.
Soit
l'équation de la courbe avec tous ses paramètres donnés, et
celle dont les n paramètres arbitraires sont choisis d'après la condition du minimum que nous cherchons, entre les limites x^^a — h, x = a-t-h.
Si l'on prend A^^O, la dernière courbe devient osculatrice h la première, au point x^a, et excepté certains points singuliers le contact ne sera que de l'ordre n — 1 , de sorte qu'on aura
(21) :!:^^)__^^}==à mie valeur finie,
en même temps que les équations
Fix,h) = f(x), pour a: = a, h = 0.
dF{x,h) _ djj^ d"-ip(a:,?t) _
da;"-i
D'après cela, en supposant que les fonctions
I *■ ■'' rfœ ' rffliî ' da;» '
Fix h) ^^^^'''^ d''Fix,h] d" F{x, h)
* ' " dx ' dx^ ' (te"
restent continues dans le voisinage do A = 0, x=^a, nous concluons que, pour h assez petit, et pour une valeur de x entre les limites x = a — h, x = a-\-h, les fonctions
^' dx ' d'j? ' dx^
ne deviennent pas infinies. De plus, on peut mettre la fonction
àV'iY — y) __ d^F{x,h) _ â'^fix) dx" dx'^ dx"
sous la forme
en faisant pour abréger
_ d" Fja, o) d" f{a)
D'après cela, pour x pris entre x^=a — h et x = a-*~h, h étant assez petit, la série de Taylor noua donne
où les quantités A, B, G,. . .H, N sont indépendantes de x et dont, do plus, la dernière
d'après (21), diffère de zéro. Quant à la fonction <!)(« -h i' {x — o)), pour les valeurs de x que nous considérons, elle devient infiniment petite en même temps que h.
Cette formule nous montre que pour x entre les limites x^=a — h et a; = ((-+- A, à l'ordre de grandeur k" inclusivement près, la valeur de T—y sera égale à celle du polynôme
A -I- B (x^a) -t- C(x — af-i- . . .~i-H(x—af '-^îXTTTi'^-
et par conséquent, d'après le§ 5, le minimum cherché n'aura lieu que dans le cas, où le polynôme précédent, avec ce même degré de précision, se réduit à
ce qui suppose qu'entre les limites a; =^ a — A, x = a-t-h la valeur de Y — y a cette forme
-^ N rjx-a-i-Vlx — af — h^x" jx^n —V(x-a)^ — h''\*~\ ,,,„
Y~'J = T:^-il[ ÎH — ) +( tH — ) J^^* .
OÙ Z est une quantité qui devient infiniment petite en même temps que h.
D'après cette valeur de Y — y, les abscisses des points d'intersection des deux courbes que nous considérons sont données par l'équation suivante:
Or, si l'on fait
cette équation devient
cos ( tt 9) H ^j^ - - = 0 ,
d'où, en supprimant le terme — '■' ■j^l-" -', nous tirons
cosfn<p)=0, ce qui donne
m étant un nombre entier quelconque.
La valeur de ç que nous trouvons ainsi, en supprimant le terme
tités de l'ordre Z, car l'équation cos {Kcp)=:0 n'a pas de racines égales. D'après cela nous concluons que, aux quantités de l'ordre Zh près, les valeurs cherchées de œ seront déterminées par cette formule :
et par conséquent,
Telle est l'expression générale qui doDiie, avec une exactitude allant jusqu'à h inclusivement, les abscisses des n points d'intersection des deux courbes dans le cas de minimum que nous traitons; l'expression trouvée conduit à cette construction très simple:
«Du milieu de l'intervalle x^a — h, x:=a-\-'h, pris sur l'axe des «abscisses, avec un rayon égal à la moitié de cet intervalle, on tracera un «cercle; on inscrira dans ce cercle un polygone régulier de 2n côtés, en le «disposant de manière à ce que deux de ses côtés soient perpendiculaires à «à l'axe de x\ les sommets de ce polygone, aux quantités del'ordre Ainclu- «sivemeut près, détermineront les abscisses des points, où les deux courbes «doivent se couper pour que la limite de leur déviation, dans l'intervalle «ar^ffl — ft, x^=a-i-h soit minimum.»
Si l'on veut que les deux courbes passent par les mêmes points aux limites de l'intervalle, où l'on cherche à les rapprocher autant que possible, la même construction (§ 9) aura lieu, avec la seule différence, qu'au lien du rayon h, il faudra prendre le rayon ■ ■ - - .
Tels sont les deux résultats, qu'on tire de nos formules relativement k la. disposition des points communs de deux courbes, dans le cas où l'on cherche à rendre minimum la limite de leur déviation dans un intervalle donné; ces points sont d'une grande importance dans plusieurs questions de la pratique.
Dans les §§ suivants nous montrerons l'usage des formules que nous venons d'exposer pour trouver les éléments des parallélogrammes qui vérifient les conditions les plus avantageuses pour la précision du jeu de ces
IRRATIONNELLES
(.Tournai de maf.hiimatiques pures et appliquées. I séviu, T. XVIII, 18&3, p. 87 — 111.)
Sur l'Intégration des différentielles irrationnelles.
Si la différentielle j^ ^^, composée d'une fraction rationnelle ^
■p^ =^j composée d'une fraction rationnelle 4^
0^ i/fla; ^0^
et d'une racine d'une fonction entière Ûx, s'intègre à l'aide des signes algébriques et logarithmiques, nous savons, d'après les recherches ingénieuses d'Abel et de M. Liouville, que l'intégrale fi^^^seprésentera sous la forme suivante:
tr-H^MogF''-H^'logF'-t-^"Iog ?'"-!- . . .,
où U, V, V', V",. . ., sont des fonctions rationnelles de x et y^ ûx; A'*, a', A'\ . . . , sont des quantités constantes.
Le terme algébrique U peut se déterminer facilement. On sait qu'il
est de la forme -^{Û x) "" , oà P et Q sont des fonctions entières que l'on trouvera à l'aide des procédés suivants *):
1°. On cherchera le plus grand commun diviseur entre les fonctions Ff^xôx Gt - d^" ' ce diviseur est le dénominateur Q du terme algébrique.
2". Si les degrés des fonctions
tient pas des facteurs d'un degré pliiâ élevé que
'} Nous supposons que la différentielle ^— —^ eat réduite de nianiùre que 6x
Qz ■ I [B,,-+'n^x-t-B^x'^'^ . . . -t-B^a-r-]
sont inférioiirs à — 1, le tcrnift algébrique est 0. Dans le cas contraire, en désignant par « le plus petit nombre supérieur au degré de ces fonctions, on trouvera le numérateur P d'après la formule
où B^, B^^ B^,. . ., B^ sont des coefficients constants, dont la valeur se <léterminera en cberchant à rendre le polynôme
/o*'— ^^ [7?, ^ 2 J5,a;-f- . . . -^nB^x'-']
divisible par -^ , et avec cette condition que le quotient ne soit pas d'un
degré plus élevé que -~^' , J) étant le plus grand commun diviseur entre les fonctions ûx et O'x.
Si ces conditions ne peuvent être remplies, on en conclura que l'intégration de -^ ^ à l'aide des signes algébriques et logarithmiques est impossible. Dans le cas contraire, on trouvera le terme algébrique, et si
l'on ôte sa différentielle de ^ ^, le reste doit devenir intégrable à
■'"^ Vdx l'aide des seuls termes logarithmiques. C'est de cette intégration que nous allons maintenant nous occuper.
Voici les questions dont nous donnerons les solutions dans ce Mémoire:
1". Déterminer le nombre de termes logarithmiques dans la valeur de l'intégrale donnée.
La solution de cette question, dans un cas particulier, donne la démonstration du théorème énoncé par M. Abel en ces termes:
«... le théorème suivant très-remarquable a lieu :
«Lorsqu'uve intégrale de la forme f^j où i^ et R sont des fonctions
entières de x, est exprimable par des logarithmes, on peut toujours l'exprimer de la manière suivante:
oit A est constant et p et q des fonctions entières de x.» (O'^uvres compl. tome I, page 65, éd. 1839).
2". Trouver les conditions analytiques qui déterminent chaque terme
On verra, en outre, d'après la solution de ces questions, quo les cas connus d'intégrabilité des différentielles binômes de la forme
a;* {a-^lx")'" dx,
sont les seuls où l'intégration de ces différentielles est possible par les signes algébriques et logarithmiques, s, s', s" étant rationnels.
Nous avons vu que les termes logarithmiques dans la valeur de l'intégrale f ^ ^— sont de la forme
A log r,
où V est une fonction rationnelle de x et ^Z Ox. Donc on faisant, pour abréger,
V~6x = A, et en désignant par
<PoW, 9i(A), %{^l 9s(A), ■■■,
des fonctions rationnelles de x et A, nous aurons l'équation suivante:
f^f = ^»log9o(A)-H^'log<p,(A}-Hnog9,(A)-H . . .,
lorsque la valeur de l'intégrale J^ x ^*^ contient plus de termes algébriques.
Si nous remplaçons dans cette équation A par aA, a^A, . . ., a™"' A, et si nous multiplions les résultats respectivement par 1, a, aV ■ -, «""', a étant racine primitive de l'équation
nous trouvons une série d'équations, dont la somme sera
«f ST = ^°MvM) ■ <P;(»i) • «'("'A) . . . «'"'(«— A)] H- A log [9, (4) . t! («A) . < (a' A) . . . Tî""' («""' A)]
et, par conséqueLt,
où PTo, Tfi, TTg,. . ., sont des fonctions de la forme
9(A)9"(aA)9"(tt3A) . . . 9-"~\a"-*A),
Afi, Aj, A^,. . ., des constantes.
C'est sous cette forme que nous allons examiner la valeur de l'îuté-
Nous commencerons par prouver que la valeur de l'intégrale [^ ~ étant réduite au minimum de termes, les coefficients A^, A^^ A^,. . ., ne peuvent vérifier l'équation
NaAa-i-N,A^~i-N^Aj-t- . . .=r=o,
dans laquelle Nq, N^, N^,. . . sont des nombres complexes de a. En effet, si cette équation a lieu, nous trouvons
et, eu substituant cette valeur de At^ dans l'expression de l'intégrale I^ T> nous la transformons dans celle-ci:
A, log W, Wo "° -t-A, log W^W, "'-*-...,
qui contient moins de termes que l'équation (1); et chacun de ces termes, comme nous allons le démontrer, peut se réduire aussi à la forme
^log[.>(A).4.''{aA).4."'(tt3A) . . . <l>-"'"'(a"-^A)],
où il" (A) est une fonction rationnelle de x et A. Pour réduire ainsi le terme
A,\ogW^W, "', noua mettons ^ sous la forme
oà n, n", n, «',..., sont des aombres entiers réels (ce qui est toujours possible). D'après cela, le ternu;
peut s'écrire ainsi:
^ls[W1.Wr°-W^-'\W;;""^'' . . .],
où la quantité mise sous le signe log se décompose en facteurs et diviseurs de la forme
et que l'on réduit à celle-ci;
9 (A) 9" (ai) ©'' (a^ i) . . . ,
en remplaçant 9 (A) par 9 (a' A).
La même forme subsiste également après la multiplication et la division de ces quantités.
Donc, à l'aide de l'équation
on peut diminuer le nombre de termes dans la valeur de l'intégi'ale f ^ -^ sans altérer leur forme principale, et, par conséquent, cette équation ne peut avoir lieu dès que la valeur de l'intégrale J"^ -^ est réduite au minimum de termes, ce que nous supposerons toujours dans nos recherches.
Soit x une valeur de x qui rende W^ égale à 0 ou 00, Il n'est pas difficile de s'assurer qu'on trouvera une puissance de x — x, dont le rapport à TF^ sera fini pour x := x', et que l'exposant de cette puissance sera en général un nombre complexe de a. En effet, la fonction TFo, comme nous l'avons vu, est égale au produit
<Po(A).%''(*'i)-9o*^(a'^) ■ ■ -.
où ipo est une fonction algébrique. Or, si l'ou développe les facteurs
?(.(A)> <Po(«A), 9i.(a'A), . ■ .
selon les puissances de x — x, et qu'on désigne par n", n', n\. . ., les exposants de a; — x dans les premiers termes, les nombres n", w', n", . . ., sont rationnels, et la somme
est l'exposant de x — x dans le premier terme du développement de TFo- D'où il suit que iV'o, étant égal au nombre complexe
le rapport %7- reste fini pour x^=x.
Soient N\, N'^,. . ., les nombres complexes qui jouent le même rôle par rapport à PF, , W^,. . . . En prenant
= ^olg(3; — a;'f °H-^jlg(2; — a:')* '-i-^lg(3; — a:'/''-+- . . ., et retranchant terme à terme de celle-ci,
nous trouvons
Le second membre de cette équation étant finie pour x^=x', nous concluons que cette valeur de x ne rend pas infinie l'intégrale
ce qui suppose que la limite de
(=" *'LïS5 x-.- — J.
pour X = x', est égale à zéro, et, par conséquent,
Cette équation nous prouve que les termes de la valeur de l'intégrale f ^ ~K ^^ peuvent devenir infinis que pour une valeur de x égale à l'une des racines de l'équation
Fx=0; car, d'après le § II, la somme
sera différente de zéro, taudis que lim j • ^^^'^ | ^'^ diffère de zéro que
dans le cas où Fx contient le facteur x — x, le facteur A ne pouvant contenir X — x qu'à un degré inférieur à 1 (§ I, note).
Cette équation nous prouve aussi que la limite de • X^^a ' P**"^ X = x', ne peut être infinie.
Supposons maintenant qu'on désigne par x, x", x"\ . . . , x"" toutes les racines de l'équation
Fx = 0,
et par K', K", K'",. . . . , K''> la valeur de
limp-yi
pour B = x\ x", x", . . . , a;*''.
L'équation que nous venons de trouver et celles qu'on obtient de ia même manière en examinant les cas où x^x", rc'", . . , , x''', pourront s'écrire ainsi :
où t+\ est le nombre de termes de la valeur de l'intégrale fv^ -^; N,!, NJ',...,N(}'K iVi', -iV,", . . . , iV^*", etc., sont les nombres complexes choisis de manière que les rapports
restent finis pour x = x, x", x"\ . . . ,a:"', et, par conséquent, pour toutes les valeurs finies de x; car, comme nous l'avons remarqué, les racines de l'équation
Fx = 0
sont les seules valeurs finies de x qui peuvent rendre les fonctions
W„ PT,, T^B, . . ., infinies ou 0.
En changeant, daus l'équation
Jjf = ^ologTFo^-^,lûgTFi-f- JjlogTFa-i- . . .,
X en —, et eu traitant le cas de ^!;= 0, nous trouvons de la même manière l'équation
(3) ^ViA, = K\
où K" est la limite de ^^ pour x=:oo, et ^^^ \x^, [t^,. . ., les degrés
des fonctions Wa, W., W„,. . .
fx Cette équation nous prouve, en outre, que la fonction -^^-^ ne peut
être d'un degré plus élevé que — 1; car, autrement,
serait infinie, ce qui ne peut avoir lieu d'après l'équation trouvée.
§ IV
Supposons maintenant qu'en désignant par M", M', M", . . ., les nombres complexes de a, on cherche à vérifier les équations de la forme
et que l'on ne trouve que X équations de cette forme qui ne soient pas identiques entre elles par rapport à K'^, K\ K", . . . , £'''.
D'après ces équations, on pourra évidemment exprimer X quantités de la série
Z", K', K", . . . IC
en fonctions linéaires des autres, et ces fonctions auront pour coefficients des nombres complexes de a. Supposons donc qu'on parvienne a trouver
Comme les quantités K", K', K'\. . ., 7l''* uc peuv(mt vérifier plus de X équatiOES différentes de la forme
les quantités
prises séparément de
ne pourront vérifier une équation de cette forme; car, autrement, cette
équation et les X équations (4), évidemment non identiques entre elles, donneraient A -t- 1 équations de la forme (5), ce qui est contraire à la supposition.
D'après cela, il est facile de s'assurer que le nombre de termes, dans la valeur de l'intégrale J^^, ne peut être au-dessous de ? — X-v 1; car, dans ce cas, le nombre des coefficients
serait aussi moindre que l — X -h 1 ; et alore les / — X -i- 1 équations dernières de la série (2), après l'élimination de ces coefficients, donneraient au moins une équation entre K'-^\ ^'^"^",. . ., X''' qui serait de la forme (5), ce qui est impossible.
Le même résultat aurait lieu si Tune de l — X -i- 1 dernières équations (2) était identique aux autres par rapport à toutes les quantités A^j, Al, A^,. ■ ■ Donc, au moyen de ces équations, il est possible de trouver l — X -I- 1 quantités de la série
en fonctions des autres et des quantités K^\ K'^"^",. . ., K'-^ ces fonctions seront linéaires et auront pour coefficients des nombres complexes de a. Supposons qu'on parvienne ainsi à trouver les quantités
Ai,, ^1, . - ., -4,-i+,,
et qu'on porte leurs valeurs dans l'équation
Après cette substitution 'la valeur de l'intégrale jT^y contiendra plusieurs termes avec les coefficieuts
Mais si l'on rassemble dans uu seul tenue tout ce qui contient le même coefficient, ou n'aura que l termes, dont la forme générale sera
^«log^ ou ^;logZ, et dans lesquels
«1 Pi A
z=wj^\w^'^'.wj^% . . .,
Pg, P,, Pj,. . ., $u, Q^, Q^,. . -, étant des nombres complexes de a. Or, d'après ce que nous avons montré au§ II, il est certain que, quelque compliquée que soit la forme de ces termes, ils pourront être réduits à une forme telle que celle-ci:
^^logir ou flogPF,
où n est un nombre entier réel, et W une fonction de la forme
<\>{A).<\>''iaA).'\>"io?A) . . . 41'""' (a^-^A).
Donc, après la substitution dont nous venons de parler, la forme principale des termes n'est pas altérée; mais les l — X-t- 1 coefficients
-^Ol -^u - - - ) -^i-l
sont remplacés par
où w„, Wi, n^,. . ., î?;_j^ sont des nombres entiers réels.
Dans la suite, nous supposerons toujours que cette transformation à été faite; et par conséquent, dans l'équation
nous prendrons
OÙ »o, «,, «i,;. . ., «,_j sont des nombres entiers réels.
Jusqu'à présent nous n'avons rien dit sur la forme dos fonctions
9o(A), fjA), . . ., qui entrent dans la composition de W,,, W, ,. . ., et qui sont rationnelles par rapport à a; et A; dans ce qui suit, nous les supposerons réduites à la forme la plus simple, c'est-à-dire
X, -I- X, A -^ X, Aî -I
oùX(i, Xp X^,. . ., X^_^, Tsont des fonctions entières de x. De plus, le dénominateur Y se détruit dans la valeur de
PF = 9(A).9"(aA).<(a^A) . . . 9"'""^(a"'-' A),
à cause de l'égalité
nous pouvons prendre Y^l.
Les équations (2), (3), (4) et (6), par i'élimiuation de
K\ K', K", . . ., K«>, nous donneut
ni_^A,_y = '^N«>A
où les nombres complexes désigaés par Jl// sont déterminés par les équations (4J, qui doimont K\K',K",...,K^^~'^ en fonction de }^^\K^^-*-'\...,JC'*; les nombres complexes désignés par N^'' sont inconnus et jouissent, comme nous l'avons vu, de cette propriété que le rapport
reste fini pour toutes les valeurs finies de a:; le nombre désigné par ^. détermine le degré de la fonction W^. Quant aux quantités «(,, «j,. . ., »;_^, ce sont des nombres entiers réels, également inconnus. Or, comme les coefficients
ne peuvent vérifier aucune équation de la forme
Nç,, N^, N^,. . ., étant des nombres complexes de a, les équations que nous venons de trouver doivent être identiques par rapport à Jo, A^, A^,. . ., ce qui suppose les égalités suivantes:
NP-> = 0, iV/'-+" — 0, ... , Nf'-^'-'^ = 0, A^/"^" = n,., jV.('+.+i) = 0, . . ., iV/=0 pour «^0,1,2,...,/ — X, et
p.. = 0, iV; == 0, Nf ^ 0, Nf" = 0, . . .
pour «>■ ï — ?..
D'après cela, en ayant égard au rapport qui existe entre la fonction Wf et les nombres [J.;, N^', N^'\ . . . , nous concluons:
1". Toutes les fonctions IF,_i+i, I^i-i+a, "FFi_w37- ■ • sont dudegréO, et aucune valeur de x ne peut les réduire à zéro ou à infini.
2". Pour * = 0, 1, 2,. . ., l — \, le degré de W^ est M°n^; et la fonction dont le rapport à W^ reste fini, tant que x n'est pas infini, se présente sous cette forme:
lix—x) \(x—x) ' .(x—x) ' ...{a; — X** '*) ' . (ff— a:'*^")J ' expressiou où il ne reste d'inconnu que le nombre entier et réel n..
Telles sont les propriétés des fonctions
Wo, W,, W^, W^,.. .,
qui entrent dans l'équation
f ^ 5 = ^0 log Wo -H A, log ÏT, M- ^3 log Tî'; H- . . . ,
quand cette équation se trouve transformée par la méthode que nods avons donnée au § IV. De plus, les équations (6) nous donnent l'égalité
i étant égal à 0, 1, 2,. . ., l — X.
VI
D'après ce, que nous venons de trouver par rapport aux fonctions
il n'est pas diflicile de s'assurer qu'elles se réduisent à des quantités cuustantes.
En effet, si la fonction W ne devient ni 0 ni oo pour x^a, l'exposant de ic — a dans le premier terme du développement de W, selon les puissances de a; — o, doit être zéro. Or, pour
pr=tp(A).o''(aA).<p°^(i^A). . .9='"'"\a'"-'A),
cet exposant (§ II) est égal à la somme
où n^, ii\ n", . . , «""~" sont des nombres réels rationnels, désignant le degré de a; — a dans les premiers termes du développement de
et a une ratine primitive de l'équation
Or cette somme ne peut se réduire à zéro, à moins qu'on n'ait
c'est-à-dire à moins que le développement de
ç (A), ?(aA), o(a*A), ..., cp (k""^' A)
ne contienne dans ses premiers termes la même puissance rie x — a; et alors nous trouvons que pour a: = «, g et ^ étant des nombres entiers, le
Donc, si la fonction W reste finie pour toutes les valeurs finies de x, la même chose doit avoir lieu pour la fraction —■»■.■!•
De la même manière on parvient à conclure que le degré de la fonction ''' "^ ' est 0 et, par conséquent, qu'elle reste finie pour a: = oo.
D'après cela, nous trouvons que le produit
reste fini pour toutes les valeurs de x.
Mais ce produit se réduit à ^—-^ — , où S est une fonction entière de X qui ne dépend pas de a; car
S=(p(A).(p(«A).tp{a*A). ..(p(«"-^A)
est une fonction symétrique des racines de l'équation
A*" = à une fonction entière,
et fp{A), comme nous avons vu, est une fonction entière de x et A. Quant à qj"' (a'' A), cette fonction sera évidemment de même forme que cp (A). {Voir § IV).
Donc, en faisant
(7) s:w = 4,(»fA),
nous trouvons que ^ (VA) est une fonction déterminée par l'équation
OÙ S, Xa, Zj, Zg.. . ,, X^__^ sont des fonctions entières de x, — qui reste finie pour toutes les valeurs de x. Or nous allons prouver que cela ne peut avoir lieu, à moins que tous les termes de la valeur de ^ («''A) ne soient constants.
En effet, d'après la valeur de <^ (a^i), pour i < m, nous trouvons
41 (a^ A) -+- «-* i[j (a*^' i) H- «-"■ (Jj {aP+^ A) -f- . . . -f- a-''"-'"9 (a'+"'-^ A)
= w Ç A*, et, par conséqueiit,
Le premier memlire de cette équation étant composé de la fonction i]/ reste fini pour toutes les valeurs de te; mais le second «*"'{-^) A"", tant qu'on ne le suppose pas constant, sera infini ou pour certaines valeurs de X ou bienpoura;^oo, selon que la fonction rationnelle »>'^{-é] ^"" se réduira à une fraction simple ou à une fonction entière.
Donc on ne pourra supposer aucun terme de la fonction i|/ (k^ A) variahle, et par conséquent, d'après (7), on aura
où G est une constante et S une fonction qui ne dépend pas de aP. Or, si l'on forme, d'après cette équation, les valeurs des fonctions
ç(A), 9 (a A), cp(a^A),..., 9 (a^-^),
et qu'on les porte dans la formule
Tf — (p (A) . tp° (a A) . (?"' {ofl A) . . . 9""~* («""' A), on trouve
Mais la somme
se réduit à 0; donc W a une valeur constante.
§ vn.
Ayant démontré que dans la valeur de l'intégrale j ^-| toutes les fonctions
ne peuvent être que des constantes, nous eu déduisons que les seuls termes variables sont
et comme, d'après (6), les coefficieuts de ces termes sont de la forme
où n^ est un nombre entier, nous concluons que leur nombre ne peut surpasser celui des termes de la série
K°, K\ K'\ . . . , ff <",
différents de zéro.
En remarquant que l est le nombre des racines de l'équation
et que
se réduit à, 0, si le degré de ^p—. est inférieur à — 1 , nous parvenons à établir les théorèmes suivants :
Théorèiue I. — Soient ~- une fraction rationnelle, 0 x un polynôme dont les fadeurs sont d'un degré moins élevé que m. Si la valeur de l'intégrale fp S" "^ contient que les termes logarithmiques, Vintégrale \^~i est égale à une somme de termes de la forme suivante:
A log [tp (Vûx) . tp" (a yox) . tp"' (a^ Vox) . . . 9"""' (a"-' V ''>a;) J'
où 9 (v'êî) (^st une fonction entière de x et ^ôS, « ^si une racine primitive de Véqmtion
d le nombre de ces termes, suffisants pour dmner la valeur de Vintégrale r~^-§^, ne surpassera pas le degré de Fx, la fonction -^ — étant d^un
degré moindre que — 1; doâis le cas contraire, le nombre de ces termes ne
surpassera le degré de Fx que d^une unité.
Dans le cas où Fx= 1, le théorème précédent se réduit à celui-ci: Tbéorènie U. — Les fonctions fx, 6 X àant entières, si 0 x ne contient
que des fadeurs de degrés inférieurs à m, Vintégrale \ ~ dx s'exprimant d'ailleurs par les seuls termes logarithmiques, sera réductible à la formule
A log [tp {Yox) . ip' (a Vox) . <f (a^ Vox) . . . 9''""'(a"~^ Vox)} ■
où 9 {'pèx) esi une fonction entière de x et y'éî, et a est une racine primitive de l'équation
ic" — 1 = 0.
Dans le cas de »i^2, nous obtenons le théorème d'Abel, cité dans le § I.
Tbéorème III. L'intégrale f ^ dx n'est pas réductible aux fonctions
algébrique et logarithmique, si Ox rCapas de facteur multiple d'un degré flus élevé que m — 1 , et si la fonction fx est d'un degré moins élevé que
En effet, si l'on suppose que f^ dx soit réductible aux fonctions
algébrique et logarithmique, d'après le § 1, on parvient à conclure que sa valeur n'a point de terme algébrique. La même chose a lieu par rapport aux termes logarithmiques; car la différentielle ^^ dx n'a pour dénominateur que y'ôi, et le degré de ^ est moins élevé que — 1 : mais dans ce cas, d'après le théorème I, le nombre de termes logarithmiques suffisant pour
donner la valeur de \ i~ dx est 0. Donc, si l'on suppose que l'intégrale
■' Vbx
1 - — dx est réductible aux fonctions algébrique et logarithmique, on sera
■' Vëx
forcé de conclure que sa valeur est une constante.
Dans le cas de m ^ 2, cela se réduit au théorème donné par M. Lionville.
§vm.
A l'aide des théorèmes que nous venons de donner, on peut résoudre eutièremeut la question de l'intégration en termes algébriques et logarithmiques des différentielles binômes
x' {a-t-bx"}*" dx,
où s, s', s" sont des nombres rationnels.
L'iiitégraic de ces différentidles se réduit facilement à la forme
\ x^-' {1 -I- xY dx,
où p, q, m, m' sout des nombres entiers et 3 > 0, et l'on trouve, par lea méthodes connues, la valeur de cette intégrale, si l'une des deux quantités |- ^-t-^ est un nombre entier. Dans le cas contraire, cette intégrale se réduit à la forme
où C/fl est une fonction algébrique, p est le plus petit nombre positif congru à^ selon le module g, et m" le plus petit nombre congru à — m selon le module m, ce qui suppose
Pour trouver le terme algébrique dans la valeur de l'intégrale f ^ dx,
d'après le § I, on cherche le plus grand commun diviseur entre lea fonctions {l-f-x''f" et '''^X^'" ■ Ce diviseur étant {l-t-x''f'~\ on conclut que le terme algébrique doit avoir pour dénominateur la fonction
(l-HiC*)™""'.
Mais, en examinant les fonctions
aP'-l(l-,-a;g)''"--^ (1 -I- x9f"-^
où, comme nous avons vu, p < 3, m" < m, p' > 0, on trouve que leur degré est au-dessous de — 1; ce qui, d'après le § I, prouve qu'il n'y a pas de terme algébrique dans la valeur de l'intégrale f ^, dx.
, C je''"'
1 intégrale ^, t
Donc il ne reste plus qu'à cliercher l'expression de sa valeur à l'aide des seuls termes logarithmiques. Mais une telle expression, d'après le § UI,
n'est possible que dans le cas où le degré de ^, ne se trouve pas
(1-1- itï)"" au-dessus de — 1, et, en vertu du dernier théorème que nous venons de démontrer, ce degré ne doit pas être au dessous de — 1. Par conséquent,
7 dx, à l'aide des termes algébriques et loga- (i-t-afl)""
rithmiques n est pas possible, à moins que la fonction ■ ^. ne soit
précisément du degré — 1 ; ce qui (mtraine cette équation entre les exposants y, g, — :
Mais en passant aux nombres p et m', dont le premier est congru kp' selon le module q et le second à — m" selon le module m, nous trouvons que l'équation précédente suppose que - -i- — est un nombre entier. Donc, outre ce cas et celui où p est divisible par q, l'intégrale
ja^-' {l-i-x''fdx
représente une transcendante particulière ; c'est ce qu'il s'agissait de démontrer pour être sur que les méthodes ordinaires de l'intégration des différentielles binômes avec les exposants rationnels, comprennent tous les cas où cette intégration est possible en termes algébriques et logarithmiques.
IX
D'après ce que nous avons trouvé dans les §§ IV, V et VI, on conclut qu'en général le nombre de termes logarithmiques qui suffit pour donner la valeur de l'intégrale f^-^ est ï — X-t- 1, où l indique le degré
r fx dx J ~Fx A
de F x,&i\ le nombre des équations (4). De plus, nous avons vu que l'intégrale J^-^ peut être réduite de manière que, dans l'équation
Jft? = 4.1ogin-*-AlogTF,H-^,logTF,-H...,
tous les termes soient de la forme
où n^ est un nombre entier non c
est du degré M^. n^, et, pour toutes les valeurs finies de x, reste en rapport fini avec la fonction
r M/ Ml" Mi'" Mp—^'> "1»(
\_{x^x) .{x—x") (x—x") ...(a;— a^-") . (a;— iB<*-^")J ■
Quant aux nombres ilf^, M^, il//', ilf/", ..., iIf/^~''', ils sont connus d'après les équations (4).
Il n'est pas difficile de s'assurer que, d'après cela, chaque terme de la valeur de l'intégrale f^^-x ''''^^ complètement déterminé, c'est-à-dire que si l'on trouve les nombres
et les fonctions
qui puissent remplir les conditions mentionnées, la somme
-^ log TFo -t — ^— 'og 1^1 H — ^ — log Jr^ -I- . . . -+- ^— : log Ir ,_^
sera la valeur de l'intégrale f^-x» lorsque celle-ci peut être exprimée à l'aide des termes logarithmiques.
En effet, si cette somme n'est pas la valeur de l'intégrale J^-^, s que
Bo log W\ B, log W, B^ log W", ..., B. log TF''»
soient les termes qu'il faut ajouter à celle-là pour la rendre égale ^ [ ^ x* On aura
C fxdx_ J Fx à
^log PTo-i--^ log fFi-^--^ log TTj H- ..,-+- ^^^ log W[_^ -H l?o log F^H- 5^ log PT' -+- B^ log T'F" H- . . , -i- B, log W-'K
Pour cette valeur de l'intégrale J-^-^ les équations (2) et (3) donnent
où v^., P/, P^", P^"' ... , pf^ sont les nombres complexes de a qui jouent le même rôle par rapport à la fonction W-*' que les nombres [a^, A',', ^j", ^,-"', ... , A',.''' par rapport à la fonction W^.
Mais pour les valeurs trouvées de [j,^, JV/, J/'/', ^/", ... , JV/^' (§ V), on a, comme il n'est pas difficile de s'en assurer, les égalités suivantes ;
Par conséquent, les équations précédentes donnent
qui doivent être identiques par rapport à 5^, i?^, iîj, ... , B^, lorsque la Bo log W-t-B, log PF' -4- B, log W"-i- . . . -t- B, log TF"'
est réduite au plus petit nombre de termes (§ II). Donc on aura
v. = 0, P/=0, P/'=0,..., ^,.'"=0, ce qui, d'après le § VI, nous fait conclure que chacun des termes
B, log TFo, -Si log W^, B, log TF,, . . . , B^ log W^ ne peut être que coustant.
iO,
SÏÏR
OBI COHTKMfflT
UNE RACINE CARRÉE D'UN POLYNOME DU TROISIEME 00 DO QOATRIÉHE DEGRÉ
(Mémoires de l'Acadéinie Impériale des Kcienocs de St.-Pétersliourg. Sixii^mc Sciences matiiématic[ues et physiques. Tome VI, 1857, p. ii03— 232.)
(Lu le sa janvier 185i.)
Sup l'intégration des différentielles qui contiennent une racine carrée d'un polynôme du troisième ou du quatrième degré.
Dans le Mémoire Siir l'intégration des différentielles irrationnelles, publié en 1853 dans le Journal de Mathématiques pures et appliquées àe M. Liouyille, nous avons donué une méthode pour trouver la partie algébrique de l'intégrale f ^ -^, eu la supposant exprimable sous forme
finie, et déterminer séparément tous les termes logarithmiques à l'aide de certaines conditions qu'ils doivent vérifier. A présent, nous allons montrer comment on peut trouver, d'après ces conditions, les termes logarithmiques dans le cas le plus simple et le plus intéressant, savoir, celui où la différentielle contient une racine carrée d'un polynôme du troisième ou du quatrième degré. Faute de méthode générale, on ne connaît que des cas très particuliers, où une pareille différentielle s'intègre sous forme finie; dans plusieurs autres cas, pour lesquels cette intégration a aussi lieu, on n'y parvient qu'en essayant différentes transformations, et le plus souvent on renonce à l'idée de chercher l'intégrale après avoir fait beaucoup de tentatives sans succès. Or, d'après nos recherches citées plus haut, les méthodes particulières et les essais de différentes transformations qu'on emploie dans cette intégration, seront remplacés par une méthode générale et directe dès qu'on sera parvenu à définir les termes logarithmiques dans la valeur de f à^ -;-—.■--■:-— ''...=: d'après les conditions que nous avons trouvées pour leur détermination. C'est ce que nous allons faire ici, en donnant la méthode, d'après laquelle la recherche de ces termes se réduit toujours à cette question résolue par Abel:
«Trouver toutes les différentielles de la forme ^, où p et J? sont des
«fonctions entières de 3;, dont les intégrales puissent s'exprimer paruiiefor- «mule de la forme log ^-^r^- {Oeuvres compl. T. I, pag. 33, éd. 1839).
Cette intégration sera donc due à Abel aussi bien par le principe fondamental, d'où nous sommes partis dans nos reclierches sur l'intégration des différentielles irrationnelles, que par la méthode de résoudre la question citée, à laquelle se réduit finalement la détermination des termes logarithmiques dans la valeur de [ ^ — ''^ =^ . Ainsi, nos reclierches,
comme noua nous plaisons à le croire, rempliront, sous un certain rapport, une lacune qui restait entre les Mémoires de ce grand Géomètre, où il donne la forme générale des intégrales des différentielles algébriques, en tant qu'elles sont possibles sous forme finie, et ceux où il cherche leur valeur, en faisant une hypothèse particulière.
La réduction de nos équations, dont nous venons de parler, est indispensable aussi pour simplifier l'intégration des différentielles plus compliquées. Quant aux différentielles qui ne contiennent sous le signe du radical carré qu'une fonction du premier ou du second degré, cette réduction conduit immédiatement à trouver la partie logarithmique de leurs intégrales. Outre cela, cette réduction est remarquable par différents résultats relatifs à la nature des intégrales qu'on peut en tirer, et cela nous fournit un rapprochement très intéressant de la construction des valeurs irrationnelles avec la règle et le compas et l'intégration des différentielles sous forme finie. Ainsi on verra que, la somme des nombres n^, n, «",.-.. étant impaire, l'intégrale
où nous avons fait pour abréger A (a;) = V ai* -i- ^x^ -t- -^x^ -v-hx-t-\ ne peut être exprimée sous forme finie, si d'après les quantités
et à l'aide de la règle et du compas, ou ne peut construire aucune des racines de l'équation
a^ -I- pa^ -H Y^;^ -H Sa; -H X = 0.
Par exemple, on reconnaît que les intégrales
i ya^-^2a^_8a;-+-9 '^^' J
y il* -I- 2!c2 .
etc., etc.,
=^ dx,
sont impossibles sous forme finie, parce qu'à l'aide de la règle et du compas on ne peut pas iuscrire dans le cercle un polygone régulier de 7 côtés, ce qui est nécessaire pour la construction des raciues de l'équatioii x^-^ix^ — 8iC -1-9 = 0.
II y a d'autres questions de l'Aualyse transcendante, où la même méthode de réduction peut être ayantageiiseraent employée, savoir, quand on cherche à exprimer la somme des intégrales
] <i,ix-t-^,y^x] n.x-t-^.Vdx
par une somme d'un nombre déterminé d'intégrales semblables, en y ajoutant une certaine fonction algébrique et logarithmique.
Enfin, cette même méthode, appliquée aux nombres, nous donne un procédé à l'aide duquel on trouvera la représentation d'un nombre donné par la forme s^ — ny^, toutes les fois que ce nombre peut être mis sous cette forme et qu'on connaît la valeur de x. pour laquelle la forme s? — n est divisible par ce nombre. Dans le cas de « = — 1 , cela se réduit à la méthode ingénieuse que M. Hermite a employée pour démontrer que tous les nombres premiers de la forme 4ft -h 1 sont toujours décomposables en une somme de deux carrés, et pour effectuer en même temps cette décoraposition.
Si dans les formules de notre Mémoire, cité plus haut, on fait
m = 2, ^ = -V Ox = V Ox,
on trouve que l'équation
ic"* — 1 = 0,
dont l'une des racines primitives nous a servi pour composer des nombres complexes, se réduit à a^ — 1 ^ 0, et comme la racine primitive de cette équation est égale à — 1, les nombres complexes que nous avons d par
M/, Ml, M/',
deviennent réels et rationnels. De plus, la forme générale des termes 1 rithmiques
A log [9(A).ç"(aA).9"'(a^A). . .9"""' («"-'A)],
à cause de m = 2, A ^ V l'ya;, devient
^log [<f{V0x).<f-^ {-Vax)] = Al«g jje^|,
et comme 9 est une fonction entière, on aura
^(yûx)=x^i-i-xyâx, 9 (—yûx)=Xo-~xyûx,
où Xf,, X sont des fonctions entières.
Donc, les termes logarithmiques, dans la valeur de l'intégrale J s'écriront ainsi:
Fa; dx
En cherchant à déterminer ces termes, nous avons trouvé que le coefficient A sera égal à une valeur connue, divisée par un nombre entier inconnu.
sera exprimé par le produit n^.M^, où M^ est une valeur connue. De plus, cette fonction, pour toutes les valeurs finies de a:, sera en rapport fini avec la puissance n^^ de la fonction
dans le cas que nous examinons, sont réels et rationnels. En passant à la détermination des inconnus Kj, X^, X, nous remarquons que n^ doit être susceptible de réduire les produits
«,.M(^ n.Mf, ïifM", tifMf", n.Ml^^'^
à des nombres entiers: car le produit «^ ilf/ désigne le degré de °^y ,-, qui ne peut être fractionnaire, X,,, X étant des fonctions entières; ia même chose a lieu relativement aux produits
w,.3//, n^M", n^Mf" . . .n^M^~'^\
qui sont égaux aux exposants de x — x\ x — x", x — x", . . .x — iï;'^"^' dans les premiers termes du développement de y'^^-y-^ suivant les puissances croissantes de x — x', x — x", x — x'" . . .x- — ic'^"^'. Donc, n,. doit être divisible par le plus petit dénominateur, auquel les quantités
_M.", Mf, M^'. ..If/^''
peuvent être réduites, et par conséquent, si l'on désigue ce dénominateur par <T, et le quotient n^ : a par -i- p ou — p, on aura
où nous prendrons celui des deux signes qui appartient à la valeur de M^". D'après cela, n^M^, le degré de ^^y ,^, sera exprimé par -^gM^i}, où dz o- M^ se réduira à un nombre entier et positif. En dénotant ce nombre par TC, et désignant, d'après la notation d'Abel, le degré de ^"^-^^^^ par S x^xyf)x'> ^'^^^ aurons, relativement à p, cette équation
1 rapport fini avec la fonction ^-zLx /^'< ^° '^'ertu de n^ ^ ± ps, elle se
Quant à la fonction qui, pour toutes les valeurs finies de 3;, reste dans ■appor réduit à
et comme les produits o-Jf/, ^M" (7 3//*~^*, d'après la propriété du
nombre c, se réduisent à des nombres entiers, la fonction
lix-d)"' .(x-x'f" .(x-x"f'" . . .(i-x*-')"'""". (a^-x»*")]-'
sera rationnelle. Donc, si nous faisons, pour abréger,
\(x-xf' . (x-x''f'' . (x-J'f" . . . (ï-x»->)*'"" . (^xO^%~\l i ;
OÙ tt, V sont des fonctions entières, et que nous convenons de désigner par la lettre T toutes les fonctions qui restent finies, tant que x n'est pas infini, la propriété de la fonction x^x-^^x ^^ <ï"^stion sera exprimée par cette équation
2o — xve*" U/ ' C'est d'après cette équation, combinée avec la suivante:
que nous devons chercher le nombre p et les fonctions Zp et X
Ces équations seront le plus souvent très compliquées à cause du degré
élevé des fonctious u et v, et de la valeur considérable de ■n. Or, uous allons montrer qu'on peut les réduire à la forme, où le degré de uv, plus le nombre tc, sera au-dessous du degré de Vùx.
Il n'est pas difficile de s'assurer, que û^, 6^ étant deux fonctious entières dont le produit est égal à Ox^ et ^ et g des fonctions entières quel-
en choisissant convenablement les fonctions entières P^ et Q^,. En eftet, le quotient
Xq -I- X y' Ox , /p y' Si -♦- g V Qa^e
(Xo — xyeic) (i.y ei-(-gyej)p~(X'o — -ïvex) (jiei-i-gy oa;)p'
expression qu'on peut mettre sous la forme -p~QY^i eu dénotant par P,, la partie rationnelle du produit {X^-^-X. Vûx) {pO^ — q VOxf, et par Qo Vôx celle qui a pour facteur Vax.
Mais, si l'on substitue dans les équations
,,. X)-i-zye« m/"\p î Xç,-i-xvf)x
^^ P^«^"^* (pyel-gyt)' Po-qI^^ * '^ P'**^^ "^^ il-xlt^ ^"^^ ^^ déduisent à celles-ci
et si les fonctions ^ et g sont choisies de manière à ce qu'elles vérifient les
équations
pV^i-t-qVh ii 1^ . ? jj y 6i -*- g y flg
pye, — gyôj i> *m" "^ p-^\ — qVb^ "
les équations qui déterminent les nouvelles inconnues P,, et Q,, deviennent
Ces équations seront plus on moins simples selon les valeurs de p et de2,qii'on emploiera dans la réduction dont nous venons de parler. Or, nous allons montrer que dans les équations réduites (2) la somme dn degré de u'v et de la valeur numérique de ;: — tc^ sera au-dessous du degré de V^a;, si l'on prend pouri? et q des fonctions qu'on trouve de la manière suivante:
1) On cherche une fonction entière S, pour laquelle les fractions 1 2^ ! 2 Qg deviennent pas innnies, tant que x reste nm.
2) On développe i en fraction continue, et parmi les fractions réduites on trouve une fraction dont le dénominateur est d'un degré moins élevé que "l/" '.^ ; mais qui est suivie d'une fraction dont le dénominateur est d'un degré plus élevé que "l/"" ' .'j^ ■ .
3) En dénotant cette fraction par -^, on prend
(3) 2 = -^, p~SN—Muv.
En effet, d'après les équations (3) et la propriété de !a fonction S, on voit que les expressions
jiyfli-4-gyO; pY ^i — qV Oj
restent finies pour toutes les valeurs finies de x. Donc, si l'on dénote par
les valeurs de x qui rendent ces expressions égales à zéro, et par
f, fj, fi, 1 9, .9,, ?2. !
les exposants de
X — a, X — ffj, X — aj, ,
rc — p, rc — (3j, x — %,
dans leurs développements suivant les puissances croissantes de ces différences, on aura
^}l?L^l2l^ = Tja:-a/(^-ayi(^-«/^ ;
Pl^J^Zll^=,T,ix-^fix~--^;f^ix-^,f^ ;
où r, , Tj désignent des fonctions qui restent finies pour toutes les valeurs finies de x.
Mais corame les ex^o&&ntsd(ix—a.,x—ai,x—a2,....,x—^,x—^,,x—^^,.... dans les développements de ^^ ''*"^ — -,, ~ — î-^^ — -^ ne peuvent contenir d'autres fractions que -j , ces équations se réduiront à cette forme
où «', v, w, w\ sont des fonctions entières, dont les deux dernières ne contiennent que des facteurs simples. Par la multiplication de ces équations nous trouvons
p*ei — g'et ^ rp rp
Cette équation prouve évidemment, que T^T^ est une constante; car, d'après la propriété des fonctions T,, 1\, leur produit ne devient ni zéro ni infini pour x fini, tandis que cette équation montre que le carré de Tj T^ est une traction rationnelle F--~l ' ; qui ne peut rester finie pour toutes les valeurs finies de x, à moins qu'elle ne se réduise à une constante. Donc
y, T^ = (', et par conséquent l'équation précédente devient
Or cette égalité suppose que w w est un carré parfait, et comme les fonctions w, w n'ont que des facteurs simples, cela ne peut avoir lieu à moins qu'on n'ait
D'après cela, en divisant les équations (4) l'une par l'autre, on trouve
en mettant, pour abréger, 2' à la place de ^.
Il nous reste maintenant à prouver que si l'on fait
5 j) y e, -»- g y e, '^'^^^yôprfyy;.
la somme de S (uv) et de la valeur numérique de tc — iCj sera au-dessous de S Yûx. Or, selon que tc — tc, est positif ou négatif, cette somme sera égale à 8 (u y') -h it — TCj ou à S {«' v) — ii -i- tîj . Nous allons montrer que ces deux quantités sont effectivement plus petites que BVfJx, tant que ^ et g sont déterminés comme nous l'avons dit.
Pour s'en assurer, nous remarquons qu'après la substitution de
''' pYbi — qVUt '
^ ' pV if-i-qy % ' ■• ' pV Oi—qV dj
Mais, d'après l'équation (5), nous trouvons
Donc, les quantités précédentes sont égales ou inférieures à celles-ci
Mais la première de ces quantités, par la substitution des valeurs de ^ et g d'après (3), devient
quantité qui est au-dessous de 5 yOx, tant que j^ , dans la série des fractions
réduites do '- , est suivie par une fraction dont le dénominateur est
d'un degré plus élevé que T/^.p'.'-— . Quant h la seconde quantité, nous remarquons qu'elle peut être mise sous cette forme
et par conséquent, qu'elle ne surpasse pas au moins l'une de ces deux valeurs
L '' "f J \_ yuv J
28«;^'a;-î = 8y»-25.J-l/"-îV^,
V UV q y T ta
Mais comme nous venons de trouver que 2S^ — L-i — ?x^ est plus petit que ^Vûx, et que nous avons pris q = N, d'un degré moins élevé que , il s'en suit que ces deux quantités sont au-dessous de 5 Vûx.
Yt)x
Ainsi l'on parvient à s'assurer que les valeurs de p et q, déterminées d'après la méthode énoncée, sont effectivement susceptibles de réduire par la substitution
les équations
à ces autres
-XVOx~
= Trp,
T " V. s -^0 -*- Vu '"^ /„ ~ 1 ^■
où la somme du degré de u'v, plus la valeur numérique de -ir — Hj, est audessous du degré de Vax.
Nous montrerons maintenant que cette réduction sera toujours possible, tant que les équations primitives elles mêmes ne remplissent par la condition
5 (mp) -t-Tz <i^y âx.
n est facile de remarquer que la détermination de p et g, dont nous venons
de parler, ne suppose que l'existence de deux fractions réduites de — — — ^ telles que l'une ait pour dénominateur une fonction d'un degré moins élevé que l/— yg—-) taudis que la suivante a le dénominatt^ur d'un degré plus élevé que ]/^^.
Or nous verrons, que cela aura toujours lieu, tant que la condition B (uv) -t- iT < S Vûx n'est pas remplie et que l'on décompose convenablement
la fonction Ox en deux facteurs (^i.i'-'j; savoir: de manière que V""-,/!'^soit d'un degré fractionnaire. En effet, dans ces suppositions, le degré de y^Yiix ' ^^^ au-dessus de zéro et, par conséquent, si l'on commence la
série des fractions réduites de -- - — i par y, oîi le dénominateur est du
degré zéro, on est sûr de trouver parmi elles au moins une fraction dont le dénominateur soit d'un degré moins élevé que l/""yL'" ■
Mais alors dans la série infinie des fractions réduites de - y^f- on trouvera nécessairement deux fractions consécutives telles que l'une a pour dénominateur une fonction d'un degré moins élevé que l/— ^'^^ -, tandis que le dénominateur de l'autre est d'un degré plus élevé que y"^yl^ 'i si
toutefois aucune des fractious réduites de —~ — -' n'a son dénominateur du même degré que l/"" ''^ . Or cela n'aura pas lieu, tant que cette fonction est d'un degré fractionnaire; car, pour 6x de degré pair, toutes les fractions
réduitcs de — i = ne contiennent que les puissances entières
de X, et pour ûx de degré impair, le degré de l/'"''^'''^-- a la forme ft ± -r-,
'-Vf
tandis que les degrés fractionnaires de x dans la fonction ■■ ■ „ --' sont de la forme 'c-^-y-
Nous remarquerons encore que dans la série des fractions réduites de
- — — — - = ■ -— on ne rencontrera des puissances fractionnaires de x qu'après la fraction -s^, qui sert pour trouver les fonctions p et q. En effet, les puissances fractionnaires de x ne peuvent y entrer que dans le cas oii Ox est de degré impair. Mais alors toutes les fonctions de la forme £-^yvbx sont évidemment du degré 0 et, par conséquent, u ^ 0. Or, t: étant égal à zéro, d'après ce que nous venons de dire sur la détermination de p et de q, le
dénominateur N sera d'un degré moins élevé que "l/^-*, et avec un tel dénominateur la fraction réduite ne donne, en général, la fonction, d'où elle résulte par le développement en fraction continue, qu'avec une exactitude jusqu'aux quantités de l'ordre plus élevé que = ~ — =^ — y-^.
Mais la partie irrationnelle de ~ — ■' est justement de cet ordre.
Donc, dans ce cas, cette partie n'a aucune influence sur la fraction -jj,
de manière qu'on peut la supprimer dans la formule —^^ — i, et chercher -î^ par le développement seulement de — en fraction continue.
Nous allons montrer maiutfmant le parti que l'on peut tirer de la rédiictiOD, qui vient d'être exposée, pour la résolution des équations
dans le cas, où Ûx est du 3""° ou du 4"° degré. Après avoir trouvé les fonctions p et g, comme nous l'avons dit, et si l'on fait
Xo-t~XV6x /p V9i -+- g V6a\P F^ -t- Qg Vfte
Xft — XVGx [pySi — qVeJ Po— CoVÛa;'
on parvient à ces équations
Pour trouver la fonction -,, on divisera ^î^fVj — q^O^ par iw. D'après la méthode qui nous a servi pour trouver les fonctions p et q, il est clair que le quotient de cette division sera d'un degré moins élevé que Vûx, et par conséquent, dans le cas de ûx du 3""° ou du 4™ degré, ce quotient sera, en général, représenté pai' ax~t-b. Mais, d'après les équations (5), (6), ce quotient, à un facteur constant près, est égal à u'v'w. Donc, l'une des trois fonctions
sera égale à ax-t- h, et les autres se réduiront à des constantes, et par conséquent, l'on sera conduit à l'un de ces trois cas
^ = ^^-^17^, ~, = ax-t-b, ^^ à une constante.
Mais en faisant x^ — -- dans les équations (4),oùd'après(6)w'=:w, on voit que le premier cas aura lieu, si cette valeur de x rend
le second, si l'on a
enfin le troisième, si, pour x^ , on trouve eu même temps
j> VSt -♦- g Ve, __ ç. pV^i — q V\ __ q
Donc, si nous convenons de désigner par s une valeur qui se réduit h,
-1-1, —1, 0, eelon que, pour x^ — —, on trouve
pj%^-qy%
pySi — gj%___
ou, en même temps,
pVOi-i-q va^
la valeur de -, sera donnée par cette équation
» {aa:-^br
D'après cela, les équations qui déterminent Pc,, Q^ et p deviennent
Dans le cas, où a ne se réduit pas à zéro, on peut mettre ces équations sous une forme plus simple, en introduisant à la place de x une nouvelle variable s d'après l'équation
En effet, si l'on traite la valeur de j ^ p° y^ comme fonction de cette nouvelle variable, on parvient facilement à reconnaître, que, d'après les équations précédentes, la fonction j-^^^yj en s, sera déterminée par ces propriétés:
1) Elle reste finie, tant que s est fini et diffère de 0; car ces valeurs de z correspondent à celles de x diflFérentes de — — et finies.
2) Pour 2 ~ 0, la limite du rapport p^Tç'yfx '• ^''"'^^^^ ''^^^^ ^^"^ ' ^^ ce rapport n'est lui même que la limite de la valeur de p^^g^gj,:^''""''^ pour ic = oo.
3) Pour 0 = oo, le rapport j
Po-Qo'^"^"
est égal à — , quand on fait x^ — — .
Donc, en faisant aa: -h 6 = -^ , on peut remplacer les équations (7) par
Mais il n'est pas difficile de s'assurer que, a étant différent de zéro, on aura
En effet, comme tt, =^ 5^,,,'."^^„„-. on peut mettre les différences n — ic, , TC, — Tc sous ces formes
pVli — qVdx Vuv
Donc, si le coefficient a dans la valeur de égal à zéro, les différences
■n — TUj,
sont respectivement égales à
,,,_VVjj^
Mais, d'après le g 3, on a
et comme Ûx n'est que du A'^" ou du 3°* degré, cela prouve que les différences Tt — 7T,, Uj — t: sont au-dessous de 1, ce qui ne peut être à moins qu'on n'ait ti = tc,. D'après cela, les équations qui déterminent P^ et Q^, en fonctions de s, deviennent
formules que nous mettrons sous la forme
pour délivrer la fonction radicale des puissances négatives de s.
Or, la première de ces équations ne diffère que par la forme de celle, qu'Abel a traitée dans son Mémoire «Sur Vintcgration de la formule différentielle pl^.Metç étant des fondions entières^, et d'après les recherches ingénieuses de ce grand Gréomètre nous savons que cette équation est impossible, sauf le cas de P(,= 0, ou Qa= 0, si la fraction continue résultante de ■i/a*â (^^^] n'est pas périodique, et dans le cas contraire, si l'on a
on vérifiera cette équation en prenant
Quant à l'équation
on la vérifiera, en choisissant convenablement ç, savoir en prenant
Donc, si l'on fait, pour abréger.
la valeur cherchée de f°^Q°^^, en fonction de «, sera
et d'après l'équatiou ax-i-b=—, nous auroos, en fonction de x,
Quant au nombre p, on le trouvera d'après l'équation
Cette valeur de p nous montre que la solution des équations (8), que nous venons de trouver, ne peut être employée que dans le cas, où e ne se réduit pas à zéro; car, pour £=0, cette valeur de p devient infinie, tandis que p désigne chez nous un nombre fini. Mais dans ce cas on vérifiera, évidemment, nos équations par une valeur finie de ç, en prenant une des solutions de l'équation
que nous avons exclues, savoir: Q^^O ou Po^= 0, ce qui donne
Hosted by VjOOQIC
Dans ces solutions, pour e = 0, le nombre p reste arbitraire, et l'on pourra prendre p = l. Remarquons que ces solutions qu'on pouvait aussi tirer de la formule (9), en prenant 9(2) égale à 0 ou 00, ne pourront être employées, à leur tour, que dans le cas de e = 0, car, autrement, p serait égal à 0, tandis que ce nombre doit être différent de zéro.
Ainsi l'on trouve la fonction p^n°y^ s* ^^ nombre p, si le quotient de la division de p'^0^ — fO^ par uv se réduit à aa; -+- fc, et que a ne soit pas égal à zéro. Mais s'il arrive que a = 0, les fonctions m', v , d'après ce que nous venons de dire relativement à leur détermination, se réduisent à des constantes, et par conséquent, les équations qui déterminent Pp, Çq et p deviennent
Or, comme ces équations sont de même nature que les équations (8),
et queseulementici/*(,,Ço)'^^^^''^— ■^i remplacent T\z^, Q^, l/^*''^{^^~)' e, nous concluons, d'après les formules précédentes, que la solution de ces équations sera donnée par ces formules
J'o ■*■ Ç„ ypa: __ iPo (3:) + VOx _ 1 g <?„ (x) ■+■ VOx
Po — Ç(^ Vll^ ~ 9u (*) - l'*'^ ' ^ - ti 9g m - ^''W! '
OÙ l'on prendra pour %{x) zéro ou l'infini, si
et dans le cas contraire, on développera VOx en fraction continue
et l'on prendra
Nous remarquerons encore que si les équations primitives
remplissent elles mêmes la condition
S (uv) -f- re < yâx,
on trouvera leur solution au moyen des formules que nous venons do donner pour résoudre les équations réduites
Dans ce cas, on prendra tc au lieu de t: ^ tUj , et l'on trouvera a, b, s, en égalant
D'après ce que nous venons d'exposer sur la solution des
ou peut prouver qu'elles sont impossibles, si, Ûx étant du quatrième degré et -r^ de degré impair, l'équation ûx :=0 n'est pas vérifiée, en prenant pour X une valeur composée des racines de l'équation uv = 0 et des coefficients de (Va; à l'aide des seuls, radicaux carrés, et que, par conséquent, on ne peut pas exprimer en termes finis toutes les intégrales, dont la détermination se réduit aux équations (10) de cette catégorie.
Pour le démontrer, nous remarquerons d'abord que dans le cas où ^^ est de degré impair ou peut exécuter la réductiou des équations (10), d'après le § 3, en prenant cette décomposition de âx eu deux facteurs
0,~1, Û^ — ûx,
et si avec ces valeurs de Oj, 0^ et en supposant connues les racines de l'équation î*t) = 0 on fait la réductiou des équations (10), et qu'on cherche leur solution, on ne rencontre que l'extraction des racines carrées et leg différentes opérations rationnelles. Donc, dans toute cette analyse, on n'aura
que des quantités qui ne peuvent vérifier l'équation ûx:=0 dans le cas que nous examinons. Or nous allons prouver que tant que cela a lieu, on ne peut donner une solution des équations (10).
D'après le § précédent, dans la solution des équations (10) on ne peut
se passer du développement de "l/g^tf 1°"^^ ^j ou Vox eu fraction continue que dans le cas, où l'on a s = 0, ou tc — -ïï:, =; 0, « = 0.
Mais nous savons (voyez § 4) que la quantité s ne se réduit à zéro que dans le cas, où la valeur a; = — — vérifie ces deux é
et comme le produit llh^lïl^ . iThz^h est égal à ^^^-^ =ax^h, cela suppose que Je développement de
suivant les puissances de 3; -i- -^ contient des exposants fractionnaires, ce qui ne peut avoir lieu, à moins que 0-^(}nO^ ne contienne le facteur a;-i-— , et par conséquent, cela suppose que la valeur x:= — — vérifie l'équation ^/''a "= ^^^ "^ ^1 <^^ 5"^ û^ P*^t^t ^^^^' admis, comme nous l'avons remarqué.
Le cas do « ^ 0, j: — t:, = 0 ne peut avoir lieu, car nous avons trouvé, dans le % précédent,
cela nous doune
Mais dans le cas que nous examinons la fonction *^^^- est de degré
impair et la fonction P'^J^'^'^ d'un degré entier: donc, si a = 0, la diffé-
rence v.^ — tc est de la forme 2&-i- 1; et, par conséquent, ne peut se réduire à zéro.
Il nous reste maintenant à prouver qu'oa ne parviendra pas non plus à la solution de nos équations par le développement de y ^*f> \~^) **'^ Vûx en fraction continue. Pour cela, nous allons montrer qu'en général, si aucune des racines de l'équation bicarrée K = 0 ne peut être exprimée à l'aide des seuls radicaux carrés, la fraction continue, résultante de VB, ne peut être périodique, de la forme
En effet, si cela avait lieu, nous savons, par les recherches d'Abel, qu'on parviendrait, par ce développement de y 5, à la solution de l'équation
où r^, Fsont des fonctions entières et Cuue constante; le tout, étant déterminé par le développement de YR, ne peut contenir que des quantités exprimables par les coefficients de R au moyen des seuls radicaux carrés. Or, une telle solution de l'équation
que
y^' — fR = C,
soit celle parmi elles dans laquelle ij diffère de zéro et soit en même temps du degré le moins élevé.
D'après l'équation précédente nous trouvons
{y<,-*-yà){y^—Vc) = y^B.
Comme y^ — yc, y^-^yc ne peuvent avoir de commun diviseur, cette équation ne peut être vérifiée à moins qu'on n'ait
(11) y,-*-Vc=y^^B,, yo^Vc^y^'B,, y,y^ = y, R,B^ = R,
et, par conséquent,
2i/c = î/,'-B, — îz/ïï^.
Or, on ne peut pas supposer que l'une des fonctions R,, R^ se réduise à une constante; car, en admettant, par exemple, que fi, =Cj, on trouve, d'après (H), B^=-, et, par conséquent, l'équation précédente devient
ou
ce qui donne, contre l'hypothèse, une solution de l'équation
oà Y=: y^ est d'un degré moins élevé que y.
Mais les fonctions fi, , R^ ne peuvent être non plus de degrés supérieurs à zéro; car, autrement, on parviendrait à décomposer la fonction bicarrée R en deux facteurs fi, . fij et, par conséquent, à trouver au moins une racine de l'équation fi = 0 au moyen des seuls radicaux carrés; car, d'après (11), pour trouver Jî, et R^ on n'a qu'à chercher le commun diviseur des fonctions y^~*-^/c et fi, y^ — \/c et fi.
En terminant notre Mémoire, nous allons faire le résumé des procédés qui, d'après ce que nous venons d'exposer, constituent, avec nos recherches citées plus haut, une méthode générale d'intégration des différentielles qui contiennent une racine carrée d'un polynôme du 3"^ ou du 4°^ degré, en tant que cette intégration est possible sous forme finie.
Nous supposons que préalablement la partie rationnelle de ces différentielles a été séparée et que le reste a été mis sous la forme ^ ^t;^, où f^x, F^x n'ont point de commun diviseur; nous supposons ainsi que ûx, qui n'est que du S""" ou du 4™^ degré, n'a pas de facteurs multiples ; car, autrement, l'intégration de ^ y^- deviendrait très simple.
Pour trouver l'intégrale f^ ^ sous forme finie, en tant que cela est possible, on procédera de la manière suivante:
1) On cherchera le plus grand conmtun diviseur entre les fonctions F^x Ox et '^* f^ ■ Nous dénoterons ce diviseur par Q.
2) Ou déterminera les degrés des fonctions §^^^, ^y^- Si ces fouctions sont de degrés inférieurs à — 1, le terme algébrique dans l'expression de l'intégrale cherchée manque. Dans le cas contraire, on prendra n égal au plus petit nombre entier supérieur aux degrés de ces fonctions, et on cherchera les coefficients du polynôme
P = B^x''-t-B^_^x"~^-t- -i-B^ay'-t-B^x-i-Bo
d'après cette condition:
la fonction f^x-^§-{~^ ^) P doit être divisible
par Q et avoir pour quotient une fonction d'un degré qui n'est pas plus élevé que celui de "^ ^ .
Si cette condition ne peut être remplie, on conclura tout de suite que l'intégrale cherchée est impossible sous forme finie. Dans le cas contraire, on trouvera les coefficients du polynôme P, et l'on conclura que la partie
algébrique dans l'intégrale cherchée a pour valeur ^ yOx. p
3) On mettra la fonction ^ — yûx ^ sous la forme j^, où fx, Fx sont des fonctions entières qui n'ont point de commun diviseur; on cherchera les racines de l'équation Fx^=Q et l'on calculera les quantités, £", K\ K'\ K"\ .... ff''' d'après les équations
où x\ x\ .... ic*'' désignent les racines de l'équation Fa; = 0 et F'x = -^ .
4) On cherchera les nombres entiers ]W,M',M",. . ■ .iW''' qui rendent
M''K''~t'M'K'^M"K"-i- -i-Jf'''/i:'''=0.
Soient X le nombre de toutes les équations de cette forme qui ne sont pas identiques entre elles par rapport à
et
les valeurs do X termes de la série
en fonctions des autres, qu'où tire de ces équations.
D'après cela ou conclura que la partie logarithmique de l'iutégrale cherchée est composée de ces ^ — X -4- 1 termes
log KKo -+- ■ log W^-t- ....-*- — log !>;_*,
OÙ n^, «!,■■. -«-j-i. désignent des nombres entiers et PF„, W-^,. . . . Wi_-^ des fonctions de la forme x"— xy&a:'
5) Pour trouver un terme quelconque — ;— log W^ ou cherchera le plus petit dénominateur auquel les quantités M^", ili,.', il/,.", .... MP'~'^ peuvent être réduites. En dénotant ce dénominateur, par c, on fera
en prenant celui des deux signes ± qui appartient à M^°, et l'on mettra l'expressiou
\Jx — X) * (x — x) * (a; — a;' "} (x — x'-^)]
sous la forme d'une fraction simple --.
6) On décomposera âx eu deux facteurs O^Jt^, de manière que l/""vfii~ ^"^ ^*^'*' P^® ^^"^ degré entier, on trouvera une fonction entière 6', pour laquelle les fractions
ne deviennent pus inlinies, tant que ce reste lini, (;t en développant l'expression - — - — -' en fraction continue, on cherchera parmi les fractions réduites de — -' celle dont le dénominateur est du degré le plus proche
; y "-yii,--T mais moins élevé que celui de cette fonction.
de celui de 1 , _
Eu dénotant cette fraction par ^, on cherchera h; quotient de la division de
par uv. Ce quotient sera toujours d'un degré au-dessous du second.
7) Si ce quotient est une fonction du premier degré ax -+- fc, on prendra
dans le cas où les deux fonctions
CNS - Mw)Vli^-^^ N\'(i.^ {N8 — Muv)Yf>i~ NVI)^
se réilnisent à zéro pour x= .
Bans le cas contraire, ou aura
(NS-MuvjVOi-NYO^ j ' lax-t-b^ / a •\
oii © (z) est une fonction i
la fraction continue résultante de V^oi- -j étant périodique et de la
forme
Q le d(*Kré de ' '■ — -, e^r: -+- 1 ou — 1, selon que x^
vérifie l'équation
8) Si ce quotient se réduit à uue constante, on prendra
^_ l^>^ry^— ^^ ^"^ {NS- Muv)yo^-NV<}^'
dans le cas où Lg — jf"" y& Z nvi,^ ^^ ^^^ ^^ degré zéro. Dans le cas contraire, en (]
par £ le degré de lNs-Mj)y,\^m%
X , on aura
uf '"fc "(— dzpo ^^^ \_\[Ns — Muv)yi)i--NyijJ fo('^) — yi)x_\f où
9 fa:) = r H- — i
la fraction continue résultante de yûx étant périodique et de la forme
9) Ce que uous venons de dire sur la déterminatiou du ternie
-^— log W^ ne sera applicable que daus le cas, où le degré de la fonction uvœ^ surpasse 1. S'il arrive que le degré de iivx^ n'est pas au-dessus de 1, le terme - ^' log TF,- sera aussi déterminé par les formules que uous venons d'exposer, seulement on fera ij^s-z'Mm) Va' '^ N y(f ^= ^ i "^^ trouvera a, b, s, en égalant — = , — ~Mê) ^^ ou prendra e=Ti:, dans le cas de a=-0.
10) Après avoir trouvé tous les termes logarithmiques, on différentiera leur somme. Si cette différentielle ne se réduit pas à ^^,t^, l'intégrale cherchée est impossible aous forme finie; dans le cas contraire sa valeur sera précisément donnée par la somme
WOx-
KW
log W(,-
log W^ -
- log Wi_-^.
S'il s'agit, par exemple, de trouver l'intégrale
f 23;« -1- ix^ -t-yx* — 3x^ — x^ ~ Sx — s
r 2^" ■+- Ax^ -H 7.
J (2x^^ — lf^
dx,
(2a;ï — 1)» Vx* -t- ix^ -t- 2x OQ cherchera le plus grand commun diviseur entre les fonctions
(2a;^— 1)^ {ar* -t- 4œ»-i- 2x^ -»- 1),
- \f[x*-t-ix:>-^^%x^-i-i)\
Comme ce diviseur est 2x' — 1 et que les fonctions
(2a^ - 1) (2x^ ■+■ Ax^ -i- Tx* — 3a;^ — ar^ — Sx — 8)
\2xi ~ 1)ï (X* -f- 4«s -t- 2x« -H 1) ' xV^ + ixi -t- 2a;ï -i- ï
sont de degrés au-dessous de 1 , ou clierchera les coefficients de la fonction du premier degré I':=:B^x-t- B^. Pour cela on divisera
r 1 (2x^ — 1)= (4ic5 -t- \2x^ + <)«) (2x= — If {x* ^ Ax^ -+- 2x^ ■+-\)Ax-\ . „ ,, .
— j_y 2^^n ~{2x^-lf — -J (ti^X-i~ h^}
par 'iT? — 1. Comme cette division donne le reste
et qu'on trouve, en outre, dans le quotient le terme
qui est d'un degré plus élevé que ^ — xi'-'xi—x) ' egalt^a tout
cela à zéro, ce qui donne les équations
et de là,
Donc, le terme algébrique, dans l'expression do l'intégrale cliercliée, a cette valeur
En réduisant l'expressiou
d -—; — - Vx*-i-ia^-i-2afl-fl
(to*— If «a:
à la forme la plus simple, on parvient à
Sajï— 1 '
o.t comme les raciucs de l'équation 2x^ — 1^0 sont a; = — y^, x = yi^. ou calcul('ra les quantités K", K', K" d'après les formules
L(2a:= — 1) Va;* -H .^a;:' -i- Sx^ -i- !ji= «
.(2a:= — 1) Va;* -H .^a:' -\-23^-t- ! Ji:= « ' 4x' /x'* -*- 4x" -i- 2x'« -i- 1 6y»-t-5a;"-i-7
ix" V^'* -*■ ix"^ -i- 2x"^ -H 1 '
eu prenant a;'— — y^. ic" — :^, ce qui donne
et, par conséquent, on aura
si l'on prend
iïf"=l, M' = 0, M"^0,
ou
M'' = 0, Jf'=l, M"=l.
Quant aux autres valeurs de ]WyM',M" quisati9fontàréquation(12),elles ne conduisent par rapport à ff", K', K", qu'à des équations identiques à celles qu'on trouve en prenant les valeurs mentionnées de M", M , M D'après cela on conclut que la partie logarithmique de l'intégrale cherchée ne contient qu'un seul terme
|- log W,.
Les coefficients des expressions de K** et K' en fonctions de K" n'étant pas fractionnaires, et le coefficient de K" dans la valeur de E° étant zéro, on prendra
(7=1, Ti: = 0:
on mettra le produit
sous la forme d'une fraction
et après aycir décomposé oS* -t- àa^ -t- 2'^ -i- 1 en deux facteurs {x -+• 1) (a? -H 3a^ — x-t- 1), on cherchera une fonction entière 8 pour laquelle les
fractions
S/xH-l-j-Vica-t-gx» — œ-t-l SVx-t-l — Vie^-t-Sx^ — x-t
ne deviennent pas infinies, tant que x reste fini; ou, ce qui revient au même, une fonction S qui, pour x^-^, x^ — r^s» ^^ réduise respectivement à
D'après cela on trouve
En cherchant la fi'action réduite de — j- — p— ^ pr — , dont le
dénominateur est du degré le plus proche possible mais inférieur au degré de
on prendra pom' cette fraction y, et comme
[l.{l~dx)~0.{x-^)ix-t-^)'Jix^l)--\\{a^-h'Ba^—x-x-l)=Sx^-4.x,
divisé par (a; — :|^)/iCH-:^J = a;^ — -^1 'io'"'^ P*"*^ quotient 8a;, et que ic = 0 rend nulle' la dernière de deux expressions
(l — 3x)y'x-i-l-t-Vx'>-t-3iif' — x-t-l (1 — 3x)/a;-«-l — Va^-t
le terme logarithmique, d'après le n" 7, sera donné par la formule
:î a;' (p [ — ] + Vx*-t-'lx^-t-'2x^-i-l 1
(1— 3x) V3:-i-l.-t-Va^-i-33:^—x-*
OÙ p désigne le degré de
Pour trouver la fonction <p (^i), on développera le radical l/«* [(1)'^- 4(|J -t-a^yjV l] = V?* H- 22^-1- 4^-1-1 en fraction continue. Comme on trouve
on prendra
ce qui donne
et par conséquent a, degré de — — ' . ^ ^^ ^ ^ — ^ ,
égal à 10.
Ainsi, en faisant pour abréger,
A = Va^ H- 4ar' H- 2a;=' -H 1,
le terme logarithmique cherché aura cette valeur
a-3;.)y^^y,,»rf.--.-n\'^'°"'r(lHy"''(îyHî)'"']"[(î)'"(^)'-'
ou, ce qui revient au même,
1 f({i-Sxy^^\-*-V:>:^--^x^~x->-l\'' 2xi->-x^-<-S^''-x->-l^i2x^-x-^i) ai
Donc, si l'intégrale cherchée peut être exprimée sous forme finie, elle doit être égale à
A = Vrc* -I- 4a^ -I- 2a;3 H- 1 .
Effectivement, on trouve par la différentiatiou que c'est bien la valeur de l'intégrale
f 2a;« -I- 4ar5 -i- 7aT« -
sur laquelle nous avons opéré.
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Sur les ft'aetions continues.
Au mois d'octobre de l'année dernière, j'ai eu l'honneur de présenter à l'Académie des Sciences un des résultats de mes recherches sur l'interpolation: c'était uue formule qui représente appioximativement une fonction cherchée, d'après plusieurs de ses valeurs particulières, et dont les coefficients sont déterminés par les conditions de la Méthode des moindres carrés. Cette formule, comme on le voit par mon écrit inséré dans le Bulletin de r Académie (t. XIII, n" 13) sous le titre de Note sur une formule d'Analyse*), s'obtient à l'aide du développement d'une certaine fonction en fraction continue. Ajournaut ce qui touche aux conséquences de cette formule relatives h l'interpolation jusqu'à la fin de mes recherches sur ce sujet, je vais la considérer ici dans ses rapports avec les fractions continues, comme exprimant une propriété particulière de ces fractions.
Je commencerai par la déduction de la formule que j'avais pr&entée sans démonstration dans l'écrit cité tout à l'heure. Ensuite je ferai voir ce qu'on peut en tirer relativement aux propriétés des fractions convergentes qu'on obtient eu développant de certaines fonctions en fractions continues.
Nous commencerons nos recherches par la solution de la question
suivante:
On connaît des valeurs de la fonction F(x) pour n-t~l valeurs de la variable, x:=œt^,x^,x^,. . .x^, et l'on suppose que la fonction puisse être e par la formule
a -t-hx -t- cx^ -i- . . . . -t-gx^"^ -+- hf*,
*) Voir plus bas, à la fin de ce Volume,
Vexposant m ne surpassant pas ». Il s'agit de trouver les coefficients de la formule en les assujettissant à ne laisser aux erreurs des valeurs F{x^, F(Xi), F{x^),. . . .F{x ), que la moindre influence possible sur une valeur quelconque F(X).
On obtient immédiatement cette suite d'équations
F(x^) = a'+-lx^-i-cx^''-+' -t-gx^'"~^-t~hxQ'^,
F(Xj) ^a•^-bx^'^- cx^ -h . . . . -h gx^~*^ -+- hx^ ;
F{x^ — a -I- ïia^a -+- ca;/ H- -h gx^~^ -+- hx^"" ;
F{x^=a-i-bx^-i-cx^-^-. . . .-f-gxj' ^-t-hxj^.
Pour exprimer la valeur de F{X), à l'aide de ces équations, nous les multiplierons par des facteurs indéterminés 'kf„\,\, \, et nous en prendrons la somme
Xo F{x^) H- X, Fix,) -t- \ F{x^) -+-.... H- X„ F{x^ = a(Kt)-t-\-^\-i- . . . - -I- X„) -t-h(kgXQ-+-\x^-*-\x^-^ . . . .-«-X^^n)
-«-^(XorCa"* *^ -\-\x^ ^ -¥-\x^ '-+-... .•^-X^a;„'" ')
Si, maintenant, nous comparons cette somme à l'expression de F{X), qni doit être
F{X) =^ « -+^ &Z -H cX'= H- . . . . -H55'"-^-H AX",
nous trouverons que pour assurer la relation
F{X) == \ F(x^) -+- \ F{x^) -t-\F{x^)-t- -*- X„ ^ (ij,
il suffit que les facteurs ^, ^i, ^2- ■ • -^n satisfassent aux équations
Xo -+- X, -t- Xj ~t- --*~\ = 1 )
Xoa^o -i-XjiCj -t-Xj^ij-H- -t-\x^ = X,
\x^^~t-\Xi^-i-\x^'-i- -HX^a;^' = Z^,
\Xa'" -i-Xja:^'" -«-Xg^j*" -+-... .-t-\x^ = X"* .
Lorsque m = n, ces équations déterminent complètement les facteurs Xo, \, \,. . . .\, puisque le nombre des unes et des autres est le même. Dans ce cas le système de facteurs aiusi calculé est le seul qui puisse former les coefficients de l'expression {
F{X} = \Fix,)-t-\F{x;}'^\F(x^)^... .-^-\F{xJ.
Si, au contraire, m < n, ces équations pourront être satisfaites d'une infinité de manières, et chaque système de valeurs assignées aux facteurs ^01 \i ^2.* • ■ -^n' "^^"^ ^^ formule
FiX) = l^F(x^)'i-\F(x^)-t-\F(x^)-t- -+-X„f'(rcJ,
fournira une expression particulière AeF(X). Mais, d'après la dernière condition du problème, il faut choisir, parmi toutes les expressions de F{X), celle dans laquelle les erreurs des valeurs F{Xo), -?(»,), F(x^),. . . -Fix^ ont le minimum d'influence sur la grandeur cherchée F(X). Or on sait, par la théorie des probabilités, qu'on parviendra à ce but, en assujettissant les facteurs X,,, X,, \,. . . .X^ de F{X) à réduire au minimum la somme
dans laquelle h^, i,^, h^, . . . . fe„^ désignent des quantités proportionnelles aux moyennes des carrés des erreurs des valeurs i^(a;o),F(3;,),y(a:3),....F(3;J. On voit que, pour plus de généralité, nous supposons différentes les unes
des autres les lois des erreurs de ces n -•- 1 quantités. Si la loi de probabilité est la même pour toutes, on a dans ce cas
ICq ^^ ftj ^^ tt* ^^ * • . ï ^^ le j
et l'on peut réduire ces multiplicateurs à l'unité.
La solution de la question se trouve ramenée par ce qui précède à exprimer F(X) par la formule
en déterminant les facteurs X par les équations (1) et par la condition du minimum de la somme
ito'V-'- w-«-w-^ -^ W-
Remarquons, en passant, que cette condition peut être étendue au cas même, dans lequel m = n. Car les facteurs X sont alors complètement déterminés par les équations (1), et la condition du minimum de la somme des carrés n'exige plus rien; ce qui s'accorde avec ce qui a déjà été dit de ce cas particulier.
Arrivant au calcul des facteurs Xo, Xj, Xg, X^, supposons que i'(a;)
soit une fonction entière de x, qui pour les valeurs x^, x^, x^, . . . . x^de x, prenne respectivement les valeurs ft- ? jf-» ;f i ■ • ■ ■ f; • La somme
VXo^-+-VV-^ v-^-v-^- W
s'écrira sous la forme
>o^ i-i^ l^^ Xn'
Pour déterminer, par la condition du minimum de cette somme, les
quantités X,,, Xj, \, X^, liées entre elles par les équations (1), nous en
prendrons la différentielle, et, suivant le procédé ordinaire des minima et maxima, nous l'égalerons à la somme des différentielles des équations (1), multipliées chacune par des arbitraires Pd, H^i, fj'^a,. ■■ ■ fJ^^ respectivement.
Égalant ensuite les termes qui auront pour facteurs d\ ,d\^d\, dX ,
nous trouvons les (n -h 1) équations
sl^=ll.H-h2^.-1-^V+--
Réunies aux équations (1), les équatious (2) déterminent complètement les n -H 1 inconnues
et les m -I- 1 arbitraires
tifl, [«.„ iJ-2,....l^„.
Ainsi toute la difficulté est rameflée à la solution de ces équations. Voici le procédé particulier que nous emploierons pour y parvenir.
En posant
nous transformons les équations (2) en celles-ci:
et nous en tirons
Transportant ces valeurs dans les équations (1), elles prendront la
forme
6' (a;„) q> (a;,) x," h- «' (a;,) ip (x,) x," -t-
. . . -4-ô'(a:J<p(i„)a;„"~'=X" ...-i-b'(x^it(x^x^ =X"
Il n'est pas difficUe de remarquer, sous cette forme, que les premiers membres sout les coefficients de — , ^, ^, .■■.^, ^^+^, dans la série qu'où obtient en développant, suivant les puissances décroissantes de x, la fonction
Les seconds membres sont de même les coefficients du développement de
Par conséquent ces équations peuvent être remplacées par la condition imposée à la différence des deux fonctions
de ne point renfermer dans son développement suivant les puissances descendantes de X les termes en —, -^, -^,....^y "m-i^i- Si donc on met cette différence sous la forme d'une fraction j^, le degré du dénominateur N surpassera le degré du numérateur au moins àe m-i-2. Les équations précédentes se réduiront donc à
eM%)yM , 6' M y M , ^ e'W¥(a^„) L_ — ^.
D'un autre côte en posant, pour abréger,
{x — Xo) {x ~ x^) (x ~ x^) . . . .{x — xj =fix),
et désignant par Z7 la fonction entière, contenue dans la fraction ^^' t, ' , on sait, par la théorie de la décomposition des fractions rationnelles en fractions simples, que
L'équation formée tout à l'heure prendra donc la forme
ou bien, l'équivalente
En s'appuyant sur cette relation, U n'est pas difficile de trouver l'expression de la fonction <f» (a;).
Remarquons, en effet, que la fraction ' — rw" ^^* "^'""^ degré iufér au degré de -q-y Car 9 (x) représente la quantité
et, par suite, ne peut être d'un degré supérieur à m. Eu même temps le degré de N surpasse au moins de {m ~i~ 2) le degré de M; ainsi la fraction >^ ~ ' ■ est d'un degré inférieur à celui de — ^.
De là nous concluons que dans la relation ci -dessus la fraction ■■■ r ~, , reproduit exactement la fonction ;, f — ~ au moins
jusqu'au terme du degré de -q^. inclusivement, c'est-à-dire jusqu'au terme dont le degré sera celui de l'unité divisée par le carré de son dénominateur. Mais, on le sait, ce degré d'exactitude appartient exclusivement aux fractions convergentes obtenues par la réduction de '-^^ — Ji) — ^^ fraction continue. En outre, dans la suite de ces fractions convergentes celle qui suivra ■---,■.■■"*"-■ aura nécessairement un dénominateur d'un degré supérieur à m. Car, sans cela, la différence
{iv-X)f{x)bHx) U{x^X)-t-l /{x) fix)
ne serait pas d'un degi'é inférieur à - ■ ,-r~^ , comme le suppose notre relation
f(x) 9(0;) ç{x)JV '
où, on l'a vu, la fraction -^ ne peut être d'un degré supérieur à i-m-l).
^{x-X)fl^)6*(x)
vergentes dont on formera la suite par le développement de -
eu fraction continue; et dans cette suite la fraction convergente, qui viendra immédiatement après, aura un dénominateur de degré supérieur à w ; de sorte que la fraction — '^~,^, — ^-i dont le dénominateur est d'un degré qui n'excède pas m, est nécessairement la dernière fraction convergente de dénominateur d'un degré qui n'excède pas m, dans la suite des fractions convergentes résultant du développement de l'expression Ll' ,
en fraction continue.
Cherchant donc cette fraction convergeute, si nous la représentons par ^-Pi, nous aurons l'équatioii
g(a;-.X:)+l_gO(.r).
d'où
Cette équation suppose que le produit (^^(x)(f{x) est divisible par (po(tc); et comme les propriétés des fractions convergentes exigent que 9" (a;) et ç^ (a;) soient premières entre eux, % (x) ne saurait diviser le produit sans diviser ç{a;). Représentant par q le qnotieut de cette division, nous aurons
<^{x) = qfa{x),
et cette valeur, portée dans l'équation qui précède, donne
Pour tirer de là une expression de 9 (a;), nous remarquons que <]> (x) ne peut être d'un degré supérieur à m. Si donc le facteur 9,, (x) est du degré m, le facteur q se réduit à une constante. Il est facile de la calculer, car en posant 3;^ X, dans la dernière équation, il en résulte
l=qf°{X) et q^,-i^y puis enfin,
Telle est la valeur de la fonction 9(2;), quand (^^(x) est du degré m précisément. Dans tout autre cas, le degré de 9o(x), étant moindre que m, le facteur q de l'expression
peut recevoir pour valeur une fonction entière quelconque de x, pourvu que le degré du produit 390(3;) ne surpasse pas m. Ainsi, dans ce cas, il y aura une infinité de valeurs de la fonction cherchée 9 (x). Mais si l'on convient de prendre parmi ces valeurs celle dont le degré est le moins élevé, on sera de nouveau obligé de prendre pour quae constante, et l'on trouvera, comme précédemment, pour 9 (x) la valeur
D'après les équations (3), ia fonction ainsi déterminée donne
Xo = fj" {%^ 9 {x^), \ = ô^ (a;,) 9 («,), \= 0'' {x^ 9 {ic„),
et ces valeurs sont les coefficients de la formule
F{X) = 'i.^F{x^)-i-\F{x;)~i- . . . .-H\F(iC^,
par laquelle FiX) est exprimée au moyeu des valeurs particulières F{Xa),
F{x^), F{x^), F{xJ.
Donc on aura finalement pour F(X) l'expression
Quant ans quantités %ix), ff^ix), on avu qu'il suffisait, pour les déterminer, de réduire eu fraction continue la fonction
et de prendre, dans la suite des fractions convergentes, la dernière de celles dont le degré du dénominateur ne surpasse pas m. Le numérateur de cette dernière fraction est f°ix) et le dénominateur 90 (^)-
La question que nous nous étions proposée au commencement du premier paragraphe est ainsi résolue.
En examinant la formule que nous venons de trouver, nous ne pouvons manquer de nous convaincre qu'elle doit présenter d'importantes simplifications. Effectivement, d'après la nature de la question, la fonction cherchée F(X) doit être représentée par une fonction entière de X, tandis que la formule trouvée par uous contient le dénominateur ff(X) et offre une composition telle, qu'on n'aperçoit pas comment X disparaîtra de ce dénominateur. Cela résulte de ce que les fonctions 9" (a;), 90 (a^), déterminées par le développement de l'expression ' /(x) ^^ fraction continue, renfer-
ment X dans leurs coeffcients.
Afin d'amener notre valeur de F (x) à une forme qui en laisse voir clairement la composition, nous allons montrer de quelle manière on passe
des fractions convergentes de l'expression —yr ^ ■ aux fractions convergentes du produit ^~ '•. — — ^, et par snite, à la fraction |-ë!-
Pour plus de simplicité, nous admettrons que la fraction continue
résultant du développement de —~,-7— ne contient que des dénominateurs 5,, Î3, . . . . du premier degré en x; et que, par suite, les fractions convergentes
ont pour dénominateurs des fonctions des degrés 0, 1, 2,. . . . Nous représenterons ces fractions ('onçergenteB respectivement par
toW wiW %(ai) %(a:y .p,(a!)' +2^'
Il convient de faire observer encore que dans la fonction
le degré du numérateur peut être moindre, mais d'une unité seulement,
que le degré du dénominateur; ce qui exclut certains cas spéciaux, dépendant de conditions particulières entre les coefficients des fonctions ô(x)etf(x) et donnant au développement eu fraction continue une forme telle que plusieurs des dénominateurs îi, ?2' ■ ■ • ■ po"i''"aient être du deuxième, du troisième degré, ou de degrés supérieurs. De plus, il est aisé de se convaincre que cette exception ne saurait exister dans la fraction
pour aucun des cas de l'interpolation ordinaire, oà x„, x^, x^,. . . x^, racines de l'équation f(x) = 0, ont des valeurs réelles toutes différentes les unes des autres, et où la fonction ô (x), ne renfermant aucun coefficient imaginaire, prend pour x^Xq, x,, x^,. . . .x^ les valeurs finies ^, ^,
^, r-. Dans cette hypotlièse, on a effectivement, en se servant de la
notation de M. Cauchy (Journal de VÊcole Polytechnique 25-e Cahier),
et, d'après le procédé qui sert, à déterminer la valeur de J ( f ^. . ) ),
il est visible que pour f{x) de degré (n -+- 1) elle reste toujours iuférieure à (ïi -I- 1), si dans la fraction
résultant du développement de"^ ''^'. , , un quelconque des dénominateurs îiï S'a» ïsj- ■ ■ • ^^* d'un degré supérieur au premier.
Convaincus par ces considérations que les limitations que nous avons à la forme de la fraction continue déduite de la fonction y/-) -> n'ont point d'importance particulière, nous pouvons aborder à présent la détermination de M^,, c'est-à-dire de la dernière des Iractious convergentes fournies par le développement de l'expression '^~ Lj^ -■, dont les dénominateurs n'ont pas un degré plus élevé que m. Nous démontrerons que cette fraction est exprimée par la formule
~ désignent les fractions convergentes de l'expression "^-^Tj-y^, dont les dénominateurs sont des degrés m et «n- 1.
En effet, la composition de cette formule montre avec évidence que son dénominateur se réduit à une fonction entière d'un degré qui ne surpasse pas m. D'un autre côté, si nous prenons la différence entre cette même formule et l'expression ^——fj^- "\ nous trouvons
et cette différence ne peut être d'un degré supérieur à celui de
Car, d'après les propriétés des fractioDS convergentes, ]es deux termes
sont d'un degré moindre que . . ., et, par suit<^, que ^. Aiusi, la fraction
qui a un dénominateur dont le degré n'excède pas m, donnera exactement les termes de la fonction
jusqu'au terme dont le degré est le même que celui de l'expression
Mais cette fonction ne peut être représentée avec cette exactitude que par les fractions convergentes que donne son développement en fraction continue, et seulement par celles qui sont suivies d'autres fractions convergentes dont les dénominateurs ont un degré supérieur à m. Par conséquent, notre fraction est au nombre de ces fractions convergentes, et comme le degré de son dénominateur ne surpasse pas m, elle est la dernière qui possède un dénominateur de cette espèce et que nous avons désignée par |4^s-
Cette conclusion nous permet de remplacer, dans la formule du paragraphe précédent
les expressions
par celles-ci respectivement :
—^ [q.„ (X) ^^^, (Xe) - *„_^. (X) 4.,„ w]
i«m*im-t,
„,m-mm
(X)+m-nW-
-*m-nm*»(-
Mais le dénominateur commun de toutes ces expressions se réduit à ( — 1)*" d'après la théorie des fractions continues. De sorte que la formule qui donne F{X) se ramène à la forme
F(X) = (- 1)"*" " *■"*-' ^'^l z *K*' " *" "°' »' W rw -*- (- i)"i-w*.^.M-w.w*.Wa.(,,,)j-(^,)-H
On peut l'écrire sons cette forme abrégée:
F(X) = (— If'^ ^'" '^' ^"'-^' '^/ 1 ^"'-^' ^^' '^'" '"'^^ 0' i^j) F{x,).
Voilà donc une nouvelle formule propre à la détermination de F(X) au moyen des valeurs F{x^),F{x,),F{x2),....F{x^. Elle se construit à l'aide des fonctions «{i^ (x), 'j)^_^j (x), qui sont les dénominateurs de deux des fractions convergentes obtenues par le développement en fraction continue de l'expression-'^ fix) • ^^ ^^ composition même de cette nouvelle forme ou conclut sur-le-champ que c'est bien une fonction entière de X.
Nous allons maintenant faire voir comment la série, dont nous avons parlé dans la Note présentée l'année dernière à l'Acadéinie, se déduit de cette formule; et elle nous servira aussi à l'exposé de quelques propriétés des fonctions ^t, {x), 4'i i^), 'l'a (*)•■•■ i déterminées pai' le développement de —Jm ^" fraction continue.
La formule que nous venons de trouver donne F{X) dans l'hypothèse de la forme
F{x) = a -\- bx -t- cx^ -i- . . . .-^gx"'~^ -i~hx^.
Nous représenterons cette valeur de F{X) par T^, et pai' 7^_^, la valeur dci^(a!), qui serait déduite de l'hypothèse, où F(X.) serait exprimée par
La formule nouvelle foumii'a les deux valeurs suivantes :
(4) r„ = (- ir '^ *•" '^' »"*' w 2 *---, m V w ^ ^^j y (^^).
Prenant la différence de ces valeurs, on trouve
Les propriétés des fonctions (jj^^^ (a;), i{j^ (ir), '|'„_i (3;) permettent de simplifier notablement cette différence. Ces fonctions sont, en effet, les dénominateurs de fractions convergentes résultant du développement de l'expression y, . en une fraction continue
dans laquelle les dénominateurs
2i, Sa. 2n.'î«-i-i'
doivent être, par hypothèse, des fonctions linéaires de la variable x. On a donc conséquemment
Par suite, la règle générale pour la formation des fractions donne
et de là
Cliaugeant x en x^ et eu X, il eu résulte
+„-.,(2:)- ♦«-.(X) = (^™-,-iX+ B„^,) +„ (X).
Si l'on transporte ces valeurs daus celle de la différence Y^ — -^w—p ou obtieut
ou, eu réduisaut,
Posons dans cette relation m=l, 2, 3,....,(i» — 1), m successivement, nous aurons
et la somme de ces équations donnera
r„j aura donc pour valeur
r„ = r. — ^a +1 (x/i 4., (I,.) «' (ï,) Ffe) -H ^, ♦, (X)| j, {I,) 6' (i,) ii-ii,.) ■<-(— l)"^„^.,'^„(x)'i"+„(2:..)6'(»',)PW•
vGoOgle
Pour déterminer la quantité r^, faisons m = 0, dans la formule (4), nous trouvons
'j'o(^)î 'J'i(*) désignent les dénominateurs des deux premières fractions convergentes de l'expression --l^^-, dont le développement en fraction continue a reçu les formes
Il en résulte
et la fonction Z, devient
J"^ AiX(-i-Bi — A,X — B, .n, -, -r-, , t=a (=11
qu'on peut écrire
Y, = A, fc (X)'î\ (I,) tf' (X,) *>,.),
pourvu qu'on se rappelle que <^y(x)^ 1.
Au moyen de cette valeur, l'expression précédente de T^ , ou de la valeur de FiX) dans l'hypothèse
F{xj ^ a -+-hx -i- cx^ -I- . . , .-+- gx^~^ ~\- hx'",
prend la forme symétrique
Y^ = A,^, (X) 2.\ (x.) â\Xf) F{x.) — A^i^, (X) 2 4.^ (x.) ù^{x^) F(fl;^)-i- .... .... + (- irA^^^^„iX)^\^{x,)ô^x,)F{x,).
Dans cette expression les fonctions 4'o(^)t '1'i(^)j ^1(^)7- ■ • ■ et les constantes -^1, A^, A^,... se déterminent par le développement de la fonction fil) ^^ ""^ fraction continue de la forme
Les fonctions '{'^(a:), "!>, (i^), tjjj (a;) , . . . . sont les dénominateurs des fractions convergentes que l'on déduit de cette fraction continue; et les constantes Aj, ^3, As,—, sont les coefficients de x dans les dénominateurs g,, jj, fig,... Dans le cas pai-ticulier pour lequel la loi des erreurs est la même pour toutes les quantités F{x^), F{x,), F{x^),. . . on peut, conformément au § I, prendre toutes les valeurs ko, k,^, k^,.... égales à 1, et par suite la fonction 0 (x), déterminée par les équations
se réduit elle-même à l'unité. La formule trouvée ci-dessus prend donc alors la forme
r,„ - A, (1^0 (2)'|"<l'o (^i) n^ù — A l'i (^) ll^i i^i) ^(^f) -^ - • ■ ■
. . . .H-(- irA^_^^^JX)2\{x,)F{x,).
Ici ^0 i^), 'l'i (^)) 'J's (^)7 ■ ■ ■ ■ ! Ay A' A'- • ■ • ^^ déterminent par la fraction continue que donne la fonction yr^'. C'est de cette série que nous avons parlé dans la Note déjà mentionnée *). Mais à présent nous ne nous bornerons pas à cette hypothèse particulière, qui réduit la fonction â(x) à l'unité, et nous considérerons la série dans sa forme générale. Nous serons ainsi conduit à des propositions curieuses sur les fonctions "lio (^), "('1 (^)j "l'a (^)," ■■
♦) La Note de M. TcLebichef, en date du 20 octobre (1 novembre 1854), ne contient cffectiTement qiio cette formule particulière. Les deux pages de cette Note se trouvent ainsi reproduites ici tout entiÈrefi, à l'exception du corollaire que Toici:
«Dans le cas particulier de »(,= — » ^1 = > ^2 = ■■ ■■ -,..., 3!„ = -— , et de
oB infiniment grand, cette formule fournit le développement de F (x) suivant les valeurs de (.certaines fonctions que Legendre a désignées par X"* (Exerc, part. V, § 10) et qui sont déterominéesparlarèductîondel'espreesionlog ^ en fraction continue {Note du traducteur).
Il n'est pas difficile de voir que si les quantités
FIx.), F(x,), P{x,) F{xJ
sont déterminées exactement par la formule
P[x) ^^ a -t- bx -t- cx^ -i- . . . .-t-^x'"^' -t~hx^,
notre série donnera l'expression exacte de cette fonction, quelle que puisse être la fonction â {x). C'est ce qui devient évident, si l'on remarque que la série résulte de la formule
F{X) = \ F{x^) -+■ \ F{Xi) -+- -I- X„ F{x^),
et que d'après l'une des conditions qui fixent les valeurs des facteurs X,,, Xj", X^,. . . .X^, les équations suivantes doivent être satisfaites:
\Xa -t-\x^ -\-\x^ -+-... .~t-l^x^ ==^ X,
\x^^-t-\x^^ -t-Xg3;/-i- -*-\^n =^'t
Or, en vertu de ces équations, la somme
quand on y remplace les quantités i^(a'o), F{x^}, F{x^),. . . .F(xJ par leurs valeur tirées de l'équation
F{x) ^^ a -t- bx ~i- cx^ -i- . . . .M- gx^~^ -h fer*", se réduit à
a-t-bX^cX^^-t- -i-,9X'"~'-hAZ'",
expression exacte de F{X), d'après l'hypothèse même
F{x) =:^ a -t-bx -*- cx^ -i- . . . . -(- gx^~^ -*- hx^.
Lors donc qu'il s'agit d'une fonction entière -PX^)) ^^ formule du paragrap]i<( précédent permet de la représenter ainsi :
P{X) = A, -!.„ (i) j\ K) «■ W -PW - A *■ (^), J*. W «' W ^H) H-. . . ■-t-(-ir^„,4'„(X)'î+„(!!;,)»'(:!^,)F(ï().
Si nous faisons nous trouverons '^JX)^ A, ^, (X}'2j,, (x,) 0^ (a:,) ^^ {%^ - ^, ![>, (X)^2\ (3;,) ^ (o^,) ^^ ix^
'■=0 ou bien, en mettant tous les termes dans un seul membre,
Mais comme les fonctions •|'o(^)î 'I'i{^)> %^P)^- • • •■> f^ont respectivement des degrés 0, 1, 2, 3,. . ., l'identité précédente suppose que chacun de ses termes s'évanouit séparément. On a donc, de toute nécessité,
A, '^\ (J!,) +„ (Xi) m (x,) = 0, ,4,'l"4,,(i,)^.„(i,)»=(i,) = 0.
La première de ces relations nous donne
et, en observant que les coefficients A^,. . . ., A^,A^ diffèrent tous de zéro, les autres relatioDS font conclure que
Il ost, par là manifeste que, pour m' différent de m, la somme ^ "^mi^ii^m'i^'il^A^i) "^st égale à zéro. Si au (îontraire m = m, cette somme est égale à ^~ comme on l'a vu tout à l'heure. Ou a donc pour le coefficient A^_^^ la valeur
(_ir
On en déduit pour tous les autres coefficients A
5"vw •'('.■)
Si l'on introduit ces valeurs dans la formule
elle prend la forme
2 % (Xi) 0» (^i) F (Xi) 2 ^i, (a;,-) 6' (œi) F{x,-)
2 VW«M«^.-) 2 *,'(xi)e!(xf)
2 ^^„ (:.,■) OM^f)
La composition de cette formule fait voir qu'elle ne change pas de valeur, quand on introduit des facteurs constants arbitraires dans les fonctions 4'i)(^)i 'l'i(^)! ^i(^)j ^tc- ï^ sera doue possible de prendre pour déterminer ces fonctions le développement de ^L f*ïi ^^^ fraction continue de la forme
quelles que puissent être les constantes i', i", etc. On sait effectivement que les termes des fractions convergentes déduites d'une expression quelconque par le développement de cette expression en fraction continue de l'une des deux formes
ne diffèrent que par des facteurs constants.
De la même manière précisément les équations (5) resteront complètement exactes pour les fonctions ^q{x), 'j'i(^))'}'a(^)i etc., déterminées parle développement de -^ ^^j. , ''^' en une fraction continue de la forme
car elles ne seront point altérées par l'introduction de facteurs constants 3 dans les fonctions '|'o(^)j 'î'i(^)> '}'2(^)>' ^^^- -^insi en procédant
actuellement aux applications de la formule (6) et des équations (5), nous ne serons point arrêtés par la supposition faite d'abord dans les paragrapluss précédents et d'après laquelle les uumérateurs L', i", etc. devaient être égaux à l'unité dans la fraction continue
qui servait à construire les fonctions 4'o(^)! '^i{^), '^zi^)^ ^*<^-
En vertu de ces équations (5), il existe encore des relations remarquables entre les fonctions ^t,{x), ^y{x), ^^{ai), etc., et on y parvient sans peine à l'aide de la formule (6), en la comparant pour «j ^= n avec la formule d'interpolation de Lagrauge.
Pour OT = «, en effet, la formule (6) donue à l'expression d'une fonction du n'*""' degré, par les valeurs qu'elle reçoit pour des valeurs de la variable x^x,;,, x^, x^. . . .a;^, la forme que voici:
W {^ù 6* (ûT,-) F (X,-) 2 "'\ {Xi) 6' (^i) F (X
2 4'„'(^i)e=W La formule de Lagrange exprime la même fonction par la forme
'■y (X - X,) ÇK-x.,)....{X- Xj^,) {X - Xj^,). . . .
L'identité de ces deux expressions, quelles que puissent être les valeurs de ^i^a), F{Xi), F(x^),. . ., -F(a;J, exige que les termes qui out ces fonctions pour facteurs soient les mêmes dans l'une et dans l'autre. Si donc on compare les termes qui multiplient F(Xf), on aura la relation
{X-a:,){X~x^)....(X-Xi_i]{X-
«i) i^i — i's)- ■ --(Xi-Xi^i) {X(-X{^,] . . . 2 •i>oHxi)6^ixil 2 •i^,-^{Xi)Q^{Xi) 2 ^^^ixi)(mxi)
Si l'on fait X = x , pourvu que t] ne soit pas égal à i, on obtient
Par l'introductiou du facteur j^^ on peut écrire cette expression de la manière suivante:
Faisant au contraire X = a;j., nous aurons
, _ ♦„» M »'(»,-) ^ »,' M »'("■■) _^ _ 2VW«'W 2*,= (i,-)9M',)
Ces équations, réunies aux équations (5), établissent une propriété remarquable des fonctions déterminées par la formule
Désignons ces fonctions par '/'^{a;); les équations construites tout à l'heure nous donneront
tant que ïj diffère de i, et
pour ri=i.
D'après la forme de la fonction <l^^{x) et les équations (5), il est aisé de remarquer que
1 ^^(x^) 0m^{Xi) = O, ou 1,
selon que m différera de nt ou sera égal à m. Car la somme dont il s'agit devient, par la substitution des valeurs de 0^(x), </>^ (x),
y 2 *mM*.-)6'w-) Y ^*'"
(^i)DH^i)
Or, d'après les équations (5), le numérateur s'annule ai m n'est pas égal à m; et si m^ = m, il devient égal au dénominateur, ce qui réduit la fraction à l'unité.
Ces propriétés conduisent h une autre que possède encore la fonction
■t'.nWÛW
composée avec les fonctions 4-0 (^)) '!'i('*^); 4'a(^)) •'^c-i q^î servent de dénominateurs aux fractions convergentes déduites du développement de la fonction - '^' ; , ■ - ■ en une fraction continue de la forme
Si de toutes les valeurs de la fonction '^^(x), obtenues en faisant ni:=0, 1, 2,. . . ., Il et x = x^^ x^, x^,. . . . x^, on compose le carré
00 {x^), ^0 (iTj), 0^ (x^), 00 (a:^),
0, (Xa), 0j [x^), *2>, (x^), 0, (œj,
^a(^o), ^3(3^1), ^2(^2), <PaK)>
^„K), 'Ki^i)> 'P„K1,- ■ ■ •'P„(3^„)-
la somme des carrés des termes d'une rangée quelconque, horizontale ou verticale, sera égale à l'imité; la somme des produits des termes correspondants de deux rangées horizontales ou verticales sera égale à zéro.
La construction de carrés de cette espèce fait le sujet d'un Mémoire d'Euler intitulé: Problema algehraicum oh affediones prorsus singulares memorahile (N. Comm., t. XV).
Les équations (5) démontreut encore facilement une propriété particulière aux fonctions
comparées à toutes les fonctions de même degré et de même coefficient de la plus haute puissance de x: pour ces fondions les sommes
2 \^ (x^) f? {x.\ ' i"-!// (a;.) 6^ {x^\ ' ïi\^ (ic.) (9^ (x.),
ont la plus petite valeur possible.
En effet, comme les fonctions <\/„ {x), '^^ (x), ■\'^ (x),...., '^/^ (x) sont respectivement des degrés 0, 1, 2. . , ., j», toute fonction entière V du degré m peut être exprimée ainsi:
V = A]>, (x) ^- B'Ij ix)-t-0\>^(x)~i- -+- ^^ (x),
Mais ici il faut prendre H=l, puisqu'on suppose que le coefficient de x"* est le même dans F et dans <}^^ [x). On aura donc dans cette hypothèse
V = A\>^ (x) -+- B^i (x) -i- a^^ix) -t- -H '!„ (x).
Il s'agit de trouver les valeurs des coefficients A, S, G, etc., qui rendent UQ minimum la somme
2 V^ù^x^)= 2 [A^,,{'!C.)-i-B'i^,(x;)-t-C'\>^{x^)-i- -*-^„,iXi)T 0^ i^i)
Le procédé connu du calcul différentiel nous donne les équations suivantes:
i V'I^o i^i) -*- B^i i^i) '*-0^,{x,)-i-....-t- ■\>^ ix.]] ^„ (x^) (? (x^) = 0, 2 2 "[^^0 {x;) -i- S']/, (Xi) -+- 0\-^ (x^) -+- H- '1^ (a;,.)] ■]>, (x^) (J" (a:.) = 0,
2 i"[^^ja;,.)-i-fi'|,{'^p-*-f43(^()-*- — -•-'KM'l'2(^f)^'{^,-)=^o,
Les équations (5) les réduisent à un seul terme
Ainsi les conditions du minimum de la somme 2 V 0^(x^), quand V est de la forme
A^„(x)-t-B^,{x)-i-0-l,,{x)-i- -^fc(i),
sont
et, par suite,
F=if„(3:).
Ou démontre encore sans difficulté que si l'on emploie la formule (6)
mn^ 'J'.(X)H-'-^Vb +,(X) + ....
s, V {»-,■) e' w 2 *,■ (II) (' (I,)
à déterminer par approximation une fonction quelconque F{X), on obtiendra pour l'exprimer une fonction entière du degré m telle, que la somme des carrés des différences entre les valeurs de cette fonction entière et les valeurs
correspondantes de F{X) pour X= a^o, x^, x^, x^, multipliés cliacuH
par &^(Xa), 6'(x^), 0^{x^, etc., respectivement, sera un minimum. Représentons effectivement la fonction cherchée sous la forme
A'i, (Z) •+- B<), (Z) -^ Of, (X) -.-.... -t- ff4i„ (X)
et cherchous les valeurs des coefficients A, B, G, , H pour lesquelles 1
2 [F(x,} ~ Ai), {!,) — Bi|), (i,) — et, te) .... — fl4 (i,)] ' 0' {x.)
sera un minimum. Nous trouverons les équations
2 2"[F(a:,) — Ai/, (i,) ~ Bij), (x,) — C»l>, (i,)....— «|)„ (a;,)] i|;„(i,) 6' (a:,,) = 0,
i^[F(xy — ^1, fe) — «<(., fe) — Cljjj (I,).. . .— ffi^. (!,)] 4-, fe) «' (!C,) = 0,
2 iV W — ^+. ^1 — Sif, (i,) — o|j, {!,)....— aj;,, (I,)] 4-, (I,) »' (I,) = 0 ,
2' 2"[F{3:,) — A'i, {X,) — B'J;, te) — Oj-, te')- ■■■-»('« Wl t K-) <'" (=».) = 0-
Kn vertu des relations (5), ces équations se réduisent à la foi'uie
22 F(x,)i/,{x^ù^{x,)— 2^ 2 i/,'{x,)lj'{x>i = l),
2' 2"i?te) <^, te) '" te) — 2b'ï V te) *' W = 0,
2' 2V te) t, te-) *' W — 20 2 V W »' (ï',) = 0.
2 2 Fte)'l'm(^i)*'W— 2/f2 <fite)*' W = 0.
2 +,te)PWF(i,)
2 VWS'W
2 VWl'W
En reportant ces valeurs dans l'expression
AJ/„ (X) H^ BJ/, (X) -1- C'h (X)-i-. .-t- B\,^ (X),
nous trouvons, conformément à ce qui a été avancé, que la formule cherchée pour F(X} est précisément
2 +„Ml'(«()»'W 2 ♦,(i,)l>Mr(i,)
'■^fci; fc (X) -H ^i^; i, (X) -+-
2 VMl'W 2 +,M»,-1 »•(».•)
1 ♦,(!,■) «'WFW '2'*„W{i>(i,)i-(«,)
2VW»'W 2+',.W)8«W
SUR LA CONSTRUCTION
(Biiilefcin de la classe physico-mathématitiue de l'Académie Impériale des sciences do St-Pétorsbourg, Torao XIV, 1856, p. 267—261.)
(Lu h 18 janvier 1856.)
Sur la construction des cartes géographiques.
Dans la cûDstructiou des cartes géographiques ou paryieiit facilenieEt à reproduire la figure d'une partie quelconque de la surface du globe de manière qu'il y ait constamment similitude eutre ses éléments infiniment petits et leur représentation sur la carte. Mais, le rapport d'agrandissement de différents éléments n'ayant pas la même valeur, les portions finies de la surface du globe, dans leur représentation sur la carte, se déforment plus ou moins, suivant les déviations de ce rapport de sa valeur normale, et comme ces déviations, dans les différents systèmes de tracé des cartes, présentent des valeurs plus ou moins considérables, on conçoit qu'il existe «n système, qui, dans la représentation d'une portion donnée de la surface du globe, réduit ces déviations au minimum^ et par conséquent représente sa figure le mieux possible.
C'est de la détermination de ce système de tracé des cartes que nous allons nous occuper. La question que nous aurons à résoudre présente une grande analogie avec celles qui ont été l'objet de notre Mémoire, intitulé: Théorie des mécanismes connus sovs le nom de parallélogrammes (Mémoires des savants étrangers, T. VU); où nous avons cherché, par un choix convenable des constantes d'une fonction donnée, à diminuer, autant que possible, ses déviations d'une autre fonction pour toutes les valeurs de la variable, comprises entre des limites données. Sous la condition d'un minimum de cette espèce, nous aurons à présent à chercher une fonction à deux variables, assujettie à vérifier une certaine équation aux différentielles partielles. Pour simplifier les formules, nous ne tiendrons pas compte de l'aplatissement de la terre; mais la même méthode peut être facilement étendue à toutes les hypothèses possibles sur la forme du globe.
D'après la notation de Lagrange (Nouveaux Mémoires de l'Académie de Berlin. Année 1779), le rapport d'agrandissement s'exprime ainsi:
ce qui donne
où la somme de deux premiers termes, composés des fonctions arbitraires, n'est évidemment que l'intégrale do cotte équation
Donc, les écarts du rapport d'agrandissement dépendent des déviations de la fonction log ■^u^g-ù et de l'intégrale de cette équation. Or, d'après les propriétés remarquables de cette équation, on parvient à reconnaître que le minimum de déviation de son intégrale de la fonction log u ^ —a , dans l'espace limité par une courbe quelconque, ne peut avoir lieu, à moins que la différence
n'ait sur cotte courbe constamment la même valeur. Donc, par l'intégration de l'équation
sous cette condition, on aura la valeur de
U = ^\og[f(u-t~tV~l)]-*-^\oslF'iu—tV~l)],
à une constante arbitraire près, et de là on tirera les valeurs des fonctions
f '(u-Hty—l), i^(M — /y — 1),
qui, à un facteur constant près, seront celles qui donnent la projection la plus avantageuse. Quant à leur facteur constant, qui reste inconnu, il se détermine facilement d'api'ès la valeur normale du rapport d'agrandissement. D'après cela on parvient facilement à assigner tous les cas dans lesquels ou peut parvenir à la projection de la carte la plus précise, en prenant pour méridiens et les parallèles des arcs de cercle. Dans sou Mémoire, cité plus liant, Lagrange a montré que dans toutes les méthodes de projection qui jouissent de cette propriété, très importante pour la pratique, le rapport d'agrandissement s'exprime ainsi:
u ^ -u r<*^ «'''" -*- 2 a6 cos 2c {t-ff)->- i* <!— «""1 .
Hosted by VjOOQIC
DoQC, d'après ce que nous venons de dire, ces méthodes de projection ne peuvent donner la représentation la plus précise d'un pays quelconque,
à moins que sur les bornes de ce pays on n'ait
log m= — logj^~^zrii[a^e'*"-i-2o6cos.2c(ï-g)-i-fe^e^^'*1} = coustante,
ou, ce qui revient au même,
(_ log ^ ^_„-log («e*"-^ ('-ff)/-i ^ je-™-««-ff) /-i)j
{\)logm^\ ' ~^^ î=constante.
( -log (ae'"-' *'-»>>^-' -•- he-"^' """i >^-^j|
Pour simplifier cette équation, nous transformerons les coordonnées, en prenant pour le pôle, le point, où log m devient minimum, et pour premier méridien celui qui passe par le pôle primitif. Soit ^o et 90" — z^, la longitude et la latitude de ce point, et convenons de désigner par T et 90" — Z la longitude et la latitude dans le nouveau système des coordonnées. Si l'on observe que, d'après la notation de Lagrange que nous employons, M désigne log (tang -|-}, 90**— 2 étant la latitude relativement au premier pôle, et t la longitude, on parviendra facilement à ces équations très simples:
/ / tnng^^-tang— eïV-i
e""^'^ =tangy " '
= tang 7
1 - tang ^ tang -^ fi îV-i fangy-i-tang-e-y/-i 1 — tang -^ tang — e-TV'-i
En portant ces valeurs dans l'équation (l)^ct en remarquant que log m devient minimum pour Z= 0, nous trouvons que cette équation, aux quantités de l'ordre tang* -^ près, devient
- taug^ -g- := constante,
et comme dans la projection stéréograpliique, tt une facteur constant près, on a
X = tang -^ sin T, y = tang y cos T,
cette équatiou nous donne
sinî£o-i-4c^--]
Donc, si l'OQ cherche la projection d'un pays assez petit, en prenant pour les méridiens et pour les parallèles des arcs de cercle, la projection ne peut s'approcher notablement de celle de la plus précise, à moins que ses limites, dans leur projection stéréographique, aux quantités de l'ordre tang' -j près, ne vérifient cette équation
et, par conséquent, ne présentent une courbe du second degré qui sera évidemment une ellipse, car cette courbe doit être fermée.
D'après l'équation précédente ou voit qu'un des axes de cette ellipse
suit la direction du méridien et que leur rapport est égal à l/^!",'""" ^2^! . Donc, s'il s'agissait de projeter une portion de la surface du globe, limitée par une pareille courbe dont les axes sont en rapport de 1 : », l'exposant de projection serait déterminé ainsi:
(2c/=l-+-J^ sin^^fl.
Cette équation nous montre qu'il existe une liaison intime entre la configuration d'un pays et la valeur la plus avantageuse de l'exposant pour sa projection.
D'après les équations dont nous venons de parler, quelle que soit la forme du pays, on peut déterminer et le centre de projection et la valeur de l'exposant de la manière la plus avantageuse pour la précision de sa carte. C'est ce que nous nous proposons de montrer dans un Mémoire détaillé sur la construction des cartes géographiques.
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Messieurs!
Les Sciences Mathématiques out été l'objet d'uue attention particulière dès la plus haute antiquité. Elles excitent aujourd'hui encore un plus grand intérêt à cause de leur influence sur les Arts et l'Industrie. Le rapprochement de la théorie et de la pratique donnent les résultats les plus féconds. La pratique n'est pas la seule à tirer profit de ces rapports: réciproquement les sciences elles-mêmes se développent sous l'influence de la pratique. C'est elle qui leur découvre de nouveaux sujets d'étude et des points de vue nouveaux sur les sujets connus depuis longtemps. Malgré le haut degré de développement auquel sont parvenus les Sciences Mathématiques grâce aux travaux des grands géomètres des trois siècles derniers la pratique démontre clairement qu'elles sont incomplètes à plusieurs égards. En effet elle pose à la Science des questions essentiellement nouvelles et provoque ainsi la recherche des méthodes inconnues jusque là. Si la théorie retire un grand profit d'appUcations nouvelles d'une ancienne méthode ou de ses nouveaux développements, elle en tire encore un plus grand de la découverte des méthodes nouvelles. Dans ce cas la science trouve un guide sûr dans la pratique.
L'activité pratique d'un homme embrasse de si multiples variétés que pour satisfaire à toutes ses exigences la science manque évidemment de beaucoup et de diverses méthodes.
Mais entre ces méthodes ont une importance particulière celles qui sont nécessaires pour la solution de différentes variétés d'un même problème, applicable à toute l'activité pratique d'un homme: comment faut U disposer de ses moyens pour acquérir les plus grands avantages possibles.
La solution de ce genre de problèmes fait l'objet de la théorie des maxima et des minima. Ces problèmes d'un caractère pratique ont aussi une importance particulière dans la théorie. Toutes les lois qui régissent les mouvements de la matière pondérable ou impondérable ne sont rien moins que des solutions de pareils problèmes. On ne saurait trop reconnaître leur
influence particulièremeut favorable au dévelop]iemcnt des sciences Matliématiques.
Avant l'iuvention de l'Analyse des infiniment petits on ne savait à résoudre que quelques problèmes particuliers de ce genre.
Cependant dans ces solutions se trouvait déjà le germe de la plus importante branche des Sciences Mathématiques connue à présent sous le nom de «calcul différentiel». Pour montrer l'influence qu'ont eu sur la découverte de cette science les questions des maxima et des minima permettez moi de vous citer un passage de l'oeuvre immortelle de Newton «Philosophiae naturalis principia mathematica». L'auteur, rappelant les origines de cette découverte dont les applications et les résultats sont aujourd'hui innombrables, s'exprime ainsi:
'(Dans les lettres que j'ai échangées il y aune dizaine d'années (1677) avec l'habile géomètre Leibnitz, lui ayant annoncé que je possédais une méthode pour déterminer les maxima et les minima, conduire les tangentes et résoudre les questions semblables, et que . cette méthode réussissait aussi bien pour les expressions irrationnelles que pour les autres; comme je la lui cachais sous des lettres transposées représentant la phrase suivante: étant donnée une équation qui contient des fluentes, trouver les fluxions et réciproquement, l'illustre Leibnitz me répondit qu'il avait également trouvé une méthode analogue qu'il me communiqua et qui ne différait de la mienne que par les mots et la notation».
(Note sur la proposition VII du second livre, éd. 1713).
Toutefois la découverte du calcul différentiel et la solution des problèmes analogues à ceux qui avaient provoqué cette découverte n'ont pas épuisé complètement la matière. Les recherches de Newton lui-même en sont une preuve manifeste: en effet il a résolu la question suivante: «quelle forme doit avoir un corps se mouvant dans un fluide pour qu'il y éprouve la moindre résistance». Cette question présente le problème des maxima et des minima essentiellement diffèrent de ceux qui sont résolubles par le calcul différentiel. La méthode générale pour résoudre de tels problèmes, si importants pour la Mécanique Analytique, a conduit à la découverte d'un nouveau calcul connu sous le nom du ncalcul des variations».
Malgré ce grand développement des Mathématiques par rapport à la théorie des maxima et des minima il n'est pas difficile de remarquer que la pratique va plus loin. Elle exige en effet la solution, des problèmes d'un nouveau genre sur les maxima et les minima, essentiellement différents de ceux que l'on sait résoudre par le calcul différentiel et celui des variations.
Comme exemple de pareilles questions et de la façon dont on peut les résoudre nous pouvons citer nos recherches sur le parallélogramme de Watt,
imprimées dans les «Mémoires des savants étrangers» de notre Académie, 1854. On voit par les résultats que nous avons obtenus en considérant la méthode nécessaire pour la détermination d'une meilleure construction des mécanismes de ce genre, que dans ce cas les questions de la pratique mènent à plusieurs résultats théoriques intéressants pour la science, on voit aussi que les méthodes inspirées par la pratique présentent un moyen pour résoudre de nouvelles questions théoriques intéressantes même indépendamment de leur valeur pratique *).
La construction des cartes géographiques présente un autre exemple des questions de ce genre particulièrement remarquable. Daus l'état actuel de la théorie des cartes géographiques on peut indiquer un nombre infini de différents procédés de les construire de telle sorte que les éléments infiniment petits de la terre conservent sur la carte leur forme originale. Mais d'après la propriété de la surface sphéroïdale de la terre le rapport d'agrandissement des différents éléments doit être nécessairement variable, donc les éléments égaux de cette surface pris daus différents lieux se présentent sur la carte avec diverses dimensions. Plus les changements du rapport d'agrandissement sont considérables plus la carte est altérée. Comme l'amplitude de ces changements du rapport d'agrandissement dans 'étendue d'une même partie de la surface terrestre est plus ou moins considérable en rapport avec la projection admise de la carte, la question suivante se pose d'elle même:
Pour quelle ^projection ces changements du rapport d'agrandissement sont ils les plus petits?
•) Ainsi aous troavoua ici entre autres la solution de la qnestion suivante;
«La fonction entière a;"" ■+■ Ja!*" — i -*- Bx^'~^ -i- 0**" — *-i- ...-*- S Tarie évidemment avec x; qnel est le moindre degré de ses changements?» Et pnis «pour quelles Taleurs de A,B, C,...ff atteind-elle cette limite?».
La solution de ce problème mène à beaucoup de rëaultatâ intéressants de l'Algèbre Supérieure. Par eiemple
1) Si l'ona/(x) = 3;"-(-Ba:*'~*-i-Ca;"~*-«- .... -i- fl on trouvera entre les limites ft et &±4 y'±^f (h) aa moins une racine de l'une des équations /{x} = 0,/' (as) = 0. Le signe
du radical est déterminé par le signe de la fraction — j, .j! . Cette proposition a une application importante dans la théorie de la séparation des racines par la méthode de Fourier.
2) L'équation x^-^'l-^- Bx^—^ -t- Oa;»*»^' -t- ...-»- Hx±K=0 a, toujours une racine entre les limites
ai-i-i an-t-i
d'où il résulte la propriété suivante des équations:
Dans l'équation œï"-'-'-i-BiS**»—> -H C!C«"—>-t- ...-l-Bai±£=0, ne contenant que les degrés impaires de x, aii K est compris entre — 2 et -»- 2, on trouvera au moins une racine entre les mêmes limites.
Daus une Note, lue par moi dans la séance du 1 8 Janvier à rAcadémie Impériale des sciences, j'ai montré que cette question, traduite en langue d'Analyse, se ramène à un problème particulier des maxima et des minirna, essentiellement diiférent de ceux qui se trouvent résolus dans le calcul différentiel et dans celui des variations. Ce problème est semblable à ceux qui ont été l'objet de mou Mémoire ci-dessus mentionné sur le parallélograme de Watt, mais se rapporte à un ordre supérieur de pareils problèmes: on cherchait là certaines quantités constantes tandis qu'ici il faut trouver deux fonctions inconnues, ce qui correspond à la détermination d'un nombre infini de quantités constantes. Cela établit entre ces problèmes une distinction analogue à celle qui existe entre les problèmes du calcul différentiel et ceux du calcul des variations. Ce sujet est d'autant plus intéressant sous le rapport théorique qu'il se ramène à l'investigation d'une équation aux dérivées partielles extrêmement remarquable, qui exprime, p. ex,, aussi l'équilibre de la chaleur dans les membranes infiniment minces. Ainsi la question sur la meilleure projection est liée à la propriété remarquable de la chaleur, à savoir: lorsque la chaleur est en équilibre daus une membrane circulaire infiniment mince, la température au centre est une moyenne des températures dans tous les points de la circonférence; une proposition semblable est vraie pour la sphère: la température au centre est une moyenne des températures à la surface.
La solution définitive du problème de la meilleure projection est très simple: la meilleure projection pour la représentation d'une certaine partie de la surface terrestre sur une carte est celle dans laquelle le rapport d'agrandissement conserve une même valeur sur la limite de la région représentée, valeur, qu'il est aisé de déterminer d'après la valeur normale du rapport d'agrandissement. Quant à la détermination de la projection ayant la propriété ci-dessus, elle se ramène à la solution d'un problème ordinaire d'intégration des équations aux dérivées partielles, lorsqu'on donne la valeur de l'intégrale sur le contour, à l'intérieur duquel elle doit rester finie et continue.
On trouvera ainsi la meilleure projection pour représenter chaque pays sur la carte. Cette projection sera déterminée par la position du pays par rapport à l'équateur ainsi que par la forme de sa frontière. De plus, les parallèles et les méridiens se représenteront par diverses courbes qui seront peu différentes do'cercles'et de droites, si on projette une partie peu considérable de la surface terrestre. On construit sans aucune difficulté ces lignes par points. Les cas, dans lesquels les méridiens et les parallèles se représentent exactement par cercles et par lignes droites sont particulièrement remarquables; la construction des cartes de petites dimensions en de-
vient plus facile. Lagrange, dans ses Mémoires «Sur la coDstructiou des cartes géographiques», a déterminé toutes les projections où cette circoustance a lieu. D'après les propriétés générales de la meilleure projection il est aisé de montrer pour quels pays ces projections seront les plus avantageuses: les contours de tels pays seront déterminés par des points pour lesquels le rapport d'agrandissement dans ce genre de projections conserve une même valeur. Les contours des pays déterminés de cette manière représentent en général des courbes assez compliquées. Mais en diminuant les étendues des régions représentées sur la carte, ces courtes se simplifient et se rapprochent rapidement des ellipses, dont elles ne s'écartent qu'insensiblement quand on représente des régions même assez considérables, telle que, par exemple, la partie Européenne de la Russie. Ces ellipses ont certaines positions déterminées: leur centre se trouve au centre de la projection et un des axes longe le méridien. Le rapport des axes de ces ellipses se détermine par la position de leur centre par rapport à l'équateur et par une quantité particulière nommée par Lagrange exposant de la projection.
Inversement pour représenter sur la carte une partie de la surface terrestre, pas trop grande et limitée par une pareille ellipse, on peut trouver le mode de projection qui changerait les parallèles et les méridiens en cercles ou lignes droites et donnerait la représentation se rapprochant de la plus parfaite. I! faut pour cela, d'après ce que nous avons 'dit plus haut, prendre le centre de la projection et son exposant d'une manière convenable, tenant compte de la position du paya et de la forme de ses contours *).
C'est pour cela que les cas particuliers des projections effectuées avec la conservation de la similitude des éléments infiniment petits, telles que, par exemple: la projection stéréographique, polaire et horizontale, les projections de Gauss et de Mercator, qui se déduisent toutes de la méthode générale dans les hypothèses particulières à l'égard de la position du centre de la projection ou de son exposant, ne peuvent donner la représentation se rapprochant à la plus parfaite que pour certains cas particuliers.
Ainsi si l'ellipse mentionnée se transforme en un cercle, l'exposant devient égal à 1, et la meilleure projection se ramène en général à la projection stéréographique horizontale, qui se transforme en projection polaire, lorsque le centre du cercle coïncide avec le pôle terrestre. En diminuant
*) L'exposant de U projection se détermine par la formule 1/ 1 -4- -^ — : cos^ I, où l est
la latitude du centre et n le rapport de l'axe dirigé suivant méridien à l'antre axo.
(Voir ma Note: «Sur la construction des cartes géographiiiues», lue à l'Académie le 18 Janvier).
l'axe de l'ellipse dirigé suivant le méridieu, la meilleure projection se rapproche de celle de Gauss. Cette projection se transforme en celle do Mercator, en rapprochant le centre à l'éqnateur.
Il est évident, que ponr obtenir la meilleure carte des différents pays il ne faut pas se borner à un ou à quelques procédés particuliers de la projection, mais il est nécessaire de faire usage de la méthode générale, en choisissant chaque fois d'une manière convenable le centre de la carte et la valeur de l'exposant.
D'après ce qui a été dit plus haut, on fait aisément ce choix pour la représentation d'une telle région de la surface terrestre dont le contour est une ellipse avec un axe dirigé le long d'un méridien. Mais la pratique ne donne jamais des cas si simples; les contours des divers pays ont toujour ta forme de courbes extrêmement irrégulières. Malgré cela, pour la meilleure représentation d'un pays peu étendu on peut déterminer la position du centre de la projection, ainsi que la valeur de l'exposant, en comparant la forme du contour du pays avec une ellipse ou quelque autre section conique. Il suffit pour cela d'avoir seulement une représentation approximative du pays, pour la carte duquel on cherche la meilleure position du centre et la meilleure valeur de l'exposant; on peut donc employer ici une carte construite d'après une méthode quelconque.
On peut, à proprement parler, faire ici trois hypothèses différentes qui donnent lieu à trois solutions différentes; mais eu les comparant entre elles il n'est pas difficile d'eu trouver la plus avantageuse. Premièrement: on peut considérer la région projetée comme une partie de l'espace limitée par l'ellipse ayant son axe le long du méridien; cela correspond toujours à la solution la plus avantageuse pour les pays dont la plus grande extension dans la direction des méridiens et des parallèles se trouve sur ceux qui passent non loin du centre. Ce cas se rencontre le plus souvent dans la pratique.
Deuxièmement, la région projetée peut être considérée comme la partie de l'espace entre deux ellipses, hyperboles ou paraboles disposées semblablement. Cela peut donner la solution la plus avantageuse pour représenter seulement des régions courbées en forme de faucille ou présentant une baude étroite inclinée par rapport aux méridiens et aux parallèles.
Troisièmement, la région peut être comparée à l'espace compris entre les branches de 2 hyperboles inverses: ce qui correspond aux pays dont les contours sont considérablement concaves par rapport au centre *).
*) Pour l'espace qui est limité par une ellipse -^ -•- "L = 1 ^»"s '^ projectiou atéréograpbique horizontale de rayon = 1, la limite des écarts du rapport d'agrandissement (la différence-
En nous arrêtant à la première supposition, à laquelle se rapporte la plupart des cas, qui se rencontrent dans la pratique, nous remarquons que de toute la multitude des ellipses, qui peuvent être circonscrites autour de la région représentée, la projection la plus avantageuse sera déterminée par la plus petite de ces ellipses, si nous prenons pour mesure de comparaison des différentes ellipses la longueur du diamètre moyen, qui est également incliné vers les deux axes.
n n'est pas difficile de trouver, d'après la forme du contour de la région représentée, les points sur lesquels cette ellipse sera appuyée, et de construire par ces points ses axes et son centre. Le centre de cette ellipse sera la position la plus avantageuse du centre de la projection. La position de ce centre et le rapport des axes de l'ellipse détermineront le meilleur exposant. — Tout cela se rapporte, à proprement parler, à la représentation sur la carte des contrées très petites; mais il est aisé de trouver pour des régions plus vastes par la méthode générale d'approximations successives des corrections dans la position du centre de la projection et dans la valeur de l'exposant. De cette manière sera déterminé le meilleur procédé de construction de la carte d'un pays donné dans laquelle les parallèles et les méridiens conservent leur forme circulaire.
Nous voyons de là, que la construction des cartes géographiques appartient aux questions de la pratique qui se résolvent différemment pour divers pays. Le procédé de construction avantageux pour la représentation de la France, de l'Allemagne où de l'Angleterre peut être désavantageux pour la Russie. D'ailleurs la Russie, à cause de son étendue, présente des difficultés particulières pour sa représentation sur la carte; par cette raison le choix de la projection, qui correspond le mieux à son étendue, à la forme de ses frontières et à sa position par rapport à l'équateur a une importance particulière. Sans parler des cartes qui embrassent toutes les parties de la les cartes de ses différentes parties donnent des changements très
entre ses valeurs, la plus grande et la plus petite, divisée par sa valeur moyenne) s'exprime ainsi -; — rsl pour l'espace entre denx ellipses — î-«-It=X*. -s-'-^ = l <'6"* limite est égale
~^ — 'ts — ; entre deux hyperboles -^ — ^— X', — — fs =1 elleeetegalea \_ , . ■ „, ; a' -I- 0' œ' 0' o' 0* ^^ (1 — o'f
entre deux paraboles x" =^ 2 py •*- rt, afl =: 2 py -t- <i^ elle est égale à2(a — a'); enfin dans
l'espace entre deux branches de deui hyperboles inverses — ^ — jâ^^i ~ — ïs ~ — ^^
la limite des écarts du rapport d'agrandissement est égale â _^, ^ — iiï"- '-'^^ résultats se
déduisent des dernières équations de la Note citée, et ils sont exacts à tg' — près, oii m est la
distance angulaire des points de la région projetée jusqu' au point qni est pria pour centre de la projection stéréo graphique.
sensibles du rapport d'agrandissement. Ainsi, en représentant sur la carte par la méthode de Gauss tout ce qui appartient à la Russie de ce côté des Monts Ourals, on admet des changements du rapport d'agrandissement qui surpassent ^ , ce qui donne pour la mesure des surfaces une différence d'une lieue carrée sur dix, une erreur très considérahle. L'erreur de la carte devient plus petite dans la projection stéréographique horizontale avec un centre convenablement choisi, mais ici encore les différences du rapport d'agrandissement atteignent g^, ce qui donne pour la mesure des surfaces une différence d'une lieu carrée sur dix-sept. Ces erreurs ne sont pas assez petites pour qu'on puisse les négliger ; le moyen pour les diminuer consiste dans la détermination de la projection qui correspond mieux à la forme et à la situation du pays représenté.
En examinant cette partie de la Kussie sur la carte, nous remarquons que le contour général de ses frontières est loin de s'approcher des ellipses dont l'axe' est dirigé le long du méridien, et dans ce cas iln'estpaspossible, comme nous l'avons déjà vu, d'atteindre la meilleure représentation sur la carte en laissant les méridiens et les parallèles circulaires ou rectilignes. Une pareille simplification dans la construction de sa carte conduit à une diminuation considérable du degré de la régularité de la représentation. Pour atteindre la représentation la plus précise, il faut déterminer, d'après ce qui a été dit plus haut, le procédé de projection par l'intégration d'une équation particulière. Cette intégration devant se faire sous une condition qui dépend de la forme des contours et ces contours étant des courbes très compliquées, l'intégration exacte est évidemment impossible. Mais la pratique ne l'exige pas. Il lui suffit de se borner dans les changements du rapport d'agrandissement aux dixmillièmes, et dans ce cas tout se ramène à la détermination de quelques coefficients, qui sont faciles à calculer, avec une approximation suffisante pour la pratique, d'après la forme du contour, quelque décourbé qu'il soit. Quant aux parallèles et aux méridiens, on peut les construire sans difficulté par points.
Passant aux procédés les plus simples de la construction des cartes, où les parallèles et les méridiens sont des cercles et des droites, nous remarquons que les domaines de la Russie de ce côté des Monts Ourals, y conclus le Caucase et la Géorgie, s'étendent plus du nord vers le sud que de l'est à l'ouest. On ne peut donc pas comparer cet espace avec un cercle et d'autant moins avec une ellipse dont l'axe dirigé du nord vers le sud est très petit en comparaison avec l'axe dirigé de l'est à l'ouest. Par conséquent, d'après ce qui a été dit plus haut, nlla projection deOauss, ni la projection stéréographique ne correspondent pas à la figure de la région pro-
jetée. Nous remarquons, en appliquant dans ce cas la méthode indiquée par nous pour la détermination du ceutre et de l'exposant de la projection, que le centre de la plus petite ellipse se trouve entre Jaroslaff et Ouglitcli sur la longitude 57° et la latitude 57° 36'. Cette ellipse, ayant son axe dirigé le long du méridien, embrasse tous les domaines de la Russie jusqu'aux monts Ourals, ÎDclusivement avec le Caucase et la Géorgie, et le rapport de ses axes est égal à ^. Prenant pour base cette ellipse nous trouvons qu'à la projection la plus avantageuse correspond l'exposant 1,0788*). Cette valeur diffère moins que d'une dixième de 1 qui est l'exposant de la projection stéréographique. Néanmoins cette différence a une influence considérable sur le degré de précision de la construction. Nous avons vu que la projection stéréographique, dans le cas de la position la plus avantageuse du centre, donne pour l'espace de la partie considérée de la Russie l'écart du rapport d'agrandissement égal à ^7. Prenant la valeur trouvée 1,0788 comme exposant de la projection et son centre enti'e Jaroslaff et Ouglitch (longitude 57°, latitude 57°42'30"), nous avons obtenu une carte de cette partie de ia Russie dans laquelle les écarts du rapport d'agrandissement ne surpassent pas g^. C'est la plus grande exactitude qu'on puisse atteindre avec des parallèles et des méridiens rectilignes ou circulaires.
D'une manière semblable, Messieurs, la plupart des questions de la pratique se ramène à des problèmes des maxima et des minima, tout à fait nouveaux dans la science, et ce n'est que ]iar la solution de ces problèmes que nous pouvons satisfaire aux exigences de la pratique, qui cherche partout le meilleur et le plus a
*) La formule de la note ') donne, en posant l ^ 57°36', n ■^= 1,7, pour l'exposant de îa carte ia valeur 1,0675. Nous trouvons, en calculant les corrections, qu'il faut, a^joutcr 0,0113 à cette valeur; pour la latitude du centre de la projection on trouve 57°3G' + C'30"~ 57°42'30". Sa longitade reste égale à 57°.
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Sur la série de Lag^range.
§ 1. L'iutégratiou par parties donne la série de Taylor et le terme complémentaire avec une extrême facilité; que manque-t-il à cette méthode pour donner d'une manière aualogue la série plus générale, due à Lagrange? Toutes les méthodes d'après lesquelles on parvient à la série de Taylor sont plus ou moins susceptibles de donner la série de Lagrange; la méthode d'intégration par parties est la seule qui présente une exception. En cherchant à combler cette lacune, nous avons reconnu qu'il ne s'agissait que de donner une certaine extension à la méthode de réduction des intégrales, connue sous le nom d'intégration par parties^ extension qui parait être utile dans plusieurs autres cas.
L'intégration par parties se réduit à l'identité
Si l'on ne séparait point les facteurs du produit 0 (ce) 4" (^), on pourrait écrire cette identité de la manière suivante:
^0{xy\{x)dx^jO{x"^{(>^)dx'—[^^^^^^^^^^dx,
en supposant qu'on supprime les accents de x' et x" après avoir fait les opérations, qui se rapportent exclusivement à ces quantités.
Or, en représentant sous cette forme l'intégration par parties, on reconnait sans peine que rien ne s'oppose à ce qu'on l'applique au cas, où le produit 0 {x") <^ {x') est remplacé par une fonction quelconque de deux lettres x' et 0^'. C'est là le changement nécessaire pour qu'on puisse en tirer la série de Lagrange par le même procédé qui conduit à la série de Taylor.., L'énoncé de cette réduction peut se faire en ces termes: Si Von convient de ne distinguer x et x" de x que dam les opérations qui se rapportent exclusivement à x'' ou x', on a
(1) Jrtit-, <^') dx=if(<d, x') fe'- f ''J>'">"''"' &.
Il n'est pas difficile de remarquer que la réduction des intégrales, dont nous venons de parler, ne diffère que par son énoncé de celle que M. Bertrand a donnée dans le VIII Tome du Journal de Mathématiques pures et appliquées de M. lÂouville.
Pour montrer la manière de se servir de cette réduction, supposons qu'il s'agisse de réduire l'intégrale
^{cQ^x-t-e") dx.
On commencera par mettre l'expression cosx-^-e" sous la forme d'une fonction de deux lettres x, x", ce qu'on peut faire, évidemment, de différentes manières. Si l'on s'arrête au cas, où l'on donne un accent à x sous le signe de cosinus et deux accents à l'exposant de e, l'e;
devient
cos x -+- e^",
et alors, d'après la formule (1), on aura
I (cos x -+- e^") dx=j (cos x -+- e"'") dx' — f "^ ^ '""' '""^^ '^"^ '^'"' dx
= siii x H- x e*" — J a;' e^" dx,
ou, en supprimant les accents,
j {C0& X -t- e^) dx = sin x-^-xe^ — jxe^ dx.
En intégrant par rapport à x nous avons pris pour constante zéro; mais rien n'empêche de prendre une valeur quelconque, qui peut être même une fonction de x". Pour s'en assurer on n'a qu'à remarquer que la formule {!), étant différentiée par rapport à x, se réduit à cette identité
rtx', x") = /-(x', x'} -4- iu&ia: _ -</">""'«■.
§ 2. Passons maintenant à la démonstration de la série deLagrange. Nous supposerons qu'on ait
X — a = ïitp(Z),
et que l'on cherche le développement de F{X) suivant les puissances croissantes de T],
Imitant la marche ordinaire qui mène à la série de Taylor, mettons la valeur F(X] sous la forme
F(X) = F (a) -+- J F'{x)dx.
Puis, remplaçant dans la dérivée F {x) la lettre x par x , nous trouvons d'après la formule (1)
J F' {x) dx = l F' ix") dx=j F' ix") dx - f ^^^^'Jp^"' dx
= i,'^C)I^ix"}-l'J^^§^:^d., ce qui donne
J- F' {x") dx = {x -a-tif {x"}) F' (x") — | rf(^'-''-^y))J-(x") ^^^
eu prenant
G= — a — 7] cp (,«").
Remarquons en passant que cette valeur de G présente une grande analogie avec celle que l'on emploie dans le même cas, en cherchant la série de Taylor.
Si l'on applique de nouveau la formule (1) à, l'intégrale
J du;' '
on parvient à la réduction
^d{x'-a-riv(x"))F'(x"]
dx =
— ¥ 1S> ïj (Et
Il ne reste qu'à poursuivre la même marche et l'on obtient successivement
J wr
1 d' (■»' ---w (»;"))' -8" (I") 1 pj (:.■-. -.!,.(»"))■>-(«■).
— 3 JSy s J (il")' "■^i
I (ÎÏTi ""^
_ 1 #(»'-»-w(-'"))'J"(»") 1 f j' (.!'-« --iTte'T F' (»"l J.
et ainsi de suite.
La substitution de ces valeurs donne pour l'intégrale indéiinie
yF'(x)dx
cette expression
j F' {X) dx = {x- — a~ 119 {x"))F' (x") — | '^'^-"-^y"')'-^"'^"' _». ^3 (ifcc")^ ■■■ 2.3,..,» (rfœ")"— 1
(-1)" /■ffnt^^^^,^^;^-))»^,,^^,-^
^2,3... ni [dx'T
Eu passant à l'intégrale définie
j F'{x}dx,
on reconnaît d'abord que pour x = x' = x" = a les termes hors du signe d'intégration deviennent
Ensuite, pour x^x =x" = X, X étant racine de l'équation
X — a — 7if{X),
ces termes se réduisent tous à zéro à cause du facteur x' — a — Ï19 (x") qui y reste, malgré toutes les diiférentiations, et qui s'annule, en vertu de l'équation précédente, pour x = x" = X. Donc
\F {3:)d^=:7iF(a)9((t)-i- 2- dL "^ 2^ di^"^ "^
(dx")» '
et par conséquent
F{X) = F{a)^^F\x)dx =
Ainsi l'on parvient à la série de Lagrauge
F(X] = F{u) ^ , t' (») <p («) + f 'ZLkipi ^
et l'on voit que le terme complémentaire a pour valeur
(-1)" r^ri"(^'-a-^yl^'0)"-F'(a;'0 , 2,3. ...nj„ " Wr '
OÙ on supprimera les accents de x et x" après avoir fait les différentiations par rapport à x". Cette valeur peut être, évidemment, présentée sous cette autre forme:
âTs::".» j „ d^ ■ "^'
eu faisant i = 0 après les différentiations.
D'après ce que nous venons de voir la formule
-^STFTTTÏ £5=1 ^âX— ïïj, (3ÎT "'^
subsiste égaleineut pour toutes les valeurs de X qui vérifient l'équation Z — 0 = 119. (Z).
Mais les premiers termes
de cette expression, qui constituent le développement de ^(X) d'après la série de Lagrange jusqu'à la (w-i- 1/ puissance de i], ne dounent effectivement sa valeur, exacte aux quantités près du même ordre, que si le terme complémentaire
;.3,,,,nJ„ {dx'T
J„ rfi
devient, pour ï] petit, de l'ordre i]""*"' ou d'un ordre supérieur. Or, il est facile de remai'quer, que cela a lieu uécessairemeut, tant que X est celle des racines de l'équation
qui se réduit à a pour ï] =: 0; car dans ce cas, en vertu de l'équation X— a = Yiç(X),
la différeuce X — a est une quantité de l'ordre t\, et par conséquent, l'intégrale
r'' rf"(-r,?(^-.-i)-.-a-x)"F'(.r-H,r^^
où a; — a reste compris entre 0 et _X — «, a tout au plus une valeur de l'ordre r{^\
§ 3. Le terme complémentaire, que l'on vient de trouver, permet d'assigner la limite du reste dans les développements construits d'après la formule de Lagrange et arrêtés à un terme de rang quelconque. Nous allons en donner des exemples sur les développements bien connus de Vmtomalie excentrique et du rayon vecteur selon les puissances croissantes de V excentricité.
Pour le développement à.^Vanmialie excentrique il faut poser dans nos formules
F[xj = x, rf{x)=^&inx,
en supposant que X désigne Vanomalie excentrique, a Vanomalie moyenne et 7] V excentricité.
Dans ce cas l'équation
A....n di
pour i=:o, n'est que la valeur de l'intégrale définie
,ue, ce
r étant une quantité quelconque, ce terme complémentaire peut être mis sous cette forme:
Pour assigner la limite que cette expression ne peut surpasser, dous allons chercher la plus grande valeur que peut avoir le module de
[t\ sin (x -+- j-c'**'"') -4- a — a;]*
pour X compris entre a et X, racine de l'équation
X — d ^ T] sin X,
ou, ce qui revient au même, pour a compris entre x — ï] sin ^ et x. En dénotant par R le module de cette expression, l'on trouve
It =[fl sin {x -H rif^'^) -t-a — x] [ï] sin (x -+- re"'^"') -t- a — a;],
La valeur de -^^ étant positive, on conclut que le maximum de B ne peut avoir lieu que pour les valeurs extrêmes de a, savoir:
a=^x, a = K — ï] sin a;.
Or pour a^=x\& valeur de B, devient
t\ sin (x -H rtf'"'^) . t^ sin {x -\~ r(r^^~\ ce qui se réduit à
^[cos{2ry — 1 sin^) — cos(23;-t-2rcosp)]^
__;|_p rscp-i-e^ r^mp cqS (23; -l- 2rC0S^)~|,
et la plus grande valeur de cette expression a lieu, évidemment, pour 8in^= 1, cos (23;-i- 2r cos j))=: — 1, ce qui donne pour \^ maximimi àjà R cette valeur:
En prenant pour a son autre valeur extrême x — f\ siu x, on trouve que B devient
■ff [sin {x -i- re^i^"^) — sin a;] [sin {x -+- re~*^~') — sin xX
ce qui se réduit à
4V cos (a; -4- 1 e"'^-') sin (| e'^"^) . cos (x h- | e''>'-^) sin (| e--^'^); et comme 2cos{x-t'~é''^~^)cos{x~t-^e''''^~'') = cos(rV — lsmp)-i-cosi2x-i-rcùsp)
2 sin(^ e''^-^ &m (-^ e-'^^^') = cos (r V— 1 siiii)) ~ cos (r cosp)
on
trouye
pour
S cette valeur:
COSI
[rcosp),
— -t-cos
(2x-i-rcosw).
Od parvient facilement à reconnaître que cette valeur reste toujours au dessous du maximum de R que nous veuous de trouver pour x = a. En effet, en cherchant les valeurs de p, pour lesquelles l'expression
S = ^""°''*-^ ""^'P. — cos (r cos^)
peut devenir maximum ou minimum, on trouve l'équation
(2) ~^ cosp — sin (r cosp) sinp ^ 0.
Cette équation se vérifie évidemment quaud on fait
siap^O ou cosp = 0,
et hors ces cas, elle ne peut être satisfaite; car, tant que siu p est différent de zéro, on a
( 2 ) >r-èm^p,
et comme
sin^ (r cosp) < r* cos^p,
cela
tandis que l'équation (2), pour cosp différent de 0, donne
Donc, les maxima et les mmima de l'expression
„ e'sinp-t-e-'-™ ,
ne peuvent avoir lieu à moins qu'on n'ait
cos^ =: 0 ou sin^ = 0.
D'après cela, en remarquant que l'expression
ersinp-i-e-rsLnp
— — ^ cos (r cos^)
devient
selon qu'on prend cos ^ ^ 0 ou sin ^ ^^ 0, et que la première valeur surpasse la seconde, nous concluons que c'est cette valeur qui est le maximum de l'expression
ei-slnp-t-e-''siii!' , .
^ =^ , — ^ _ COg ^^ COS p).
Mais comme l'autre facteur
S,= ^ ^î^^ 1- cos {2x -+- r cos j?)
de la valeur de U^^t^ SS^ ne peut être évidemment au dessus de
il suit que cette valeur de R ne peut surpasser la limite
— 2G0 — et, par conséqueut, qu'elle est iuférieure à
ce qu'il s'agissait de prouver.
Ainsi l'on parvient à reconnaître que la plus grande valeur que peut avoir le module de l'expression
[ï] sin (ic -ï- reP^"^) -f- o — x\^
pour X compris entre a et X, racine de l'équation
X — 0 = 1) sinX, est celle-ci:
Il en résulte que l'intégrale qui représente le reste de la série en question, est an dessous de cette valeur;
h i:r:[^"('-^^rj ^=(^-») ^-c^^t-
Cette limite du reste sera plus ou moins grande selon la valeur de r. Mais comme r est tout-à-fait arbitraire, rien n'empêche de le choisir de manière que la limite
devienne la plus petite possible, et, par conséquent, la plus proche de la vraie valeur du reste. On y parvient, en prenant pour r une valeur qui rende minimum l'expression
ou, ce qui revient au même, maximum celle-ci:
En dénotant par h le maximum de cette expression, ou aura pour la limite du reste la valeur
(JC-<.)(|)", et comme la différence X — «, eu vertu de l'équation
X — a = 1] sin X, ne surpasse pas fi, on peut prendre pour cette limite TexpressioD suivante :
Quant à la valeur de k, on trouve que le maximum de
a lieu pour r, racine de l'équation
et que la valeur approchée de ce maximum est 0,66274. Donc
§ 4. Pour trouver la limite du reste dans ie développement du rayon vecteur, on prendra
F{x} ^1 — T] cos (ï, ç (x) = sin x,
. toujours que X désigne Vanomalie excentrique, a l'anomalie moyenne et t] V excentricité.
Ces valeurs de Fix) et ç (x), eus'arrêtant dans la série deLagrange au tenne
71" ^"-'■F'(a)'p"(a) 2.3....» da^-' >
donnent pour le reste
ii"[Y|sln(i-Hi|(nm(»^-.}-t
OÙ î = 0 après les différentiations.
En suivant la même marche que dans le paragraphe précédent, on mettra cette expression sous la forme.
àfj'?
n {X -^ r^V-^l (,| .in {x -^ re^V-') -^ g - :.)" y^j
On commencera la recherche de la limite supérieure du reste, ainsi transformé, par le calcul de la pins grande valeur que peut avoir le module de
i\ sin (x -+- reP^""^) (yi sin (x -+- rtf^-'') -t-a — x)"
pour X compris entre a et X, racine de l'équation
X — o:^T) sinX
Or, nous venons de trouver dans le paragraphe précédent, que pour ces valeurs de x le plus grand module de l'expression
[ïj sin (a; -+- nf''^} -t- « — xf est
et que ce module n'a lieu que pour x^a, et, par conséquent, dans le cas où l'expression
[i) sin (x -+- re*''^'"') -t-a — xf se réduit à
[t] sin (x -i- î-fl''"!''-')]^ .
Donc, la valeur if (--^~. -\ est la limite des modules de chacune de ces deux expressions
[t] sin (a; -\- reP'-') -«-a — xj, [v] sin (x -+- re^-^jj.
D'où il suit que le module de
T) sin (x -+- re''^"^) [i] sin {x -+- re^'^~^) -t-a — a;]"
ne peut surpasser
et par conséquent, la valeur de l'intégrale
qui est le reste de la série en question, doit être au dessous de cette limite:
Cette limite s'approche le plus près de la vraie valeur du reste, quand on prend pour r la valeur qui la réduit à son minimum, ce qui a lieu pour r détermiué par l'équatiou
Mais on n'augmente pas notablement cette valeur, en prenant pour r la racine de l'équation
qu'on trouve, en faisant dans l'équation précédente n infiniment grand. Avec cette valeur de r l'expression
se réduit à la quantité que nous avons désignée par /c, et alors l'expression trouvée de la limite du reste devient
r(X-a)(Ap.
De plus, comme la différence X — a ne surpasse pas ï], ou peut remplacer cette limite par celle-ci:
^'•(ir='Kfr-
Les limites que nous venons de trouver pour le reste du développe-
ment de l'anomaUe excentrique et du rayon vecteur seraient notablement diminuées, si dans l'évaluation de la limite du module de
lyi sin (x -t- re'''^~^) -t- a — 3;]^,
au Heu de remplacer, comme nous l'avons fait dans le § 3, les expressions
~ cos (r cos_p),
pour toutes les valeurs de p, par leurs maxima
on tenait compte de leur diminution, quand sin p s'approche de zéro. Mais malgré cette hypothèse défavorable, les limites trouvées suffisent pour montrer clairement que les déreloppements de Vanomalie excentrique et du rayon vecteur, selon les puissances croissantes de l'excentricité, sont tonjoui-s convergents, si la valeur de l'excentricité est inférieure à la limite 4^=0,66274. C'est ce que Laplace a trouvé le premier et ce que M. Cauchy a démontré par une méthode très ingénieuse. Ces Umites suffisent aussi pour prouver que dans ces développements l'erreur est toujours au dessous du rapport de l'excentricité à 0,66374, élevé au degré égal au nombre des termes qu'on retient.
On s'en assurera, si l'on remarque que dans les expressions
*(r'. HT''
que nous avons trouvées pour ces limites, les facteurs h et kr sont inférieurs à 1; car la valeur de h est 0,66274 etr, racine de l'éq
est au dessous de 1,2. — En supposant, comme nous l'avons fait, que dans ces développements ou arrête la série de Lagrange au terme
n da
on trouve n-t- \ ou n -1- 2 termes, selon qu'il s'agit du développement de
Vanomalie excentrique ou du rayon vecteur] car dans le premier casoupreud
F{x) = X, et dans le second
F{x) = 1 — Ticosir,
ce qui donne uu terme de plus.
§ 5. Dans le cas de plusieurs équations simultanées de la forme
X— fl = v]9(X, Y,Z, ),
Y—h=^^(X,Y,Z,....), Z-~c^aO{X, Y,Z, ),
la réduction des intégrales, dont nous nous sommes servis pour trouver la série de Lagrange, conduit directement au développement des fonctions de chacun des inconnus X, T, Z,.... selon les puissances croissantes ï], ^, o, . . . . et donne les restes de ces développements. C'est ce que nous allons montrer à présent sur les deux équations
(4) Y^b=:S;i^iX,Y},
en cherchant le développement de F(X).
En suivant la marche analogue â celle qui nous a conduit à la série de Lagrange, nous mettons la valeur cherchée F(X) sous la forme
(5) F{X) = F{d)-t-fF'ix)dx,
et nous réduisons l'intégrale
jF'{x)âx
d'après la méthode mentionnée, eu remplaçant F{x) par F\x"). Ainsi nous trouvons
^F'{x}dx^^F'{x")dx:={x'-i-C)r{x")—\^^^^^^P^dx,
où G, comme nous le savons, peut être une fonction quelconque de x". On prendra pour G la valeur
en supposant que y est fonction de x" déterminée par l'équation
(6) y^l=^^^^"^yy
Ainsi pour la valeur de l'intégrale indéfinie /i^{iE) dx l'on trouye jF\x)dx = {x~a—-^^{x'\y))F'{x'')—\^^'''-''--^^f'^^^^'^'^'Ux.
En passant à l'intégrale définie
ÇF'{x)dx,
nous remarquons qu'à la limite x=X, on a
x — X, x" = X, et d'après (4) et (6)
Or pour ces valeurs de x, x" et p l'expression
en vertu de l'équation (3), devient zéro.
Quant à la limite inférieure de l'intégrale 1 F (x) dx, en prenant
on trouve que cette expression se réduit à
î/(, étant la valeur de y pour x = a. — Cette valeur de y, en vertu de (6), sera déterminée par l'équation
(7) % — b = ^-i^ia,y,).
Donc, d'après la valeur précédente de f F' («) tïa: il viendra
— 2G7 — ou, ce qui revient au mêrae.
-i-lfJ-F"(a)?',(",y)iiy.
En poursuivant la même marche, nous réduisons les intégrales qui sont contenues dans cette valeur de l'intégrale
Çp'(x)ix.
En réduisant l'intégrale
nous trouvons
r ■»(»'- ° - If (""■ »)) I" («") j il(»' - <■ - viq> (i", »))' F' (x"l
I f^M^'-t-f.¥(^",y))'F'(x") j^ 2] WT '
et comme l'expression
x — a — ifitp (a;", î/),
d'après ce que uous venons de voir, se réduit à 0 ou à — vjq {a, y^), selon qu'on fait
x = a:" = X ou
cette équation nous donne
.^d(x'-a- r.<p (^', y)) F' {ce") , r,^ dF' {a) q>^ (a, yp)
1 f^di(:«'-a-,i»(j;",yi)»F'(x")
OU, ce qui revient au même,
f-d{x'-a-x,<f(x",y))F'(x")r, -^-^ dF' (a) y'^ [a,l>)
1 dx" 2 da
-¥j, wr ™
^<iJ*f"(a)q.(<.,!,)9„'(i.,S)(ij,
Passant à l'intégrale
nous remarquons que la même méthode de réduction, appliquée à l'intégrale
J y {«) T'y (".»)<'», nous donne
jF'(i>)f',(«,y)'l<l^!P'(<t)<f'y(«,!l"}*J
ce qui devient
J P' («) <p'y («, y) dy={îj—h — ^ (a, y")) F' {a) <ç\ (o, y")
Ml
si l'on prend
C=~b~i']>ia,y").
Comme l'expressioD
eu rertu de (7), se réduit à 0 pour y :=y" = y^, cette réduction amène
jy-' (a) (p'j, {a, y) dy = F' {a) <o\ [a, h) g'j^ {a, h)
1^° dF' [a] y'„ {a, y") (y' - 6 - g^ (», y")) ^
Lorsqu'on substitue ces valeurs des intégrales
dans l'expression précédent de on trouve pour sa valeur
2 Ja («ia:")^ ^ rfa
f * <i fe'- 1 - î't (», !>"l) J" M <■'</ (». »") J.
Si maintenant nous continuons de réduire de la même manière les iutégrales de cette valeur de
Çf'(x}cIx,
Lous trouvons que
2 h (d^'T ' da
___ f djy'-h-i-i, (g, y")) F' [a) y'„ [a, y") , ' J 6 ày" !>
n-l|Jj
(dy")"-
en faisant, pour abréger,
Nous terminerons par remarquer que la valeur trouvée de F{X), pour »= oo, se réduit à une série infime qui peut être présentée symboliquement de la manière suivante :
FiX) = F{a) M- '-^fl F' (a) -h Tje''^''^ -^^n ^ («>-
en supposant que dans les tenues du développement de cette expression on mette les facteurs
en avant de toutes les fonctions, et qu'on prenne pour la notation do la dérivée
Cette série présente une grande analogie avec celle de Lagrange, qui donue l'expression symbolique
F{d) -^ j^ F {a) pour la valeur de F{X) dans le cas de
X — fl = i^cp(X).
aVX SE KAXXACHEWÏ
A LA REPRESENTATION APPROXIMATIVE DES FONCTIONS
(Mémoires de l'Académio Impériale des sciences de Sfc.-Pétersliourg. Sixièrae S' Sciences mathématiques et physiques. Tome VII, 1869, p. 199 — 991.)
(Lu le 9 oelohre 1857.)
Sur les questions de mlnima qui se rattachent à la représentation approximative des fonctions.
§ 1 . Tant que la variable x reste dans le voisinage d'une même valeur, ou parvient à représenter, par les principes du calcul différentiel, une fonction quelconque f{x), sous une forme donnée, avec la plus grande approximation possible. Ainsi l'on trouve la représeutatiou approximative de f{x), dans le voisinage de x^^a, sous la forme d'un polynôme de degré n, en s'arrêtant dans son développement d'après la série de Taylor
/■{*)=/•(<') -t-'^rw+'-^rw-'-. • ■ .
au terme ^ ""' f"{a). On obtient de même la valeur approchée de f{x) sous la forme quelconque Z, en égalant à zéro pour a; := a la différence f{x) — Z et ses premières dérivées. — S'il ne s'agit que des valeurs de x qui avoisinent a, ces expressions de f{x) la représentent avec la plus grande précision dont elles soient susceptibles d'après leur forme. Mais cela n'a plus lieu, si la variable x n'est assujettie qu'à rester dans des limites plus ou moins étendues. Dans ce cas les recherches des valeurs approximatives de f{x) demandent des méthodes essentiellement différentes de colles dont nous venons de parler. Comme le degré de précision des valeurs approchées des fonctions se détermine par la limite de leurs erreurs, il est clair que l'on doit prendre pour la représentation de f{x) celle des expressions qui, parmi toutes les autres de même forme, s'écarte le moins de f{x) dans l'intervalle, où l'on cherche sa valeur approchée. Or les expressions approximatives des fonctions, qu'on trouve par les principes du calcul différentiel, ne satisfont jamais à cette condition; elles ne donnent la valeur de f{x) avec la plus grande précision que dans le voisinage d'une même valeur
de X, ou, ce qui revient au même, daus un iutervalle iufiuimeut resserré. Par conséquent, lorsque x varie entre les limites plus ou moins étendues, comme cela a lieu dans la pratique, on est obligé de modifier plus ou moins tes expressions approximatives de f{x) qu'on trouve d'après les méthodes ordinaires.
§ 2. Dans notre Mémoire intitulé: ti Théorie des mécanismes connus soKS le nom de parallélogrammes» nous avons traité le cas, oii l'on cherclie l'expression approximative des fonctions sous la forme d'un polynôme et nous avons donné la solution de ce problème :
Trouver les modifications qu'on doit apporter dans la valeur approchée de f{x), donnée par son développement suivant les puissances croissantes de x — a, quand on cherche à rendre minimum la limite de ses erreurs entre x^=a — h et X ^ a -h- h, h étant une valeur assez petite.
La solution de ce problème procure facilement les éléments des paraléllogrammes qui remplissent les conditions les pins avantageuses pour la précision du jeu de ce mécanisme. Mais en cherchant à résoudre les autres questions de cette espèce, nous sommes parvenu à reconnaître combien il est important d'avoir une méthode générale pour la solution des problèmes analogues à celui que nous indiquons ici, et consistant à déterminer les expressions qui, parmi toutes les antres de même forme, entre deux limites données s'écartent le moins d'une fonction quelconque f(x).
C'est de la solution de pareils problèmes que nous allons maintenant nous occuper.
§ 3. Nous commencerons par exposer un théorème général relativement à la solution de ces problèmes, qu'on peut énoncer de la manière suivante :
Etant donnée une fonction quelconque F{x) avec n paramètres arbitraires p^, P%i- • • -Pn' '"^ s'agit par un choix convenable des valeurs
Pi, P21 Pn '^^ ^cïîrfre minimum la limite de ses écarts de séro entre
x^^ — h et x^ -i-h.
Passant aux applications de ce théorème, nous montrerons comment il sert à obtenir les équations qui fournissent la solution du problème, où l'on se propose de représenter des fonctions sous la forme d'un polynôme ou d'une fraction rationnelle. — En définitive, nous montrerons le parti qu'on peut tirer de la résolution de ces équations dans certains cas particuliers, résolution que l'on effectue à l'aide des méthodes analogues à celles dont on se sert dans l'Analyse de Diophanie, et qui donne naissance à plusieurs théorèmes algébriques d'un genre tout-à-fait nouveau.
§ 4. Remarquons encore que les cas particuliers, qui seront traités ici, sont très importants pour la solution de ce problème général:
Etatd donnée la valeur approchée de f{x), déduite des méthodes ordinaires, soit sous la forme d'un polynôme, soit sous la forme d^une fraction, trouver les changements qu'il faut faire subir aux coefficients, quand on cherche à rendre minimum la limite de ses erreurs entre x = a — h et x^=a-i~h, h étant une valeur assez petite.
Mais nous ne nous arrêterons pas cette fois à ce problème, résolu en partie dans le Mémoire cité plus haut et dont la solution fera l'objet d'un autre Mémoire.
§5. La fonction quelconque F{x), entre les limites a;= — h et x = -^h, ne s'écartera pas de zéro plus que d'une certaine quantité i, si toutes ses valeurs depuis x=^ —h jusqu'à .x=: -t-h sont comprises eutre — i et -h i, et que parmi elles il y en ait au moins une égale à -t-i ou — L. — Supposons que cette valeur de F{x) réponde à x^=x^. Comme F (x), pour toutes les valeurs de x comprises entre x= —h, x^-t-h, ne doit pas surpasser -+- L, ni devenir inférieure à — L, il est clair que la valeur x = Xj, qui réduit F(x) àzti-, doit être ou l'une des valeurs de x, pour lesquelles la fonction F{x) devient soit maximum soit minimum, ou l'une des valeurs limites de x, c.-à-d. 3;= -t-fe, x=^ — h. D'après cela, et en faisant abstraction du cas où la dérivée F[x)^oxirx^ x^ devient infinie, nous concluons que a;, doit vérifier l'une de ces équations
{x — h) {x-i-h) = 0, F'ix) = 0,
et par conséquent celle-ci
(x — h)(x-t-h)F'(x)^0, ou
{x'—h'')F'{x)=iO.
La même chose aura lieu pour toutes les valeurs de x qui, entre les limites x=: — h, x = -t-k, réduisent F{x) soit à -t- JD, soit à — L, ou, ce qui revient au même, qui vérifient l'équation
D'après cela, en désignant par
les valeurs de x dont nous venons déparier, nous concluons que les équations (1) F^{x) = L^ (x'' — h^) F'(x) = 0
auront ^j. solutions communes
X = Xj, X^y. . . .X ,
où ic,, ic,,, . . .a; sont des valeurs réelles, différentes entre elles et comprises entre x^ — h et x=:-t-h.
C'est en ayant égard à ces solutions communes des équations (1) que nous chercherons à déterminer les valeurs des paramètres p^, p^,- ■ . p de la fonction F{x), pour lesquelles la quantité L, qui désigne, comme nous l'avons vu, la limite des écarts de F{x) de 0 entre x^ — h et x^-t-h, devient la plus petite possible.
§ 6. Pour simplifier ces recherches nous laissons de côté le cas, où F{x) et ses dérivées par rapport à x, p^, Ps,- ■ ■ ■?„ cessent d'être finies et continues entre x^ — h et x^-t-h, et dans cette hypothèse nous allons établir le théorème suivant:
Théorème 1.
La guantiié L qui désigne de combien la fraction F{x) s'écarte de zéro entre x^ — h et x^ -t-h, n'est pas réduite à sa plus petite valeur, si le système des équations
dp, 1 dp^ 3
«'a pas d'autres solutions que
X, = 0, Xa = 0,.
a:,, a^j,. . . .x^ sont des valeurs de x, pour lesquelles la fonction F{x), entre x= — h et X = -^71, atteint ses valmrs extrêmes -t-L et — L;Pj,p^,. . ,p t les paramètres arbitraires de F{x).
Déuioiisfratiou.
Ce théorème découle évidemmeût des deux propositions suivantes que nous établirons d'abord;
1) Si les équations (2) ne sont possibles qu'autant que \ = 0, Xj = 0,. . . ,X^^0, on trouvera des valeurs finies ^i, N^. . . .N^ satisfaisant aux fj. équations
dF{i
2) Au moyeu des valeurs finies i^,, N^,. ■ • .-N^ qui vérifient les équations (3) on peut assigner un système de valeurs des paramètres p^ , ^i,....^„ avec lesquelles la fonction iï' (a;), depuis x=^ — A jusqu'à a; =^ -h A, n'atteint ni la limite -i- L, ni la limite — L, et par conséquent, reste comprise dans des limites plus étroites.
Démonstration de la première proposition.
§ 7. Quand il s'agit d'équations du premier degré, dont les coefficients et les termes connus ont des valeurs finies, on parvient toujours à leur résolution en quantités finies, si toutefois, en les résolvant par une des méthodes usitées, on ne tombe pas sur une équation, où toutes les inconnues disparaissent et le terme connu ne se réduit pas à zéro. Or, si cela se présentait dans la résolution des équations (3), on pourrait les combiner de manière à
où toutes les incoimues N^^ N^, N^,, .- . .N^ disparaissent et le terme
F{x,)\-,-F(x,yA,^....^F{^^)\.
ne s'annule pa^, ce qui suppose qu'on parviendrait à vérifier les
dp, 1 dp, 2 ^^ ■ • ■ dpi i^ '
sans réduire l'expression
à zéro, et par conséquent, sans faire
A, = 0, Xj = 0, . .
Donc, tant qu'on ne peut vérifier les équations (2) par des valeurs deXjjX;, . . .\, autres qne \ = 0,\^=Q,. . . ."X =^0, ou est certain de trouver des valeurs finies N^, N^,. . . .N^ satisfaisant aux équations (3), ce qu'il s'agissait de prouver.
Démonstration de la seconde proposition.
§ 8. Soit a une quantité positive, infiniment petite, iVj, N^,. . . .N^ des valeurs finies qui satisfont aux équations (3), ^^0(3;) la valeur que prend la fonction F(x) quand on change ses paramètres
Pi, P2, P„
en
Pi — ^1 "î i'a — -^a "î ■ ■ ■ -Pn — ^n "■
Comme il ne s'agit que du cas, où la fonction F(x) et ses dérivées par rapport à a;, ^j, Pa, ■ . ■ -Pn restent finies et continues pour toutes les valeurs de X comprises entre xt= — h et x^ -t-li (les seules valeurs de x que nous aurons à considérer), la fonction F^(x\ qu'on trouve en changeant dans l'expression de F(x) les quantités
Pli i'a,-- -P»
Pi — -^1 "> P2 — A^2 M, ■ - ■ .p„ — iV„ o, peut être représentée ainsi (4) P.(x) = FW-[^^iV,-H^i^.H-....-H^iV.]»H-&>,
OÙ B est une fonction de a et de x, qui ne devient pas infinie pour o ^ 0.
D'après cela il est aisé de montrer que, depuis x = — h jusqu'à x^=-t-k, la valeur numérique de F(x) reste au-dessous de L, en supposant bien entendu, que la quantité L n'est pas nulle, ou, ce qui revient au même, que la fonction F{x), entre x:= — h etx=^-i-h, n'est pas constamment égale à zéro.
Pour s'en assurer nous remarquerons que d'après la formule (4) et eu vertu des équations (3) on trouve pour x = Xy
i\ {x^) = F(Xi) — F(x,) a-i-a^B = F(x,) (1 — «) -h o^ B,
et comme F(x^) d'après (1) se réduit h ± L, valeur différente de zéro, et que w, par notre supposition, est une quantité positive infiniment petite, la valeur numérique de cette expression de F^ (a;j) est évidemment an-dessons de L.
La même chose a lieu, si l'on donne à x une valeur dont la différence avec 3;, ne surpasse pas une certaine limite finie. — Eu effet, d'après les équations (1) et (3), pour x^x^ les expressions
âpi > dp2 " ''Pn
ont la même valeur ±L, autre que zéro, et en vertu de la continuité des fonctions qui composent ces expressions, elles ne peuvent varier brusquement. D'où il suit que dans le voisinage àe x^=:Xj ces expressions auront des valeurs différentes de zéro et de même signe. Mais tant que cela a lieu, l'équation (4), où « est positif et infiniment petit, donne pour F^ (x) une valeur numériquement au-dessous de F(x\ et par conséquent au dessous de L, qui est la limite des valeurs de F{x) entre x=^ — h et x^ ~t-h.
On reconnaît semblablement que la valeur numérique de F(x) reste inférieure à X-, si a; est dans le voisinage de ces valeurs
11 reste à prouver que cela a lieu aussi pour toutes les autres valeurs
de a;, comprises entre x = — hetx= -t-h. Or, comme a;^,x^,. . . .x sont les seules valeurs de x pour lesquelles la fonction F(x), entre x^^ — h et x = -t-h, atteint ses valeurs limites — L et -+- L, et que Fo(a:) ne diffère de F(x) que par des termes infiniment petits, il est clair, que dans le cas, où a: n'est pas dans le voisinage de .t;,, ic^,. . . .a: , les fonctions .Fq (a;) et F(x) ne peuvent s'approcher ensemble infiniment près de — X- et de -i- L, et par conséquent, les valeurs de F^ (x) seront comprises dans des limites plus étroites.
Ainsi on parvient à reconnaître que, depuis x ^ — A jusqu'à x = -i~k, la fonction F^{x) qu'on trouve en changeant dans la fonction F{x) les paramètres
Pi, P2,. ■- -Pn en
ne peut atteindre ni la limite -+■ L, ni la limite — L, ce qui prouve la proposition.
§ 9. Le théorème que nous venons de donner nous servira pour trouver les équations, qui déterminent les valeurs des paramètres Pi, p^,- . ■ -p avec lesquelles la fonction F(x} s'écarte le moins de 0 entre 3:= — h et x^-*-h. Ou trouverait facilement ces équations, si l'on connaissait d'avance le nombre n, qui désigne combien de fois, depuis x = — h jusqu'à x = -t-k, la fonction F{x), avec les paramètres cherchés, atteindra ses valeurs extrêmes — i et -i-i; et l'incertitude, qui plane ordinairement sur la valeur de fji, produit la principale difficulté des présentes questions de minima. Nous allons montrer maintenant comment on peut toujours lever cette difficulté jusqu'à un certain point, et même complètement dans plusieurs cas spéciaux.
Relativement au nombre |j; il y a deux hypothèses à faire: 1) [i surpasse w, nombre des paramètres arbitraires <le F{x), 2) ji. ne surpasse pasw. Chacune de ces hypothèses, comme nous verrons plus tard, peut avoir lieu; examinons-les.
§ 10. Le nonére |j. surpasse n. Dans ce cas il n'est pas important de connaître la vraie valeur de ^ ; car, fx étant plus grand que n, la série
contiendra au moins n~t-l valeurs différentes, et alors d'après le § 5 les équations
doivent avoir au moins « -4- 1 solutions communes, ce qui entraine n -»- 1
équations entre m -i- 1 quantités inconnues, savoir: n paramètres clierchés de F(x) et la quantité L qui désigne de combien la fonction F(x) s'écartera de zéro entre les limites: x^ — h, x=^ -t-k. Par la résolution de ces équations on aura toutes ces inconnues, si toutefois on ne tombe pas sur des équations identiques, ce qui ne peut avoir lieu que dans des cas exceptionnels. Nous ne nous arrêterons pas à présent à ces cas particuliers, car ils ne se rencontrent point dans la solution des questions dont nous devrons nous occuper.
Donc, si le nombre jj: est plus grand que n, on se passera tout-à-fait des équations (2). D'ailleurs, il n'est pas difficile de remarquer que dans ce cas elles ne donnent rien ni par rapport h L, pi, p^,. . . .p^, ni par rapport à a;, , a^j, . . . .x^; car, \3. étant plus grand que n, le nombre des équations (2) est au-dessous de celui des inconnues Xj, \,. . . .X .
§ 11. Le nombre ]j. ne surpasse pas n. Dans ce cas les équations (2), par l'élimination de fjL inconnues Xj, X^,. , . .X , fournissent n — [in- 1 équations entre n -*- ^ quantités
Pi, P2, Pn^
D'autre part, en faisant dans les équations (1)
on trouve encore 2[i. équations entre p^, p^,. . . .p^, x^, x^,. . . .x et L. Donc, on aura en tout « -H fi. -H 1 équations entre le même nombre d'inconnues
Pj, Ps: Pn' ^1' ^2' %^ ^■
Par la résolution de ces équations on parviendra à déterminer et la quantité L et les paramètres cherchés^,, Ps,::P„ de la fonction F(x). Mais comme ces équations changent essentiellement avec la valeur du nombre p., et pour embrasser tous les cas possibles, on examinera séparément ces n hypothèses:
[JL^ I, 2, 3, K,
les seules possibles à cause de [i<« et jx > 0.
§ 12. Tant qu'on ne saura rien d'avance sur le nombre ii, on ne pourra connaître les paramètres cherchés de F(x), avec lesquels elle s'écarte le moins de zéro depuis x= —h jusqu'à x=-i-h, qu'en comparant entre
elles les valeurs de L, trouvées dans les différentes hypothèses sur fji, savoir: H.>« et [).:= 1, 2,....n. Remarquons que l'importance de l'exameu de divers systèmes des paramètres entrant dans F{x) et du choix de celui qui donne la solution cherchée tient à la nature de notre problème, où l'on cherche le minimum minimorum de L, ce qui exige qu'on ait les valeurs de tous les minima possibles. Mais souvent on parvient facilement à reconnaître que les équations (2), dans le cas de \, X^,. . . .X autres que 0, sont impossibles pour certaines valeurs de fj.; alors le nombre des hypothèses possibles sur la valeur de p. diminue, et par là la solution de notre problème se simplifie notablement.
Un de ces cas, à la fois le plus intéressant et le plus fréquent, est celui, où d'après la nature de la fonction F{x\ les équations (2) entraînent
tant que ij. ne surpasse pas n. Alors, suivant le théorème 1, on ne pourra réduire i à sa plus petite valeur sans faire (a > », et, comme nous venons de le voir {cas de f* > n), la quantité L et les paramètres cherchés de F{x) seront déterminés par la condition que les équations
aient au moins n -+- 1 solutions communes. Comme ces solutions sont
nous concluons, en vertu de ce que nous avons vu dans le § 5 par rapport à ces quantités, que les w -»- 1 solutions communes de nos équations seront nécessairement inégales et comprises entre x= — h eta;=H-A.
§ 13. Pour montrer le parti que l'on peut tirer de ce que nous avons établi ci-dessus, nous allons examiner spécialement ces trois valeurs de F{x):
■P(„\ P\ ^"~' -^Pi ^"^^ ■+-.... + jin— 1 x-t-Pn V
p{x) — Pi'^"~'~'-+i'2^"~'~''-^----^P«— J— i'g-'--Pn— i _ Y
J)„_i+la:'-^J),^-I^_,œ'— l-l-...,-+-ii„a;-i-l '
où Y est une fonction de x qui reste finie et continue, ainsi que ses déri-
vées, depuis x^ — A jusqu'à x=~i-h. La solution de notre problème, pour ces trois valeurs de F{x), est d'autant plus importante qu'elle se rattache évidemment à la représentation approximative des fonctions soit sous la forme d'un polynôme, soit sous la forme d'uue fraction avec un dénominateur donné ou arbitraire.
Premier cas.
§ 14. Dans ce cas ou parvient facilement à reconnaître que les équations (2) supposent
si fx ne surpasse pas n.
En effet, la différentiation do
par rapport à ^j, ^j^, . . . •i>„_i, p„ nous donne
dpi ' dpj , . ■ . ■ ^jj^^i T ^p^
En vertu de cela, les équations (2) deviennent
X, a;,"~' -I- X„ir ""' -+-... -i-l x,"~'^ = 0, \x" '^ -t-\x^""~^ -t- . . . -t~X x"~^ = 0,
et, en prenant la somme de ces équations, après les avoir multipliées respectivement par les quantités quelconques K^_,, ^n-^i- ■ ■ --^i' ^oi nous obtenons
<ï>(a:) = fi:„_^a;''~'-i-5:„_^3:"~^*-i- -^K^x-^E^.
Or, comme 'ï*(iï) — -£'„_,a:''~' -i- Z„_^3;"~^ -i- -^K^x-^-K^^
peut représenter toutes les fonctions entières de degré au-dessous de n, on pourra faire
^{x)^x — x^){x—Xg). . . .(x- — x^) = x^~^ — {x^-i-Xg-+- . . .-t-xjx^~^-i- -H {aij a^g -1- . . , . -I- 3;„_j X ) x^~^ . . . . ,
si II ne surpasse pa^ n, et pour cette valeur de <!• (x) l'équation précédente devient
d'où résulte
les quantités Xj, x^, x^,. . . .x étant toutes différentes entre elles. De la même manière on trouverait
en prenant
^(x)={x — x,) (x~Xs) .... (x — x^),
^{x) = {x — x^) (x — rCg) .... {x — ^^_i).
De ce que nous venons de prouver par rapport aux équations (2) dans le cas de
et du § 12, ou déduit ce théorème:
Théorème %
Les quantités p^, p^,. .. .p^_^, prêtant choisies de manière à ce que ta fonction
F{x) = p^x^"* -^- p^x"~^ -i- . . . --t-îi„_iiC-«-j)„ — Y
s'écarte le moins possible de zéro depuis x^= — h jusqu^à x^-^-Ji, les équations
Fa(a;)_£a — 0, {3? — K')F'ix) = 0
ont au moins n-t-\ solutions communes, différentes entre elles et comprises entre x= — h et x =::^ -t- k. La quantité L désigne la limite des écarts de F{x) de zéro entre x = — h et x = ~*-k.
Deuxième cas.
ÂaX"'-*' A, X""
§ 15. En cherchant à résoudre notre problème pour cette valeur de F{x), on pourra bien se borner au cas, où le dénominateur de la fraction
A^x*"-!- A^x"*—'-!- -*-A„_ias-i-A^
ne s'éyanouit pas entre x = — h et a; = h- ft. En effet, d'après la nature du problème, la fraction cherchée doit être nécessairement l'une de celles qui ne cessent d'être finies depuis x^ — h jusqu' à. x^-t-h. Par conséquent, si son dénominateur
contenait des facteurs s'annulaat entre x=~'ketx^=-t-h, son numérateur
devrait être divisible par tous ces facteurs. En vertu de cela la fraction cherchée serait réductible à la forme plus simple, oii le dénominateur est la fonction A^^x^ -i- A^x^~^ -t- . . . . -t- A^_^x -*- Â^, dépourvue de tousses facteurs susceptibles de s'annuler entre a; = — ft et =; -i- fe, et le numérateur une fonction de la même forme que
mais de degré inférieur à w — 1 d'autant d'unités qu'on trouve dans la
fODCtiOD
de facteurs linéaires qui s'évanouissent entre x:=—hetx=^-t-h. Ainsi notre problème sur la valeur de
p/~\ __ Pi ^"~^ -»- P2 ic""' -t- -«-gn— 1 ^-t-Pn Y
se réduit toujours au cas, où le dénominateur ne s'annule point entre les limites x^ — h et x^::= -t-h. — C'est de ce cas que nous nous occuperons maintenant.
Comme Y, par hypothèse, est une fonction qui reste finie et continue,
ainsi que ses dérivées, entre x^= — ^ et :c = -i-A, et que le dénominateur de la fraction
ne s'annule pas dans ces limites, il est clair que dans cet intervalle ni la fonction
ni ses dérivées par rapport à x, ^,, p^,- . . ■i'„_,,i'„ ne cesseront d'être finies et continues. Donc, pour cette valeur de F{x) le théorème du § 6 aura lieu.
D'autre part, on reconnaît aisément qu'avec cette valeur de F{x) les équations (2), dans les cas de it.<«, supposent que
En effet, pour cette valeur de F{x) et en faisant pour atréger
At^ x^ -+- Â^ a;"""' -*-....-*- A^_^ x -+- A^ =^ cp {x), on trouve
dFjx) __ a"-' dF(x) _ a»-' dF{xl _ x_ àE{:x) _ J_
(ip, <p (ai) ' (ipï ç (x) ' ■ ■ ■ ' Sp„_i (p (x) ' dpn f (*) '
En vertu de cela, les équations (2) deviennent
<pK) <P(X2) ■ ' ■ ■ ^(V '
~¥l^)~ çla^ ■ ■ ■ ■ ç(3,^ 1
.iï% _. , v-^v-
ç(Xi)^<pW <pM
où 9 (a; J, 9 (a;^} .... 9 (3; ) sont des valeurs différentes de zéro, car la fonction
9(a;)= J(,a:*"-i- JjO;""'-!-. . . ■ -*- A^_^x -\- A^
ne s'annule pas entre a; = — feeta;=-t-A, et les valeurs a;^, aij,. .. .a;^, comme nous l'avons vu (§ 6), sont comprises dans ces limites.
En multipliant les équations précédentes respectivement par les quantités
et prenant leur somme, on a
\ ■» {x^) \ <^ (ar^) V * {"y)
OÙ
En répétant les raisonnements employés dans le premier cas, on conclut que cette équation, où <p(a:J, i:^{x^,....(^{x^ sont des valeurs différentes de 0, entraîne X, = 0, X^ = 0, . . . . X =; 0, tant que [t ne surpasse pas n.
C'est pourquoi nous parvenons, comme dans le cas précédent, à ce théorème:
Théorème 3.
Les quantités p^, p^,. . . ■P„_i, P^ étant choisies de manière à ce que la fonction
p/_\ Pitc"~'-*-P;a:"~'-K.-..-i-f>n-ta'-'-yn y
i yjjf ^ x^-l- A x''^~'-t- ~\- A X~t-A '
depuis ic = — h jusqu'à x = -t-h, s'écarte le moins de zéro, les équations
ont au moins « -i- 1 solutions communes, différentes entre elles et comprises entre x := —h et x = -*- h. La quantité L est la limite des valeurs de F{x) entre x^ — h et x=~t-îi.
Troisième cas.
§ 16. On peut toujours supposer que la fraction
_p,j:"-'-'-H PiX"~'-^-i-....-t-p„^i_tX-^p„_i
^Pn— i— i^-t-gn— f
est réduite à sa forme la plus simple. Dans cette supposition, et en remarquant que la fraction qui résout notre problème de minimum ne cessera d'être finie entre x=: — ft et a; = h- A, on conclut que son dénominateur restera différent de zéro entre ces limites, et dans ce cas ni la fonction
Pn-l-i-i a^' -^-Pn-l^ ai'-i ■+-... .-^- p„x-i-l
ni ses dérivées par rapport à s, ^^, p^,. . . ■P„_j, p„, ne peuvent devenir infinies ou discontinues pour les valeurs de x que nous aurons à considérer. Donc, le théorème du § 6 sera applicable aussi à cette valeur de F{x).
Pour tirer de ce théorème les équations relatives kp^, p^,. . . .p„_i, p„, L, nous commencerons par chercher les valeurs de
dF(x) df>) dF{x) dF{x) dp, ' dpj j . . . . ^^ ^ , ^^^ .
D'après l'expression de F{x), et en faisant pour abréger
nous trouvons
dF{x) _ a"-'-i àF(x) _ a;"-'-' dFjx) _ _x dF(x} __ 1
#1 <?("') ' ^P% '^i^) ' ' ' ^Pn—l—\ VW '^J'n— I Ç(*)'
djPn—i-t-i" Ç*W ' <ïi>n-;-i-î'~ T^a;) '■""■iii„_i^ (i)=(x)' (ïj^„ ~ ip!(4 *
Dès lors les équations (2) deviennent
n n'est pas difficile de montrer que ces équations, dans le cas de p. ^ w et X, , Xg , . . , , X autres que 0, entraînent celles-ci :
Pour le prouver, prenons la somme de ces équations après les avoir multipliées respectivement par les facteurs arbitraires
ce qui nous donne
en faisant pour abréger
D'après cette équation on trouverait
comme dans les cas précédents, si par un chois convenable des quantités
^„_i_,, ^u-i^ -^1' ^0. Of, C,_„ Cj, C?!
dans la valeur de
^i(c) = fix)[B^_i_^x"~'~'-i-B^_i_^x*'~'~''+- -t-B.x-^B,]
—X'^(x)[Gix'-'-*-Ci_^x^^'-t- -i-G^x-i- Cj
on pouvait faire
^ix)={x-x;)(x-x^). . . .(x-x^)^x^-'-ix^-t-Xs-t-. . ..•*~x^)x^-''-^-...., ^{^={x—x^{x—x^. . . .{x—xJ^a^~^—ix^-^-x^-i-. . . . -t-x^x'^~'-i- . . . ,,
^(x)=(x-x^}{x—x,) {ie-x^_^)^x^'~^~{x^-i-x^'i-....-^-x^_^a^~''\- . . .
D'après cela, pour prouver que les équations (2), dans le cas de tA<w et \, ^2!- • • "V ^^^^^^ 1"® ^' entraînent les équations (5), il suffit de montrer que la formule
— x<\>(x)[CiX^~' -i- Ci_y~^-i- -i-C^x -t- G'j]
peut représenter toutes les valeurs de * (a;) mentionnées plus liant, si les équations (5) ne sont pas satisfaites. C'est ce que nous allons faire. Comme la fraction
Ma) ^__ Pi a"—'—' -«-jiait"— '— '-t- -+-Pn—l—i ^-^Pn—l
est irréductible, et que son dénominateur
n'est pas divisible par x, il en résulte que les fonctions tf{x) et X'\iix) sont premières entre elles et, par conséquent, qu'on peut trouver des fonctions M et JV satisfaisant à cette équation:
D'où nous tirons
= <f{x)[^{x)M—x^(x)Q] — X']>ix)[^(x)N~<p{x)Ql
Q étant une fonction quelconque. De cette expression de <ï> (x) on conclut qu'elle est représentée par la formule
<P i^) [K-i-i a^"^'"' -»- K-l-^ 3^"~'~' -+■ -H S, a; H- BJ
— x<\>{x)[GiX^~'-i-q_^x'^''-i- -t-G^x~*- C,],
si toutefois le choix convenable de Q abaisse les degrés des fonctions
respectivement au-dessous de n — l, l. Or, comme nous le verrons tout à l'heure, on y parvient toujours dans le cas oii les équations
ne sont pas satisfaites, en prenant pour Q le quotient de la division (le 'î> (x)M par x -^i (x).
En effet, pour cette valeur de Q la fonction
se réduit à. R, E étant le reste de la division de 'JE* (x) M par x -^ (x), et par conséquent, elle est de degré inférieur à celui de x^ (x) ou x"^K En passant à la valeur de
nous remarquerons que les équations
<û(x)M — x^ix)N=l, <P(x)M--x'^(x)Q = M donnent
D'où résulte cette expression de Q:
et par là
*(.)W ,(.)«-*{.)» *W-a=*(«)*W-s<pW__
D'après cette valeur de
*(3;)_y-9(rr)-?
on reconnaît aisément que son degré sera inférieur à ï, tant que les équations
ne seront pas satisfaites, ou, ce qui revient au même, tant que le degré de la fonction
t)j(x)=^ja!"'~'~'-i-Pjai''"'~^-i-. . . .-^P„_i__iX-*-p„_i
surpassera n — l — d — l,ouii — l — 2, d étant égal à w -i- 1 — i»..
Pour s'en assurer, on remarquera que dans ce cas, la fonction <-ï>(a;) étant seulement de degré ^ — 1, le terme ^^ sera de degré inférieur à [X — 1 — (jj, — l — 1} ;=: L Quant à l'autre terme de la valeur de
il est aussi de degré inférieur à l, car B, coraine nous l'avous vu, est de degré inférieur à celui de x^{x), et la fonction
ne peut pas être de degré plus élevé que l.
Ainsi nous parvenons à reconnaître que, dans le cas où les équations
ne sont pas satisfaites et où Q est le quotient do la division de * {x} M par 3}-\)(x), les expressions
sont respectivement de degrés inférieurs à « — letl, ce qu'il fallait démontrer.
De la même manière on parvient à reconnaître que, dans le cas où les équations
ne sout pas satisfaites, les degrés des fonctions
sont respectivement plus petits que » — l eil, tant qu'on prend pour Q le quotient de la division de <ï> (ce) JV" par 9 {x).
En vertu de quoi, comme nous l'avons vu, les équations (2), pour [>.<n et \, \,....\ autres que zéro, entraînent certainement ces équations
i'nW-Hl = 0- Pn-l-^. = 0, . . . .p„_,^, = 0, OÙ
D'où découle, d'après le § 12, le théorème suivant:
Théorème 4.
Les quantités p^, p^,. ■ . -p^ étant choisies de manière à ce que la fonction
depuis a; = — h jusqu'à a: = -h ft, s'écarte le moins possible de zéro, le nombre des diverses solutions communes aux deux équations
et comprises entre x^ — h et x^-\-h ne peut être inférieur à n-t-l de d unités, à moins qu^on n''aii
Pi=^, P2 = ^'--- -Pd = 0' Pn-l^v = <*' Pn-l-^. = 0, . . . .p„_i^^ ^ 0.
La quantité L est la limite des valeurs de F{x) entre x=: — h et
Comme chaque racine commuoe aux deux équations eutraine une relation particulière entre leurs coefficients, il est clair que par ce théorème ou obtiendra n -i- 1 — d équations entre les quantités
Pn Pi, Pn, A
que les fonctions ^ (x) — X^ (x — h^) F' {x) contiennent, et corarae on a, en même temps,
i'i = 0, i'8=0, Pa = 0,
Pn-l-^, = 0. Pn-l-^^ = 0, . . . .p„_t^^ = 0,
on aura en définitive » n- d -h 1 équations entre les n-t~l quantités cherchées: p^, p^,. . . p^, L. D'où il suit que, sauf le cas de d^O, ces équations ne sauront être satisfaites à moins que les données du problème elles mêmes ne vérifient certaines conditions, ce qui nous porte à conclure que le nombre d ne cesse d'être égal à 0 que dans des cas exceptionnels, où les quantités comprises dans la fonction Y avec la valeur donnée de h vérifient certaines équations.
Abstraction faite de ces cas, on aura
et alors, suivant le théorème démontré, le nombre des diverses solutions communes aux deux équations
i?î (x) — Xî = 0, (x^ — h') F' {x) = 0
et comprises entre 3; = — h &i x=:-t-h sera au moins égal à w -f- 1 , comme cela a lieu toujours pour les deux autres valeurs de F{x) déjà considérées.
§ 17. Pour montrer l'application des théorèmes relatifs aux trois valeurs particulières de F{x) nous chercherons la solution de ces trois problèmes;
1) Quelle est la fonction entière qui, parmi toutes celles de la forme ^"~*'/'i*"~'~'~-Pb^"~^"'~' • ■ •'^V„—i^-^Pn^ s'écarte le moins possible de sêro entre les limites x=^ — li et x^= -t-Jt?
2} Quelle est la fraction qui, parmi celles de la forme
Aq x"— '— >-i- A^ a;"-^— «-I- -1- A„_i_^ a^-i- A— i— i '
ayant leméme dénominateur Af^x" ^-t-A^x*^ *-<-.. .,-*-j1^_j_^3h-j4^__j_
s'écarte le moins possible de zéro entre les limites ic = — h et x^-i~h?
3) Quelle est la fraction qui, parmi toutes les autres de la forme
entre x=^ — )i et x = -t-h s'écarte le m.oins possible d'un polynôme donné
§ 18. Tous ces problèmes ne sont, éyidemment, que des cas particuliers de ceux, dont nous nous sommes occupés dans les §§ 14, 15, 16, et d'après les trois théorèmes démontrés ci-dessus on parvient facilement aux équations qui déterminent leurs solutions. Mais, en passant à la recherche des résultats définitifs, on reconnaît tout de suite que les équations qui déterminent les quantités cherchées
Pu Pa^ Pn-V Pn
ne peuvent être résolues à l'aide des méthodes connues d'Algèbre, si ce n'est quand le nombre de ces quantités est très limité; car, ces équations étant de forme très compliquée, leur résolution, dans le cas de plusieurs inconnues, demande des calculs tout-à-fait impraticables. Donc, si l'on cherchait à résoudre nos problèmes au moyen de ces équations, on ne saurait aller au-delà d'un petit nombre de cas particuliers qui, pris isolément, ne présentent pas beaucoup d'intérêt. — Nous montrerons dans les paragraphes suivants qu'on peut donner la solution générale de nos problèmes, en les réduisant aux questions d'Analyse indéterminée.
Nous parviendrons à opérer cette réduction, en observant qu'en vertu des théorèmes démontrés plus haut la solution de ces problèmes est caractérisée par une propriété très simple dont jouit un système de deux équations, composées des fonctions cherchées, et dont l'expression analytique, comme on verra, fournit des équations indéterminées de second degré entre les polynômes cherchés contenus dans les fonctions et certains autres polynômes qui jouent le rôle d'inconnues auxiliaires. C'est à l'aide de ces équations indéterminées que nous obtenons la solution définitive de nos problèmes, solution qu'on ne pouvait trouver à l'aide des méthodes ordinaires d'Algèbre.
§ 19. La même méthode peut être avantageusement employée dans plusieurs autres cas et, entr'autres, dans les recherches générales sur la représentation approximative des fonctions, soit sous la forme d'un polynôme, soit sous la forme d'une fraction quelconque, où elle donne la solution du problème mentionné dans le § 4. C'est ce que nous nous proposons de faire dans un autre Mémoire, oii l'on verra combien la solution des problèmes particuliers, que nous donnerons à présent, est importante pour les recherches générales sur la représentation approximative des fonctions sous une forme rationnelle assignée.
Sur la foncfion qui, parmi celles de la forme
s'écarte le moins possible de zéro entre les limites x~ — hi\x = -+-k.
§ 20. Gomme la fonction
n'est que la valeur de
p^x"~' -i-p^x"^^ -i- . . . '-t-p„_yi^-t-pn — T
pour le caSj où !'= — d", nous concluons, eu vertu du théorème 2, que, les coefficients
ï>l, P2, Pn-V Pn
étant choisis de manière à ce que l'expression
F(p) = x"-i-p^^x^~^-^p^x^~^-i- . . . .-^-Pn^^^X-^-p^
— 296 ~ s'écarte le moins possible de zéro entre x = — h et x = -t-h,\e5 équations
OQt au moins n-h- 1 solutioDS communes, diflFérentes entre elles. Supposons donc que
x — Xç,
soit l'une de ces solutions. Il n'est pas difficile de s'assurer qu'alorsl'expression
sera divisible par {x — rc^f. En effet, d'après la première des équations précédentes, l'expression
[x'^ — Ji^) [F^{x) — n)
s'annule pour x = ajp. De plus, comme sa première dérivée est
2{x'~lf) F{x)F'{x)-\-2x {F^{x) — I/),
elle se réduira aussi à zéro pour a; =; ic,, en vertu des mêmes équations, ce qui nous prouve que l'expression
{x' — k^) {F^{x) — U) est divisible par {x — a;^)".
La même chose a lieu par rapport aux autres solutions, communes aux équations (6), et comme le nombre de ces solutions, différentes entre elles, n'est pas au-dessous de «-*- 1, il en résulte que l'expression
est divisible par n-t-\ facteurs différents entre eux
(a; — Xof , {X — x^)\ {x — x^)\ (a; — a;^*,
et, par conséquent, par leur produit
{x — x^^ {x — a^i)^ {x — x^^. . . .{x — xj^.
Mais l'expressioii
{a?-~h^) {F^(x)~U), où
F{x)^x'*-t-pix"~^--i-PjX^~'-t-. . . ■■+-p„_iX-i-p^,
n'étant que de degré 2»-i-2, le quotient de la division de. cette expression par le produit
(x — Xa)" [x — Xjf {X — xj'. . . .(x — a;^)^
ne peut être qu'une constante. Donc
Cette équation n'aura lieu, évidemment, que si a; -h A et a; — h sont au nombre des facteurs
X — Xq, x — X^, X — Xj,. . . .X — X^.
Or, si l'on suppose
X — Xfi'^X'^-h, X — x^^x — hj
cette équation, divisée par (x -t-h) {x — k) = x^ — K\ devient
en dénotant par ^ (x) la fonction entière
yC{x — Xg). . . .(x — xj.
C'est à l'aide de cette équation que nous trouverons la fonction FXx) qui, parmi celles de la forme :c"-*-^,a;"~' -i- p^x'^~^ -+• .... -*- p„_iX -t- p^, a'écarte le moins possible de zéro entre x^— hetx^=-i-'k. La quantité L, comme nous le savons, détermine la plus grande valeur de cette fonction pour x comprise entre les limites x^ — h et x^-i-h.
§ 21. Pour trouver la fonction F{x) d'après l'équation (7), remarquons que celle-ci devient
[_F{x) — * (x) Vx^ — hf\ \Fix) -*- # {x) Vx^ — h^~\ = L\
et par là
F{x)—^ix)Vx''—¥ = ^
D'où nous tirons
^ _ y^^TT^ + ^^ -
* {^) <[> (k) [F (x) -f- * (a:) Vx^ - A»] '
ce qui prouve que la fraction ^-^ est la valeur de Vx^—h^ exacte jusqu'aux termes de l'ordre ^-j^ inclusivement.
Mais ceci ne peut avoir lieu que si ^^ est l'une des fractions convergentes de Vx^ — ¥, que l'on trouve par sou développement en fraction continue. De plus, comme les fonctions F{x), <[> (x), en vertu de l'équation (7), sont nécessairement premières entre elles, et que
F(x) ^ x"^ -t- PjX"~^ ~i- p^x^~^ -t- .... -t-p„_iX-i-p^,
numérateur est de degré n, et que ses parties, à un facteur constant près, sont égales à F(ic) et ^{x). On aura doue
en dénotant par -^^ celle des fractions convergentes de Vx^ — h^, dont le numérateur est de degré n. Quant à la constante Gf,, on trouvera sa valeur, en remarquant que la fonction F{x) doit être de îa forme
x^ -i- PiX"~^ -i- p^x"~^ -h- -t-Pn^i^-^-Pn-, et que, par conséquent, le
coefficient de x" doit être égal à 1 .
§ 22. D'après le développement de Vx^ — h^ en fraction continue il n'est pas difficile de trouver la série de ses fractions convergentes et, par là, celle que nous avons désignée par ^ et qui détermine les fonctions F{x) et ^{x). Mais on peut trouver directement les valeurs des fonctions P„ ^tÇ„i comme nous allons le montrer.
D'après l'identité
(3; — Vx'^ — h') {x H- yx^ — h") = h\ qu'on vérifie aisément, on a
et par là on trouve
2x-i-Vx^ — h'^ — x
2x-t-Vx^~h^-
D'où l'on voit que l'expression Vx^ — ¥ se développe en fraction continue
et que le quotient complet est égal à Vx^ — h^-h-x. Donc, en dénotant par la série des fractions convergentes de
OD a
e„ (Vx' - h' -^x)-^'(/„_^'
et par là
Comme
k-' = {x-+- Vx^ — k') {x — y^^-h^) ,
cette valeur de P^ — Ç,„ Vx^ — h^ noua donne
-p«. — Qm y^^-i^= ix — y^'^^^} {P^_^ — g^._, Vï^^^^),
ou, ce qui revient au même,
Pm — Qm. t^^^ - h*
En faisant dans cette formule
la série d'équations:
,Vx'~h'
F^~QaV^
= x—Vx'-
, — . Vx'~V,
P, — Ç, Va^ — Aï
qui, étant multipliées entre elles, donnent
P„-fc/g3g _ (^ _ virri.).-..
P, ~ Ç, -/sîï _ ftï '
D'où nous concluons en remarquant que la première fraction convergente de
est égale à y, et que, par conséquent,
p^ =.x,Q^=^ 1, P, ~ (?j Vx' — h' =^x — Vx^ — h\ L'équation
^n — "^n y'^^-h'' ={x— Vx' — ft^)",
par le changement du signe de Vx^ — ¥, devient
^« -*- Qn y^^~^^ = (a; -+- y^^^^)", et dès lors nous avons
D'après cela la fonction cherchée F(x), qui est égale, comme nous l'avons vu (§ 21), à CoP„, s'exprime ainsi:
F(x) = G, fa^'^g^»^(''-/g^^" .
Cette valeur de F{x\ développée selon les puissances de x, a pour premier terme 2"""' G^^^, et F{x) devant être de la forme
x" -H^|ic"~' -\- p^^~^ -i- . . ■ --i-PiX-t-p^,
il s'ensuit que 2"^' (7^=1. D'où
et, en portant cette valeur de Cp dans l'expression précédente de F{x), nous trouvons définitivement
Telle est la valeur de la fonction F(x) qui, parmi celles do la forme 3;" ■+-^,3;''"' ~t-p^x"~^ -t- . . . .-*~p„_iX-*-p„, s'écarte le moins ] de zéro entre x = — A eta;=-i-ft.
§ 23. La valeur trouvée de F{x) fournit aisément la limite des écarts de zéro de cette fonction entre x^ — h et x^-t-h, limite que nous avons désignée par L.
En effet, remarquons que l'équation (7), pour x = h, donne
F^{h) — L^ = (i, et par là
L=±Fih).
Mais, en faisant x = h dans la valeur trouvée de F(x\ on a
D'après cette valeur de L, et ea remarquant que cotre fonction F{x) est celle qui, parmi toutes les autres de la forme
x^ -+- p-^x"~^ -\- f^x^~'' -i~ .... -*-p^^y<^-^Pm
s'écarte le moins de zéro entre x = — ^ et 3; ^ -+- A, nous parvenons à ce théorème :
Tbéorème 5.
La valeur numérique de la fonction x** -*- p^x"~~^ -*-. . . .-t-p^, entre x^^ — h et = -^ h, ne peut rester inférieure « 2 (g-l .
§ 24. De ce théorème se déduisent plusieurs autres; uous en indiquerons quelques-uns.
Théorème 6.
Si la fonction f(x) est de la forme x'*-+'Pj^x"~^-+-. . . •-•-i'„, eï gue la différence entre deux valeurs f(a — h), f(a-t-h) soit inférieure à ii^j , la première dérivée de f( x) change de signe entre x^a — h et x := a -i- h.
Pour le démontrer supposons le contraire, savoir, que f (x) ne change pas de signe entre x:=a — h et x = a-i-k. Dans cette supposition, la fonction
depuis x^ — h jusqu'à x^-t-Ji, ne pourrait être que constamment croissante ou décroissante, et par conséquent, resterait comprise entre ses deux valeurs extrêmes
fla-^h)-^f{a~k)_f{a-h)-na-
fia-^h)-^
D'où il suit que sa valeur numérique, depuis x:=^ — h jusqu'à
et, par conséquent.
serait inférieure à 2 /-^ ) , cette valeur, d'après l'énoncé du théorème, étant numériquement plus grande que
/(a-70-/(a + ft)
Mais comme la fonction
est de la forme
ceci ne peut avoir lieu en vertu du théorème 5, ce qui prouve le théorème énoncé.
Théorème 7.
Si la valeur mimérique de l'intcgraîe
f (:«""' -\- Âx^"' ~t- . ...-*- K}dx
est inférieure à -- I "^ -^| , on trouvera au moins une racine de Véguation œ"~' -I- A x"'^^ -^- . . . .-t- K:=0
entre x = Hf, et x = H.
Pour le prouver, nous remarquerons qu'eu faisant
n r (^"""' -+- A 3;"~* -i-. . . .-i-K) dx = f{x\ H,= a~h,
on trouve
f(a -t-Ji) — f(a — h)^n\ (x -*-Ax -\- . . . .--i-E)dx,
^ Sa
et comme, suivant le théorème, l'intégrale définie
I (x -i~ Ax -\-. . . .-h- K)dx
est numériquement inférieure à ~ f ~ °] , il en résulte que la valeur numérique de f{a-i-h) — f{a — h) est au-dessous de 4 (yj . D'où, en remarquant que
f(x) = n\ (x"""' -+- A a:""* -i- ....-*- K)dx
est une fouction de la forme
nous concluons en vertu du théorème précédent que l'équation
f'{x) = n {x"~^-f- Ax*^~^-*-. . . .~i-K) = 0
doit avoir au moins une racine comprise entre a — k=^Hf^, a-*~h = Hj ce qu'il s'agissait de prouver.
Théorème 8.
Le nombre des variations de signes dans la suite
f(x) = x" -i-Ax"~^ -t- . . . .-t-K,
change toujours, quand on passe de la substitution quelconque x = t à celle déterminée par la formule a; ^ fit 4 (/"^tf-, en prenant le radical avec le signe contraire à celui de jM.
Nous ne traiterons ici que le cas où f(t) et f (t) sont positives. Mais on reconnaîtra aisément que la même démonstration est applicable à tous les cas.
Pour prouver notre théorème dans le cas où f{t} et f'(t) sont positives, nous allons montrer que, ces valeurs étant au-dessus de zéro, au moins l'une des fonctions
m, fix)
change de signe entre ic = f — 4 y -^ et z = (. En eflFet, si les fonctions f{x), f{x) demeuraient positives entre ces deux limites, la valeur
serait positive et au-dessous de f{x}, et par conséquent, la valeur numérique de
ft')-^('-4J^2?)
resterait au-dessous de f{t), ou, ce qui revient au même, au-dessous de
5sible, car, eu vertu di
Mais cela est inadmissible, car, eu vertu du théorème 6, la valeur numérique de la différence
ne peut être inférieure à
à moins que f {x) ne change de signe dans les limites
Donc, il est certain que dans ces limites au moins l'une des fonctions f{x), f {x) cesse d'être positive.
Comme notre théorème devient évident, si f{x) change de signe entre x = t — 4l/-^', x^=^t^ nous n'avons qu'à examiner le cas où, dans ces limites, la fonction f{x) demeure positive et f [x) change de signe.
Puisque fit) est positive, il est clair que dans le cas, où f'{x) change de signe entre x = t — 4 y-^ et x = t, elle doit passer du négatif au positif. Mais ce changement de signe fera disparaître deux variations de signes dans la suite
car, par hypothèse, f{x) est positive depuis x=:t — ^j/"^^' jusqu'à 3;=^, et f"(x) ne saurait être négative, quand la fonction f(x) passe du négatif au positif, ce qui prouve notre théorème. Dans le cas particulier, où l'équation
n'a que des racines réelles, le théorème que nous venons d'établir entraîne celui-ci :
Théorème 9.
Si Véqiiation
f{x) = a;" -h- ^ a;"~' -t- . . . . -t- ff ^ 0
n'fl que des racines réelles, quelle que soit la valeur de t, on trouvera toujours Vune de ses racines entre x^t et x = t — 4 y-T^, en prenant le radical avec le signe contraire à celui de ô- .
Théorème 10.
Si V équation x' ~*~^ -t- As? ~''^ -i- . . . . -t- J x -*- K ^ Q ne contient que
si-i-i îi-i-i
des puissances impaires de x, entre les limites — 2 l/y-K', -•- 2 l/ô-^ t**^ trouvera au moins urne de ses racines.
En effet, si l'équatiou
x'^-^' -)- A x"-' -+- H- Ja; -H Z = 0
n'avait point de racines entre
la même chose aurait lieu pour celle-ci
x"'-^' -+- Ax^'-' -+-....-*- Jx—K= 0, qu'on trouve, en changeant le signe de a; dans l'équatiou
D'où, en prenant le produit de ces équations, on serait porté à conclure que dans les mêmes limites l'équation
{x^^-^' -+- A x'^-' ~t-....-^^Jxf — K' = 0
n'a pas de racines. Mais comme la fonction
x'^-^' -+- Ax"'-' -I- . . . .-i-Jx
s'annule pour x^ 0, cela suppose que sa valeur numérique, depuis
x = — 2 l/^^ jusqu'à x= -t-2'i/^K, reste au-dessous de K, ce qui est inadmist:ible, car, d'après le théorème 5, la fonction de la forme x^'^' -*-PiX'^ -i- ■ ■ ■ ■■-t-p^[_^_J, entre ces limites, ne peut rester numériquement au-dessous de
D'où résulte notre théorème.
Théorème H.
Si Véquation
ne contient .qu'un terme — Sq a^^ avec la puissance paire de x, et que ce terme soit de signe contraire à celui du terme connu K, on trouvera au
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moins une de ses racines entre les limites x^ — 2 A/-^ ff, a; = -+- 2 1/ -^ ff . En remarquant que l'équation
ce''-^' -t- Ax"'-' -t- -t-Jx-i-K—K^x'^^O
par le changement de a; en — x devient
af^-^' -^ Ax"^-' -^^ . . . .-*-Jx~ K-t- K^a^'^ = 0,
et que ces équations, multipliées entre elles, donnent
(x^^-^''^Ax^'-'-t-....-t-Jxf — {K—E,x'^f^O,
nous concluons, comme dans la démonstration précédente, que cette équation n'aurait point de racines entre
si aucune
des racines
del'
'équation
-i-Jx
yX^
n'était comprise dans ces limites, et par là qiie la valeur numérique de la fonction
x'''-^'-^Ax''-'-t-....-t-Jx,
depuis a; =: — 2 l/|-E jusqu'à x^=-i-2y^K, resterait au-dessous de celle de K — K^x^*: Or cela est évidemmeut impossible, si l'expression K — Kf,x^^ s'anuule dans ces limites, la valeur numérique n'étant jamais au-dessous de zéro. — Mais cela ne peut avoir lieu non plus, si dans ces limites l'expression K — K^x^*- ne s'annule pas; car dans ce cas, ff',, et K étant de même signe, la valeur numérique de K — ^o^^* i"^ste au-dessous de celle de K, et, d'après ce que nous venons de voir dans la démonstration du théorème précédent, la fonction
3^^-^^-i-Aa^'~'-i- -HJic,
dans les limites
îi-)-i_
i' = -2|/iK, ^=-.-2j/iK,
ne peut rester numériquement au-dessous de K, et, à plus forte raison, d'une valeur numériquement plus petite, ce qui prouve notre théorème.
§ 25. Les théorèmes que nous avons donnés et plusieurs autres de la même espèce ne sont pas les seuls résultats qu'on puisse tirer de la valeur de la fonction entière qui, parmi celles de la même forme, s'écarte le moins possible de zéro entre les limites données. Nous allons montrer maintenant le parti que l'on peut en tirer par rapport h, V interpolation.
Soit fix) l'expression exacte des valeurs que l'on cherche à représenter approximativement par la fonction entière
A ■+■ Bx -+- Cx^ -t-. . . .-t- ifa;"~' et
f(x,), fix,), .... fixj
les « valeurs de f{x) au moyen desquelles on détermine les coefficients A, B, C,. . . .Hde l'expression cherchée de f{x). Comme l'on trouve les coefficients
en égalant entre elles la fonction f(x) et son expression cherchée
A-t-Bx-t-Git^-i- .... -\-Hx''~\
pour x^x^, x^,. . . .x^, la différence de ces deux fonctions se réduira à zéro pour toutes ces valeurs de a;. Mais d'après cela, tant que la fonction
f(x)et SCS dérivées f'{x), f'{x), f'-'*~'^{x\ f^'*\x) ne cessent d'être finies
et continues dans les limites où sont comprises x, x^, x^,. . . .3;^, on trouve
f(x)—{A^Bx-i-Cx^-^....-t-Hx''~') = ^^^{x~-x^){x—x^)....{x—x^),
où a est une quantité moyenne entre x, x-i, x^,.... x^.
§ 26. Comme la différence
fix) — {A'i-Bx-\-Cx^-i- -t-Hx''^')
désigne l'erreur de la valeur approchée de f{x) obtenue d'après la formule
f(x) = A-i-Bx-i-Gx'-i-. . . .-i-iZic"~\
l'équation précédente nous montre que le degré de précision des valeurs de f(x), qu'on trouve d'après cette formule, ou, ce qui revient au même, d'après l'interpolation, sera plus ou moins grand selon les valeurs de l'expression
fXT^ {3; — a;J (x — x^) (x — xj.
Puisque cette expression, dans l'étendue où l'on fait l'interpolation, peut atteindre des limites plus ou moins cousidérable selon les valeurs de x^, x^,. . . .x^, il est clair que le degré de précision des valeurs, obtenues par l'interpolation, dépend non seulement de la nature de la fonction interpolée et du nombre de termes f{x^), f{x^. . . -({x^, dont on se sert pour l'interpolation, mais aussi du choix plus ou moins convenable de ces termes. Plus l'expression
fX^r^ i^ — ^i) (^—^2) ■ ■ ■ ■ (^ — ^J
s'approche de zéro dans les limites de l'interpolation, plus les valeurs
f{x,), f{x,\ .... f{xj
sont avantageuses pour la précision des résultats. Mais comme l'on ne sait rien sur l'expression exacte de la fonction interpolée f(x), et par là sur la relation entre la valeur de /" (et) et celle de x, Xj, x^,. . . .x^, il ne reste dans le choix de f{Xi), f(x^). . . -fixj qu'à chercher à diminuer autant que possible le facteur
(a; — a;,) {x — x^)....{x — xj
entre les limites d'interpolation.
Doue, sous le rapport de la précision des résultats d'interpolation, à tous les systèmes des valeurs de
fi^^), f{x,) .... fK\
on préférera celui dans lequel la fonction
entre les limites d'interpolation, s'écarte le moins de zéro, et par conséquent, d'après le § 22, on prendra
s'il s'agit d'interpoler entre les limites
x = — Ji, x^'+.'h.
§ 27. La formule que nous venons d'obtenir nous montre, que les valeurs qu'on doit prendre pour aij, x^,. . . .x^, dans l'interpolation entre les limites x = ~h ^i x= -i-h, sont les n racines de cette équation ;
(a: -*. Vù-fi — /ja)"-i-(3: - Vx^ — h^)» „
Or, si l'on fait
x:=h cos<p, cette équation devient
ces («9) = 0.
D'où il suit
k étant un nombre entier quelconque.
Donc, les n racines de l'équation
et, par conséquent, les valeurs ie x^, x^,. . . .x^ dont nous venons de parler s'expriment ainsi:
(9) ^c'^^S' fecos|^,....Acos'^"~''".
L'avantage de ces valeurs de x^, x^,. . . .x^ sur celles équidistantes
qu'on emploie ordiiiaironiont dans l'interpolation, se manifeste très clairement. Eu effet, d'après lu § 23, dans le cas où
(X-..) ix-..) .... (.-x.) = ^->''^'''';<-'^-"^'-,
le produit
{3; — xj {x — x^) . . . . (x — x^\
depuis x:= — k jusqu'à x=: -t-h, n'atteint que le douUc de ( -^ j , tandis que daus le cas de x^, x^,. . . .x^ équidistantes
X-y T^=n^ ^a ^ _. ft, x^ = -— -f
ou trouve que le produit
i limites 3; = — /t, œ = -1- A, ne reste pas inférieur au triple de [yj . Par exemple, pour
on trouve qu'avec ces valeurs de a^j, ^r^, . . . .a:^ le produit
daus les limites x = — h, x = -*-'h, atteint les valeurs suivantes:
De plus, en cherchant le maximum maximormn de cette fonction entre x = ~h, x^^-t-Ji, dans le cas de n grand, on trouve pour sa valeur asymptotique l'expression _
où le facteur de (-^\ tend évidemment vers 00, à mesure que le nombre n augmente.
§ 28. Comme la valeur de /"'"' (a), dans l'expression de l'erreur d'interpolation
reste inconnue, on ne peut se représenter nettement combien ou diminue
son maximum maximorum, entre x^ — h et x = -i-h, en remplaçant les valeurs équidistantes a:,, aSj,,. . . .a;„ par celles déterminées par les expressions (9). Mais il est facile de s'assurer que, outre le cas exceptionnel, où /■'"'{O) = 0, le rapport de maximum maximorum de l'expression
et de son facteur
{x — x^) (x — x^) . . . . (x — xj,
qu'on trouve entre x = — h et x=-t~h, en prenant les deux systèmes des valeurs de x^, x^,. . . .x^ dont nous avons parlé, tendent vers la même limite, à mesure que h s'approche de zéro.
En effet, soient E, M les plus grandes valeurs des expressions
(x — Xj) {x — x^) . . . . Ix — x^),
dans le cas oà Xj, x^,. . . .x^ sont déterminées par (9), et oîi x reste entre les limites — h et -t-h. Comme le rapport
sera compris entre la plus graude et la plus petite des valeurs que peut avoir l'expression
depuis x^ — ft jusqu'à x:=:-i-h, et que a est une quantité restant dans les mêmes limites que x, x^, x^,. . . .x^, qui sont dans le cas actuel — h et -H h, nous trouvons
en désignant par û une valeur comprise entre — 1 et -i- 1 . De la même manière nous obtenons
eu désignant par E\ M' les plus grandes valeurs des expressions
j ^ ^^ (x — (Tj) (x — x^) . . . . (x — xJ, (x — x^)(x — x^ .... (x — xJ,
qu'on trouve entre x = — h et x = -*-1i, en prenant Xj, x^,. . . .x^ équidistantes, et en désignant par û^ une quantité comprise entre — 1 et -i- I . Or, en divisant l'une par l'autre les valeurs de
E . M _ /W (0 ft)
ce qui prouve que le rapport des valeurs
tend vers l'unité, quand A s'approche de zéro et que f^"^{ôîi), ('■"HOyh), pour A ^ 0, ne s'annulent pas, ce qu'il s'agissait de montrer.
Nous avons vu que le rapport ^ reste inférieur à y . Donc, en vertu de ce que nous avons prouvé, il est certain que le rapport ^, outre le cas exceptionnel /''"*(0) = 0, sera nécessairement au-dessous de 1, tant que ft sera assez petit.
Sur la fraction qui, parmi toutes celles de la forme
et avec le même dénominateur ^oiï''~'*"'-4-.^ia;"~'~'H- — -i-^„_;_i, s'écarte le moins possible de zéro entre les limites x = — h %\ x ~ -^h.
§ 29. La fraction dont il s'agit peut être mise évidemment sous la forme
et comme cette expression n'est qu'un cas particulier de celle-ci:
j), a:»~' -H ffi x"~ii -I- -t- j)n y
Aa ^"^ ■*- ^1 x^-^ -^-....-t-Am ^'
que nous avons traitée dans le g 15, nous concluons du théorème 3, que la fraction cherchée
x" + «'x»— 1 -i-...,-»-pt»— lixH-pW
que nous dénoterons pour abréger par F{x), doit jouir de cette propriété:
Dans les équations
on trouve au moins n-t-1 solutions communes, différentes entre elles et comprises dans les limites x = — Ji, x^-t-h.
Conformément à ce que nous avons dit dans le § 15, nous supposons que le dénominateur
AgX''~'~' -t- A^x^'''"" -t- .... --i-^„_,_,
ne s'annule pas entre x^ — h et x^-i-h.
§ 30. En faisant pour abréger
x"-^px"~'-i- .... -Hj?*"~''a;--4-jo'"'= U,
Aax'*~'~' -t- A^x"~^^ -i- .... -*~A^_i_^ = v,
nous trouvons
et par là les équations
F^(x)~L^ = 0, (x^ — h^) F'ix) = 0
se réduisent à celles-ci:
du_ dv
D'après cela on reconnaît aisément que, x =^ x^^ étant une solution commune des é(iuations
cette valeur de x vérifie aussi les deux équations suivantes:
{x^ — h^)(U^~LH'') = 0,
d(x^~h-')[m-L'vi)_
En effet, la première de ces équations est une conséquence immédiate de celle-ci:
Quant à !a seconde, elle se réduit à la forme
2rr(!7»-i''t.'') + 2{x=-»)(p^-i't.|)=0, OÙ, en vertu de l'équation
pour x^Xf,, le premier terme s'évanouit, et le second, par la substitution de — à la place de Vv, devient
'^~~^ Y dx ^ dxp
ce qui sera 0 d'après l'équation
dont a; = fl7„ est une racine.
Mais tant que x= x^ vérifie les deux équations
la fonction
t pour facteur {x — x^^.
De ce que nous venons de montrer par rapport à la solutiou commune aux deux équations
il résulte que la propriété de la fraction cherchée — = F{x\ énoncée plus haut, suppose que la fonction
est divisible par les « -i- 1 facteurs
[x — x^^, {x — x^f, {x — x^^, . . . . [x — xj^,
oùx^, x-^^ x^,. . . .x^ sont des valeurs inégales et comprises entre x^ — Ti et ai == H- A. D'où il suit que cette fonction est divisible par le produit
et que ce diriseur n'a point de facteurs communs avec v; car la fonctiou î?, par la supposition, ne s'annule pas entre »:= — h et ^-t-h, et ^01 ^1! ^2- ■ • -^n sont comprises dans ces limites.
Mais comme 'les fonctions U et v sont respectivement de degrés n et n — l — 1, le degré de (a;^ — h^) (U^ — L^v^} ne peut surpasser celui du produit
{x — x^f {x — Xjf (x — x^y'....(x — xj^
et par là le quotieut de la division de
par
(x — Xaf {x — x^f i:i~x^Y {x — \Y
ne peut être qu'une quantité constante. Donc on aura (x'^—¥) (U^^L^v^)=Co(x — xJ^(x — x^f{x — x^Y ■ ■ • ■ {^ — %f- Cette équation suppose que deux des facteurs
X — Xf„ X — Oïj, X — X^j .... X — x^
sont respectivement égaux à
x-t-Ji, X — h.
Or si l'on fait
X Xg^ X-h-kj X Xj^ = X — h,
cette équation devient
U'—L^v'' = C,ix-t-îi){x~h)ix — x^f {x~xj\
et par là
ou
en faisant pour abréger
y Q; (x—x^) . . . .(x — xJ=W.
§ 31. C'est d'après l'équation
lP—W\x''-^k^) = L^v^
que nous chercherODS la fonction P, désignant, comme nous l'avons vu, lo numérateur de la fraction
qui, parmi toutes les autres de même forme, s'écarte le moins de zéro, depuis x^= — h jusqu'à x^-t-h. Nous supposerous qu'après la décomposition de la fonction
V =: Ai;,x'*^^'~^ -i~ A^x"~'~^ -t- .... -+-Â^_,_^
en facteurs linéaires on trouve
où «j, ffij,. . . . sont des valeurs différentes entre elles. Comme la fonction v, par la supposition, ne s'évanouit pas entre x^ — h et x^ ~t-h, les quantités a^, o^,. , . . ne peuvent avoir d'autres valeurs réelles, que celles qui ne sont pas comprises dans les limites x = — h, x = -t-h. D'autre part, puisque la fonction v est de degré n — l — 1 , et que v est égale à Al, {x — ocj' {x — txj' ..... on aura
Enfin, comme
(x' — h^) W=y~GQ{x~Xg) (x — Xj) (x—x^) .... (x—x^),
et que x„, x^, x^,....x^ sont des valeurs comprises entre x^ — h et x=-i-'k, la fonction (x^ — A^)TF ne pourra s'annuler pour a; = aj, «j, . . . .
§ 32. En passant à la détermination de U d'après l'équation
V^—W^ix'' — h^) = Pv\
nous commencerons par chercher toutes les solutions de l'équation
^^—^^(a^ — A^) = (7Wiî,3,
où (x^ — h^} Y ne s'annule pas pour a; =^ a^, «g, . . . . , la fonction v étant i en i'acteurs linéaires de la manière suivante :
v = Ao {x — kJ' ip — a-J^ ....
Pour y parvenir convenons de désigner par Ej, e^- . . . l'unité prise avec l'un de deux signes rt , par P la partie rationnelle de l'expression
(K;^-^'.)/^ (1/.-;=^;~-sV;;t») ■•■■ OU, ce qui revient au même, de celle-ci:
et par Q Vx^ — h^ sa partie affectée du facteur irrationnel Vx^ — ¥. D'après cela on trouve
et ces formules, multipliées entre elles, nous donnent
=(ïA'r(^'r--(--»j"' (--«.)""•■■•
D'où, en remarquant que le produit
{x — ctjf' {x — a^f' ....
est égal à v^, à un facteur constant près, nous concluons que les fonctions P et Q ainsi déterminées yériâent cette équation
De plus, on reconnaît aisément que les fonctions P et Ç V^âTT^ ne s'annulent pas pour a; = a, ,«,,...,, et que leur rapport ■ — ^ pour ces valeurs de x, se réduit respectivement à S|, s^
Pour le mettre en évidence, remarquons que x=^a^ réduit à zéro ou l'expression
ou l'expression
selon que e^ =: -h 1 ou Sj = — ■ 1, et que pour cette valeur de x, aucune des expressions
•tf (c — h -,/ x-t~h -%/ x — h -t/m-k-h
i/ïEï_,y^, i/ï^_eyïï|,....
ne peut s'annuler, les quantités a^, a^, «g,. . . . étant inégales entre elles. D'après cela, les formules (12) pour x = a.^ donnent ou
V-~QV x^ — A^=0, P-i-Qyx^ — h^~ valeur finie
P -*- QV x"- — ^^ = 0, P — QV x^ — h^ ^= valeur finie,
selon que s^^ -h 1 ou — 1. Doue, toujours
P— e, QV^~^^ = 0, Ph-s, QVa^—}f=^ valeur finie.
Mais d'après ces équations on trouve, évidemment, des valeurs finies
pour P et 0 Vx^ ~ ¥, et la première d'elles donne - — — ; ^ e, , ce qu'il
' j montrer.
§ 33. II est facile maintenant de trouver toutes les solutions possible de l'équation
où YVx^ — ¥ ne s'annule pas pour x=:cc^, a^,. . . .
En premier lieu, remarquons que cette équation, où
v=^Af,(x — a^)'' (x — ttg)'' . . . .,
pour 3; = aj, a^,. . . . donne
X^—Y^ix^ — h^) = 0 et par là
X=±TVa^—h\
et, comme la fonction TVx^ — h^ ne s'annule pas pour a;:=a,, «j,. . . ., cela suppose que le rapport , pour x^x^, a^,. . . ., doit se réduire à 1 avec l'un des deux signes ±. D'où il suit qu'on n'omettra aucune pour œ ^ a, , Oj, , se réduit
respectivement à e^ , e^ ,...., qui sont égaux à rt 1 . Cela posé, nous allons montrer que les solutions cherchées de l'équation
et les fonctions P et Q, déterminées par (12), sont liées entre elles de la manière suivante:
1) Les expressions PX ~ QY {x^ — h^}, PY — QX sont divisibles par 1^.
2) Les fonctions
vérifient l'équation
X^ — Y^ [x^ — h^) = constante.
En effet, par les équations (13) et (14) on trouve
Z^ = Y' {x^ ~ ¥) -4- G"" v\ P^ = Q^ {x^ — h^) -+- (7'> v\ , et en vertu de ces valeurs de X^ et T"^, le produit
{PX— QY{x^ — h^)) [PX-t- QY(x'~~¥))=P^X^— Q^Y' (x^-hj se réduit à
( r^ (3;= — h^) -+- C'« v^) {Q^ {x'' — h') H- C"' v^) — $' T^ (x^ — hy = G"» Q^ (x" — h^) v" H- C" Y^ {x^ — h^) v^ -+- 6"*" G"-" vK
D'où il est clair que le produit
(PX—QYix' — Ji^)) {PX-i-QY{x'' — ¥))
est divisible par v^.
D'autre part, on reconnaît aisément que le facteur
PX'+-QYia^~-1i')
ne s'annule pas pour a; = «^, a^,. . . .
Pour s'en assurer, remarquons que les fonctions
QYai^—Jii^ YVx' — li'
ne s'annulent pas pour ces valeurs de x, et tant qu'elles restent différentes de 0, l'expression
ne peut s'évanouir, à moins qu'on n'ait ou, ce qui revient au même,
Or, cela ne peut avoir lieu pour ar^a, , ttg,. . . ., car nous avons vu que, pour ces valeurs de x^ les rapports
QVx^-k^'
se réduisent à e,, e^, . . . , , et, par là leur produit devient e^^, s/,. . , . valeurs égales à. 1.
Ainsi on parvient à s'assurer que l'expression
PX-^QTix^ — h')
ne s'annule pas pour a;^a^, a^, et, par conséquent, qu'elle n'a point
de facteur commun avec la fonction
v = Â^(x — a,f (x — cc^f ....
Mais comme nous venons de trouver que le produit
{PX^QT{x'—h'}) {PX-^QYla^ — h'})
est divisible par ^^ il en résulte que v^ divise le facteur PX~QY{a? — k^}. Il nous reste à montrer que les fonctions
y TY-QX
vérifient l'équation
i„" — r.' (x'— *') = constmie.
Or on y parvient très aisémeut, en remarquant que le produit des équations (13) et (14) peut être mis sous cette forme:
{PX— QT(x^—h'jf~{PY— QXy {x?~¥) = C'"'C'^'î;*;
d'où, en divisant par «*, on obtient
("~''I.""~"')' - (";.''7 (^' - If) = c»' CI",
et par là
en dénotant par X^, Y^ les quotients de la division des fouctioDS
PX—QYiar'^h^ PY—QX par v''.
§ 34. De ce que nous savons sur la relation des fonctions P et Q, déterminées par les formules (12), et les solutions cherchées de l'équation
il est clair qu'on tirera toutes ces solutions des formules
_I'S—Qr{x^-h^)
en prenant pour X^ et T,, toutes les fonctions entières propres à vérifier l'équation
Xq — Y^ {x^ — h^) = constante.
Or, d'après ce que nous avons vu dans le § 22 par rapport à l'équation
p^ {X) — *^ {x) {ir? — li^) = L\
on ne pourra vérifier l'équation
Xg — Ya (x^ — A^) = constante,
en prenant X,, du degré n, que par les valeurs de X^, Y^, déterminées ainsi:
P„ -+- Q^ -Vx' — li^^ {x -+- Vx^ — lï'T, P„ - Q„ Vx^—h''^ ix — Vaf — h^)",
ou, ce qui revient au même,
x„— r„Vif—ë= c, {x—Vx'—k'T.
D'oà il suit qu'on trouvera toutes les solutions possibles de cette équation d'après les formules
X, -I- r. Va? — 4' = 0. (x -1- Vx' — h')'; X, — r. 1/3? — »»= C„ fe — Va;' — ri\ •
en prenant pour l'exposant X un nombre entier quelconque.
Nous concluons do là que toutes les solutions cherchées de l'équation
se déterminent par ce système d'équations;
Y fX-aT(i«-i.') -r, n-QX
x„ -H r„ yi^^^ = c, fc -f- y»' —*■)', x„ — r, Vx'—h' = c, U — i/i'— *»)',
oii P, Q sont des fonctions entières qu'on trouve au moyen des formules (12).
§ 35. En passant à la recherche des valeurs de X et Y, nous remarquerons que les deux premières équations donnent
et, en vertu des deux dernières, ces formules deviennent
En remplaçant ici, d'après (13), v^ par .jf/ -■--■, "iûus obtenons
CoU
i, X- rvx2— /*!
D'où résultent ces valeurs Ac, X-t-YVx^ — h^ et X — Y Vx^ — ¥:
qui, après la substitution des valeurs (12) de P -i- $ Vx^ — h^, P — QVx^ — F, et faisant
Co _ f,
devienneut
Ainsi nous parvenons à déterminer toutes les solutions de l'équation
où YVx^ — h^ ne s'annule pas pour x^^a^^, a,^ La quantité C\ et le
et le nombre X sont des constantes arbitraires; s,, e. . . désignent ± 1.
§ 36. D'après les solutions trouvées de l'équation X^—Y^{x'' — h') = G"'>v% nous voyous que l'équation
V^ — W (x'~¥)^Uir.
établie par rapport à la fonction cliercliée U (§ 30), suppose
et par là
--l^—y^^'nVWi~sVîMT{V^-Hy^T
Pour déterminer les valeurs de X et de (7^ observons que l'expression trouvée de U, étant développée suivant les puissances descendantes de x, donne pour premier terme
et comme la fonction cherchée U est de la forme
Cj {x — Vx^—h\
La première de ces équations, en vertu de (11), nous donne et en portant cette valeur de X dans la dernière, on en tire
D'après cela les expressions précédentes âe U et W devieuDeat
(x-^ya^ï-Zi^y-^i
2'-i-i V ic2 - ftï
2'-^iVx'^ — Ji'
L Vai-ft ya,+ h
Va,— 7i yo,-i-/i
l A — ft -, /ôTfen Sii r-, /x —h ., /a; +fc-
L Vaj— ?( i/oi,-^ft
Toa— ft Vaj-i-ft
l/a;— ft , /iB-J-ft-iS'i r~^/x—h ,/a!
ya,— ft Va.+h
L ya^-A yctjH-ft
- A —A , A^i^-l a/i p, /x -fi , /x -
V^Pfi~^iys;Tfi y;^-s]/^
ya,— /i ya.-Hfi
ya„~fi ya,-i-h
§ 37. Pour trouver la valeur de L, remarquons que pour x^=h l'équatioii
V'~W^{x'' — k^) = L'v"doûne
U'' = Uv\ U=±Lv,
ce qui prouve que la quantité L, au signe près, est égale à la valeur de — pour x^ft, et comme les expressions précédentes de U et de v, dans le cas de x=h fournissent
K~fi)i.(a,-fi)t^...
-yaj-ft ya,M-ft-
" 2' (a, ■+- Cl yo,' — 7iï}'' («ï -*- H Va^ — h^)''. . v = ±Aa{a^~ hf («3— ;*)'= ,
et que d'après (11)
il en résulte cette valeur de L
2' ^ (c<i -1- El yai» - /i*)'' (t-3 -t- e^ y V^Tftsjii
ou, ce qui revient au même, L=dz
(-.y'-^r(-.]A-ir-.-
Mais comme ou a v — Agx'^~'~^-t-AjX"~'~^-t-. . . ■-^A^_i_^ = AQ{x — a.J'{x —a^\..., on trouve
et par là l'exprcssioii trouvée de L se réduit à celle-ci: (15) i = ±
§ 38. Dans les expressions de la fonction cherchée i7et de la quantité L il ne reste d'inconnu que les signes de e^= dt 1, 6^ = ^ 1 . . . , Nous allons montrer maintenant qu'on doit prendre
si l'on désigne simplement par des radicaux
celles des raciues des équations
rc^= 1 5, 3;^= 1 ï,- • . .,
dont la partie réelle est positive.
D'après l'expression de L on voit que son module, poure, = -i-l, Eg = -t- 1 , . . . . , a la plus petite valeur de celles qu'on trouve dans toutes les hypothèses possibles sur les signes de £^= ± 1, e^^^ ± 1,. . . .; car, les parties réelles des quantités
étant positives, les modules de
sont respectivement au-dessus de ceux de
D'autre part, on reconuait aisémeat que la valeur de Z, qu'on trouve en prenant Sj = -»-- 1, e^ ^=: -i- 1, . . . . , est réelle. En effet, les quantités atj, «2,. . . . ne peuvent avoir, comme nous l'avons vu (§ 31), de valeurs réelles comprises entre a; = — h et x=^-i-h, et par là on voit que les
ne sauraient être imaginaires que dans le cas où a^, a^,. . . . le sont. Mais comme les facteurs imaginaires de la fonction réelle
sont conjugués deux à deux, il suit que la même chose aura lieu par rapport aux facteurs imaginaires du produit
et alors notre formule donne pour U une valeur récite.
En vertu de ce que nous avons montré sur la valeur de L dans le cas de e^ = -•- 1, Eg = -(- 1, . . . . , on voit qu'elle sera la plus petite parmi les valeurs réelles de L, qu'on peut trouver d'après notre formule. Or, comme L désigne la limite des valeurs de la fonction cherchée — entre x:= — ft et x=:-i-h, et que, suivant notre problème, il s'agit de rendre cette valeur aussi proche de zéro que possible, il en résulte que la supposition
donne la solution cherchée, si toutefois, eu prenant ces valeurs de e^, e^, . . . . dans uos formules, on trouve que la fraction —, depuis a; = — A jusqu'à x=^ -t-h, reste effectivement comprise entre — L et -t- L. C'est ce qu'on reconnaît très aisément, comme nous allons le montrer.
En posant s, = -«- 1 , e^ = -i- 1 , . . . . daos les valeurs trouvées de U et W, nous remarquons qu'elles se réduisent à cette forme:
(^-/g^Pj'H
.yi
t^y/,.'tyf^-
■ - "1/ 1- —, V3:^-Aï -^-^ — 1/ 1- ^Va:^-
et comme les facteurs des produits
■.yiî=i5v
(M_^_j/ri:^ yiicrïij' C^^j/r^y^f^T')'-
en vertu de ce que nous avons vu par rapport aux quantités l/l ^,
y 1 2)- • ■ -1 sont ou réels ou imaginaires, conjugués deux à deux, on
voit que les valeurs U et W sont nécessairement réelles. Mais tant que les fonctions U, W et la quantité L sont réelles, l'équation
suppose que, depuis x^ — k jusqu'à x = -t-h, la fonction IP ne surpasse pas L^v^, et pai- conséquent, la fonction — reste comprise eutre — X et -»- L, ce qu'U s'agissait de prouver. Ainsi nous parvenons à reconnaitre
que, la fonction V étant détenniaée d'après la formule (16), la fraction — sera celle qui, parmi toutes les autres de la forme
et avec le même dénomiuateur
Ai, a;"'^'^' -H A^ x''~'~'^ -t- , . . . -»- ^„__;_, ,
s'écarte le moins de zéro entre x^^ — h et x=^ -i-h. Quant à L, limite des valeurs de cette fraction entre œ = — h et x =:-t-h, nous trouvons, en prenant dans la formule (15) s, = 1, £3= 1,. . , ., qu'elle s'exprime ainsi:
Comme toutes les autres fractions avec le dénominateur
Aq x'^~''~' h- A^ x"~'^~' -*-....-+- A^_i_^^ et le numérateur
entre x = — h et x =^ -t- Ji, s'écarteront de zéro plus que celle dont nous venons de parler, il en résulte que, dans cet intervalle, leur valeur ne pourra pas être au-dessous de la valeur trouvée de L.
§ 39. Indiquons maintenant le parti que l'on peut tirer pour l'Algèbre des résultats donnés sur les fractions de la forme
Si «j, «y,. . . . sont réelles, les quantités
comme nous l'avons vu, le sont aussi, et leurs valeurs sont évidemment aus de 2. D'autre part, si «j, a^, . . , . sont des valeurs imaginaires et
que p soit la limite inférieure de leurs modules, oa voit que les modules des quantités
de2 -H
ne surpassent pas l+y l-i — ^ et, par conséquent, restent au-dessous
car 1/ 1 -I- -^ < 1 -H — . D'après cela, en supposant que l'équation
Aax"^'~'-i- A^x"'^'^''-t- . . . .-i-A^_i_^=A^{x—cii)''{x — oc^)'' = 0,
a t». racines imaginaires etn — l ~ ^ — 1 racines réelles, nous trouvons que le produit
est plus petit que i'-'-f-' /a -t- A)" = 2""'~' P^^f, et par là
»" = > 2(Ar / Ji_r
D'où, en vertu de la valeur de
résulte, daus le cas de -(■1„_;_, = 1, ce théorème: Tbéorème 12.
Si le dénominateur de la fraction
ne s'annule pas entre x^ — h et x^-A-h, la valeur numérique de cette fraction, depuis x^= — h jusgu'à x = -t~h, ne peut rester au-dessous de 2 ( yJ L ^ f-] , où [j. est le nombre des racines imaginaires de Véguation
et ç la limite inférieure de leurs modules.
Si la fonction ^0 a;" '-t-A^x" ^ -*- A^_i_2X -h- 1 s'annule entre a; = — h et a; = -i-^, dans ces limites la fraction
ne peut rester finie, à moins que son numérateur ne s'annule en même temps que le dénominateur. D'après cela le théorème actuel entraîne celui-ci;
Théorème 13.
Dans les limites te = — h et x = -t- h, où la fraction
x"-t-p'a!"~'-i- -l-Ef"~"')a;-i-n(n)
ne devient —, sa v(deur numérique ne peut rester au-dessous de 2 (-g) [27^: h) ' ^ ^^^^ ^^ nombre des racines imaginaires de Véquation Â^x'^ ^ -I- j4, 3^ ^ -*-.... -1- A^__^_^^ -1-1=0 et p la limite inférieure de leurs modules.
Dans le caa, où le dénominateur
ne contient que des facteurs réels, le nombre \x se réduit à zéro, et le théorème précédent se change eu cet autre:
Théorème il.
Si la fraction
dont le dénominateur est composé de facteurs linéaires réels , ne devient -^ entre x^= — h et x= -t-h, sa valeur numérique dans ces limites ne peut rester au-dessous de 2 (-^) .
§ 40. D'après ces théorèmes ou démontre plusieurs propositions très simples par rapport à la résolution des équations. En voici quelques-unes:
Théorème 15.
Si l'équation Aa^ -t- Gx'^~^ -t- . . . -+- Hx^ ^- ff =^ 0 a [i racines ginaires et que leurs modules ne soient pas inférieurs à p, on troiive au moins une racine de l'équation
ar^'-^^-t-Ax^-i-Bx'^-^-t-Gii^^-^-i- -t-Hx^-t-Jx-i-K^O
entre x^= — h et x = ~t-h, tant qm la valeur numérique de K ne surpasse
En etfet, si l'équation
a;"*^ -t-Âx'^-f- Bx"^-^ -H C^*-^ H- -t-Hx^-t-Jx-i~K=0
n'avait point de solutions entre a; = — A et a; = -<- fe, la même chose aurait lieu par rapport à celle-ci:
qu'on trouve en cliaugeaut 3; en — x dans l'équation
x^^^'-i-Ax"-'+-Bx"'''i'Cx^^-'-i- -i-Hx^-i-Jx-i-K^O,
et par là il faudrait conclure que, dans les limites x:= — ^ et = -t- A, ou ne peut satisfaire à cette équation
(a;^*+^-»-iÎ3~<*-^-i- -^Jxf—{Ax'''-t-Gx^''-'''^ -i- Hx^-*- Kf=0,
obtenue en multipliant entre elles les deux équations précédentes. Or cela est inadmissible, comme nous allons le montrer.
Cette équation a évidemment une solution entre x^ — h et x= -t-Ji, si dans ces limites les deux fonctions
^U-l _^ ^j-iA-l _,_ -l- JiC,
Aa?"- -+- Cx'^~'' -I- -i-Hx-'-t-K
s'annulent ensemble. Dans le cas contraire la fraction
entre 3; = — h. et a; = -i-fe, ne devient pas -^, et alors, d'après le
théorème 13, sa valeur uumérique De peut rester au-dessous de ^(t) {'i +;J ' '^^ P^^ conséquent au-dessous de la valeur numérique de K, cette valeur étant, par hypothèse, tout au plus égale à 2 (~ J {■ ^.'j . Mais en mettant l'équation
(3:«+'_j,_Ba;a_i^ -t^Jxf — (Ax^^-^Gx^-^-i- -t- Hx^-i-Kf^O
sous la forme
OD s'assure aisément qu'elle a au moins une racine entre x = — h et X = -t-h, tant que la fraction
qui s'anuule pour a; ^= 0, ne reste pas dans ces limites numéiiquement au-dessous de K, ce qui prouve le théorème énoncé.
A l'aide de ce théorème on trouvera toujours les limites -— fe et -t-h où l'équation
a?^-*-' -t- Jx'"- -^^ Bx'^-' -t^ Gx"--' ~t- . . . . -I- Hx^ -t- Jx-i- K=0
a au motus une racine, en prenant pour A une valeur positive qui remplisse la condition
Or si l'équation
Ax^^-i-Cx^''-^ -I- -i-Hx^-i-K=0
n'a que des racines réelles, le nombre [t se réduit à zéro, et alors cette condition devient
ou
ce qu'on Térifiera en preuant pour h celle des deux valeurs -»- 2 y — K, — 2 a/^K qui est positive. D'où résulte le théorème suivaut:
Théorème 16.
Dans les limites — 2 l/y K, ~i-2 l/y K c cine de Véquation
on trouve au moins une racine de Véquatio
3;^'-^^-f-^a;^'-f-Z?^*"'-t-6V-^-.- -v- Hx^-^Jx-^^ K=0
si Véquation A ic^* -+- Cx'^~^ -*-... ,K^0 n'a que des racines réelles.
§ 41. En remarquaiit que la conditioii (17) peut être mise sous la forme
OH voit aisément qu'oû la vérifie par uue valeur positive de h, en preuant
tX-t-î r- »X-t*2 -1 — ^
Pour s'en assurer, on n'a qu'à remarquer que, pour cette valeur de A, on trouve d'une part
4(A)— =4(i«.)«- [i^|]/iz>] =z{y'i,^i] ,
et de l'autre [à cause de ft > 2 l/-^Z^M
D'oii resuite l'inégalité qu'il s'agissait de vérifier.
En observant que, d'après l'expression ci-dessus de h, cette valeur propre à remplir la condition (17) est égale à
îX-l-l r- 4l-4-g -1 ^ —
±2]/iz[l^l|/lZ.]'-
avec l'un des deux signes ±, nous déduissons du théorème 15 celui-ci:
Théorème 17i
On trouve toujours au moins une racine de l'équalion
a;='*'-*-^3i»-i-_B3}"-'-t-(;ir»-'-i- -i-Hx'-^Jx-i-K=0
entre les timites
où [t est le nombre des racines imaginaires de Véguation
Ax''^ -4- Ca;''-' -H -^Hx''-i-K = 0
et p la limite inférieure de leurs modules.
Si [». ne surpasse pas 1, la fraction ^^__'^_^^ reste plus petite que 1, et alors *)
d'où il résulte
»^-*-! r <*->-ï ■-|3»+i-|i sX-i-i îi— i^dzi
et le théorème précédent entraîne celui-ci:
*) Oq reconuait aisément qae dana le cas de ^ > 0, m < 1 et ^ 0, la quantité (I -i- «)"■ eat plus petite que 1 ->- e"*, eu remarquant que la fonction (l-t-js)™— 1 — 2"*, dont la première dérivée est m [(1 -i-e)"*— ' — »*""'], reste décroissante pour toutes les valeurs positives de z et 8'anaule pour « = 0.
TIléorômi; 18.
Si [j., le nombre des racines imaginaires de Véguation
Aaf^ ■+- Gx"^''' -H -+~Hx^~t-K=0,
ne surpasse ^as X et leurs modules ne sont pas inférieurs à ç, on trouve toi^ours au moins une racine de Véquation
entre les limites
Dana le cas où Téquation
A x'^ -+- Gx^^-^ ^- .... -1- Hx^ -i-K~0
se réduit à
les quaiitités K^, S" étant de même signe, ou trouve que [t, le nombre de ses racines imaginaires, est égal à 2 X^, et toutes ces racines ont pour module y Y- *^''' ^" prcHMt cette valeur pour p et posant [t = 2 X^, on obtient
D'où, en vertu du théorème précédent, résulte le suivant; Théiôiiie i9.
Si Véquation
ne contient qu'un terme K^ x^^' avec la puissance paire de x et que le coefficient de ce terme soit de même signe que le terme cormu K et Vexposant ne
surpasse pas X, cette équation a au moins mie racine, comprise entre les limites
_2l/|/f-2]/ifi-„
Si les termes K^x^''" et Z sout de signes contraires, ou trouvera, d'après le théorème II, au moins une des racines de l'équation
3;3*+i _H (7a;a-i _^ -t-K^x^'^'-i- -i-Jx-i-K=0
dans ces limites plus rapprochées:
-2}/|Z, +2]/iX.
Donc, si l'on désigne par K^, K des valeurs positives, les limites
îX-l-l ?(J,— Xq)-*-!
-.^2]/4z+2|/iz.
contiennent nécessairement au moins une racine de l'équation
af^^-^-Cx^^-^-^ ztZoic^'"-!- -i-/iC=tZ=0,
quels que soient les signes des termes J^^x^^" et K.
Sur la fraction qui, parmi toutes les autres de la forme
entre x = — h %\x^-\-h, s'écarte le moins d'un polynôme donné
x^~^ ~t- Ax^^^"^ -\- B x'^~^~^ -i- . . . .
§ 42. Il est clair que cette fraction ne doit pas devenir infinie pour = 0 et cela suppose que, dans son expression
f)'x"~^~-'-i-j)"ti:"~'~'-t- -1- ])("—'— ')x-i-;)("~')
le terme i^'""^'' ne se réduit pas à zéro. Mais tant que p'""^^' n'est pas zéro, cette fonction peut être évidemment mise sous la forme
t-Pn—t—il^-l-Pn-l
Pn—l-,-]
ia^+y„_j_j_,a!'-i-H...
en dénotant
Pi, Pr Pn-l-i^ Pn-l^ Pn-l^x^ Pn'
C'est sous cette forme que nous chercherons la fraction dont il s'agit. En désignant par F{x) la différence du polynôme donné
et de la fraction cherchée
nous concluons du théorème 4 {§ 16), que le nombre des solutions communes aux deux équations
et différentes entre elles ne peut s'abaisser jusqu'à »-f- 1 — d, à moins que la fraction cherchée
Pn-l-t-x^'' -*-Pn-î-t-i'^
ne se réduise à la forme
Pn—l-t-d-*-!^
Or, en faisant pour abréger
-\-Ax '-t-Bx H-. . . . = «,
ou trouve
et par là les équations dont nous venons de parler deviennent {uV~-Vf — L^V^ = 0,
§43. En suivant la même marche que dans le § 30, ou reconnaît aisément que, x=Xq étant une solution commune à ces équations, l'expression
{x^—W) [{m F— Uf — L^W]
est divisible par (a; — x^^, et comme le nombre de ces racines, différentes outre elles, est au moins n-*-\ — d, nous concluons que l'expression
{x^ — }ê) [(m V—Uf — I? P]
est divisible par les b -f- 1 — A différents facteurs
D'où nous déduisons l'équation
{x^—W)^uY—Vf~UY'''\ = G{x—x^''{x—x^f{x—x^' {x-x^_^^,
en remarquant que la fonction (x^ — A^) [( m Y — XJy — 1} F^], où
M = a;"^' -I- A ic"~'~^ -1- B a;""'"" ,
î''=î'rf+,fl^"~'~'^^'^-- ■ ■ ■-'-i'„_,_,^-+^P„^i,
ne peut être de degré plus élevé que son diviseur
Mais cette équation ne peut avoir lieu, évidemment, à moins qu'on ne trouve X — Ji fiix-*-'h parmi les facteurs
X — Xf,. X — X., X — x.,....x — x„ ,,
et si nous supposons, pour fixer les idées, qu'on ait
X — Xf,^x — h, X — x^ = X'^-h, elle devient
(x^—h.%{iiV~Uf—L'V''] = G{x — hf(x-i-Jifix~x;f (x~x„_^)\
et par là
(iiV— Uy^I/ V^=G(x'> — k^} (x~x^f (x — x„_^f.
D'où nous tirons l'équation
(18) iuV~Uf — ]?V'=^W'ix'~h'),
en désignant par W la fonction entière
Comme les fonctions U et V sont de la forme
i'n— i-t-d+i ^'~'^ ■^- • ■ ■-*-Pn^-*- 1,
leurs degrés ne surpasseront pas w — l — d — 1, î — d. De plus, on voit facilement que le degré de F ne peut être au-dessons de i — rf; car autrement la fouction
serait de degré inférieur à 2(n — d), et par conséquent l'équation (18) où
ne pourrait avoir lieu. Donc, la fonction V sera nécessairement du degré l — d.
§ 44. Conformément à ce que nous avons dit dans le § 16, la fraction
est la valeur do la fraction cherchée réduite à sa forme la plus simple, et, par conséquent, les fonctions C et F sont premières entre elles. Cette valeur de la fraction cherchée peut présenter deux cas; savoir: celui où d est un nombre pair, et celui où d est impair. Mais nous réduirons le dernier
cas au premier, en supposant que, dans le cas de d impair, on introduise dans les fonctions V, V, W un facteur commun, tel que 1 -t--|-ou 1 — -|-, ce qui n'altère ni la forme de l'équation (18) ni la valeur de la fraction -S, seulement ses termes deviennent divisibles par une même fonction a; -+- fe ou X — ]i. En vertu de quoi nous supposerons désormais que à est un uombre pair et que les fonctions (7 et F peuvent avoir un commun diviseur xzïih, diviseur qui ne présente aucun embarras dans nos recherches, comme on le verra ensuite.
§ 45. En passant à la détermination des fonctions U et V, nous remarquerons que l'équation (18) peut être mise sous cette forme:
{uV—V''t-LV)iuV—U~LV) = {x^~¥)W^
ce qui prouve que la fonction (x^ — h^) W^ est décomposable en ces deux facteurs:
uV~U~t-LV, uV—U^LV.
Comme ces facteurs, multipliés respectivement par L — m, L-*-u, donnent en somme — 2 LU, et que leur différence se réduit à 2 LV, il est clair que leur commun diviseur doit diviser aussi les deux fonctions
et, par conséquent, qu'il ne peut être que de la forme x±Ji, car les fonctions V et F, comme nous l'avons vu (§ 44), ne peuvent avoir un commun diviseur de l'autre forme. En vertu de cela et en remarquant que la fonction (x^ — h'^jW^ ne peut être décomposée eu deux facteurs soit premiers eutre eux, soit avec un commun diviseur de la forme x±k, que de ces deux manières:
nous concluons que l'équation
{uV— U-t-LV) (tiV— U—LV)^{x^ — ¥)W' entraîne nécessairement l'une de ces quatre paires d'équations;
mF— U-i-LV= PFo^ uV— U—Lr=ix^—¥)W^'';
uV—U-i-LV={x~h)Wo', iir~U-~LV=(x-t-h)W^^;
uV— U-i-LV=z{x'-¥) TFoS «F— U—Lr= W^';
uV—U-i-LV=ix-i-h)W„% ur~U—LV={x — h)W{'.
De ces quatre systèmes d'équations aous n'aurons qu'à considérer les deux premiers
uV~U-*-LV= Wo\ uV—U—LV=ix^ — ¥) W,',
ur~U-*-LV = {x — h)Wa^ uV— U^Lr= ix-t- h) W^^;
car les autres s'en déduisent par le changement du signe de la quantité L. De plus, comme les fonctions m, F sont respectivement de degrés n — l, l — d, et que le degré de V ne surpasse pas n — l — d — 1, on trouve que l'expression
uV—U-t-LV
est de degré n — d, et, par conséquent, d étant un nombre pair, cette expression sera de degré pair ou impair, selon que le nombre « lui-même est pair ou impair. D'après cela et en observant que des deux systèmes d'équations
M V— U-^ LV = ^Fo^ u V~ t/"— LV= {x^ — A^) W{>,
uV—,-U-t-LV=(x — h)Wo', uV—U—Lr={x-t-h)W^\
le premier suppose que la fonction
uV—U-^-LV
est de degré pair, et le second qu'elle est de degré impair, nous concluons que le premier aura lieu dans le cas de n pair et le second dans le cas de n impair.
Nous allons traiter à part chacuu de ces cas.
xrv.
Le nombre n est pair.
§ 46. Dans ce cas on aura ces deux équations:
(19) uV— U'+-Lr= Wo% liV— U — LV= (a;^ — F) W^", qui étant résolues par rapport à Î7 et F donnent
(20) 2LV=W,^ — (x^ — h-'}W,^,
(21) 2LU=iii~L)W,^ — (u-^L)(x^ — ¥)W,K
Comme les fonctions ïf, F sont respectivement de degrés n — 1,1 — d, et que le degré de V ne surpasse pas w — l~d — ], les équations (19) nous montrent que les fonctions W^, W^ sont respectivement de degrés ^^,
D'autre part, l'équatioii (21), étant mise sous la forme nous donne
W^ , / (tt-HJ.)(3^'-/t') 2LU
ITi y V. — L fTi [ Wo (u — i) + W, y(»= - i«) (a;" — ft^)] '
prouve que la fraction -^ est la valeur de 1/ i".'!:-^l^^^—-^'J ^ ,
ce qui
jusqu'aux termes de même ordre que
LU
n'est pas de degré plus élevé que —^ ^^r^ = 4i- Donc, la
fraction r^, d'après l'équation dont nous venons de parler, est la valeur de 1/ „_Sz~ exacte au moins jusqu'aux termes de l'ordre -b. Mais comme W^, le dénominateur de la fraction r^, n'est que de degré
—g 1 <C 2"! '^^^^ ^^ peut avoir lieu, à moins qu'elle ne soit l'une des
fractions convergentes de l'expression
qu'on trouve par son développement en fraction continue.
De plus, comme le dénominateur de la fraction -^ est >
- 1 , elle ne peut donner la valeur de y '" "^ ^'Jf ^
jusqu'aux termes -^ t à moins que la fraction convergente de V _t
qui vient immédiatement après elle, n'ait pour dénominateur une fonction au moins de degré ^^ — t- 1 . D'où l'on voit, d'une part, que -j^", dans la
suite des fractions convergentes de 1/ ^''"^^_^~ ■', est la dernière avec le
dénominateur de degré au-dessous de -|-, et de l'autre, que parmi ces fractions aucune n'a pour dénominateur une fonction de degré y. Le premier point nous montre que les fonctions W^ et W^, et conséquemment la fraction cherchée y sont tout-à-fait déterminées par ia valeur de i; le second nous servira pour trouver la constante L, et d'après elle on aura facilement la valeur de la fraction y.
§ 47. Pour y parvenir, supposons que
ioit le développement de y '""^"^^^^ ' '' en fraction continue, et t
soit la valeur du quotient complet qu'on trouve en s'arrêtant au dénominateur jg. Dans cette supposition on a
(22) i/fc^i5=î.-i!_»_=
La dernière de ces formules nous montre que les dénominateurs sont des fonctions du premier degré, si les quantités
restent différentes de zéro. Mais tant que j^, q^,. . . .q„ sont c
du premier degré, le développement de
en fraction continue
arrêté au dénominateur g^, donne évidemment une fraction convergente avec le dénominateur de degré y. Or, eu vertu de l'équation (21), où L désigne la limite des valeurs de m — y. entre x = — h et x^-t-h, cela ne doit pas avoir lieu, comme nous l'avons vu; donc, pour cette valeur de i, au moins l'une de ces équations:
aura lieu nécessairement.
§ 48. Supposons maintenant que parmi toutes les valeurs dont L est susceptible dans le cas où cette condition est remplie , celle qui est numériquement la plus petite soit La. Comme — L et -t-L déterminent les limites où, depuis x= — h jusqu'à x^^-t-h, reste comprise la différence de la fraction cherchée
^-_J''i'-na;"~'~'^~'+....-t-y„_i_|3:-*-Pn-; ^ Pn-l-,-d-i-i^'^'^-*------*-PnX'^'i '
ou ce qui revient au même (§41)
U p'x"— '— i-Kp"3!"— '— 2h- ^-p(n-'— i)-c-i-i,(n-'l
F ^(n— /-4-I) aJ _|_^(n— ^^-î) ^/— i ^ _ .-^pW a! -i- p ("-^') '
et du polynôme
u ^ x*^~^ -i~ Ax''^^'^^ -I- B x"~'~^ -I- . . . .,
et que, d'après le sens de notre problème, il s'agit de rendre ces limites les plus proches possible de zéro, il est clair que dans sa solution on aura
— 347 ~ si toutefois il est possible d'obtenir une fraction
dont la diflférence avec m, depuis x^= — h jusqu'à a: = -»- A, reste ( eutre les limites aussi rapprochées que —L^ et -i-io-
Nous allofls montrer maiLteuaut que cela est possible et qu'où trouve une telle fraction d'après nos formules (20), (21), en prenant
où -j^ est la fraction convergente de
qui correspond au dénominateur q^, la première des équations
qui a lieu, dans le cas de i = L^, étant
% 49. Pour y parvenir, remarquons, en premier lieu, que pour ces valeurs de ifl, PTo, W^ les équations (20), (21) deviennent
d'où résulte cette valeur de la fraction y--
D'autre part, comme
(?^ = 0 est la première des équations
Go = 0, G,= 0, (5„_ =0,
qui a lieu dans le cas de L^Lg, on voit d'après (22J que pour cette valeur de L les fonctions
îi, îa, ?o
sont du premier degré, et g^^^ de degré plus élevé. D'où il suit qu'en s'arrêtant dans le développenient de
en fraction continue
au dénominateur q^, on trouve une fraction convergente dont les termes sont respectivement de degrés 0--+- 1, a, et dont la valeur ne diffère de
V "-^ que par des termes de degrés inférieurs à celui de g^,^,. Donc, comme west la fraction convergente de i/'-'"^--'_p. ~ — ^, qui correspond au dénominateur g^j les fonctions M, N sont respectivement de degrés o--»- 1, cr, et la différence
N y a — io
est une fonction de degré inférieur à — {2<7-i- 1).
En vertu de ce que nous venons de montrer sur les fonctions
il est facile de voir que la fraction
déterminée par la formule (24), se réduit à la forme
En effet, son numérateur
{u — i(,) ]yp — (u -*~ U) {x^ — 'i') N^
peut être mis sous la forme
et comme les fooctions
sont respectivement de degrés
n — l, (T-t- 1, <T, 1, et que le degré de la différence
N y u-Lf,
est plus petit que — (2[t-(- 1), on trouve pour cette expression un degré inférieur an — î, et, par conséquent, elle sera de la forme
En passant à son dénominateur
M^ — (x^ — h') N', remarquons qu'il peut être mis sous la forme
(m - Xq) .flfg — (M -t- Xq) (x' - h^) N^ j M^ + (x^ — ¥) m
et comme les fonctions
M, N, u sont respectivement de degrés
(JH- 1, 0", n — l, et que
{u — L,) M' — {ît -*- L,] (x' — ¥] N%
en vertu de ce que nous venons de voir, est d'un degré plus petit que n — l, on trouve que le degré de cette expression est égal h 2o -t-2 — (k — l). Mais CT étant l'un des nombres
le nombre 2(r-i-2 — (w — l) ne peut surpasser l. D'où il suit que la fonction
M^~(x^ — k^)N^ est de la forme
Ainsi nous parvenons à nous assurer, que la fraction y qu'on trouve d'après (24) est de la forme
Il nous reste à monti-er que sa différence avec u, entre œ = — h et x^-i-h, est comprise dans les limites — L^ et -t- L^. Pour j parvenir, nous remarquerons que d'après (24) on a
et comme M, N sont des fonctions réelles, et, que partant l'expression 4 Zq' m^ m
ne peut devenir négative, cette équation montre que, depuis s; = — h jusqu'à x^ -*-h, la fonction
('—vî
ne surpasse pas X^*, ce qui prouve que la différence
( x = — i^ jusqu'à x^-t-h, reste comprise dans les limites — Lg et -t-LQ.
§ 50. Ainsi nous nous assurons que la fraction y. qu'on trouve d'après (24) est de la forme
et que sa différence avec u, depuis x^ — h jusqu'à x^-+-h, reste
comprise dans les limites — L^ et -i-ig. D'où il suit, en vertu du § 48, que
est effectivement la valeur de L qui répond à notre problème, et, par conséquent, qui détermine les limites des valeurs de « — y les plus proches de zéro.
En remarquant que — ig et -h ip sont les limites de la différence
entre x= — h et a;:=-f-A, les plus proches de zéro, on voit, d'après ce que nous venons de montrer par rapport à la fraction y, déterminée par (24), qu'elle donne la solution do notre problème, où il s'agit de trouver la fraction ^ de la forme
qui, depuis x^ — h jusqu'à xr^-i-h, s'écarte le moins de «.
De plus, on reconnaît aisément que c'est la seule solution possible de notre problème (sauf le cas, oîi l'on obtient pour L^ deux valeurs de signes contraires, dont chacune, d'après (24), peut donner la solution); car en vertu de ce que nous avons montré (§ 46) sur l'équation (21), les fonctions W^ et TFj, et par conséquent la fraction y, sont complètement déterminées par la valeur de L.
Ainsi on ne trouvera la quantité L = L^ et la fraction cherchée y qu'à l'aide du développement de l'expression
(«-.-X)(^-fe')
en fraction continue
prolongée jusqu'au dénominateur g^, ce qui demande des calculs très longs.
Nous allons montrer maintenant comment on peut simplifier la détermination de Lt, et de y.
; 51. Comme la fonction u est de degré n — l, l'espressioD
ne diffère évidemment de
que par les termes de l'ordre ■■■~^~ ou moins élevés. D'où il suit qu'on trouvera la même formule par le développement des expressions
V^iir^, ^hn^m.^-^H^)
en fraction continue, si l'on ne pousse pas ce développement au-delà de la limite, pour laquelle les fractions continues donnent leurs valeurs exactes jusqu'aux termes de l'ordre --^^^^ . D'après cela et en remarquant que V x^ — k^ (§ 22) se développe en fraction continue
qui ne donne pas la valeur de V x^ — li^ exacte jusqu'à n—i—'> ^^ ^^ nombre de ses dénominateurs ne surpasse pas
nous concluons que dans le développement de
y'Sï|?î^'=«.-
on trouvera
D'où il suit que les (-2- — k-t-lj fractions coDvergentes l/"^it_ jf" — sont égales à celles de Vx^ — h^ que nous avons (§ 22) par
et dont les termes, comme nous t'avons vu, se déterminent ainsi: ( p _ (» H- yg^g)V (f - /g^rs?)!
!Q _ (x -I- V^ - ftay- (a - Vx^ — hif ^' 2Va:'-V
§ 52. D'après cela il est facile de trouver une certaine fonction qui, par son développement, donne la partie de la fraction continue
qui suit après le dénominateur q^ .
En effet, les fractions convergentes de
Y ^zri = So~-f,-^
qui correspondent aux dénominateurs q^ , q^ étant
nous trouvons
eu dénotant par Z la valeur de la fraction continue
5ll_, + ,-^ '■'
et pav là
Ku substituant ici les valeurs de tirées des formules (25) que nous venons de mentionner, ou a
et comme
(a;-i-y^^^) (a; — Va;^ — ft^) == /i^
a; — Va;^ — /z« = '^ ,
cette valeur de Z se réduit à celle-ci:
En multipliaut dans cette expression de Z le uumérateur et le dénominateur par
Vîf-t-i -t- Vu — L,
nous trouvons eu définitive
Ainsi nous trouvons la fonction 2^ qui, par son développement, détermine la partie de la fraction continue
qui suit après le dénominateur q^ , et par là les valeurs de
qui désignent les coefficients de — dans les quotients complets de la fraction continue
arrêtée aux dénominateurs
D'après cela on a
(26) 6'„ =<j^, 6; _j^^^....Gr„ =^„ en dénotant par
les coefficients de — dans les />; premiers quotients complets du développement de Z en fraction continue
Quant aux valeurs de
en remarquant que les dénominateurs dans la fraction continue
comme nous l'avons vu (§ 51), sont égaux à 2 a;, nous trouvons
§ 53. Au moj^en de ce que nous avons vu par rapport au développement de
en fraction continue
la détermination de la constante L(, et de la fraction cherchée y se simplifie notablement, comme nous allons le montrer.
D'après le § 48, on trouvera la valeur de Lq en clierchant paimi les racines des équations
la plus petite numériquement.
Or, comme nous avons trouvé (27)
r' h* ri ^^ n ^*
il est clair que i ^ Zq ne peut être qu'une racine des équations & =0, (?„ =0, G =0,
ou, ce qui revient au même d'après (26), de celles-ci:
Ainsi nous parvenons pour la détermination de Lq à cette conclusion définitive :
On trouve la valeur de L^La-, en cherchant parmi les racines des éguations
if
celle qui est la plus petite numériquement; où g^, g^,. . . .g. sont les coefficients de — dans les h premiers quotients complets du' développement de
y^ 1 x(a.-Hy^^3rx^)"-'^+^-ft"-'*-^(w-yi^^^::^)
en fraction continue, et k désigne le plus grand nomire entier que la quantité —g— contient.
Nous ne disons rien de la forme de la fraction continue, dans laquelle on développera Z, en cherchant les valeurs de ?,, i?j, . . . .g^; car il est clair
que les quotients complets, aux facteurs constants près, seront les mêmes, qu'on développe Z en fraction continue de la forme
comme nous l'avons supposé jusqu'à présent, ou dans une de la forme
où a', a", a"', .... sont des valeurs constantes quelconques.
Remarquons que la même chose se présente encore pour les termes des fractions convergentes que nous aurons à considérer plus tard.
§ 54. En passant à la détermination de la fraction cherchée
supposons que
soit la première des équations
qu'on vérifie en prenant
Comme nous avons trouvé (§ 52) que
il suit que, dans cette supposition, l'équation
S-'*'-' sera la première parmi
qui a lieu pour L^^Lq. D'où uous concluons, en vertu du § 48, que 1 fraction cherchée sera détermiunée par la formule (24), en prenant
ce qui nous donne
U (m ~ Lq) Jf ^ - (m -^ Xq) (a:' — ft^) N^
Mais en dénotant par
Ml Jtfj Jtfg
la série des fractions convergentes de Z= " h'
• _ „"_ Ml
D'où, en remarquant (§ 51) que les fractions convergentes de
qui correspondent aux dénominateurs 2„ , î„ sont
nous concluons
Ni-P„ Mi
et par là l'espressiou précédente de y devient
(„-J„)(-Pg-.^.».-J|-.«.)'-(.H-Z„)(:^-t-)(g|-,.>.^-fc-.«0'
(?5-.^,^<-!'l_.«<)'-ix=-i.)(e,_.,,ff(-e,_.«(; '
où le numérateur se réduit à
iï^. —(:«'—»■) C' \<'~{F', -<-«', fe'-*')\£,'12f,'
L-^ 33 3 2 '^aa
et le dénommateur à
Mais comme d'après (25) on trouve F'—Qy'ix' — V) — !?,
_ (x -y- y a^ - fe^P^ -I- (a;
rp)^^— 1-^(3;-, ya;ïï_fta)2i-
Pi P),-, — ft ft-, (i^ — *') = *» -' a:, ces valeurs de Ï7 et F deviennent
^_ r^»-!t-i-2„ 7- U -I- V a' — ^1')"-^+^ -t- (a; — V ai ~ fe;)n-2A->-a-
F = 4"-'* pi' A7 — 2 a: A',. M, -1- Ji;']
(x-t-rx'
-ïAh-i ^
■Vx^~h^
rp)»-
^î»H-fc.
"'*1 ir-
jjf,
Ainsi nous parvenons pour la détermiDation de la fraction cherchée y à cette conclusion définitive :
Si g^= 0 est la première des équations
ffi = 0, g, = 0,....g,= 0
qu'on vérifie en prenant L^L^, les termes de la fraction y , qui parmi toutes les autres de la forme
s'écarte le moins de
entre x = — h et x = -t-h, sont données par ces formules:
V = fe"-^ [fe^ iV,.^ — 2 a: ]V. ilf . -i- Mf] , où M^, Nf sont les termes de la i™' fraction convergente de
1 £ (a: -t- y 'j:^ — fta)"-^^^ — ft»-2A-t-2 („ +y ^a _ j,ï)
a; ^ y^rZTÏfi L(x-i- V x'^ — 7iï)"-ï* — A"— «* (« -t- V m^— Z^)
jM'on trouve par son développement en fraction continue et parmi lesquelles on compte y .
Le nombre n est impair,
§ 55. La méthode que nous venons de donner pour la détermination de Lf, et de la fraction y dans le cas de n pair, peut être facilement appliquée au cas où n est impair, comme nous allons le montrer.
Nous avons vu daDS le § 45 que, le nomlire n étant impair, on a ce d'équations:
ou, ce qui revient au même,
(30) 2 L U= (2i—L) {x — h) TT/ — (m -h i) (a; -+- h) W^K
Comme les fonctions m, V sont respectivement de degrés n — l, l — d, et que le degré de TJ ne surpasse pas n — l — d — 1 (§ 43), les équations (28) prouvent que les fonctions
sont de degré -
ir, y (u -L){x-K)~ -^^ [iTo (« - L) (a: - ft) -4- IF, y (it^ — Z*) {x^ - ft»)] '
ce qui nous montre que la fraction
exacte jusqu'aux termes de l'ordre
ffi [ ÏTo {M — i) {« — A) H- IFj y («2 — i*) (a:» - fts)] '
et par conséquent, en vertu de ce que nous avons vu relativement aux degrés des fonctions Wf^, TT,, U, ti, exacte jusqu'à ;^n^=i- Or, comme TT,,
avoir lieu, à moins que ^ ne soit l'une des fractions convergentes c
et que la fraction convergente qui suit celle égale à „? n'ait pour dénominateur une fonction de degré "'*"^"^^. D'où l'on voit que parmi les fractions convergentes de l'expression
aucune n'aura pour dénominateur une fonction de degré '^^—- § 56. D'après cela, en répétant sur le développement de
en fraction continue
ce que nous avons fait dans les paragraphes 47, 48, 49 avec le développement de
en fraction continue
ou reconnaît aisément que la valeur L doit vérifier au moins l'une de ces équations:
6^0 = 0, Gi = 0, G„_, = 0,
où G,) , Gj , . . . . G„ ^ 1 sont les coefficients de — dans les ^-^ premiers quotients complets de
D'autre part, si l'équation
est la première parmi
— 363 ■ qui a lieu pour X = L^, et qu'on fasse M 2h , ,
U (» — Zq) (X — ft) M a — (k + Lq) Ix + h) m
en traitant cette valeur de y de la même mauière que celle douuée par la formule (24), on trouve qu'elle est de la forme
et que sa différence avec u, depuis x= — h jusqu'à x:=-t-h, reste comprise dans les limites — L^ et -i-I/o-
D'après cela on conclut, comme dans le cas de n pair (§ 50), que la valeur cberchée de L est numériquement la plus petite parmi celles qui vérifient au moins l'une des équations
Go = 0, G, = 0, 0^_^ = 0,
et que cette valeur étant L^=Lg, et
(?, = 0 la première des équations
qu'elle vérifie, la fraction cherchée -^ se détermine par la formule (31), en prenant pour -^ celle des fractions convergentes de
qui correspond au dénominateur q^.
C'est ainsi qu'on parvient à déterminer la valeur de la constante L et de la fraction cherchée y dans le cas de n impair.
xvn.
§ 57. Nous cherclierons maintenant à simplifier la détermination de L et de Y dans le cas de n impair, comme nous l'avons fait (section XV) pour le cas de n pair, et on verra qu'en définitive la détermination de i et de pdans ce cas ne diffère point de celle que nous avons trouvée pour le cas de n pair.
La fonction u étant de degré n — l, les expressions
ne diffèrent entre elles que par les termes de l'ordre -n^'i et moins élevés.
D'où il suit que pour les développements de l' (^xu^i ^^ V^~~h '^^ trouvera la même fraction continue, si l'on ne pousse leurs développements au-delà de la limite, pour laquelle elles s'expriment par les fractions continues avec l'exactitude jusqu'à ^n=i- Or, puisque l'on trouve
f x — h 2a- — A — — ftï
et que cette fraction continue ne donne pas la valeur de y^-zrK exacte
jusqu'à -s=i') si l'on conserve ^~ k de ses dénominateurs, k étant la
partie entière de -^ , il est clair que dans le développement
on aura
(32) qg=l, g^=2x—h, q^=2x, Q;^^^ =2 a;.
D'où noua concluons que les fractions convergentes de
qui correspondent ans dénominateurs
seront
si l'on dénote par
p(0) p(l) pM
la suite des fractions convergentes de
pour la détermination desç|uelles on trouve aisément ces formules:
§ 58. Suivant ce que nous avons montré sur les fractions convergentes de
qui correspondent aux dénominateurs et en faisant
*) On vérifie facilement ces es pression 3 deP'^',§'**, en remarquant qu'elles donnent des valeurs exactes dans le cas de ).t=0, i.^1, et qu'elles vérifient les équations Prt' =2 a; Pl^i— 0 _ ftî p(X— ï)^ Q(k) ^ 2 X g'^— '> - F g<*--~^\ suivant la forme de la frac-
tion continue 1 -ï
nous trouvons cette expression de 1/; rî, "^i '• Y \u — J^j [X — ")
D'où résulte cette valeur de Z:
g(^~*)y(?t-i-Z)(a;-i-A)— p(^"')y(?t — Z}(a: — /Q Q (^ -') y orrXK^^TÂj _ p (^ '') V(a — L){x~h) qui, après la substitution des valeurs de
p(™-), ppf-'-'), QC-f""), eP^-),
en vertu des formules (33), devient
En remarquant que n est un nombre impair et que on reconnaît aisément que cette valeur de Zpeut être représentée ainsi:
et comme
cette expression de 2 se réduit à
1 X (x + y"^^^^Â^)"— 't-^-» ■+■ A"— ift+z (» -f- y «^ — z^)
a: _,. y'JâZTftï L ix -t- y itî — feï)'»-2* -+^ ftn-ïS (m -i- y «^ — iï) '
ce qui est identique, au signe de L près, avec la valeur de Z dans le cas de n pair (§ 53).
§ 59. Ea dénotant par
9^, 9',^ 'Js,
les coefficients de — dans les quotients complets de
nous trouvons qu'on aura
''«±!_. = ^" "ittl^, + ,=*■■■■ ■^!!=l=»»'
où
suivant la notation admise dans le § 56, désignent les coefficients de — dans les quotients complets de
quand on s'arrête aux dénominateurs î^.^, _ , g„_^, ^ , . . . -îj^^. De plus, en vertu des valeurs de
Soi ?,, 1,, îitt-j_,'
trouvées plus haut {§ 57), on reconnaît aisément que Go>G^,G^,....G,^^ ^, les coefficients de -i- dans les '-^^ — k premiers quotients complets de
ont ces valeurs:
D'après cela il est clair que parmi les équations
qui d'après le § 56 déterminent L = L„, les ^^ — h premières ne peuvent être satisfaites, et les dernières se réduisent à
comme dans le cas de n pair; seulement L, en vertu de ce que nous avons vu sur l'expression de Z, sera remplacée par ^ — L.
§ 60. En passant à la détermination de la fractiou cherchée y, supposons que
soit la première des équations
qu'on vérifie par L^^Lf,. Les quantités
en vertu de ce que nous venons de voir, ne pouvant s'annuler, et puisque
dans cette hypothèse l'équation
sera la première parmi
qui aura lieu pour L = L^. Mais dans ce cas, en prenant
«-+-1 , . , n — 1 , ff = — ^ ^ ffi H- ^ — 1 = —5 ft -H ^,
nous trouvons d'après (31) que la fraction cherchée y se détermine ainsi:
y _(ii — Xq) {x-h)M^-(u-^ Zq) [x -+- h) m r~ [x — h]M^ — {x-i-k)lf^ »
où
D'autre part, comme les fractions convergentes de
qui correspondent aux dénominateurs sont
et que la valeur précédente de j= peut être mise sous la forme
feî
ftï
fl-1
nous
concluons
qu'on aura
)iK..
Mais en vertu de ces valeurs de M et N l'expression vient
[h-Lq) (x-h) [F (^ ~ ') N-P (^ ~ ') Mj<~iu->-La] jx+h) \Q (^ " ") ^^-Q (^ ' ') M;\^ D'oii, par la substitiitioQ des valeurs de
pp^-.). pr-ï'-'), <)(»*'-.), e(--fi-)
d'après (33), on obtient les mêmes expressions de U et F, que dans le cas
de « pair (§ 54), et dans lesquelles, conformément à ce que nous avons vu (§ 59) sur les équations qui déterminent L = Lo, la quantité ^ se trouve remplacée par — L<^.
Ainsi on parvient à reconnaître que les résultats définitifs, obtenus dans la section XV sur la détermination de la quantité L^, et de la fraction Y pour le cas de n pair, sont applicables aussi au cas de w impair.
§ 61. Pour montrer une application de ce que nous avons exposé, supposons qu'il s'agisse de trouver une fraction de la forme
p^"' X-l-Jl'""'""
qui, depuis x = — h jusqu'à x^-\-h, s'écarte le moins possible du polynôme douné
x"~^ -i- Ax"~^ -^ B x"~^ -*-....
Comme on a dans ce cas
ou trouve que k, qui désigne la partie entière de ~^, est égal à 2. Pour cette valeur de fc, et en prenant
u ^ x"~^ -I- Ax^~^ -t- B x^'^^ -t- . . . .,
nous trouvons par le développement en séries
u-t-Vîfi — L^=2x" '-«-2^ic'' ^-4-25a;" 'h-....,
(a;^-y^=Â"^)"-^-^'= (x-t-yW^'Y^'=2"^^ (x"'^—'^h'x"'*-t~....),
En portant ces valeurs de
u-^^Vli^-ÏJ, (x-t-Vx' — h^)"^'^-^\ (a^-nVa;^ — A^)"-'* dans la formule
~ XH- V a:^ _ A2 l{x -t- V a:« — ftîj"— ï* — fi"— s* (m -h y «ï — L^) '
on a
x^-m'-V 2„-.^ [!"-._ "Zii! a,»-.-,,, . , . J _;,»-• [2»»-1-i-2j1i»-!-
Cette valeur de Z, développée eu fraction coctiDue, nous donne
<ïï
■,,iii) ^-"l
D'où résultent ces fractions convergentes de Z:
et en cherchant les valeurs de 17^, gf^, . . . . , qui désignent d'après notre notation les coefficients de ~ dans les quotieuts complets de 2, nous trouvons
En passant à la détermination de i ^ L^, remarquons que, d'après le § 53, dans le cas dont il s'agit, le nombre k étant égal à 2, la valeur de i^Xj, doit vérifier au moins l'une de ces équations:
La première de ces équations est impossible; on n'a qu'à chercher les solutions de la dernière. Or, en résolvant l'équation
on trouve ces deux valeurs de L:
L={l)-'(A-yjr^').
De ces valeurs de L celle qui a le radical VA^ -+- h^ avec le signe contraire à celui de A sera la plus petite uumériquemeiit. Donc, en vertu de ce que HOiis avons montré dans le § 53 sur la détermination de L = L^, on aura
Kin^
en supposant qu'on prend le radical avec le signe contraire à celui de A.
Puisque cette valeur de Lg ne vérifie que la seconde des deux équations
on prendra et parceque
la seconde fraction convergente de Z, est égale à
on conclut que
D'où, en vertu de ce que nous avons montré dans le § 54 sur la détermination de jT, et en remarquant que ft = 2, nous parvenons à ces valeurs de Uet V:
V= [F-'»-£.fet2?^»-'^(»-''"g^')— ][2a,-H0)'-'xJ
= 2-i...-*"^£;=iV;
où
Tels sout les termes de la fraction
qui, parmi toutes les autres de la même forme, depuis x= — A jusqu'à a; = -•- ft, s'écarte le moins de m = a;"""' -+- Ax'^~^ -t- Bx*'~'' -i-
§ 62. La valeur de L^ montre que pour la fraction y, ainsi déterminée, les limites des valeurs de la différence
depuis x = — h jusqu'à x =
--VA^-i-h^),
zVA^-t-hA,
en prenant le radical avec le signe contraire à celui de A. Comme ces limites pour toutes les autres fractions y de la forme
sont plus étendues, et que la différence M — rjj:=a;"~' -t-Ax"~'''i- . . . . — P_^
^j,(il~î)a;-,-pC«— 1)
ou ^ , ^ ,
|(«-^) «("-D^ ^W^ ^(n-Hl)
sont des quantités arbitraires, peut
représenter toutes les fonctions de la forme
x' '-i-Ax -t- A X -+-.... -t- j1' '-f~ ^_^ , il en résulte ce théorème:
Théorème 20.
La fonction
depuis x = — Ji jusqu'à x =::-*- h, ne peut rester numériquement au-dessous de
OÙ Fort prend le radical avec le signe contraire à celui de A.
§ 63. En cherchant de la même manière la fraction
qui, parmi toutes les autres de la même forme, s'écarte le moins de
u=x"~^-\-Bx'^~* -+■ Gx"~^-t-. . . ., entre x^ — h et x ^ -*- h, on prendra 1 = 2, et comme pour cette valeur de l la quantité -^^ est égale à | = 2|, ou f
Or, en prenant
u = x"^^ -+- B x"~* -t- Cx"~"' H- .... , h = 2,
dans l'expression de Z (§ 53), on trouve
, "2ft"-
^-i-Bx"-
.ÏÏ"
^n-i^j^Vs-i-—^
nïï"
Cette valeur de Z, développée en fraction continue, nous donne Z= !-
Kir'^--("-'-''")(ir^y
D'où résulte cette suite des fractions convergentes de Z:
et ces valeurs de ^i , jfg , . . . . :
Mx L^-UB-.{n^2)k-
qui désignent pour nous les coefficients de — dans les quotients complets.
Comme 4 = 2, on clierchera la valeur L:=La parmi les racines di ces deux équations:
La première de ces deux équations donne
la seconde
Dans le cas particulier de S = — ^^ h^, ces trois valeurs, au signe près, sont égales. Mais en faisant abstraction de ce cas, nous trouvons que la plus petite numériquement est celle qu'on trouve d'après la formule
en prenant le radical avec le signe contraire à celui de 5 -f- ^-^- h\ D'où, d'après le § 53, nous concluons
Cette valeur de L,, , sauf le cas do S = — - *^-^ A^, ue vérifie que la seconde des équations
Donc, ou prendra
et comme nous venons de trouver
Pour ces valeure de M^, JV,., et en remarquant que k = 2, les expressions de Z7 et F que nous avons trouvées dans le § 54 donnent
r = *"-'[4S'^'-4(*'-2(|pA)^" + (W-2(|Pi.)'] = h''"[8(i)''-'L„x^-.{»-2{i)"-'L,J].
Tels sont les termes de la fraction
qui, parmi toutes celles de la forme
p' x'*~'^ -I- p" x"~* -t- . . ,.-i-ji'"^^'a;+fi"'~^''
depuis x=^ — h jusqu'à x^-t-h, s'écarte le moins de
M =: x"~' ■+- Bx"~* H- Cx""^ H- . . . .
Nous allons examiner maintenant le cas de
que nous avons laissé de côté.
D'après les valeurs de g^, g^, trouvées plus haut, on a, dans le cas de B = — '^h',
ft = ''"-2(ir'A
'"-ii) '■
Comme les racines des équations
valeurs, au signe près, égales, nous trouvons deux valeurs de L = Lfj:
En prenant la première valeur de i^, nous remai'quons qu'elle ne vérifie que la seconde des équations
^' ^*-(ir-^
Donc, on aura
et par là on trouve pour ET et F les mêmes expressions que dans le cas général on l'on a aussi i = 2.
En passant à l'autre valeur de L = Lf„ nous remarquons qu'elle vérifie la première des équations
; „ 1 ^i _ -M, *"■'' Ni — W,'
et comme
¥a — Son trouve
Pour ces valeurs de M^, N^, et en observant que
nous trouvons, d'après les expressions de U et V données dans le § 54,
D'où résulte la même valeur de y, qu'on trouve d'après les formules du
§ 64. En vertu de ce que nous avons vu relativement à L^ qui détermine les limites des valeurs de la différence
entre x^= — A et a; ^ h- A et en remarquant que
y j)(n-i] 3:î -I- pi") X -I- j<l"-"-i)
peut représenter toutes les fonctions de la forme
x^~^ -i- Bx""* -t- B' x^~^ -t- . . . .-t-B'' nous parvenons à ce théorème :
Théorème !21
La fonction
jusqu'à x = -t-h, ne peut rester numériquement au-c
-Bx' 't-Bx' ' + ....-•-£< ')-H-— --.-—^
m Von prend le radical avec le signe contraire à celui de la quantité B-t-'^h'.
Bulletin pliysico-mathématiç[ue de l'Académie Impériale des sciences deSt.-Pétersliourg, T. XVII, p. 267—261.
Sur une nouvelle série.
Dans mon Mémoire sur les fractions continues, présenté à l'Académie en 1855 et publié dans ses Mémoires (Tome III), je suis parvenu à une formule qui, d'après les valeurs données d'une fonction, aifectées d'erreurs quelconques, fournit directement sa valeur sous la forme d'un polynôme avec des coefficients indiqués par la méthode des moindres carrés. Cette formule comprend, comme cas particuliers, les développements connus des fonctions suivant les cosinus des arcs multiples et suivant les valeurs de certaines fonctions désignées par X'-"K On tire de notre formule plusieurs autres séries, en faisant différentes hypothèses particulières sur la suite des valeura connues de la fonction cherchée. Dans l'hypothèse la plus simple, où l'on suppose ces valeurs équidistantes, telles que
u,^f{k), u^=f{2k), u^ = f{nh),
et leurs erreurs probables égales, notre formule fournit le développement de M = f(x) suivant les dénominateurs de la fraction continue qui résulte du développement de l'expression
Mais comme on trouve que ces dénominateurs, à uu facteur constant près et en prenant Ax = 'h, s'expriment par
A'(x~}i){x—2k)....{x — lh:)(x—nh — h){z — nJi — 2h)....{h ~nk — lh),
il en résulte, en vertu d'une transformation très simple des sommes, cette série remarquable:
u=l2ui-+- t^^^l^C*!?"^^, \{x — h){x~nh — h)
-*- '?S!s^n'»"ltw-X^^ A\x-h)ix-2h)ix-U){x-nh~h)(x-nh^2h){x-nh~
dans laquelle les signes de sommation s'étendent à toutes les valeurs de depuis i=l jusqu'à i=n.
De plus, on trouve que les fonctions
A (a; — h) (x — nh — ft),
A^ (x — h) (x — 2h) (x — nh — h)(x — nJi~ 2k),
ii^(x — h) {x~2h) (x—U) (x~nh — h) (x — nh~2h) (x — nh—^k),
que nous désiguerons, pour abréger, par
sont liées entre elles par l'équation
A' = (2l~^l)hi2x — nh — h)A^~^~{l—lf[n^ — (l—lf]k*A'-\ d'où l'on tire aisément les valeurs de toutes ces fonctions :
A^ ^: ^ {2x — nh — fe),
à'=^W{2x~nh — hf — {«."— l}h\
A^=l6h\2x — nh — hf~3(dn''~7)h^(2x — nh — h),
A*=105¥{2x—nh—h)*—50{3n''-~n)h'^{2x~nh~hy->-9(n'^-l)(n^~9)h\
A^ — 945A^(2a; — ïîfe- hf — 1050(n^—7)h''(2x — nh — hf
-»-15(15«-'— 230ns-t- 407)^^23; — kA — A},
et l'on obtient sur le champ le développement de l'expression
en fraction continue
La série que nous venons d'obtenir, pour l'évaluation de u d'après ses valeurs équidistantes, ne laisse rien à désirer pour l'interpolation paraboli-
que de telles valeurs, vu que daus cette série tous les termes se calculent très aisément d'après les différences consécutives des valeurs données. Dans le cas de
et n infiniment grand, notre série se réduit à une suite ordonnée suivant les valeurs des fonctions X'"\ Dans le cas de
et n infiniment grand, elle so réduit à la série de Maclaurin. D'autre part en multipliant ses termes par m,, et sommant depuis i = 1 jusqu'à i^=n, on en tire cette formule :
v„a — (^"i)' , 3[Si(«-.')û»£? 5[S(.--f-l)(«-i)(«~*--l)û'«f]'
qui, à son tour, dans le cas de et n infiniment grand, devient
Notons encore que les fonctions
A{x — h) {x — nh — h),
A" (x — h) (x — 2h} {x — nk — h){x~ nh — 2h),
A^x—h) {x—2h} {z — Sh) [x — nh—h) (x — nh~2h) (x — nh — U),
qui entrent dans notre série, sont très remarquables par des propriétés analogues à celles des fonctions de Legendre X^"K
Ces fonctions, en outre, fournissent des expressions approximatives de la somme
qui jouissent de la même propriété importante que celles qui ont été données par Gauss pour les quadratures.
Dans un de nos Mémoires ultérieurs on veiTa tous les détails nécessaires sur la série que nous venons de donner et les fonctions remai'quables dont ses termes sont c
SUR L'INTERPOLATION
FO0RNIES PAR LES OBSERVATIOHS.
(Mémoires de l'Académie Impériale des sciences de St.-Pétersbourg. "VII'* i T. I, 1869, ;* 6, p. 1—81.)
(Lu le 29 octobre 1858.)
Sur l'Interpolation dans le cas d'un grand nombre de données Fournies par les observations.
Quaud le nombre des râleurs données surpasse celui des termes ^ue l'on conserve dans leur expression, l'interpolation peut être exécutée par diverses méthodes. Mais ces méthodes, dans chaque cas particulier, sont loin d'être également avantageuses ; elles diffèrent entre elles soit par la prolixité plus ou moins grande des calculs, soit par la grandeur de l'erreur moyenne à craindre, tant qu'il s'agit d'interpolation de valeurs fournies par les observations et conséquemment affectées d'erreurs. Comme on ne peut gagner au delà d'une certaine limite sous un de ces rapports sans perdre sous l'autre, il est impossible de donner une méthode d'interpolation qui soit en général préférable à toutes les autres; car, suivant les cas, on tient plus ou à la simplification des calculs, ou à la précision des résultats. Si l'on ne connaît qu'un petit nombre des valeurs d'une fonction interpolée, il se présente peu de ressources pour atténuer l'influence de leurs erreurs sur le résultat cherché, et alors il est important de tirer des données d'interpolation tout le parti possible pour diminuer l'erreur moyenne à craindre, ce qu'on ne peut faire qu'à l'aide de la méthode des moindres carrés. Dans le cas contraire, le nombre considérable des données qu'on a à sa disposition, nous dispense de recourir à la méthode des moindres carrés qui exige des calculs trop longs. Alors, pour la simplification des opérations numériques, on peut bien sacrifier une partie plus ou moins considérable de ce que les valeurs données offrent pour apprécier le résultat cherché. Dans le Mémoire Sur les fractions continues^ présenté à l'Académie en 1855, nous avons traité de l'interpolation parabolique d'après la méthode des moindres carrés^), et nous sommes parvenu à une série qui fournit directement les résultats d'une telle interpolation, indispensable, comme nous venons de le voir, si le nombre des valeurs connues de la fonction interpolée est assez petit.
*) lia traduction française de ce Mémoire, dont je suis redevable à l'obligeance éclairée de M. Bienaymé, vient de paraître dans le Journal de M. Liouville, T. III, 2™8 Série.
Dans le présent Mémoire nous montrerons comment, d'après nos méthodes, on parvieut à d'autres formules d'interpolation qui peuvent remplacer avec avantage celle dont nous venons de parler, en tant que son application, vu le grand nombre des valeurs données, cesse, d'une part, d'être importante, et de l'autre, devient peu praticable.
Des divers cas particuliers que peut présentei' l'interpolation suivant le nombre plus ou moins grand des valeurs données, noua nous bornerons à considérer celui qui est la limite de tous les autres oii le nombre des valeurs données est infini. Quoique, en réalité, ce nombre ne soit jamais infini, les formules qu'on trouve dans cette supposition peuvent être cependant d'une application utile; car elles présentent la limite vers laquelle convergent très rapidement les résultats d'intei-polation, à mesure que ce nombre augmente, et il ne sera pas difficile de voir, dans chaque cas particulier, de quel degré d'approximation ces formules sont susceptibles d'après les valeurs données.
§ 1. Nous commencerons par exposer la solution du problème qui servira de base à nos recherches.
Problème.
Etant donnée une suite de valeurs de F(x) ^ A,^-^ Â^x-^ . . . -t-A^x^ qui correspondent à des valeurs de x éqnidistantes et très rapprochées entr^elles, comliner les valeurs de F{x), par la seule voie d'addition et de soustraction, de manière à ce que le résultat final ne contienne que le terme affecté du coefficient Ai, et que ce terme soit le plus grand possible.
Solution.
Soient
(1) Fix^}, F(x,l....F{x.)
les valeurs données de
En supposant que
iF{x,), Fix^X F(x^),
(3) Fix^^,.^,), F{x^_,,_,), . . . .F{x,^,^,),
soient les valeurs de F(x) prises avec le signe -t- . et F(x,_,,), F{x,_^) F(x^^,-),
celles qui auront le signe — , ou trouve que la combinaison clicrchée des valeurs
F(x,), F{x,),....F(x.) s'exprime par la formule
^F{tt^) ~ '^F{x^) ^ 2^''V — 2-^^V"^' ■ ■ ■
Les valeurs
étant, par hypothèse, équi distantes, cette expression, à un facteur constant près et qui ne change eu rien la solution cherchée, est égale à
l;y(V(="„*r\>-2^(^^>( Vr»^fKl^(''„)^-..- V-1^(»=.'(V-.-^,)-^- • •
ce qui se réduit à
F{x)dx^ F{x)dX'i- F{x)dx~- F{x)dx-i- ,
les valeurs
aîj, 3^2,. . . .x^
étant très rapprochées entre elles.
Or, si l'on fait
et que l'on désigne par a et 6 les valeurs extrêmes de x dans la suite
Xj, a:^,. . . .X., et par v le nombre des valeurs
X,, iC,+„', «(,+,.+/',. ....
rexpressioQ précédente peut être représeutée ainsi:
pi nt ffla f^
F{x}dx— F(x)dx-t- F{x)dx- -«-(-i)" F{x)dx.
Ja Jtqi *'% -J-tii
A cause de quoi notre problème se réduit à la détermination des quantités
sous la condition que pour
F(x)=^A^-i~AiX. . . .-i-Â^x" on ait
dx^sA,,
pi fi^î ps r^
(1) F(x)dx— F(x)dx-t- F{x)dx — -h(-i)' F{x)
Ja Jfn Ji)ï -'tIv
et que le facteur s soit le plus grand possible, en supposant, bien entendu, que, conformément au sens du problème, les valeurs
présentent une série croissante.
§ 2. Pour tirer de ce qui précède les équations relatives à ï]^, t)^, %,..■■% nous remarquerons que la formule (1), en prenant
^^■(3:) ^= Ag-t- A^x-t-. . . .-^ A^x", devient
A^[—a-t-2\ — 2Ti^-t-2\ — — 2(-i)"ïi^-t-{-i)'fc]
-f-|-^,[-«^-f-2V— SV-'^H'" — 2(-i)^V-t^(-i)^6^]
-i-y^3[— a"-i-2V— 2V-^2V-<- — 2(-i)"ï],/-t-(-i)'fc^]
-^-|^,_.[-«'-*-2ii,'-2Vh-27]/— _o(^,y'^;H-(^iy;.']
D'où résultent les équations
« — 2ïi,-h2iij— -j.2(-l)'ïi, — (-l)'S = 0,
«'— 2ti/-h2t15'— -4-2(-l)'^,/— (-l)'6' = 0,
avec la condition que la quantité
(3) s=_ J-j[»'-_2V*'-*-2V*'-. . . .+2(-irv«-(-irj'-]
ait la valeur la plus grande possible, et par suite la méthode usitée des maxima relatifs nous fournit ces équations :
OÙ Xg, \, \. . . .\ sont des inconnues auxiliaires.
Les dernières équations nous montrent que les quantités
sont les racines de la même équation
Ajj t]" -•- . . . .-^-\■(f-^-'k^■rl-^-\ — ï]' =; 0.
Comme cette équation est tout au plus de degré w, et que les quantités
ni, Ils- \
sont différentes entre elles, il en résulte que v, nombre de ces quantités, ne peut surpasser n. Donc, relativement au nombre v, il n'y a que ces n -i- 1 hypothèses à faire:
De plus, on reconnaît aisémeut que la pi'emière hypothèse comprend comme cas particulier toutes les autres, tant qu'on admet des solutions où quelques unes des quantités
sont égales à h. En effet, si l'on a
n = V, ii^ = h, fi„__i = &,.... ï)„_,^, = 6,
dans nos formules fondamentales (1), (2), (3), p termes s'éliminent, et le reste devient identique à ce qu'on trouverait eu prenant
C'est pourquoi, dans les recherches de \, \,. ■ . .ït^, nous nous bornerons à la première hypothèse sur le nombre v, savoir: •i=^n.
Or, pour cette valeur de v, les formules (2) et (3) nous douuent
-2V-^2V— -fr-2(-i)"ï]„2 — (-i)"fc^=0,
«'— 2V-+-2ï]3'— -+-2{-i)''ïi/ — (-i)"&'=0,
(5) s=-,-iïp" -2vi/-+2ii/-"'- . . . . -H2(-ir 7i;--'-(-ir fc'-"'].
Les équations (4) sont eu nombre suffisant pour déterminer toutes les quantités ïii, ï|a,- - . .t]„. Ces équations pourront avoir plusieurs solutions, mais on distinguera facilement celle qui correspond à notre problème, en ayant égard à la valeur de
5 = -rrï[«'"-2V-"'H-2v,/-*''~ .... H- 2 (-i)V"''- (-')"&'"•],
qu'on cherche à rendre aussi grande que possible. De plus, conformément à ce que nous avons vu, on rejetera toutes les solutions où les valeurs
ne présentent pas une série croissante.
§ 3. Il serait très difficile de résoudre les équatioos (4) par les méthodes ordinaires d'Algèbre; mais on y parvient très aisément à l'aide d'une méthode particulière, dont nous nous sommes servi dans le Mémoire cité plus haut; c'est ce que nous allons montrer.
En développant l'expression
_J: ?__^._2 , 2(-ir (-1)"
x—a x — ti, a: — 1]; ■ ■ ■ ■ tv—tin x—b
suivant les puissances décroissantes de x, ou a
_j: ^_^_i _,_?iziif_tii):: =
x—a x — i]i « — % ■ ■ ■ ■ x—-rj„ x—h
-^-iCo'-^V-t-Sïi/- -.-2(-i)"V-(->)"4']
i=i [<•"*'- 2vi,"*''<- 2 V- ■ ■ ■ ■ -.-2H)»»|„"*'-{-l)"6»+'] rfl[»°'"-2>l,"*'-.-2V'~ ■ • . • -,- 2 (-1)" ,„"+'- (-l)"i"«] -^ ist, [«"*'— 2->),"*'-<-2ïi,"+'— -i-2(-if T]/-^'— {-i)"4"+']
D'où, en vertu des équations (4), (5), et eu faisant, pour abréger
«'=(.»*'— 2-ii,"*'-i- 271,"+'— • ■ ■ • -<- 2 (-ifl,"*'— (-')"*"*', s"=(l''*'— 27i,"*'-h271j"*'— .... -t.2(-l)"7i/+"— (-l)"6"*',
nous obtenons
__1 2^2 2 (—1)" (—!)"__ (;-Hl)a a' ^'
«-a « — iii ic — Ils *-iln ^ — & ^'"^^ *"+' a;"-+-*
D'autre part, eu posant
nous trouvons
-L + -L-H....H-=î^), x — tii 3! — 1)3 (p (a:) '
1 1 th'lx)
et par là l'équation précédente donne
x-a ç (a) -iiix) x-b x^-*-^ x^-<-3
D'où, en intégrant,
ou, ce qui revient au i
D'après la composition des fonctions q» (x), i}> (a:), on voit que la plus haute puissance de x dans le développement de la fraction
aura pour coefficient 1, et comme le premier terme du développement de
est G, l'équation précédente suppose
(7=1, et elle se réduit alors à celle-ci:
{x — a] j>» (x) _ ^^f+i („_^2)a,n-^2 {n-t-3)x^-^ [x^h)^~'>"<?^Xl
ce qui nous donne
(7\ '*' ^'^'1 ~ l/'^ ~ ''' '" ^' p2aJ-n ~ a fn + 21 a"->^^ ^ 2 (n -H 3) a:'
C'est au moyen de cette formule que nous trouverons le coefficient s dans l'équation (1)
F{x)dx^ F(x)dx-v- F{x)dx~ -»-(-i)'' F(x)dx — sAi
J« -Jil, -'ïij J-rs^
et les fonctions
qui, d'après (6), déterminent les quantités
ïln ■^3, fis
Mais pour y parveuir nous devons examiner séparément le cas de n pair et celui de n impair.
Le nombre n est pair.
§ 4. Dans le cas de n pair, l'équation (7) devient
D'où il résulte
et comme l'expression
développée en série, ne contient x que dans les degrés inférieurs à — (n ■■*- 1), il s'en suit que la fraction
est la valeur de y ^^ c^'^ "^'i exacte jusqu'à -n-ipî. D'autre part, n étant un nombre pair, les fonctions 9 (x), '^ (x), déterminées par les formules (6), sont du degré ^^ et dans ce cas la fraction ^~ ne peut représenter la valeur de
exactement jusqu'à -s:+5, à moins qu'elle ne soit égale à l'une des réduites
de la fraction continue qui résulte du développement de l/^^ e^^'''^'.'De
plus, comme cette réduite doit représenter l/^:^ e2a;'-^i exactement jusqu'à ïn+2> ^^ 1"^ son dénominateur ne sera pas de degré plus élevé que
9(ir) ou x^, la réduite qui vient après elle doit avoir un dénominateur de degré supérieur h ---^-l. D'où l'on voit que parmi les réduites de la
fraction continue, résultant de l/—-^ e^*'"^\ celle qui détermine la valeur de -^ est la dernière avec un dénominateur de degré inférieur à y-i-l. D'après cela, dès qu'où connaîtra la valeur de s, on trouvera la iraction |^ , et par là, les fonctions i]i (io), 9 (x), dépourvues de leur commun diviseur. Mais en ayant égard à la composition des formules (1), (4), (5), (6), on voit que tous les facteurs communs des fonctions 9 (x), J^ (x) ne donnent
naissance qu'aux valeurs v;,, ï]^, ï]^ , égales deux à deux, et de telles
valeurs de ïji, ïj^, ÏI3. . . ., dans les formules (1), (4), (5), ne produisent que des termes identiquement nuls.
Ainsi l'on s'assure qu'en dénotant par
la dernière des réduites de l/—-^ e^'*^''^^ dont le dénominateur est de degré inférieur à |- -i- 1 , et en faisant abstraction des facteurs communs des fonctions '\i (x), 9 (x) qui n'ont aucune influence sur la composition de nos formules définitives, on aura
où Q, est une constante, et par là, eu vertu de (6), les quantités \, ^3, ,
seront déterminées par la résolution des équations
Comme les quantités
préseoteut une série croissante, en disposant les racines des équations Q^ = 0, P„=0
par ordre de grandeur, on trouvera deux suites de termes respectivement égaux à
^1, lia, 7
§ 5. D'après ce que nous avons montré, on trouvera facilement les quantités ïi^ ïi^, t\^, v)^,. . . ., dès qu'on connaîtra la valeur de la constante s, qui entre dans l'expression l/|^^ e^'^'^'. C'est la détermination de cette constante qui va nous occuper.
En dénotant par -~ — celle des réduites de la fraction continue, ré-
sultant de y -^ e^ ^ "^', qui vient immédiatement après -J- = ^,, nous
trouvons que la différence
est du même ordre que l'expression
Mais nous avons vu que la fraction ^^ doit représenter la valeur de
"l/l^ e^'"'"^' avec l'exactitude jusqu'à ^^; donc cette expression ne
peut être de degré supérieur à — {n~¥- 2), et par conséquent, la fonction
p„ Çj, , dénominateur de la réduite qui vient après -^ = -pj , devi'a être d'un
. Or, d'après cela, on peut toujours trouver
toutes les valeurs de s satisfaisant à nos équations. En effet, le dénominateur de la fraction
étant tout au plus du degré -|-, l'expression --pr- ne peut être que de degré supérieur à -g- -h ] . Donc, la réduite
■Pn
avec un dénominateur de degré inférieur à -^ h- 1, sera immédiatement siii-
D'où l'on voit que la fraction continue, résultant du développement de
l/^^3^e^^^', n'aura pas de réduite avec un dénominateur du degré -g -1-1. Mais si l'on trouve toutes les valeurs des, avec lesquelles l'expression
jouit de cette propriété*), en examinant chacune d'elles à part, on distinguera toutes celles qui, conformément à ce que nous avons vu sur la frac-
Ainsi on parviendra à déterminer les valeurs de s qui correspondent à toutes les solutions possibles de nos équations. Pour choisir parmi elles la valeur s qui résout notre problème, on exclura toutes celles qui conduisent à ses solutions impropres, c.-à-d., où les valeurs
— ^ lu la' ■^3) li' ' -^^''
contre le vrai sens du problème, ne sont pas toutes réelles ou bien ne présentent pas une série croissante. Après cela, la valeur de s, numériquement
*) Dans le Mémoire intitnlé: Sur les questions de mîninia gui se rattachait à ?a reprêsentaticm approximative âes fonetionn, nous ayons montré la marche h suivre pour ti'ouver les valeurs d'une conatante, déterminée par nne condition de ce genre.
la plus grande parmi celles qui restent, correspondra, évidemment, à la solution cherchée de notre problème, où i! s'agit de rendre la quantité
que
En suivant la marche indiquée, on finira toujours par trouver la valeur de fi qui résout notre problème et qui détermine, comme nous l'avons vu, toutes les autres inconnues de la formule
pi p2 pï r*
F{x)dx— F(x)dx-i- F{x)dx— . . .-i-Hr F{x)dx = sÂy
Mais dans plusieurs cas particuliers la détermination de s se simplifie notablement; car souvent la série des valeurs parmi lesquelles on cherchera celle qui résout notre problème, se réduira à un seul terme qui ne pourra être que la valeur cherchée de s. — Remarquons encore que dans toutes ces recherches on pourra faire abstraction des valeurs imaginaires de s qui ne sont pas conformes au sens du problème.
Le nombre n est impair.
§ 6. Dans ce cas la formule (7) devient
ce qui nous donne
Cette formule prouve que la fraction
ne diffère de l'expression
V(m~aHx-b)
que par des tenues d'un ordre moins élevé que -s^f^i et comme d'après (6), pour n impair, oii trouve que ç(a;), dénominateur de cette fraction, est du degré ^4— j cela suppose qu'elle est égale à l'une des réduites de la fraction continue qu'on obtient par le développement de l'ex-
De plus, en dénotant par
celle des réduites de ia fraction continue, résultant de . _. - ^=, qui
' yjx — a){x — b}
est égale à |^, et par
la réduite qui vient immédiatement après ^ , ou trouve que la différence
9(a^) -/(a: - o) (3! — 6) Qnz
est du même degré que
D'où, suivant ce que nous avons remarqué relativement à la diffé-
il résulte que la fonction Q^_^^ doit être de degré plus élevé que ^— . Mais comme ^r^ ^^t égale à la fraction ^, mise sous la forme la plus simple,
et que (?{x) n'est que du degré ^^, cela nous prouve que Q^^_^^^ sera de degré supérieur à ^^ . D'où l'on voit que la réduite
dont le dénominateur est de degré non supérieur à ^^^, est suivie immédiatement de la réduite
avec un dénominateur de degré plus élevé que ~- . Donc, parmi les réduites de la fractiou continue résultant du développement de l'expression
sera la dernière avec un dénominateur de degré inférieur ou égal à ^^ . Or, d'après ce que uous venons de montrer sur les réduites
et en suivant la même marche que dans les §§ 4 et 5, on parvient, relativement à la détermination des quantités
dans le cas de n impair, à ces conclusions: 1) Les quantités
rk, \,'
sont les racines (
où P,^, , Qj^_t^ désignent les termes de la dernière réduite de la fraction continue, résultant du développement de s
dont le dénominateur $^^, est tout au plus du degré ^^.
2) On cherchera la valeur de s parmi celles qui ne donnent i fraction coûticue, résultant du développement de l'e
de réduite dont le dénominateur serait du degré ^^— . — Dans la série des valeurs de s qui jouissent de cette propriété on exclura, en premier lieu,
toutes celles avec lesquelles la réduite p— ^, qui vient après ^— ^ =:: ^, a
pour dénominateur une fonction moins élevée que | — , et de plus, toutes celles qui, d'après le JVs 1 , donnent des valeurs
ïll, \, ■^3, %,
ne répondant pas à notre problème (Voyez le § 2). Parmi les valeurs restantes celle qui est numériquement la plus grande sera égale à la valeur cherchée de s. DaDS tout cela on fera abstraction des valeurs imaginaires de s.
§ 7. Pour montrer l'usage des méthodes exposées, nous allons chercher les coefficients de la fonction
F(x) = Jo H- ^j a: -+- . . . .-t-J^x" dans les cas de
Pour simplifier les calculs, nous supposerons que les valeurs données de F{x) sont comprises entre x^ — h et x:=-+'h, ce qui revient à prendre dans nos formules
Pour ces valeurs de a et 6, et eu supposant n pair, nous reniarquerous (§§ 4, 5) que la détermination du coefficient ^ se rattache au développement de l'expression
en fraction continue. Or, au moyen de la méthode ordinaire, on trouve aisément que la fraction continue, résultant de cette expression, a la valeur suivante :
m, -■ — 52/i^' -i- 60ft2 s* — 720ft'' s* — 2880ft6 s-i-2t 14 (s — 2hj a: H —
m [(s — 2/t)3 -f- 32ft»J a; -*- etc.
En examinant la composition de cette fraction continue, on voit que ses trois premiers quotients ne cessent d'être du premier degré, et couséquemment, donnent des réduites avec des dénominateurs respectivement des degrés 0, 1, 2, 3, tant que les quantités
s'~12Âs=^-^-60fe^s* — 720/i^s^— 2880/i*SH-2880Â*
restent différentes de zéro.
Donc, pour que cela n'ait pas lieu, la quantité s doit vérifier au moins l'une de ces équations:
{s — 2hf-ir-S2h^ = 0,
s' — 12As^-i-60À^s* — 720¥s^ — 2880ft^s-i- 2880^^= 0.
D'autre part, en supposant consécutivement que la quantité s vérifie chacune de ces équations, on trouve que la fraction continue, résultant de
y F^ ^'*^^' ^*"^ ^^^ *^^'^ hypothèses sur s, devient respectivement
48a;* -^ etc.' ~ 3s5 — aoh s* -t- 80h'
1920(s — 2A)a;»-t-etc.
~ {s~2hf->-32K> 24(s— 2ft)a!-«- —
D'où, pour les réduites de 1/ - — v. e '^ , on obtient (8) |,
3840(s-2ft)a:*-
48 (s — 2fe} a;' -K 12 (s — 2ftp i
12 (s — 2ft)2 a: -H (s — 2hf -i- 82ft* ' g, ■
supérieurs à 3.
Ainsi nous parvenons à trouver tous les cas, oîi la fraction continue,
résultant de y ^^ e ^, n'a pas de réduites avec des dénominateurs des degrés 1, 2, 3. D'après cela, en suivant la marche indiquée dans les §§ 4, 5, il est aisé de trouver la solution de notre problème pour w ^ 0, 2, 4. C'est ce dont nous allons nous occuper.
Cas de n^Q.
§ 8. Dans ce cas on doit chercher la valeur de s parmi celles, avec
lesquelles la fraction continue, résultant du développement de 1/ ^-^ e ^ , n'a pas de réduite dont le dénominateur soit du degré ^-i-i^^i. Or,
d'après ce que nous avons vu sur les réduites de y -^^ e '^, cela n'a lieu que dans le cas oii
et comme cette équation ne donne qu'une valeur de s
nous concluons sur le champ que c'est elle qui résout notre problème. Pour trouver les quantités
■^1, \, la, ,
nous chercherons parmi les réduites (8), obtenues dans l'hypothèse
celle qui est la dernière avec un dénominateur de degré inférieur à | -t- 1 := 1 . Comme cette fraction est |, il s'en suit
et par là on reconnaît que le nombre des quantités
qui se déterminent par les équations
se réduit à 0.
Or, en portant dans la formule (1) la valeur trouvée de s et en réduisant la série des valeurs
— h, -+-h, on obtient, pour « = 0 et ? := 0,
équation qui se vérifie aisément, eu remarquant que dans le cas de n = 0, la fonction
devient égale à une constante.
Cas de w = 2.
§ 9. Si «= 2, on cberchera la valeur de s parmi celles avec les la fraction continue, résultant de l'expression
n'a pas de réduite dont le dénominateur soit du degré ^-i-l=2. Or,
comme nous l'avons vu (§ 7), cela ne peut avoir lieu que dans les cas où l'une des équations
(H) s~~2h = Q, (.s — 2kf-^-^2h^ = 0
est satisfaite. Poui' choisir parmi les raciuea de ces équatious celle qui résout notre problème, remarquons que dans le cas de
s~2Ji = 0, d'après (8), les réduites de la fraction continue, résultant du développement de y 1^^ e "' , présentent cette série:
Parmi ces fractions la dernière avec un dénominateur de degré inférieur à I -H 1 = 2 étant \, on aura, d'après notre notation, dans la supposition de
Comme pour ces valeurs de $„ , §„ , le degré de Q^ n'est pas su-
s — 2ft = 0
ne donne pas la valeur de s qui résoudrait notre problème. D'après cela il ne reste qu'à chercher cette valeur parmi les racines de la dernière des équations (11), et comme cette équation n'a qu'une racine réelle
nous concluons sur le champ que c'est elle qui correspond à notre problème. Pour trouver 1
remarquons que, dans le cas de
(s — 2ft)»-4-32A'' = 0, les réduites de la fraction continue, résultant du développement de
sont comme nous Tavons vu (9),
J_ 2^ — fe-t-;s 38iQ(s~2h)x*-i Il 2x-i-h~-^s' 8840(s — 2ft)aT*-j
La fraction
étant la dernière parmi elles avec un dénominateur do degré au dessous de I -I- 1 := 2, nous concluons qu'on aura
D'après cela, pour la détermination des quantités
\, fis,----, nous obtenons les équations
â D'où il résulte
et en portant ici la valeur trouvée de s, on a définitivement
En vertu de ces valeurs de
et en remarquant que dans le cas actuel
la formule (1) nous donne
(* — h V 5 p-t-ft V ! c^ 3
F{x)ilx— F(x)dx-i- Fix)dx=2{l—y4)}tA,.
§ 10. Nous avons vu (§ 7) que la fraction continue, résultant du développement de l'expression
VM
n'a pas de réduite avec un dénominateur du degré 3 seulement dans le cas où s remplit l'une des équations
D'après cela, comme le nombre Y H- 1, pour k^=:4, devient 3, on cherchera, suivant le § 5, la valeur de s parmi les racines réelles de ces équations.
D'autre part, comme, daus la supposition
{s — 2kf-t-S2h'^ = 0,
nous avons trouvé que les fractions réduites sont
1 2x — h-*-ls 3840 (s — 2ft) x* -i T' 2x-+-h—is* 3SiO (s — 2h) X* -i
et que la fraction
la dernière avec le dénominateur de degré inférieur à 3, est suivie de I fraction
dont le dénominateur n'est pas de degré supérieur à celui de
nous concluons que l'équation
{s— 2Af-i-32A^ = 0
ne saurait donner la valeur cherchée de s, et par conséquent, qu'on doit la chercher parmi les racines réelles de l'équation
s" — 1 2À s' -4- 60^^ s* — 720/i* s^ — 2SS0h' s -t- 2880A' = 0.
Or, en cherchant les racines réelles de cette équation, on trouve que l'une d'elles est comprise entre s^=Ghtts^7h, et l'autre entre s :^= 0 et s^h. Pour reconnaître parmi ces valeurs de s celle qui se rapporte à notre problème, nous passons aux valeurs de
qui en résultent.
Comme dans le cas de s^—l2hs^-i-60]t''s*^720¥s^—2S80¥s-i-2SS0h^ = 0, d'après (10), les réduites de la fraction continue qui résulte de
Vhi'
sont
■<-2hYx-*-{t
i-2hf-t-S%h^
;-'ihfx-*'{i
!-2A)»-i-32ft»'
et que parmi elles la dernière avec le dénominateur de degré au dessous de \-\- 1 :=3, est
48 (s — 2ftl x^ -I- 12 (s — 2hf x-^(s — 2hf -*- S2h^ 48 (s — 2fi) »» — 12 (s — %}if x-t-{s—%hf H- 32ft3i
nous trouvons, pour la détermination de
In "^ai j
lia, "«ï,» :
les équations
48 (s — 2A) a;^ — 1 2 (s — 2hf a; -h (s — 2fef -h 32^" = 0, 48 (s — 2ft) a^ -1- 12 (s — 2l'fx -h (s — 2fef -+- ?,2h'' = 0.
Or, on reconnaît que ces équations n'ont point de solution réelle, si s surpasse 2ft. D'oii nous concluons que la racine de l'équation
s^— 12As^ M- 60/î^ s*— 720^ 8^—2880/(^5 -i-2880/i" = 0,
comprise entre s :=; 6 /( et s ^= 7 /i, ne donne pas de valeurs de
^l> ^3, ïlâ) 1t! J
propres à la solution de notre problème, et, par conséquent, que c'est son
autre racine, comprise entre s = 0 et s = A, et dont la valeur approchée est 0,83446 h, qui correspondra à notre problème.
En portant cette valeur de s dans les équations que uous avons trouvées pour la détermination des quantités
\, %,...., on a
3:^ - 0,29138;(a; — 0,54362^;^ = 0, et comme les racines de ces équations, disposées par ordre de grandeur,
SODt
nous concluons qu'on aura
7], == — 0,89725A, 1)3= 0,60587A, ïla = — 0,60587;;, T]^= 0,89725^.
Ainsi nous trouvons les valeurs des quantités
s, Tin \, \, \ pour H =: 4 et en prenant
D'après cela la formule (1) nous donne
j — 0,S9725A /■— Û,60587A pO,60587A /■0,89725ft fJi
F(x)dx~\ Fix)dx-t- F(x)dx—\F{x)dx-t-\ Fix)dx=0,SUi&}iAg.
J —h J^0,89725A J— 0,60587ft JOfiOàBlh J 0,89725;*
Cas de w = i, 3, 5.
§ 11. En cherchant pour ces valeurs de n la solution de notre problème, relatif à la détermination de Âf„ et en prenant toujours
on parvient définitivement aux formules identiques à celles que nous venons de trouver iiour
respectivement; c'est ce qu'on pouvait prévoir, en remarquant que dans les formules
F{x)dx = 2}iA^,
f—h V i çhV l fh
F(x)dx~ F{x)dx-i- F{x)dz = 2 (1 — V4)feA, F{x)dx— F{x)dx-t-\ F{x)dx~\ F{x)dx -v^yF[x)dx=QfiZA4.Q}iAa,
J_A J— 0,89725?i J— 0,60587/t Jo,e0587A Jo,89725;(
tous les termes de la fonction
avec les puissances impaires de x s'évanouissent.
§ 12. En cherchant de la même manière la solution de notre problème pour
et en supposant toujours
nous parvenons définitivement à ces formules: Cas de »— 1 ou 2.
F{x)dx=''¥A,.
pu çh
F{x)dx— F
Cas de w = 3 ou 4.
F{x)dx— F(x)dx-i- F{x)dx— F{x}dx=!(y2—l)h'j
Cas de n -
C0,67418ft y«0,91
j— 0,91682fe (•— 0,674ie?t çO p0,67418ft pO,91682ft j-ft
LF(rc)rf:c— F{x)dx-t-\Fix)dx— F(a!)diC-+- F(3:)rfa:— i''(^)'^^ = — <^>82277A^4, j—h J— 0,91682;* J— 0,67418A Jo Jo,67418ft Jo,9J6827t
Be même pour i = 2 et en supposant successivement n=2, 3, 4, 5, nous trouvons:
Cas de tt = 2 ou 3.
J_ft J — \h J^h
Cas de « = 4 ou 5.
/■— 0,87305ft p— 0,a7â05ft /•0,37S05A pO,87305A rft
F(3!)(;a;— F(a;)rfx-i- F{3;)rf3;— F{x)dx~^\F{x)dx^-0,1513WA^.
J—h J— 0,87305fc J-0,37305ft Jo,37306ft Jo,87305ft
En prenant l = b et w := 3, 4, 5, nous obtenons ces formules:
Cas de w= 3 ou 4.
F{x)dX'' Fixjdx-^- F{x)dx— Fix)dx = ~^¥A^. J—h J—V'h Jo Jvih
(•— 0,89945fi p— 0,55589ft j-0
F(x)dx— F(x)dx-\- F{x)dx
/.0,55689A /■0,89945fc çh
— F{x)dx-h- F{x)dx— F{x)dx
Jo Jo,55589A Jo,89945'i
= 0,05901feM3.
Le cas de ï^4 et H=:4 ou 5 nous fournit l'équation
îl^ilj V5— 1 V5— 1 y 5-1-1
F(a:)da;— F{x)dx-i- F(x)dx— F{x)dx-t- F(x)dx = -l-h^A^. J~h J ys-i-i, J ys— 1, Jy5— 3 . Jya+i,
Enfin, pour le cas de ^^= 5 et m = 5, on obtient cette formule:
F{x)dx- Fix)dx-i- F{x)dx- F{x)dX'^ F{x)dx- F{x)dx=-^ h^A^.
§ 13. D'après ce que nous venons de trouver il est facile de composer la table des valeurs de v, s, \, ri^, \, ïj^,. . . . dans les cas de
et en prenant pour limites de x les valeurs — A et -+- A. Une telle table se trouve à la fin de notre Mémoire, et on verra dans la Section IV le parti qu'on peut en tirer pour l'interpolation. II est désirable que cette table soit 3 jusqu'à des valeurs de « plus considérables.
§ 14. Dans les paragraphes précédents nous avons donné la méthode générale pour trouver, suivant notre problème, les quantités
dans la formule
fil riî ni
F{x)dx— F{x)dx-i- F{x)dx — .
Ja ■J■n^ Jïia
quel que soit A^, coefficient de la fonction
F{x) = Af,-t-Aj^x-t-. . . .-t-A^x"
que l'on cherche à déterminer. Nous allons montrer maintenant que cette méthode est susceptible d'une simplification notable dans le cas particulier, où il s'agit de la détermination de A^, dernier coefficient de la fonction
F(x)==A^-i-AtX--t~. . . .-4-^x".
Nous verrons que dans ce cas il est aisé de trouver directement les valeurs de
(-i)' F{x)dx — sA„
quel que soit le nombre n, et bous luontrerous plus tard comment on peut eu tirer une nouvelle formule d'interpolation.
Nous supposerons toujours, pour simplifier nos formules,
et nous commencerons par le cas de w impair.
Cas de n impair.
§ 15, En faisant dans les formules du § 6 a = — h, b=: -t-h, nous trouvons que, dans le cas de n impair et l^^n, les quantités
fis, \, .
se déterminent par les équations
OÙ P„_^i, ^„^_l sont les termes de la dernière réduite de
dont le dénominateur Ç„^.i n'est pas de degré plus élevé que —5^. D'autre part, comme les expressions
ne diffèrent entre elles que par les termes de l'ordre -5^+^ ou moins élevés, et que des termes de ces ordres n'ont aucune influence sur les fractions réduites avec les dénominateurs de degrés inférieurs à ^^, il est clair que dans la détermination de
suivant la méthode meiitionûée, on peut prendre l'expression
au lieu de
Or, d'après cela il est aisé de trouver l'expression générale des fonctions ■P„-j.i ^t Ç„_^_,, et pour y parvenir nous allons chercher la loi de composition de la fraction continue qui résulte du développement de l'expression
§ 1 6 . Eu remarquant que le produit des valeurs X — Vx^ — h^ X -t- Vx^—h?
se réduit à h^, nous concluons qu'on aura
ou, ce qui revient au même,
et par là, au moyen des substitutions successives de
à la place ( on trouve
Vx^ — h^ X,
2iB-
^iya
2a:-i-(v'«2_ftî_a,)
2x-t-(yi^ — h?- — x)
D'où résulte ce déycloppement de ■■ en fraction coDtiniie:
Pour trouver la loi de composition des réduites de cette fraction continue, que nous désignerons par
pW p(0 p(i)
ç(o)' çw^ gw'' ' ' ■'
remarquons que leurs termes sont liés entre eux par les équations
Mais en traitant ces formules, comme les équations aux différences finies, ou en tire
pi™' = C ix-i- Vx^ — h'')'^ -t-C.ix — Vx^ — Â^)"*,
çi"'» =c\{x^ v^^ZTk-^y'^ -i-o^{x- y^:i^-^Y,
où
sont des valeurs iudépendautes du nombre m. Pour déterraiuer ces quantités nous remarquerons que les valeurs précédentes de P'""', Q'"*', pour m = 0, m= 1, donnent
pio» = C'i-Ci, P'" = C (a: -t- Vx^ — h^] -t-C^{x — Vx^ — h"),
(;>»> = C^-i- C3, $*" == q, (a; -1- y;c^ — k^) H- Cg (a; — Vic^ — A^),
et comme d'autre part, d'après le développemeut de eu fraction
continue
on trouve
Pio) 0 PW 1
il en résultent les équations
Cix-t- Vx^ — h'') -i-C\{x~- Vx^ — h') = 1,
C\ ix -+- yx^—k^) -H C3 (a; — Vx' — h'') = x. Ces équations, étant résolues relativement à C, C\, C3, C^, nous donnent
et en portant ces valeurs de G, C^, C^, Cg dans les expressions de F''"\ Ç'™*, on trouve définitivement
(x -t- Vx^ — ft^)"* — (a — Vx^ — ft')"*
Telles sont les valeurs des termes (
p(o) p(0 Pt«) P('"l
de la fraction coutinne
qui résulte du développement de ■ ■-.
§ 17. D'après cela on voit que la dernière de ces réduites, dont le dénominateur n'est pas de degré plus élevé que ^^, a pour termes les fonctions
(x ~t- Vs^"^ A*)"^^ — {x — Va-'— h^y^ " 2Vx^ — h^ '
(x -H Vj^ - h^)"^-!- jx — Vx^ - K'Y^
D'où, en vertu de ce que nous avons vu sur la détermination de
il suit que ces quantités sont les racines des équations
Ua^-^V^^Zk^) ' -^(a^^y^^rrro ' ^^^
Quaiit à la résolution de ces équations, on y parvient très aisément, en remarquant que, si l'on fait
-J=cos9, elles deviennent
C08^<p = 0, ,Jy =0,
ce qu'on vérifie en général, en prenant
(2^ + 1) n 2lK
oii A; et ^ sont des nombres entiers, dont le dernier ne doit pas être divisible par ^^. D'après cela, en faisant successiTement
ft = ^, ft = ~, k = 2, k=l, k = 0,
on trouve pour les racines des équations {12), disposées suivant leur grandeur, et, par conséquent, pour les quantités cherchées
les expressions suivantes;
ï], =7(003—7 11;, Ti,^/iCos — ;-7T, . . . .ïi =/iCOS —^t n ^hcos — r,
\ = h COS ^^ Tî, % = h COS ^^ rt, , . . . T)^__j =:r h COS — ^ .
§ 18. En passant à la détermination de la quantité s, remarquons que, d'après le § 6, on doit chercher sa valeur parmi celles avec lesquelles l'expression
ne dififère de la réduite
que par les termes de l'ordre inférie;ir à — (n-t- 2), ce qui suppose l'équation
Mais comme nous avons trouvé
k-^Vi^-
VS
rw
U^vr-
2aJ»-t-i ^^ ga^B-t-ï
et que
cette équation devient
D'où, en remarquant que
(x-i-Vx'^ — h^)'^
(ai-^ya!» — ftï) '^ -i-(a; — -/a:^ — &2) ^
i™-[(5#H-H.---)^55iX.^='*'
on obtient
-rr -t- Itm. 7— , ■ - — ■■ ■ I
2 \(a;_,_y3:a_;,î)'n-i^.ftn-t-i y^î^jiîj^
et comme l'expression
2ftn-«-i a;n-i-î
pour XT=::^oo, se réduit à -^^r") ^1 ^^ résulte cette valeur de s:
Ainsi dans le cas de n impair et en prenant
a = — A, h = li, l^=n,
ou parvient directement aux valeure des quantités
s, \, ï]j, ïl„,
qui, d'après la formule (1), nous donnent
Cas de n pair.
§ 19. Dans ce cas, en cherchant la valeur de
dernière réduite de la fraction continue, résultant de l/~-7 e ^ , avec
le dénominateur Q^ de degré inférieur à -|- -*- 1, on peut prendre l'expres-
â sion
au lieu de
qui n'en diffère que par les puissances de x, inférieures à -s, et comme les termes des réduites de la fraction continue, résultant du développement de
s'expriment ") par les formules
il en résulte pour P^, Q^ les valeurs suivantes: â â
En vertu de ces valeurs de P^, §„, nous concluons, suivant le § 4, que les quantités cherchées ^ ^ ^1, lia. >
sont les racines des équations
pour résoudre ces équations, ou fera, comme daus le cas précédent.
*) Voyez notre Mémoire Sur les qmetwne de Minima pii se rattaefient à la re^résenta- Hon ajijiroximatiu des fonctions (§ 57).
d'après quoi elles deviennent
Vl — coacp Tl-i- cos ip
ce qu'OH yérifie, en prenant respectivement
où les nombres entiers l, 2k-+-l ne devient pas être divisibles par m -i- 1 . Les racines des équations que nous avons obtenues pour la détermination des quantités
ïli, ■^a, .
la, %,■■■■, s'expriment donc ainsi:
h cos ^^^, h ces _^i t . . . . , hcos — Acos^î^^, Acos^î—^,.. .., Acos-
et comme ces racines sont disposées par ordre de grandeur, elles sont respectivement égales à
la, %,
D'où l'on voit que les quantités
■^1, Tîa, lis, \,
s'expriment par les mêmes formules que dans le cas de n impair.
§ 20. Pour trouver la quantité s nous remarquerons que, d'après le § 5, elle doit remplir cette condition
Um.
iV'^.^
Or, en substituant les valeurs trouvées de P„, Q^ et en développant g2a!''-+-i en série, on a
[vt-^v'-^r-
KM.ri/î=-j.,^/"*'l =i,
il en résulte
Cette expression de s ne diffère de celle du cas de n impair que par son signe. Or il est aisé de remarquer qu'on embrassera ces deux cas, en introduisant dans la valeur de s le facteur (— 1)" qui se réduit à n- 1 ou — 1 , suivant que n est pair on impair. Ainsi on obtient pour s cette expression:
qui subsistera pour toutes les valeurs de n.
§ 21. Bien que le problème actuel ne se présente poiut dans la pratique, où les valeurs connues de la fonction cherchée ne sont jamais en nombre infini, les formules que nous avons trouvées, en partant de cette hypothèse, sont d'une application utile, comme nous allons le montrer.
Tant qu'on connaît la fonction
F{x) := Aij-i- A-^x -i- . . . .-^A^x'*,
pour toutes les valeurs de x, depuis x=^x-^ jusqu'à a; ^a;^, et qu'on les considère comme équidistantes et infiniment rapprochées, on parvient à tirer, par la seule voie d'addition et de soustraction, les valeurs des coefficients Aq, a,,. . . .A^, pourvus de facteurs aussi grands que possible. Ces expressions qui déterminent les coefficients
seront représentées, comme nous l'avons vu (§ I), par la formule
ni ni f^i
F(x)dx— F{x)dx-t- H-(-i)'' F{x)dx.
D'après cela toute la difficulté de la détermination des coefficieuts
se réduit à révaluatioû des intégrales
pi r-02 r^i
F{x)dx, F(x)dx, F{x)dx.
Or, comme ces intégrales, avec une approximation plus on moins grande, peuvent être évaluées au moyen d'un nombre limité des valeurs de F{x), il est facile de comprendre qu'on peut bien profiter de ces expressions déterminant les coefficients de
F{x) =i Ag-i- A^x -i- . . . .~t-A^x",
tant qu'où a un nombre suffisant de valeurs de F{x), à l'aide desquelles les intégrales
J'^i n2 far,-
F{x)dx, F{œ)dx, F{x)dx
ec une approximation suffisante.
à l'évaluation des intégrales
pi n2 pi
F(x)dx, F{x)dx, F{x)dx,
qu'on aura à faire dans les applications de nos formules, cela ne présente aucune difficulté.
Pour y parvenir plus aisément, on n'a qu'à remarquer que les intégrales
fil pï pi
F{x)dx, F{x)dx, F{x)dx
respectivement les aires de la courbe
sont évaluables avec une approximation suffisante, § 22. Quant à l'évaluation des intégrales
comprises entre 3; = 3^^ et x ^ r^^^ x ^ ti^ ut x = i]^, . . . .ic= ï]^ et x^x^, et que chacune des valeurs données de F{x) détermine l'un des points de cette courbe. Ainsi l'évaluation des intégrales en question se réduit à ce problème de géométrie :
Etant donnée une suite de points, déterminer pour la courbe, passant par ces points, les aires comprises entre des limites données.
Or, un tel problème est susceptible d'une solution approchée, qu'on trouve aisément. Si l'on a la représentation graphique de la courbe
ij==Fix),
construite d'après les valeurs connues de F(x), on trouvera ces aires directement à l'aide du planiraètre. Dans le cas contraire, on pourra trouver ces aires à l'aide d'un calcul très simple, en prenant pour la courbe le polygone déterminé par les points donnés. Ainsi, en supposant que les valeurs connues de F{x) sont
F{x,), Fix,\.. . .F(x^), F{x^^),.. . .F{x^}, F(x,^;),. . . .,
et que les quantités
x:=Xç^, 3; = X
sont comprises respectivement entre x^ et x^^^, x^ et x^_^^, on trouve que l'aire de la courbe
entre x^x^^ et x:=X, s'exprime approximativement par cette formule très simple:
Pour donner une idée nette du degré de précision de cette formule, remarquons que la diiîérence entre l'aire de la courbe et celle du polygone, entre les limites x = x^ et x^X, est égale à
(141 _wr(^o-,— ^/-^(^o+2-~^o^-i)'^- ■ ■ --^(^T— ^T-,n
^ > 12 L_^ ^x-xj {Zx^^-x^^2X)~(x,-x^f isx^^-a;-2x,)j ' iV étant une moyenne des valeurs de ■ . ^ * entre x==Xi^et x^ X.
§ 23. Avec la formule (13) que nous venons de mentionner ou trouve aisément la valeur approchée des expressions de la forme
fil p2 r^i
F{x)dx— Fix)dx-t^....-^(~iy F{x)dx,
J«l J■r,^ Jti^
d'après les valeurs connues de F(x)
F{x^), F{x^), Fix^).
Pour y parvenir on commencera par cherclier dans ia suite
les couples des termes qui sont respectivement les plus proches des quantités
En désignant ces termes par
on trouvera que les quantités
sont comprises respectivement entre x^ et x^, %, et %+j, œ^ et x^..^^^
Xi"., %"+i, ,'^ ,^_,), '^ ,^„,, , ^.,^j et * ^^| , ^^_^ et ^.. D'aprèscela,
en posant successivement dans la formule (13)
Xq=x^, X=\, Xg = x-i, Xg_^^ = x^, x^ = x^', a:^^.^ ^ x,-.^_i , o^o— 7],, X=-ri^, Xg = Xi., 3;^,^, = %+!, x^ = x,.., x^_^^~ Xi.._^i,
^^^\, Z^ïjg, X^^Xi", a^T-i-i ^ ^l"+l ' ^T: = ^i-, ^J^i = ^i-'-t-i ,
^o=\, ^ = ^i, 3^0 = 3^^^, ^0+1 = V+i' ^T = ^-n ^._._i = iPi, on ohtient, pour les aires de la courbe
entre x^x^ et a:;=ï]j, 3; = 7]j et a^^T)^, ai^ïj^ et x=f\^,...., x=-t\.j_^ et .«^^Tjy, x=7\^ et a;^X, et conséquemment pour les intégrales
pi pî ps fiï r^ï^i
F(a;)da;, ^Xx)(;a;, F(x)dx, F(x)dx), F(x)dx,
•^Xi J>ii Jt,3 -''J,—! J>)ï
— 427 ■ les expressions approchées suivantes:
/•Il
F(x)dx
2 («C-i-i — Xi') '
^^U ■y \Wln- \ (W-n-t]^Pf(a:i-}-(W-^a)'JÏ3^r-i.i)
fl(i;)fc
(»!f"-i-i-i,l'f(».")-(»i-- iifiUm-'-n)
(If i...i-ilj'Hm-H»r-»iJ'rfe"-t-i) . 1
~ 2 (KC'+l— OT")
H-....+ i(VH-,-a^.™-.)î'fe-)
I{x)dx^-^ ±! 5^^ — ^ ±i -I- . . . .
(',,.K,-''.m"',(„)-('(.,-i.)'-f{>ij
D'où, en faisant pour abréger,
^(-1 = i^i — ^f-s) -F (^i-i), -^j = (Xi — Xi_^) F{Xi), on a
(16) ^'(ï)^- y(i)(Ja:+ F(i)iJai-....-(-i)' F{x) <ii-i-(-l)' F(i-)(iai=
^3:, Jil, Jïi2 •'^v— 1 -^ilï
,filf,+Jl/,<-. ..-HM|,-M,,^.i-jlf,^,-....-Jlf,.,+_M;,,^_,+....H-Jlf,,,,-_M;,,,^,-....j ^j....— (-l)'-Mi(.-i)+,— ....- {-!)' Mfi)-i-{-if M,n_^,~i- . . . . -^{-ifM.l (w-H - ^il' y M - (a:f - niF F(ji-4-i) _^ (m".n - 1,1' J(«") -(a- -.],1' J-ln-.»)
H-(-i)< ''.i'wr''')'-^<''.<-)>~<>i~''-)'^(>)^.>
C'est aiusi qu'on aura les valeurs approchées des expressions de la forme
F{x)dx— F(T:)dx-i-\ F{x)dx~. . . . -(-1)" F{x)dx-*-i~iy F{x)dx, *'œ, Jiii Jfij •'■^t^i •/%
qui déterminent tous les coefficients de la fonction
F{x) = Aa -t- AiX -*-.... ~t- A^3>^.
§ 24. En vertu de ce que nous avons vu, d'une part, sur la détermination des coefficients de la fonction
F{x)z=A(,-t-A-iX. ... H- ^„ a;'*
par des équations de la forme
pi p2 p3 r*i
i,= Fix)dx— F{x)dx-t- F{x)dx — -t-l-iy \F{x}d
JXi Jïli -Jllî -^Tlv
ie l'autre, sur l'évaluation approchée de l'expression
F(x)dx — F{x)dx -+- F{x)dx - h-{- OM F{x}dx
d'après les valeurs connues de F{x)
Fix,), F{x,),....F{x,), tous les coefficients de la fonction
F{x) = A^-+'AiX-i'. . . .-*- A^x^ seront donnés par la même formule
' '°3L---(-"m,,.-„,r-^-'''-»^,c>-*<-')'*,cw,*--"'-')'*J
- a:,' Xi-'+i — Xi"
(X ~-^;\^F(x )-(x — Tîvf JVa! )
^x|■-H-n,fF(x|■y(a—n,1•Ffx,■^-l) ^ (»i".n-%l'r(«-)-(H'-lJ'J(«--n) a:i'+i—xi' xi-+i~~xr
en prenant pour
les valeurs qu'on obtient dans les suppositions de
et pour
les termes de la suite
les plus proches respectivement de
§ 25. A l'aide de la méthode, donnée dans les §§ 4, 5, 6, on trouvera toujours les quantités
qui entrent dans la formule (16).
Mais dans les cas ordinaires de la pratique, où la fonction
F{x) ^ Jo -I- ^1 a; -t- . . . .H-^^ic"
reste de degré inférieur à 6, on peut, avec le secours de la table, jointe à notre Mémoire, s'épargner la peine de chercher ces quantités.
Cette table contient les solutions de notre problème dans les cas de
et en prenant pour limites de x les valeurs
Donc, toutes les fois que dans la suite des valeurs données de F{x)
F{x,), F{x,\....F{x,), on aura
(Tj = x^, et que n, dans l'expression de
~ 430 — ue surpassera pas 5, les quantités
pourront être déterminées par notre table, en prenant
De plus, il n'est pas difficile de remarquer que si l'on cherche, au moyen de notre formule (16), les coefficients du développement de F{x) suivant les puissances de
quellesque soient les valeurs de x^ et x^, les quantités
dans les cas de
seront aussi données par cette table, et que pour cela on doit prendre
En effet, si l'on pose et que l'on cherche, d'après (16), les coefficients de la fonction
en supposant connues ses valeurs pour
X=X^, X^,.. ..Xf, correspondantes à celles de
on trouve, pour la détermination des coefficients £„, K K„,
ce système de formules:
|-Jlf,-«-....+-M-,..-itf,...«-....*(-iW(.l^,*....+(-i)'Jlf,)
te,-
-(Xf-
-iJ'F
iS.x,
XiOlV
-*lv'
fF(ï.^
où les quantités
s, ï],, T]a, ïl^
seront déterminées, en prenant pour les valeurs extrêmes de X celles-ci: Or, comme ces quantités, en vertu de l'équation
se réduisent, au signe près, à
on voit que, dans le cas de
« = 0, 1, 2, 3, 4, 5, ces solutions seront données par notre table, eu prenant
Quant au cas de « > 5, suivant ce que nous venons de voir, on trouvera, pour ces valeurs de h, les quantités
de la formule (1), à l'aide de la méthode générale, en prenant les limites de X au sigoe près égales, ce qui entraîne beaucoup de simplification dans la recherche de ces quantités.
Remarquons encore que si l'on remplace la variable
par la valeur
les formules que nous veuous de trouver pour la détermination des coefficients K^, E^,. . . .K^, dans le développement de F(x) suivant les puissances de
devienneiit
, jJK-i-jK,-i-.. ..~i-M, — Mf^i — M,.^, — ... . — M,.. (18) sK^=l\
H-Jlf,„_„+....+JH.„-J/,...„-....H-(-l)'i¥,(.)_n+....+(-l)'Jlf,.
•l-I — lll —
F {Xi-) -
ti-
F{xi-+i)
•+1 — Ïl2-
''F{xr)-
XV
«l-t-iTi
..(''iW+i
(V)— 'Ju—
Ifj = {x^ — Xj) F (a;J, M^ = ix^ — x^) F(x^), ,
Mi^i = {Xf — Xi^^) F{xi_i), M^ — (Xf — Xt^-,) Fix^). Dans la formule (17) les quantités
étant celles de la suite qui s'approchent le plus de on voit, d'après l'équation qu'on trouvera les quantités
de la formule (18), en cherchant dans la suite
les couples des termes respectivement les plus proches de
§ 20. Comme les quantités
comprises dans la formule (18), pour les cas les plus ordinaires de la pratique
se trouvent immédiatement par notre table, en preuaut ft =îillfi, et que cette table, à l'aide de la méthode donnée dans les §§ 4, 5, 6, peut être facilement étendue jusqu'à la limite plus considérable et au delà des valeurs de n dont la pratique a besoin, la formule (18), déterminant les coefficients du développement de la fonction
F{x) ^Aa-^ AiX-t-, . . .-i- A^x",
suivant les puissances de
est très commode pour la recherche de son expression d'après ses valeurs connues
Cette formule ne donne l'expression de la fonction F{x) qu'approximativement, à cause des erreurs qu'on commet dans les recherches des intégrales, en remplaçant la courbe par un polygone. Mais ces erreurs, à mesure que le nombre des valeurs données de F(x) augmente, convergent très rapidement vers zéro, et d'après ce que nous avons vu (§ 22), on pourra, dans chaque cas particulier, assigner leur limite. Tant que les valeurs connues de F{x) seront en nombre considérable et qu'elles sont déterminées par les
observations, le plus souvent ces erreurs seront au dessous de celles qui sont dues aux observations elles-mêmes. Dans ces cas notre formule, sans contredit, est très propre à la recherche de l'expression approchée de la fonction F{x\ vu qu'elle détermine séparément tous les coefficients du développement de F{x) suivant les puissances de
et n'exige que des calculs très simples.
L'usage de cette formule est d'autant plus expéditif que la plupart de ses termes et les seuls dont le nombre croisse avec celui des valeurs données de F{x), savoir:
ilf„ M^, M.,
restent, au signe près, les mêmes dans la détermination de tous les coefficients cherchés
et que les autres termes ne sont jamais en nombre supérieur au degré de F{x), ordinairement peu élevé. Quant à l'évaluation de tous ces termes, sous le rapport de la simplicité, elle ne laisse rien à désirer. Mais, comme nous l'avons remarqué plus haut (§ 22), on pourra, à l'aide du planimètre, s'épargner tout-à-fait la peine de faire ces calculs, tant qu'on aura la représentation graphique de la fonction cherchée, et alors, d'après nos formules, on trouvera avec une extrême facilité son expression sous la forme
Af,-i- A-^x -i- . . . .-\- A^x".
§ 27. Pour montrer sur un exemple l'application de la formule (18), nous chercherons l'expression des changements de volume de l'eau à différentes températures, entre / = 0° et i = 25°, d'après les observations qu'on trouve dans le Mémoire de M. Kopp (Annalen der Physik und Chemie, von J. C. Poggendorf, 20. Band, page 45) et dont les résultats peuvent être présentés ainsi:
OÙ par x^ nous désignons des températures et par F{x^) des cliangements d'uuo unité de volume de l'eau à différentes températures au dessus de zéro. Nous clierciieroûs l'expression de F(x) par la formule
A^ -t- A^x -t- AjX^ -t- A^x^,
et pour cela nous prendrons
D'autre part, comme dans la suite des valeurs connues de F{x) les limites de X sont
on aura, suivant notre notation,
et par là
-^irzE
D'après cela, en mettant la fonction F(x) sous la forme K^-t-K^{x— 12,25) -t-K^{x^U,26f-t- K^ix— 12,25f,
et en cherchant ses coefficieats
K„ K^, K„ 7C au moyen de notre fonnnle (18), on a
, r AT, -+- ii£ -H M, — iiff-H— itf.'+a— — i(f;.-j
(19) sK,= l\
(xr+i — T|i — 12,25)' F{xr) — {xi — i], —12,25)' Flxi'^.i)
_ {xr-+i — t); — 12,25)' F(xt") — (xr — v)^ - 12,25)' Flxi"+i)
Xi-+1 —Xi"
OÙ les quantités
se trouvent par la table, jointe à notre Mémoire, en prenant
ce qui nous donne ce systèrae des valeurs de s, v, t),, i]j,. . . .ï],, corres à i = 0, I, 2, 3:
ïl, = — 0,79370. 12.26 = — 9,7228; 1), = 0,79370 . 12,25 = 9,7228.
Tl, = — 0,5.12,25= — 6,125; ïl, = 0,6. 12,25 = 6,125.
Ed vertu de cela et eu remarquant que, d'après notre notation,
a;,-, %+,, Xf, Xf^^^,. . . .XiW, aîiivt^i
désignent les couples des valeurs qui, dans la suite
sont respectivement les plus proches des quantités
il,-)-12,25, 1), -1-12,26 1), -1-12,26,
on tire aisément de la formule (19) les équations qui déterminent séparément cliacuu des coefficients
7f„ K^, K„ K, de la fouction cliercliée
F{x) = K,-<-K,{x— 12,26) -i-K,{x—l2,25f-^K,{x—li,26)',
§ 28. Pour déterminer le coefficient K^, on prendra
1=0, et on aura
Comme dans la colonne des valeurs de x„, (§ 27), les plus proclies de
i),-i- 12,25 = 9,7228-1-12,25 = 21,9728 sont
a;, = 2,l, a;s=5,2, aîs, = 21,8, x„ = 22,2,
on prendra, conformément à notre notation,
Xi,^x^, Xi-^^=^X^, Xi< = X^, Xi..^^=x^,
Avec ces valeurs de
la fonnule (19) nous douiie
— 14,3913 Zo==^[ilfJ-^-i^f2-H....■^-i^f^—i^f5—...,—ilf3J-^iVIsg-l-. ...H- llj
(a^a — 2,5272)» FjarJ - {x^ - 2,5272)^ F{x^)
(fCag — 21,9728)^ Fjx^,) — (x^j — 21,9728)' ^(Xa;)
En passant à la détermination du coefficient K^ , on fera
et comme pour cette valeur de l nous venons de trouver
s = 62,1579, v = 3, 1]^ = — 10,3010, \==0, ïJ3=10,3010,
et que dans la colonne des valeurs de x^ les plus proches de
ïlsj-f- 12,25 — 0-1-12,25 = 12,25,
ï]3H-12,25= 10,3010-1-12,25 = 22,5510, sont
x^=\,(y, 3^^=2,1, a:„=ll,9, Xi,,= ]2,7 3-28 = 22,2, a-jg=24,0,
on aura, d'après notre notation,
Alors, pour la détermination du coefficient K^, la formule {19) nous fournit cette équation;
62,1 579 K,=l[]\ï,-t-M,-t-M—M,-....-M,^-*'M,,-t-....-t-M,s-M,,~3I,,'] __ {Xi — 1,9490)' F{x^) — (Xg — 1,9490)^ Flx^)
X4 — fFj
(Xis — 12,25)' 2''(tFi4)-(g|4— 12,25)' F(Xi5)
(x,^.j — 22,5510)'P(a^a,) ~ (x,, — 22,5510)' Fjx^g)
En cliercliant de la même manière l'équation qui détermine le coefficient K^,, on prendra
et 00 aura
5 = 919,13, v = 2, ïij = ~6,125, ■113=6, 125,
Pour ces valeurs de
l, s, V, T)p lf]j, i\ i",
la formule (19) devient
(g, - 6,125)^ .F {Xj) - (X, — 6,125)' FjXf)
(a:;s — 18,375)^ F{x^,) — (x^i — 18,375)' Fjx^j)
Enfin, pour la détermination de ff,, on fera
Z = 3, et on trouvera
s=;_5629,7, v=3, Tjj^ — 8,6620, ï]a=0, ï]^=8,6620, «'=4, ^"=14, î'"=25; d'après quoi la formule (19) donne -r)(>2QJK^^l[M,-^M^-^...->-M^-M^-...-M,,-^M,,-^...^M,,-M,,-...-^^
jxis - 12,35)' Fja^u) - ('^14 — ^%^^)''F[^u)
(Xsg - 20,9120f >'(a^i5) - (iCas — 20,8120)' J'(XaB)
Au moyen des formules que nous venons d'obtenir, on trouve aisément les coefficients de la fonction cherchée
F{x) = ^0 -4- Zj (a;— 12,25) -i- K^ {x -■ I2,25f -+- K^{x — Ï2,2ôf,
comme uous allons le montrer.
§ 29. Pour trouver les valeurs de
M^ = {x,--x,)F(3:,), M, = {x,—x,)Fix^), Ms = ix^ — x^)F(x,),.... M,_, = {x, — x,_,)F(x,_^, M,^{Xt~x,_,)Fix,),
on cherchera les différences
tj = 8,5 —
i.= ll,9-
Ed multipliaDt ces différences par les valeurs ^W, -f'W -P(„),
Jf,
Jf,.
Hu
af.,=
-af„ =
ar„ =
-Ms.=
D'<iù l'on tire sur le champ les valeurs de toutes les combiuaisons des quantités
que les expressions, déterminaot les coefficients
Ko, S,, K^, Ks,
contiennent, savoir:
JfjH-lfj-h-. - . . -t-M—M,--. . . . —M,,-t-M,^^. . . . H- Jf^o^— 0,010523, M^-i-M^-i-Ms—M,—....~M^,-i-M,^-t-....-i-M,s—M,,—Ms,= 0filS2éQ,
M^-^M^-t- -i-ilf,— ilfg— ....— l^-Hilf^a-i- H-ilf3o=0,013457,
ilfj H- JlfaH-...+-Jf^-i^,-...-Jf,,-Hilf,6-^...+Jlf2,-jr28-...-ilfso=— 0,002493.
D'autre part, par la substitution des valeurs de
^(^a), F(x,), F{x,), F(x,), F(x,), Fix,), FixJ, F(x,,}, F^x,,), F[x^^, ^tes), F(^ïfi), F{x,,), F{x,,}, on a
(a^s— 2,5272)^ F{x^) — ^x^~2,52^2f Flx^) — (5,2-2,5273)''. 0,00(>077-i-(2,]-2,5272f. 0,000115
{x^s-^],m2SfF{x^,)-{x2^-2\,^728)Wix2t) (a2,2-2l,97a8)'.0,001989-(21,8-21,972S).0,002043
a^, — iEj, 22,2 — 21,8
(x^— 1,9490)" F{Xs) — [x^— 1,9490)' Fjx^) -(2,l-l,9J90p.0,00OO98+(l,6-l,949Of .0,000077
Xf — x^ "^ 2,1 — 1,6
(3?!^— 12,25PF(a;i^)— fa^i4-1^.25)SJ''(a,5) _ [12,7— 12,25 )a. 0,O003i7— (11,9-12,15)'. 0,000352 a-is — S'il ~^ 12,7—11,9
(ai9-22,55iOiaF(Xa,)-(%,-a2,5510)^.F(ia)^(24-22,551Q)'.0,002043-(22,a-22,551Op.0,002421 <^n - a^î» "■ 24 - 22,2
(iCj — 6,125)^ 1''(X^) — (a-, — G,125)' J'(Xt|) — (6,3 — 6,126)'. 0,000094+(G,1— 6,125)^,0,000101
[j:aa-18,375)'.F(3;ai)-(iCai— lS,375)'F(a^aa) (18,6- 18,375]^. 0,001 057- (17,4- 18,37 5)' .0,001256
a^îî — %i ^ 18,6 — 17,4
(Xaa~20,912)' J'(a:;t)-(a't 6-20,9 12f J'(^ae) _ (21,2-20,912)^. 0,00 1496-( 19,8-20,9 12)^. 0,0 01 805 *î8 — «25 21,3 — 19,8
Dès lors les éqiiatiOQS que nous avons trouvées (§ 28) pour la détermiuation des coefficients
Kf„ Kj, K^, Ks nous douûeut
62,157"J-firj = ^"^-0,000014-+-0,000026- 0,002217=0,00691 9,
et par là ou obtient
^a= ^Sr ^ 0,00000630, K,= ^i^^ = — 0,0000000476.
En portant ces valeurs de
dans l'oxpression cherchée de F(x), on a
F(3;J = 0,0003465-1-0,00011131 (a;~12,25)-i-0,00000630{a;— 12,25)^ — 0,0000000476(a;— 12,25f, ce qui présente toutes les valeurs données de F(s!) avec une approximation très suffisante, comme on peut le voir d'après cette tahie:
Valeurs de F{x^) oLaervées.
Valeurs de F(«m) ealculéce.
Différences.
§ 30. D'après la formule (14), et en preuaut, suivant TexpressioE obtenue de F{x),
ir"(3;) = 0,0000126 — 0,0000002856 (a;— 12,25),
on trouve que les erreurs qu'on commet dans nos valeurs des coefficients
en remplaçant, comme nous l'avons fait, la courbe y = F{x) par un polygone, sont comprises respectivement entre les limites
— 0,0000023 et —0,0000040,
-t- 0,00000059 et -i- 0,00000079,
— 0,000000022 et —0,000000032,
— 0,00000000059 et —0,00000000081.
D'après cela on reconnaît aisément que ces erreurs sont notablement au-dessous de celles dues aux observations. Ces erreurs seraient encore plus petites, si les valeurs de l'argument des observations des n°' 4 et 5 n'étaient pas si éloignées entre elles.
§31. Par la méthode exposée dans les sections précédentes, on parviendra à trouver les coefficients de la fonction
avec une approximation plus ou moins grande, suivant le nombre de ses valeurs connues. Mais comme les quantités
qui entrent dans nos formules dépendent essentiellement du nombre «, on ne peut les employer à la recherche de l'expression de F{x) sans fixer d'avance le nombre de ses termes conservés, et conséquemment, tant qu'on ne sait rien sur ce nombre, il est important d'examiner les différentes hypothèses qui s'y rapportent, et de chercher séparément, dans chacune d'elles, l'expression de F{x), ce qui augmente considérablement les calculs. Nous allons montrer maintenant comment par notre méthode on parvient à
une formule d'interpolation, qui lève complètement cette difficulté. La formule que QOus donnerons à présent embrassera toutes les hypothèses possibles sur le nombre de termes dans l'expression de F (a;), et répondra à chacune d'elles suivant qu'on prolonge plus ou moins la série que cette formule représente. Sous ce rapport elle ne laissera rien à désirer, seulement, comme toutes les autres formules de ce Mémoire, elle ne donnera pas de résultat avec la moindre erreur à craindre, résultat qu'on ne saurait trouver directement qu'à l'aide de notre série citée plus haut.
§ 32. Pour parvenir à la formule d'intci-polation dont nous avons parlé, convenons de désigner par le symbole
l'expression de la forme
ni ni pa r*
udx — îtdx-t- iidx — . , .-i-(— i)" udx,
OÙ
la, I4,
sont les racines des équations
fc+
frn-
Vs^
rsî)
dans le cas de n impair, et des équations
dans le cas de n pair.
D'après cette notation, les formules, trouvées dans ia Section TII pour la détermination du dernier coefficient de la fonction
D'où, en substitiiaut la valeur de F{x)^ nous tirons
UAn-t-A,x-i-. . . .-i~A„x")^An\af-t-A, ix-t- . . . . -+■ A„ ix'^ = sA ,
ce qui suppose
Soit maintenant
JTf^O, jx=^0,. . . .jx"'
f{x) = «„ H- a, X -H «^ a:^ -Iune fonction dont on cherche la valeur pour
D'après la valeur de
f[x) = «g -+- ([^ a; -I- «g a;^ H- . . . ■ -•- <i^ *"' on a
J f{x) = [ (fflg -H fflj a; -+- (ïg œ^ H- , . . .-»-«,„ x^)
= rti, I x" -H fl^ J a; -H rïg \x'^ ^- .... H- rtjjj x'"'
et comme nous venons de voir que
Ji^o^O, [a; = 0, J3^ = 0, [3;"~^ = 0,
cela nous donne, dans la supposition de n < m -i- 1 ,
D'où, eu faisant
nous obtenons ce système d'équations:
^f{x) = a^^x° -\- a^^x-{-a^^x^ -^ . . . .-i-a^^x^, jf{x)^a-y^x-~i-a^jx^ -i- . . . .-Hflj^jja:'",
(20) jf{x) = ajx^ H- .... -H ajx"\
Ces équations déterminent tous los coefficients
%, «i, «21 ■ ■ ■ ■%i de la fonction
d'après lesquels on trouvera aisément sa valeur pour x^=s.
§ 33. Pour parvenir directement à la valeur de /'(s), nous prendrons la somme des équations (20), après les avoir multipliées respectivement par les facteurs arbitraires
tf,, û^, û^,. . . .<^„_^,.
Ainsi l'on obtient
^>J/'(a;)+ÈJj/'(œ)-.-(9j/"(a;)-i-....-i-fJ^_^jAa:;)=rto^AK-^«i('^iJ^-^^J^)
D'où résulte cette valeur île f{s) = a^ -»- «j s -\-a,^s^-^- . . . .-\-a^z^\ (21) 0,lf{p)-^0,lf{x)^0,[f{x)^. . . .-^û,^^JJ{x}=m,
les facteurs
Ûj, 0^, 0^, 0 0^
étant choisis de manière à ce qu'on ait
I a 0 1 ij 1 "a
Or, d'après la forme de ces équations on voit que les facteurs
qui entrent dans l'expression (21) de /'(s) sont les fonctions de s, respectivement des degrés
et que leurs valeurs ne dépendent nullement de m, nombre de termes de la fonction cherchée. Donc si Ton fait )»= co, l'expression de f(s\ donnée
par la formule (21), jouira de la propriété dont nous avons parlé dans le §31. Pour s'en assurer on n'a qu'à remarquer que, dans le cas de «i =: oo , la formule (21) se réduit à une série infinie
ejm H- tf, jf(ai) H- û,sm -^ . . . . ,
et que cette série, arrêtée au terme 0^_^Jf(x), donne la valeur de /"{^) qu'on trouve d'après (21) dans la supposition de
f[x) = aa-t-ajX-t-a^x^ -t- . . . - h- «„, a^"'. § 34. Nous allons chercher maintenant la loi de la série
f{„) = ajm -,- o,sm -*- â,jf(x) -H .... ,
qui résulte de la formule (21) dans le cas de m:^^ co.
Les équations (22), qui déterminent les fonctions
pour m = oo, deviennent
Par la solution de ces équations on trouve aisément les fonctions
mais il est difficile de reconnaître leur forme générale. Nous montrerons maintenant comment on y parvient par une méthode toute particulière.
En vertu de ce que nous avons vu (§ 32) relativement aux expressions
ïx'^, ïx, fiC', . . . . fic""', ■h -H -it n
ou a
fa? = 0, <3f=0, f3;"=0, ,
jx = 0, J3: = 0, ,
D'où il suit que, saus rien chaugor aux équations (24), elles peuvent être mises sous cette forme :
e,jii'-i-0^jx'-i-â,jif-t- = 1,
û,ïx-t-fAix-t-0„ïa:-t-.... = s, '■l "i "•
ejx'-i- 0jx'-i- e,jx'-i- = s',
âjjif-h-e^jx'-t-o^fx'-t'. . . . = s',
Or, si l'on multiplie ces équations respectivement par
a étant une quantité quelconque, et qu'on prenne leur somme, il en résulte -•- tf. Tt f ^" H- 4 f rc -^ T f *' -H 4 f ^' -H . ■ ■ . 1
3 |_a^j a'J a'J a'Jj J
cette formule se réduit à celle-ci :
(25) «Jiié^.* «Jc^^-^^-fii^--- ■ • •=iî^-
Pour trouver les quantités contenues dans cette formule, remarquons que d'après notre notation
r^i r'^2 r'^is c'^ ^
D'où il suit
f 1 \__ _2 2 __2 _^ ,_^xf
Jja— 3!]^ a-f-ft """a— -(Il a — -la a— 1)3
et comme
a-i-fi a— T), a— ï]3 a— 11)3 "''' *■ a — ft
dlog(a-«-fe) 2f? log (g— Tjil 2(?log(g-'.i2i ^ 2ij log [g-Tial ^
da tfa dot da
^ (g — ■»l;)^-..(a-t-fi)
il en résulte
A l'aide de cette formule on obtient aisément la valeur définitive de
Dans le cas de « impair, les quantités 1,, II. .
sont (§ 32) les racines des équations
(a; -t- Vx^— h'f^— (x — /«=— fi')
2 Vx^ — II'
et par là on trouve
eii désignant par G^ et C, des valeurs indépendantes de a. B'après quoi la formule (26), pour n impair, nous donne
<^log^ ■ ■ ■ ■ —
En passant au cas de n pair, nous l'emarqucrons que, pour ces valeurs de n, les quantités
lia, 11*,----, sont les racines des équations
et par conséquent
(a-,,) (a--,.). . . .=0, ^ ? ^J -irH^ ^J— ,
D'après cela la formule (26), pour n pair, nous donne
' Va^ — Ki (a -^■ Va» — Aï)""*"' — (a ~ Va^ - fi^)""
~ 452 - Par les espressious trouvées de
on obtient, pour n = 0, 1 , 2, .... ,
r I 2 4ft2
J j(a — xf- ■^ /a* — h^ (a -i- V'aî — h^f- (« — /a^ — h^f '
J ^{^ - ^r ~ Vi'-h^ (a -^ A"^:::rftâ)-' _ {„ _ yt^^rp)^ ' en vertu de quoi la formule (25) devient
Pour simplifier cette formule nous poserons
ce qui nous donne
et d'après cela notre formule se change en celle-ci:
8 r Ot '2h^__ se, •!__ 1
§ 35, Les deux membres cle cette équation se transforment dans des sommes très simples. En effet, comme
OQ trouve
D'autre part, à l'aide de la décomposition en fractions simples, ou obtient
Li-^fLVlY 2>'^ï-ft»l 0(«-3-iV-Â=)^ Au-s--/2*-/iï (hw-î+y'sï-P)^ Im-s+Ve^-K^
et par là
-,ft2 ^ ^(^^/^ilIfiFi^ _ ^(,^Ygi-hif
s^ _ fe
(n -t- Vz-' ^ h^f — jt — Vz^ — h?-f
D'après les transformations que nous venons de faire, notre formule devient
§ 36. Pour tirer de cette formule celle qui nous conduira aux valeurs cherchées des fonctions
— 454 ~ nous l'intégrerons depuis u = ï, jusqu'à w = co, après l'avoir multipliée par
OÙ p est un nombre arbitraire. Ainsi l'on obtient
et comme les intégrales
riogp-i(M)<i
{2ii.-llï.+l
il en résulte, après la suppression du facteur commun
ou, ce qui revient au même.
M). ■'Ç 1 _ V (. -t- Vr^wf - (» - /g^T
De plus, en remarquant que
Vi I 1 2 1 2 I
,^ (2|i-l)P'^lP'*'8P"*"5P"*"7P"^9P"*"
('-à)('-?p)('-fp)----'
on trouve que cette fonnule peut être mise sous la forme
et par là ou obtient
C'est au moyen de cette formule que nous trouverons l'expressiou générale des fonctions
§ 37. Pour trouver la valeur de Û-i remarquons que la formule (26), indépendamment du nombre p, ne peut avoir lieu, à moins que ses deux membres no contiennent les termes avec j^ égaux entre eus. Or, dans le premier membre on trouve que ce terme est
en passant à la recherche des termes correspondants dans le second membre, nous trouvons que le produit
se réduit à
qu'on peut mettre sous la forme
t par
des nombres impairs
sans facteur carré, et en supposant qu'on prenne le terme
avec le signe -i- ou — suivant que les diviseurs premiers de d sont en nombre pair ou impair. Le second membre de notre formule se réduit par conséquent à
4ftTV'«S-ftï (^''p)*"
et par là on trouve que les termes avec ^ sont
— d^ l_ XP '
en désigiiant par
ceux des diviseurs impairs du nombre X qui ii'out aucun facteur carré. Quant aux signes de ces termes, conformément à ce que nous avons vu, on prendra en général
avec le signe h- ou — , suivant que les diviseurs premiers de d sont ou nombre pair ou impair.
En égalant entre eux les termes avec j^ que nous venons de trouver daus les deux membres de la formule (26), nous obtenons cette équation;
^p ~ 4Ai^y^:=p xp— cil X ^^
ce qui donne pour la valeur cherchée de la fonction d^
4h^2Vei—h^
§ 38. Par l'expression trouvée de Û^^ ou obtient aisément toutes les fonctions
suivant lesquelles est ordonnée notre formule {23). Ainsi, eu remarquant que dans les cas de
le nombre X n'a point de diviseur qui soit impair et en même temps sans facteur carré, nous trouvons pour 6^^, 0^, 0^ ces valeurs:
4fiT
ih^Vi^-
-ftï
g-ha^
4fi*ysî-
-ft*
Dans les cas de
les diviseurs impairs de X et sans facteurs carrés étant
dj = 3, d^=5, rf,=:3,
l'expression trouvée de Û^ nous donne
^ 4&5y^3ftï 5 éhVg^^^
222_|_fi!
?ie '
I6s>-16ASi3+^A4^
Quant aux quantités
contenues dans notre formule (23), remarquons que, d'après le § 32,
f^l fl2 p3 ffc
J/'(3;)= f{x)dx— f{x)dx-^ f{x)âx — . . . .-»-{-i)" f{x)dx,
et d'après les §§ 17, 19,
\^h cos —
71^^ h cos "^"^ j ^ , ïij = ft cos '"^"^^|- ,-..., ce qui nous donne
/^/■(x)= f{x)dx— f{x)<ix-t- f{x)dx — H-(-i)" A^)'^^'
D'où, eu faisant
on obtient
çh
jj(x)^ j f{x)dx~ \f{x)dx, J—h Jo
J^/(a;)=^ f{x)dx— f(x)dx~t- f(x)dx, J-h J 1 , J 1 ,
//{«)= mdx— fix)dx-t- f{x)dx~ f{x)dx,
J—h •'il -'0 -' 1 ,
ys-i-i, ys— 1, y5— 1, ys+i^ f{x)dx~- f{x)dx-+- I f{x)dx — f{x)dx-i- f{x)dx,
J.- 2 " p-T" (-0 (.T" pT'' pA
/s Aa=) = f{^)d^ — f{x¥x -f- /'{a;)da; — fix)dx ■^- fta;));»; — f{x) dx, J—h J y», •'il, •'0 *'i^3, Ji,
En vertu des valeurs trouvées de
^1, ^3, Oz^ ^4J
notre formule (23) se réduit à ce développement de la fonction f{z): (27) m=^\f(x)dx- \mdx-\f{x)dx- {-.-^ \f{x)dx-\mdx-^\f{x)d'.
— f{x) dx — f{x) dx -H f{x) dx — f{x) dx J—h -J 1 , -^0 -^ 1 ■
ys-i-i V5-1 tÊnLh V5-^-i^
^(a;) dx — f{x) dx -*- f{x) dx — fix) dx-i- f{x) dx
V3 1 1 ys
/.^ 2 " p^ 2 " pO p2 " p2 " pït
— /'(x) dx- f(x)da>t- f(x)dx- f(x)dx+ f(x)dx- f{x)dx J—h J ys, J 1 , Jo Ji, •'v'S.
qui, suivant le nombre de termes qu'on y conserve, donne l'expression f(s) sous la forme d'im polynôme de degré plus ou moins élevé. Quant à l'évaluation approximative des expressions
f(x) dx,
f)dx,
f(x} dx
f{x)dx— f{x]
J—h Jo
ff{x)dx-^(]
f{x)dx,
— 460 ~ d'après les valeurs données de f(s)
fw, fw, m fw,
on y parviendra, eomnie nous l'avons montré dans le g 22, à l'aide du plauimètre, si l'on a la représeutation graphique do la courbe
dans le cas contraire ou les cherchera à l'aide de la formule (15) qui, par le changement de x eu s, F{x) eu f{s), devient
(28) rf{z)ib- ?h)dz^ r'f{!,)iB-....-*-{~i)- [/•(»)*=
■'^i «^li *^% '^■'lu
j rU^t-U,-<-....-^M,-M,,_^i-U,,^,-~....-Mf^U,,_^i-^....-M, — U,.,.^ "^L-«.-,s-...-{-im„.
..-(~i)'*,i,r(->)'itf,(„_^--..-(-i)'JM,
(a--n-»}.l'/WH'f-<lj)'/(«'-i-i) _^_ («"-n-%P/|gi-)-(«."-ii,)'/(w"-n)
sont les couples de termes dans ]a suite
respectivement les plus proches des quantités
ili, Il 1,,
et
U, = (s, - «,) /-(a,), Jf, = (3. _ 2,) /•« ,
Daus la formule (27) les limites de la variable sont — A et -i-/i, ce qui suppose que dans la suite des valeurs donuées de f{z)
fw, /■« m
les quantités s^ et ^. sont, au sigae près, égales. Or, tant que cela n'a pas lieu, on y parvient très aisément par le seul changement de la variable, savoir, en preuant pour la nouvelle variable 0 la différence s — -'"T^^
§ 39. Pour montrer l'usage de la formule (27) nous allons l'appliquer au même exemple que nous avons traité plus haut (III). Dans cet exemple les valeurs limites de la variable sont ir, = 0, x^^ 24,5. Donc, coufomiément à ce que nous avons dit, ou prendra pour la nouvelle variable, que nous désignerons par z, la différence
D'après cela, la table des données que nous avons eue dans le § 27 hange en ceilc-ci:
Comme dans cette taMe les valeurs limites de s sont 2,= — 12,25, %= 12,25,
on prendra
ft= 12,25,
et pour cette valeur de h ou aura, d'après la formule (27), ce développement de la fonction f{ê):
/•12,25 [- çO pl2,25 -j
(29) m = i ma. - md. ~ ^d. ^
J— 12,25 L^— 12,25 JQ J
r , — 8,662 ç-ft (-8,662 /•12,25 ~i
LJ— 13,25 J— 8,662 ^0 ^8,662 J
§ 40. Pour évaluer les expressions
f{z)dz.
pO çvà;^
mi"- f{
I — 6,125 p6,125 pi
J-13,25 J— 6,125 Je,
ft»)*— /-(^.jti^H- f»*-
-'—12,25 J— 8,662 JQ Js
OD cherchera préalablement les valeurs de _M| , Jlf3,,...ili3o d'après les formules
M, = (s, — a,) nu,), M, = («, — s.) /■ W, Jf, = fe - ^J f (2,),
M„ = {z„—s„) f\e„), iK„=fe. — 2^,) Z'fe,).
L'on obtient aiasi
M, =- M,=- M, =itf. =- M,=- -M, =- M, =- M, =iM, =- Jf,.=-
Jf,, = 0,000004, Jlf„= 0,000210, JIf„= 0,000602, itf„ = 0,000475, Jlf,,= 0,000568, M„ = 0,000628, lf„ = 0,000862, ilf„= 0,001271, M„ = 0,001093, w. = 0,001668.
j!f„ = 0,002431, JM„ = 0,001607, Jf,, = 0,000779, JK„ = 0,001703, if,5 = 0,002992, JIC,, = 0.003610, _M„ = 0,001989, Jf„ = 0,004495, JE,, = 0,005568, M,. = 0,001809.
C(!s valeurs étant détenu inées, l'évaluation des expressions précédentes au moyen de la formule (28) devient très expéditive.
Pour trouver l'intégrale
pl3,25
on prendra dans la formule (28)
i=30, v=0, ^, — — 12,25, ^,.= 12, 25, et par là on aura
/■(«) ds = ~ {M^-t-M^-+- -I- ilfgo;
d'où, en vertu des valeurs trouvées de M,. M„,. . . .M^ il résulte
/■(s) rf« = -i- . 0,032407 = 0,016203.
Pour trouver la valeur de l'expression
J— 12,25 Jo
mil,
on fera dans la formule (28)
i=30, v=l, Sj = — 12,25, 2^.= 12,25, i]i=0, ce qui nous donne
çO (-12,25
\f{z)dz-\f{^)dz=\M,-^M,-^...-.M,^M,^,~...-M^^^
J— 12,26 Jû
oiî, suivant notre notation, ^j-, 5,.^.i désignent la couple des valeurs de z^ les plus proches de 0. — Comme dans la colonne des valeurs de s^ (§ 39) celles les plus proches de 0 sont
et que, d'après la table des valeurs de M■^ , M^, .... M^,
il/j ^- Ifj -H -<- -M"m = 0,000049,
ilf,5-f^ilf,6-H -i-ilf3o = 0,032358.
i formule précédente se réduit à celle-ci:
f(^)d. = |(0.000049-0,032358)-M5WlHît||p«Ma.
JO
fi^)d^—\ f -12,25 Jo
D'où, en ayant égard aux valeurs de
on obtient
A.)d^- f(.)rf^^^(0,000049-0,032368)-5^^^^«g=;^i^ J— 12,25 Jo ■ -+- ■
En posant dans la formule (28)
on a, pour la détennination de la valeur do
j (),rJ5 ra,V2£i (•12,^5
f(,)d0-\ mdz-^\ md,^i\
J-12,25 J-6,125 J6,125 L"-^*" -^^ ^("+i "^ -*- Ms^J
(g.'+H-6,125)=/(a,-)-(s<'+6,125)V(af+i)
(g.'-+i-6,125)V(gj")-(gi"-6,125)V(a.-+i) ^i"+i — et" '
désignent les couples des valeurs de ^^^^ qui sont respectivement les plus proches des quantités
Comme dans la suite des valeurs de s^ les termes le plus proches de
— 6,125, 6,125 sont
cette formule nous donne
p— 6,125 /«eiiaB j'12,25
(^s-^ 6,125)V(g,) - (^, + 6,125)V(gs)
et par là, en substituant les valeurs de
h, h, «„, »„, /■«, f(',), fM, rt%),
JM,, Jf,, M„,
/•— tl,125 /.6,125 j-12,25
f(e)di-i- /■(a)<is-i- /■(2)ii« = i 0,018467-1-0,000014— 0,000961
En cherchant de la même manière la valeur de
mdl— f(j)&H- f(e)di!— f(s)d!>, J— 12,25 J— 8,662 Jo ^8,662
on prendra dans la formule (28)
î=30, «j = — 12,25, »,= 12,26, v=8, ij, = — 8,662, ii, = 0, i),= 8,662, i'=4, «"=14, i"'=25, en vertu de quoi elle devient
p-8,662 |.0 ^8,662 |-12.25 rM,-^U,-<-...-^U,-M.-...~U,r]
/W*- /M'i^* «2)*- fW*=i
J— 12,25 J— 8,662 Jo ^8,662 [_-l-M^+...-y-Mj^—M^f, — ...—M^Ji
(%-i- S,662|VM — (», 1- 8,e62)'/(t.)
, 'i.'/(«ul-<'i.'/('i.)
|»„-8,662)'/(.„)-(.„-8,6621Vfe.l
D'où, par la substitution des valeurs de
f(^j, a^.\ A^u). /■(^i5), fi^^ù, n^è.
(•—8,662 çO j-8,662 /■12,26
f(3)d3— fis)ds-t- f{z)dz— /■{j)(ï:2= 0,000268. J— 12,25 J_8,662 JQ ^8,662
D'après cela on trouve par la formule (29) ce développemeut de la fonction cherchée :
qui donne son expression sous la forme d'un polynôme de degré plus ou moins élevé, suivant le nombre de termes qu'on conserve dans cette série. Ainsi, en s'arrêtant au quatrième terme, on trouve, pour son expression sous la forme d'un polynôme du troisième degré, cette formule:
0,016203 0,016180 0,005791 ,(, o i isn ni\ 0,000268/, . onr, m \
ce qui ne diffère de l'expression, obtenue dans la section V, que par des quantités tout-à-fait négligeables.
TABLE
des solutions de l'équation
pi pî pï r''
F{x)dx— Fixjdx-t- F(x)dx — -^{"0^ F{x)dx = sA,
J—h ^i], Jti^ -^t],
qui correspondent à la plus grande valeur du facteur s, F(x) représentant le polynôme Aa-i-AiX-+'. . . .-t-A^x"".
ïl, = — 0,79870*, ï),= 0,79370*,
ïl, = — 0,6*, T), = 0,6A.
ïl, = — 0,79370», ri, = 0,79370*.
1), = — 0,84090», ii, = 0, \= 0,84090».
T), = — 0,5», ïi, = 0,5».
ïl, = — 0,70711», 7ij = 0, 1),= 0,70711».
»l,= -0,89725», ï|,--0,60587», ïi,= 0,60687», vi,= 0,89725». s = 0,83446».
ïl,= -0,87305», ii,= -0,37305», Ti,= 0,37306», ii,= 0,87306».
vi,= — 0,70711», >i,= 0, 1],= 0,70711».
>1,- -0,80902», 7ij= -0,30902», i],= 0, 30902 J,>i,= 0,80902».
1),= — 0,89725», 7],= — 0,60587i, ii,= 0,60687i, >),= 0,89726*.
,|,=— 0,91682*, 1),=— 0,674184, ii,=0,Ji,=0,67418*,iis=0,91682*.
,,j=-0,89945*,ii,= -0,66589*,ï|,=0,ï|.=0,66689*,>i5=0,89946».
7],= — 0,86602*, iij= — 0,6», ii,= 0, ïi,= 0,5», ti5=0,86602». 8 = — 0,0625*'.
SUR L'ÏNTERPOLATiOH
PAR I.A METHODE
(Mémoires de l'Académie Impériale des sciences de St-Péfcersbourg. VIP i a\ I, 1859, Kl 15, p. 1—24.)
(Lu Je 29 avrU 1859.)
Sur l'interpolation par la méthode des moindres carrés.
Dans le Mémoire Sur les fractions continues j'ai donné la série qui présente le résultat définitif de l'interpolation parabolique par la méthode des moindres carrés. Comme cette série fournit directement l'expression de la fonction interpolée sous la forme d'un polynôme avec les coefficients les plus probables, et sans qu'on fixe d'avance le nombre de ses termes, on conçoit que, sous le rapport théorique, elle ne laisse rien à désirer pour l'interpolation parabolique. Mais pour rendre son usage tout-à-fait praticable, U restait à indiquer la marche commode à suivre dans l'évaluation de ses termes. C'est ce que nous avons fait pour le cas le plus simple où les valeurs de la variable, correspondantes aux valeurs connues de la fonction interpolée, sont équidistantes. En traitant ce cas particulier dans la note Sur une nouvelle formule, nous avons indiqué une réduction de notre série à la formule que voici, très propre à l'application:
-^„(„ï_lî)(^_2ï)^ 1.2 1.2 ^«.-■'PaW
n{n^-l^)[n^-2^(n^-3^)j^ 1.2.3 1.2.3 " "cVsW
-I- etc., en désignant par
les valeurs données de u qui correspondent aux valeurs équidistantes de x
et en faisant, pour abréger,
Dans cette série les signes de sommation s'étendent à toutes les valeurs de i, depuis i = 1, jusqu'à i = n, et
%(^)> fiC^ <?M, ?8(^).
sont des fonctions entières de ^ qu'on tire de la formule
en adoptant pour l les valeurs
Comme ces fonctions sont liées entre elles par l'équation 9,W = 2 (2i ^ 1) 29,_,(2) -{l- \f [«>-(( - 1)'] T,_,W,
et que
on trouve sur le champ
Ce développement de u qui résulte de notre série, tant que les valeurs
sont équidistantes, est très commode pour l'évaluation de l'expression de u, vu que ses termes, comme ceux de la formule d'interpolation de Newton, coatiennent les différences
Am,., A\, A^m^,. . . .,
dout les ordres vont en croissant, et que ces différences, sommation, ne sont accompagnées que des facteurs
qui d'après la propriété connue des nombres polygonaux, s'évaluent aisément par seule voie d'addition. Et comme cette série nous fournit l'expression de u avec les coefficients les plus probables, on conçoit qu'elle ne laisse rien à désirer pour l'interpolation dans le cas particulier où les valeurs de la variable qui correspondent aux valeurs connues de la fonction sont équidistantes.
Mais ce n'est pas le seul parti qu'on puisse tirer de notre série pour l'application; son usage est aussi très utile dans tous les autres cas d'interpolation parabolique, comme nous allons le montrer à présent, en indiquant la marche qui conduit aisément à la détermination successive de ses termes. On verra, d'après cela, que notre série procure un moyen très propre pour évaluer, terme par terme, l'expression de la fonction interpolée u, et qu'elle donne, en même temps, la somme des carrés des différences entre ses valeurs connues
et celles qui résultent de l'ensemble des termes trouvés pour son expression. D'après quoi on aura, sur le cliamp, l'erreur moyenne avec laquelle les termes trouvés de « représentent ses valeurs données, et par là on reconnaîtra tout de suite celui auquel on peut s'arrêter. Ainsi, au moyen de notre série on trouvera tout à la fois et le nombre de termes de u qui sont importants pour l'interpolation et leurs coefficients déterminés par la méthode des moindres carrés. Pour faire comprendre la supériorité de cette méthode d'interpolation sur celles dont on se sert ordinairement, remarquons qu'elle donnera précisément, eu général plus aisément, les mêmes résultats, que ceux que l'on trouve par la résolution des équations fournies par la méthode des moindres carrés qui suppose que le nombre des termes dans l'expression de u soit fixé d'avance. D'autre part, en déterminant et le nombre de termes de u que l'on doit calculer et leurs valeurs prescrites par la méthode des moindres carrés, elle sera, si ce n'est dans certains cas exception-
nels, plus espéditive que la méthode d'interpolation de Cauchy qui est loÎD de donner les résultats les plus probables découlant de la méthode des moindres carrés.
D'après ce que nous avoDS montré dans le Mémoire cité plus haut, si les valeurs données de la fonction u
qui correspondent à
sont a,ffectées d'erreurs de la même nature, et que l'on cherche son expression, par la méthode des moindres carrés, sous la forme d'un polynôme de degré quelconque, on aura*)
u = K^'^^{x)~i-K^^^{x)-\-K^'lf^{x)^ ,
où
sont des coefficients constants, et
'î'oia'X 'l'i(^), -l'a H
les dénominateurs des réduites de la somme
qu'on trouve par son développement en fraction continue
Dans cette fraction les constantes
a,, ttj, «3, . . . .
peuvent être choisies arbitrairement. Pour fixer les idées, nous supposerons
*} Fous n'emprunterons de notre Mémoire antérieur que ia forme de cette si tout ce qui est important pour son application sera donué daus ce qui suit.
qu'elles sont choisies de manière à ce que les coefficients de x c quotients
ffi, Sa, 9s,
soient égaux à 1 , et nous désignorous par
les valeurs de
qui remplissent cette condition. D'après cela, et en remarquant que les dénominateurs
2i, Sa, «3,
seront des fonctions du premier degré, on aura, pour la détermination des fonctions
4'o(^)' ^i(^)= la(^)j
ce développement de
en fraction continue:
D'où l'on tire, pour l'évaluation de ses réduites
9o(a=) ÇlN y^Ça^) n('«)
les formules suivantes:
^x (ic}= (3;-&^) ^l^x-, (^)- «X 4'x-2 (^); ?x (^)=(^-^) fx-i (^)-«x î>,-î (^)'
et par là, en faisant
ou obtient, relativement aux fonctions
Bq, fij, jB^, . . . ■ ît\t cette suite d'équations:
if^=(3;_6^)iî^ — a^S^,
C'est au moyeu de ces formules que nous parviendrons à déterminer toutes les quantités qui sont importantes pour l'évaluation des termes de notre série.
Comme les réduites
ToW ¥i>) yaW y^L(^) ¥{1-1-1 W %{x)' g<,{*)' ■l'î(*)' ^^' îlT^TI^''
de la fraction continue
qui résulte du développement de
ont pour dénominateurs les fonctions
+.(»'), ■i/A"), U") iw. i+, w
respectivement des degrés
0, 1, 2, IJL, i».H-l, ,
la fraction
représentera la valeur de
.^x — Xf
exactement jusqu'à ^, et, par conséquent, la différence
sera de degré inférieur à — 2]}.. Mais la fonction 'if^ix) étant du degré i»., cela suppose que l'expression
jî,=+,(^)2ï^-ï.W'
est d'un degré inférieur à — p., et de là on conclura que son développement ne peut contenir les termes avec des puissances de .-r supérieures à x~^~* . Donc, on aura
en désignant par
(t., p.), (tt, Ix-Kl), {^,^^2),....
les coefficients de
dans le développement de R .
D'après cela, en adoptant pour l'indice ^ les valeurs
ou trouve pour les fonctions 5 suivants:
B _a5)_,_aa_,_fi9
_(23 (2jS) . (Hé)_
p ^().-l,l-l) ^ (1-1,1) ().-l,>-Kl)
p _ (t,l) , (1,1-1-1) , (1,1-1-2) ^ ^ aP>"»"'- a^-i-î x^-«-s
sont des valeurs constantes qui se présentent comme quantités auxiliaires.
gin.
Eu portant dans les formules (3) les développements de
d'après (4), on olDtiendra cette suite de formules:
-y 1 ^tm , (0,1) , (o,g) ,
(M) (W)_t(a_,_ — (,. ;, >rl°'°>-4-!5iL)_,_M)_,_ 1
x^ x^ X* — * 1' L "^ ^ï iC' J
ft2)_^M_^(y)^
=(.-6,)[ei'^a|^tt)^....]
-«. L4r ^-^îs--^Siî--^•■•■J'
M^ ^ (Ui^i) _,_ (y*:2) _^ — te i)P-'''-') , l'~'''l I C'-l.'*!) I „ 1
La première de ces formules, d'après le développement de en série
BOUS donne
ic a;^ *:' . . - - ^ j^2 ^3 ....
D'où il suit
(0,0) = 2a;/, (0,1) = 2^;., (0,2) = Sx/,
Par la seconde on obtient, en égalant entre eus les coefficients des mêmes puissances de x,
ce qui nous donne
(1,1)=(0,2)-6,(0,1), (1,2) = (0,3) — ii,(0,2), (1,3) = (0,4)— S,(0,3)
Eo traitant de la même manière toutes les autres formules on recounaitra qu'en général, dans le cas de ^ > 1 , les quantités a^ et \ se déterminent ainsi:
et que toutes les quantités
en fonction de
se trouvent par cette formule :
(X, ii)^(X— 1, it-i-l) — Ï'^IX— 1, [i) — a^(X— 2, I.). On trouvera ainsi successivement les quantités «.„ &i,
et avec ces quantités, d'après (1), ou obtiendra aisément les fonctions
qui entrent dans la composition des termes de notre série.
§ IV
En passant à la détermination des coefficients de notre série, nous montrerons qu'en vertu des formules (2) et (4) ou aura
Sx,!'^,(x,)=0,
si [A < X, et
2xt^{x,) = Ct.,i,),
si fA = ou > À.
où F{x, x^) est une fonction entière qu'on trouve en quotient dans la division de 4'x(ic) par ^ — a^i- Or si l'on décompose la somme
Pour y parvenir, remarquons que d'après (2)
et comme le reste de la division de ■^^^{x) par x — x^ est égal à '^^ix^)^ cette formule se réduit à celle-ci:
n trouvi npose la
en deux parties
et que l'on développe, dans la somme
la fraction
X — Ki
en série
cette formule nous donnera
ce qui suppose, d'après (5), l'identité de ces deux suites:
aJ,-f-i œ^-i-2 3;>.-i-3
Mais comme
sont des fonctions entières, cela ne peut avoir lieu à moins que les termes avec les dénominateurs
dans ces deux suites, ne soient respect ivemeut égaux. Doue
2^j^(3;^)=0, 2a;,.(î/j^(3;.)=:0, Xx^^'\,^X^.)=0, 2 a;/"' ^^^ (a; .) = 0,
2 a:/ ^I;;^ (ic^) = ÇK, X), 2 xj"^' <\>^^ (a;^) = (A, X -i- 1 ), ,
ce qui prouve les équations (5) et (6).
D'après cela il est aisé de déterminer les coefficients
de la série
u = KM^)'^I^Aii^)'^K,'\'Ax)-i-
Pour cela multiplions la série par fl;^'', où ]i. est un nombre quelconque, et sommons ses termes pour toutes les valeurs de
Nous obtiendrons ainsi
2 x^\ = -ffo 2 x>''\>^ (x,) ^K,2 xl''^^ (x^) -t-K^2. x^']^^ (x,)-t-. .. .,
où par Uf nous désignons la valeur de u qui correspond k x^^^x^, et comme, en vertu de (5) et (6), on aura
il en résulte
Zx/-u, = {0,^) K,-i~{l,iJ.) K^-^. . . .-H(f.— 1,[a) K^_^-^(i,,i,)K^.
D'où, pour la détermination du coefficient K , en fonction des coefficients fffl) -^11 ■ • ■ -^a—ii ™ tire cette formule très simple:
^ _2xj^■«,•-(o,^t)go-(l,n)g^-....-(^l.-l,|J.)g^_,
En adoptant ici pour l'indice [a les valeurs 0, 1, 2, 3,. . . ., on obtient, pour la détermination successive des coefficients
IL, K,, IL, IL
cette suite d'équations:
5, _Sa',in-(0,l)go ■^1— (1,1)
2 iCfSwf — (0, 3) JJTq — (1, 3) g, — (2, 3) Jfa (3,3) '
Il nous reste à montrer comraeut on parviendra d'une manière facile à trouver la somme des carrés des différences entre les valeurs données de u
correspondantes à
et celles qui, pour les mêmes valeurs de x, résultent de notre série arrêtée au terme K^ -^-^ {x), X étant un nombre quelconque. Pour y parvenir, uous allons montrer qu'on aura
(7) 24.^(^.)4;Jrc,) = 0,
tant que v <; |j;, et
dans le cas de [t ^v.
En effet, d'après (1), la fonction <\.^{x) sera de la forme
x' -i- AyX^'^'^ -H A^x''~^ -+-....,
et par conséquent on aura
Mais en vertu de (5), dans le cas de v < fi, tontes les sommes 2x;^^{x^), 2x;-'<\>^{x,), ^x,'-^'<\>^ix,),....
se réduisent à zéro, et par là, d'après la formule précédente, ou trouvera
ce qui prouve Téquation (7).
De même, dans le cas de
on trouve, d'après (5) et (6), que la somme est égale à (;/, [>.), et que les sommes
s'auDulent. En vertu de quoi, pour fJL ^^ v, la formule (9) nous donne l'équation (8)
Au moyen des équations (7) et (8), que nous venons de prouver, il est aisé de montrer qu'on aura toujours
Pour s'en assurer, observons que notre série
prolongée jusqu'au dernier terme, représente exactement toutes les valeurs données de u
et par là on aura
2**( l^t, (:ï^,) = ff« 2^0 (^i) ^^ (3^;) H- ^1 2.p. (a;,) 1^ (*■,) H- ff, 24. J^,) '^^ C.;J M-- . , . .
Mais d'après (7) les sommes
s'annulent, et d'après (8) ou trouve
Donc le développemeut précédent de llUf'\i(x^') se réduira à un terme
ce qui nous donne l'équation (10).
En vertu des équations démontrées, il est aisé de trouver la somme
2[»,-«.*.(a!,)-/f,-l',(ï,)-. . . .-K^M'-if.
pour î = 1, 2, 3, .... n, désigne les valeurs données de w et l'expression
KAMi)-^s:,'i,{x,)-HKMx,)-H.. . .-Hifj4-,,(3^,)
leurs valeurs approchées, obteuues par uotre série, arrêtée au terme ff^ '|^ {xj. Pour cela mettous le carré
[», - X. <!-. (li) - 7f, <., (^,) - K, +, (a;,) — ....- Zx 4.^ (iti)]'
sous la forme
-t-Z,4,,(j)J[;f.+.(a^,)-+-ï,+.K)-i-X,4;,(2!,)-H .... -<-Ki>l'i(ï..)]
ce qui nous donne =2»,'— 2Xo2!(,Wa!,)— 2î:,S«,4i,{i,)— 2y,2!i,<li,(a:,)— ....— 2ff^2«,i])l(a;,)
-^Ji,K^^^,^xM''^)^^^'^'il(n)U':,)'^-K^Ii2^^^^(xM''.^*■■■■*^JVU^M''i -H
-t-i{,K,i.^,(x,yf^x,wK^K,si\,,ixM''i)*Ji>.^'^i'i(''M%)*----'^s^^^
Mais d'après (10) uous aurons
2a,4i,(ï,) = (0,0)K"„ 2»jili,(!C,.) = (l,l)X,, 2«,ifs(x,) = (2,2)/!:, ,
et d'après (8) et (9)
2>l'.K)iW = (0.0), 2i(a;,)|,(:i,.) = (l,l), 2+,(ï..)|,(:t() = {2,2),
SJf,(x,)^,(x,) = 0, 2^yx,]-^,(,x,} = 0 ,
En vertu de quoi la foriaule précédente devient
2h-K.+.W-K,+,K)-Jf,'l'ï(a:,)- -Xj+jW]'
= 2ji,"—2{0,0)X„' — 2(1,1)»,' — 2(2,2)/(','— . . . .—2(k,l)K^' -H(0,0)ï,'-t-(l,l)Z,'-*-(2,2)7f,''-i- -!-(>, X)isr,',
et se réduit à celle-ci :
2[»,~K,'^,(x,)-KMx,) — K,<f,(x,)~- — Z,4-,(i,)]"
= 2ll,i' — (0,0)Z,> — (l,l)Z," — (2,2)74'— ■ • ■ ■ ~(>;'>-)K{'.
Telle est la formule donnant la somme des carrés des différences qui existent entre les valeurs données de u et leurs représentations par la série
» = ï,4.„(a;)-4-X,4,,(l)H-if,,j,,(l)H- . . . .,
arrêtée au terme K^ '^^ (x). En désignant, pour abréger, cette somme par
nous aurons
2rf,' = 2«,'— (0,0)jr," — (I,l)ï," — (2,2)7V— .... — (>.,X)7fj'. D'où, pour la détermination successive des sommes 2d', 2d', 2i',
qui correspondent respectivement aux cas oir notre série est arrêtée aux termes I, 2, 3, résulte cette suite d'équations:
2(J,' = 2m,= — (0,0)X„', 2(Ji» = 2(i,» — (1,1)^,», 2(i/ = 2*,'— (2,2)B,',
VI
Nous allons maintenant résumer les formules définitives par lesquelles on parviendra à calculer, terme par terme, l'expression de u d'après la
et on connaîtra, en même temps, la somme des carrés des erreurs commises daus la représentation des valeurs données de m, eu s'arrêtant aux termes
Dans ces formules, suivant la notation employée, les valeurs données de la fonction u et de la variable x sont représentées par
Les sommations s'étendent à toutes les valeurs de l'indice i, depuis i = l, jusqu'à î = «, et J^d^^ désigne la somme des carrés des erreurs dans la représentation des valeurs données de u par notre série, arrêtée au terme K^ '^'xi^), somme d'après laquelle on trouvera l'erreur moyenne par la formule
^Viy^"
Formules relatives à la délermination du terme K^^f,{x). (0,0) = 2iC," = M,
SiJ,' = Sm/ — (0,0)^,'.
FormuUs relatives à la détermination du terme K^ "jjj {x). (0,l) = 2ii;„ (0,2) = 2a:/,
o, = {0,0) '''='l!fi}' (l,l) = (0,2)-ê,(0,l),
2ti,' = 2i„' — (l,l)X,l
Formules relatives à la détermination du terme K^^^{x). (0,3) = Si,', (0,4) = 2Ij«,
*»=(îj)-(oi!- (2,2) =(1,3) -(,,(1,2)-», (0,2),
i,_Sx,%,-(o,2)jr<,^(i,2))ir, 1 — (2,2) '
s relatives à ta détermination du terme K^ '\^ {t). (0,2),— l) = 2a;,'''-', (0,2X) = ïa^,"'',
(1,2À — 2) = (0,2À— 1) — \ (0,2X— 2), (1,2X— 1) = (0,2X) — S, (0,2X— 1), (2,2X~3)=(l,2X-2)-S,(l,2X-3)-<is(0,2X-3), (2,2X-2)=(l,2X-^l)-i<,(l,2).-2)-a,(0,2X-2), (3,2A-4)=(2,2X^3)-i>,(2,2i-4)-(i,(l,2X-4), (3,2X-3)=(2,2X-2)-6,(2,2X-3)-o,(l,2X-3),
(X — l,X) = ()i~2,À-i-l) —\_J'k—i,Vi — o,__,(X— 3,X), (X— 1,Xh-J) = (X— 2,X-i-2) — i>,__,{X— 2,X-^1) — (i^_,(X— 3,X-i-l),
étxên -Ifelfcèi. (^. >-)=(^-l. M)~l,(X-l,iya,(K~'2, X),
,^ ^i/ «,- - (o,X) y, - (1,).) jr, - (2,X) g, -
Ix (ï) = (ce — t)) <^,__, (I) — «i <|ji_, (i), 2 (Jji' = S <J\_, — (X, X) JTj».
VII
Les formules que nous veuoDS de donner pour déterminer successivement les termes
KM^), KMx), KM''),. . . . fi:^^;^(^)
dans le déveioppcmcDt de u d'après notre série, et pour évaluer, en même temps, la somme des carrés des erreurs avec lesquelles les termes trouvés de M représentent toutes ses valeurs données, nous fournissent une méthode d'interpolation parabolique, importante sous plus d'un rapport. En vertu de la propriété remarquable de notre série, cette méthode donne l'expression de u sous forme d'un polynôme avec les coefficients les plus probables. Sans fixer d'avance le nombre de ses termes, par cette méthode, ou les trouvera successivement l'un après l'autre, et on reconnaîtra tout de suite celui auquel on peut s'arrêter d'après la somme des carrés des erreurs avec lesquelles les termes trouvés de ii représentent ses valeurs données, somme qui donne sur le champ l'erreur moyenne de leur représentation. De plus, il est aisé de voir par la composition de nos formules que lorsque le nombre des valeurs données de u et celui des termes de son expression sont considérables, dans notre méthode d'interpolation les calculs sont moins prolixes que dans celles maintenant en usage.
Cette prolixité des calculs est due presque entièrement aux différentes multiplications et divisions dont le nombre s'accroit plus ou moins rapidement, avec ceux des valeurs données de u et des termes dans son expressiou. C'est sous ce rapport que nous allons montrer l'avantage de notre méthode d'interpolation, en laissant de côté les additions et les soustractions qui, dans le travail de ces calculs, n'entrent que pour bien peu de chose, et pour lesquelles ou peut aussi bien manifester l'avantage de notre méthode.
Pour trouver par nos formules l'exprcssiou de u avec X -t- 1 termes, on devra évaluer 3>. h- 1 sommes
2x^, 'Ex?, Ex?, Exf-,
2«^, Ex.u^, Ex^Uf,. . . . Ex^Uf,
et au moyeu de ces sommes, en cherchant les termes
/f.i(i), KMx), KMi;) K^i/lix),
par ce que nous avons tu, et en les réduisant à la forme définitive
A-i-Bx-^Gx'^-\- ,
on n'aura à faire des multiplications ou divisions qu'en nombre 4'k^-t-2.
Mais si l'on cherche cette expression de m, à l'ordinaire, par la méthode des moindres carrés, on est porté à calculer les mêmes sommes
Ex., Ex?, Ex?, Exr'^,
EUf, EXfU^, Ex^Uf,. . . . Ex^u^
pour la composition des équations déterminant X-i- 1 coefficients de w, et en résolvant ces équations à X -f- 1 inconnues, on tombe sur les multiplications et les divisions dont le nombre, avec l'accroissement de X, croît, comme on le sait, bien plus rapidement que 4X^-i- 2.
D'après la méthode de Cauchy, en cherchant, dans le développement de ^^, les termes
A-\~Bx-\-Q)?-i- -\-Hx^,
on doit, pour x = x^, x^, x^,. , . .x^, évaluer plusieurs fonctions, dont les degrés montent jusqu'à X, et composer par leur moyen les sommes qu'on nomme subordonnées. Or cela exige, évidemment, bien plus de multiplications qu'il n'en faut pour calculer les sommes
Ex^, 2»/, Ex^, Exf-,
Eu-, Ex^u^, Ex^u^,. . . . Ex^ u^,
qui se présentent dans l'évaluation de X-*- 1 termes de notre série, et aussi pour trouver celle-ci :
qui entre dans la détermination des sommes
2d/, Ed^^, 2(?/, ,
par lesquelles,, dans notre méthode, on reconnaîtra le nombre des termes importants pour l'interpolation.
D'autre part, pour trouver les fonctions, comprises dans les sommes suhor données, et pour évaluer par elles les coefficients A, B, G,. . . .H de l'expression de
u = Â-t~Bx-i-Gx^-t- -+- ifo\
dans la méthode de Cauchy, il est important de faire plusieurs multiplications et divisions dont le nombre total, avec l'accroissement de X, croît plus rapidement que 4X^ -i- X -i- 3, nombre des mêmes opérations qui se présentent quand, par notre méthode, d'après les valeurs de
'Lx., 5œ/, l.x^, ^xf\
U., :EXfU^, 23;/m^, 2^ii^i, 2m
on cherche X -h 1 termes et on détermine successivement les sommes
:Ld^\ 2.d^\ :2d^\ 2d/.
Par là il est certain que, à cause du nombre de ses opérations, la méthode de Cauchy est loin d'être aussi simple que celle qui résulte de uotre série. Mais comme plusieurs de ces opérations, dans la méthode de Cauchy, se simplifient de plus en plus à mesure que la convergence de la série
u = A-t-Bx-+- C'J? -\- . . . . -t- Hx^,
s'accroit, il n'y a aucun doute qu'on ne rencontre des cas particuliers oii elle devient plus expéditivc que la nôtre.
Pour montrer sur un exemple l'usage de uotre méthode d'interpolation, nous allons l'appliquer à cette suite des valeurs de x et m*):
*) Cos valeurs représentent les résultats de la première série des observations de M. Marie Davy sur ia résistance au changement de conducteur qu'il donne dans son Mémoire, inti- ■tulé: Seeherehes expérimentcdes sur l'ékctricité voltaïque {Annales de chimie et de physique, série III, tome 19).— Par x nous désignons l'inverse de l'intensité tlu courant, réduite ii sa centième partie, et par m la résistance.
En dierchaot ù exprimer h par un seul terme
011 prendra
îtg ^
Wj =
ce qui douue, exactement jusqu'à 0,001,
jï,^„(i) = 27,664.
Pour trouver la somme des carrés des erreurs avec lesquelles le terme trouvé représente les valeurs données, on fera les calculs suivants:
^ii = 2.u? — {t>fi)K,<'= 232,93
— 495 ■ ce qui donne pour l'erreur moyenne
E=-)/i2rf.= = -j/îf5 = 4,6.
Eu remarquant d'après cela l'insuffisance de l'expression ( terme
on cherchera le second terme
KMx),
et pour cela on calculera successivement
{0,l)='Sx., (0,2)=23;/,
i u par un seul
ainsi qu'il suit:
■■.SB^^l^j^^ix)
Xt = 0,28802
ic/ =0,10764
(0,1) = 2j,,= 6,40292 (0,2) = 2ic,' =
Xj îti =:
rt, «, =
2iCi»,=
2i,»,-(0,I)Xo =
th,{x):=x — h,^==x
Eu passant à la déterminatioû de S(?^^, on prendra
d'où, pour l'erreur moyenne de la représentation des valeurs données de » par ses deux termes trouvés, résulte
Une erreur moyenne aussi cousidéralile n'étant pas admisible, on cherchera le troisième terme
KM"), et pour cela on déterminera successivement les quantités (0,3) = 2 a:/, (0,4) = 2 a:,', (1,2) = (0,3) — S, (0,2), (1,8) = (0,4) — S, (0,3),
et la fonction 4^3 (^) *'"' ^'^ maûière suivauto: x^ = 0,02389 ij' =0,03631 JE,' = 0,06667 xf = 0,09430 1/ =0,18631 »,' =0,48776 »„''= 0,76644 a;„^= 1,47745
~is = -M9117
iCio
(2,2)^l,3)-!i,(l,2)-oi,(0,2) = 0,07490
Xi u^
X^ Mg
xi U,
Xf»,
xi %
xi %
2 xi %. — £-, = ^
'Mf — (0,2)iiro — (l,2)JCi
D'oii il suit
/f, 4., (a;) = — 47,813 (i^— 1,24236 a; H- 0,27542) = — 47,313 3:^ -t- 68,779 x— 13,031; et comme
2ii,'= 174,56,
2(l/ = 2(!,!" — (2,2)K,'= 6,92, on trouve pour l'erreur moyenne
En procédant ainsi, on oljticndra l'expression de u terme par terme, et par là l'erreur moyenne dans la représentation des valeurs données de u s'approclicra de plus en plus de zéro. Mais si l'on trouve suffisant de réduire cette erreur à 0,79, on s'aiTêtera aux termes trouvés
K,i),,(ai)= 7,6321 — 3,699
et par là, pour l'ospression cherchée de ^t, on aura -H 27,564
SUR
ïxl DÉTILOPPIMHl
À ONE SEULE VARIABLE
{Bulletin phyeico-niathomatiiiue do l'Académie Impériale des sciences de St.-Pctorstoarg. T. I, p. 193—200.)
(Tm le 14 octobre 1859.)
Sur le développement des fonctions à une seule variable.
§ 1 , Dans mou Mémoire Sur les fractions continues j'ai montré que si l'on cherche, d'après les valeurs données de la fonction F{x)
-FW, -PW -PW,
son expression approximative sous la forme d'un polynôme de degré quelconque, avec des coefficients indiqués par la méthode des moindres carrés, on parvient au développement de F(x) en séries analogues à celles de Fouriei', et qui sont ordonnées suivaut les déuorainateurs des réduites de la
fraction continue résultant du développement de l'expression
les erreurs probables des valeurs données de F(x)
F{x,), Fix;,, . . . F{x^ étant proportionnelles à
eW e(«i)' e(x„i-
D'après cela, en faisant des hypothèses particulièï'cs sur la suite des valeurs
iC^, x^,. . . . x^
et la forme de la fonction 0{x), ou obtient, pour le développement des fonctions, plusieurs séries plus ou moins remarquables. Si l'on suppose les valeiu-s
éqiiulistantcB, lufinimcnt proches entre elles, et que l'ou fasse
Xi^ — 1, »;„ = -I- 1, 0\x) =
Vi — »='
l'expression se réduira h
yi»M
/l — wï Vx^-
La fraction continue qui résulte de cette expression étant
on reconnaît aisément que ses réduites ont pour dénominateurs des fonctions entières de ic qui peuvent être représentées ainsi:
cos 9, cos 2 9, cos 3 9, . . . .
où
9 = arc cos x.
En vertu de ce que nous venons de dire, on est conduit au développement connu de Fourier de f(x) en série ordonnée suivant les cosinus des arcs multiples.
En faisant la même hypothèse sur les valeurs de
et en supposant que 0^(x) se réduit à une constante
x^~x^, on trouve que l'expressiou
^X — Xi
devient
et comme les réduites de cette expression ont pour dénominateurs les fonctions désignées par X'-''\ il en résulte la série connue, ordonnée suivant les valeurs de ces fonctions.
Dans une note lue à l'Académie en 1858 j'ai indiqué l'expression très simple des dénominateurs des réduites de
quand on a
et que les valeurs
^lî ^31
sont équidistantes. Ceci nous a fourni une nouvelle série pour le développement des fonctions, série d'autant plus remarquable qu'elle ne laisse rien à désirer pour l'interpolation parabolique dans un des cas les plus ordinaires de la pratique.
Nous allons indiquer à présent encore deux cas, où les dénominateurs des réduites de l'expression
ai — 3^,-'
ont une forme remarquable, ce qui, en vertu de nos recherches antérieures, donne encore lieu à deux nouvelles séries pour le développement des fonctions, séries qui, dans certaines circonstances, fourniront les l'ésultats avec la moindre erreur à craindre.
§ 2. Si, depuis — oo jusqu'à -t-oa, les différentes valeurs de la variable X ont la probabilité "j/— e~ ''^ , et que l'on cherche pour toutes ces valeurs de x l'expression approximative de F{x), sous la forme d'un polynôme, avec la moindre erreur à craindre, on aura, d'après notre Mémoire cité plus haut, cette formule pour la détermination de l'expression cherchée de f(x}:
— 504 ~ sont les dénomiuateurs des réduites de la fraction coutinue qui résulte de
Or, ce développement de F(x) se réduit à une forme très remarquable, toutes les fonctions
comme il est aisé de s'en assurer, étant exprimables de cette manière très simple ;
(1) ^,{x)^e''".c-l"', -j;,(^) = £W.^,. . . . .^,(^) = efa'.'^. En effet, d'après ces valeurs des fonctions
ou trouve en général
J V~ e~''-'\(x)F{x)ix= >/iJ '^^ F(x)dx=(- 1 )' V\\''-'"' ^" W <*^,
J /l <:-"' 'h'i'-^ ''^■= /ij '^^U'^V'-^-i)' -/■^J«-""'i',"'W<îi>:
CD vertu (I{; quoi la formule précédente devient
= )/|J e-b' F{a.) ix . '\, {X) - -^- e-"-' !<' (x) ix . ■!,, (x) ■otJ <'-'"''I'"'('')<''=-U^)-jâW-\ i-'"'l^"(':)dx.W)
fcW, 'J'.W, W), fcW>.---
sout des fouctiuus entières de x qui, d'après (1), ont les valeurs suivantes: <]^^ {x) = e*^^^ . e— ^^* = 1 ,
^^ {%) = e''^' -^jr- = — 8 /c^ r' -I- 1 2 k^ x,
Cela nous douce eo définitive cette série l'emarquable : F(x) = y\ e-S^* F{x) dx-i-y^\ e~*^' F' (x) dx . ^
H- /A e-~-^^'F"{x)dx.~^^]/^ e-^^'F"'ix)dx.^^ -i-etc.
qui, sous forme de polyuome, fournit les expressions approximatives de F(x) avec la moindre erreur à craindre pour toutes les valeurs de x, entre x = — oo et x^=-i- oo, tant que leurs probabilités s'expriment par la formule "j/ — e^ *. Si l'on fait fc = oo , cette série se réduit à celle de Maclaurin qui donne l'expression de F(x) avec la moindre erreur, tant qu'il ne s'agit que des valeurs de x dans le voisinage de a; = 0. Or c'est ce qu'on pouvait prévoir, vu que la fonction |/ — e~ "" , que nous avons prise pour exprimer les probabilités des différentes valeurs de a;, dans le cas de Je = oo, cesse de s'évanouir seulement pour x égal à zéro.
D'après le développement de F(x) que nous venons d'obtenir, on trouve plusieurs identités intéressantes. Ainsi, en cliercliaut, d'après {2J, la valeur de l'intégrale
\ e-''^F'(x)dx,
on parvient à cette formule :
/y e-!^^^F^x)dx^l e->'^^F{x)dx\-t-^l e-^^'' F' (x) dx\
-ro[/ ^-'^'F'-ix)dxj -H,-^ Ij e-'c^U-""ix)dx
D'autre part, cq ayant égard aux valeurs (1) des fouctions
'i^.ix), 'l'.ix), ■]>^{x), ,
on trouve qu'elles sont liées entre elles par l'équation
4^^ (x)= —2 kx '\ii_^ (x) ~2(l — 1) lc'\>i__^ (x).
De là l'on tire aisément les valeurs de ces fonctions, et l'on trouve sur le champ ce développement de l'intégrale
en fraction continue :
-^* -^2ix^
V2fc.x — -
§ 3. En passant à l'autre cas, nous supposerons que les valeurs de x sont comprises entre 0 et -i~ oo, et que ke~'''^ désigne la loi de leur probabilité. En cherchant, dans cette supposition, et sous forme d'un polynôme, l'expression de F{x) avec la moindre erreurà craindre, on aura, conformément à ce que nous avons montré dans le Mémoire cité,
F{x) = -^ ^, ix) -H -°^ ■^,{x)-^^....,
f ^e— te ^p^î (a;) (ja; f te— ^ ^^2 {x} dx
OÙ
sont les dénominateurs des réduites de la fraction continue qui résulte du développement de la formule
Daus ce nouveau cas on trouve aussi les expressions très simples des fouctions ^aix), '}'i(3'), que voici:
(3) 'h(x) = e .6 ,^,(a;) = e •— jj- 4',(a') = e ■ ^i ,
D'où il suit en général:
fa-'''^,(3;)F(3:)t(a;= k'''''^j" F(xjdx
La série précédente prendra donc cette forme:
F(x) = I Se-" ii'(ï) <lx . i W — p '« K-" 7'" (x) ix . ^, (ï)
-i-^Alid'e~'^r(x)ix.\,{i) — ,p^\ hx'e~'"'I"'(x']ix.'!f,(x)
où l'on aura, d'après (3),
•I, (a:) = c" . 'm^ = *V - 4 fa + 2,
<,, (I) = e»» . ""'"^r" = — *W H- 9 4V ~ 1 8 faH-
Cette nouvelle série comprend aussi celle de Maclaurio comme cas particulier, correspondant à & = oo . En cherchant, d'après cette série, la valeur de
on obtient cette identité:
et, d'après les formules (3), ou trouve que les fonctions
sont liées entre elles par l'équation
de là résulte ce développement de l'intégrale
du = , 1»
en fraction continue:
SOR L'INTÉGRATION
(Comptes rendus liebdomadaires des séances de l'Auadémio des sciences. T. LI, 18fi0, p. 46-48. Joatnal de mathématiques pures et appliquées. Il série, T. IX, 1864, p. a42— 247.)
Sur l'Intégration des différentielles Irrationnelles.
En vertu de ce que uous avons montré dans le Mémoire «sur l'intégratioû des différentielles qui contieuncnt une racine carrée d'un polynôme du troisième ou du quatrième degré» (Journal de Mathématiques pures et a%ypliquée8 de M. Liouville, 1857), l'intégration de la différentielle
en termes finis, quelles que soient les fonctions entières f{x) et F{x\ se réduit définitivement à l'évaluation des intégrales de la forme
i V X* -*-l(ifi -\- mx^ -I- «3! -H J)
où l, m, n, p sont des valeurs connues et L une constante qui se détermine par la condition que ces intégrales soient exprimables en termes finis. Tant que cette condition peut être remplie, on trouve l'intégrale
ivar
v' ic* -I- îx' -«- ma;» -i- tix -i-p
d'après la méthode d'Abcl, en développant eu fraction continue l'expression
y X* -4- Ix^ -+- mx^ -+- nx -t-p,
et en poussant ce développement jusqu'à des dénominateurs où se manifeste leur périodicité. Mais comme cette périodicité n'a pas lieu dans le cas où l'intégrale
f— - . ■ "'"^ — —i^dx
pour toutes les valeurs de L, est impossible eu termes finis, on conçoit que cette méthode conduit à uue série d'opératious qui peut aller à l'infiui sans donner aucun résultat décisif. Cette difficulté ne saura être levée par la considération des intégrales qui déterminent la nature de la fonction
[-;= "''^^ dx
.' V a^-i-lsc^-i-vix'-t-nx-i'p
et par lesquelles on peut reconnaître s'il y a lieu de chercher son expression en termes finis, car pour cela il est indispensable d'avoir la valeur exacte de ces intégrales, tandis qu'elles ne peuvent être évaluées qu'approximativement. Pour l'intégration en question, on doit avoir un moyen qui, d'après la nature des quantités ï, m, n, p, et à l'aide des seules opérations algébriques en nombre limité, puisse manifester si l'intégrale
^dx
J y ic* -I- la:''' -1- mx* -i- «x -t-p
est possible ou non en termes finis. C'est ce que nous avons cherché à faire, et nous y sommes parvenu, en tant que les quantités l, «î, n, p sont rationnelles et le polynôme
x^ -\-lx^ -^ mx^ -t- nx -i- p
indécomposable en facteurs linéaires à l'aide des seuls radicaux carrés. Au moyen de la méthode que nous avons trouvée pour l'intégration des différentielles de ce cas, on parvient, par une série d'opérations identiques, ou à s'assurer que cette intégration est impossible en termes finis, ou bien à l'exécuter complètement. En tous cas le procédé se termine, et chaque fois on peut assigner la limite du nombre des opérations qu'on aura à faire. Kn remettant l'exposé de cette méthode à un Mémoire détaillé sur ce sujet, nous nous bornerons pour le moment à observer que, pour le cas que nous avons résolu, la méthode en question fournit un moyen infaillible d'assigner la limite où, en cherchant l'intégrale par la méthode d'Abel, on peut toujours arrêter le développement en fraction continue.
Cela posé, et en admettant, pour pins de simplicité, que la différentielle '""^ - — -dx est réduite à la forme
V (a* -i-px^ -*-qx-t-r
p, q, r désignant des nombres entiers, la méthode d'Abel relative au cas en question peut être complétée ainsi qu'il suit:
Si claus la différentielle
—^r====^^^ dx
V x''-*- px^ -I- ga: -+- r
le polynùiHG
a>^ -t- px^ -t- qx ^1- r
ayant pour coefficients des nombres entiers, n'est pas décomposaWe eu facteurs linéaires à l'aide des seuls radicaux carrés, cette différentielle, quelle que soit la valeur de A, ne pourra être intégrée en termes finis, tant que dans la fraction continue résultant du développement de
aucun des 2N — 1 premiers dénominateurs n'est du deuxième degré, JV étant le nombre des solutions entières des équations
y^ — 3xs =:p^ -t-12r, z^ \^%''s-x?f-\%x^}S^-^f-^~11 s^] = (4pV 27 3^) 3^-1 (i \{p^- 4r)V9iJg^] r.
Dans le cas contraire, pour une certaine valeur de A^ la différentielle
V a>* ->- px^ -i~ qx -i
s'intègre en termes finis, et Ton trouve son intégrale par la formule
ilog
i(i{x)-t-V x*-t-px^-*-qX'*
OÙ 9 (x) est la réduite qu'on obtient en s'arrêtaut dans le développement de
y 3;* -\-px^ -t-qx-t-r
en fraction continue au premier dénominateur du second degré, et X le degré du numérateur de cette réduite.
La méthode d'Abel ainsi complétée donne tout ce qui est nécessaire pour l'intégration des différentielles en question, vu qu'on peut toujours déterminer le nombre N qui désigne combien les équations
s^[4:X^z-xhf-'[Sxy3+4?f^27s^] = (4:p''-i'27q^)(i^~ie[{p^-4rf-^9pq^]r,
ont de solutions entières.
En effet, k duroière de ces équations suppose que le carré de z divise le nombre
Donc, eu cherchant les diviseurs carrés de ce nombre, on parviendra à assigner toutes les valeurs que peut avoir l'inconnue z. D'autre part^ en prenant pour s chacune de ces valeurs, avec le signe h- ou — , on aura pour obtenir a; et j/ deux équations qui déterminent complètement ces inconnues, et qui, d'après la forme de ces égalités, ne peuvent avoir plus de six solutions. Il sera donc facile d'éuumérer les solutions entières de ces équations, et on voit que leur totalité ne surpassera jamais le produit du nombre des diviseurs carrés de
(4 j?" -1- 27 g^} 3^ ~ 1 6 \^f _ 4 r)'' -»- 9 'p<i)\ r. par 12.
SUR
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' X -\- a3f -H px -t- ya; -f- o
{Bulletiu de l'Académie Impériale des sciences de St.-Pôtersbourg. T, III, 18G1, p. 1-12.)
(Lu le 19 octobre 1860.)
Sur l'intégration de la différentielle
L'intégration do la différentielle
V X* -I- ax^ -t- &a!* H- ïx -I- 3
ne présente aucune difflcnlté, si la fonction
aï* -+- «œ^ H- ^x^ -t-yx-H-^
a des facteurs égaux. En faisant donc abstraction de ce cas, nous supposerons dans tout ce qui suit que les facteurs de la fonction
a;* -I- ax^ -i- ^a;^ -h y^ -«- S
sont tous différents entro eux. Dans cette hypothèse, comme l'on sait, Tintégratiou de
dx
y ic* -I- cut;3 -H Pa;î -t- YX -t- S '
en termes finis est impossible; de là on conclut que l'intégrale
ne peut être exprimée en termes finis que ilans le cas où l'on donne à la constante A une valeur convenablement choisie. En effet, si l'on admettait que l'intégration de
<^-^^ fly,
V x'^ -\-itx* -t-'^x^ -f fx -i- s
en termes finis fut possible dans le cas de A = C aussi bieu que daiîs celui de J, ^ C?j , on trouverait que la même chose aurait lieu relativement à la différentielle
V x*-t- ax^ -t- ^x^ -t- 1^ -t- i
qu'on obtient en retrauchaut les différentielles
an-C
^dx,
l'une de l'autre, et en divisant leur différence par C — C^ ce qui est inadmissible. D'après cela les différentielles de la forme
= dx
Vx^-i- ax^ ■+- ?tx^ -i-yx-*
présentent l'un des deux cas: ou, pour une certaine valeur de A, l'intégrale f -7^ '^ ~^ ~dx
J Vx*-t-ax^-*-pa^-^-?x-^-■t
s'exprime en termes finis, ou bien, pour toutes les valeurs de A, une telle expression de
J Y x*-t- ax^-t- p3;ï -t-fx-t-S
est impossible. La discussion de la différentielle
V x*-i-axS-i-?>x^-t-1x-i-S
sous ce rapport est d'une très grande importance. C'est à cela que se réduit, en définitive, l'intégration des différentielles qui contiennent la racine carrée d'un polynôme du 3"^ ou du é""* degré, comme nous l'avons montré dans le Mémoire sur ces différentielles, et c'est par là seulement qu'on peut reconnaître, si la fonction elliptique donnée de la troisième espèce est réductible ou non à celle de la première. Ces questions importantes surpassent les moyens que possède l'Analyse dans son état actuel, faute d'un critérium infaillible par lequel, d'après les valeurs des coefficients a, p, y, 8, on puisse reconnaître si l'intégration de
= dx,
pour toutes les valeurs de A, est impossible en termes finis ou non. D'après
ce qu'Abcl a tloiiué daus son iu^éuieux Méuioin; sur l'iutégration de la
iVx^-i-^i
pour toutes les valeurs de A, n'est impossible en termes finis que daus le cas où la fractioa coutiuue, résultant du développemeut de
y X* -t~ ax' H- ^x^ -1- yir -+- §,
est dépourvue de périodicité. Mais c'est ce dout ou ne peut s'assurer aussi loin que soit prolongé le développement de
y a:* -I- ax^ -t~ i^x^ -t-yx-t-^,
vil que le nombrs de termes dans une période reste arbitraire. De même ou ne peut tirer, par rapport à cette question, aucun parti de la cousidératiou de certaines intégrales définies, d'après lesquelles on peut assigner analyti ■ quement tous les cas des différentielles de la forme
= dx
y at* -I- ax^ ■+- 0a;^ + y^ ~i
qui s'intègrent en termes finis; car, pour recouuaître par là que la différentielle donnée, pour toutes les valeurs de A, n'admet pas une telle intégration, il est indispensable d'avoir les valeurs exactes de ces intégrales, tandis qu'elles ne peuvent être évaluées, d'après les coefficients a, P, y, S, qu'avec une approximation plus ou moins grande.
Pour la solution complète des questions importantes que nous venons de mentionner, on doit trouver un procédé qui, d'après les coefficients a, [i, Y, 8 et à l'aide d'une série d'opérations algébriques eu nombre limité, conduirait à reconnaître que par le chois convenable de A il est possible ou uou de rendre l'intégrale
-dx
exprimable en termes finis. C'est ce que nous avons cherché à faire pour le cas de œ, ^, y, S rationnels, et, pour ce cas, nous avons trouvé une méthode qui, au moyeu des opérations algéhriques et en nombre limité, conduit ou à trouver l'expression de l'intégrale
avec une certabe valeur de A, ou à reconnaître que pour aucune valeur de A cette intégrale n'est possible en termes finis.
Cette méthode d'intégration de la différentielle
- dx.
sont rationnels, consiste en ce qui suit: 1) On réduira l'intégrale
ÏVW.
ds,
où l, m, n sont des nombres entiers, ce qu'on peut toujours faire par la substitution linéaire
x = a^ ^ -H èy , si la fonction
a!^ ~+~ ry.x" -+- px^ ^- ya; Hh- S
a un facteur rationnel du premier degré. Dans le cas contraire on réduira préalablement l'intégrale
en posant
^.,„^>_.UB-^.ï
IX
d'après quoi, en faisant
3 a* -t- IG aî0 - 16 ay — 16 il= ->- 64 *
aa" — 8a!i-i-16r "'
on obtiendra
-t-va:
/--Jf^r',^^t" '
où la Qouvolie intégrale contient sous le signe du radical un polynôme doué du facteur rationnel s.
2) On examinera si la fonction
est décompoaable en deux facteurs rationnels du second degré
[s^ -t-p2) [z^ -t-rs-^-s) dont les coeflicienfs ^?, r, a vérilieiit l'équation
(1) s {p^ —pr -I- s) =^ nombre carré, et au moins l'une de ces deux iHégalités:
(2) ^r — 2s>0. ou 4s — ï-^>0.
Dans le cas où il est possible de décomposer la fonction
é* -+- y -+- im^ -+- ns eu deux facteurs
{s^ -i-ps), {z^ -+^rz-i- s),
qui remplissent ces conditions, et quejp n'est pas égal à r, on réduira l'intégrale
en posant
(p — '•)''|g°-^pg)^_.
ce qui donne
1, yT^-y^i -i-(n — r)ï La nouvelle intégrale
se réduira de la même maiiière, en tant que la fouctiou
h \S -^ (P — *■)'] [(^1 -^P^ —^^f -^ 4 s^i] est décomposable en deux facteurs rationnels
qui remplissent les conditions
Sj (^1^ -—Pi^i -+- Sj) = nombre carré,
ï^/i— 2Si>0, ou 4Si~r^^>0,
p^ n'étant pas égal à r^. Et ainsi de suite. — Si, dans ces réductions, on rencontre une intégrale
dans laquelle la fonction
se décompose en deux facteurs
[s^ -\~pfi) [s? -+- r^s^ -+- s^.)
dont les coefficients jj^., r^ sont égaux, on trouvera immédiatement l'expression de cette intégrale, d'après la formule
^^V Z{^-^. p^i -t- y g,-2 -I- piZj H
en prenant
Dans le cas contraire on répétera ces réductions jusqu'à ce que l'on par- Tienne à l'intégrale
^-*-Si
-rf3i,
dans laquelle la fonction
s\ -+- l-S^y -+- )Kj 3\ -t-n-s-,
n'est plus déconiposable en deux facteurs rationnels du second degré
qui remplisseut les conditions
s- {^^j — p-^r-^ -i- s^J ^^ nombre carré, p-^r-^ — 2Sj^>0, ou 4 s- — r^^ > 0,
et on ti'aitera cette intégrale par nu iirocédé que nous allons exposer tout de suite.
3) Ayant à intégrer la difféi-eutielle
t-ia'-t-m
z^ds.
oii la fonction
^* H- h"' -f- ms^ -t- ns
n'est pas décomposable en deux facteurs rationnels
'(s^ -+- j}s) if' -\-rs-*-s)
qui remplissent les conditions
s {p^ — pt -H s) = noiB&re carré, pr — 2s>0, ou 4s — r''>0,
on calculera, d'après
les formules
, , ft^-4mf)î
-f'-^t "1 2 ^i' „ 8 liuii -*- 16 ni
»<-., = - 2'», -f-l-iA
;„ = ?, :\ = m, ng = n,
eu poussant le calcul jusqu'à ce que l'on rencontre daus cette suite une valeur fractionnaire, ou que l'on trouve deux systèmes de nombres
qui soient respectivement égaux. Dans le premier cas on conclura que l'intégrale
f , '^^ iz,
pour aucune valeur de B, n'est exprimable en termes finis. Daus le second cas il sera certain que cette intégrale, pour une certaine valeur de B, est exprimable eu termes finis, et son expression sera donnée par cette formule:
,di! = \og{Vz^Vs,^
.Va,
sont des fonctions algébriques de g qui se déterminent ainsi:
__ l'y. Jq' — I ?o"'o -t- i «0
/ 3* -«- /gS^ -I- BloS* -f- «O» — S^ — Y ^ l's 'l' — T 'l"'! -*- 3 "i
f- ii^i^ ^ mi V-^ «1^1 -
Quant à la valeur de Ji, elle sera donnée par cette formule: .
Le nombre des opérations qu'on aura à faire pai' cette méthode d'inté-
gration sera toujours limité. Les réductions à exécuter, d'après le B 2, sur l'intégrale
dans le cas où la fonction
^;* -H h^ -+- mz^ -+- nz
se décompose en deux facteurs
(z^-+-pz) (^^ -I- r« -+- s),
qui vérifient les conditions (1) et (2), seront en nombre inférieur au plus petit exposant des facteurs premiers dont se composent les termes de la fraction
pr — 2 s -I- 2 V s (y' — pr -H s) ys(j)î-pi--4-s) '
réduite à sa forme la plus simple. Le nombre des systèmes
qu'on aura à calculer, d'après le K 3, en traitant l'intégrale J y ï* -I- ï^» -I- mz^-i-nz
OÙ la fonction
z* -+- W -I- in^ -\- ns
ne se décompose pas en deux facteurs
vérifiant les conditions (1, 2), ne surpassera pas celui des solutions entières des équations
Z^ (4 X^Z — X^Y^ — 1 8 XYZ^ 4 P -H 27 2^) = n^(4rra — /W — 18^m>i-i-4ffi^-i-27w^),
qui ne peuvent être qu'en nombre limité; en effet, d'après la dernière équation, le carré de l'inconmic Z doit être diviseur de
n^{i^l^% — Ihïi" — 1 8 ?mn H- 4 m^-f- 27 11^),
et tant qu'où fixe la valeur de Z, les deux autres inconnues se déterminent complètement par ces équations.
Pour montrer sur des exemples l'usage de cette méthode, nous allons chercher, en premier lieu, l'intégrale
f , '*^ dx.
J V a:*-i-afl-t-x-t-\
Comme la fonction
n'a pas de facteur rationnel du premier degré, on réduira cette intégrale, d'après le M 1, eu posant
De cette façon on obtient
En remarquant que la fonction
ne se décompose en deux facteurs rationnels du second degré
(s'' -+- pz) (2^ -\-rs~i-s) qu'en prenant
^=^1, ri^ — 1, s = — 1,
et que ces valeurs ne vérifient pas la condition
s (p^ — pr H- s) = nombre carré,
on passera immédiatement à la recherche de l'intégrale
suivant le J?. 3. Pour cela ou calculera les nombres
L, Mr., «Il)
d'après les formules (3), en prenant
L'on obtiendra de cette manière
l„= 0, )Wo = — 2, no=— 1,
îj = 4, «i, = 4, Hj =^ 1,
En remarquant que le dernier système dos nombres
est identique au second
on s'y arrêtera, et on conclura tout de suite que l'intégrale
}V3^ — 2ei — z
pour une valeur de 2Â, convenablement choisie, est exprimable en termes finis. Comme dans ce cas
\t.= l, v = 2, on aura, -d'après (4),
f, '-""^ d!!=hg lyv) -^Uog {V7, vi,),
où les fonctions
en vertu de (5), se déterminent ainsi :
_ l'a V— j^qWq-i- j«o
l'.îi'-
k îi"'! -*-
LA
ifanij-t-.
-iî
/"«ï* — 4 ^jJ -I- 4 s^''— a^ — îgï -t- 2 ^j y s' — 2 ^^ — s
D'après cela on trouve
f , "'^ - * = log (y^) -1-4 log (yi; y^)
D'autre part, comme on a
[A = l, v=2, ^o^O, ?i = 4, ^2— — 4, on obtient, d'après (6), pour la constante 2 A cette valeur:
D'où il suit que
D'après ces valeurs de l'intégrale
et de la constante A, la formule (7) nous donne où
Eu portant cette valeur de s dans l'expression précédente de l'intégrale J Vfl;«-t-a^-t-aî^-i '
on obtient en définitive
= ilOB (.'-i-Vx'-^^^--^^-^})'
6 (œ2 — y 3^-1-3:2-1-3; M- j) (a!» -i-J — Va;*-)-»* -i-K-t-S)^
oii
Prenons encore pour exemple l'intégrale
f , "^ fc
J y ^' -I- 5 iS ^ 3 j2 _ ^
Coniine la fouction
se décompose eu deux facteurs rationnels
eu prenant
et que ces valeurs vérifient la condition
s (p^ — pr-i-s) = nombre carré et l'inégalité
pr — 2s > 0,
on réduira, d'après le j\^ 2, l'intégrale
en posant
Ou obtiendra de cette manière
f B-l-J! j _ I f Si-I
Jy.'-^
Ip-
-4-iog
'Vï;-yï7^r9
étant composée de quatre facteurs rationnels du premier degré
ou trouve, pour sa décomposition eu deux facteurs rationnels du second degré
(js^ -t-pz) {s^ -t-rz -\- s),
trois systèmes de valeurs pour p, r, s, savoir:
Or, comme aucun de ces systèmes ne rend la quantité s {f^ —pr -+- s) égale à uu carré parfait, on cherchera l'intégrale
= dis.
par le ]\rs 3. Mais, en passant à la détermination des Bombres
d'après les formules (3), ou devra s'arrêter sur \, eu remarquant qu'il résulte pour lui une valeur fractionnaire
de là on conclura tout de suite que l'intégrale
■ ' ■■= as. ,
et conséquemment celle en question
, dz,
est inexprimable eu termes finis, quelle que soit la valeur de la constante B.
SUR ONE MODIFICATION
(Bulletin phyaico -mathématique de l'Académie Impériale des sciences do St.-Pétersliourg. T. IV, p. 488-438.)
(Lu le 13 octohre 1861.)
Sur une modifleation du parallélogramme articulé de Watt.
Le mécanisme connu sous le nom du parallélogramme articulé de "Watt présente une solution de cette question importante pour la pratique dans certains cas :
Far une combinaison des mouvements circulaires produire, avec une approximation suffisante, le mouvement rectiligne.
Tout avantageux que soit ce mécanisme dans la pratique, on conçoit que, sous le rapport de la précision de son jeu et vu sa complication, il laisse encore beaucoup à désirer. Pour s'eu assurer ou n'a qu'à remarquer que le parallélogramme de Watt produit le même mouvement que le mécanisme à fléau, quoique dans sa composition il contienne deux verges de plus, et que dans les mécanismes de ce genre chaque nouvel élément apporte, évidemment, de nouvelles ressources pour donner plus de précision à leur jeu. En cherchant à reproduire le plus exactement possible le mouvement rectiligne, soit au moyen du mécanisme à fléau, soit au moyen du parallélogramme de "Watt, on n'atteint que le mouvement ovale qui s'approche du rectiligne cherché seulement au point d'avoir avec lui, tout au plus, cinq éléments communs. Or, un tel degré d'approximation est sans doute bien peu de chose pour un mécanisme aussi compliqué que le parallélogramme de Watt, qui se compose de quatre pièces dont on est maitre de disposer, et dont chacune, dans la composition du mécanisme, présente deux paramètres arbitraires, savoir; la longueur et la direction. En ayant égard à ce que les paramètres arbitraires sont ici au nombre de 8, on voit qu'il y a lieu de chercher à composer un mécanisme de même complexité que le pa-
rallélogramiae de "Watt, capable de fournir im mouvement qui soit bien plus proche du mouvement rectiligne cherché, et qui ait, nommément, au lieu de cinq, huit éléments communs avec celui-ci.
C'est ce que nous avons cherché à faire, et nous avons reconnu qu'on y parvient, en articulant entre elles et avec le balancier les quatre verges du parallélogramme de Watt de la manière suivante:
Dans cette figure AB est le demi-balancier sur lequel il s'agit de construire un mécanisme qui produise sensiblement un mouvement rectiligne suivant la verticale VV' passant par l'extrémité B du balancier dans sa position horizontale; BC, DE, CF, FG sont quatre verges qui composent ce mécanisme, C'est le point. qui fournit le mouvement en question, (? l'axe immobile de la verge FG présentant, comme dans le parallélogramme de Watt, un contre-balancier. Toutes ces verges sont articulées avec le balancier et entre elles de la même manière que dans le parallélogramme de Watt, avec cette seule différence que les verges BE et FG ne sont plus liées outre elles, mais assemblées à chaniière avec le contre-balancier FG dans deux différents points E et F. En composant ce mécanisme, on fera les verges GF et FG égales à '^^^ÂB, et les distances BJ) et EQ égales à '^^^AB, en vertu de quoi la ligne BB représentera une moyenne proportionnelle entre toute la ligne AB et sa partie AB, et la ligne EF sera la moitié de AB. Aux verges BG et BE on donnera une môme longueur qui peut être choisie arbitrairement, pourvu qu'elle ne surpasse pas sensiblement la demicourse du point G. Quant au point G, centre d'oscillation du contre-balancier FG, ou le placera de manière que, dans la position horizontale du ba-
lancier, les verges BC et }>E soient verticales, et les verges CF et FG prenneot la même direction horizontale, comme on le voit sur la figure 2.
Telle est la composition du mécanisme qui, avec les mêmes pièces que le parallélogramme de Watt, donnera un mouvement qui s'approchera du rectiligne au point d'avoir avec lui huit éléments communs. C'est ce dont on s'assure très aisément, en déterminant les distances du point C de la verticale VV' (fig. 1) eu fonction de l'inclinaison du balancier*); car par là on voit sur le champ que la courbe décrite par le point G, dans le point
*) Ces distances, i
e il eat facile de le voir, s'espriment pai' la formula
où <p, '\i sont des angles q^ui, en fonctiûji de a, inclinaison du balancier, ae déterminent par ces deux équations:
2 coao
JBG *'\AB
D'où, pour l'espresaion approsîmative de ces distances, û
S — 2 AB
^ m Bv °
correspondant à la position horizontale du balancier, a pour tangente la verticale W avec laquelle elle a, dans le voisinage de ce point, 7 éléments communs, et que cette courbe coupe la même verticale à nue distance de G moindre que BG, ce qui entraine encore un élément commun entre ces lignes dans l'éteadue de la course du point G.
D'après cela ou voit aussi avec quelle extrême rapidité les déviations du point G de la verticale VV (fig. 1) diminuent à mesure que l'amplitude d'oscillation du balancier diminue, vu que ces distances, par rapport à l'inclinaison du balancier sont du 7""^ ordre. Quant aux cas ordinaires de la pratique où l'inclinaison du balancier ne présente jamais des angles d'une valeur considérable, on trouve que le jeu de ce mécanisme, sous le rapport de la précision, l'emporterait très notablement sur le parallélogramme de Watt, Ainsi, par esemple, si l'on considère le cas traité par Prony dans sa Note connue: Sur le parallélogramme du ialancier de la machine à feu (Annales des mines, tome XII), oîi la longueur du demi-balancier ÂB est 2,515 mètres, la verge BG est 0,762 de mètre et la limite de l'inclinaison du balancier est 17°35'30", on trouve que, dans ces circonstances, le mécanisme dont il s'agit ne présenterait que des déviations de la verticale inférieures h 0,05 de millimètre. Mais dans ce cas, suivant Prony, le parallélogramme de Watt présente les déviations qui vont jusqu'à une valeur 40 fois plus grande, savoir 2 millimètres, et qui est loin d'être négligeable dans le jeu d'un pareil mécanisme.
Jusqu'à présent, en cherchant à s'approcher le plus près possible du mouvement vertical, nous n'avons pris eu considération que le nombre des éléments communs entre la verticale et la courbe décrite par le point G, tandis que le rapprochement de ces ligues et conséquemment la précision du jeu du mécanisme dont il s'agit dépend notablement de la position de ces éléments. Cette question a été l'objet de nos recherches dans la 1" partie du Mémoire sous le titre; Théorie des mécanismes connus sons le nom des parallélogrammes, où nous avons proposé des méthodes pour rendre un tel rapprochement le plus parfait possible. Or, si l'on applique ces méthodes à notre cas actuel, on pourra trouver les petits changements qu'on doit faire dans les valeurs des paramètres du mécanisme pour rendre son jeu le plus précis possible. Au moyen de ces corrections, les déviations du point G de la ligne verticale seront réduites à peu près en proportion de 1 à 2' (§ 5 du Mémoire cité), et comme nous venons de voir que, dans les cas ordinaires de la pratique, ces déviations elles mêmes présentent des valeurs très petites, nommément, des centièmes parties du millimètre, on conçoit que, dans ces cas, par les corrections des éléments, la précision du jeu du
mécarnsme pourra être portée jusqu'à une limite inaccessible anx moyens techniques de la construction des mécanismes. On est donc certain qu'il n'y a aucune raison, pour les cas ordinaires de la pratique, de rechercher un mécanisme qui serait capable de donner le mouvement rectiligne avec une précision encore plus grande. Et comme, conformément à ce que nous venons de montrer, on parvient à ce degré de précision par un mécanisme composé des mêmes pièces que le parallélogramme de Watt, usité maintenant, et dont les défauts du jeu se font souvent sentir dans la pratique, on conçoit que notre mécanisme modifié est digne d'uue attention particulière.
Remarquons encore que si dans les valeurs données plus haut des éléments de ce mécanisme on change le signe du radical V 5, on parvient à cette nouvelle forme :
Pour cette nouvelle forme le degré de précision du jeu de ce mécanisme
reste le même ; seulement, pour sa construction, on sera obligé de prolonger le balancier au delà du point B d'une longueur égale à
ce qui présente de grands inconvénients pratiques.
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Sur l'interpolation.
§ 1. Dans le mémoire sous le titre «Sur les fractions continues» j'ai donné une formule d'interpolation par la méthode des moindres carrés, quelles que soient les valeurs données de la fonction à interpoler. Maintenant je vais montrer les simplifications dont cette formule est susceptible dans le cas particulièrement remarquable où les valeurs connues de la fonction sont prises pour des valeurs équidistantes de la variable. Dans ce cas, la formule générale d'interpolation, correspondant à la formule de Lagrange, se réduit à une série, correspondant à la formule d'interpolation de Newton, contenant comme celle-ci dans ses termes les différences finies d'ordres successifs 1, 2, 3,. . . .etc., ce qui offre, comme on le sait, un grand avantage dans les applications. Cette série donne l'expression des quantités à interpoler sous la forme des polynômes de différents degrés selon le nombre de termes qu'on y retient, les coefficients de ces polynômes étant les mêmes qu'on obtient par la méthode des moindres carrés en résolvant tout un système d'équations dont la forme change quand on passe d'une supposition particulière sur le degré de l'expression cherchée à une antre. Il est facile de voir combien la recherche de telles expressions se simplifie par l'emploi de notre série d'oii elles découlent directement et successivement de tous les degrés à partir du degré 0. Mais cette circonstance n'est pas le seul avantage qu'on puisse tirer en employant cette série pour l'interpolation; elle est encore très appropriée pour faire voir à combien de termes, ou, ce qui revient au même, à quel degré dans l'expression cherchée pouvons nous nous restreindre. Dans les procédés ordinaires de l'interpolation par la méthode des moindres carrés il nous faut refaire chaque fois le calcul de toutes les valeurs données à l'aide d'une formule particulière pour chaque supposition sur le degré de cette formule. Cela est d'autant plus péuible que ces calculs doivent être répétés plusieurs fois jusqu'à ce qu'on parvient à
nue expression représentant les données avec im degré suffisant d'approximation, car il est difficile de deviner d'avance le degré d'une telle expression.
Sous ce rapport, notre formule offre cet avantage important qu'en ajoutant successivement un terme après l'autre dans l'expression à interpoler, nous pouvons en même temps voir comment diminue successivement la somme des carrés des erreurs qu'on commet en déterminant à l'aide de cette expression toutes les râleurs données, d'où il est aisé de déduire aussi la moyenne quadratique de ces erreurs, d'après laquelle on peut juger de la suffisance du nombre de termes retenus dans l'expression cherchée.
§ 2. Soit
la série des valeurs données de la fonction m, qui correspondent aux valeurs suivantes de la variable x:
En appliquant dans ce cas la formule générale d'interpolation*), nous trouvons pour l'expression de u sous la forme d'un polynôme d'un certain degré à coefficients déterminés par la régie des moindres carrés^ la série suivante:
S'J'oWwi 24'i(i)«ï 2itî(j)Mi
(1) U = ^„ U^)-*--„ ^i(^)H-4^ ^,ix)-i-....,
2V(') SVW 2V(i)
OÙ
4'o(*). ■Wi'^l i^J^). —
désignent les dénominateurs des fractions réduites dans le développement de la somme
en ft'action continue de la forme
L^, Xg, L^,. . . . étant des constantes. Dans le cas particulier que nous considérons, les fonctions
*) Formule (6) du Mémoire mentionné.
s'obtiennent facilement sans qu'il soit nécessaire de recourir au développement de la somme
en fraction continue; on découvre en même temps, comme nous allons le voir, la loi très remarquable de leur formation en vertu de laquelle la série (1) prend cette forme, commode pour les appliquations, dont on a parlé dans le paragraphe précédent.
§ 3. Pour obtenir les fonctions
sans recourir au développement de la somme
en fraction continue, remarquons que, d'après ce qui est démontré dans le Mémoire cité, ces fonctions, d'une part, sont des degrés
et d'autre part, elles satisfont aux équations
it<f)-^;fi) = o, l^,(.)|j(i) = o,.... |4^_,{i)4*^{i) = o,
ou ce qui revient au même,
(2) |4.^(i)'fi{i) = 0,
pour i«. < X,
Ces propriétés, comme il est facile de s'en convaincre, déterminent complètement les fonctions
en faisant abstraction des facteurs constants qui restent tout à fait arbitraires tant qu'on ne fasse aucune supposition particulière sur les constantes ij, 1^2, Z3,. . . .dans la fraction continue
provenant du développement de la somme
et qui se suppriment évidemment dans la formule (1).
Pour faire voir que les propriétés énoncées des fonctions 4*0 {^)i 4*1 (^)' 4'a(x) , les déterminent à des facteurs constants près, soit
une fonction entière étant comme '\iy (x) de degré X et satisfaisant comme celle-ci aux équations
Or,
"î'o(^)> -l-iW. 'l'A^l 4';,_,{^)» '^x(^)
représentent une série de fonctions entières respectivement des degrés
donc, la fonction entière f(x) de degré X peut être représentée par la somme
Ag ^0 {^) -*-A^'\l^{x)-t-....-^- Ay_j ({'x-i (^) -^ -^x 4^Â (^)' où
étant des constantes.
Kn portant cette expression de f{x) dans les équations précédentes, on trouve
2|jora = ^|']^o(^)^i(i)-^^i|'V(0-^.-..-^-A|4^i(^)4'x(0 = o,
} Ia-^i (^) /■(^)=^o Hx-, H) 4'o{ïJ-....-^x_i f 'l'A -, (^)--^>, f Ia-. (^) ^x(^î=0.
d'où l'on tire, en yertu de (2) les égalités suivantes:
Cela suppose
Ao=0, A^ = 0, 4^_, = 0,
car les sommes des carrés
composées des valeurs des fonctions réelles "i^oC^); ^i(^)i- • • -'l*),—/^)! ^^ peuvent pas s'annuler. Or, les coefficients
dans la formule
f{x) = A,-^,{x)-+^A,'^,{x)-i-.. . .~i-Ai^_^'\>^_,{x)-^A^^^ix)
étant nuls, ou voit que la fonction f{x), satisfaisant comme '^x{x) aux équations mentionnées ci-dessus, est égale à
A-^ désignant un coefficient constant; donc, ce n'est que par un tel coefficient qu'elle diffère de t^j (x), ce qu'il fallait démontrer.
§ 4. D'après ce que nous avons démontré, la détermination des fonctions
'^oH '■l'l{*), |2(^)) .
à un facteur constant près, se réduit généralement à la recherche d'une ionctiou entière de degré X, susceptible à satisfaire à l'équatiou
?]j (a;) étant une fonction entière de degré [j., et ^ un nombre entier variant de 0 à X — 1 inclusivement.
Pour faciliter la recherche de la fonction f{i) d'après cette condition, nous allons la considérer comme la différence finie d'ordre X d'une certaine fonction F(i). Cela posé, mettant pour f(i) son expression
dans l'équation précédente, nous la réduirons à la forme suivante 2 4..(.)A'F(i) = 0.
Or en remarciuaut que chaque somme do la forme ^ U^ A V^ peut être transformée comme il suit;
(5) 2 v.^''Vi=u^_^!^'-'v—LU^_^^'•~''v.-^ ~{~'yf^~^u._^. V.
(ce qu'on vérifie aisément en prenant les différences finies des deux membres de cette égalité), noua trouvons d'après cette formule
D'ailleurs, '^„{^) étant une fonction entière de degré moindre que À, la différence a''({i (i — X) se réduit à zéro et l'expression précédente de la somme S-Jj («)A^i^(i) devient
2.if^(i)i!-F(i) = it^{i-\)\^-'F{i)-à\^{i~'i)A''-'F<f)^. . . . _(_!)» A*-' 4;^(»->,).F(i)H-a D'où l'on voit que l'équation
i)4»iî
sera satisfaite, si pour les limites
i = 0, i = « les fonctions
se réduisent à zéro, ou, ce qui revient au même, si pour les mêmes valeurs de i, les expressions
F(S), Fii-t-1), F{i-i-2\ F{i-i-l~l)
sont égales à zéro, car dans ce cas la fonction F{i) et ses X — 1 différences finies s'annulent pour ^ = 0 et i = w. Or l'annihilation des fonctions
F{ï), F{i^ï), Fii-i-2),.... F(zH-X— 1),
pour i = 0 et i^n, suppose qiie la fynction Fii) s'annule pour
et pour
et contient par conséquent dans son expression les facteurs
i — n, i — w — 1, i — Il — 2,.... i — n — X-i-1.
Donc, l'équation (3) sera satisfaite si, en posant
f(fl = A'-F{ij,
nous prendrons pour F(i) une fonction contenant comme facteur le produit
i{i—'[)ii—2)....(i—X-^-l){i—n)(i—n—l)ii—n—2)....ii—n—'k-^~l).
D'autre part, pour que la fonction cherchée f{i) soit de degré X, la fonction F{i) dans la formule
doit être évidemment de degré 2X et par conséquent du même degré que le produit
i{i—l){i—2)....{i—'k-t-ï)ii~n)ii—n—l){i—n-2)....{i—n—}.-i-l).
D'où il suit que la fonction f{i) de degré X, susceptible à satisfaire à l'équation (3) est donnée par la formule
en prenant
Par conséquent, en vertu de ce qui a été démontré dans le paragraphe précédent à l'égard des fonctions
«j>oH ^M, ^^{x), ,
elles seront représentées généralement par la formule
(6) '^yix)=CyA^x(x—l)....{x—l-i-l){x—n){x—n'~i)....{x—n—'A-t-l),
C( étant un coefficient constant.
§ 5. A l'aide de l'expression trouvée des fonctions
la détermination des sommes contenues dans notre formule
î%{i]Ui l'i'iW'',' 2tl;j(i)«i
it=^ 'l'o (^) -+- "« '^i (^) -*- ""« 'Wi^)-^ î
2VW ^V» 2;vW
est considérablement simplifiée.
Nous allons montrer maintenant que les sommes
contenant les quantités Uq, u^, n^,. . . ., se réduisent à des sommes, composées des différences finies de ces quantités d'ordres 0, 1, 2,. . . ., et commodément calculables; quant aux sommes
2f,(i), 2'^',(i), if,(i) ,
qui ne contiennent pas ces quantités, elles se déterminent définitivement.
Pour transformer les sommes du premier genre, remarquons que leur forme générale est
qui se réduit, après la substitution de l'expression (6) de ^lis:}, à la suivante :
(7) G^^^ti^A^i{i—l) {'(— A-i-l)(«— m)(ï— w— 1) (i— )?.— Xh-1).
Or, en vertu de la formule 2 U-A^ V^= Uf_^ A^'-' V—A U-_^ A^-^ r^-f- .... — i—lf ù^-' U^_y Vi
mentionnée ci-dessus (5), en y posant
JJ^ = u^ , V.^î{i—\) (i — X^-l)(ï — î^)(^ — « — 1) {i—n~\-\-l),
et remarquant qu'alors la fonction F^ et ses différences AF,-, A^ V.,....A.^' ' F^ s'annulent pour i = 0 et * = n, nous trouverons
^u^A^Hi— 1) (i — A-i-l)(i — ïî)(i~n— 1) . . .(i — n—l-t-l) =
(-if-hii—l) {i—l-t-l}(i—n){i-n—l} . . (i~n—X-t-l)A^u^_^,
ce qu'on peut représenter sous une forme encore plus simple, remplaç-aut dans la seconde somme * par i-t-\, ce qui donne
{— 1)^2 (ï-hX){ï-i-X— l)..,.(îH-]) (ï-i-X— w) (ï-i-X-w-l)....(-i-n-t-l) ASf,,
ou, ce qui revient au même,
"2 {i't~l){i^2) (^-^-X)(M-—^— !)(« — « — 2) (k — i— X)AS(;.
Or comme dans la dernière somme à partir de i =: — Xài = — 1, et de i:=n — X h i^n — 1, la fonction se l'éduit à zéro, on pourra y remplacer les limites
par les suivantes:
sans en altérer la valeur et d'après la formule trouvée, ou aura ^u.A^i{i'~l) (^ — X-i-l)(ï — )î.)(i — H — 1) (i— ii — X-i- 1) =
ce qui donne, en vertu de (7), la formule suivante pour l'évaluation des sommes
jo(i)M..,54i,(î)î(;, 2.^^{ï)îi
§ 6. Passant au calcul des sommes
remarquons que l'équatiou (8), pour
donne, à l'égard de ces sommes, la formule générale
C^2'(é-i-l)(î-H2) (i-i-X)(tt— i-^ l)(ra— i— 2) (n~i—X)A'^^{i-).
Eu vertu de la formule (6), on trouve
ClA*î(t— 1) (! — X-l- !)(! — »)(! — )!— 1) (i_„__x-i-l),
ce qui nous donne
et par suite l'expression précédente de la somme
se réduit à la suivante
Pour faciliter la transformation ultérieure de cotte formule, remarquons que
en vertu de quoi la formule (9) peut être représentée sous la forme
• '■ '■ 0 LA'(s-i-À)(i-i-X— 1) (i — X-*-l)
Appliquant à la somme 2(»— ! — 1) (»— i— 2) (n— !— X) A^îH-X) (t-f-X— 1) (i— X-i-l)
la formule (fî) qui donne généralement
2 U, A> r,= f7,_j â'-' F— Af7,._, A*-' F,-i- .... — {— 1)* A*"' F,_i . F,
H- (— 1)' 2 a' P,_j. F, -1- 0, nous devons poser
F;. = (!-t-X)(!-HX— 1) (! — X-r-1).
Or dans ce cas, les fonctions
s'annulent pour i ^ 0, et les fonctions
V,_„ AP,_,, A*-' !/,_,_
pour i^n; donc en appliquant cette formule à notre somme, les termes
U,_, a'-' F, — A i7,_, a'--' Fj -h .... — (— l)' a'-' i7,_j . F, se détruisent et la somme se réduit à
D'après la valeur mentiouée ci-dessus de la fonction U^, nous trouverons
a'£/,_j = A*(ii — i-i-X— 1) {« — «-1-X— 2) (» — »)
et remarquant que
F, = (!-i-X)(î + X-l)..,.(i-X+l), nous réduirons ainsi la somme 2(n— «— l)()i— i — 2) (n— !— X)A'(i-i-X)(!-i-X — 1), . . .(!— X-i-1)
à la forme suivante :
Quant à la recherche de cette dernière, elle se fait facilemeut à l'aide des procédés connus du calcul inverse des différences. Ainsi, sachant que
_1_ (iH-X) (i-HX-l). . . .{l-l)-^G,
et remarquant que l'expression
se réduit à 0 pour i = 0 et prend la valeur
^^ (n + X) (n-i-X— 1). . . .(n — X) ou
pour i = n, nous obtenons
En vertu de cela, nous trouvons d'après la formule précédente que la somme
est égale au produit
ce qui, étant substitué dans l'expression trouvée de la somme 2'|^^(^), donne la formule
§ 7. En vertu de ce que nous avons inoutré par rapport aux valeurs des fonctions ^o(ic), ^^(x), ^^(x),. . . ., renfermées dans la formule
I +„((]•( 2+,«»( ïfc(i)»(
et aux sommes de la forme
cette formule se réduit à la série suivaDte :
2!.i 3Î{i-t-l){n — i—l)àni
(U) «"~-i- ' i...(.;_ii) \x(x — n)-t-
6l(iH-l)(iH-2)(«-i-l)(»-i-2)a%(
~ ii:2i„(.«-i-l(.'-2') A'a;(a;— 1) (i — ») (i — m — 1) ^
7Ï(i-H)(i-H2)(iH-S)(«-(-l)(«^i^21(l
w (nî — iï) (m
l'expression dri terme général étant (2i-n)|{i-nl....(iH-i)(«-,-i)....(,-i-i)i'-,,, rx(x—i) {x~-\^ 1) X
Quant aux valeurs des fouctious
dont dépendent ies termes de cette série et que nous désignerons, pour abréger, de la manière suivante
elles se déterminent facilement par les procédés ordinaires du calcul des différences finies. On peut d'ailleurs déduire sans peine plusieurs formules pour leur évaluation. Ainsi, en vertu de l'égalité connue
qui détermine la différence A*' d'un produit de deux fonctions, en y posant
nous trouvons l'expression suivante de A^{x):
X(a:Hh-X — n){x-^l — n~l)....(ci) — n-t-l)-t
^-^.ZA X.X(X— l)((rH-A — « — 2) {x — n~t-l)x{x—l)-i
qu'on peut écrire d'une manière plus abrégée sous la forme;
'{x-t-X — n) {x-i-X — n — 1). . . .(x — h -h 1) -Y^(x-t-'/. — n — 1). . . .(x — n-+- 1)3: -^^%^'{(e-i~l—n-~2) ix—n~i-l)x{x—l)
Une autre formule plus commode pour le calcul de a'' (x) se trouve au moyen de la formule connue
en l'appliquant au développement du produit
sous le signe à*' dans l'expression
ce qui nous donne
^r(-iri.2,...xx]_
(>-l)XpH-l)(l-i-2)a;(^-l) (n— l}(n — 2) lî,22
On peut trouver eii outre une équation pour la détermination successive des fonctions
Remarquons dans ce but que les fonctions
qui, d'après ce qui précède, s'expriment comme il suit:
li._,(ï) = Cx_,A''-'(i), doivent être liées par l'équation
car les fonctions
■^M^ |i(iC), ^^{x), 4'x-i(^)' '^x(^)' 'h-^x^^)^
désignent les dénominateurs des réduites de la fraction continue
En même temps la fonction
doit être linéaire,
c'est à dire do la forme
car, comme nous le savons, les fonctions 4'à_m (^Jt 4^(^)' 4'),— 1(^) ^"^^^ ^^ degrés X-«- 1, >,, X — 1, ce qui suppose, en vertu de l'équation précédente, que %_^y est du premier degré. Mettant Ax-^B h.\B. place de gj_^j dans cette équatiou et substituant les valeurs trouvées ci dessus des fonctions tjjj _i_j (a;), ^■f^ix), 4')^_j(ic), nous trouvons:
q_^j a'-^"' [x) = (Ax -+- B) C\ A' ix) ^ Zj^^j C\_^ A''~^ (ic),
ce qu'on peut écrire, après avoir divisé pai' C■^^^ , comme il suit:
A^'^' (ï) = {Mx -+- N) A^ (x) -+- F A^'^' (x),
Après avoir trouvé ainsi la forme de l'équation qui lie les fonctions
nous trouverons facilement les constantes M, N, P qu'elle contient; on n'a que d'y substituer les valeurs des fonctions
pour trois valeurs distinctes de x et chercher pour quelles valeurs des constantes M, N, P les équations ainsi obtenues se trouvent vérifiées. Ainsi, faisant successivement x = 0, â^^ l, a; = 2, nous trouvons pour déterminer les constantes
M, N, P, les trois équations suivantes:
a''"^' (0) = NA'' (0) H- P A^-' (0),
A^^' (1) = (iVf-+- N) A^(l} -+- PA^^-^ (1),
d'où l'on tire pour M, N, P les valeurs que voici:
Jf = ^^•"^' (ij „ ^^-^' m __ p M^^' (1) _ a^-' {o)\
ce qui donne, après la substitution des valeurs de
tirées des expressions trouvées ci-dessus de la fouction A''(x},
iV = — (2X-Hl)(n— 1), M=2 (21^ 1),
et par conséquent, d'après ce qui précède, on obtient l'équation suivante entre les fonctions A^"^' (x), à} (x), A^ ~' (x) :
En vertu de cette équation et observant que
nous trouvons successivement
^\x)~5{2x — n-^-lf~-n^-^-l,
A^{x) = 15(2x — n-i-lf — S(3n^ — 7)(2x — n-i-l),
A*(ic)= l05{2x~n-^-\y—^QiZn^—n){2x—n■^~lf-^-Q{fl^~l){n^~9),
A^{x) = 94^5(2x — n-i-lf—l050(n^—7)(2x — n-t-lf
H- 15 (15n* — 230?i^H-407)(2a: — n-i- 1), etc. '''■).
§ 8. En développant u à l'aide de la formule obtenue au § 7 et en y retenant un nombre plus ou moius grand de termes, nous obtiendrons les expressions de m sous la forme des polynômes de degrés plus ou moins élevés, représentant la fonction u avec une approximation respectivement plus ou moins grande. A l'aide de ces expressious approchées de u, on obtiendra ses valeurs
Mfl, Zfj, u^,. . . . u^_,
avec des erreurs plus ou moius considérables; nous aîlons nous occuper
*) Ces fonctions, comme il est facile de voli', satisfont h l'éç[uation auiYantc aux diffé-
{x-^2){x-^2~ ») A^ r-r- (2.V -,-3-n — V- ~ X] i Y— X (1 -i- 1) Y = 0, >. désignant le degré de T.
maiutenant de la détermination de la somme des carrés d valeurs de
j erreurs daos les
qu'on obtient de cette manière, en retenant un certain nombre donné de termes dans le développement de u.
Eu prolongeant le développement de u d'après la formule (1) jusqu'au, dernier terme, nous trouvons:
2 +„(»)«( 2+,(i)«,- (13) U=^\ '\>oi^)->--\ ^A^)-
SKW"»
ce qui donne, comme il a été dit dans le Mémoire mentionné, tout à fait exactement toutes les n valeurs de la fonction n.
Elevant au carré les deux membres de cette formule et sommant pour toutes les valeurs entières de x depuis ^ = 0 jusqu'à x^n, nous aurons pour déterminer la somme
l'expression
2VW Sil^iM')
^Wli)
Or (§ 2), comme en vertu de la propriété des fonctions !„ (œ), 'j'i («), 4^3 (ic),. ... la somme
s'annule pour des valeurs inégales de ^ et v, l'expression précédente se réduit h celle-ci :
2fc'('),
(lui donuc, après une réduction, l'expression suivante de la somme ^it?:
D'autre part, en faisant passer dans la formule (13) X -h 1 termes du second membre au premier, élevant au carré et sommant depuis ic = 0 jusqu'à a; ^ n, nous obtenons d'une manière analogue pour déterminer la somme
2*oB»(
-hM)
l'expression suivante
Or, d'après la composition de cette somme, on voit qu'elle représente la somme des carrés des erreurs dans les valeurs
llg, M,, iig, . . . . «„_,,
calculées à l'aide du développement de u en série
2VW 2»i'W
lorsqu'on l'arrête au (Xh- 1)"'° terme 2 itx W «f
-<l'lW-
Donc en représentant, pour abréger, la somme de telles erreurs pjir nous aurons, par ce qui précède
En comparaut cette expression de la somme 2d)^ à l'expression trouvée cidessus de la somme X it?^ nous remarquons entre elles la relation que voici:
qui nous servira pour la calcul de 2d-^^.
Quant aux valeurs des termes qui figurent dans cette formule, remarquons qu'en vertu de (8) et de (10), on a généralement pour toute valeur deX
(2+Xli)M;Y (2X-i-l)(l(i-.-l){»-.-2)...,(M-X)(n-i-l)(n-i-2)....(«-»-i)A^"iT
par conséquent cette formule prend la forme
(2X^Hl)(^2(i+l)(i+2),...(i-i-;,){«-»-l)(™-i-2).. ..(«-»-?>) A^«iJ '~" 1Î.2*. . . .iî.H (tt^ ~ 1') {b* — 2^). . . .(««— X2) '
et donne la relation suivante entre les sommes -2(^^, 2,d-^_^^:
(2 X-I) { î (i-^l) ((-t-3). . . (i+X) (»-i-l) (n-i-2) , . . [n-i-l] ù?^UiJ Zd^ =Zd^_^^ ■ "~lî.2ï. . . .)à:ÏÏ(ÏÏ^-1«)(«î^2î). . . .{n»-)fi] '
d'après laquelle il est facile de calculer successivement les sommes
Zd^^, Zd^^, Zd^,
et de voir comment elles diminuent à mesure que le nombre de termes retenus dans le développement de u augmente.
Quant à la première somme 'S.d^, il est facile de voir d'après les formules précédentes, qu'elle est égale à la somme des carrés des différences entre les quantités
«0, M,, Mg, .... î(„_j
et leur moyenne arithmétique
parce que cette moyenne représente le premier terme du développement de u{U).
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Sur l'intégration des différentielles qui contiennent une racine cubique.
§ 1. Dans le Mémoire soua le titre Sur V intégration des différentielles irrationnelles j'ai montré comment on trouve, dans l'intégration sous forme finie des différentielles contenant «ne racine quelconque, le terme algébrique ainsi que les équations qui déterminent séparément chaque terme logarithmique. Pour résoudre complètement la question sur l'intégration soua forme finie de ces différentielles, il reste à donner le procédé pour calculer les termes logarithmiques d'après les équations qui les déterminent. Jusqu'à présent un tel procédé n'a été donné que pour les cas les plus simples.
Dans le Mémoire connu d'Abel sur l'intégration de la différentielle ^^ (Oeuvres compl., t. I, p. 65) nous trouvons un tel procédé pour le cas du radical carré, p étant une fonction entière et B une fonction sans facteurs multiples. Dans le Mémoire sous le titre Sur l'intégration des différentielles gui contiennent -une racine carrée d''un polynôme du troisième ou du quatrième degré j'ai montré que par le même procédé on peut déterminer les termes logarithmiques de l'intégrale \^ dx dans le cas même de p fractionnaire, pourvu que le degré du polynôme R ne dépasse 4. Ce procédé de la détermination des termes logarithmiques dans l'expression de l'intégrale f -^ dx consiste, comme on le sait, dans le développement du radical y M en fraction continue de la forme
les fractions réduites, que l'on obtient en développant l'expression V R, donnent les deux fonctions inconnues qui figurent dans le terme logarithmique
de l'intégrale jy^dx pour les cas considérés. On peut démontrer que ce procédé de la déterminatiou des termes logarithmiques s'étend à tous les autres cas de l'intégration des différentielles contenant une racine carrée et qu'il ne faut pour cela que prendre le développement du radical V R en fraction continue de la forme plus générale, savoir :
où s^, Sg, S3, sont certaines fonctions de x. iMais si le cas des radicaux
carrés peut être résolu toujours à l'aide des fractions continues, il n'est pas difficile à remarquer que les cas des radicaux des degrés supérieurs exigent une autre méthode; dans ces cas la détermination du terme logarithmique se réduit à la recherche des fonctions inconnues au nombre dépassant deux; tandis qu'à l'aide de fractions continues on ne résout que les questions à deux fonctions inconnues. Afin de montrer en quoi consiste la méthode remplaçant, dans le cas des radicaux de degrés supérieurs, le développement en fraction continue qui donne les termes logarithmiques dans l'expression de l'intégrale Jy^ dcc dépendant du radical carré, je montrerai dans le présent Mémoire l'intégration sous forme fini de la différentielle 1-- dépendant
d'un radical cubique VH, en supposant (comme l'a fait Abel dans le Mémoire cité ci-dessus, par rapport aux différentielles dépendant du radical carré) que p est une fonction entière et y Jï n'a pas de diviseur rationnel.
§ 2. Comme la détermination du terme algébrique dans l'expression des intégrales en question ne présente, comme on l'a remarqué, aucune difficulté, nous supposerons que ce terme a été préalablement éloigné de l'expression de l'intégrale f,— dx. Cela posé, d'après le § III du Mémoire
cité sur l'intégration des différentielles irrationnelles, le degré de l'expresion
ne dépassera pas — 1, et, d'après le § VIII du même Mémoire, le degré de l'expression
ne peut" être inférieur à — 1; car autrement le nombre de termes dans l'intégrale [t^ dx serait égal à 0. Donc l'expressiou -^ doit être du degré — 1, ce qui suppose l'égalité des degrés des fonctions "K^, -^. En appelant \ le uombre entier désignant le degré de la fonction rationuelle ^, nous trouvons doue que la fonction iï doit être du degré 3 X, c'est à dire de degré multiple de 3. D'autre part, comme, d'après l'hypothèse, le radical vH n'a pas de facteur rationnel, la fonction B ne doit pas avoir de facteurs linéaires avec l'exposant supérieur à deux, et par suite elle sera, en général, de la forme
01! iîj, J?3 sont composés de facteurs linéaires distincts.
Après ces remarques préliminaires nous passons maintenant à la détermination de l'intégrale \~- dx. Puisque ici, par supposition, p est une fonction entière et le radical VjS n'a pas de facteur rationnel, l'expression de cette intégrale par logarithmes sera, d'après le premier théorème du Mémoire cité ci-dessus, de la forme suivante:
(1) j^dx = Klog[<f{fM).f{o^fE).^<'\<y? fB)l
où ç [V^E) est une fouction entière de la variable x et du radical VB, K — une constante, a — une racine primitive de l'équation binôme
Comme 9 iVR) est une fonction entière de x et de vR^ elle sera eu général de la forme
où X, T, Z sont fonctions entières de x, ce qui, en remplaçant U par R-, S.\, se réduit à
oà les radicaux VB-^B^, VR^B^ se déterminent l'un par l'autre comme il suit:
(fR,B^^f=B^fB,Ui^.
D'après cela, eu mettant dans la formule précédente simplement Z à la place de Zli^, nous concluons que la fonction 9 (Viî) figurant dans l'espression ci-dessus de l'intégrale
\ ^ dx sera en général de la forme :
X-H YfB,B^^-f-Zfn,^n
où X, Y, Z sont fonctions entières, le radical Vll^ U^ est identique à y'B et le radical V R^R^ se détennine ainsi:
i?2 fRjB.^ = {-Vn^if = {fHf.
Il L'est pas difficile à remarquer que dans cette expression de cp { "l^ R) les polynômes X, Y, Z peuvent être censés délivrés de leur commun diviseur; car cela est équivalent à la supression dans le produit
cp (T^iï) . <p" {a -i^R) . 9"' (a? fS)
de ce facteur élevé à la puissance 1 -f- a -i- a^, et la somme 1 -+- « -i- a^ se réduit à zéro, d'après la propriété des racines primitives de l'équation a? — 1 = 0. D'après cela nous supposerons toujours que dans l'expression de la fonction 9 {VR) par la formule
<^{fR) = X-i-l-V%X^^Zi/R^^
les polynômes X, Y, Z n'ont pas de diviseur commun.
De plus, il est facile à voir que l'expression de l'intégrale par la formule (1) peut être présentée de sorte que les fonctions 9 {VU), tp [o-VM)^ 9 (a^ 'VR), s'annulant pour une valeur quelconque x = x^, ont pour facteurs des puissances entières (et non fractionnaires) de a; — x,. En effet, cette formule peut être représentée ainsi :
^^~dx=^K\og[yHfR).<{>^^iafR),f^^^ia'fM)j ou
l^i^ix = ïï,\ae[<f,(flt).,„''(r^fjt).f(efBf\,
OÙ
La fonction 9o(V7J) a évidemment la même forme que celle de (9 V E), c'est à dire X^i- Zf'RiR^^ -i- Zf'Ri^R^; or, d'après son expression par
la foûctiou cp {Vît), ou voit que si ^^(a'^yiï) s'annule pour x = x^ et contient en facteur la puissance n de x — x^, la fonction 9 {a** VE) doit s'annuler de même pour x — x^ et contenir en facteur la puissance ^Aex — x^, ce qui suppose n entier, car ç (VB), étant une fonction entière de x et du radical cubique YE, ne peut contenir en facteur la puissance fractionnaire de X — x^ autre que celle qui a 3 pour dénominateur.
Nous supposerons toujours que l'expression de notre intégrale est réduite à la forme dans laquelle les fonctions fCVE), fiaVE), (fia^VE), s'annulant pour une valeur quelconque x = Xj, ont pour facteurs des puissauces entières de a; — x^, et que les polynômes
qui figurent dans la fonction (^{yil), n'ont pas de diviseur commun. Cela posé, il n'est pas difficile à voir que pour aucune valeur de x toutes les trois fonctions
fifE:), r^iafE), <p{a^fE)
ne peuvent s'annuler simultanément . En effet, nous avons
(p ( f iï) = X -1- r T^^fî^H- Z f iVÂ. ce qui donne pour la détermination des expressions:
cp(a fE) ^X-^^a.YfE^^-t-a.'ZfB^^ ^,{a? fE) = X-\-o? YfE^-t-téZflRfR^;
d'où il suit, en vertu de la propriété des racines de l'équation œ' — 1=0:
9 [fm H- 9 (a fE) ■+- 9 (a' fE) =3X,
ç (fjt) -H a tp (et fE) -4- a^ ç (a^ fE) = 'àZ fîi^,
9 (fE) -t- a" 9 (a fS) -i-a'f (a^ fM) = 3 YfË^.
Or, on voit de ces équations que si toutes les trois fonctions
9(f_R), 'û{afE), <s{efE)
s'annulent pour une valeur quelconque a; = a;^, et, par suite, sont divisibles, d'après ce qu'on a démontré, par des puissances entières de a; — x^, il en sera de même à l'égard des fonctions
et comme d'autre part les fonctions B^, R^ sont composées de facteurs linéaires distincts et, par suite, les radicaux
ne peuvent contenir en facteur une puissance supérieure à -g- <^6 '^ — ^i i cela suppose que les fonctions
coutiennent le facteur x — x^, par conséquent qu'elles admettent le diviseur commun; ce qui est contraire à notre supposition.
§ 3. Comme p dans la différentielle en question
est une fonction entière, nous parvenons, en vertu du § IX du Mémoire mentionné à la proposition suivante concernant la détermination de la fonction ^{VH) qui figure dans l'expression de l'intégrale
par la formule
L'expression
9 (fM) . tp" {a fS) . (p »' («^ fi?)
reste finie ^otir toutes les valeurs finies de la variable.
D'après cela il n'est pas difficile à démontres que les fonctions
9("l^iî), ^(afS), fùioc'i/R)
ne s'annulent pour aucune valeur finie de la variable. En effet, en supposant qu'une valeur quelconque x^x^ annule une ou plusieurs de ces fonctions
et désignant par [Xq, p.^, ^.^ les exposants du facteur ce — œ^ daos ces fonctions, nous trouvons que le degré du facteur x — 3;, dans le produit
ç ( fïi) . f (a fM) . tp»" {sa fR) doit être égal à
et comme, d'après la propriété énoncée, ce produit reste fini pour x^x^, la somme [a-i- n-^an-i^ga^ doit se réduire à zéro. Mais, d'après la propriété des racines primitives de l'équation a^ — 1=0, l'égalité
où iip, fi^, iJLj sont, comme on l'a vu dans le § précédent, des nombres entiers, ne peut subsister que pour
ce qui ne peut avoir lieu, car cela suppose que toutes les trois fonctions
■'!i{fB), <^i<^.fM), fi'iâfî}]
s'annulent pour x=;x^.
Après avoir démontré qu'aucune de ces fonctions ne se réduira pas à 0 pour une valeur finie de x, nous remarquons qu'il en sera de même à l'égard du produit
et comme ce produit présente évidemment une fonction rationnelle et entière qui ne peut rester différente de zéro pour toutes les valeurs finies de la variable que dans le cas oîi elle se réduit à une constante, nous en concluons que
(2) f{fîi}.f(oc fit) . 9 («^ fB) = G,
où G désigne une quantité constante.
g 4. Eu vertu de la proprosition du § précédent nous voyons que la possibilité d'exprimer l'intégrale
\^dx
par la formule (1) suppose la possibilité de satisfaire à l'équation (2) par la fonction <p (Vit) de la forme
X-i- r fË^-^Z fM,^n
où X, Y, Z sont des fonctions entières de x, et ïij B^ est la décomposition du polynôme _B en produit de facteurs simples et doubles. Eéciproquemeut, en supposant que la fonction
satisfait à cette équation, on prouvera par différentiation que l'expression
K log [tp ( VR] . 9" (a pB) . m*' (a^ fR)] ,
sera la valeur de l'intégrale:
J fB '
où p^ est une fonction entière. En appliquant à cette intégrale ce qu'on a dit dans le § 2 relativement à l'intégrale
nous remarquons que l'expression /"- sera aussi du degré — 1. Outre cela, ii est facile à voir que les iutégraies de la forme
obtenues au moyen des solutions de l'équation (2), seront égales à un facteur constant près.
En effet, soient
i t/b ' i Vb
deux intégrales qu'on obtient au moyen du procédé indiqué ci-dessus en prenant pour -p (1^-fi) deux solutions différentes de l'équation (2); ces intégrales s'exprimeront seulement à l'aide des logarithmes, donc il en sera de même par rapport à l'intégrale
quelles que soient les valeurs des coefficients constants CoetC,. Or, en choisissant convenablement les coefficients 6^, C^, on peut réduire l'expression
Cq Po — Ol Pi fi pQ f^ P|
à celle de degré inférieur à — 1, puisque d'après la remarque ei-desans,
les expressions
JfL- -El Vb' Vb
seront de degré — 1; mais dans ce cas {§ 2) le nombre de termes dans l'expression de l'intégrale
J Vb
se réduit à 0 et, par suite, sa valeur est ttne constante, ce qui suppose l'égalité
CoPQ-O.Pl„Q
D'où il suit que les intégrales
ï^dx, \/^dx,
J j/B ' J i'jî '
déduites des différentes solutions de l'équation, ne diffèrent que par des facteurs constants.
Donc, il est clair qu'afin d'obtenir toutes les intégrales de la forme
ï^dx, J Vu '
exprimables par la formule (1), il suffit de trouver uue solution de l'équation (2), et qu'à l'aide de cette solution nous trouverons toutes les valeurs de la différentielle ^ dx, intégrables par une telle formule, en différentiant l'expression
K log [^ {fR) . ^" (a fE] . 9»' («^ fBj],
où la fonction 9 (y^H) satisfait à l'équation (2) et K est un coefficient arbitraire. Dans le cas, où il est impossible de satisfaire à l'équation (2) pour une certaine valeur de R, aucune intégrale de la forme J ~- dx ne s'exprimera par la formule (1).
Notre problème de l'intégration de la différentielle de la forme
Vu se réduit ainsi à la recherche de la solution de l'équation
f (i'n) . f (n f-B) . » (a» fs) = 0,
où
^{fB) = X-i-Tfit^B/-i-Zfs,'B, et
c'est ce qui nous occupera dans les paragraphes suivants.
Indiquons encore ici le lion qui existe entre la question sur l'intégration de !a diiférentielle
dont il s'agit, où B ^ ^i^^^, et la même question à l'égard de l'intégrale \^ — dx^ où Ba^B^^B^. En appliquant à la dernière intégrale ce qu'on
a déduit relativement à la première, nous trouvons que l'expression de la nouvelle intégrale par l'expression de la forme (1) sera la suivante:
l^dx=K, log [f,(fB,).<f„'{cc iyB„).f„''(«>fB,)],
où la fonction
% C^B,) = X, ^- r„ fB;'B, -4- Z, i^ïtf
représente la solution de l'équation
», (fB,) ■ 9, (a fB,) . cD„ («' fjK,) = G.
En comparant la forme des fonctions
(p, (fs,) = 2, H- r. fB^B^-H z, -VTÇB}, îf, (tt fii.) = X. -t- « r, i'BfB, -1- a" Z„ fBjB,', tp, («' fB,) = X, -I- a> r, fB.'B, -+- a Zo t-B,*/,
~ 573 — qui y figurent, avec celle des fouctioiis
qui détenûiueut la valeur de l'intégrale
pour B = BjB^\ nous remarquons, d'après la forme de ces fonctions, qu'où peut poser
<?,{fB,) = <f{-fB},
Comme pour ces valeurs des
9o(^^o1. <Po(«>^-fio), 9o(a'>^-So) l'équation
9o (fB^) . % (a fli,) . % (a^ fB^) = G
se réduit à l'équation
9(y'iî).9(afi?).9(a^ fB) = G,
à laquelle satisfait la fonction '^{'VB), il n'est pas douteux que ces valeurs des fonctions ^CVB), %(ayil), q>^{a^yB) correspondent complètement aux conditions de la formule ci-dessus qui donne la valeur de la nouvelle intégrale
donc, nous trouvons d'après cette formule
^^dx^K^ log [ç ( fR) . 'f W? fB) . ç"= (a fBJj . Ainsi la fonction (^(VB), que l'on obtient en résolvant l'équation
ç {fB) . ® (a fR) . <p (a^ fM) = C,
— 574 ~ va nous servir à déterminer l'intégrale
aussi bien dans l'hypothèse de
M = E, E^\ comme dans celle de
dans le premier cas l'expression de cette intégrale sera donnée par la formule
K log [ç (fE) . f (a fE) . ç«' {a? fE)], et dans le second cas par la formvile
K\Gg{^{fE).(f{<y? fE).nj^^[y.fE)\.
§ 5. Quant aux solutions de l'équation
9 {fR) . (f {« fE) . cp («^ fE) = G, où la fonction fCVi?) est de la forme
il est facile à voir qu'au moyen d'une seule de ces solutions on peut en trouver d'autres en nombre intini. Eu effet, si l'on satisfait à cette équation en posant
^{fE) = o,(fE),
où ^^{VE) est une fonction de la forme
X-i- YfË^-i-ZfËfR
et l'équation dont il s'agit se réduit pour cette valeur de (p{"ï^iî) à l'égalité
[9, (fB) . ç„ (a fB) . ço {«s f Jî)]i^-^(^i-^(^ z= C,
qui aura lieu si la fonction 9u("|/iÈ) vérifie notre équation.
En vertu de cela il n'est pas difficile à montrer que pour chaque équation résoluble
9 {fB) . 9 (a fB) . 9 (a^ fB) = G,
ou peut trouver une telle solutioû, dans laquelle la fonction 9 {VB) est du degré négatif et les fonctions ç (« fjl) et 9 (a^ fB) sont de degrés positifs égaux entre eux.
En effet, soit
i!^{fB) = o^{fE)
nue solution quelconque de notre équation; Wg, m,, n^les degrés des fonctions
^>,{fB), ^^{y.fB), fraisa fB)
et N le plus grand des nombres Wj,, «,, n^. Eu posant dans la fonuule cidessus qui détermine les solutions de notre équation d'après l'une d'elles
nous trouvons
9 (fB) = 90^-'"'^ (tiJ) . 9/-"' (a tiï) . 9/-"» {y? fB).
En remarquant que, d'après l'hypothèse, les fonctions f^^{fB), ^^{a fB), 9o(a^"V^i2) sont des degrés «o, «,, n^, nous trouvons d'après cette formule que les degrés des fonctions
9(tiî)-9/-^{^^M'o^'""U« t-B).9o''~"^(«^ ^^S,), 9 {a tJÎ) = 90''-"'' {^ '^^) ■ 9/^"' («' ^P^) ■ 9/^"' C"^-^), 9 (a^ y^S) = 9/-"" (a^ fB) . 9o^-"' (fB) . 90^""= {« f'iï)
ont les valeurs suivantes:
N («0 -*- «, H- «j) — n^^ — «/ — n/, iV" (no H- «i -H «3) — n^ «1 — w^ «g — «3 Ho , iV {np -H n, -I- «3) — Wfl **2 — **i '^o — w-a **! ■
Or la somme «o -+- Wj -+- % désignaut le degré du produit
q>o (-fB) 9o (a fM) . <?, (a^ fM),
qui, d'après notre équation, se réduit à \me quantité constante, cette somme doit être égale à 0; et, par suite, les valeurs ci-dessus des degrés des fouctious
9 (fB), cp (a fS), 9 (a^ fs,}
se réduisent à celles-ci
— Wo^ — Wj^ — n^, — n^n^ — '^[3^2 — ^o"2j — "0*^3 — ^^o^i — **a*H'
Il en résulte que la première de ces fonctions est du degré uégatif et les deux autres sont du même degré, et comme la somme de tous ces degrés se réduit à — («0 -i- Kj -H n^f = 0, on s'assure que les deux degrés égaux doivent être positifs.
Après avoir démontré que parmi les solutions de notre équation il se trouve toujours une telle, dans laquelle l'expression (fCVli) est du degré négatif et les expressions fflcLYM), <f{o?yR) sont du même degré positif, nous allons nous occuper maintenant de la recherche de cette solution. En appelant w le nombre désignant le degré des fonctions cp (a 'V'B), 9 (a^ i^B) dans cette solution et remarquant que, d'après notre équation, la somme des degrés des fonctions 9 (i^B), 9 (a i^B), 9 (n? i^B) est 0, nous trouvons que le degré de la fonction 9 (V^) sera égal à — 2n. Réciproquement, il est facile à voir que notre équation sera vérifiée toujours si, le degré de cp(y'iï) ne dépasse — 2w, et les degrés des fonctions t^{ay'E), ^(a^ P'B) ne dépassent n, où n est un nombre quelconque ; car alors le degré du produit
9(fi?).9(«l^'J5).9(a^ fM)
ne dépasse 0, Or il est clair d'après la composition de ce produit qu'il se réduit à une fonction rationnelle et entière et une telle fonction, étant du degré zéro, sera égale à une quantité constante, ce qui suppose l'égalité
9 {fB) . 9 (a -^B) . 9 (a^ fB) — C.
Il en résulte que la détermination de la solution cherchée de l'équation (2) se ramène à la détermination de la fonction o {VB) de la forme
X-^ Y fB^^ -t- Z fB
tdle que son degré ne dépasse — 2n et les degrés des expressions 9(œ "V^-R), (f{u? y M) ne dépassent n, où n est un nombre quelcouque entier et positif. D'autre part, d'après la formule
9 (fn) ^X-t-Y fRJt} -H Z 'VR^^, nous trouvons, comme on l'a vu dans le § 2,
3 Z = 9 {fR) H- 9 (a i^It) -+- (p {rj? y'_R), 3 Y fË^^ 9 (i^It} -H a- 9 (ft fl-i) H- a 9 (a« f _R),
d'où l'on voit, que dans la solution cherchée de l'équation (2) les termes
X, Y fn, R^\ z fR;' E^
seront de degré ne dépassant ceux des fonctions
9 (fR), ff (x fli), 9 (ce fR),
et, pai' conséquent, les degrés de ces termes ne dépasseront la limite n. Réciproquement, il est clair de la formule
9 {fR) =X-i-Y fR^-v- Z fR;'R., que les fonctious
9 (a "V'-S), 9 («^ 'PR)
seront de degrés ne dépassant n, si cela a lieu par rapport à cliacuii des termes
X, YfR^, ZfR;'B^.
Donc, eu vertu de la remarque précédente concernant la solution cherchée de l'équation (2), la déterminatiou decette solution se ramène à la recherche des trois polynômes X, J", Z^ pour lesquelles tous les termes de l'expression
o{fE)^X-^ YfR^~t-ZfB^^
seraient de degrés ne dépassant n et le degré decette expression elle-même ne dépasserait — 2 n, où « est un nombre entier positif quelconque. C'est de la détermination des polynômes
dans la foi'mule
ç (fi?) = X-i-r i^R^-i- Z fB^,
d'après ces conditions, que nous nous occuperons maintenant.
§ 6. En attribuant à n une valeur quelconque, nous trouverons, dans cette hypothèse particulière par rapport à », la limite supérieure des degrés des polynômes X, Y, Z, d'après la condition que les expressions
X, Y -pli, b;\ z fii;' n^
doivent être de degré non supérieur à n; et pour déterminer les coefficients de ces polynômes nous remai'quons que, d'après nos conditions, l'expression
X -H r fÉ^-i- Z i^nfK
doit être de degré ne dépassant — 2 w et, par conséquent, dans son développement siiivant les puissances descendantes de x^ tous les termes jusqu'à cckû en -^ doivent disparaître. On eu tire le système d'équations qui doivent être vérifiées par les coefficients des polynômes X, F, Z et qui seront linéaires par rapport à ces coefficients. Si ces équations seront compatibles, leur solution va nous founiir les coefficients des polynômes X, Y, Z\ dans le cas contraire il sera évident que la valeur considérée de n n'est pas admissible. Le nombre n étant inconnu, comme on le voit, une pareille détermination des polynômes X, T, Z exige à éprouver les diverses valeurs du nombre n, jusqu'à ce qu'on ne parvienne aux équations qui admettent des solutions. De telles épreuves de diverses valeurs de « sont d'autant plus pénibles que, pour chaque valeur particulière du nombre w, il faudra former de nouvelles équations, et ces équations, avec l'augmentation de n, deviennent de plus en plus compliquées. Une pareille difficulté se présente dans la résolution du problème que nous considérons aussi bien dans le cas du radical carré, mais dans ce cas on l'écarté à l'aide de fractions continues, car alors on n'a que deux polynômes à trouver et les conditions qui les déterminent se réduisent à ce que les expressions X^Y V U soient de degré ne dépassant une certaine limite « et que la différence X — YV iï soit en même temps de degré ne dépassant — n\ ce qui démontre immédiatement l'identité du rapport ^ avec l'une des fractions réJuites obtenues en développant le radical V 7? en fraction continue. Dans le cas que nous étudions ici, oii l'on a trois polynômes à trouver, il est évident que les fractions
continues ne peuvent être appliquées; le procédé, remplaçant ici le développement en fraction continue, sera l'objet des paragraphes suivants,
§ 7. L'expression
ne peut être de degré inférieur à — 2 n, si ses termes
X, Y fR, E^, ZfR;'B^
et, par conséquent. les expressions
<p (œ i/R) =X-i-OLT i^R^^ -t-a^Z fR^^B^,
tp (a^ fB) = X-i^o}Y fË^-h- a Z fR.^B^
sont de degré non supérieur à n; car autrement le degré du produit
f^(fR}.(f(y.fR).^(oc'fR)
serait négatif, ce qui est impossible, par ce que ce produit se réduit à une fonction rationnelle et entière. On voit de laque les polynômes cliercbés X, Y, Z, pour lesquelles l'expression
<!^ifR) = X-t~YfR^-^ZfR^^
est de degré ne dépassant — 2n et dont chaque terme est de degré ue dépassant n, réduisent cette expression à celle d'un degré le plus petit possible, au quel elle peut être abaissée dans le cas où les degrés de ses termes ne dépassent pas la limite n. Il est clair de là que ces polynômes, pour une certaine valeur de N^n, fournissent la solution du problème suivant: Parmi les expressions de la forme
X-t-Y VR.R^^^ZfR^^'R
dmt les degrés des termes X, YVR^R^, ZVR^R^ ne dépassent pas N, trouver celle du degré le plus petit.
D'après cela, nos polynômes (si seulement réquation est résoluble) se trouveront parmi les systèmes de valeurs des X, J, Z que l'on obtient en résolvant notre problème dans l'hypothèse de N= 1, 2, 3,. . . . Parmi ces systèmes de valeurs des X, T, Z nous reconnaîtrons aisément celui qui donne les polynômes cherchés; car pour ces valeurs des X, Y, Zh degré
de X-t- TVB^Ji^*-*-ZyE^^I(^ ne dépassera —2n, où n est la limite des degrés des X, Yvlî^lî^, zyil^U-. pour toutes les autres valeurs des X, Y, Z le degré de l'expression
Z-i- Y fn, R^^^Z^n^^,
sera plus élevé, comparativement à ceux des termes .X, Y^R^ R,^, Z VR^ R^- Ainsi toute la difficulté dans la reclierclie de nos polynômes se réduit à la détermination des solutions du problème énoncé qui correspondent aux diverses valeurs de N. C'est de cela que nous nous occuperons maintenant.
En abordant ce sujet nous remarquons que pour toutes valeurs de N inférieures aux degrés de VM^R^^ et de VR^M^ l'expression
X-i- Y fR^^ -t- Z fM
se réduira au seul terme X; et comme le moindre degré de X est 0 et ce degré correspond à la réduction de cette expression aune quantité constante, le problème considéré, pour toutes les valeurs indiquées de N, aura pour solution
(p (fR) = X -H r fB^-^ Z fn^^= G.
Pour les valeurs de JV" qui, n'étant inférieures au degré de "l/'Ti^^iîg^, sont inférieures au degré de VR^R^ ou, au contraire, n'étant inférieures au degré de yR^R^^ sont inférieures à celui de i^R^R^^ l'expression
(^{fR) = X'^YfR^-^ZyBfB^
considérée dans notre problème n'aura que les deux termes : ou
X^YfR^\ ou
x-i-z P'WIL,
suivant que le nombre N sera inférieur au degré de la fonction VB^^ R^ ou à celui de la fonction VR^K^. Dans l'un et l'autre cas, comme il est aisé à voir, notre problème se résout à l'aide de fractions continues; sans nous arrêter à ces cas particuliers, nous nous occuperons maintenant de la résolution générale de notre problème dans l'Iiypotlièse où la fonction
peut contenir tous les trois termes.
§ 8. Comme l'expression
et chacun de ses termes ne changent pas leurs degrés après la multiplication des trois polynômes X, Y, Z par une quantité constante, nous ferons abstraction de facteurs constants communs à tous ces polynômes et compterons pour une solution toutes celles qui ne diffèrent que par de tels facteurs. Cela posé, nous allons maintenant montrer que pour chaque valeur donnée de N notre problème n'aura qu'une seule solution. Pour ie démontrer supposons le contraire et soient
les deux solutions de notre problème, m le degré de l'expression
Zh- y f\ E./ -+- Z i^n^^,
réduit an minimum pour ces polynômes, K et li' les coefficients respectifs de a;™. Nos solutions étant supposées différentes, les rapports y,, y^, j^, ne peuvent se réduire à une quantité constante et, par conséquent, les trois différences:
ne peuvent disparaître à la fois. En prenant ces différences pour les valeurs des polynômes X, Y, Z dans l'expression
X-H Y V%Bj-i~ Z fï^T
uous remarquons qu'elle se réduit à la différence
K' [X"~^Y' fË^'-t-Z" 1^^^] —K" [x'-t- Y' fB^^-t-Z' fn^^,
où, d'après la remarque précédente concernant les coefficients de a;*" dans les développements
X' -+■ r fRjt^~i- z: tï^T^, 5:" -•- t fH^^z" fH^,,
le tenue en te"* disparaît et, par suite, le degré sera inférieur à *w, ce qui, contrairement à i'iiypothcse, fait voir qu'on peut abaisser le degré de l'expression
X -I- r i^B^^ -I- ZfR
au dessous de m, tout en laissant ses termes, coufonnement aux conditions du problème, de degré ne dépassant N; car il est clair que la limite de ces degrés sera la même pour les deux solutions de notre problème
comme pour les polynômes X, J, Z déterminés par les formules
Après s'être convaincu que pour chaque valeur donnée de li notre problème n'a qu'une solution, nous passons maintenant à l'étude de la relation, qui existe entre ses solutions pour les diverses valeurs de i\^.
Nous avons vu que pour toutes valeurs de JN*", inférieures au degré de 'Pu^Ti^ et à celui de VUl^IL^^ notre problème a la solution suivante:
tp (f 7?j = z-i- Yfn^n^^zfn^K, = c,
ou en supprimant, conformément à la remarque précédente, le facteur constant C,
tp [fE) = 1 .
Donc en désignant par n^ le plus petit des degrés des fonctions VR-^R^, i^R ^ -B, , nous aurons pour toutes les valeurs de N, depuis N^= 0 jusqu'à JV=H(i exclusivement.
En passant aux plus grandes valeurs de N, désignous par % {fBj = X„ -I- r, flitit' H- Z, fj»,'_B„ ,pj (fB) = X, -1- r, fBJt} -+- Z, flt^'B,,
<Pp (tiî) = Xp H- r, fWjc} -H z, fïjp;,
la suite de diverses valeurs de la fonction
obtenues en résolvant notre problème quand on prend pour N successivement
H(^ , ng -I- 1 , n,) -I- 2 , . . . .
Comme le même système des polynômes X, T, Z et, par suite, la même valeur de la fonction 9 (^-S) peut se présenter dans les diverses hypothèses concernant le nombre i\^, nous supposerons pour plus de généralité que
correspond aux valeurs de i\'" depuis N=nf, jusqn'à N = n^ exclusivement, que
o (f-ïï) = cp, (fB)
correspond aux valeurs de .V depuis N=:n^ jusqu'à N=n^ exclusivement, etc., en général que
représente la solution du problème depuis N= n jusqu'à N=^n exclusivement.
§ 9. En abordant l'étude de la suite des fonctions
que l'on obtient, comme nous venons de voir, en résolvant notre problème ponr les diverses valeurs de A', nous allons considérer en premier lieu comment on détermine les solutions de notre problème. En désignant les degrés des fonctions i^R^R^, 'fR^B^ par X, V, et remarquant que, d'après les conditions du problème, les degrés des termes de l'e
ij{\^B) = X^7fB^R^^-i-ZyB^^R^
ne doivent dépasser N, nous en concluons que les polynômes X, Y, ^doivent être de la forme suivante:
Z=P^x''-^''+-P^x''-^'-^-^- -t-Px-k-^-^PN-i'+u
OÙ
i,, 4, Av, Ly+i,
M„ M^, ilf^_„ J/:v_,,+i,
sont des coefficients constants au nombre 3N — X — X'-i-3. En substituant ces expressions des polynômes X, Y, Z dans la formule
9 (fli) = X-i-Yfn^^-i-Z-^B^^
et remplaçant les radicaux
par leurs développements suivant les puissances descendantes de x, nous trouverons pour !a fonction 9 (l/iî) un développement de la forme suivante:
Z, x^ -i~ E^ x''-^ -^- -+- K^,_^ x'"+^ -i- 7ir^._^+i x'"-i- ,
oii les coefficients
sont des fonctions connues, linéaires par rapport aux 3^ — >. — X'-+-3 coefficients des polynômes X, Y, Z. En passant au cas où les polynômes considérés présentent la solution de noire problème et désignant par m le degré jusqu'au quel peut s'abaisser le degré de l'expression cp (vR) par ces polynômes, nous voyous que dans ce cas ies polynômes X, T, Z doivent satisfaire aux équations
K^ = 0, K,^0, Ky_„, =. 0, K^^^+y = C,
où C est une quantité différente de 0 (elle sera calculée à l'aide des coefficients des polynômes X, Y, Z dans la solution considérée de notre problème). On voit de là que les équations
K^ = 0, K,= 0, K^_^ = 0, /"Cv_™+i = C,
ne peuvent se trouver incompatibles lorsqu'on les résout par rapport au quantités
D'autre part, il est facile à voir que ces équations ne peuvent avoir plus d'uue seule solution. En effet en admettant le contraire et supposant que
représentent les deux systèmes des polynômes X, Y, Z dont les coefficients vérifient ces équations, nous en déduirons que l'expression
<p (f 7?) = X H- r fR, ïl^ -H Z fË^^, pour
se réduisant à la différence
x-i- r fn^-t-z' -i^i\^ B, — (x" H- Y" fu, Ji/-t- z"fM^l
sera de degré inférieur à m, ce qui est contraire à l'hypothèse que m est la limite inférieure du degré de l'expression X -+- T Vli^Ii^ -\- Z \^ U^' R,^ dans notre cas.
En vertu de ce qu'on vient de voir, nous concluons que les équations
K^ = 0, K., = i), K^,_,„ = 0, iir„,_,„_^i = G,
ne peuvent se trouver ui iiicojinMtibles, ni indéterminées, lorsqu'on les résout par rapport aux quantités
At A'- ■ ■ ■ Av+iî
M„ if„ M,._,_^i,
et cela suppose, comme on le sait, que le nombre d'équations n'ost pas inférieur à celui des quantités inconnues; donc:
iV - Hi -I- 1 > 3 iV — X — X' -4- 3 ,
ce qui donne
m< — (2iV—X— X'-i-2).
Cette formule est déduite dans l'hypothèse de N non inférieur aux nombres A et V, degrés des fonctions VB^B^ et VR^R^; dans le cas contraire, l'expression
ne peut contenir tous les trois termes; mais il n'est pas difficile à montrer que même dans ce cas la formule
peut servir à déterminer la limite du degré de ç {VM).
En effet, si JV"<X' et ^X la fonction sera, d'après le §7, de la forme
X-t-T fBji
et le problème se résout, dans ce cas, à l'aide de fractions continues comme i! suit: y sera trouvé dans la suite des fractions réduites obtenues en développant — Vi^ji?/ en fraction continue et cette fraction sera la dernière dans la suite avec le dénominateur de degré ne dépassant N — X. En re-
marquant que, d'après la propriété des fractions continues, la fraction ^ ainsi obtenue donne la valeur de
— fR^^
rigoureuse jusqu'aux termes de degré de
nous en concluons que l'expression
sera de degré ne dépassant cehii de
et, par conséquent, le degré de l'expression
X-i-YfRji
ne dépassera — {N — X -+- 1), comnic cela suppose la formule
m<~(2iV— X — A'-i-2), pour X' > N.
Nous trouverons le même pour JV< X et ^X'.
Quant aux valeurs de N qui sont inférieures à X et à X', dans ce cas, notre problème, comme on l'a vu, a pour solution
et, par conséquent, on a ici m ^ 0, ce qui est encore conforme avec la formule générale pour m, qui pour X > N, X' > N donne
Nous voyons donc que, pour toutes valeurs de N, la fonction ç (Vi?) obtenue par la résolution de notre problème sera de degré ne dépassant — (2N — X — X'-+-2). En prenant N=n^_^^ — 1 et remarquant que, d'après notre notation, la fonction œ if^JÎ) qui résout notre problème pour iV=«p^j— 1 est
nous en concluons que le degré de cette fonction ne dépasse pas — (2n — X-X')
d'après notre notation, est de degré X-+-X', Cela nous donne le théorème suivant concernant la suite des fonctions
<?AfR], ^i(t7î), 9, (fi?),.... 9p(ti^), 9ç^,(flt),....:
Tliéorèiiitt.
Le degré de Vexpression ^, {VE) n'est pas supérieur à celui de ■ ' ■■■'-, où » est la limite des degrés des termes de la fonction
§ 10. En vertu de ce qu'on vient de démontrer, le calcul des fonctions Ço(V^-fi), ?.("V^i^), 9,(>^-BJ,....
peut être réduit à la détermination des fonctions plus simples, dont les termes sont de degrés inférieurs à celui de -fii-^a» tandis que les degrés des
termes des fonctions f (VM), quand p grandit, deviennent de plus en plus élevés. Ces nouvelles fonctions s'expriment à l'aide des fonctions
comme il suit:
I'.(V'-B), fA'l^B), <p,(fiî),....,
!.. = ^. (fli) . ,f, {« fB) . cp, (t,." fS), V, = <p, (fB) . », (a fB) . (p, (x' fB), "i = ?! i'^B) ■ fa (« '^B.) ■ ?, («' "f^),
v, = 'i,(fB).^^{ai'H).'i^{«.'pB},
■{;, (t_B) = cf , (f jS) . ip, (a f -B) . 1)0 («" fB), i(., (T^B) = 9, ( VR) . 9, (et fB) . (p, («' i'/i),
I, (tB) = îp, (tiJ) . ?,_, (=< V'a) 9,_, («» tiï). Dans les formules qui déterminent les fonctions
le radical disparaît évidemment et, par conséquent, ces fonctions sont des polynômes; tandis que dans les expressions des fonctions
i/,{fB), |,(fJi), •]/,{{' B),....
le radical vU reste, et par suite, ces fonctions seront tle la même forme que les fonctions
c'est à dire de la forme
-zvnnL.
Mais ici tous les termes, comme nous allons le prouver, seront de c inférieurs à celui de B^M^ et il en est de même à l'égard des fonctions
Pour s'en convaincre nous remarquons que, d'après le § 8, tous les
termes de l'expression q>^_j {Vit) et, par suite, les expressions 9 (a VB), 9 ^j {o? VE) elles-mêmes seront de degrés non supérieurs à celui de
et l'expression 9 (yj^), d'après le théorème du § 9, sera de degré i périeiir à celui de ■ J'*'^ ■ ; d'où l'on voit que la fonction
sera de degré ne dépassant celui de
Or, la suite
«0 , Wj , «2 , . . . .
étant composée, d'après notre notation (§ 8), des nombres entiers croissants, le nombre m — « ^ ne sera pas inférieur à 2; donc nous concluons, en vertu du précédent, que la fonction •]>, {VR} sera de degré non supérieur à celui de -^^.
En examinant pareillement les expressions des fonctions
pour lesquelles la formule précédente donne
^p (a V2Î) = <pp (a fB) . 9,_, («^ t-K) - 9p_. { f^), ^p (a^ fB) = 9p (a« f 7f) . rp^^, ("f iï) . 9^^, (« fP.),
nous concluons que ces fonctions seront de degrés ne dépassant celui de
et, par suite, celui de
car, d'après notre notation, h , n sont des nombres entiers dont le premier est plus petit que le suivant.
Etaut ainsi convaiucu que toutes les trois expressions
\(flt), i^i^fB), ■!/,(«' fB)
seront de degré non supérieur à celui de — ^— ^, nous en couchions qu'il en sera de même par rapport à leurs termes.
En aljordant l'examen du degré de la fonction v„ , nous remarquons que, d'après le théorème du § précédent, l'expression ç (k-K) sera de degré non supérieur à celui de —^ — — , et, d'après notre notation, tous les termes
des expressions
ç, (a V'B), cp, (»» fB)
sont de degré no dépassant n ; donc, en vertu de la formule la fonction w, ne peut être de degré supérieur à celui de
et, par suite, à celui de
car, n„_^, , », étant des nombres entiers et n.^. >«. , la différence n^ , — n ne peut être inférieure à 1 .
Après avoir déterminé ainsi la limite supérieure des degrés de nos nouvelles fonctions
nous allons maintenant donner les expressions des fonctions cherchées
qui fournissent la solution de notre problème, à l'aide de ces fonctions plus simples et ensuite nous nous occuperons de la détermination de celles-ci. D'après (4) nous avons l'égalité
qui, étant multipliée par œ (V-B), donne
t. C^-B) , ?p_, (ta) = 9, (ta) . ,p„, ( ta) . »j_, (« t«) . ^ ,_, (..' ta).
Or, d'après les formules (3), qui déterminent la valeur des fonctions
ffl, v^, v^,. . . ., nous avons
nous trouverons donc
+, (ta).Çp_, (ta) = tpjtB).!',.,,
d'où l'on ottieut la formule suivante, qui sert h déterminer 9 {VB) d'après ?p-,(ta);
ï (ta) = '"-'^^'*''^^'.
Eu remplaçant ici p par p — 1, p — 2,. . . . 3, 2, 1 et remarquant que, d'après (4), 9^ (VU) = 'j'o ( ^-S), nous obtenons une suite d'équations qui, étant multipliées membre à membre, donnent après la réduction
/-,V T,, ^0 (i^B) ■ *i (y S) ■■■■•\'p-, iVm . 4ip &B)
C'est ainsi qu'on exprime la fonction tp„ (Vii) à l'aide des fonctions plus simples
<|..(ta), -i/.ifR), +,(ta),....
§ 11. En passant à la cléferinination des fonctions
+.(ta), 'j-,(ta), -j-jk'a)
nous trouvons, en vertu des formules (4),
■)-,(ta).4,,(«tB).+,(=<»ta) = <P, (fE) . <p, (» ta) . ç, (»' ta) . fj_, ( Vb) . cf^p_, (I ta) . ç'^., (»^ ta),
ce qui, d'après (3), donne l'égalité suivante
% (fit) . -1., (» i^E) . % («.' fE) = v^ . v'^_, ; d'où il suit
Cette formule va nous servir à calculer v^ d'après '>'^^,, lorsqu'on connaîtra la fonction ^ (VZt).
En abordant la détcrminatiou de la fonction '];. (V./?), nous remarquons que dans les équations
ainsi que dans les équations
S^P_i {a f -Bj — 0, (p^_^ (a^ f 7?) == 0,
peuvent se trouver des racines communes, ce qui, comme nous le verrons, complique considérablement la recherche de la fonction J^ Çp'U). Nous examinerons ces cas singuliers après, et maintenant nous allons nous occuper de la détermination de la fonction f\i. (Yli) dans le cas général, quand ni les équations
ni les équations
n'ont de racines communes.
D'après (4) nous avons
^p (fïi) = 9p {■y'R) . Çp_, (a ■y' M) . 9^_, («= tM), %^, (tiî) ^ 9^_, {fil) . 9p^, {a f.n) . 9^_^ (a« fM).
En déterminant à l'aide de la seconde de ces formules les valeurs des fonctions
ç.^, (atiï), 9p_, («'T^i?)
et les substituant dans la première formule, nous trouvons
, (tj)^ tp-.(.»ii).*,-.(.-i-ii)..p,(i/«
ce qui, eu vertu de l'égalité
?,-. ( l^-B) ■ Tp-, t» l^-B) -1,-, K f») = »,_.. se réduit à ce qui suit
Comme l'équation
par l'hypothèse, n'a pas de racines communes avec Téquation
*',_, = 0, la fraction
9p (v'JÎ) . yp_t(a-r'-R).yp_Jaaf-.B)
ne peut devenir infinie pour aucune racine de l'équation, «P_, = 0,
et dans ce cas, comme on le sait, on peut trouver toujours une fonction entière, de degré inférieur à celui de t; j, qui pour toutes les racines de l'équation
aura la même valeur que la fraction
pour l'une quelconque des trois déterminations du radical vU. Dans lo cas présent nous déterminerons la valeur du radical VB de la manière suivante: d'après i'égalité
9p_, C^'-S).9p_, {« V'-S).<Pp„, {>x?fB) = v^_^,
chacune des racines de l'équation
doit annuler la fonction <f,_^{yM) au moins pour l'une des trois déterminations du radical qui se distinguent par les facteurs a", œ, a^; et comme,
par l'hypothèse, les équations
_^ (a fB) = 0, <pp_^ (a^ \^M) = 0
n'ont de racine coinniiiûe, l'égalité
pour chaque raeino de l'équation
n'aura lieii que pour une seule déterininatiou du radical. C'est avec cette valeur du radical que nous considérerons la fraction
9p(i^Ji)-9p-2("v'-Ri yp-i(''M'^«)
et soit, dans cette hypothèse, L la fonction entière de degré inférieur à celui de v , qui pour toutes les racines de l'équation
(supposées d'abord distinctes) a des valeurs égales à celles do la fraction. Pour cette fonction L, comme il est aisé à voir, la différence
s'annulera pour toutes les racines de l'équation
et pour chacune des trois déterminations du radical VR.
En effet, en vertu de l'expression ci-dessus de la fonction «^ (fi?), cette différence se représente ainsi
ce qui après la substitution des valeurs des fonctions
ip^, («• fit), +p_, («■' fii),
selon (4), et après le remplacement du produit
V„_. (fit) ■ 9p-. (» V'^) ■ %^, («' fB) par v.,_^, d'après (3), se réduira à ce qui suit
<P,_, (« V'-B) ■ ?p_, {«" tiî) !pp_, (fa) . !)j_. . D,
Eu examinant cotte expression de la différence
nous remarquons que, pour les racines de l'équation
?P_, ("V".^) ■ Tp- (=< "^-^) ■ ?p-. («' ^-^) =^ '-'p-i = 0, l'un do ces facteurs, à savoir
s'annnlfi si l'on attribue au radical VB celle de ses valeurs pour laquelle l'équatiou
n'est pas vérifiée; dans le cas contraire, en vei'tu de la propriété de la fouetton L, s'annule son dernier facteur D. On voit donc que, pour chacune des trois déterminations du radical VB, la différence
^P_, (a V''^)- V> ^''' ^^0--ï>— ^p (^-S) s'annule pour les racines de l'équation
^p-. = ^■ En vertu de cela il n'est pas difficile à voir que notre différence, étant réduite à la forme X-^ YfB^B~^^ZfR,^B^=^^{fB), contiendra tous les trois polynômes X, Y, Z divisibles par la fonction v _, . Y.ïi effet, d'après le § 2, les polynômes X, Y, Z qui figurent dans l'expression
X-H Y fBjÇ^ ~t- Z fn,^ B^ = <f (fit
doivent être divisibles par x — œ,, si x — x^, annulant les expressions 9(l^iï), 9(aT'iÈ), 9(a^y'i2), ne réduit S à 0, ce qui aura lieu pour toutes les racines de l'équatiou r — 0 (car autrement, les équations 9 (a i^B) ^= 0, 9 , («^ l/'iï) = 0, contrairement à l'hypothèse, auraient une racine commune). Donc, d'après ce que nous venons de démontrer à l'égard de la différence
les polynômes X, Y, Z qui figurent daus son expression p,ir la formule
doivent être divisibles par chaque facteur linéaire de la fonction î; et, par suite, les racines de l'équation v,_^=:0 étant supposées inégales, paicette fonction elle-même. En posant
nous parvenons ainsi à l'égalité
qui donne l'expression suivante de la fonction cherchée <\' (y'B):
où L, M, N, P sont certaines polynômes dont le premier, comme on l'a vu, est de degré inférieur à celui de i> ^^.
Nous avons trouvé cette expression de la fonction "jj ( v'iï) en supposant inégales entre elles toutes les racines de l'équation
mais il n'est pas difficile à voir que tout cela, par le passage h. la limite, s'étend au cas de racines égales. Quant à notre hypothèse concernant les équations
v^_ ^ = 0, Vp.^ ^ 0, (pp_, (a fli) = 0, (p^_, {a^ fM) =^ 0,
d'après laquelle ni les équations
ni celles-ci
<Pp_. (« "V'K) = 0, cpp_, («^ fB) = 0,
ne doivent avoir de racines communes, il est aisé à montrer qu'elle aura , toujours lieu, si le produit
figurant dans l'expression trouvée pour ^ {'V'^), n'a pas de facteur commun avec la fonction ï' , qui évidemment appartiendrait aussi à la fonction
En effet, uous avous d'api^ès (4)
•l'p_,(«ta).4.,_, («'1^^) =
et, en remplaçant, d'après (3), le produit
par î'p_,, nous obtenons
%-, (» tS) . %_, (»■ y'.B) = T,^, (a fB) . f p_, (ct'fS) . <p,_, (f B) . «,_,;
d'où il est clair que le produit
et la fonction v _^ auront le facteur commun x — x,, si x^=x^ est une racine commune des équations
II eu est de même, si x = 3\ est une racine commune des équations ?p_, (a V'-fi) ^ 0, Çp_, (a? -fit) — 0.
Pour s'en convaincre remarquons que, A désignant la détermination du radical VR avec laquelle ces équations ont lieu pour x = x^, nous pouvons les présenter ainsi:
D'où il est clair, que le produit
<(.,^, («tB). +,_,(«" fii),
qui est égal, comme nous l'avons vu, à
Tp_, («f'Bj.T,.. («' \'&)-<t.,-, (1^-B).»,_„ s'annulera pour x ^^ a;, et pour toutes les déterminations du radical Vit fB = A, oiA, n'A;
ce qui (§ 2) suppose que cette lixprcssiou contient en facteur une certaine puissance de x — x^. D'autre part, on voit par la formule
que la réduction à iîéro de la fonction <^^_^{i^B} pour a; == a:, entraîne la divisibilité de la fonction entière Vp_, par la même différence x — x^.
§ 12. En vertu de ce qu'on vient de démontrer nous concluons que l'expression de la fonction ij' C^JÏ) par la formule
Vi ^^ ^-^)- V- {^''^I''')-^^ — ^M-i-NfM,ll^-i-I'fR,^B) v^_^ aura toujours lieu, si le produit
qui y figure n'a pas de diviseur commun avec la fonction v^_^ .
D'autre part, d'après la proposition du § 10, la fonction t}(p(y-fî), après avoir été réduite à la forme
doit avoir tous les termes
degré ne dépassant celui de -^ . Si cela aura lieu pour un seul système des polynômes L, M, N, Pqui figurent dans la formule
(en comptant identiques cens qui ne diffèrent que par un facteur constant) la fonction ^ {f'B) sera donnée immédiatement en calculant ce système des polynômes L, M, N, P. Mais si cela aura lieu pour les divers systèmes des polynômes L, M, N, P, il faudra, choisir parmi eux le système convenable. Les moyens nécessaires pour y parvenir seront indiqués plus bas, mais quant à présent nous allons montrer qu'une pareille complication dans la détermination de la fonction <^ (VB) par la formule
.J,p (fM)='}^^_^ iafB) . '{.p_, (a'fB) L- {M-t-NfB^'-t-Pi''ît^) Wp^,
ne se présentera que dans des cas exceptionnels.
A cet effet uous remarquons que, d'après § 8, les ternies de 1" expression
seront de degré ue dépassant n et, par suite, la fonction <?,_^ (vJÎ) sera représentée par la formule suivante :
où, d'après § 9, X, X' désignent les degrés des expressions Vli-^It^, vR^Uj^. Or, comme la fonction 9._j (y'JÏ) peut être (§ 8) divisée par chaque facteur constant, l'un des 3» — X — X'-h3 coefficients
peut être égalé à 1 et, par suite, dans l'expression de la fouction (p (V-B) il ne restera que 3n — X — X' -♦- 2 coefficients inconnus. D'autre part, en portant dans la formule
9p_, (>^-R) . <Pp_, (a '^^) ■ 9p_i (a' "^-S) = ^p_,
les valeurs fies fonctions Op_,{V'B), q>p_,{«1^^)) fp—, («^ "^^-K) t'i'ées de (9) et développant en série les radicaux v'MjM^^, 'fU^R^, nous trouvons pour la fonction f l'expression de la forme
oii j?,, K^, K^,. . . . sont fonctions des coefficients qui figurent dans l'expression (9) de 'p._,Cy'-ïï). Mais d'après § 10 la fonction v^_^ doit être de degré ne dépassant celui de -^ ou celui de x''-'-'^— ^ par conséquent nous aurons:
^, = 0, Z^ = 0, . . . . Kzn.^,~K-\'^2 = 0,
ce qui présente aiitaut d'équatious qu'il y a de coefficiciits à trouver, d'après la remarque ci-dessus, pour déterminer la fonction <p (V iï); et alors cette expression de v se réduit à la forme:
D'où l'on voit que la fonction v ^ sera en général du degré X-i-X' — 2 et que son degré ne peut s'abaisseï' au-dessous de cette limite que dans ce cas particulier, où l'équation
^8np_i-)i-X'-i-3=0
se vérifie eu même temps que les équations
Eu passant à la détermination de la fonction
nous remarquons que d'après le § 10 tous ses termes, pris séparément, doivent être de degré ne dépassant celui de -^ ou de a: "*" ~^; et cette fonction elle-même doit présenter l'expression de degré ne dépassant celui de
5tS. ou de x'-'-'-K
D'où l'on voit, d'uue part, que les polynômes X, Y, Z sout de degrés non supérieurs à X-hX' — 1, X' — 1, X — 1 (les degrés des expression "V'-fi, Jï/, VR^^ S^ étant X, X') et, par conséquent, contiennent au plus X -i- X' -+- X H- X' = 2X -+- 2X' coefficients, et, d'autre part, que ces coefficients doivent vérifier les trois équations que l'on trouve en égalant à zéro les coefficients de a;^"^^'~^, x^'^^'~'^, a}~*~^''~^ dans le développement de (|*p("^'i?). Comme dans la fonction 9 (VE) et, par suite, dans la fonction i|^ ('V'B) on peut supprimer un facteur constant, l'un des 2X -1- 2X' coefficients de la fonction ^^ (vR) peut être égalé à 1, et alors pour déterminer les 2X -I- 2X' — 1 coefficients restants nous avons besoin , outre les trois équations mentionnées plus haut, de 2X -*- 2X' — 4 équations. Or ce nombre d'équations entre les coefficients de la fonction ^^ i_Vïl), comme il est aisé à voir, va nous fournir la formule
pourvu que la fonction 4' reste du degré X -1- X' — 2. l]n effet, d'après cette formule la différence
+, (-(''Ji)-4.p^, {oiflt).%^, (a'flt).L,
où L est un polynôme de degré inférieur à celui de v^__^ ou de a; """ '~ , et, par couséquent, de la forme A^x '*' "^ -^ A,jt "^ ~ -+-... ■-*- A-i^^-y<_^, doit être divisible par v ^\ et cela suppose que cette différence, censée réduite à la forme
contient les polynômes X, Y, Z divisibles par »',_,; d'où l'ou tire, comme il est- aisé à voir, 3 (X -h X' — 2 ) équations entre les coefficients de 9 (V -fi) et i; en y éliminant les X-hX' — 2 coefficients de la fonction
L = A, x^-*-^'- ^ -I- A, x^-^"-'- ^ H- . . . . -t- Ax^v- 2
on obtient 3(X-i-X' — 2) — (X-i-V — 2)=2Xh-2X' — 4 équations qui manquaient justement pour la détermination des coefficieuts de la fonction t|j (Vli).
§ 13. Pour embrasser tous les cas possibles qui peuvent se présenter dans la détermination de la fonction -L {VB), il nous reste à montrer comment se trouvera cette fonction si elle n'est pas déterraioée complètement par la formule (8) ou si cette formule, comme on l'a remarqué ci-dessus, n'a pas lieu.
Dans le premier cas, après ayoir formé d'après la formule (8) et le § 10 les diverses équations auxquelles doivent satisfaire les coefficients de "Jj (VS), nous trouvons leur solution générale, ce qui n'est pas difficile à faire, vu que ces équations sont du premier degré. Les valeurs des coefficients de la fonction ^ (V-B) ainsi obtenues contiendront une ou plusieurs quantités indéterminées; mais les valeurs de ces indéterminées se trouveront aisément eu s'appuyant sur ce que la fonction ç ( VM) donnée par la formule (6)
j,o(|'Ji)..}.,({^ii).....}.p_i(f^fi).'l.p(fii)
no-f, Pp— ï-Pp—i
doit être, d'après les conditions du problème, de degré le plus petit possible. En passant au cas où la formule (8) n'a pas lieu, nous allons montrer qu'à la place de cette formule on peut former, pour la détermination des coefficients de la fonction 4', (Viï), à l'aide des fonctions
une suite d'équations dont le nombre sera deux fois plus grand que celui des racines de l'équation
comme cela a lieu quand on tire ces équations de la formule (8).
~ 602 — Désignons piii- x, uno racine tiiiclcouque de réquation
et supposons que dans la suite d'éqnations
la première qui ne se vérifie pas pour x=-.Xi est
Dans cette hypothèse, en posant x^x, at attribuant au radical VB celle de ses valeurs pour laquelle ou a
nous trouvons d'après (4)
Comme la fonction 'p„_i{V'-R), d'après (5), peut être présentée sous forme
pour préciser la valeur du radical avec laquelle ces équations doivent être vérifiées pour x^=x^, nous pouvons prendre à la place de l'équation
<Pf_,(tiî) = 0 celle-ci
En remarquant que, d'après l'hypothèse, la fonction
ne s'annule pas pour x = Xi, nous pouvons diviser cette équation par
J—°. — . et par cela, pour préciser la valeur du radical avec laquelle pour
"p— a x=x-i les deux égalités
ont lie», nous obtenons l'ériiiatioû ne conteuant que les fonctions
%^, C^ii), %-^ V^^h ■■■■ Vo-"-' ^'^^^' V2' ^p-3'--- Va---'- V,u répétant le même raisonnement pour chaque racine de l'équation v^_^ = 0,
uous déduirons relativement à la fonction '\i^{V^Bj une suite d'équations dont le nombre sera en général deux fois plus grand que celui des racines de cette équation.
Nous ne trouvons pas nécessaire d'entrer dans de plus amples détails concernant les cas singuliers quand la formule (8) ne suffit pas pour calculer la fonction ^ (V'-R) ou quand cette formule n'est pas applicable; car ces cas présentent peu d'intérêt sous le rapport théorique et ils ne se trouvent point dans les applications que nous avons en vue.
§ 14. y,n excluant les cas singuliers mentionnés dans le paragraphe précédent, nous avons, d'après les §§ 11 et 12, pour le calcul successif des fonctions
|.(tJî), •i'Ai'it), <^,(-^'ii) ,
les formules suivautcs
assujeties à la condition que les termes de la fonction <\i^ {vB) soient de degré inférieur à celui de 'M-^^B„ et que cette fonction elle-même se réduit à l'expression de degré ne dépassant celui de -^'. Les polynômes .L, M, N, P y entrent comme inconnues auxiliaires et le premier est, d'après le § 1 1, de degré inférieur à celui de v .
Quant aux fonctions primitives
elles se déterminent d'après le § 10 comme il suit: ,].„(y'iï) = 9„(V'i?),
où tpo(yiî), d'après le § 8, désigne la solution de notre problème pour la plus petite valeur de N pour laquelle l'expression
a des termes à radicaux. Si l'expresBion 'V^HiIi^ est de degré inférieur à celui de VR^R^, le degré de cette expression sera égal à la valeur de N pour laquelle on obtient la fonction (^^^{i^R) présentant la solution de notre problème. En remarquant que pour cette valeur de N, d'après les conditions de notre problème, le terme Z VR^ R^ ne peut figurer dans l'expression
9 ("V'B) = X -t- YfR^R^-i-ZfB^R^
et le polynôme y doit être une quantité constante qui peut être supposée égale à — 1 (car on peut diviser la fonction tp^C^i?), d'après le § 8, par un facteur constant) nous trouvons que 9o(1/iï) se réduira, dans le cas considéré, à la forme
X — fR^ B^.
Mais afin que cette expression, conformément aux conditions de notre problème, soit de degré le plus petit possible, il faut prendre pour X la fonction entière obtenue en extrayant la racine VR^R^, car c'est la seule fonction entière qui ne diffère de l'expression VR^ -B/ par des termes de degré positif ou nul. Ainsi, pour le calcul de la fonction '^^iVR), dans le cas où le degré de VB^R^ est inférieur à celui de VB-i^B^, nous obtenons la formule suivante
9„ (fR) ^ rj — fBji^,
où r-, désigne la fonction entière obtenue en extrayant la l'acine vRi R^.
Pareillement, en désignant par r^ la fonction entière obtenue en extrayant la racine vB^R,,, nous trouvons que lorsque le degré de V R^R^ est inférieur à celui de V jR^ R^, la fonction tp,, ivR) aura pour valeur
<^^{-^R)^r^~fR^Ui^.
En dernier lieu , si les degrés des expressions Y U^ R^ et vR^ R^ sont égaux, le nombre N, dans le calcul de la fonction % Ç^R), sera égal à ce degré et pour cette valeur de N, conformément aux conditions de notre problème, la fonction 9^ ( V-S) sera donnée par la formule
9„ (y'i?) = X-H a f !fi^ -I- p fB^^B^,
où a, ^ sout des quantités constantes. Pour trouver les valeurs du poIjDomo X et des constautes a, ^ qui figurent dans cette formule, nous remarquons qu'elle peut être présentée ainsi:
ç, {■V'i;) = X-Har,H-pi-3H-a (k'iïjiï/ — r,)-+-^ {v'^7^ — rj.
En réduisant cette expression de la fonction ^•^{yB), conformément aux conditions de notre problème, au plus petit degré possible, nous remarquons que pour l'abaisser jusqu'au degré négatif, il faut poser
X-i-arj-t- p^g^^O
et pour l'abaissement ultérieur il faut choisir ensuite les constantes a, ^ de façon que la puissance la plus élevée de x provenant des développements des différences
disparaît dans l'expression de la fonction %(y7ï) à l'aide de la formule
9, {fE) = a ifR^^ — /-i) -1- p ii^M^^ — r)
On voit qu'alors une des constantes a, ^ reste arbitraire; et par conséquent on peut la prendre égale à l'unité d'après le § 8.
§ 15. Nous avons expliqué {§ 14), comment on peut déterminer les fonctions
et calculer successivement les fonctions
Vl, ^3, V^,
Ces fonctions, d'après le§ 10, servent à exprimer les fonctions plus compliquées
fjfB), <p, (fiî), <p,(fS),....,
qui sont introduites (§ 7) afin de parvenir à leur aide à la solution de l'équation
9 (fM) . <p (a f iï) . <p (a? fR) = G,
si cela est possible. Or la solution de cette équation détermine la fonction (p(VJ?) qui, au moyen de la formule
donne toutes les intégrales de la forme
J i/E ' exprimables en termes finis.
Comme la solution cherchée de l'équatiou
cp {fH) . 9 (a fE) . 9 («2 fM) = (l
doit, d'après le g 7, se trouver daus la suite des fonctions
T.CV'B), T, (1^-B), fA'fB),
l'une d'elles doit nous donner la solution de l'équation, si celle-ci est possible. En désignant par
celle des fonctions de la suite qui donne la valeur de <f){VE) satisfaisant à notre équation, nous voyons que cela suppose l'égalité
9^ ( V'iî) . 9^ (« i^K) ■ 9^ («? ^'îi) = C\ et comme, d'après notre notation (§ 10), le produit
est égal h v^, la fonction v doit se réduire à une constante.
En vertu de cela il est facile à reconnaître daus la suite des fonctions
^0, fj, Vg,. . . .
celle qui correspond à la fonction 9 (V-fi) fournissant la solution de notre équation: cette fonction v aura une valeur constante. Après avoir trouvé cette fonction dans la suite
nous trouvons, d'après (6), eu posant p = H- l'expression suivante
pour la valeur de la fonction 9(1/^) qui corresponde à v ■ ce sera justement l'expression de la fonction (^{VB) vérifiant l'équation
9 ( V'ii!) . 9 (a fil) . 9 {a? fn) = G
et doiinant, au moyen de la formule
^^dx = K log [q) (fi^).9" (a>'iï).<p'''(a'' l^JÏ)], toutes les intégrales de la forme
exprimables eu termes finis.
Nous avons vu (§ 2) que dans l'expression de cette intégrale les facteurs rationnels de la fonction cpCv'i?) disparaissent et, par suite, dans l'évaluation de cette intégrale, on peut prendre à la place de l'expression précédente de la fonction ^'{yB) celle qui suit:
T (fM) = i. {fB).i/, (fB). . . 4^_, (i'B)^ (fi!).
De plus, il n'est pas difficile à montrer que, dans l'évaluation de cette intégrale, on peut s'arrêter aux fonctions '\i (VR) et v si v n'est composé que de facteurs figurant dans la fonction .R, B^.
En effet, si D est le diviseur commun à tous les termes de l'expression tp (VB), nous trouvons, en posant
(10) ï(tiï) = '-li|5,
que (f) (V-B) satisfait à l'équation
9 (fM) . 9 (a fM) . <p (oê fR) = G.
Pour le démontrer nous remarquons que, d'après (3), nous avons
9^ {fn).^^ (a i/R) . 9j^ (a^ i^E) == v^^;
et, comme, d'après l'iiypotiièse, w ne contient pas de facteurs différents de ceux do la fonction B^ 7?^, il suit de cette équation, qu'aucune des expressions
V^ifB), 9,(«tS), 9^1^' fB]
ue SG réduira à 0 pour les valeurs de x autres que les racines de l'équatiou
et, en vertu de (10), il en sera de même à l'égard des fouctious
f{f«), tp (» fS), <f{a?fB).
Quant aux racines de Téquatiim
elles ue peuvent, comme on le voit par la forme de la fonction
cp (fj-l) = X-t- YfBjïI-*-^ ^WK^
annuler une des expressions
9 (f -«), cp (a fR), 9 {a? i^Ii),
sans annuler les lieiis autres; or, aucune valeur de x ne peut annuler à la fois toutes les trois expressions, d'après ce que nous avons démontré dans le § 2 à l'égard de la fonction déterminée par la formule (10). On voit de là que la fonction 9 (V H) dont il s'agit ne s'annulera pour aucune valeur de x, quelle que soit la détermination du radical, et, par conséquent, elle satisfstira à l'équation
9 (\^R).<f {ai>'n).<? (a.^ f}i) = G,
et en mémo temps elle donnera l'expression de notre intégrale par la formule
J J"- dx = K log [9 {\/R) . 9 ^ (œ -fi^) . 9«' (a^ fB)].
Or, en portant ici la valeur de la fonction 9(y7î) d'après (10) et remarquant que 1 -H a -1- a^ ^ 0 et que I) disparaît, nous trouvons que cette intégrale s'exprimera à l'aide de la fonction f^ (Vit) comme il suit:
dx=^K log [9^ ( fR) . 9/ {a. fE) . ^/ (a? -pK)].
D'oîi il est clair que dans l'évaluation de cette intégrale on peut poser 9 {VR) égal à 9 (V-R), si v ne contient pas de facteurs autres que ceux des fonctions R^ et R^; et, par suite, dans le calcul de la fonction ^(VR) à l'aide de nos formules on peut même s'arrêter à la valeur v qui contient la variable x; il suffit que cette fonction ne contienne do facteurs autres que ceux des fonctions R^ et R^.
SUR LES FRACTIONS
jCaUze aSzessêe à 31Ï, ^tascÂm^ann et ûm ie 4Sj30 septemête 4865 Sans (a séance 9e /a Société 31Iat-^éfnaUqu& Se 3Uoscou.
(MaTeMaTHieCKÏfi CSopHHKï., tomi. 1, 1866 r., CTp. 291—296. Journal do malhi^matiqiiiif pures et appliquées. Deuxième série, X, 1865, p. 353—358.)
Sup les Tractions continues algébriques.
Le 13 septembre 1866.
Monsieur,
Parmi les diverses applicatious des fractions continues algébriques qu'on a faites jusqu'à présent, celle que l'on rencontre daus V interpolation d'après la méthode des moindres carrés se distiague par uu caractère tout particulier: dans ce cas les fractions contiaues servent à déterminer les termes dans certains développements de la fonction en série. Cette interpolation et toutes les séries qui en résultent n'embrassent encore qu'une partie miuimc du champ d'un tel usage des fractions continues, et qui est peutêtre aussi vaste que celui d'usage ordinaire de ces fractions dans l'analyse. Ka effet, à l'ordinaire elles servent à trouver les systèmes des polynômes X, Y, qui rendent la différence uX — T" la plus proche possible de zéro, en supposant bien entendu que la fonction u soit développable en série ordonnée suivant les puissances entières et décroissantes de la variable, et que le degré d'approchement se détermine par sa plus haute puissance dans le reste. Pour résoudre la question concernant Vinterpolalion d'après la méthode des moindres carrés (Jownal de MatMmatiques pwres et appliquées de M. Liouville, 2* série, t. III, p. 235), il s'agissait de faire tendre le plus possible la différence de la forme uX — T, non pas vers zéro, mais vers une certaine fonction (vers -■zzx^ d'après la notation du passage cité), et c'est ainsi qu'on est anivé à uu nouvel usage des fractions continues algébriques. Or ce cas particulier d'approchement de l'expression uX — Y h. une fonction donnée n'est pas ie seul qui se présente dans l'analyse et qui demande un nouvel usage des fractions continues algébriques : quelle que soit la fonction donnée ^, la détermination des polynômes X, Y, qui rendent l'expression uX — Yla plus proche de v, se résout aussi à l'aide des frac^ tiens continues, et pai' des formules analogues à celles que l'on trouve dans Vinterpolalion d'après la méthode des moindres ca,rrés. Cette question sur la
détermination des polynômes X, T dans l'expression uX — Zest d'autant plus intéressante, que par sa simplicité elle se place immédiatement après celle que l'on résout ordinairement au moyen des fractions continues algébriques, c'est-à-dire où il s'agit seulement de rendre l'expression uX — F aussi proche de zéro qu'il est i Soit
la fraction continue qui résulte du développement de la fonction u, et
ses fractions convergentes. Si l'on convient de désigner par E la partie entière d'uue fonction, les polynômes X, Y, qui rendent la différence uX — Y la plus proche de la fonction v, seront donnés par les séries suivantes:
Y=-Ev-^{Eq,Q,v — q,EQ,v)P,~{Eq,Q,v-q,EQ,v)P,-t-....; Ces séries sont finies ou infinies en même temps que la série des fractions
et leurs termes, comme il n'est pas difficile de le remarquer, présentent des polynômes dont les degrés vont en croissant. Arrêtées aux termes convenables, ces séries fournissent pour X, Y des valeurs entières et de degrés plus ou moins élevés, suivant le nombre de termes que l'on prend, et en tout cas ces valeurs de X et Y sont celles qui rendent la différence uX — Y aussi proche de v que cela est possible avec des fonctions entières de mêmes degrés que X et Y, et aussi avec des fonctions de degrés plus élevés, mais inférieurs aux degrés des fonctions que Von obtient en prenant dans les expressions de X et Y un terme de plus.
Les valeurs de X et Y qui jouissent de cette propriété remarquable résultent du développement de la fonction v suivant les valeui's des fonctions
n^=uQ^ — P,, B^~uQ^ — P^, 2i^ = uQs~Ps,
dont les degrés sont au-dessous de zéro et vont en décroissant. Un tel développement de la fonction v est facile à obtenir. Si l'on été de v sa partie entière Ev, et que l'on divise le reste par M^, le nouveau reste par B^, et ainsi de suite, il est clair que les quotients de ces divisions, multipliés re-
spectivenient par 7»'i, 2?2, . . . . , et ajoutés à Ev, doiiueront la valeur même de la fonctiou v exacte au dernier reste près. Or le développement de v que l'on trouve de cette manière présente, comme il est facile de s'en assurer, la série suivante :
OÙ les termes sont certaines fonctions dont les degrés vont en décroissant.
Dans le cas le plus ordinaire, oii les dénominateurs qi, q^., q^,. ■ ■ .de la fraction continue
sont tous du premier degré, cette série se simplifie beaucoup; tous les facteurs qui accompagnent les fonctions J^i, M2, -Bg,. ■ . . deviennent constants, et leurs valeurs se déterminent très-aisément : ces facteurs se réduisent aux produits
où .4,, ^a, ^g,. . . . désignent les coefficients de x dans les dénominateurs îii %, 'iï!' ... et Zi, ia, Xg,. . . . les coefficients de — dans les produits
Qi'"^ Q^^, Qz^i — D'où résulte dans le cas en question la série suivante, pour le développement de la fonction v:
V — Ev-^ A^L^B^ — A2L^E2-\- ,
et ces valeurs de X et Y, pour rapprocher la différence v,X — Z le plus
possible de v:
X^ A,L,Q, — A,L,Q,~i-...., r^—Ev-i-A^L.P. — A^L^P^-i-
Dans le cas où la fonction v peut être représentée par la somme
^ (x) étant une fonction entière, et K^, K^, K^, , «i , a^a , 3:3 , .... des constantes, on trouve, en posant §, = 4^1 (;»), Q^ = ^s {^), Ç3 = I3 (s') - ■ ■ -, les expressions suivantes des quantités Li, L^, L^,....:
L, = K, ^, (X,) -+- K, 4., (X,) -+- K, I, {X,) -t- . . . . = 2 Z, 4-, (a;,), ig = K^ (j,^(a;,) -+. A:,4;g{ic,) -t-Ks'\>^{x^)-i- = 2 K^'\>^{x;),
Pour ces valeurs de Lj , L^, L^, . . . . les séries précédentes deviennent
V = mi-i-J^SKi'\,^{x,)B,--J,2K,'\^,{x;jB^-i-A,SK,'\,^{x,)B^—....,
1= A,2K,'^,(x,)Q,- J,2KMx,) Q,->-A,2EMx,)Q—
r= — J*-i-^,27f,4, (a:,)P, — J,27f,4,(i,)Pj-Hj,2K;^;,(ii)7's—
où l'on a
W:)=Q„ U^)=Q„ lsW = «,
Daus le cas particulier où la fonction v se réduit à un seul terme -^on trouve, d'après la première de ces formules, le développement suivant deji-.,
ji^ = y), •!',(«) A -^.i(<')-S'î-^44'3(»)B.~-- -,
OÙ chaque terme présente le produit d'une fonction de a par une fonction de X, comme cela a lieu dans la série qui résulte du développement de {x — a)~^ d'après la formule de Newton.
En faisant dans les formules précédeutcs
^ ^ F{x,) _|_ -F(x,) _^ _ _^_ F(x^) ^ y Fixé on trouve les valeurs des polynômes X et Zpar lesquelles la différence
s'aijproche le plus possible de jr——-., et comme un tel rapprocliement constitue la condition nécessaire et suffisante pour que le pulynùme X réduise au minimum la somme
S^(X — F{xSf
(ce qui n'est pas difficile à montrer), il s'ensuit que l'expressiou de X, déterminée de cette manière, présente la formule à'' interpolation d'après la méihode des moindres carrés.
Je n'insisterai plus sur le parti qu'on peut tirer du développement en série suivant les fonctions déterminées par le moyen des fractions continues algébriques; ce que je viens de dire suffit pour faire voir tout l'intérêt que présente le sujet vers lequel m'ont porté vos leçons et vos précieux entretiens.
Agréez l'assurance d'une estime profonde, etc.
P. Tclïébichcff.
SUR
LE DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS EN SÉRIES
XRABUÏX TAK G. A. POSSK.
iipu noMou^u H<inp&puêHUOc>'& dpoScû,
(UpHJioHienic Kl. IX-My TOSty 3anHC0JCi. HitnKPATOPOKoS Aiiweiiia HayK-b, J^ 1, 1866 r.)
Sur le développement des Fonotlons en séries à l'aide des fractions continues.
§ 1. Soit
uue fraction continue algébrique, les dénominateurs
2i> 32. Si,
étant des fonctions entières de la variattle x, ii la valeur exacte de cette fraction et
P, ^ Pg
ses réduites, qu'on obtient en arrêtant le développement
successivement à q^,, 5i, Sa,- . . . D'après les propriétés des réduites, pour déterminer les valeurs dus différences
on a la formule
£^ désignant la valeur de la fraction continue
et représentant, par conséquent, une fonction do degré négatif.
Ou voit par cette formule quo les fonctions
mÇj — i>, tiQ^ — P^, uQs — P.„ ,
qu'où obtient on multipliant les différences
-Pi -Pï -P3
par
«„ fe, ft ,
satisferont à l'égalité suivante:
Nous allons nous occuper maintenant des séries formées à l'aide de ces fonctions. Pour abréger, nous représenterons ces fonctions par
en posant
uQ^ — P^^B^, uQ^—P^ = M^, %Q^ — P^ = B^,....
§ 2. A l'égard des fonctions it\, B^, B^, . . . . en vertu de (1), on aura d'abord l'égalité
D'ailleurs, $,, Q^, Q-j,--.-, les dénominateurs des rétkiites
e.' Sî' «a' — '
représentent une série des fonctions do degrés croissants; doue, il est clair que dans la série
toutes les fonctions seront de degrés négatifs, qui vont on décroissant. D'après cela, ayant une certaine fonctiou v, développable en série procédant suivant les puissances entières déci'oissantes de x, nous pouvons obtenir, pour représenter la fonctiou v avec une approximation plus ou moins grande, uue série dont les termes seront composés des fonctions entières de X multipliées par les facteurs B^, R^, B.^, . . . .
Eu effet, si nous convenons de représenter généralement par le signe Xj la partie entière des fonctions, la difféi'ence v — £iv représentera une
fonction de degré négatif. En la divisant par Ji^ nous obtenons une fonction entière Wj comme qnotient et un reste r^ de degré inférieur à celui de B^. En divisant *•, par R^ nous obtiendrons aussi une fonction entière w^ au quotient, et le reste r^ obtenu ainsi sera d'un degré inférieur à celui de B^. En continuant de cette manièi'e les divisions des restes successifs par Rf, E^, . . . . nous trouverons une série de quotients
représentant des fonctions entières, et une série des restes
dont les degrés seront inférieurs à ceux de -fij, B^, i?3, . fonctions seront liées par les équations
r = iD B -+- r^ ,
Or ces équations, après l'éliminatiou de r^, r^, .... r^_,, donnent la formule suivante pour la représentation de la fonction v
(3) v = nv-t-a^ B^-t-a^ M^-i-a^ Eg-i-. . . .-i~ »„-K„ -+■ r^-
Le degré de r^ étant, d'après ce qui précède, inférieur à celui de ii'^, cotte formule donnera, pour la représentation de v esacte aux termes d'ordre de B^, l'expression suivante:
V = -Ej!! -t- (^^ B^-^- a^ B^-i-c)^ B.j-1- . ...-+- «„ B„ ,
<^u S' ''*i)5 • • • ■ désiguant des fonctions entières. Toutes les fois que la fraction continue
sera illimitée, la série des fonctions
déterminées par ses réduites, le sera aussi et par conséquent on pourra aug-
lûenter iiuléfiniiiieut le nombre n dans l'expression do v, trouvée ci-dessus, ce qui nous conduit à la série infinie suivante pour le développement de v:
V = Jiy -H M, j^i H- «j J^a -I- «g -Bg -t- . . . .
§ 3. Dans chaque cas particulier, lesfonctious Uj, o^, a^, , comme
on a vu, peuvent être déterminées à l'aide des divisions successives; nous allons donner maintenant leur expression générale d'après laquelle chacune d'elles se détermine immédiatement.
Pour cela, nous allons démontrer d'abord que les degrés des fonctions
sont respectivement inférieurs à ceux de g^, g^j 5 la fraction continue
. . . . , qui figurent dans
En effet, d'après le § 2, ces fonctions représentent les quotients dans les divisions de
V — hjv, r^, r^,. . . .
par
Aj , -O.^ , -fSg ,....;
or, d'après ce qu'on a remarqué à l'endroit cité, v — tiv est de degré
moindre que 0,etr^,r^, sont de degrés inférieurs à ceux de M^jE^, ;
donc, il est clair que les fonctions
seront de degrés inférieurs à ceux des expressions ± B, E2
D'ailleurs, en vertu de (2), on trouve que les degrés de
Bj, M^, R^, . . . .
sont égaux k ceux des fonctions
par conséquent les
j_ Bi ^
seront égaux à ceux (
Or, en remarquant que Q^, Q^, Q^,. . . . désignent les dénominateurs des fractions réduites
^ Il ^
G2' Qs' «4' '
qu'on obtient en arrêtant le développement
successivement aux dénominateurs q^ , 2a, Sa, - ■ ■ ■ , nous trouvons que
^~2i' q:~^^'^Qo' Q,~
Il s'en suit que les fouctions
seront de degrés égaux à ceux des dénominateurs q,, q^, q^,....; donc, les fonctions
seront des degrés moindres que celles-là.
§ 4. Passant à la détermination des fonctions
remarquons que la formule (3), après la multiplication par Q^, donne Q^v=Q„ ÏV H- Wj 7Î, Ç„ H- «, ÏÏ, g„ H- -<-w„iï„Ç„-i-r„(3„.
Le degré de r^ étant moindre que celui de E^, et ce dernier, en vertu
de (2), égal à celui de 7A-, le terme r„ 0„ ne contient pas de partie Vn-t-i " "
entière; quant au t-erme Q^ ihv, il représente évidemment une fonction
entière. Il en suit qu'en déterminant la valeur de i^Q^v, d'après la formule , on trouvera:
fjQ^ v=Q^ ^v -+- E«, F,.^ Q^ -1- Eo^ Tï, e„ -f- -t~ Em^ n„ Q^,
_ 622 — et retrauchaut cette formule de la précédente, on atira
Eu multipliant cette formule par q^ pour en tirer la valeur do i^q^ W^v — hjQ^vU nous arrivons à l'égalité suivante:
-I- -^- Eg^ (o„ -S„ Q^ — Eq^ 11^ Q_^) .
Quant au terme tjq^r^Q^, on voit de suite qu'il se réduit àzéro; car r^ est de degré moindre que M^, et B^ eu vertu de (2) de degré égal à, celui de ^ — ; donc, le degré de q^ r^ Q^ sera moindre que celui de q^ Q^ ^ — ■ et par conséquent négatif, par ce que q^ Q^ 'q~~^ '^" Qnii "^ '^^n 9n '*' ^n-i-i! représente une expression du degré zéro.
§ 5. Pour déduire de l'égalité obtenue (4) une formule servant à la détermination de la fonction w^, nous allons calculer les valeurs des termes qui figurent dans le second membre de cette égalité. Remarquons dans ce but que d'après (1)
uQ^ =
On-H, -^ e„ Qr.
Multipliant par Q^^^, m étant l'un des nombres 1, 2, 3, .... (w — 1), n, nous aurons
" '" " "* vn-t-i ^^ 'n Vit
D'ailleurs, remarquant qu'en vertu de notre ]iotation
nous trouverons
Substituant la valeur de îiQ^^ tirée de là, dans la formule précédente, nous avons
d'où découle la valeur suivante du produit B Q :
(«) «„ e. = -p. g.,. - -p,,. e. -^ ârir^ % ?. ■
Déterminant à l'aide de cette formule la valeur de -f-Jw^, J?„, Q^^ et remarquant que 0) {P Q — P Qj) est une fonction entière, nous obtenons
Or en considérant la fraction
où le degré du facteur 6>^, d'après le § 3, est moindre que celui de 3,„, nous remarquons que le degré du numérateur y est inférieur au degré de im ^m ^^ P^' conséquent à celui de Q^^^, par ce que Q„^_^^=Q^q^-t-Q„^_i. Donc, cette fraction représente une expression dont le degré est moindre que celui de
et par conséquent, dans notre cas où m ne surpasse pas n, le degré de cette expression sera négatif, car pour m = ou < n, le degré de la fonction ^m-t-i ^^ surpasse pas celui de Ç„^j. D'après cela, dans l'expression trouvée ci-dessus de riw,„ .7^,„ Q^ le terme
E(- 1)"-^ "m Qrn Qn-^i -*- En Qn
s'annule et (^Ue se réduit à la suivante :
Ï^Wm K Qn = "^m (K Qm ~ ^m '?«)■
Or eu vertu de (5)
»„ -B» «. = »,» Vu 0™ - -P., «.) -^ 'liZ7*°'Q'' donc, d'après ce qu'on a trouvé ci-dessus
d'où l'on aura pour déterminer la valeur de
la formule suivante:
(6) Es»("„«„e„~E«,,„_B^ç„)=j]
C'est à l'aide de cette foimiule que nous trouverons les valeurs des termes du second membre de l'égalité (4), ce qui va nous servir pour la détermination de l'expression de la fonction w^.
§ 6. Nous avons vu (§ 5) que la fraction I- 1)"-' <o^ Q^
représente une expression, dont le degré est inférieur à celui de ^p^- ; donc, la fraction
sera de degré moindre que
In
D'où il suit évidemment que le degré de cette fraction, à partir de m ^^^ 1 à w ^ n — 1, sera négatif. Doue, pour toutes ces valeurs de m
et en vertu de l'expression trouvée ci-dessus de
Ej„ ("m -S« Q„ — Ew„ -^m ^«)
noua tirons cette conséquence que pour
on aura
Eg^ ("m ''A„ Ç„ — Eu^ i?^ §„) = 0.
D'ailleurs, en faisant dans la formule (6)
m = w, nous aurons
Pour en tirer la valeur de
1«„ (o)„ B, e„ — Em, B„ Ô.) , nous remarquons que l'expression
~ 625 — après la aubstitutioû de Q^ q^ -i- Q^_i au lieu de (?„_n, se réduit à
ce qu'on peut aussi écrire de la manière suivante:
Quaut à cette dernière, elle.se réduit évidemment à( — l)"^^»^^: carie degré du secoua terme de l'expression sous !e signe rJ est iiégatif, vu que M^ est de degré inférieur à celui de (/^, le degré de Qn_^ moindre que le degré de Q^^ et celui de t^ négatif.
Eu vertu de ce qui précède nous concluons que l'expression
se réduit à zéro pour m = 1, 2, 3, ... . (« — 1) et devient égale à
pour m = n; donc la formule (4) se réduit à l'égalité suivante
qui donne pour la détermination de o^ la formule
Eu y faisant
nous trouverons les expressions de tous les facteurs
(Jj, Q„, W.j, ....
qui figurent dans le développement de v d'après la formule
V = tjV H- W^ -?i'i~t- "a '^''a"*" % -^''j -I- . . . -
La diftérence
Q,v — ¥iQ^v
représentant la partie fractionnaire du produit Q.^^v. la détermination de 6»^^
àTaide de la formule (7) se ramèue à la recherche d« la partie entière daus le produit de ç„ par la partie fractionnaire de Q^ v.
D'autre part, eu exécutant le calcul dans la formule (7) on aura
„„ = (- 1)"-' [Ej„ ()„ . - E (g. E«. „)] , et, q étant une fonction entière, on obtient
l'expression précédente de »„ se réduit ainsi à la forme suivante :
Kemarquant encore que u„ est "une fonction entière de degré moindre que q^ et que le terme q^ ■t'Q„î' est le produit de q^ par une fonction entière, nous tirons de la formule précédente cette conclusion que o^, affecté du signe -t- ou — , représente le reste de la division par q^ de la fonction -Ejg^ Q^v, c'est à dire, de la partie entière du produit ?„ Q^v. § 7. Le développement de t) à l'aide de la formule
■y = rjy -H Wi 7?! -4- uig Ti_^-+- co^ Mr^ -+-....
que nous avons indiqué, mérite surtout notre attention parce qu'il fournit la solution de la question suivante :
«Déterminer les polynômes X, Y pour lesquels la différence uX — Y représente la fonction donnée v avec le pltis grand degré d'exactitude qu'on puisse atteindre, lorsque le degré âti polynôme X ne surpasse pas une limite donnée.
Les polynômes X et Y, pour lesquels la différence t(X — Y s'approche le plus de zéro, s'obtiennent, comme on sait, immédiatement à l'aide du développement de u en fraction continue et c'est en vertu de cela que les fractions continues algébriques donnent" le moyeu de résoudre diverses questions de l'Analyse. Les polynômes X et Z, pour lesquels !a différence uX — Y s'approche le plus non pas de zéro mais d'une certaine fonction donnée, ne s'obtiennent pas immédiatement par le développement de )( en fraction continue, mais, commo on va voir, se déterminent par des séries d'un genre particuHer, dont les termes peuvent être trouvés à l'aide du développement de u en fraction continue, ce qui ouvre pour les fractions continues algébriques un nouveau champ d'applications, dont on peut voir un exemple dans notre Mémoire stir les fractions continues, contenant une formule d'interpolation par la méthode des moindres carrés.
Soit m la limite du degré d'ua polynôme X qu'on cherche à détermi- Hcr, en même temps que le polynôme Y, sous la condition que la différence îiX — Y s'approche le plus d'une fonction donnée v, et soit Q^, dans la série des dénominateurs
des réduites
Pi Pj Pj
Ç~i' Ç2' Qs' '
le dernier de ceux, dont le degré ne surpasse pas m. Dans cette supposition le polynôme X sera de degré inférieur à celui de Qn_^__^■ Désignant par F^ et p^ le quotient et le reste de la division de X par Q^, par F^_^ ^t Pm_i ^^ quotient et le reste de la division de ?„ par Q„_i etc. et remarquant que le reste de la division par i^^ ^ 1 est zéro, nous aurons îa série suivante d'équatious:
donnant par l'éliminatiou de
l'expressiou suivante du polynùme clievché X;
(8) X = F, e, -I- F^ ft -1- .... H- ?,__, ',)„_, -t- F„ e,„
où
sont des fonctions entières inconmies.
Ces fonctions étant les quotients des divisions des fonctions
par
ft, «„■••■ e„_„ 0.,
leurs degrés seront respectivement égaux à ceux des expressions
Or les fonctious
étaut les restes des divisions par
leurs degrés seront moÎDdrcs que ceux des
d'ailleurs le degré de X est moindre que celui de Ç„^j, d'après ce qu'on a remarqué ci-dessus; donc, les degrés de
Çl' Q2' ^«-1' Qn
seront moindres que ceux de
al par suite moindres que les degrés de
Ul, 9-2, in^„ Un^
parce que, d'après les propriétés des réduites, on a:
§2 §3 Q^ Qn Qn—i §n-t-l ^^n— i
Ou voit de là que daus le développement (8) du polynôme iucomui X les facteurs
seront des fonctions dont les degrés sont respectivement inférieurs à ceux des dénominateurs
Si, Î3> e„_p %■
§ 8, Pour déterminer les fonctions
dans l'expression du polynôme cherché X, donnée par la formule
ainsi que le second polynôme inconnu Y, nous remarquons que d'après les conditions du problème la différence
uX—Y
doit représenter le pins près possible la fonction donnée v, ce qui exige que l'expression
uX — Y— V
s'approche le plus de zéro et par conséquent que le polynôme IF représente le plus près possible la valeur de la fonction uX — v.
Il en résulte que ce polynôme doit être égal à la partie entière de l'expression uX — V et par conséquent, d'après nos notations, nous aurons l'égalité suivante pour déterminer le polynôme Y:
D'autre part, en tirant de cette égalité que
uX~ Y—v ^uX — v — ¥i {uX~v),
nous concluons que le degré d'exactitude avec laquelle la différence
itX—Y
donne l'expression de la fonction o est déterminé par le degré de la différence
uX — v-~fi{iiX~v),
ou, ce qui revient au même, par le degré de la partie fractionnaire do l'expression uX — V.
Donc, pour satisfaire aux conditions du problème, le degré de la partie fractionnaire de l'expression
iiX- — -v
doit être rendu le plus petit possible.
Eu vertu de cela, ayant le développement de la fonction v d'après la formule
y = Ef -t- Oj 7Ï, ^- u, B^-i- ,
nous pourrons facilement trouver les facteurs
Fi, F^, i^;_,, 'h\
dans l'expression du polynôme X, donnée par la formule
ainsi que le second polynôme inconnu Y.
Mettons pour cela dans l'expression uX — V les développements de X et de *, indiqués ci-dessiis, ce qui douuc:
— El,' ~ o, H, — a, B,— — <)„ /(„— o„^| B^_.r-
Or d'après nos notations
Substituant les valeurs des produits
qui en résultent, dans la formule précédente, nous aurons
»Z— » = — E»-i-F,P,^-F,Pj^- -i-F„P„
-t- (F, — a,) II, -^- (F, ~a,)R,-^- -1- (F„ — (o J _B„
En considérant cette expression de la différence uX — v, nous remarquons, que les termes
constituent une fonction entière, tandis que les autres représentent des fonctions de degrés négatifs, comme cela résulte de ce que les degrés des facteurs
./îj, 7?3, E^, ,
d'après le § 2, sont égaux à ceux des expressions
et les facteurs
sont composés des fonctions
dont les degrés {§ 3, § 7) sont moindres que ceux dejj, q^,.... q^, q^^^,--- Eu vertu de cela on trouve pour la partie entière de uX^v, Tcxpressiou
et pour la partie fractionnaire
la première nous donne d'après (9) l'expression suivante du polynôme Y:
r= — \lv -+- F, 1\ -f-F^P^-i- H- i?; P„,
la seconde va nous donner le moyen de déterminer les facteurs
qui figurent dans les cspressions des polynômes cherchés X et Y.
§ 9. En examinant la composition des termes dans la partie fractionnaire indiquée ci-dessiis de la fonction
nous romai
■qirous que les degrés
des facteurs
. . . li,
sont égaux
à ceux des cx[iressio] 1 1 1 ]
is
l'in-t-l
-On
et les degr
es des facteurs
sont inférieurs à ceux de
Si. b,--
mais pas plus petits que zéro, parce que ces facteurs représentent des fonctions entières. Par suite nous trouvons que le degré du terme
sera moindre que celui de
(F,~o.,)fl,
Jh Jh ±
«, 9i îi «
mais pas plus petit que le degré de
il" — L.
le degré du terme
sera inférieur an degré de
mais pas plus petit que celui de
etc. Or on voit d'après ces limites des degrés des fermes daus la série
{I'\— G),) B^ -V- (F,— o,) _Ba -i~ . . . . -+- {F^~ o„) R^— u„_^^ ^„_^ — ■ - ■ ■
que les degrés des termes y vont eu diminuaiit constamment et par conséquent le degré de la partie fractionnaire de l'expression
vX~v,
donnée par cette série sera d'autant plus petit qu'il sera plus grand ie nombre des termes qui évauouisseut à partir du premier.
Cela posé, il n'est pas difficile de trouver les valeurs des facteurs
qui donnent la solution de notre problême. D'après les conditions de ce pro blême, le degré du polynôme X, représenté par la formule
ne doit pas surpasser la limite donnée m, ce qui suppose, en vertu du § 7, que le degré de F^ ne surpasse pas celui de ^— et, d'après le § 8, ce polynôme doit rendre le degré de la partie fractionnaire de l'expression
î(X — V aussi petit que possible, ce qui exige, comme nous venons de voir, l'évanouissement du plus grand nombre possible do termes h, pai'tir du premier dans la série
(F, - o,) F,, -- {F, - „J n, H- . . . . -,- (f„ — Bj B„ _ »„_^, li„^ - .... Or les » — 1 premiers termes disparaissent quand on suppose P,=(o„ F, = a, i? , = u ,;
CCS valeurs des facteurs F^, F^, . . . . F„_^^ dont les degrés sont respectivement moindres quo ceux de
d'après le § 7, étant possibles, nons trouvons pour la solution de notre problême
Pour ces valeurs des facteurs F^, F^, . . . . F^_^ ia partie fractionnaire de liX — «> se réduit à
où le premier terme peut être annulé par un choix convenable du facteur F,, seulement dans le cas ou le degré de
7-; = o„ ne surpasse pas celui de ^, ou, ce qui revient au même, quand le degré de "« (?„ nesurpassc pas le nombre))?, qui est lalimite du degré dupolynômeX Dans le cas contraire, d'après les conditions du problême, le facteur F^ doit être de degré moindre que to^^, donc sa valeur n'influera sur le degré de l'expression
Ainsi, lorsque le degré de o„ Q^ est supérieur à m, on peut prendre pour F^ toute fonction entière pour laquelle le degré du produit F^ Q^^ ne surpasse pas m, limite du degré du polynôme X De foutes les valeurs de F^ satisfaisant à cette condition, !a valeur égale à zéro mérite une attention particulière, car elle fournit les expressions les plus simples des polynômes X et T, qui donnent la solution de notre problême.
En vertu de ce que nous avons montré par rapport aux facteurs
dans les formules
Y=—^]v-t-F,P,-^^FJ',-t- -^F^^P^,
on voit que la série
"i ^1 "+" "a ''^3 *+" "s (?s "•" ■ ■ - ■ ' arrêtée au dernier des termes dont le degré ne surpasse pas m, donne la valeur du polynôme X dans la solution de nôtre problême et que la série
arrêtée au terme correspondant, donne la valeur du polynôme Tdans la même solution. Cette solution sera la seule possible, si le premier des termes rejetés dans la série
'^i ^1 ~'~ '"'a ^2 "^ '"'s Qd '*' ■ ■ ■ ■
contient le facteur Q^ de degré supérieur à m, limite du degré de X. Dans le cas contraire ce sera la plus simple de toutes les solutions en nombre infini de notre problème, qui toutes donnent l'expression de v avec le même degré d'exactitude et peuvent être obtenues de la solution la plus simple eu y ajoutant aux polynômes X et T les termes
OÙ F est une fonction entière quelconque qui, étant multipliée par Q^, donne un produit de degré ne surpassant pas m, limite du degré du polynôme X.
Telle est îa solution de notre problême sous la forme générale.
§ 10. Les facteurs
contenus dans le développement de la fonction v d'iiprcs la formule
V = rjv H- «j /l'j -+■ &>^ 21, -i~ . ■- . . et dans les séries
Y= — Ef -H o, I\ -t- a^ P^ -+- t,)g 1\ -h- .... ,
qui déterminent les valeurs des polynômes X et J'pour lesquels la différence îiX — Y exprime le plus près la fonction v, s'obtiennent, comme on l'a vu (§ 6), à l'aide de la formule
ou
Dans le cas qui se présente ordinairement, où les dénominateurs g,, q,^, g.,.,... dans ta fraction continue
sont tous des fonctions du premier degré, les facteurs
se réduisent à des constantes dont les valeurs se déterminent aisément.
En effet, si
qj^^Aj^x-t-B^, q^ = A^x~^B^, . . . . q^:= A^ x -\- 2i^, .... la première des expressions indiquées ci-dessus du facteur o donne
D'ailleurs, remarquant que la différeuce
ne contient dans son déyeloppement de termes ni de degré 0, ni de degrés positifs, nous concluons que le développement de cette différence aura la forme
Or, étant raulti])liée par A^x-i-B^, la série précédente donne
A^L^-i — ^ — ^ n^_?îH^ . . . .;
donc, en y rejetant la partie fractionnaire, nous aurons d'après la formule indiquée pour la détermination de o^:
(,>^=r(— 1)"-' A^L^, A^ étant, comme on Ta vu, le coefficient de x dans le dénominateur q^, et £„ — le coefficient de — dans la différence Q^v — TjQ^^v ou, ce qui revient
au même, dans l'expression Q^v, le terme J^Q^v ne contenant point des degrés négatifs de x.
En tirant de cette formule les valeurs des facteurs
Oj, «g, (ûg, , . . . ,
nous obtenons, en vertu du développement mentionné de la fonction v, la série suivante:
v = Ev-i-A,L^E, — A^L^Fi,^AsLsMs~. . . .,
et pour l'évaluation des polynômes X et Y, avec lesquels la différence îiX — Zreprésente la fonction v le plus près possible, nous aurons les séries
X= A,LjQj — A^L^Q^-^As Xg Qs -
désignent les coefficients de x dans les dénominateurs de la fraction continue
et
les coefficients de — dans les développements des produits
^1^, Q^-v, Q-iV, ....
suivant les puissances desceudautes de la variable x.
SOR UNE QÏÏSSTÏOH IRÏTHMITIQÏÏ]
(XHADUÏX PAK ». SÉLÏVAWOrr.)
apueMC/îmi/cacâoM'6 Sonpoc9'6.
(HpHnoaieiiie srh X-My loity SauHcoKi, KanapATOPCKoS AKaaiCMiii HayK'Ê, INs 4, 1866 r.)
Sur une question arithmétique.
Etant donné le degrô d'approximation de la différence y — ax vers zéro, on détermine facilement les moindres nombres x Qi y pour lesquelles cette approximation a lieu, en développant la quantité a en fraction continue. La question plus compliquée consiste à déterminer les nombres a; et ^ de manière que la différence y — ax s'approche vers h avec le degré d'approximation donné, 6 étant «ne grandeur donnée différente de zéro. Cette question peut être résolue aussi au moyen des fractions continues, comme nous allons le faire voir.
Nous envisagerons la question sous deux aspects, selon qu'on cherche les nombres x, y de manière que la différence y~ax donne la valeur approchée de h par excès ou par défaut. Dans le premier cas la différence y — ax derant être supérieure à J, si l'on suppose que le degré d'approximation, que l'on a en vue, ne laisse faire une erreur égale à 1, cette différence doit dépasser & d'une valeur moindre que 1, par conséquent en ce cas la quantité
y — ax — -l^=y — (ax-t-h)
est contenue entre 0 et 1 ; le nombre iucouuu y est donc égal au plus grand des deux nombres entiers entre lesquels est contenue la quantité ax -+- h. En dénotant en général par le symbole EA le nombre entier inférieur à A et le plus proche de A, nous remarquons que la quantité ax-i-h sera contenue entre les deux nombres
£i (ax -f- h), ri {ax-\-h)-i-\, et par conséquent l'inconuu y aura pour valeur y = £i {ax-\-y)-^ 1 .
Pour cette valeur de y uoiis obtenons
ij- — {(ix-\-'b)=: K {ax -y- h)-i-\ — {ax -i- h).
De cette manière on détermiuc le degré d'approximation de la différence y — ax vers h dans le cas où cette différeuce est plus grande que h.
Eu discutant de la même manière le cas, où y — ax donne une valeur approchée de h par défaut, nous concluons (iiic y doit être égal au plus petit des deux nombres entiers
E {ax -^ h), E {ax -^-l)-^-},
qui comprennent la quantité ax -+- b, par conséquent
y = l'j {ax 't- h), et
y^ax-^h = rj {ax ~i~ h) — (ax -+~ h)
= — i ax -i- h — K- {ax -+-l>)\.
Il en résulte que notre question se réduit à la détermination de la moindre valeur du nombre entier x satisfaisant à la condition que
Tj (ax -+-h)-+- 1 — {ax -+- h) ou
ax -t-b—^ Jli {az -t- b)
soit inférieure à une quantité donnée, qui détermine le degré d'approximation de la différence y — ax vers h.
II
En abordant cette question, désignons pour abréger
E {ax-i-h}-i-l— {ax -+~h) = <ç, {x), 0) <
' ax-i-b — hi («a; -4- i) = '^ (x);
calculons les valeurs
et dans chacune de ces suites de valeurs chassons tous les termes égaux ou supérieurs aux termes qui leurs précèdent. Eu désignaut par
les termes qui restent après cette opération, il est facile de remarquer qu'eu général le terme
aura la plus petite valeur que peut prendre l'expressiou q> (a;) pour x < N^_^, . En effet, on voit, d'après ce que nous avons dit sur la réduction des termes de la série
T(0), cp(l), <f(2), T(3)
que ie terme <^[N^) ne peut rester que dans le cas, où l'on a
9(o)><p(Ay,
■p(l)>T(AV,
D'autre part pour qu'aucuu des termes
tp(A'„-t-l), ç(A'„-h2) tf(N^^^—\)
ue reste après cette réduction, le moindre de ces termes ue doit être inférieur à 9 (N^), qui est le moiudre des termes
9(0), 9(1), Cf(2),.... 9 (A'.);
car autrement ce terme serait moindre que ceux qui le précèdent, et par conséquent ne pourrait pas être chassé de la suite
0(0), cp(l), ?(2),,...
La suite
^.(M.), -HM,), ■i{M,). . . . ■iiJiÇ, +{lij^,) ,
jouit de la même propriété, le terme
•lyant la moindre valeur que puisse prendre <^ (x) pour les valeurs de x de puis x^=0 jusqu'à x = M ^ — 1 .
Il en résulte que les suites
fiN,), <?iN,), <^(N,), .... <p{N^), 9(N^^,\ ....,
^(If,), <^{M,), '^(M,),. . . . ^(M^), ^{M^^X- •■■.
obtcuues par la réduction énoncée ci-dessus des termes des suites
KS
font voir le degré de petitesse que puissent atteindre les expressions 9(3;), 4^ (x) pour les différentes valeurs de x. Pour cette raison ces suites peuvent servir à la résolution de notre problème.
Soit p. ex. 9{-ZV(j) le premier terme de la suite
ç(JVo), q>(A^j), 9(Ay, .... v{N^_,), 9(ZVJ,
ne surpassant pas une certaine limite e. Le moindre nombre x pour lequel la différence y — ax, étant supérieure à &, exprime tas près sera x = N . La même cbose s'obtient au moyen de la suite
^(M,), -i^iM,), '}^(M,), .... ^(M^), ^{M^^^), ....
si l'on suppose y — ax moindre que h.
La résolution de notre problème est aiusi réduite à la formation des
TTO, tTO, ,<f{N,) T(Ay, <p(]V„,)
it(M,), ■!t(Mi, i/(U,) i/(U), it(U^^), ....
On calcule aisément les termes de ces suites, comme nous allons voir, au moyeu des nombres x et y, pour- lesquelles la différence y — ax s'approche le plus de zéro. On obtient ces valeurs de x et y, comme on sait, à l'aide des fractions continues de la manière suivante.
Après avoii- développé a en fraction continue
on calcule Its réduites principales
et les réduites intermédiaires
■ ■ ■ e>(..-u> Pjto-ii
■ ■ • (3,(»-ij!
où
et en général
Po 1
Les nombres a: et y pour lesquelles la diifércuce y — ax, tout en restant positive, s'approche le plus possible de zéro sont
x=q;, q;\ — ç/'i-", Q„ Qi, q;, — , y = p,', -Pi", .... pi''^''\ p„ p;, p;',
tandis que les nombres x et y pour lesquelles la différence reste négative et s'approche le plus possible de zéro sont
x=Q„ g;, Q,", Q,''^-'\ Q„ Ql, ,
y^p,, p;, p;' p^''^~'\ Ps, Pi,
Ces systèmes des valeurs de a; et y jouissent, comme on sait, de la propriété que chacun d'eux l'éduit la valeur absolue de la diiférence y — ax h un tel degré de petitesse que l'on peut atteindre dans la supposition de y — «3;>0 ou y — - «a; < 0, en laissant ic -invariable ou bien en le diminuant. Ainsi p. ex. en posant x =: §/, )/ = Pj' on obtient la plus petite valeur possible de la différence y — ax pour x:=: ou <. (^Z et y — fl3;> 0.
Par celte raison, en dcsigoant par
les plus petites valeurs qu'obtient la différence y — ax pour 3;=], 2, 3,.... lorsque y — «3: > 0, on conclut que dans la suite
chacun des termes
%iQ^}, 9M'h ■■■■ 9o(^,"^"")> ?o(^.), MQs): ■■■•
sera inférieur à tous ceux qui le précèdent. De même, on désignant par -4-,(l), -^;.(2), -^.,(3), ....
les valeurs de la différence // — ax les plus approchées de zéro pour
x=i, 2, 3, . . . ., lorsque
y — ax <. 0,
nous remarquons que cliacun des termes
UQÙ, UQA Mi:'): ■■■■ i(ft"'""). ilft)
de la suite
sera Inférieur à tous ceux qui le précèdent. On Toit de là que les suites
9o«>i% '^M\ ■■■■ ?o(<3i"^"''), 'Po^^a), ïo((^3%
UQ^). UQil UQi'l ■■■■ UQ^''~'^ UQ^^ ■ ■ ■ ■ '
jouent ie même rôle par rapport aux suites
♦■,(1), i(2), +.(3),. ..-, que les suites considérées plus haut
î (*.), 9 (IfJ, 9 (W,), .... 9 (A'J, 9 (-'VaH-,) • ■ ■ • > ^/(itf.),. if{M,), \(U,), .... ^(M,), 'HjV.' ■ ■ ■ ■'
par rapport aux suites
Pour abréger nous dénoterons les nombres
e;, e,", .... o,'"^", q„ e,', . ■ ■ ■ , e„ e,', ft" ft'""", «,
par
m., m^, OTg, en vertu de quoi les suites
4'.(«.)> i. («,'), i(ft"), ■ ■ . ■ •!'. («.*""), >!'.(«,), .
90 K): 9oK), 9oW> '
'|>o(m(|), 'l'oC'Wi}, 'l'o{%\
Les expressions
comme il est facile de s'en couvaiiicre, s'obtiennent des expressions
cp (a:) = -Tj {ax-i-b)-t-l — (ax -t- h), |(a:) = as; -I- & — rj {ax -+- h),
quand on suppose b égale à zéro. En effet, pour que la différence p — ax s'approche le plus possible de zéro pour la valeur donnée de x, le nombre inconnu y doit s'approcher le plus possible de la quantité ax et, par conséquent, doit être égal à un des nombres entiers qui comprennent la quantité ax. Mais puisque ces nombres sont
E (ax) H- 1 , E (ax),
les valeurs de ^z — a3> les plus approchées de zéro seront
hj (ax) H- 1 — aï, Jij (ax) — ax.
La première de ces valeurs étant positive et la seconde négative, nous concluons en vertu de nos notations, que celle-là se représentera par ^o (x) et celle-ci par '\'^{x) de sorte qu'on aura
I <p^ (a:) = .Cj (ax) -4-1 — ax, (2) <
J 1^^ (x) =: ax — Tj (aaî).
Pour parvenir à la détermination des termes
■|«), -KiX), -K*,!. ■ ■ ■ ■ •KJf,), ■+(«',*■)
nous cherchons d'après les formnles (1) l'expression de la différence
— 646 ~ L étant un nombre positif quelconque. Nous obtenons q, (jY^) _ fp (iV^ -,- i) = E (fliYg -t- ;,)-,- 1 — (rtA^ -+- h)
— L {aN^ H- fflL -t- fc) — 1 -I- ffliVg -I- «-L -H ou, après la réduction,
ç (JV^) _ q, (JV^ -1- £) = «L — [E {a'N^ H- rti: ^ &) — E {aN^ -+- &)] ■ Mais ii est facile de voir que pour vl > 5 la diffôrcuce
E^— Es,
est égale à
ou à
Yj{A — B)'^\,
ce qu'on peut évidemment exprimer par l'égalité suivante
en supposant que dans l'expression
on choisit convenablement l'uu des deux signes ±.
Par cette raison l'expression trouvée ci-dessus de la différence
ç {J\;) — Y (jV^ ^ L) prend la forme
9 (N^) — cp (iVg ~i- L) = aL — E (aL) — i^ ;
donc, en remarquant que d'après (2)
aL— E {aL) = -\>JL),
nous en concluons, qu'on aura
où il faut choisir couvcnablcment le signe dans l'expression ^^. Dans le cas particulier, où l'on a
cette formule uous doune
Pour déterminer le signe qu'il faut y choisir, remarquons que le premier membre de cette égalité est positif, car les termes de la série
?(iv.), o(Ay, i(N,),. . . . t,(Ay, ?(*;_,,),. . . .
vont eu diminuant; et que le premier terme du second membre "J^oCA^^^^ — N^) d'après (2) est inférieur à un. La formule ne peut donc avoir lieu que dans le cas où
d'où il résulte évidemment que dans l'expression ~^- on doit prendre le signe inférieur. Eu choisissant ce signe uous obtenons
(3) ? {N^) — 9 (A;^.) = '^0 {AV, - Ay . Il eu résulte que
(4) ■MK^^-^\)<9{»,)-
D'autre part il est facile de voir que pour
L < N^_^^ — a; aura lieu toujours l'inégalité
^;.(i)>»(ay.
Pour le démontrer, supposons que L soit un nombre pour lequel cette inégalité n'a pas lieu; ucus allons voir que pour telle valeur de L l'inégalité
est impossible.
En effet, si l'on avait
'^^m non >9(A',), la formule précédente
ç (Ay - ? (N, - H X) ^- ^, [L) -.- ^ ,
uc peut être satisfaite que pour
Mais comme cp(A^gH-X), d'après le § II, est inférieur à 1, cette inégalité n'aura lieu que pour le signe inférieur rt , ce qui réduit la formule précédente à celle-ci
qui exige
Riais d'après le § précédent aucune des valeurs
=p(A',H-l), <p(A;-t-2),.... ç(jY^_^^_1)
uc peut être inférieure à <fiN^). Par conséquent cette inégalité est impossible, si JVg •+- X est égal à un des nombres
iVgH- 1, A'g-H2, -^^3+,— 1
ou, ce qui est la même chose, si
Donc pour toutes les valeurs de L inférieures à la différence N^_^^ — N^ ou aura
d'où il suit d'après (4)
Ou voit de là que dans la suite
i(i), i(2), i(3) iiAW.-'V,),. . . .
le terme
est plus petit que tous ceux qui le précèdent, et par conséquent on trouvera ce terme dans la série
4'n(*'*o)i 'l'oO^Jï 'l'o(*"2)i ■ - • ■ !
conformemeut à ce que nous avons dit (§ II) sur la formation de cette série. Eu désignant par
celui des termes de la série
qui est égal à nous trouvons et d'après (3)
Ainsi pour déterminer iV^.^, et œ (ÏV'^^.n) au moyen des valeurs N^ et 9 {K^) on aura les formules suivantes
Qnant au chois du terme 'loO'Va) '^'^ ^•'' ^^""^
qui sert d'après (6) pour déterminer les valeurs de N^^^ et f^iN^^^i) au moyen deiV^ et <?{N^), il est aisé de le faire. D'après la formule (4) le terme
ne surpasse pas la valeur
mais tous les termes
qui le précèdent, d'après (5), sont supérieurs à 9(JVg); donc le terme
de cette série sera le premier, et, par conséquent, le plus grand des termes qui ne surpassent pas (?{N^).
En considérant de la même manière la différence
pour X ^ ilip ^j — ilip et pour X < Jf — 31 on obtieut (7) '*' ' •''
cP(,(«v-) étant le plus grand des termes de la série
90 («o), 9o(«i), -PWî ;
qui ne surpassent pas ^K-AC)-
§ IV
D'après les résultats obtenus dans le paragraphe précédent tous les termes des séries
peuvent être calculés au moyen des premiers termes 9(-A'd), ■■J^(-Mo)- Ainsi, en posant dans les formules (6)
ou trouve
N, = N^^ )îV„ , 9 (iY,) = 9 (^"^'o) — "I^o {'"i%),
■iV'x = -^x-i -+- "'i^x_, , 9 i^\) = 9 (^\-,) — 'l'o ("Vx_,)) ce qui nous donne, en éliminant A''j , N^,...,N■^_^^J çl-'V,), 9(iV„),..,, 9{iVj^_|),
j iVj^ = A'o ^ "Vo -I- »?;i, -^ • ■ ■ ■ ->- "'!<.},_i,
1 9 (-A^>,) = 9 (^M — 4-0 («ï^-o) — 'l'o ("vJ ~ — — "l'o (»Vx-i) ;
d'où i! suit
(9) 9 (iVo) = -l^o ("Vo) -^ 'i'o i"%i) -'-^ - ■ ■ ■ ^- 'J'o ("Vx-,) -t^ 9 W-
D'après ce que noua avons dit au § III,
sera le plus grand des termes
to("*o), '4'o{'V5 4'd(%)i- • ■ -î
qui ne surpassent pas <f(N^), '\'oi'^ti^I,^) sera le plus grand de ceux qui ne surpassent pas 9 (Nj ) = cp (IVg) — 4*0 ("Vu)' "^o ("Vî) sera le pins grand de ceux qui ne surpassent pas <ù {N^)=(f {N^) — i]jp{m^|)=tp(ÎN^g) — 4'o("Vo) — 'l'i)("Vi)' etc.
Donc la série
4'0 (Wfio) ■+- "l'A (™f»,} -*- -^ "l^O ("Vj,_l)'
qui, d'après la formule (9), donne la valeur de (ù{N^) à <?iNy) près, peut être obtenue quand ou développe la quantité ç(iV(,) eu une somme de termes de la forme
•^ùi'"h\ M^h), '\>o{fih)' '
en détachant successivement de la quantité 9(iV„) les plus grands termes possibles de la série
ou, ce qui est la même chose, quand dans le développement de çC-N^) en série
on a en vue que la série arrêtée à un terme quelconque ait une valeur moindi'e que '^{Nq) et la plus rapprochée à '^{N^y).
En supposant que ce développement de la quantité 'i'(Ng) prolongé indéfiniment conduit à la série
'W («Vc) -+- 4'o (w,.,) -+- 4*0 ("Vs) -+- — '
on conclut que cette série plus ou moins prolongée sert à détenniner d'après les formules (8) les différents termes de !a série
f{N,), 9 (.¥,), »(iV,),....
et les nombres coiTcspoudants
En s'an-êtaut au terme 4'o("V)^i) ^^ ^^ ^'-^'i^
on obtient d'après la formule (9) la valeur de ff{N„) avec l'erreur ffiN-^J. Donc pour déterminer le premier terme de la série
^(N,), 9 (.¥.), 9(iV,), 9i^,),....
ne surpassant pas la limite s (ainsi qu'exige notre problème), il faut prolonger la série
jusqu'à ce qu'où obtienne (^{Nf) àsprès. Si l'on doit reteuirpour celaXtermes
le premier terme de la série
9(iV,), «(-^a), 9(^3), ,
ne surpassant pas e, d'après (8), sera
cp (iV) = 9 (Wo) — ^0 (mf.„) — 4<o (mf,,) — — 4-0 («Vj,_i).
et le nombre iV correspondant aura la valeur
N= No -t- m^t^ -I- m(,j -»- -+- m(,j^_j .
Ces expressions des quantités 9 (N) et du iiombre N peuvent avoir des termes égaux entre eux. Pour trouver ce qu'où obtient en réunissant ces termes égaux remarquons que dans la série
^0 (^h) -*~ 4-0 {'»u^i) -+- '-Po (*'Vî) -+- ,
d'après ce que nous avons dit à l'égard de sa composition, cbaque terme ne sera pas inférieur à celui qui le suit. Par conséquent la série considérée se réduit à
fco ^"0 (''^o) *+- K 4'o ('''0 "+" K 'h ("h^ -t- .... -H k^ <\io {m^ -H .... , où
désignent les nombres des termes égaux à
loK). 'l'ûW, ^oK). 'l'o ('";),
Eu comparant la série
indéfiniment prolongée avec la série
'■Po(«W-»-^o(«Vi)'*- -»-4'o{'«ii),-i)'
arrêtée au terme <]Jo(»*[j-)— |) "^ua remarquons que dans les deux séries les termes
'J'oi«ïo)> 'J'oK)- 4'o{'«2),
jusqu'aux termes égaux à
cntreut uu nombre égal do fois. Mais les termes égaux à
entrent en général dans la série
indéfiniment prolongée un nombre de fois plus grand de l unités, l désignant combien la série
«Vo» ^'Vp »*(^,,--- •
contient de termes qui suivent fihx^__^ et qui lui sont égaux. La série
ari'ètéc au terme
4*.) ("Vx-i)!
se réduit donc à
et la somme cori'espondautc
par la même raison, pi'end la foi'me
En portant ces expressions des sommes
dans les formules précédemment obtenues pour cp (jV) et iV, on trouve
(lOJ
Le uombre l, d'après sa siguification, aura uue des valeurs suivantes
0, 1, 2, ^|ix_i— 1;
quaut aux nombres
il est aisé de voir qu'ils sont les quotients de la division de cp (N^) pai' <\>„ (m^), du premier reste par ifoC^i)! ^^ second reste par 4'o(*'^8) ^^ ^^^^^ ^^ suite. Eu effet, d'après ce que nous avons dit sur les séries
'\'o ('«Mo) -*- i' {"^i^J -+- 1 ('«fa) -+- '
&o "l^o (ïMo) "•" K ']'o (*"i) "•" K "î^o i^h'^ -*-....,
on voit qu'après les /c^ termes égaux à '|i„(m(,), h^ termes égaux à 4'o(Mj ),,.,., k^ termes égaux à ']>Q{^i), il n'y aura plus de termes égaux à '\>^im^) que dans le cas où.
? (JVo) - k |„ (m,) - k, |« (m,) — ....-/,. 4;„ (m,) < -^^ (m,);
mais comme ces séries arrêtées à un terme quelconque ont uue valeur moindre que cp (iV„), on a
9{A'û) — Ao»|)g(«io)— /;^'}(„(OTj) — . . . . — /''j 4*0(^0 > 0. Or pour
ces inégalités donnent
<i>iNa) — 'ICa'^o(«h)<']fo{^>h) mais > 0,
cp(iV"„) — /(;oi|/o(moj — &^i|;,(m,}<|o(m^) mais > 0,
q)(A''t,) — feii'j'oO^û) — ^*^i 4*0(^1)^ ^2 'Î'uO"e) < "l'ûW ™^is > 0,
et ainsi de suite. Il est clair de là que k^ est le quotient de la division de iy(jV"(|) par 4*0 («^g), le reste de cette division étant ^>{N^) — ^o'l'o(*'*o)i *1"^'^ ^i est le quotient de la division de ce reste par l'oO'^i); ^^ ^^^te de cette division étant %(Na) — ^o4'o(%) — ^[4'o(*'*i)i K est le quotient de la division de ce reste par ij/ot^) ^^ ^^^^si de suite. Quant au choix du terme
et du nombre l pour lesquels ks formules ( 1 0) expriment le premier des termes de la série
qui ne surpassent pas la limite donnée s, il est facile de le faire.
Nous avons vu que l'expression
fefl 4)o («io) -I- h^ «l'A («^1^ -+^ -+- (^(^x_i — 0 '^0 (^'V),-,)
résulte de la somme
^0 ('"Vo) -*- '^'i 0™!^i) -^- ■■'•-+- 4'u (''^À-i) par la réuiiiou des termes égaux. Mais cette somme est la série
arrêtée au premier terme avec lequel on obtieut la valeur de cp(IVo) à s près. Il en résulte que le terme
de la série
et par couséquent le terme de la série
sont les premiers termes avec lesquels ces séries donnent la valeur de 9 (A'',,) à e près et que l est le plus grand des nombres
pour lesquels l'espression
K 4^0 (''*u) ■^ ^1 '\i ("*i) -^- . . . - -t- (^ij.x__i— 0 'j'u ("Vx— 1)
représente la valeur de ^(iS'u) à s près.
En considérant de la même manière la déterniination des termes
■^ÎM^), 'i(iT/J, '^{M^), ,
nous trouvons qu'on les obtient en développant la quantité ^'(-^o) ^^ ^^^"^^
K îo ('*(») -+- ^1 ?o {«1) "+" '^a ?u ("a) -*-•■•-,
les nombres h^, \, k^,.... étant les quotients de la division de ']>{Ma) par Çoln^,), du premier reste par %in^), du second reste par '{-^^in^), et ainsi de suite.
Supposons que pour obtcuir la valeur de '^[M^) à t près, il faut s'arrêter au terme
et que î soit le plus grand des nombres
0, 1, 2, fc-p_, — ^,
pour lesquels la somme
&(, (pO {«(,) H- fc[ 'f 0 («,) -t- . . . .-f-{fcv^_[ l) Ço{Mv,_,)
donne la valeur de '\^{Mg) à s près. Pour déterminer le premier terme de !a série
'^(M,), 'biM,), '\>{M^), ,
ne surpassant pas s et le nombre correspondant M on obtient les formules suivantes:
( ilf=_MoHH/.on,-+-/(^H^-f- .... -+- {k,,^_^— l) nv^_,.
Notre question est ainsi complètement résolue; il reste encore à indiquer le calcul des différentes quantités qui entrent dans les formules (10) et (11).
D'après le § II la série
7î^, )ij, n^, «g, . . . .
sera composée des nombres
qui sont les dénominateurs de telles réduites principales et intermédiaires de la quantité a, dont la valeur est plus grande que a; la série
(poK); 9u(%), ^uC^^a)» ■ ■ • ■
est composée des valeurs de la différence ■>/ — ax pour a; et ï/ égaies aux termes de ces réduites, à savoir
pour x = q;, q;\ .... Qi''^~'\ Qs, ç;, ,
y=^l\', P,", .... P/''i~", Pg, P/,
Posant pour abréger
(ks quantités B^ et .Z>/' étant toujours positives d'après la propriété des réduites principales et lutermédiaires) nous concluons que la série
tpoK). 9o("'j)- ?oK)5 ■ ■ ■ ■
est composée des termes
b;, Bi', Bi''^^'', B„ b;, ,
Bf'' désignant
ou, eu d'autres termes, la valeur de la différence y — ax pour D'après les relations
.jg. J ^-t-1 se e i e a t i
qui existent entre les termes des réduites principales et intermédiaires, on trouve que les quantités
Ho, B,, »;, B,", .... A"'"". D„
sont liées par les égalités suivantes
Eu posant dans la première de ces égalités e = 1 et remarquant que
Dt=P, — aQ,= l — a.O = l, ou trouve
d'où il résulte
Or les équatious (14), après l'élirainatiou de B^^, nous donnent
Kn procédant au calcul de la série
kg Cpo («o) -+- \ Cpo («j) -+- \ CpQ (Wg) -i- . . . . ,
remarquons qu'après T introduction des valeurs obtenues pour
9o('ïo), 9o(»^i), <Po(«a), ■ ■ ■ -, cette série prend la forme suivante
Jcg D; -4- k, D" -*-.... -4- ^„_2 D/^'-^' H- /,:,,_! -D3-H Z»^,, A'-^ ^'^5,-1 A"^- ■ ■ ■ -, les coefficients
/Cq, &j, fcg, . . . .
d'après le § IV étant les quotients de la division de 4'(-^o) P'^^ %{h)=^ï^ du premier reste par <^^{n^)^Dl', du second reste par 9n(Wj) = Dj"', et ainsi de suite. Eu remarquant que (d'après le § II) le dividende '^{M^) est inférieur à un, que le premier reste est inférieur au premier diviseur 7>/ et ainsi de suite, nous concluons que
h < jjy, A,. < ^'„ ; . . . . fc,,_, < 5^, et par conséquent
'^0—*^ < iJ/ ! «1 — ^ < JY^ , ■■■. ft,,-2— '2< ■y^,,,_ij
En y portant l^^-i-'ii Z^j à la place de un d'après (15) et remplaçant les quantités
pai- leurs valeurs (16) ou obtient après la réduction ^0 — 2 < -
-B.-i-to
I)JJ
Tous les coefficients
sont donc inférieurs à 2 ; mais, puisque ces coefficients sout des nombres entiers et positifs (§ ÏV), ils ne peuvent avoir qu'uue des valeurs: 0 ou 1. 3 par h le premier des coefficients
^0) ''''u K) • ■ . - hi,-2 différent de zéro; on aura dans cette supposition
D'après ce que nous avons dit sur la détermination de ces coefficients, nous concluons que le quotient de la division de '| (Mg) par
d;, d;', Df>
doit être égal à zéro, mais eu divisant par
ou obtient le quotient un, ce qui n'a lieu que pour
^1; (ilfo) < D,^''\ ^ (ilfo) > l>i'''"^". Eu y portant les valeurs de 1)/"^ B^^"'''^^ d'après (16) on trouve
ce qui nous donne
( 4- «) - (A -+- Di < (g, -- jr — 1) B, ,
I +{Jif.)— (A-^-A)> ta-9-2) A-
Comme y désigne un des nombres
la dernière inégalité suppose que
Cette inégalité a toujours lieu quand la série
^d, &j, &g, . . . . h^,-2 contient un coefficient k différent de zéro. Par conséquent, si la condition
'\'(M,)>I)i-t-D^, n'est pas satisfaite, tous les coefficients
sont égaux à zéro. Mais si cette condition est remplie il est facile de déterminer f/ d'après (17). Remarquons pour cela que d'après (17) le rapport
•V (Mq) — ( Ji -f- D^) est compris entre les nombres
par conséquent !e moindre de ces nombres q^ —g — 2 est le quotient de la division de
4/(Mo) — (7),-Hlt,l
par D;. En désif^nant ce quotient par a.^ nous aurons
ïi— 3"2 = œ,; d'oîi résulte la valeur de g:
5 = îi — «1 — 2- De cette manière on détermine g, l'indice du premier des coefticients
Kq, ffij, ffg, .... kq^—2,
différent de zéro et égal à un. Tons les coefficients suivants
s'aunulent, comme il est facile de s'en convaincre.
Eu effet, d'après ce que nous avons dit sur la détermination des coefficients de la série
les coefficients
Vi' ^r/-^î' ''^3i-^>
daus le cas ou
sont égaux aux quotients de la division de la différence 'h (Mg) — D,'''"^^' par D^'^~^^', du premier reste par D/""^'', du second reste par D^w-*--») g^ ainsi de suite.
Les quotients de toutes ces divisions sont zéros, car la différence
d'après (17) est inférieure à
ce qui se réduit, eu y introduisant la valeur de Di'""^'' donuéc par la formule (16), à D^ qui, d'après (16), est inférieure à tons les diviseurs
Il en résulte que la série
fto D,' -+- \ Z>," -H .... -I- fcg^_3 A"'~ " '^ hi-i D, H- . . . .
ne coHtient aucun des termes
ftoA', K^i",- ■ ■■ ^3,-2 A"'~" ou n'en contient qu'un seul dont le coefficient sera égal à 1. Le premier cas a lieu quand
|(iifo)<A-+--D.;
le second cas quand
et dans le dernier cas un tel terme est
«1 étant le quotient de la division do la différence
^(JI/o)-(A-hJ>,)
par A- P^T cette raison la somme des tenues de cette série jusqu'au terme kg —i-Dg se réduit à zéro ou à A'^i^^i"^' et par conséquent se représente en général par l'expression
avec lia des deux signes ±. Le sigao supérieur avec lequel cette expression se réduit à
a lieu sous la conditiou
|(ilfo)>7),H-D,;
le sigue ioférieur avec lequel l'expression devient nulle a lieu quand
Aiusi notre série se réduit à la suivante
l±l jr);îi-"i-^) ^ /^i-l A -*- K Da' ^- ■ ■ ■ ■ . et le coefficient \^-i d'après le § IV est égal au quotient de la division de
par 1),^. En désignant ce quotieut par «^ nous aurons
Iiln passant à la détermination des coefficicuts postérieurs
hi, hi-^-i,- ■ ■ -, remarquons qu'on les trouvera de la même manière que les précédents "'01 "'n "'ai ' ' ' " 3i — 2î
et que tous les termes de la forme
se réduisent à
en y conservant le sigue inférieur ou supérieur selon que la différence
soit inférieure k JD^-t-D^ ou non, le uomtre a^ étant le quotient de la division de
^ {M,) — ^ i}^(îi-«i-i) _ fl^ 2>^ _ (2j^ H_ 2>j par D3.
Eu continuant de cette mauière nous trouverons pour évaluation de la série, dont il s'agit, la formule suivante
(18) Le^ n(3i-"i-')-,-,« n,,-HL=i n'''3-"3-o_^(, n-t^
Les nombres
c'est à dire, les coefficients de
dans la série (18), sont les quotients de la division de la différence
par Dg, de la différence
par D^ et ainsi de suite. Par conséquent on aura les inégalités suivantes (19) 0<(|;(Jlfo)- ^D/ïi-'*'^"-aa D,- if^ 7V'^-"3-"-....-a,, D,,<D,„ qui font voir que la somme de la série (18) arrêtée au terme
ne surpasse pas '\i(Ma) et n'en diffère que d'une valeur moindre que D^-^. Quant à la valeur qu'on obtient en s'arrêtant au terme de la forme
1±' 7)fe-i-i-"sX-i-i-l)
ou devra distinguer deux cas que nous discuterons successivement. Fremier cas. Le terme — i^ Dml-t-i—^ik-^i— i ^iff^fg ^^ zéro.
Cela arrive quand des deux signes zt on retient le signe supérieur; ce terme devient alors
et le nombre a^)^^_i, comme nous le savons, est îo quotieut de la division de la différence
4-(ilf,)-i=iB»'""'~"-«>A-^-D*-"»-"-...-«,.A»-(BA-*.*B,,,_^J par Z)j).^| , ce qui suppose les inég'alités
-=',x-D,,-(%-.,-^A,,^,)-Si+,-Oa.
Mais comme d'après (16)
on aura
(20) 0<'}.(il/,)-^I)/î'-"'-'>-a, D,--....-a^j ZJ^^-i)|j^|'-"^>-'-'><^^^^^ On voit de là que la somme de la série (18) arrêtée au terme
ne surpasse pas '^(Mo) ^^ ï'''^" diffère que d'une valeur moindre que -Ojî-ni si ce terme ne disparait pas.
Second cas. Le terme -^- jy^à.-^-i—Hl-i-t- i disparait.
Cela arrive quand des deux signes ± on retient le signe inférieur, ce qui a lieu, comme nous l'avons vu, sous la condition
(21) 4,(M-.)-li!B.'"-".-"-»,_D,-....-«^7)„<B^^^,-,-B^^,.
Cette inégalité avec l'inégalité (19) fait voir que la somme de la série (18) arrêtée au terme
1^1 n(32),-i-t-«!iw-i— 1)
(dans le cas oii ce terme disparait) ne surpasse pas ■^{M^ et n'en diffère que d'une valeur moindre que -2'jx+i"+^-^î)-i-2-
En 80 fondant sur les inégalités (19), (20), (21) il est facile de démontrer, que dans la série (18) les nombres aj, a^, a^, . . . . et les facteurs
-^^ ont de telles valeurs, pour lesquelles cette série arrêtée à on terme qnelcooque donne la valeur la plus grande possible ne surpassant pas tj; (Mg). En effet, d'après (19) on voit directement que la somme de cette série arrêtée au terme
aurait une valeur plus grande que '\'(Mi,), si même le coefficient de 7)^^^ était augmenté d'une unité. Remarquons de même, que, d'après (16), sil'on
augmen-
augmente d'une unité le nombre a^j^_i_j la valeur de D^'=^-^
tera de J^jj.^. PaJ' conséquent pour une valeur plus grande de %i^i la
somme de la série (18) arrêtée au terme
avec Je facteur —^ = 1 aurait la valeur plus grande que •^(Ma) d'après les formules (20). Dans le cas, où le facteur ^^ de ce terme se réduit à zéro, on aurait l'inégalité (2 1). A cai^e de cette inégalité, la somme de la série (18) arrêtée au terme
- égal à un; car avec cette valeur du facteur —^ ce terme se réduirait à
ce qui, d'après (16), n'est pas inférieur à D^-^_^^^-t-I)^-)_^^, mais d'après (21) la somme
surpassera
Donc les valeurs des nombres
et des facteurs de la forme
dans la série (18) sont détenninées par la condition que cette série arrêtée à uo terme quelconque donne la valeur la plus grande possible ne surpassant pas 4- (-Mq).
H n'est pas difficile de démontrer que dans cette série le coefficient «^^ du terme
n'est pas supérieur à g^^ — 1, si le terme précédent 1^1 7)fe-i-«îi-i-i)
2 îï-i
est différent de zéro; dans le cas contraire le coefficient a^^ ne surpasse pas 3^.
En effet, le coefficient œ^^., comme nous avons vu, résulte de la division de la différence
par Djj.. Or cette différence, d'après (21), est inférieure à si son dernier terme disparait, et d'après (20) est inférieure à si ce terme ne disparaît pas. Par conséqueut daus le premier cas
et daus le secoud
Mais eu remplaçant d'après (14) D^i_^ par I^^^^-^'î^ A^ on obtient
«„-<s.,-i-i-^-lf:
Or, -Djj_^, étant moiudre que D^^, on a
par conséquent pour les valeurs entiers de a^^, q^^ la première inégalité ne peut subsister que quand le nombre a^^ ne surpasse pas q^^-*- 1; mais la seconde inégalité exige que a^^ ne soit pas supérieur à q^^ . y,n déterminant les termes de la série
conformément aux §§ III et V, on trouve que cette série se réduit à la suivante
Pi ■^>i -^ ^" jr)^lïs-P.-i)^ p, 7)3 ^- .... ,
les nombres Pi, ^3, ^3,. . . . étant entiers et positifs. Après avoir répété les mêmes raisonnements que nous avons faits par rapport à la série (18), nous arriverons aux conclusions suivantes : 1 ) on détermine les nombres ^1 , (Bg , ^3 , . .. . et les facteurs ~ de manière que la somme de cette série ari'êtée a nu terme quelconque ait la plus grande valeur possible ne surpassant pas ^(iVp]; 2) le coefficient p^^^ du terme ^^f_^^ Ai-n ^"^ surpasse pas g^^^^ -1- 1 , si le terme précédent -^ jjmi—hi- disparaît; dans Je cas contraire ce coefficient ne surpasse pas q^f^^] 3) la somme de cette série arrêtée au terme ^^^^ -^^j).-!-! ^ ^^ valeur ne surpassant pas cp (iVo) et ne dliférant de !p(iV(|) que d'une valeur moindre queD^^^; mais en s'arrêtant au terme -^^ j)(3îl"- sil~ ) yy obtient une valeur ne surpassant pas <^(Ng) et n'en différant que d'une valeur moindre que D^y -+- I\i_^,, ou D^^ suivant que ce terme disparait ou non.
lf,), '\>{M,l ^(ilfj
tW), ?(W,), <p(W,),
ne surpassant pas la limite donnée s. Nous avons vu (§ IVJ qu'un tel terme <^ (M) et le nombre correspondant M se déterminent au moyen des formules
'\>(M) = ^ (Jfo) ~ ^0 9o {<) — K % i^ù — •..-- (^vp_ — 0 9o («^p_i),
M= Ma -I- /co «0 -+- '^i *fi -^ -^ (^V-i~" ^^ **''?-i '
où
est le premier terme, auquel doit être arrêtée la série
K 9o K) -+- K 9o ('h) ^- ^3 To (ï^a) -*-
pour fournir la valeur l (ili,,) à s près, et l le plus grand des nombres
0, 1, 2, 3, fe»p_i— 1,
avec lequel l'expression
^0 To («o) -^ ^1 9o K) -<- -*- {^"p_i— 0 9o {»-p_i)
a la valeur '^(M^) à s près. En calculant cette série nous avons obtenu (§ V) la formule
OÙ d'après notre notation (§ Y)
Il eu résuite que les expressions des quantités ^{M) et ilf preunent la forme
ou bien
^ (U) = ^ (M,) ~ î-=i J)«t-'i-''- x^B^ — ^l zi,'»s-".-»_ ....
(1^1 A jfef-i- «îi-i— 1)
-('-r-')elïi7'"'"-'"".
suivant que
on
'^1 nfe-i— «2i— 1-1)
sera le premier terme, auquel doit être arrêtée la série
pour avoir la valeur '\i(Mo) à e près. Dans le dernier cas, d'après ce que nous avons dit plus haut, le nombre î doit être inférieur à ^-^ et par conséquent ne peut être différent de zéro. Mais pour ï = 0 les dernières expressions de 4^ {^) et M ont les mêmes valeurs que les premières pour ï = «jf . Donc les premières expressions de ijj (M) et M comprennent les deux cas en y admettant la valeur î=^a^^. On pourra alors sans s'arrêter aux termes de la forme
continuer la série jusqu'au terme de la forme »,< !>,„
avec lequel on obtient la valeur 4'(-^o) à s près.
Par conséquent pour déterminer -{' (M) et Jf on a un seul système de formules
-"-,-«.,% -4- Ifi %*-""""+.
— 670 ~ eu désignant par Ifi premier des termes a\ ec lequel la série
u la valeur '^i (Mo) à e près, î étant le plus grand des nombres
0, 1, 2, 3,. . , . a^;, avec lequel l'expression
donne ^^ (M,,) à e près.
Le nombre M ainsi déterminé est d'après le § Il la plus petite valeur de an pour laquelle la différence y — ax, en restant inférieure à 6, représente 1) h i près; la quantité '\i(M), d'après les §§ letll, sera égale à la valeur de
— {y — ax — h),
la plus rapprochée de zéro pour x = M et y — ax <ih. Pour obtenir la valeur de y correspondant à
— (y — ax^b) = ^iM),
remarquons que ces égalités après l'élimination de x donnent y = h — '\>(M)-i-aM.
Or, en y introduisant les valeurs obtenues de If et 4- (-M") et remplaçant d'après (12) les quantités
j) Wi-*i-i)^ j) ^ j) (3a— «3—0^ 2>4. . . . par
ou obtient après les réductions
ï/ = & -^ ailfo - «^ {M,) -+- i^ p/ïi-«i-"-H «3 P3 H- ii|i PgC/a-^a-O.^ . , _ ,
Afin de déterminer ^(M^) et M^, remarquons que d'après le § II les séries
et
iK«,), •\:{M^), +(M,),
commeneeut ayoc le même terme, par conséquent
<!;«)= ^,(0); mais d'après les fonnules (1)
^(0) = S — Ei; donc
4,(ilf„) = 6 — Es.
Ed portant ces valeurs de Mg et ^ (>/„) dans les esprcssious ci-dessus obtenues de a; :== Jf et î/ on trouve
X = ifi ft">-°.-'>-H a, ft H- Ifi e,".-.-"-.- ....
2, = Ej -1- 1=J p_»i— ,-i)_^. a, P, -H l=i p *-■.-■) ^. . . . .
Ces expressions de x et y déterminent les moindres valeurs entières de x et y pour lesquelles la différence y — ax, en restant moindre que b, représente 6 à s près.
En comparant ces expressions dv.x,y avec l'expression de t];{il4)=& — ^jJ donnée par la formule
et remarquant que d'après (16) et (13)
nous arrivons à la solution suivante de notre problème sur la détermination des moindres valeurs de x et y, pour lesquelles la différence y — ax, en restant inférieure à fc, donne fc à e près.
— (372 ~- Développons la quantité a en fraction continue
ao 3 _, '
calculons les réduites
lo__± ^ — lo -^e+l — -Pgfe -+- ^'e— I
Ço ~ 0 ' «, — 1 ' Ç,^_, " Qeqe-^ Qe-i
et les quant/tés
Do, })„ D„ ,
déterminées par les formitles
Développons la quantité h — rJ) en une série de la forme
l^{p^^oi.,D,-^D^]-i-a^B^-^-^-^p^{D.,-\-oL,B^~\-D^)-v- ,
les nombres entiers et positifs a^, a^, otg, . . . . et les signes dans les facteurs de la forme --^=— étant choisis de manière que la série arrêtée à un terme quelconque ait la plus grande valeur possible ne surpassant, pas h — -Tjfi. Au moyen de ce développement de la quantité h — Yj) on détermine de la manière suivante les plus petites valeurs x, y pour lesquelles la différence y — ax, en resta/nt inférieure à b, donne h à t près: Arrêtons la série
au premier terme de la forme a^D^, a^D^,. . . . avec lequel la série donne b — rJ) à t près, et dans cette expression de h — rJ) approchons de zéro le dernier coefficient autant qu'il soit possible en le laissant entier, sans augmenter par cela Ferreur au delà de s. En remplaçant dans Vcxpression approchée ainsi obtenue de la valeur b — rjb les quantités
D,, J?3, D„ D„ par les nombres
on obtient la valeur de rincomiu x; et en remplaçant les mêmes quantités par les nombres
et en ajoutant rjb on trouve y.
De même, en développant la quantité ç {N^ en série
on oMieut la solution de notre problème pour le cas
D'ailleurs les valeurs des quantités
et des nombres
restent les mêmes, mais la quantité
|{.¥o) = ;^ — E&, d'après le § II doit être remplacée pai-
q)(iY„)=^E6-+- 1—^.
Dans ce cas on détermine les plus petits nombres x, y avec lesquelles la différence y- — a/s donne & à s près de la manière suivante : Arrêtons la série
au premier terme de la forme ^i-Di, ^^T)^,. . . ., avec lequel on obtient la valeur tjh-t- 1 — h à s. près, et dans Vexpression de la quantité ïJb-t-l — h approchons de zéro le dernier coefficient autant qu'il soit possible en le laissant entier et sans augmenter V erreur de Vexpression de x^h -\-\ — b au delà de £. En remplaçant dams Vexpression de Hjô m- I — b ainsi obtenue les quantités
VIII
Au moyen des formules obtenues il est facile de démontrer qu'en déterminant a;, y de manière que la différence y — ax, en restant inférieure à b, donne & à £„ près, ou trouve pour x une valeur inférieure à j^, si B. ne surpasse pas z^.
En effet, d'après (19) la différence
a une valeur positive inférieure à D^,. et par conséquent, sous la condition supposée, inférieure à Sg. En prenant cette différence pour s et déterminant par la méthode indiquée les moindres valeurs de a: et y pour lesquelles la différeucc y — ax, en restant inférienro à s, représente 6 à e près, nous remarquons que la série
doit être arrêtée au terme
car de cette manière on obtient uue quantité dont la différence de if- [Mf,] est égale à e. En passant à la détermination du nombre /, qui est le plus grand des nombres
avec lequel l'expression
donne '^(iifo* ^ ^ pi'ès, on trouve 1^0; car c'est pour cette valeur de l que '^{M^) surpasse cette expression exactement de e. Par cette raison, d'après
les fonnules du § VU, ou trouve dans le cas préseut les valeurs suivantes de X et y:
.1*1 /ifel-l-'n-i-l)
Or, d'après ce que nous avons démoutré au § VI sur les coefficients de la série
on voit que dans l'expression de x la somme des coefficients de Q^^''i~'°-i~^'i et ^gUe surpasse pas q^-+- 1, la somme des coefficients de Ç^'^^-^a— 0 ^t Q^ ne surpasse pas qi-t-l,...., la somme des coefficients de ^f*^^— '^"î'— ' et Q^i ne surpasse pas $.,jH-1- Mais d'après les formules (13) on trouve que
Par conséquent la valeur de x oMeiiue ci-( somme
ne peut pas dépasser la
Les aombres q^, q^ g^i n'étant pas inférieurs à un, cette somme
doit pas surpasser
2î,e,-i-2j,a-f--.---i-2fe<?„., donc
aî^a {q,Q,-i-qtQt-*---- ■^i.iQJ- Or d'après les formules (13) on obtient
Q, = Q,qi-t-Q„
— 67fi — L'éiimination de Qg, Q^,...., Q^i_, nous donne
Q^i+, = Q2S2-*-Q*^A'*- — -+- Q^i %i -+- Qi ■
Par conséquent, Q^ étant égal à un (g H), on aura Donc riuégalité obtenue pour x nous donne
Mais d'après la propriété des réduites
Ço' Si'' " ' 'Çji' Cîi-i-i'' " ' ■' obtenues {§ II) par le développement de a en fraction continue, la différence
est, comme on sait, inférieure à ^-^ — , donc
par conséquent l'inégalité obtenue nous donne
ce qu'il fallait démontrer.
D'après l'inégalité qu'on vient d'obtenir
où
et e étant le degré d'approximation avec lequel la différence
y — ax
représente 6, on voit que pour les valeurs x, y déterminées par les formules (22) la différence
«/■ — ax
en restant inférieure à h, représente h à
près. Mais eu remarquant qu'on obtient ces systèmes de valeurs de a; et ?/ chaque fois qu'on arrête la série
tl ,3,_„j
eu posant l = 0, nous concluons qu'il y aura une infinité de tels systèmes, si l'on prolonge la série indéfiniment. Or cette série peut éTidemment se terminer dans UD des deux cas: ou les quantités
déterminées par le développement de a en fraction continue se présentent en nombre fini, ou bien les coefficients de la série
i^ j5^(îi-«i-i)_^ a, A -^^ ^ A*''~"'^'*-^ ■ ■ ■ ■ :
à partii' d'un terme quelconque, deviennent nuls. Le premier cas, d'après le § V, a lieu si la fraction continue provenant du développement de la quantité a se termine, c'est à dire, si a est commensurable. Dans le second cas, d'après le § YI, la série
i±i 2)^iîi-«i-')_H „^ A -•- ^-^ A*^3-"3-'J-.- . . . . ,
prolongée jusqu'aux termes devenant nuls, donne la valeur
'h (Mo) au dernier des quantités
A, Aï -^3' >
près. Par conséquent cette série donne tout à fait exactement la valeur
4'{-5fo), si la fractiou continue provenant du développement de a est intinie, ies quantités
D^, P„ Dg,....
avant pour limite zéro. E» déterminant, d'après les formules du § VII, les valeurs de x, y coiTespondant à cette quantité '^ {M^ noua trouverons un système des valeurs x, y pour lesquelles la différence y — ax représente h tout à fait exactement.
Il n'est pas difficile de démontrer que dans ce dernier cas, pour a incommeusural)Ie, on trouvera une infinité de valeurs a:, y pour lesquelles la différence
y — ax,
en restant inférieure à h, représente & à — près. En effet, soit
un système des valeurs a;, y pour lesquelles la différence y — -ax est exactement égale à h. Dans la série des réduites de la quantité a
S> h ^ ?^^ Pa>-4-i
9o' §.' Q^ fe' fe+i' '
pour a incommensurable, on trouve une infinité de fractions avec le dénominateur supérieur à x^ et ayant uue valeur moindre que a. Une de telles fractions étant
il est facile de voir qu'eu posant
ou obtiendra les valeurs x, y pour lesquelles la différence
y— ax,
en restant inférieure à h, représente 5 à — près. Pour le démontrer remarquons que l'expression
y — ax- — h,
pour les valeurs indiquées x, !/, se réduit à
est, d'fiprès la supposition, égale à & et d'après la propriété des réduites la dift'éreuce
est inférieure à zéro et eu diffère moins que y. . If en résulte que pour
les valeurs considérées de x, y la différence y — ax, restant inférieure à b,
doime 1) à g près et par conséquent à — près, car pour a: = a^i h- Qil_^^
^^ ^û.-t-i > ^1 on a
Nous voyous que dans tous les cas, pour a iucommeusurable, on trouve une infinité de valeurs x, y pour lesquelles la différence y — ax, en restant inférieure à l>, douue h k ~ près. En considérant de la même manière les valeurs de x, y pour lesquelles la différence y — ax est supérieure à l, on arrive au même résultat. On peut donc énoncer le théorème suivant:
Tliéorèiiic.
Si a est une quantité incommensurable, on peut trouver une inanité de nombres entiers x, y pour lesquelles l'expression y — ax différera d'une qiiantité donnée 6 par une valeur moindre que — ; pour les unes de ces valeurs on aura y — ax'p-h, pour les autres y—ax < h.
Kn nous bornant au cas 3/ — ax <,h et posant
y — ax — ?j := — d, nous aurons
ax -i- b ■:= y -+- d.
D'après cette formule les termes de la progression arithmétique
s'expriment par une somme d'un nombre entier y et d'une quantité d désignant la différence entre y — ax et h. Mais d'après ce que nous avons démontré, il existe pour a incommensurable une infinité de valeurs de x, y
pour lesquelles la différence d = b — (y — ax) est supérieure à zéro et inférieure à — . Doue pour un tel a la progression arithmétique
contient une infinité de termes dont la valeur ax-t-h est égale à un nombre entier y avec une fraction moindre que — . Il en résulte le théorème suivant:
Théorème.
8i la différence d'tme progression arithmêUçpie est un nombre incommensurable, la progression confient une infinilê de termes dont la partie fractionnaire est moindre que 3 divisé par le nombre des termes précédents.
En terminant ce mémoire nous ferons voir qu'on peut trouver une infinité de nombres entiers x^ y pour lesquels la différence
A (îx -+- my -I- nf —■ A-^ {l^x -+- m{ij h-- «J^
reste comprise entre zéro et ^{Im-^ — l{m)yAA-^, le nombre ^^^ n'étant pas un carré parfait et Im^ — l^m étant diftérent de zéro. L'expression
A (Jx -i- my -+- nf — J, (IjX -+- m^y -+- n-^f
étant décomposée en facteurs linéaires prend la forme
S{y — cix — ^) {y — o.^ a; — pi),
_ ?i"'i^i — lin A _ Ifin — Zm, -\/ j j
yAâ[, Vaa„ vu,.
Puisque d'après la supposition AA, n'est pas un carré parfait et \m — Im, est différent de zéro, la quantité a est incommensurable et dans ce cas, comme nous avons vu, on peut trouver une infinité de nombres entiers x, y pour lesquels la différence
(y — sa;) — 3
où
nflA-
Wil^^l
' nM-
MIlM,
— hnA
!im-
-im.
fliM—
—nmA
-^Ja^
Sz;
m,ffl,^,-
—timA
est contenue entre zéro et — et pour lesquels, par conséquent, aura lieu l'équatioQ
jj — ax — p = — ,
le nombre Û étant positif et inférieur à un.
En portant de là la valeur de y dans l'expression
ou la réduit à celle-ci
Pi^* ]'
ce qui, d'après les valeurs de S, a, a^, [3, |3j, prend la forme (23) 'iô'(lm—lm,)VJI. ( 1 -h ^^^^i^^ 1 -f- "'^-^-"'rA 1) Eu nous fondant sur cette expression de la différence A (Ix -+- my H- nf — A^ {l^x -+- m^ y -+- it-J^
pour les valeurs x, y déterminées de la manière indiquée, nous allons démontrer que parmi ces valeurs il en existe une infinité pour lesquelles la différence considérée est contenue entre 0 et 4 ilm^ — \m) VAA^ et cela a toujours lieu quand x surpasse la valeur x^^Xg pour laquelle les expressions
sont contenues entre les limites
— —, -H oo,
et les expressions
4 {n^m — w«ij) , 4 (m^A — mj^^J ^
entre les limites
— ^ { 4 il,m — Im^) VAAI — E4 [l^m — Im,) VIA, j , H- y { E4 (l,m — Im,) yJJ, -j- 1 — 4 {l,m — îm,) VÂA, \ . En effet, puisque ces expressions s'approchent de zéro en même temps
que X augmente, elles seront conteDues entre les mêmes limites pour x'^x^; la même chose aura lieu après la multiplication par (9 < 1. Il en résulte que pour a; > a:,, la somme
i — îm[
{\m~hni)yAAi
sera contenue entre les limites
, -+- oo,
et la somme
VÂÂ,
entre les limites
— { 4 (l^m — Im^) VÀA, — E4 (l^m — Im,) VAA, ] , H- { E4 {l^m — îm,) VJA^ -h 1 — 4 (/,m — hn^) VaJ, } .
Le premier système d'inégalités nous indique que dans la formule (23) le facteur de
4 (l^m — Im-j) VAAj ,
est positif; nous allons maintenant démontrer que le second système indique que ce facteur n'est ni égal à un, ni supérieur à un, et par conséquent l'expression (23) est vraiment contenue entre 0 et 4 (î^m — Im^) VAA^. Remarquons pour cela que ce facteur peut être mis sous la forme
1 _(!_£?)-,- y, ofi
Puisque le terme —(1 — 0) est négatif, le facteur considéré 1 —{\—0)-\-T ne peut être égal à 1 ou surpasser 1 que dans ie cas où
T> 1 ~6; et dans ce cas après la réduction des deux derniers termes la quantité l—[\ — 0)-i-T
se réduirait à
0^ étant >0 et < 1.
Or cette expression du facteur considéré est impossible. Ea effet, d'après (23) la différence
A {îx -+- m^y -+- nf — A^ {l-^x -+- m^y h- Wj)^, aurait la valeur
4 {l^m -~ Im^ VAÀ^ (1 H- 0^ I),
ou après rintroductioa de T
4 {l^m ~ Im,) VaI^ -+- Ofi [4 (n,m — nm^ ^^ -*- 4 "''^"f''-^' o\ .
Mais comme 0^0 > 0 et < 1, et, d'après ce que nous avons remarqué, l'expression
4 (WjW — «m,) -' -^ 4 (m^^ — m^A^ —^
est contenue entre les limites
— { 4 {[{m, — Im^) VU, — E4 (l^m — Im^) VJI^ } -^ { E4 (Zjm — ?»Zj) yl4 -1-1—4 (^^Hi — Im,) VJI, } , la valeur de la différence considérée serait contenue entre
et
E4 {l^m — IMi) VAAi -f~ 1 ,
ce qui est impossible; car entre ces deux nombres entiers il n'existe aucun nombre entier et la différence considérée est un nombre entier.
Il en résulte que, si dans le système des valeurs x, y déterminées de la manière indiquée la quantité x surpasse aïo, la différence
A [Ix '+-my-+- nf — A^ il^x -+- m^y -+- n^f
pour ce système des valeurs sera contenue entre 0 et 4 {l^m — îmi) VAA,; il existe une infinité de tels systèmes, comme nous avons vu, si ÂA-, n'est pas un carré parfait et si la différence l^in — Imi est différente de zéro.
De la même manière eu détermmant les valeurs x, y, pour lesquelles la différence y — «a;, en restant inférieure à ^, donne ^ à — près, nous obtiendrons une infinité de valeurs entières x, y pour lesquelles la différence
A (Ix -i-my-i- nf — A-^ {l^x -+- m^y -+- n^f
est contenue entre les limites 0 et — 4 {l^m — Im^) VAA^ .
!ÏÏRS MOYIHHIS.
(TRADUXT PAK M. N. D'Ë XHAWXKOï".)
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Des valeurs moyennes.
Si nous convenons d'appeler espérance mathématique d'une grandeur quelconque, la somme de toutes les valeurs qu'elle estsusceptible de prendre, multipliées par leurs probabilités respectives, il nous sera aisé d'établir un théorème très-simple sur les limites entre lesquelles restera renfermée une somme de grandeurs quelconques.
TIléorèm*.
Si Von désigne par a,h,c,.... les espérances mathématiques des quantités
ce, y, s, ,
et par «,, h^, Ci,. . . . les espérances mathématiques de leurs carrés
la prohaUUté que la somme
x-t-ij -v- s -\- . . . .
est renfermée entre les limites
a-t-h-i-c . . . . -t-a. Vfl. H- />, -I- c, -1- .
a-i-h -i~c. . . . — a Vo, -+- ij -t- Cj -f- . . . . — a^ — basera toujours plus grande que 1 ^, que?, que soU a.
Soient
Uéiiioiisfraliou.
Xj, iTj, rCg, . . . . 3;
toutes les valeurs imagmables des quautités x, y, s,. . . . et soieut
Pi, l'a. Pz,---- Vv
les probabilités respectives de ces valeurs, ou bien les probabilités des hypothèses
Conformément à ces notations, les espéraoces mathématiques des grandeurs
x^, if, s^,
s'exprimeront ainsi:
! ^ =5jï/i' -«-îa^^ -^Ï2?/3' -^■■■■-*-imym
Or, comme les hypothèses que nous venons de faire sur les quantités X, y, s,. . . . sont les seules possibles, leurs prohabilités satisferont aux équations suivantes:
Il nous sera facile de trouver, à l'aide des équations (1), (2) et (3), à quoi se réduit la somme de toutes les valeurs de l'expression
ft-<-A-*-ft-^'
si i'on y fait successivemeut
).= 1, 2, 3,..., i; ii, = l, 2, 3 »i; v = l, 2, 3, .... «;...,
En effet, cette expression étant développée nous donne
i^^^^••■■'"i'-^i'i^f'■.■■■■!'/-^ïx«p "■.■•■• V-^
-^-2^>^^|.^..••I).!/^^-^-2^î^^•■■•2:,,^.^-2/.,,^J,^•.....i/^s,-l-.... -2{a-i-h-^c->-....)p^g^r,....Xj~2{a^b-'-c^-....)p,q^r^....fl^- -2{<l-HS*c-H....)i)jî|,»-,....2,-....-H(o + S-tc-i-.,..)=^jgi^l-,....
En donnant, dans cette expression, à y. toutes les valeurs depuis >. ^ 1 jusqu'à X ^ ?, et eu sommant les résultats de ces substitutions, nous obtenons la somme que voici :
■*-(p,->-p,-*-p,-i----t-Pi)ay.r,-.tii,'-*-(p,-i-p,->-p,~<----i-Pi)af,';--^'
-1-2 (y,a;,-i-y,ij-f:î),l,H-. . .-^pf:,) g^r^. . .i/^-h2 {p^x^-^,x,->-p/c,-<-. . .-tff:,) y, ...n,
— 2(«-i-6-i-c-i-....)(R3!i-i-fti,-<-^,ï,-i-....-4-i),ai,)}|,r,
— 2(a-i-S-i-c^-....)(ft -t-j), -Hj), -H....-f-y, )}^f,....y|,
— 2(<n-S-t-c-i-....)(iii -Hft -Hj), -4- . . . . -i-i), )î^i-,....«,
-i-{(j-|.-i-H<;-i-....)=(p,-4-y,-4-j)5-i-....'4-li,)j^r-,
Si, en vertu des équations (1), (2) et (3), uousmettons à la place des sommes fti, -i-Rai, -Hji.a!, -4-. . . . -<-y,a:„
P,-i-Pi-'~P,->------^P,
leurs valeurs «, a, et 1, nous obtiendrons la formule que voici:
-f-2iij^»-,,... 2/|,^-f-2aj|,^r...... 3,-1- . . . . -i- 2g|jr,. . . . y^^s^-H . . . .
— 2{a-i-h-i-c-i- . .. .)aq r^. ... — 2 (fl -i- ft -)- c -i- )Sn*'v ï/u —
Donnons dans cette formule à i». les valeurs
fjL— 1, 2, 3, m,
puis sommons les expressions qui résultent de ces substitutions, et remplaçons les sommes
îi ^1 -!- ?a % -^ !^3 ï'a ■ ■ ■ ■ -^ S,„ y^ ,
2i Pi-^ ?a Vs^ ?s ?//■■■■ -*- dm i/Jy 2i-«-?2 H- «3 ->-•■■■-+-?,„' par leurs valeurs h, \ et 1 tirées des équations (1), (2) et (3), uous obtiendrons l'expression suivante :
Uj^r.^ .... -i~b^r^ .... -i- }\ .... 2,^ -i- ... .
-+- 2 ahr.^ .... -h 2 ar,^ 2.^-i-2I>}\ s,^-t-
— 2 (ft -I- ô H- c -H- )a)-^ — 2 {a -i-h -t- c -t- . . . .)h\ . . . .
— 2 (a -H J -i- c -I- . . . .) r^ 0^ — . , . . H- (a H- ?j -h- c -H fi\....
En traitant de la même manière v, . . . . nous verrons que la somme de toutes les valeurs de l'expression
(3^, -1- y -I- s,^ -I- . . . . — a — b — c — ... .fp-^ ?n '"v ■ ■ ■ ■ »
qu'on obtient eu faisant
sera égale à
~i-2ah-+'2ac-i-'2hc~i- . . . .
-+-{a-t-h-i-c-i- . . . .f, Cette expression étant développée se réduit à
([j -+- Jj "1- Cj-i- . . . . — a^^h^ — c^ — .... D'où nous concluons que la somme des valeurs de l'expression (xx-Pa-*-i!.,->--...-t-h-c-....r-
«2 ^a^ -H b, M--c^ -,-, . , , - nî - 6^ - c^ - . . ..)^'a i/fi v )
qu'on obtient en faisant
sera égale k -^. Or, il est évident qu'eu rejetant de cette somme tous les termes dans lesquels le facteur
(a;), -4- y^ -f- gy -t- , . , . — a — 6 — t^ ~ . . . . )^
est inférieur à 1, et eu le remplaçant par l'unité partout où il est plus grand que 1, nous diminuons cette somme, et elle sera moindre que
Mais cette somme, ainsi réduite, ne sera formée que des produits
qui correspondent aux valeurs de x-^, y , 2,^,. . . . pour lesquels l'expression
{xx-i-p^-^-s^-i-..-~a-!>~c-....yi n2(«,H-b, H.Ci-t-..,.-cr- — t2 — t'^-....) ^ '
et elle représentera évidemment la probaliilité que x, y, 2,. . . . ont des valeurs qui satisfont à la condition
W o.^H,-i-b,^ei->-....-a'^-h-^~c^-....)-^ '■■
Cette même probabilité peut être remplacée par la différence
si nous désignons par P la probabilité que les valeurs de& x, y, z. . . . ne satisfont pas à la condition (4), ou bien, ce qui est la même chose, que ces quantités ont des valeurs pour lesquelles le rapport
oî(aj-i-6i-i-C[^-..., — (!'- ii2— fiî — .,..)
n'est pas > 1; et par conséquent, que la somme
reste comprise entre les limites
- i) -I- c -^- . . . . -t- a Va, -t-b, -t-c,~^ . . . . — a^ — ¥-
-i-ÔH-CH- — « Va, H- Jj -4- c, -+- — a^ — b^ — c^ —
D'où il est évident que la probabilité P devra satisfaire à l'inégalité
qui nous donne
P> 1—^, ce qu'il s'agissait de prouver.
Soit N le nombre de quantités x, y, s,. . . .; si l'on pose dans le théorème qu'on vient de démontrer
Vif
et que l'on divise par N la somme
-&^-c-i-....-Hayoi-H6,-i-CjH-.... — a« — &3 — c^.
a-i-b-t-c-t- .. ., — fly'aj-i-&j-+-c, H- — a" — h^ — c^ — ,
ou obtient le théorème suivant concernant les valeurs moyennes.
Théorèiiie.
8i les espérances mathématiques des g^uantités
sont respectivement
a, h, c, . . . . «j , èj , c^,.. , .,
la probabilité que la différence entre la moyenne arithmétique des Nquantités ce, y, s,. . . . et la moyenne arithmétique des espérances mathématiques de ces quantités ne surpassera pas
sera toujours plus grande que
quel que soit t.
Comme les fractions
expriment les moyennes des quantités
«1 , 61 , Cj , . . .
toutes les fois que les t
îspérances mathématiques
ne dépasseront pas une
: certaine limite finie,
l'expression
b^-HO^-i-....
JV
aura aussi une valeur finie, quelque grand que soit le nombre A', et par conséquent il dépend de nous de rendre la valeur de
et de leurs carrés
aussi petite que l'on voudra, en attribuant à t une valeur suffisamment grande. Or, comme, quel que soit t, l'accroissement du nombre ^jusqu'à l'infini rend nulle la fraction -^, nous concluons, en vertu du théorème précédent:
Tliéorènie,
Si les espérances mathématiques des quantités
t pas ime limite finie guelcongue, la prohahilifé que la différence entre la moyenne arithmétique d'un nombre N de ces quantités et lamoyemie arithmétique de leurs espérances mathématiques sera moindre qv^y/rte quantité donnée, se réduit à Vunité, quand N devient infini. Bans l'hypothèse particulière que les quantités
se réduiront à l'unité ou à zéro, selon qu'un événement E a ou n'a pas lieu dans la 1", 2°, 3", . . . . iV''™' épreuve, nous remarquerons que la somme
U,-^^U,-^^U^-i-....-i-Uy
donnera le nombre de répétition de l'évéïiemeut E en iV épreuves, et la moyenne arithmétique
V,-^ U^H- Pa-i-....-i- Utf
représentera le rapport du nombre de répétition de l'évéueirient E au nombre des épreuves. Pour appliquer à ce cas notre dernier théorème, désignons par
les probabilités de l'événement K, dans la V, 2*, S% . . . . N""" épreuve; les espérances mathématiques des quantités
et de leurs carrés
Uî\ U/, f/3^.... U/
s'exprimeront, d'après notre notation, par
J\.l -i-(l~Pi).0; P,.l -i-(l— P,).0; P3.I -+^(1— P3).0;.... Pi.P-i-(l— P.l.O^ I\.V-i-(l—P^).0'] p3.P-i-(l— Pg).02;....
D'oii l'on voit que ces espérances mathématiques sont
et que la moyenne arithmétique des N premières espérances est Pi-i-P2-t-Pa-i-,..,-i-Pjv
c'est-à-dire la moyenne arithmétique des probabilités Pj, P^, P^,. . . . Pg.
Par suite de cela, et eu vertu du théorème précédent, nous arrivons à la cODClusion suivante:
Lorsque le nombre des é^preuves devient infini, on obtient une probabilité, aussi rapprochée que l'on veut de Vunité, que la différence entre la moyenne arithmétique-- des probabilités de cet événement, pendant ces épreuves, et le rapport du nombre des répétitions de cet événement au nombre total des épreuves, est moindre que toute quantité donnée.
Dans le cas particulier où !a probabilité de l'événement reste la même pendant toutes les épreuves, nous avons le théorème de Bernoulli.
BULLETIN m hl CLASSE PHYSICO^MÂTHEMATÏQU^g : L'ACADÉMIE IfflPÊRIALE DES SCIENCES
ANNÉES i853-i858.
Lettre de M. le professeur Tehébyeliev à M. Fuss, sur un nouveau théorème relatif aux nombres premiers contenus dans les formes
4?i-+-l et 4M-t-B.
11 (23) MAES 1853.
(Bnll. pbys.-mathém., T. XI, p. 208).
La bieKveillauce, avec laquelle vous avez toujours agréé mes recherches, m'engage à vous présenter un nouveau résultat relatif aux nombres premiers et que je viens de trouver. En cherchant l'expression limitative des fonctions qui déterminent la totalité des nombres premiers de la forme 4»i~i- 1 et de ceux de la forme 4ra-i-3, pris au-dessous d'une limite très grande, je suis parvenu à reconnaître que ces deux fonctions diffèrent notablement entre elles par leurs seconds termes, dont la valeur, pour les nombres 4«-+- 3, est plus grande que celle pour les nombres 4«h- 1; ainsi, si de la totalité des nombres premiers de la forme 4n-+- 3, on retranche celle des nombres premiers de la forme 4nH- 1, et que l'on divise ensuite cette
différence par la quantité t—^, on trouvera plusieurs valeurs de a: telles, que ce quotient s'approchera de l'unité aussi près qu'on le voudra. Cette différence dans la répartition des nombres premiers de la forme 4n -i- 1 et én-1-3, se manifeste clairement dans plusieurs cas. Par exemple, 1) à mesure que c s'approclie de zéro, la valeur de la série
s'approche de -+- oo; 2) la série f(3)_f{6)-,-f(7)-Hr(n)--A'13)-f(17)-i-f(19) + /-(23)-
où f{x) eat une fonction constamment décroissante, no pont être convergente, à moins que la limite du produit x^ f{x), pour x = co, ne soit zéro. Je suis parvenu à ces résultats en traitant une certaine équation, relative ans nombres premiers, et qui comprend, comme cas particulier celle que M. A. de Polignac et moi, indépendammeut l'un de l'autre, nous avons trouvée dans nos recherches sur les nombres premiers.
Agréez etc.
Signé: P. Tchébycliev.
Sur rintég-ration des différentielles qui contiennent une racine carrée d'un polynôme du troisième ou du quatrième degré.
20 JANVIER {1 février) 1854.
(Bull, pliys. mathém,, T. XII, p. 315-S16).
Dans ce Mémoire, l'Auteur doune uiie méthode géuérale et directe pour cette intégration, en taut qu'elle est possitle sous forme finie. D'après ses recherclies, publiées, en 1853, dans le Journal de Mathématiques pures et appliquées, de M. Liouville, cette intégration se réduit à la détermination des fonctions entières et des nombres qui vérifient certaines conditions. Bans le Mémoire présent il donne une méthode pour trouver ces inconnus, tant qu'il s'agit de l'intégi'ation des différentielles en question, ce qu'il parvient à faire au moyen d'une certaine réduction de ses équations, d'après laquelle leur solution se réduit à un problème résolu par Abel {Oeuvres complètes, T. I, p. 33). L'auteur remarque que cette réduction de ses équations est indispensable aussi pour simplifier l'intégration des différentielles plus compliquées, et qu'elle peut être avantageusement employée dans d'autres recherches d'Analyse Transcendante, et dans la Théorie des nombres elle-même, oii cette méthode donne un procédé à l'aide duquel on trouvera la représentation des nombres par les formes quadratiques. Quant aux différentielles qui contiennent une racine carrée d'une fonction du quatrième degré, cotte méthode de réduction fournit un rapprochement très intéressant de la construction des valeurs irrationnelles, avec la règle et le
compas, et l'intégration des différentielles sous forme finie. En terminant son Mémoire, l'auteur fait le résumé des procédés qui, d'après ses recherches, constituent la méthode générale d'intégration des différentielles contenant une racine carrée d'un polynôme du troisième ou du quatrième degré, en tant que cette intégration est possihie sous forme finie.
Sur une formule d'Analyse.
20 OCTOBBE (1 novembee) 1854.
(Bull. pl!y8.-mathém., T. XIII, p. 210— 2U).
Si l'on représente par f(x) nue fonction entière du degré», et que l'on connaisse ses n-i-l valeurs
f{af^), f(x\ f{x"), .... f{x\
la formule de Lagrange donne cette expression de f{x)
(x~x-){x~x").... j., .. [x^,f^)(x~x")..-. f,^;. . {xO—x')(3fl—x").... ' ^'^ > {x'—afi)[x'—a:").... I 'y't^^- ■ ■•
Cette valeur de f(œ) peut être représentée sous différentes formes; Tune des plus remarquables est la suivante:
où A', A", A'", .... désignent les coefficients de x dans les quotients de la fraction continue
résultante du développement de
et <];, (x) ijjg (x), .... les dénominateurs des fractions convergentes qu'on en tire.
Cette formule a l'avantage de doiiuer f{x) sous la forme d'nue fonction entière, dont les termes, en général, présentent une série sensiblement décroissante. Dans le cas particulier de
et n infiniment grand, cette formule fournit le développement de f{x) suivant les valeurs de certaines fonctions, que Legendre a désignées par X*" (Exer. Partie V, § 10), et qui sont déterminées ici par laréduction de l'expression log ^-^-i en fraction continue.
Mais la propriété la plus précieuse de cette formule est celle-ci: Si l'on ne prend dans cette formule que les premiers termes en nombres quelconque m, on trouve une valeur approchée de f{x) sous la forme d'un polynôme du degré m — 1 et avec les coefficients indiqués par la méthode des moindres carrés, dans la supposition que les valeurs données de
fix% fix), f(x"),.... fix")
sont atfectées d'erreurs de même nature.
Dans peu de temps, j'aurais l'honneur de présenter à l'Académie un Mémoire, où l'on verra, en outre, le parti qu'on peut tirer de cette formule pour l'Analyse.
Extrait d'un Mémoire sur les fractions
continues.
12 JANVIER 1855 r.
(Bull, phys.-matliém., T. Xllf, p. 287—238).
Dans une Note, lue le 20 octobre de rannée passée, M. Tchébichev a préseuté une certaiue formule d'interpolation qui a l'avantage de donner l'expression de la fonction cherchée avec les coefficieuts indiqués par la méthode des moindres carrés. Dans le présent Mémoire, il traite ce sujet dans sa forme la plus générale, savoir: en supposant que les valeurs de la fonction cherchée sont .affectées d'erreurs dont les lois de probabilité sont différentes, et, dans cette hypothèse, il montre comment, à l'aide du développement d'une certaine expression en fraction continue, ou parvient à trouver la valeur approchée de la fonction cherchée avec la moindre erreur à craindre. Pour la détermination de cette valeur il donne trois formules différentes, dont l'une comprend, comme cas particulier, celle qui a été l'objet de sa Note, citée plus haut. En définitive, il montre d'après ces formules les propriétés remarquables des expressions déterminées par le développement de certaines fonctions rationnelles en fraction continue.
Ainsi, en désignant par
'M^), 'l'ii^), ']>2i^), —
les dénominateurs des fractions convergentes, résultantes du développement de l'expression
en fraction continue, où x^, ic^, x^,. . . . x^ sont des valeurs réelles, différentes entre elles, et û{x) une fonction entière qui ne s'annule pas pour a; = tCo, ic,, œj^,....x^, il montre que les fonctions '^^ix), ^^(x),...., parmi toutes celles du même degré, qui auraient le même coefficient de la plus haute puissance de x, se distinguent des autres par la moindre valeur
D'un autre coté, si l'eu dénote par 9„(«) la fonction
]/)|%,„^ l^i) 0^ (Xi) et qu'en prenant ses valeurs pour
iT^aîp, z^, a;^,. . . ., «„, m^=0, 1, 2, . . . on figure le carré
ÇaK^î 92(^1)) 9d^s\----^ 92 (^«)>
on trouvera que ce carré vérifie les conditions suivantes :
1) la somme des carrés des termes d'une ligne verticale ou horizontale quelconque est égale à 1; 2) la somme des produits des tei-mes correspondants de deux lignes quelconques, soit verticales soit horizontales, est égale à 0.
Donc, cette fonction fournit la solution du problème, qui a été l'objet des recherches d'Euler dans son Mémoire: ProUema algébraicum ad affectiones prorsim singulares memorahïle. N. Comm. T. XV.
Le Mémoire de M. Tchébichev, rédigé en russe, sera imprimé dans les YnerniH 3anucKu.
Sur les questions de minima qui se rattachent à la représentation approximative des fonctions.
OCTOBRE
(Bull. phy3.-mathém., T. XVI, p. 145—149).
Dans le Mémoire intitulé : Théorie des mécanismes connus sous le nom de parallélogrammes (Mémoires des savants étrangers, Tom. VII), nous avons traité la représentation approximative des fonctions sous la forme d'un polynôme, et nous sommes parvenus à la solution de ce problème :
Déterminer les modifications qu^on doit porter dam la valeur approchée de f(x) donnée par son développement suivant les pmssances croissantes de X — a, quand on cherche à rendre minimum la limite de ses erreurs entre X = a — h et X = a ~-i-h, h êta/nt une valeur pm considérahle.
Dans le présent Mémoire nous donnons le théorème général relatif à la solution des problèmes de cette espèce, problèmes qui peuvent être énoncés ainsi :
Éto/nt donnée une fonction quelconque avec des paramètres arbitraires
Pf, p^, p^; il s^agit par un choix convenable des valeurs p^, p^, _p„,
de réduire au minimum la limite de ses écarts de 0 entre x = — h et x = -i-h.
D'après ce théorème on reconnaît aisément que dans les recherches des valeurs approximatives des fonctions, soit sous la forme d'un polynôme
1*1 ^"~' '+'%*''"* -i~. . . . -+■ Pn_i^-*-p„, soit sous la forme d'une fraction
avec un dénominateur donné, les quantités Pi, p^, ■ ■ • ■ Pn se déterminent par la condition que, dans l'étendue où l'on cherche à réduire au minimum la plus grande des erreurs, l'erreur atteint au moins n-t-1 fois sa valeur limitative.
Tel était notre point de départ dans le Mémoire cité plus haut, Mémoire, où, comme il vient d'être dit, nous avons traité la représentation des fonctions sous la forme d'un polynôme. Mais le même théorème montre que cette condition s'altère dans le cas, où l'on cherche la représentation des fonctions sous la forme d'une fraction, ayant ses deux termes arbitraires, et qu'alors la condition dont il s'agit doit être rempiacée par la suivante:
p„-t-^.,<^'-i-Pn— 1-1-2 ^'~'-^- ---i-PnX-i-l'
est la fraction qui, depuis a; = — k jusqu'à x^-t-h, s'' écarte de la fonction donnée Y moins que toutes les autres fractions de la même forme, le nombre des valeurs réelles et inégales de x, pour lesquelles la différence
Pn—t+\X''-t-Pn-î-i-i'' ^-t--.--t-p„x-t-\
entre x = — li et x:=-t-h atteint ses vcdeurs limitatives -+- L et — L, ne peut être inférieur à n -i-l de d unités, à moins qu'on n'ait
;), = 0, iJ2 = 0, Pi = 0,
Pn-i-^^ = 0, 2J^_,_^^ = 0, . . . . P„^i^a = 0.
Dans cet énoncé on fait abstraction du cas, où la fonction Y et ses dérivées, pour des valeurs de a; comprises entre 3;=: — h et x= -i-h, cessent d'être finies et continues, et on suppose que la fraction
'~" -<-■■■■-*- Pn-l
Pn—l-,-1
est réduite à la forme la plus simple,
En passant ans applications, nous cherchons la solution de ces problèmes:
1) Quelle est la fonction entière qui, parmi toutes celles de la forme
x" -f-p^x"~^ -t-p^x"~^ -t- . . .-+-i?„_,ic-t-iî„
s'écarte le moins possible de 0 entre les limites x = — h et x--=-i-h?
2) Quelle est la fraction qui, parmi toutes celles de la forme
et avec le même dénominateur
s'écarte le moins de zéro entre x^^ — A et x^-i-h7
3) Quelle t
t la fraction qui, parmi toutes celles de la forme
i-i>Wx
entre x= — h ^i x^-t-h, s'écarte le moins possible d'un polynôme donné
Malgré toute la complicité des équations qui déterminent les coefficients inconnus p^, p^-, ■ ■ ■ ■ p„, p , f" , ' . ■ ■ ij'"^'', nous parvenons à la solution définitive de nos problèmes, en les réduisant à des questions de V Analyse indéterminée. La même méthode peut être avantageusement employée dans plusieurs autres cas et entr'autres, dans les recherches générales sur la représentation approximative des fonctions sous la forme rationnelle, où cette méthode fournit la solution de ce problème:
Étant d<mnée la valeur approchée de f{x), que Von trouve à l'aide des méthodes ordinaires, soit sous la forme d'um polynôme, soit sous la forme d'uMe fraction, trouver les modifications que Von doit faire subir aux coefficients de ces expressions de fix), quand on cherche à réduire au minimum la limite de leurs erreurs entre x = a — h et x = a-t-h, % étant wae valeur assez petite.
C'est ce que nous nous proposons de faire dans un autre Mémoire, où l'on verra combien la solution des problèmes particuliers, que nous donnons à présent, est importante pour les recherches générales sur la représentation approximative des fonctions sous la forme rationnelle. Pour cette fois nous nous bornons à montrer le parti qu'on peut tirer de notre méthode en ce qui concerne les propriétés des fonctions entières et fractionnaires. Ainsi nous parvenons à établir des théorèmes d'une espèce tout-à-fait nouvelle, tels que:
Tliéorùme,
La valeur numérique de la fonction
x"^^ -+- Ax"~'~^ -+- 5ic"""'~* -h- . . . . entre x = — h et x= -\-h, ne peut reste*' inférieure à 2 ( y j .
TlicorèHi«.
Dans les limites x^—1i et x^ -\-h oà la fraction it''-t-ff'a;"~'-i- -i-p("— ') a-4-pW
A a;»—'*— 1^1- À -c** — l — g I -I- jl I X'-t- 1
~ 708 — ne devient -^, sa valeur numérique ne peut rester au dessaus de
[j. étcmt le nombre des racines imaginaires de l'équation et f) la limite inférieure de leurs modules.
Tiiéoi'èinv.
La fmictimi
„ . „_i „ n— II
x-i-Ax ^ -t- Bx -!-....-(-—_—,
depuiti x=. — h jusqu'à x=-i-li, nepeutresternmnériquementaudessoîis de
[4±yiMrp](A)°-',
OÙ l'on prend le radical avec le signe contraire à celui de A.
Tlicorèiiic.
La fonction
X -+• Bx -I- .... H
depms x^ — h jusqu'à x^-t-h^ ne peut rester numériquement au dessous de
où l'on prend leradical avec le signe contraire à celui de la quantité B-i--~'h\ D'après ces théorèmes on démontre plusieurs propositions très simples
par rapport à la résolution des équations. En voici quelques unes: SiVé
x''-^' -i- Ax^~^' -t. -t-Ix~i-K=0
ne contient que des puissances impaires de x, on trouvera, entre les limites
■il-t-l 21+1
(tu moisis Vwne de ses racines.
Si l'équation
n'a qite des racines réelles, quelle que soit la valeur l, &n trouvera toujours au moins l'une de ses racines entre
en prenant le radical avec le signe contraire à celui de ^. Si la valeur numérique de l'intégrale
{x -i- Ax -^-Bx -^. . . .~\--K)dx
est inférieure à ; (- — r — °\ , on trouvera au, inoins une racine de
V équation
ai" -\- Ax^~^ -+- Bx'^"^ -t-, . . . -I- £■ = 0.
entre x = îlet x = Hf,.
On trouvera toujours au moins une racine de l'équation
x'^-^' -^ An?'^ -t- Bx'''—' -i- Gx"'~' -i- -+'Hx^-i-Ix-i-K=0
entre les limites
^ = - 2 /p [i ^ j yji'Y^';
où [JL est le nomire des racines imaginaires de l'équation
^3;'^-+-ac^-*-i- -^Hx^'^K:=^0,
et p la limite inférieure de leurs modules. Si Véquation
x^-^'^Ax'^-'-t- ±K^x}^'-+- -i-Ix±K = Q
ne contient qu'un terme K^x^*-' avec la puissance paire de x et que son expo-
sant 2\ ne surpasse pas "X, cette équation a au moins une racine comprise entre les limites
Outre ces théorèmes et certains autres de la même espèce, nous montrons le parti que l'on peut tirer de nos recherches par rapport à VinterpO' lation.
28 septembre 1857,
Sur l'interpolation des valeurs fournies par les observations.
18 (30) MAEs 1858.
(Bull. pîiy3.-mat]iém,, T. XVI, p. 363—358).
Si le nombre des valeurs interpolées surpasse celui des termes que l'ou conserve dans leur expression, l'interpolation peut être exécutée par diverses méthodes. Mais ces méthodes, dans chaque cas particulier, sont loin d'être également bonnes; elles différent entre elles, soit par la prolixité plus ou moins grande des calculs, soit par la grandeur de l'erreur moyenne à craindre, tant qu'il s'agit d'interpolation des valeurs fournies par les observations, et conséquemment affectées d'erreurs. Comme on ne peut gagner au delà d'une certaine limite, sous un de ces rapports, sans perdre sous l'autre, il est impossible de donner une méthode d'interpolation qui soit en général préférable à toutes les autres; car, suivant le cas, on tient plus ou à la simplification des calculs, ou à la précision des résultats. C'est ainsi que le chois de la méthode d'interpolation dépend du nombre des valeurs à interpoler. Si ce nombre est assez petit, les données d'interpolation n'offrent que bien peu de ressources pour atténuer l'influence de leurs eireurs sur celle du résultat cherché, et alors il est important d'en tirer tout le parti possible pour diminuer l'erreur moyenne à craindre, ce qu'on ne peut faire qu'à l'aide de la méthode des moindres carrés. Dans le cas contraire, le nombre considérable des données qu'on a à sa disposition, nous dispense de recourir à la méthode des moindres carrés qui exige des calculs trop longs. Dans ce cas, à la simplification des opérations numériques, on peut bien sacrifier une partie plus on moins considérable de ce que les valeurs interpolées offrent pour apprécier le résultat cherché. Dans le Mémoire swr les fractions contimies, présenté à l'Académie en 1854, nous avons traité l'interpolation d'après la méthode des moindres carrés, et nous sommes parvenu à une série qui doune directement les résultats d'une telle interpolation, indispensable, comme nous venons de le voir, si le nombre des va-
leurs à ioterpoler est assez petit. Dans le présent Mémoire nous montrons comment, d'après nos méthodes, on parvient à d'autres formules d'intei-polation qui peuvent remplacer avec avantage celle dont nous venons de parler, tant que son application, à cause du grand nombre des valeurs interpolées, d'une part, cesse d'être importante, et de l'autre, devient peu praticable.
Nous ne traitons pas les différents cas particuliers que peut présenter l'interpolation suivant le uombre, plus ou moins grand, des valeurs interpolées; nous nous bornons à considérer celui qui est la limite de tous les autres, oîi le nombre des valeurs interpolées est infini. Quoique, en réalité, ce nombre ne soit jamais infini, les formules qu'on trouve dans cette supposition, peuvent être cependant d'une application utile; car elles présentent la limite vers laquelle convergent très rapidement les résultats d'interpolation, à mesure que ce nombre augmente, et il ne sera pas difficile devoir, dans chaque particulier, de quel degré d'approximation ces formules sont susceptibles d'après les valeurs interpolées.
Ainsi, entre autres formules, nous parvenons à celle-ci:
/■(X)^!^^;)^^-.- \f(x)dx-\f{x)dx J-H \f(x)dx-\f(x)dx^lfix)dx j-^^^—
-H \f{x)dx~\fix)dx^\fix)dx~\ f{x)dx p:^i^
72 "Ta
-/5-I-1 ya-i ys— 1 ys-t-i
->- \f{x) dx - \f{x) dx->- \f{x) dx- \f(x) dx + \f{x) dx p?-::i-^^i^!±ii'
J.^f{x)dx-\{ix)i:i^\f(x)ix^\t{x)dx^\f{x)ix~{f(x) rfil !" ^' ^ "*;/'"-■ °' ^
Bion que cette formule contienne des intégrales, pour évaluer ses termes avec une approximation suffisante et au delà de celle que les erreurs des données elles mêmes comportent, on n'a besoin ordinairement que d'un nombre très limité de valeurs de /"(a;) entre x = — a et x^-\-a. Mais
tant qu'on a uu nombre suffisant de valeurs de f(x), cette formule peut être avautageusement employée pour l'interpolation; car ici, d'une part, les opérations numériques, eu égard à la complication du problème, sont assez courtes, et de l'autre, l'influence des erreurs des valeurs interpolées sur celles du résultat chercbé est notablemeut atténuée.
Pour s'en assurer remarquons que toute la difficulté de l'interpolation, d'après cette formule, se réduit à l'évaluation des intégrales
{f{x)dx, [f{x)dx, Uix]
■) dx^ etc.
d'après les valeurs connues de f{x). Or, quoique le nombre des différentes opérations arithmétiques que cela exige croisse à l'infini avec celui des valeurs interpolées de f{x), ces deux nombres ne sont que du même ordre de grandeur, tandis que dans la 'méthode des moindres carrés le premier est d'un ordre supérieur relativement au second. D'autre part, la composition ■de cette formule montre que l'erreur moyenne du résultat, provenant de celles des valeurs interpolées, est en général du même ordre de grandeur que l'unité divisée par la racine carrée de leur nombre, comme cela a lieu dans la méthode des momdres carrés.
Quant à la détermination des intégrales
f(x)dx, \f{x)dx, f{x)dx,
etc.
qui entrent dans notre formule, elles peuvent être évaluées d'après les valeurs connues de f{x)^ avec une approximation plus ou moins grande. Mais si ces valeurs sont assez rapprochées, on pourra souvent, dans leur évaluation approximative, se contenter de cette formule très simple:
^■■■■--(\- \_,) f (^„_,) -t-CiH-x^- rc^_,) f(x^)] . où
f(x,), f{x,),. . . . f{i,), /-(a;,^,),. . . . «a^^J, f(x^_,), fix^)
étant les valeurs connues de f{x), et
celles de a;, comprises entre a;:::^^ et x=H. — L'erreur de cette expression de l'intégrale I f{x) dx, comme il est aisé de le reconnaître, sera toujours inférieure à
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