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ALGEBRE.
INTRODUCTION
1 . L’Algèbre est la partie des Mathématiques où l’on emploie des signes propres à abréger et à généraliser les raisonnements que comporte la résolution des questions relatives aux nombres.
On distingue deux espèces principales de questions :
Le théorème, qui a pour but de démontrer l’existence de certaines propriétés dont jouissent des nombres connus et donnés ; et le problème, dont l'objet est de déterminer certains nombres d’après la connaissance d’autres nombres qui ont avec les premiers des relations indiquées par l’énoncé.
2. Les éléments principaux dont on fait usage en Algèbre, pour parvenir à ce double but, sont :
1° Les lettres de l’alphabet, qui servent à désigner les nombres sur lesquels on doit raisonner. Leur usage est nécessaire, soit pour abréger les raisonnements, soit pour les généraliser, en ce que l’on sent mieux, par l’emploi de ces lettres, que telle ou telle propriété appartient à plusieurs nombres à la fois; ou bien, s’il s’agit d’un problème, que la manière de satisfaire à son énoncé est indépendante do toute valeur particulière attribuée aux nombres compris dans cet énoncé.
Le signe -f-, dont on se sert pour marquer l'addition de deux ou plusieurs nombres, et qui s’énonce plus.
Ainsi, iS ■+■ 36 s'énonce i5 plus 36, ou a5 augmenté <le 36. De même, a-t-b s’énonce a plus ù, ou le nombre désigné par a, augmenté du nombre désigné par b.
3° Le signe — , qui s’énonce moins, et dont on fait usage pour marquer la soustraction de deux nombres l’un de l’autre.
Ainsi, 45 — >4 s’énonce 45 moins a4i ou 45 diminué de a4i ou bien encore, l’excès de 45 sur a4-
a — h s’énonce a moins b, ou a diminué de b.
4° Le signe de la multiplication, qui est x, ou un point que l’on place entre les deux quantités.
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Ainsi, 36X25, ou 36.25, s’énonce 36 multiplié par 25, ou le produit de 36 par 25.
Lorsque les nombres dont on veut indiquer la multiplication sont désignes par des lettres, on convient encore de les écrire les uns à la suite des autres sans interposition de signe.
Ainsi ab signifie la môme chose que axb o\x a,b\ abc signifie la môme chose que axbxc ou a.b.c.
Il est bien entendu que la notation ab ou abc^ qui est plus simple que celle axb o\x axbxc, ne peut ôtre employée que lorsque les nombres sont désignés par des lettres ; car, si l’on voulait, par exemple, représenter le produit de 5 par 6, et qu’on écrivît, pour abréger, 56, on confondrait cette notation avec le nombre cinquantc-six écrit dans le système décimal. Cette remarque est importante pour les commençants.
5" Le signe de la division, qui consiste en deux points : que l’on place entre le dividende et le diviseur, ou bien encore, en une barre — , au-dessus et au-dessous de laquelle on place respectivement le dividende et le diviseur.
Ainsi, 24 : G, ou
s’énonce 24 divisé par 6, ou le quotient de 24
par 6.
b s’énonce a divisé par b. On dit encore a sur b.
La notation ^ est la plus usitée.
6" Le coefficient y signe que l’on emploie pour indiquer l'addition de plusieurs nombres égaux. Ainsi, au lieu d’écrire a a -k- a a a (\m\ représente l’addition de 5 nombres égaux à /?, on écrit Sa. De môme, lia exprime l’addition de ii nombres égaux à a; 12 ab, l'addition de 12 nombres égaux au produit do a par h.
Le coefficient est donc un nombre particulier écrit h la gauche d*un autre nombre exprimé par une ou plusieurs lettres, et qui marque combien de fois on doit prendre la lettre ou le produit que représentent les \
lettres.
7° Vexposanty signe dont on se sert lorsqu’un nombre désigné par une lettre doit entrer plusieurs fois comme facteur dans un produit. Ainsi, au lieu d’écrire axax axaxa a. a. a. a. a, on écrit plus
simplement a^ que l’on prononce a cinq; ou plutôt a cinquième puissance.
On appelle puissance le résultat de la multiplication de plusieurs nombres égaux, et degré de la puissance la quotité des nombres égaux multipliés entre eux.
V exposant est le signe de ce degré. Il s'écrit à la droite et un peu
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au-Hcsstis d’une lettre, et il marque combien de fois la quantité exprimée par cette lettre doit entrer comme facteur dans un produit.
Pour faire sentir toute l’importance de l’exposant et du coefficient en Algèbre, supposons qu’on veuille exprimer un produit composé de 4 facteurs égaux à a, de 3 facteurs égaux à b, et de a facteurs égaux à c; on écrira a'b’c’, au lieu de aaaabbbcc.
Veut-on ensuite exprimer que ce dernier résultat doit être pris 7 fois, ou doit être multiplié par 7 : on écrira qa'b’c'. Ceci donne une idée du laconisme de la langue algébrique.
8° Le signe dont on fait précéder un nombre, lorsqu'on veut indi- <juer que l’on a à extraire de ce nombre une racine d’un certain degré. Ainsi a s’énonce racine troisième ou cubique de a ; y b s’énonce racine quatrième de b.
On appelle racine a”, 3', 4'> • • • d’un nombre, un second nombre qui, étant élevé à la a', 3”, 4'. • • • puissance, reproduit le premier nombre.
Nous ne ferons usage du signe qu’à partir du troisième Chapitre.
9° Le signe au moyen duquel on exprime que deux quantités sent égales. Ce signe est = , et s’énonce est égal à, ou égale.
Ainsi, pour exprimer brièvement que l’excès de 36 sur a5 est égal à J I , on écrit 36 — a5 = 1 1 .
C’est-à-dire 36 moins a5 est égal à 1 1 , ou égale 1 1 .
10° Le signe d’inégalité >, dont on se sert pour exprimer qu’une quantité est plus grande ou plus petite qu'une autre.
Ainsi, (7 > é signifie a plus grand que b ou supérieur à b \ a b signifie a moindre que b ou inférieur h b ; c’est-à-dire que l’ouverture du signe doit être tournée du côté de la plus grande quantité.
D’après l'exposé précédent, on voit que l’on peut regarder l’Algèbre comme une espèce de langue qui se compose de signes à l’aide desquels on suit avec plus de facilité l’encbatnement des idées dans les raisonnements qu’on est obligé de faire, soit pour démontrer l’existence d’une propriété, soit pour trouver la solution d’un problème.
On concevra mieux encore l’utilité des signes algébriques par les questions suivantes.
PnE.UIÈRE Ol'ESTIO.N. — PROBLÈME.
3. La somme des deux nombres est 67, leur différence est 19 : quels sont ces deux nombres?
Mode de résolution.
Tâchons d’abord d’établir, à l’aide des signes dont nous sommes con-
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venus, une liaison entre les nombres donnés et les nombres connus de l’énoncé.
Si le plus petit des deux nombres cherchés était connu, on aurait le plus grand en ajoutant 19 au plus petit. Cela })osé, désignons le plus petit nombre par x; le plus grand peut alors être désigné par x -+- 19, et leur somme par x -t- x -4-19 ou ax -f- 19. Mais, d’après l’énoncé, cette somme doit être 67; ainsi l’on a l’égalité ou Vèqiuition ax -4- 19 = 67.
Or, ax augmenté do 19 donne 67 pour résultat, ax seul est égal à 67 moins 19, ou ax = 67 — 19, ou, en effectuant la soustraction, ax= 48.
Donc enfin, x est égal à la moitié do 48, c’est-à-dire
Le plus petit nombre étant a4, le plus grand x -4- 19 est a4 -4- 19, ou 43. En effet, on a
a4 = 67, et 43 — a
Voici le tableau des calculs algébriques :
Soit X le plus petit nombre; x -4- 19 est le plus grand.
Éq. : ax -i- 19 = 67, d’où ax = 67 — 19 = 48 ; donc.r = — = a4.
et, par conséquent, En effet,
j4 litre mode de résolution.
Soit X le plus grand nombre, x — 19 est le plus petit.
Éq.: ax — 19 = 67, d’où ax = C7 19 = 86; donc x = — = 43, et, par conséquent,
On voit par là comment, à l’aide des signes algébriques, on parvient à comprendre dans un cadre très-resserré les raisonnements qu’on est obligé de faire pour résoudre un problème; raisonnements qui, écrits en langage ordinaire, exigeraient souvent une ou plusieurs pages.
Résolution générale de ce problème,
4. La somme de deux nombres est a, leur différence est b. On demande de trouver les deux nombres.
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Soit X le plus petit nombre, ^x -V b désigne alors le plus grand.
Éq. ; 2x H- 6= fl, d'où ax=A — b - donc, .r = 2 = -
et, par conséquent.
Comme la forme de ces deux résultats est indépendante de toute valeur particulière attribuée aux lettres a et b, il s’ensuit que, connaissant la somme de deux nombres et leur différence, on obtiendra le pins grand nombre en ajoutant la demi-somme h la denn-différence, et le plus petit, en retranchant de la demi-somme la demi-différence.
Ainsi, que la .somme donnée soit 237, et la différence gg, le plus grand est
î22^99, ou =
et le plus petit.
En effet,
— = Cg.
168 4- 6g = a3“, 168 — 6g = gg.
On conçoit, d'après la question précédente, l'utilité des lettres pour représenter les données d’un problème. Comme on ne peut qu’indiquer sur ces lettres les opératiions de l'Arithmétique, 1e résultat auquel on parvient conserve la trace des opérations qu’il faut effectuer sur les quantités connues pour obtenir les valeurs des quantités que l'on cherche.
Les expressions ^ ^ et 7 — 7) auxquelles on est panenn dans le
problème précédent, s’appellent, en Algèbre, formules, parce qu’elles peuvent être regardées comme comprenant les solutions de toutes les questions de mémo nature, dans l'énoncé desquelles on fait .seulement varier les valeurs numériques des données.
On nomme, en général, solutions d’un problème les nombres susceptibles de vérifier son énoncé.
DEUXIÈRE QUESTION. — THÉOnÉME.
5. La somme de deux nombres multipliée par leur différence donne pour produit la différence des carrés ou des secondes puissances de ces deux nombres.
Ainsi, soient la et g ces deux nombres; leur somme est ai, et leur
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différence 3. On reconnaît que le produit ai x 3 ou 63 est égal à i44r qui est le carré de la, diminué de 8i, qui est le carré do g.
Mais, pour mettre en évidence celte propriété, quels que soient les deux nombres, représentons ces nombres par les lettres n et b. La somme sera exprimée par n ■+■ b, et la différence par n — b.
Pour former le produit de ces deux expressions, on supposera d’abord que l’on ait à multiplier la somme a -h b par a, et le produit sera ax n -t- b X n, ou plus simplement, n’-t- ab : car il faut prendre chacune des deux parties dont a -h b est composé, autant de fois qu’il y a d'unités dans a, et tqouter les deux produits. Mais ce n’est point par a tout entier qu’il fallait multiplier, c’est par a diminué de b; ainsi le produit ■+■ fib est trop fort du produit de <n- é par b, c’est-à-dire de ab -H b'. Il faut donc retrancher <ib ■+■ b' du produit précédent a' -t- ab, ce qu’on indiquera algébriquement de cette manière :a’-^ab — ah — b‘‘. Comme d’ailleurs les deux produits -i- ab, — ah, se détruisent réciproquement, il vient enfin a‘ — é’ pour le produit demandé.
Oî résultat b' ayant été obtenu indé[)endamment de toute valeur particulière attribuée à a et h, il s’ensuit que le théorème énoncé est pour deux nombres quelconques.
TROISIÈME QUESTION. — TIIÉOBÈME.
G. Si, aux (Jeux termes d’une fractinn pmprement dite, ou d’un nombre plus petit (pic l’unité, on ajoute lui même nombre entier, la noueelle fraction (pti en résulte est plus Grande que la première.
Soit — la fraction proposée; ajoutant 3 à chacun de ses deux termes.
on obtient — r- Ces deux fractions, réduites au mémo dénominateur, delà
viennent — i or la deuxième fraction est évidemment plus grande que Go 6o
la première.
Pour reconnaître si le théorème énoncé est vrai, quelle que soit la fraction proposée, désignons celte fraction par ^ i en sup|K>sant a <_b.
Soit m le nombre ajouté aux deux termes de cette fraction, il en ré-
suite 7
Afin de comjiarer les doux fractions, il faut les réduire au mémo dénominateur : il suDU pour cela de multiplier les deux termes a et è de la première fraction par 6 -4- m, et les deux termes de la seconde par b. Or multiplier « par é -t- m, revient à prendre a autant de fois qu’il y a d'u-
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nités dans b, autant de fois qu’il y a d'unités dans m, ce qui donne ab -H am. On prouverait de môme que le produit de b par b -t- m est
bni, ce qui donne pour la première fraction. De même, si
■ par b, comme on l'a vu
l’on multiplie les deux termes de la seconde j-
,, , . , ab -h bnt
(S),elledK.ent-^,^.
Les deux numérateurs ab nm, ab -i- bm, ont une partie commune ab ; et la partie bm du second nfimérateur est plus grande que la partie am du premier numérateur, puisqu’on a supposé b y- a. Donc aussi la seconde fraction est plus grande que la première; ce qu'il fallait démontrer.
On voit d'ailleurs, par le raisonnement précédent, qu’il faut que ^ soit
une fraction proprement dite, pour que le théorème soit vrai ; car autrement, la seconde fraction serait moindre (jue la première, puisque alors on aurait ab-^-bm Ciab-t- am.
7. En réfléchissant sur les moyens de résolution des questions précédentes, on sentira que l’emploi des signes algébriques doit donner lieu à des règles communes à plusieurs questions. C’est ainsi, par exemple, que dans la seconde et la troisième, on a été conduit à cITectuer la multiplication d’une somme a -i- b par un nombre a, d’une somme a -t- i par b, d’un nombre a par une somme b -h m. D’où il résulte qu’en établissant des préceptes généraux pour trouver les résultats des opérations qu’on peut avoir à effectuer sur les quantités algébriques, on aurait des moyens fixes de résoudre, par les symboles algébriques, toutes les questions relatives aux nombres.
Cette partie de l'Algèbre a pour titre : La manière d’effectuer tes o/wrations de l’ Arithmétique sur les <iunntités algébriques ou littérales , c’està-dire sur les nombres représentés par des signes algébriques.
On ne peut se dissimuler que cette partie ne soit un peu aride, |)cutètre même rebutante pour les commençants; mais il est indispensable de la bien posséder, si l’on veut avancer rapidement dans le champ vaste et fécond de l’Algèbre.
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DES OPÉRATIONS ET DES FRACTIONS ALGÉBRIQUES
DÉFINITIONS PnÉLIMINAIBES.
B. Toula quantité écrite en langage algébrique, c’est-à-dire à l’aide des signes de rAlgcbre, s’appelle r/uantilé a/gébrii/iie, ou quelquefois qutwiité littérale : c’est plutôt t'cx/jrrssinn atgébrir/iic <te la quantité.
Ainsi, 3fl est l’expression algébrique du triple du nombre a; 5a’ est l’expression algébrique du quintuple du carré àea\qa’b’ est l’expression algébrique de sept fois le produit du cube de a, multiplié par le carré do b.
Za — 5b est l’expression algébrique de la différence entre le triple de a et le quintuple do b.
•xn’ — Zab ^b’ est l’expression algébrique du double du carré de a, diminué du triple produit de a par b, et augmenté du quadruple du carré de b.
On appelle monôme, ou quantité à un seul terme, ou simplement terme, une quantité algébrique qui n'est réunie à aucune autre par le signe de l’addition ou de la soustraction ; et polynôme, ou quantité à plusieurs termes, une expression algébrique composée de plusieurs parties séparées les unes des autres par les signes -t- ou — . Ainsi, Zn, 5a’, qn’b’ sont des monômes; 3a — 5b, in’ — Zab + ^b’ sont des polynômes. La première de ces deux expressions est dite un binôme, parce qu’elle est composée de deux termes. Ij seconde est dite un trinôme, comme étant composée de trois termes.
!l. La valeur numérique d’une expression algébrique est le nombre qu’on obtiendrait si, en donnant des valeurs particulières aux lettres qui y entrent, on effectuait toutes les opérations de l’Arithmétique que comporte cette expression. Celte valeur numérique déjiend évidemment des valeurs jiarticulières attribuées aux lettres, et doit généralement varier avec elles. Ainsi, ia' a pour valeur numérique 54, lors<iue l’on fait a = 3; car le cube de 3 est 27, et 2 fois 27 donne 54. I.a valeur numérique de cette mémo expression est 25o, lorsque l’on fait «= 5; car le cube de 5 est 125, et 2 fois 125 donne a5o.
Je dis généralement, car, dans quelques cas, la valeur numérique d’une
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RÉDUCTION DES TERMES SEMRLABLES
expression algébrique reste constante, quoiqu'on fasse varier les valeurs des lettres qui y entrent. Ainsi, dans l’expression a — b, tant qu’on donnera i a et k b des valeurs croissant chacune de la même quantité, l’expression no changera pas.
Soit, par exemple, a = 7, 6 = 4 î >1 en résulte n — i = 3. •
Soit maintenant <7 = 12 ou 7-1- 5, et i = g pu 4-<-5; il en résulte n — i = 12 — 9 5= 3, etc.
La valeur numérique d’un polynôme ne change point lorsqu’on intervertit l’ordre de ses termes, pourvu que l’on ait soin de conserver à tous leurs signes respectifs. Ainsi, les polynômes — "ia'b-^ bac', 5ac'— ba'b -f- 4 a*) 4“’ bac'— ba'b ont la même valeur numérique. C’est une conséquence évidente de la nature do l'addition et de la soustraction arithmétiques. Mais cette observ ation sera très-utile par la suite.
10. Des différents termes qui composent un polynôme donné, les uns sont précédés du signe -t-, les autres du signe — . Les premiers portent le nom de termes additifs, les autres s’appellent termes soustractifs. On appelle aussi les premiers, termes ftosilifs, et les autres, termes négatifs; dénominations assez impropres, que l’usage seul a consacrées.
Le premier terme d’un polynôme n’est ordinairement précédé d'aucun signe ; mais alors il est censé précédé du signe
11 . On appelle dimension d’un terme, chacun des facteurs littéraux qui composent ce terme, et degré le nombre de ces facteurs ou dimensions. Le coeflicient ne compte pas pour une dimension. Ainsi, 3a est dit un terme à une dimension, ou flu premier degré ,,ou linéaire; bab est dit un terme à doux dimensions, ou du second degré; qtébe', étant la même chose que ■jaaabcc, est dit à six dimensions ou du sixième degré.
En général, le degré ou le nombre des dimensions d’un terme s'estime par la somme des exposants fies lettres qui entrent dans ce terme. A ce sujet, nous remarquerons que, d’après la définition même de l’exposant (2, 7°), une lettre qui n’a pas d’exposant est censée avoir i pour exposant. Ainsi, le degré du terme ia'hcd' est 2 -h i -1- i -i- 3, ou 7.
Un polynôme est dit homogène, lorsque tous ses termes sont de même degré; 3a — 2Ô-4-c, bp' — iab -t- b', 5a’c — 4 c” -t- 2cV/ sont dos polynômes homogènes; ko' — -h c n’est pas homogène.
RÉDDCTIO.X DES TERMES SEMDLADLE5.
12. On appelle termes semblables des termes qui sont composés des mêmes lettres affectées respectivement des mêmes exposants.
Ainsi 706 et bab, 4a'b' et ba'b'; sont des termes semblables; 8a' h et
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■jab' ne sont pas des termes semblables; car ils sont bien composés des mêmes lettres, mais les mêmes ex[>osants n'afTectent pas les mêmes lettres.
Il arrive souvent qu'un polynôme reiirermc, dans .son expression, plusieurs termes semblables, et alors il est susceptible de simpliGcation.
. Soit le polynôme
4n’i — 3n’c H- gm’ — uo’ô 7<?’c — Ci’;
on peut (9) l'écrire ainsi :
4a’i — ïrt’i H- "o’c — 3«’c gne’ — Ci’;
or 4«’i — a«’i se réduit évidemment ô ao’i; 7o’r — Za'c se réduit à 4<i’c; donc le polynôme lui-même revient à a«’i -t- 4«’c gc«’ — Ci’.
Que l'on ait, dans un polynôme quelconque, les termes
-i-aa’ic’, — 4«’ic’, -t-Ca’ic’, — 6it'bc’, -t-itn'bc’.
D'abord, la somme des termes additifs -t- in’ic’ -+- Cn’ ic’ -f- i xefbc' est égale à -t-iga’ic’; la somme des termes soustractifs — 4«’ir’ — Sa’ic’ est égale à — lan’ic’. Donc l’en.semblo des cinq termes proposés se réduit à -4- iga’ic’— ia«’ic’, ou à -i- 7o’ic’.
Il peut SC faire que la somme des termes soustractifs soit plus forte que celle des termes additifs. Dans ce cas, on soustrait lecoelTiciont positif du coellicient négatif, et l'on aiïecto le résultat du signe — . Ainsi, que l’on ait -h Sfl’i pour la somme des termes positifs, et — 8o’i pour la somme des termes négatifs; comme — 8o’i revient é — 5n’i — 3«’i, il s'ensuit que -h 5n’i ~ Ba’b équivaut à -j- 5o’i — 5o’i — "in' b, ou à — ia'b.
D’où l’on peut conclure cette règle : Pour o/térer la réduction des termes semblables, formez un seul terme additif de tous les termes semblables prècétlés du signe ; ce t/ui se fait en ajoutant les coefficients de ces termes, et en donnant leur somme pour coefficient à la fsartie littérale commune. Formez, par le meme moyen, un seul terme soustractif de tous les termes précédés du signe — ; retranchez ensuite la plus petite somme de la plus grande, et donnez au résultat le signe de la plus grande.
(Il est bien essentiel de remarquer que la réduction ne doit porter que sur des cocITicicnts et jamais sur les exposants.)
On trouvera, d'après celte règle que
Cn’é — Ba'b — f^a'b -X- \itrb — n'b se réduit à s-ia'b, yabc' — abc' — -jabc' — Babc' s-nbe' se réduit à — Sabc'.
La réduction des termes semblables est une espèce d’o()ération, toute particulière à l'Algèbre, qui se rencontre dans X addition, la soustraction.
ADDITION
ia multiplication et la divUinn algébriques, opérations que nous allons maintenant développer.
Remarque. — Comme celles-ci doivent offrir à l’esprit des élèves la même idée que les opérations analogues de l'Arithmétique, nous nous dispenserons d'en répéter les définitions, qui doivent être suffisamment connues de tous ceux qui ont vu l'Arithmétique avec soin. On conçoit toutefois que les procédés ne peuvent plus être les mêmes, puisque les symboles sont différents. Tantêt ces opérations se réduisent à de simples indications, tantôt il y a lieu réellement à les effectuer, et alors il faut des règles correspondantes aux symboles que l'on emploie.
DE l’addition algébrique.
13. Soit d’abord à ajouter les expressions 3a, 5ô, %c\ on a, pour le résultat de cette addition, 3a -h 5ô -t- ac, expression que l’on ne peut simplifier davantage.
Soit encore à ajouter les monômes aa’i’, ■ja‘b‘\ le résultat est 4a’ô*-t- a a’b‘-t- 7 a’ b', ou réduisant (12) i3a’ô’.
Proposons-nous maintenant d'ajouter les polynômes
3a’ — iab, aa’ — 3nb-i-b’, %nb — bb^.
Pour former un seul polynôme qui exprime la somme de ceux-ci, observons qu’ajouter au nombre exjlHmé par 3a* — ^ab, le nombre exprimé par aa’ — 3ai -1- i’, c’est y ajouter la différen^entre le nombre d’unités exprimé par aa’-n é’, et le nombre d’unités ^rimé par 3aô, opération que l’on ferait aisément, si l’on attribuait des valeurs particulières à a et b\ mais comme on ne saurait l’exécuter dans l’état actuel des quantités, on remarque qu’il revient au mêmed’ajouter d’abord aa’-+- ô’ à 3a’— 4aô, et de retrancher ensuite 3aô; ce qui donne
3 a’ — 4 ab -4- aa’ -t- ô’ — 3aô,
ou, en changeant l’ordre des termes (9),
3a’ — ^ab -t- aa’ — 3aô -H é’.
De même, pour ajouter lab — 5ô’ à cette dernière expression, il suffit d’écrire 3 a’— 4aô-+-aa’ — 3aô -1- i’-t- aaé — 5ô’; il ne s’agit plus actuellement que de faire ( 12) la réduction des termes semblables, et il vient enfin 5a’— 5ab — 4Ô’ pour le résultat demandé.
Comme des raisonnements analogues pourraient s’appliquer à d’autres polynômes, on est en droit de conclure cette règle générale pour l’addition de deux ou plusieurs polynômes : Écrivez les polynômes pro/josés les uns
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à la suite des autres, en conservant aux termes qui les composent leurs signes respectifs ; puis, faites la réduction des termes semblables , s'il y a lieu.
Voici quelques exemples :
i”" 3rt’ — inb — xi’ 2° 7n’i — ‘iabc — 8iV — gc* -s-cd'
-t-Sn’-Haoi — i’ -f- 8nic — 5n’i ■+- Sc* — ^b'c-{-cd^
-<-3«i — xi’ — 3r’ -l-4«’i — 8r’ -t-gi’r— 3f/’
8a’-(- ai — 5i’ — 3c’ 6a'b-t-babc — 3i’c — i4c’ -t-xcr/’— 3(/’.
Dans la pratique, on dispose ordinairement les quantités proposées les unes sous les autres, comme on le wit dans ces deux exemptes ; on fait la réduction des termes semblables, et l’on écrit avec leurs signes respectifs les résultats de la réduction. Ainsi, dans le premier exemple, en considérant le terme 3a’, comme ce terme est semblable au terme 5a’ qui se trouve sur la seconde ligne, on écrit 8a’ pour le résultat de la réduction de ces deux termes, qu’on a soin de barrer légèrement (comme on le voit pour le terme). Passant ensuite au terme — 4ai, on le réduit avec les termes s- ^ah et 3ai, ce qui donne -t- ai, qu’on écrit à la droite de 8a’, et l’on barre les nouveaux termes qu’on vient de réduire. On continue ainsi l’opération jusqu’à ce que tous les termes soient barrés et réduits.
Le léger trait qu’on passe sur les termes sert à prévenir l’omission de quelques termes dans le résultat ; les termes non barrés sont encore à réduire.
DE iJP SOUSTRACTION ALGÉBRIQUE.
14. Soit à retrancher 4i de 5a; le résultat algébrique est 5a — 4i. De même, la différence entre qeéb et 4«’i est qa'b — éa’i, ou 3a’i.
Soit maintenant xi — 3c à retrancher de 4« : on peut d’abord présenter le résultat de cette manière, 4« — (ai — 3c), en admettant la quantité à soustraire entre deux parenthèses et l’écrivant à la suite do la première quantité avec le signe — . Mais les questions exigent souvent que l’on forme un seul polynôme de cette expression ; et c'est en cela que consiste principalement la règle de la soustraction algébrique.
Pour parvenir à ce but, on observera que si a, i, c étaient donnés numériquement, on ferait 1a soustraction indiquée par xi — 3c, puis on retrancherait le résultat obtenu, de 4a; comme cette soustraction ne peut être effectuée dans l’état actuel des quantités, on commence par retrancher xi de 4o, ce qui donne ^a — ib \ mais en retranchant xi unités, on a soustrait un nombre trop fort de 3c unités; il faut donc rectifier le résultat en y ajoutant 3c. Ainsi l'on a 4" — ib -s- "ic pour le résultat de la soustraction proposée.
SOUSTRACTION. l3
Soit encore Sa'— iab-t-'ibc — à soustraire de Sn'—iab\ cette opération peut être indiquée ainsi ;
8a’ — aai — ( 5a’ — ^ab -h Sic — b').
Mais, pour réduire cette expression à un seul polynôme, observons que retrancher 5a’— 4oô -i- Sbc — b' revient à retrancher la différence entre la somme 5a’-t- 3ôc des termes additifs, et la somme 4afn- ô’des termes soustractifs. On peut d'abord retrancher 5a’ -f- Sbc, ce qui donne
8a’ — aaô — 5a’ — Sbc\
et comme ce résultat est nécessairement trop faible de iab -h b', il faut y ajouter cette dernière quantité, et il vient
8a’ — lab — 5a’ — Sbr -h l^ab -h b',
8a’ — "xab — 5a'-h ^ab — Sbc ■+- b', en rétablissant l'ordre des termes ; ou bien enfin, en réduisant,
3a’-i- lab — Sbc -i- A’.
D'où l’on peut conclure cette règle générale :
Pour soustraire deux polynômes l'un de l'autre, écrivez à la suite du polynôme dont il faut soustraire, l'autre polynôme en changeant les signes de celui-ci, et faites la rédaction du fmlynôme résultant, s’il y a lieu.
On trouvera, d’après cette règle, -
-(3«’A-ao’-8A’c)l = 7“^-7"^-
4aA — cd -~^b' Sfi' I , 1 1 CCI
-(5aA- 4r^ 3A’-f.3a’) \ ab-^Sed Sb .
15. On peut aussi, d'après cette même règle,, faire subir à certains polynômes quelques transformations.
Par exemple,
6a’ — 3aA -i- aA’ — aA<-
revient à
6a’ — (3aA — aA’ aAr).
De même
ya’ — 8a’ A — ^b'c ■+■ 6 A*
revient à
ya’ — (8a’A -i- 4 A’c — 6A’),
ou bien encore à
ya’ — 8a’A — {^b'c — 6A’).
Ces transformations, qui consistent à décomposer un polynôme en deux
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parlips séparées l’une de l’autre par le signe — , sont très-utiles en Algèbre.
DE LA EILTIPLICATIO.N ALGÉBBIQUE.
16. Nous regarderons comme démontré un principe (lui est généralement admis dans tous les traités d'.Aritlimélique jK)ur la démonstra-
tion mes Klémcnlx tV Arithmétique, 35' édition, n“2.S et suivants), c’est que le produit de deux ou plusieurs nombres reste le même dans quelque ortlre qu’on les multiplie.
Cela posé, considérons d’abord le ras où l’on a un monôme à multiplier par un monôme.
Soit à multiplier par 4 b. L’expression de oe produit peut d’abord s’écrire ainsi ; qn^b’ x ^a'b. Mais on peut la simplifier en observant que, d'après le principe précédent el la signification des symboles algébriques (2), elle revient ù 7 x 4 x aaaaabbb. Or, comme les coefficients sont des nombres particuliers, rien n'emfiêclie d’en former un seul en les multipliant entre eux : ce qui donne 18 pour coefficient du produit. Quant aux lettres, le produit tuman équivaut à (2, 7°), et le produit bb(>, à lé\ ainsi, l’on obtient pour résultat final,
Soit encore iia'b'c' à multiplier par ce produit revient à
li X 8 X anannbbbbbbccM, ou çfiu' L‘ r’d'.
D’où l’on voit que, pour multiplier deux monômes l’un par l’autre, il faut : I' multiplier les dcujc coefficients entre eux; 2° écrire à la suite de ce produit toutes les lettres qui entrent à la fois dans le multiplicande et le multiplicateur, en affectant chaque lettre d’un exposant égal h la somme des deux exposants dont cette même lettre est affectée dans les deux facteurs ; 3° si une lettre n' entre que dans utiles facteurs, l’écrire au pnxluit avec l’exposant dont elle est affectée dans ce faefi ur.
La règle relative aux coefficients n’offre aucune difficulté.
Mais pour se rendre compte de la règle des exposants, il faut observer qu’en général, un nombre n doit se trouver autant de fois facteur dans le produit, qu’il l’est, tant dans le multiplicande que dans le multiplicateur. Or (2), les exposants des lettres marquent le nombre de fois qu’elles entrent comme facteurs ; donc la somme des deux exposants d’une mémo lettre marque le nombre de fois qu'elle doit être facteur dans le produit demandé.
On trouvera, d’après la règle précédente, que
8n’ôc’ X ~abcd' = hùa^b’c^d', iia^b’cd X Sabc‘ = tCHa’b’c'd, h abc X 7 df •xiabedf.
■ DLTIPLICATIOR.
Passons à la multiplication des polyndmes
Soient d'abord deux polynômes a-^-b-k-co\,d-^-f, composés de termes tous additifs ; on peut présenter le produit sous la forme (a-^-b-i-c){d -(-/). Mais on a souvent besoin de former un seul polynôme de ce produit indiqué ; et c'esi en cela surtout que consiste la multiplication de dctuc polynômes.
Or il est évident que multiplier la somme u-t-b-}-c par rf -+-/ revient à prendre a-t-b-t-c autant de fois qu'il y a ‘d'unités dans d, plus autant de fois qu'il y a d’unités dans /, et à ajouter les deux produits. Mais multiplier a-\-b-i-c par d, c’est prendre d fois chacune des parties du multiplicande, et réunir les produits partiels, ce qui donne ad-t-'bd-\- cd. De mémo, multiplier n -i- i -+- c par /, c’est prendre / fois chacune des parties du multiplicande, et réunir les produits partiels. Donc enfin
[a -i- b -i- c)(d + f]=: ad -h bd -t- cd af bf cf.
Ainsi, ftour multiplier deux polynômes composés de termes tous adtlitijs, il faut multiplier séparément chacun des termes du multiplicande par chacun des termes du multiplicateur, et ajouter tous les produits.
Si les termes sont affectés de coefficients et d’exposants, on suit les règles prescrites (16) pour la multiplication des monômes. Par exemple, (3n’ -I- 40Ô-1- ô’){an-i- 5ô) donne pour produit
6<P -H 8 «’ 6 a 06’ -H i5«’i -t- aont’ -h SP,
ou, réduisant,
Go^-t- 23a^b -t- aani’-f- 5b’.
Pour nous rendre compte du cas le plus général, commen(;ons par remarquer que, si le multiplicande renferme des termes additifs et des termes soustractifs, ce facteur exprime une différence entre le nombre d'unités marqué par la somme des termes additifs et le nombre d’unités marqué par la somme des termes soustractifs. Même raisonnement par rapport au multiplicateur. D’où il suit que la multiplication de deux polynômes quelconques est ramenée ù la multiplication do deux binômes, tels que a — b, c — d (a désignant la somme des termes additifs, et — i la somme des termes soustractifs du multiplicande) ; il en est de même par rapport au multiplicateur r — d. Voyons donc comment on peut effectuer la multiplication exprimée par (n — ô)(e — rf).
Or multiplier a — ô par c — d revient évidemment à prendre a — b autant de fois qu’il y a d'unités dans c, moins autant de fois qu’il y a d’unités dans d, ou bien à multiplier n — b par r, et ù retrancher du produit celui àtsa — b parié. Mais multiplier a — b parc revient à multiplier c par a — b (en vertu du principe énoncé, 16); ce qui donne évidemment ca — cb,
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OU ac — bc. De même, le produit de n — b par tl est ad — bd\ et comme on vient de voir que ce dernier produit doit être retranché du précédent ne — il faut (14) clianger les signes de ad— bd, et l’écrire à la suite de ac — bc, ce qui donne enfin
(a — b)(c — d) = ac — br — ad -t- bd.
Pour peu qu'on réfléchisse sur la manière dont ce produit vient d'être formé, on verra que, rfnn.t toute multiplication, si l’on considère tous les termes additifs du multiplicateur, il faut multiplier chacun des termes du multiplicande, tant adriitifs que soustractifs, par ces termes, et affecter les produits partiels de signes semblables à ceux dont les termes du multiplicande sont affectés; et en comsidérant les termes soustractifs du multiplicateur, multiplier de même chacun des termes du multiplicande, tant additif s que soustractifs, par ces termes; mais affecter les proeluits partiels de signes contraires à ceux dont les termes du multiplicande sont affectés. Quant à la multiplication partielle d’un terme du multiplicande par un terme du multiplicateur, on sidt les règles établies pour les monômes (IC ).
Soient, par exemple, les deux polynômes
4a’ — 5a’ô — 8aô’ ■+■ aô', et aa’ — iab — hb',
8a‘ — ioa‘ô — iCo’i’ -i- 4a’ i’
— iao*ô ■+■ i5a’6’-(- a4a’i’ — Gai*
— iGo’i’ -I- aoa’i’ -i- 3aai* — 8i‘
8a’— aaa'i — lyo’i’-t- 48a’ô’-t- aGai* — 8ô*.
Après avoir disposé les polynômes l’un au-dessous de l'autre, on multiplie chacun des termes du premier par le terme a a’ du second, ce qui donne
8a* — loa'b — i&eéb'-k- 4a’i’,
polynôme dont les signes sont les mêmes que ceux du multiplicande. Passant ensuite an terme 3ai du multiplicateur, comme ce terme est affecté du signe —, on multiplie chacun des termes du multiplicande par ce terme, en ayant soin d’affecter chaque produit d’un signe contraire à celui du terme correspondant du multiplicande, ce qui donne
— laa* i iSa’i’ -f- a4 a’ô’ — Goô',
produit que l’on écrit au-dessous du premier.
On fait la même opération par rapport au terme 4 é’, qui est aussi soustractif, ce qui donne
— i6a*ô’ -I- aoa’i’-4- 3aoô‘ — 8ô‘.
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On lait ensuite la réduction des termes semblables, et l'on obtient enfin pour l’expression la plus simple du produit,
8n' — •xia'b — 1717’ 6’ -H 48«^é’-t- a6«i‘ ■+■ S b'.
La règle des signes, qui est la plus importante à retenir dans la multiplication de deux polynômes, peut s’énoncer ainsi : Toutes les fois que les deux termes du multiplicande et du multiplicateur sont affectés du même signe, le produit correspondant est affecté du signe -h ; ei lorsque les deux termes sont affectés de signes contraires, le produit est affecté du signe — .
On dit encore, en langage algébrique, que -t- multiplié par -+-, ou — multiplié par —, donne -h, et que — multiplié par -h, ou -t- multiplié par —, donne — . Mais ce dernier énoncé, qui n'offre aucun sens raisonnable en lui-même (puisqu'on ne sait ce que signifie : multiplier entre eux des symboles, non des quantités, mais d'opérations arithmétiques), ce dernier énoncé, dis-je, doit être seulement regardé comme une abréviation du précédent.
Ce n'est pas la seule circonstance où les algébristes, pour abréger le discours, emploient des expressions incorrectes, mais qui ont l’avantage de mieux graver les règles dans la mémoire.
Nous proposerons pour exercices les exemples suivants ;
Premier exemple,
3 o’ — bbd c f — Sa’ ■+■ 4bd — 8cf
Produit — I Sa' ■+■ 3y a’ bd — -j.çta’rf — iob’d’-t- 44 bedf — 8c’ f’.
Deuxième exemple.
4«'A' — Sn’b’c ■+■ 8a’bc’ — Sa’c’ — qabc*
-A nb’ — 4 fbc — %bc’
/ 8a' té — \oa’ b'e i8(éb’e’ — Z^a’b’c’
Produit I — 4«VPc’ — i8n'b’c licébc' qa’b’c'
( -h tia’bc’ -I- liab’c’ — 3a’c’ — qabc^,
18. Nous ferons sur la multiplication algébrique plusieurs remarques fort importantes.
Premièrement. — Si les polynômes qu’on se propose de multiplier l’un par l’autre sont homogènes (11 ) (et la plupart des questions qu’on cherche à résoudre par le secours de l'.ôlgèbre, les questions de Géométrie principalement, conduisent à do semblables expressions), le produit de ces deux polynômes est aussi homogène; c’est une conséquence évidente des règles relatives aux lettres et aux exposants dans la multiplication des quantités Alg. R. 3
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monôme». En outre, le ilegn- itu pemluit tle i'hn€jiie terme doit être égal à la somme des ilegrrs de deux termes i/iiclrom/ues du multiplirande et du mulli/ilirnteur. Ainsi, dans le premifT des deux exemples précôilenls, tous les termes du multiplicande ('■tant du deuxième de"rô, ainsi ipie ceux du multiplicateur, tous les termes du produit sont du quatrième deprè. Dans le second, le multiplicande étant du cinquième degn^, et le multiplicateur du troisième depré, le produit e.st du huitième degré. Cette remar(|ue sert, dans la pratique, à reconnaître des erreurs do calcul [«r rapjiort aux ex|iosanls. l’an exemple, si l’on trouve que, dans l’un des termes d’un produit qui doit être liomopène. la somme des exposants est égale à 6, tandis qu'elle est égale à 7 dans tous les autres termes, il y a erreur manifeste dans l'addition des exposants; et alors on reprend la multiplication des deux termes qui ont formé co produit partiel.
Secondement. — I,ors(pie, dans la multiplication des deux |x)lynômes, le produit n’oiïre aucune réduction de termes semblables, le nombre total des termes du proiluit est égal au produit ilu nombre des termes du multiplicande, multiplié par le nondtre des termes du multiplicateur; c’est uno conséquence de la règle (17). Ainsi, que l’on ait 5 termes dans le multiplicande, et 4 dans le multiplicateur, il y en a 5x4, "" 20, dans le produit. En général, si le multiplicande se compose de m termes et le multiplicateur de « termes, le produit en renferme m x n.
Troisièmement. — Lors<iu’il y a dos termes semblables, le nombre total des termes du produit simplifié peut être beaucoup moins grand. Mais on remarquera que, [larmi les différents termes du produit, il en est qui ne peuvent se réduire avec aucun autre : ce sont, 1" le terme prneenant de la multiplication du terme du multiplicande affecté du plus haut cximsnnt d'une iptelcomptc tics lettres, par le terme du multiplirateur affecté du plus haut cxjmsant de la même lettre ; 2" le terme provenant de la niultipliration des deux termes affectés du plus faible exposant de la même lettre. En effet, ces deux produits partiels doivent renfermer cette lettre avec un plus haut ou plus faible cxixi.sant que chacun des autres produits {lartiels; jiar conséquent, ils no ixnivent être semblables aux autres produits. Ccdle remarque, dont la vérité se déduit de la règle des c.x]>osants, sera d’une très-grande utilité dans la division.
19. Pour terminer co qui a rapport à la multiplication algébrique, nous ferons connaître différents résultats de multiplication, d’un usage fréquent en Algèbre.
1” Soit proposé de former le carré ou la seconde puissance d’un binôme a-\-h. On a, d’après les principes connus,
(a -4- ô)’= (o-f-i) (a -t- b) ■= d‘ Oiab -f- ô’;
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c’est-à-dire que fe carré de la somme de deux quantités se compose du carré de la première quantité, plus le carré de la seconde, plus le double produit de la première par la seconde.
Ainsi, soit à former le carré do 5a’ -t- 8a’é ; on a, d’après ce qui vient d’être dit,
(So’-e 8a’é)’= iSif ■+■ 8oa’i -h 64a‘i’.
1° Soit à former le carré d’une différence a — é. On a
(a — i)’ = (a — é) (a — é) = a’ — aai -t- i’;
c’est-à-dire que le carré de la différence de deux quantités se compose du carré de la première, plus le carré de la seconde, moins le double produit de la première par la seconde.
Ainsi
(qa'b* — iaa6’)’= 49a* i‘— i68a’é‘-t- i44<*’4*-
3° Soit proposé de multiplier a -t-b par a — é. On a {a -h b) (a — b] = a'— b‘.
Donc, la somme de deux quantités, midtipliée par leur différence, donne pour produit la différence de leurs carrés. (C’est le théorème démontré, 8. )
Ainsi
(8a* -H 7oè’);(8o’ — 706’) = 64 a' — 49'*’ é*-
On peut, en combinant ces différents résultats, trouver les produits de certains polynômes plus promptement que par le procédé ordinaire. Soit, par exemple, à multiplier 5a’ — 4aé -4- 35’ par 5a’ — ^ab — 36’; si l’on remarque que la première do ces deux expressions est la somme de deux quantités 5a’ — ^ab et 36’, que la seconde est la différence de ces doux mêmes quantités, on trouve de suite, pour le produit,
(5a’— 4a6)’— (36’)’= a5a* — Soo’6 -4- i6n’6’ — 96*.
30. En réQéchissant sur les résultats do la multiplication que l’on vient d’obtenir, on voit que leur composition, ou la manière dont ils se forment à l’aide du multiplicande et du multiplicateur, est tout à fait indépendante des valeurs particulières qu’on peut attribuer aux lettres a et 6 qui entrent dans les deux facteurs.
En principe, la manière dont un proiluit algébrique se forme à l'aide de ses deux facteurs, s'appelle la loi de ce produit; et cette loi reste toujours la même, quelles que soient les valeurs attribuées aux lettres qui entrent dans les deux facteurs.
ao
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. Enfin, un polynômo tâtant donnt', on peut quelquefois, d'après son inspection, le décomposer en facteurs, ce qui est souvent utile.
Soit le polynômo aSn* — 3oo^b ■+■ i5n‘//’ ; il est évident que les facteurs 5 et rt’ entrent dans chacun de scs termes. Ainsi, on peut mettre le polynôme sous la forme 5a’(5n’ — 6nô-i- 3ô’). De même, 64«*A‘ — aSa'é* SC transforme en
En effet, 64 a* ô' et aSa’i' étant les entrés de 8a’6* et 5a6‘, il s'ensuit que l’expression proposée est la différence de deux carrés, et qu'elle est (19) décomposable dans la somme des racines de ces carrés, multipliée par la différence des mêmes racines.
DE LA DIVISION ALCéBRiqi'E.
22. La division algébrique, comme la division arithmétique, a pour but, étnnt donnés un produit de deux facteurs et l'un de ces fai trurs, de trouver le second facteur.
Dù'ision de deux monômes.
Considérons d’abord le cas de deux monômes.
Soit à diviser 7aa* par 8a’, ce que l’on indique ainsi ; On de-
mande une troisième quantité monôme qui, multipliée par la seconde, repro<luise la première. Or, d'après les règles établies |)our la multiplication des monômes, la quantité cherchée doit être telle, que son coefficient, multiplié par 8, donne pour produit ji, et que l’exposant de la lettre a dans cette quantité, ajouté à 3, exposant de la lettre a dans le diviseur, donne pour somme 5, exposant du dividende. Ainsi, l'on obtiendra cette <|uantité en divisant 7a par 8, cl retranchant l’exposant de 5 l'exposant 3, ce. qui donne
et, en effet, on a 8a’ x ga’ = 71a’.
On a, d'après les mêmes remarques,
35a’ A’c 7aô
Sa’ôc; et, on effet, yai x Sa’ic = 35a’i’c;
d’où l'on voit que, pour diviser deux monômes l’un par l’autre, il faut, 1° diciser les deux coefficients l’un par l’autre; 7.° pour les lettres communes au dividende et au diviseur, écrire chacune d’elles a la suite du coefficient, en l’affectant d'un exposant égal à l'excès île l’exposant du
^jg|lized^^_Go(’ le
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dividende sur celui tlu diviseur; 3' écrire à la suite, et avec leurs exposants res/>eclifs, les lettres qui entrent dans le dividende sans entrer dans le diviseur.
On trouvera, d'après celle règle,
itab‘c
^a'bcd.
l5oo‘è‘rf/’
■ioiéb'd'
= Sn'Pcd.
{f'orez le n° 24, pour le cas où les exposants d’une même lettre sont égaux dans le dividende et le diviseur.)
2.3. Il résulte de la règle précédente que la division des monômes est impossible, premièrement, si les coefficients no sont pas divisibles l'un par l’autre; en second lieu, si certains exposants sont plus forts au diviseur qu’au dividende ; en troisième lieu, si le diviseur renferme une ou plusieurs lettres qui ne se trouvent pas dans le dividende. Dès qu’une ou plusieurs de ces trois circonstances se rencontrent, le quotient reste sous la forme d'un monôme fractionnaire, c’est-à-dire d’une expression dans laquelle entre nécessairement le signe algébrique de la division, mais qu’on peut souvent simpliBor.
Soit, par exemple, ina'b’cil à diviser par Sa’éc’.
On ne peut trouver ici pour quotient un monôme entier, c’est-à-dire un monôme débarrassé du signe de la division, parce que la n’est pas divisible exactement par 8, et qu'en outre l’exposant de c est moins grand au dividende qu’au diviseur. Ainsi, on présentera le quotient demandé
sous la forme * simplifier cotte expression, en
remarquant que les facteurs 4, ô et c étant communs aux doux termes de celte fraction, rien n’empêche de les supprimer; et l’on a pour résul- “ia'bd
En général, pour simplifier un monôme fractionnaire, il faut, i° ru/>primer le plus grand facteur commun aux deux coefficients ; a" retrancher le plus petit des deux exposants d'une même lettre, du plus grand, et écrire la lettre affectée de cette différence d’exposants dans celui des deux termes de la fraction où l’exposant était le plus grand; 3“ écrire les lettres non communes, avec leurs exposants respectifs, dans celui des deux termes de la fraction où ces lettres entraient.
On trouvera, d’après cette règle.
hitéb'c^d' _ htttP "i-^alê&d _ 37Ô’c 'i6a'tèc'de~ Zbee' ^cébc’d‘~ cl'
•ja'b i_
ihiéb' ~ •xab
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Dans le dernier exemple, comme tous les facteurs du dividende se trouvent au diviseur, le numérateur se réduit à ïunité, parce que cela revient à diviser les deux termes de la fraction par le numérateur.
24. Il arrive souvent que les exposants de certaines lettres sont les mômes au dividende qu’au diviseur.
. Soit, par exemple, à diviser 7.^0^ |)ar comme la lettre b est
affectée du môme exposant, le quotient ne doit pas la renfermer, et l’on a
= 3«. Mais on remarque que ce résultat Za peut ôtre mis sous
une forme propre à conserver la trace de la lettre b qui a disparu par l'effet de la réduction.
En effet, si l’on applique, par convention, à l’expression ^ la règle des
exposants (22), il vient ^ = è®. Ce nouveau symbole b* indique (2) que
la lettre entre o fois comme facteur dans le quotient, ou, ce qui revient w môme, qu’elle no doit pas y entrer; mais il indique en môme temps qu’elle entrait dans le dividende et le diviseur, et qu’elle a dis|)aru par l’effet de l’opération. Ce symbole a l’avantage de conserver la trace d’un nombre qui faisait partie de la question que l’on avait en vue de résoudre, sans pour cela changer en rien le résultat ; car, puisque fc® provient de b*
qui d’ailleurs est égal à 1, il s’ensuit que 3aZ>® équivaut à 3a x i ou 3 a. De môme
iSa^b^c' ^ Zà^bc^ ~~
5 a® AV =56».
Comme il importe d’avoir des notions exactes sur l’origine et la signification des symboles employés en Algèbre, nous nous proposons de faire voir qu’ea générai, toute quantité a, affectée de l'exposant o, équivaut à c'est-à-dire que l'on an* — 1 .
En effet, cette expression provient, comme nous venons de le dire, de GO que a est affecté du môme exposant au dividende et au diviseur d’une
division indiquée. Ainsi l’on a a®= — (m désignant pour plus de généralité le nombre entier qui sert d’exposant à a). Mais le quotient de toute
quantité divisée par ellc-môme est i; donc~= i ; donc aussi l’on a
Le symbole a® n’est, nous le répétons, employé, par convention, que pour conserver dans le calcul la trace d’une lettre qui entrait dans l’énoncé
DIVISION DKS eOLÏNÔBBS. î3
d’une (|ut>stion, mais qui doit dispuraitre [lar l’cITct d une division; ut il est souvent nécessaire do conserver cette trace.
Dii’i.fio/i fie iteiix piitjnônics.
Premier exempte. — Soit à diviser 5i o-t’-i- ion' — 480’A — i54‘-i- par 4"^ — 5«’-+-3/^'.
Pour suivre plus facilement les calculs, on peut les disposi'r ainsi :
•5i fPh'-h ion* — 48«’i — i5è' + ^at>^ I !\ob — 5n'-t- '^b‘
-H 8rt’/( — ion' -t- 6«’/y’ i — ïn’ -t- 8nA — 5A*
tfjfi'lP — 4on^é — i5b‘-t- ^ah'
—iitPb’-f- ^of^b — ■xirib‘
xbipli' — i5i' — 2oné*
-t-ïonA* — aSn’A’-H- \bb'
Ix> but de wHIo opération est, comme nous l'avons déjà dit ['ü), rte troueer un tmisième ixtlynôme r/iii, multiplié /mr le .ferrmil, repnvtuisc le premier,
11 résulte de cette délinition et de la règle établie (17) pour la multiplication des polynômes, (jue le dividende est l’assi'mblage, par mhlilion et après réduction, des produits [Mirtiels de chacun des termes du diviseur , multipliés par chacun des termes du quotient cherché. Cela posé, si l’on pouvait découvrir dans le dividende un terme qui provint, sans réduction, de la multiplication do l’un des termes du diviseur par l’un des termes du quotient, alors, en divisant l’un par l’autre ces deux termes du dividende et du diviseur, on serait sûr d'obtenir un terme du quotient cherché.
Or, d’après la troisième remarque du n" 18, le terme 100*, affecté du plus haut exposant do la lettre a, provient, sans niduclion, de la multiplication des deux termes du diviseur et du quotient, affectés resiiectivoinenl du plus haut, exposant de la môme lettre. Donc, en divisant le terme io«‘ par le terme — 5o’ du diviseur, on sera certain d’avoir un terme du (|uotient cherché. .Mais il su présente ici une difficulté, c'est de déterminer le signe dont le terme du quotient doit être affiHîté. Pour ne pas être arrêté dorénavant à ce sujet, nous allons établir une règle qui sera la rè^le des signes fie ta division.
Comme, dans la niniliplication, le produit des deux U>rmos do mémo signe est affeclé du signe -i-, cl que le produit de deux termes de signes
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contraires est affecté du signe —, on peut conclure : 1° que, si le terme du dividende a le signe -h et celui du diviseur le signe +, le terme du quotient doit avoir le signe -+ ; 2® que si le terme du dividende a le signe H- et le terme du diviseur le signe — , le terme du .quotient doit avoir le signe — , parce qu’il n’y a que le signe — qui, combiné par multiplication avec le signe — du diviseur, puisse reproduire le signe h- du dividende; 3® que si le terme du dividende, a le signe — et le terme du diviseur lo signe le quotient doit avoir le signe — ; 4" enfin, si le dividende a le signe — et le diviseur le signe — , le quotient doit avoir le signe
En résumant, on voit que cela revient à dire : •
Si les deux termes du dividende et du diviseur sont de même signe, le quotient doit être affecté du signe -h ; et s*ils sont affectés de signes contraires, le quotient doit être affecté du signe — . On dit encore, par abréviation,
divisé par -4- , et — divisé par — , donnent ■+■ ;
— divisé par et -4- divisé par —, donnent — .
Revenons à notre objet.
Dans l’exemple proposé, loa* et — 5a^ étant affectés de signes contraires, leur quotient doit avoir le signe — ; d’ailleurs loa* divisé par donne (22) ; donc — 20’ est un terme du quotient cherché. Après l’avoir écrit au-dessdus du diviseur, on multiplie chacun des termes du diviseur par ce terme, puis on soustrait le produit
— Sa^b -f- 10a* —
du dividende, ce qui se fait en écrivant ce produit, avec des signes contraires, au-dessous du dividende, et en opérant la réduction. 11 vient ainsi |M)ur résultat de la première opération partielle,
Sya^b^ — ^on^b — \5b* -h ^ab^ .
Ce résultat se compose des produits partiels de chacun des termes du diviseur par chacun des termes qui restent à déterminer au quotient. On peut donc le regarder comme un nouveau dividende, et raisonner sur lui comme sur le dividende proposé. On est alors conduit à prendre, dans co résultat, le terme — 4o<r*^, affecté du plus haut exposant de //, et à le diviser par le même terme —-Sa* du diviseur. Or, d’après les principes précédents, — ^oeêb divisé par — donne pour quotient, Sab, nouveau terme qu’on éxîrit à la droite du premier. Multipliant chacun des termes du diviseur par ce terme, et écrivant les produits avec des signes contraires, au-dessous du second dividende, puis faisant la réduction, on
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trouve pour résultat de la seconde opération,
aSa’i’ — i5i* — soaé*;
divisant encore aSa’è’ par — 5 a’, on a pour quotient, — 5i’, qui forme le troisième terme du quotient. Multipliant le diviseur par ce terme, et écrivant les termes du produit, avec des signes contraires, au-dessous du troisième dividende, puis faisant la réduction, on obtient pour résultat, o. Donc — 2rt’4- 8oé — 56’, ou 8a6 — an’ — 56’, est le quotient demandé; ce qu’on peut d’ailleurs vérifier en multipliant le diviseur par ce polynôme : le produit effectué doit être égal au dividende.
En réfléchissant sur les raisonnements précédents, on voit que, comme dans chaque opération partielle on est obligé de rechercher le terme du dividende affecté du plus haut exposant de l'une des lettres, et de le diviser par le terme du diviseur affecté du plus haut exposant de la même lettre, on éviterait cette recherche si l'on avait le soin A'écrire à priori les termes du dividende et du diviseur, de manière que les exposants d’une mime lettre allassent en décroissant de gauche à droite. C'est ce qu’on appelle ordonner le dividende et le diviseur par rapport à ime même lettre. Au moyen de cette préparation, le premier terme à gauche du dividende, et le premier terme à gauche du diviseur, sont toujours les deux termes qu’il faut diviser l’un par l’autre pour avoir un des termes du quotient ; et il en est de même dans toutes les opérations suivantes, parce que les quotients partiels et les produits du diviseur par ces quetients sont continuellement ordonnés.
Voici le tableau des calculs do l’exemple précédent, après que l’on a ordonné les deux polynômes :
loa* — 48n’6 H- 5i a’6’-i- 4o6’ — i56' j — 5n’-i- 4«6 + 36’
— ioa*-i- 8o’6-i- 6a’6’
-I- 4ofl*6 — ‘ina'b' — a4o6’
\ — ao’-f- 806 — 56’
s-iha^b^ — 2006’— i56* — 25o’6’-i- 2oo6’-i- i56‘
36. De là on peut conclure la règle suivante pour diviser deux polynômes l'un par l’autre : Après avoir ordonné le dividende et le diviseur par rapport à une mime lettre, divisez le premier terme à gauche du dividende par le premier terme à gauche du diviseur, vous obtenez ainsi le premier terme du qivotient; multipliez le diviseur parce terme, et retranchez le produit du dividende proposé. Divisez ensuite le premier terme du reste par le premier terme du diviseur, vous obtenez ainsi le second terme
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du <iuotient ; multipUei le diviseur par ce second terme, et retranches le produit du résultat dr la première opération. Continuez ainsi les opérations jusqu’à ce qu en/in xmis obteniez /mur résultat, o ; auquel cas, ta division est dite exacte.
Lorsque le premier terme du dividende ordonné n’est pas exactement divisible (23) par le premier terme du diviseur au.ssi ordonné, c’est un signe que la division totale est impossible, c’est-à-dire qu’il n’y a pas de polynéme entier qui, multiplié par le diviseur, puisse reproduire le dividende. Et, en général, on reconnaît qu’/wc division est im/mssihle, lorsque le premier terme île l'un des dividendes partiels n’est /sas divisible par le premier terme du diviseur.
27. Nous remar(|uerons en passant que, s’il y a quelque analogie entre la division arithmétique et la division algébrique, par rapport à la manière dont les calculs sont disposés et ell'ectués, elles ont entre elles celte différence essentielle que, dans la division arithmétique, les chiffres du quotient s’obtiennent par tâtonnement, tandis que, dans la division algébrique, le quotient que l’on obtient en divisant le premier terme d’un dividende |>artiel par le premier terme du diviseur, est toujours uti des termes du (piotient cherché. Si cette division partielle ne peut s’effectuer, on doit conclure tout de suite que la division totale est impossible. Sous ce rapport, la division algébrique est plus simple que la division arithmétique.
En outre, rien n’empécherait do commencer l’opération par la droite, au lieu de la commencer par la gauche, puisque alors ce serait opérer sur les termes affectés des plus faibles cxiwsants de la lettre par rapport à laquelle on a ordonné. Dans la division arithmétique, on no [)eut trouver le quotient qu’en commentant par la gauche.
Enfin, telle est l’indépendance des opérations partielles que comporte le procédé, qu'après avoir soustrait du dividende total le produit du diviseur par le premier terme trouvé au quotient, soustrnetion indis/iensabte, on peut, à la seconde opération, diviser l’un par l’autre les deux termes du nouveau dividende et du diviseur, affectés du plus haut exposant d'une lettre différente de celle que l’on avait considérée d’abord; et l’on obtiendra encore un des termes du quotient qui restent à déterminer. Si l’on conserve la même lettre, c’est parce qu’il n’y a pas de raison pour en changer, et que tes deux polynômes étant déjà ordonnés par rapport à la première lettre, les premiers termes à gauche dans le dividende et le diviseur sont propres à donner un terme du quotient, tandis que, si l’on changeait do lettre, il faudrait chercher de nouveau les termes affectés du plus haut exposant do cette lettre.
Division DBS POLTHÔMB8.
Deuxième exemple. — Diviser
4o/‘— Sôj:*— i8x*y par 5.r’— 8x’— 6.^.
Voici le tableau des calculs, en ordonnant par rapport à y :
— 4oj‘-t-C8.;9''-t-25j-’^’-(-ai i8.r*_r — 56j:') 6^:7 — Sx‘
H_4oj*_48.r>'‘ — ) —6y‘-t-4xr^ — Zx^x-hyx*
1" reste aoj^ ' — -1- 21 — i8jc‘/ — 56x*
— ao.^‘-(- 24J:’/’-t- Z'xx'jr^
a“ reste ’ — i Sx^y^ -t- iZ.ey' —\ix'y — 56 j*
-+- iSj*/’ — i8j:^_^’ — a4-rV
3* reste 35.r^/’ — ài^y — 56x*
— 35;r^/’ -t- l^‘ix'y+ 56 x*
reste final o
Comme il importe aux commençants do se familiariser avec les opérations algébriques, et surtout de calculer promptement, nous allons traiter de nouveau le dernier exemple, en indiquant les simpliGcations qu’il est à propos d'introduire.
Elles consistent, comme en Arithmétique, à soustraire du dividende chaque produit partiel, immédiatement après avoir formé ce produit.
— 4or*-t-68.y‘ -4-25 jy -1-2 iZx'y — i6j^ ) 5r* — 6.rr— 8x’
I" reste -h aoxi-* — 39x>y -(- 3i yr’— 1 8xy — 56x" ) —Sy’-hixy^—Zx'y-^yx* a' reste — iS^y -h 53j^y- i8x’/— 562:»
3* reste -h 35jr'y— 42x‘j— 56x‘
reste final ' o
Si l’on divise d’abord — 4oj^‘ par 5 v% il vient pour quotient — Sy*. Multipliant 5/’ par — 8jr’, on a — 4or‘, qui, changé de signe, donne -t-4o.v‘; et ce terme détruit le premier terme du dividende.
De même, — Gxrx— 8y donne -1-, et pour la soustraction, — 48x/*, qui, réduit avec -|-68.rr’, donne pour reste -i-aoxr*. Enfin, —x^x—6y‘ donne et pour la soustraction, — 64-ry’, qui, réduit avec -H25xy’, donne — 39x’/^. Iæ résultat de la première opération est donc -t-2o.y — 3gxy suivi des autres termes du dividende qui n’ont pas été réduits avec les produits partiels déjà obtenus.
On opère sur le nouveau dividende comme on a opéré sur le dividende primitif, et ainsi de suite.
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Troisième exempte. — Soit à diviser
gSfl — 73n’-i-56fl*— 25 — Sgo* par — 3n’+ 5 — 1 1 n -t- 7«*.
56n* — Sgo* — jZa' -t-gSa — 25 7a’ — 3a’ — iia-i-5
1" reste — 35a’-<- i5a’ -t- 55a — a5 j 8a — 5 2* reste o
39. Il peut arriver que l’un des polynômes proposés, ou tous les deux, renferment plusieurs termes aiïectés d’une mémo puissance do la lettre par rapport à laquelle on veut ordonner.
Comment doit-on, dans ce cas, disposer les polynômes et effectuer la division?
Soit A diviser 1 1 a’ô — igaic -h loa" — i5a’c -t- 3«ô’ i5ôc’ — 5ô’c par 5a’ H- 3ab — 5bc.
On remarque que les deux termes iia’i — i5q’c peuvent être mis sous la forme
(lié— i5c)a’, ou
on écrivant une seule fois la puis.sance a’, et plaçant à gauche, dans une même colonne verticale, rcnsemblo des quantités qui multiplient cette puissance; ce polynôme multiplicateur s’appelle alors, par extension (3), le coefficient de a’.
[Cette seconde manière de réunir les termes affectés d’une même puissance est préférable à la première, sous deux rapports : 1° parce que, s’il y a beaucoup de termes dans le dividende et le diviseur, un a de la peine à les faire tous tenir sur une même ligne horizontale ; 2° parce que, comme le coefficient de chaque puissance doit être lui-même ordonné par rapport à une seconde lettre, on est obligé, si le premier terme est soustractif, de faire éprouver aux termes une modification qui peut induire en erreur lorsqu’on emploie la première manière. Soit, par exemple, l’expression — i5é’a’ -+- -jhea' — 8c’a’; la modification consiste à mettre cette expression sous la forme
— (i5é’ — 7if-s-8c’)a’ (15);
au lieu que par la seconde, on l’écrit ainsi :
-t- ybc — 8c’
et, de cette manière, on a l'avantage du conserver à chaque terme le signe dont il était d’abord affecté. ]
Pareillement,
DITI8I0R DES POLTKÔMBS.
— ig/itr ■+■ ’iab* s’écrira
Cela posé, voici comment on efTectuera l’opération :
ion’-(-ii6 la’-*- 3i’| a — 5é’c-t-i5éc’ | 5a’ -t- 3éa — bbc
— i5c I — igéci I la-^-b — 3c
i“ reste -+- 56 a’-i- 36’ a — 56’c-+-i56c’
a* reste o
Divisant d’abord loa’ par 5a’, on a aa pour quotient.
Multipliant le diviseur par aa et retranchant le produit, on obtient un premier reste. Divisant la partie afTectée de a’ dans ce reste, par 5a’, on a pour quotient 6 — 3c. Multipliant successivement chaque partie du diviseur par 6 — 3c, et retranchant chaque produit, on trouve pour résultat O. Donc aa -H 6 — 3c est le quotient demandé.
Pour nous rendre compte d’une manière générale du cas précédent, qui est le plus compliqué de la division, désignons le dividende par Aa* ■+■ B/P -+-Ca’ — Da — E, et le diviseur par A'a’-i- B'a -s C'.
[C’est un usage en Algèbre, lorsqu’il doit entrer dans une question un grand nombre de quantités, d’en désigner d’abord un certain nombre par des lettres différentes; et, pour ne pas trop multiplier le nombre de lettres, de désigner les autres par les mêmes lettres accentuées. Les accents ', ', ", se prononcent prime, sceontU-, tierce.
Dans ces deux polynômes, chacun des coefficients A, B, C, D, E, A', B', C', désigne l’a.ssemblago de plusieurs lettres. Ainsi A a' représente toute la partie du dividende affectée de a‘, et ainsi des autres. Cela posé, puisque le plus haut exposant de a est 4 dans le dividende et 2 dans le diviseur, il doit aussi être égal k 2 dans lo (|Uotient. qui est alors do la forme A” a’ -t- B'a C*. Pour déterminer la partie de ce quotient affectée de la plus haute puissance, on remarque que le produit des deux parties A'a’ et A'a’ no peut éprouver aucune réduction avec les autres parties du produit total, et par conséquent doit être égal à la partie Aa* du dividende, affectée do la plus haute puissance. Donc, réciproquement, si l’on divise A a* par A'a’, on doit avoir la partie A'a’ du quotient; cela revient à diviser A par A', puisque a* divisé par a’ donne a’. Si A et A' sont euxmêmes des polynômes composés d'une ou de plusieurs lettres, on agit sur eux ainsi qu'il a été dit précédemment, ce qui exige qu’on ordonne d’abord les deux polynômes par rapport à l’une des lettres qui y entrent. 'Voilà pourquoi nous avons dit plus haut qu'en écrivant les termes affectés d’une même puissance dans une colonne, il faut avoir soin de les ordonner par
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rapport à une seconde lettre ; on les ordonnerait même par rapport à une troL'i('‘nio lettre, si plusieurs termes d’une colonne renfermaient un même exposant de la seconde lettre.
La i«trtie A*«’ étant obtenue, on multiplie chacune dos parties du diviseur i>ar et l'on retranilie au fur et à mesure les prmluits partiels qu’on obtient, ce qui donne un premier reste sur lequel on opère comme sur le dividende proposé.
Voici deux nouveaux exemples du cas qui nous occupe. (On a eu soin d’y joindre les divisions partielles que nécessite l’opération principale.)
“ lai’
«’j-t- loi*
» -t- ai’
— agir
-3iiV
— gir’
rt'-f-Si’
rt’ ■+■ loi*
— iSb’r
- 6iV
Première division partielle.
inè — agir -t- i5r’ | 3i — 5r — gir -H i5r’ j 4i — 3r
Seconde division partielle.
i5i’ — aSi’r — gir’ -H i5c* ) 3i — 5r — gir’-(- lir’ I 5i’ — 3r’ O
— lO
a*- 3i> -t-aai’
-gi’
-ait 3i a-+b’ — ai |-5
j an’ — 3i|a’-(-4i n-+-i ) -1-4 1 -I
- gi'
-i-ayi I
-t-iai’
tB
Division DBS POLTNÔlIES.
Première division partielle.
Deuxième division partielle.
— gè’ -I- 27 h — 20 1 3 /) — .“i
Troisième division partielle.
Quatrième division partielle.
30. Il existe un autre cas assez important dans la division algébrique : c’est celui où le polynôme tlividende contient une ou plusieurs lettres que ne renferme pas le ilmseur. On pourrait ordonner les deux polynômes par rapport à l’une des lettres communes, et faire la division comme à l’ordinaire. Mais il y a un moyen beaucoup plus simple d’obtenir le quotient.
Supposons, par exemple, que le dividende contienne diverses puissances de la lettre n, et que cette lettre n’entre pas dans le diviseur (on dit alors que celui-ci est indépendant de a ). En ordonnant le dividende par rapport à n, on peut le mettre sous la forme An' -h Br/" Cn’ -t- Dn E, 4 étant supposé le plus haut exposant de a dans ce polynôme ; A, B, C, D, £ sont des monômes ou polynômes qui ne renferment pas n. Soit d’ailleurs M le polynôme diviseur, indépendant de n.
Cela posé, puisque le diviseur multiplié par le quotient doit reproduire le dividende, et que le diviseur M ne contient pas n, il est clair que le quotient doit être un polynôme affecté des mêmes puissances de la lettre n, que celles qui se trouvent dans le dividende. Ainsi ce quotient est nécessairement de la forme
A'rt' -t- BV -I- C'a’ -h D'a ■+■ E'.
Or, si l’on conçoit que ce quotient soit trouvé, et qu’on ait multiplié successivement le diviseur tout entier par chacune des parties A'a', B'a\
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C’a*,..., les produits seront A'Mo*, B'Ma’, C'Mo*,. . . ; et, comme ils ne peuvent éprouver entre eux aucune réduction, puisque la lettre ordonnatrice y est affectée d'un exposant différent, ils doivent être respectivement égaux aux termes Aa‘, Bo*, Ca*,. . . du dividende.
Ainsi l’on a
A'M = A, d'où A'=A:M,
1VM=B, d'où B'=B:M,
C'M = C, d’ou C' = C:M,
et ainsi de suite; d'où l'on déduit cette proposition générale :
Pour qu’un polynôme ordonné par rapport à une certaine lettre soit exactement divisible par un polynôme indépendant de cette lettre, il faut que chacun des coefficients des diverses puissances du premier polynôme soit exactement divisible /mr le second. Les coefficients des diverses puissances de la lettre dans le quotient ne sont autre chose que les quotients successifs de la division des coefficients du polynôme dividende par le polynôme diviseur.
Soit à diviser le polynfime
’ia’b’ — 3abc‘ — 2/<V’ -4- A* — 3n*éc* -t- "ialf c — «’c* -f- bc' d’b’c par é* — c*.
Le dividende ordonné par rapport à a peut être mis sous la forme
(3i* -H é’f — 3éc* — c’)a’ -h{Zb‘c — 'ibc’)n -y- b’’ — lié c' -y- bc' \ effectuant les trois divisions partielles marquées par
3 b’ -y- b’ c — 3 bc’ — c* 3AV — 3ér* b’ — ib'r' -y- be' b’ — <■* ’ A’ — c’ ’ b' — c’ ’
on trouve pour quotients 3A-+- c, 3Ac, b^ — bc’ -, ainsi l’on a pour le quotient total
[Zb -y- c)a’-y- Z beu b’ — Ac*.
Los deux derniers quotients 3Ac et A’ — bc' peuvent s'obtenir plus aisément que par le procédé ordinaire, si l’on observe : i" que 3A*c — 3 Ac* équivaut (21)à3Ac(A’— c’);2° que A’ — a A' c* -t- Ac* équivaut à
A(A* — aA’c’-t-c*), ou A(A* — c’)* (19).
Nous observerons, à ce sujet, que, s’il existe des règles générales pour effectuer toutes les opérations, ces règles peuvent souvent être simplifiées ; et il ne faut jamais négliger d’employer ces simplifications lorsque l’occasion s’en présente. On ne s’en conforme que mieux à l’esprit du langage algébrique.
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31. l’armi les dilTérents exemples de division algébrique, il en est un remarquable par ses applications, et tellement fréquent dans la résolution des questions, que les algébristes en on fait une espèce de théorème. On a vu (S et 19) que (« -i- h) [a — b) donne pour produit a'— A’; donc, réciproquement, té — b’ divisé par n — h donne a-t-b pour quotient.
En divisant également A' par a — b, on trouve un quotient exact et égal à a’ ai -i- A’.
De même, a‘ — A‘ divisé par a — A, donne pour quotient ré-t- n^b -t- aA’-e A'.
Ce sont des résultats qu’on peut obtenir en suivant le procédé ordinaire de la division ; et l’analogie porte à conclure que, si grand que soit l’exposant qui affecte les deux lettres a et A, la division se fait encore exactement ; mais l’analogia n’équivaut pas à une certitude rigoureuse. Pour acquérir cette certitude, désignons par ai l’exposant, essayons la division de a" — A" par a — A.
I " reste ■+ tf ' b — A" ( a**" ‘ ’
Divisant d’abord a” par a, od a pour quotient a""‘, d’après la règle des exposants (22). Le produit de a — A par a""' étant soustrait du dividende, on a pour premier reste a*^' A — A", expression qu’on peut mettre sous la forme A^a*^' — A""‘ ). D’où l’on voit que, si l’on suppose a”-' — A^' divisible exactement par a — A, il en est de même de a" — A'"; ce qui veut dire que, si la différence des puissances semblables d’un certain degré de deux quantités est divisible exactement par la différence de ces mêmes quantités, la différence des puissances d’un degré plus grand d’une a’ — A’
unité est aussi divisible. Or ^ donne un quotient exact et égal à a b -, donc donne un quotient exact et égal à
(té- lé) a-b '
a’-(- A(a -t- Al, ou bien encore n^-i ab -+- A’.
Pareillement — a
- lé -b
ou
donne un quotient exact et égal à a’-+- A(a’-H aA -I- A’), ou a* -t- a’A -f- aA’-f- A’,
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l'I en gt'néral , donne un qiiotioni exact et 6pal à
ir''' ■+ <r ’A -H H-. . . -t- A”
,V. H. O quotient suit une loi facile à rt'lenir ;
I" L’exposant de la lettre n est Agal à /« — 1 dans le premier terme, et diminue ensuite d'une unitA d’un U^rmo à l’autre jusiju’au dernier, où il est nul;
a“ L’exposant de A est nul dans le premier terme, et augmente d’une unité d’un terme à l’autre jusqu'au dernier, où il est égal à — 1 ',
V Le degré de chaque terme est égal à /« — i ;
4° la> nombre total des termes de ce quotient est égal ù ni.
On peut vérifier « /jo.ucriori l’exactitude de la proposition, en effectuant la multiplication indiquée ainsi :
(«**■’ ■+■ ■+■ fl*'"’ A’-t- .. .-t- «A"'’-i- A""' ) (n — A).
On reconnaît que les produits partiels et — A" sont les seuls qui ne SC détruisent pas dans la réduction. Par exemple, en multipliant fi" ’A par n, on trouve pour produit o""' A; mais si l’on multiplie 0""' par — A, il vient pour produit — A, terme qui détruit le préa^dent. U en est de. mémo des autres termes.
Nous engageons les commençants à réfléchir sur le moyen de démonstration précédent, qui est assez souvent employé en Algèbre.
33. Nous avons établi (23 et 2f>) les caractères principaux auxquels on reconnaît qu'une division de quantités monômes ou iwlynôims n’est pas exacte; ce qui veut dire qu’il n'existe pas de troisième quantité algébrique entière qui, multipliée par la s»»condc, reproduise la première.
Nous ajouterons, quant aux polynômes, que souvent on reconnaît à leur inspection seule, qu'ils ne [leuvent être divisibles l’un par l’autre. Lorsque ces polynômes renferment deux ou plusieurs lettres, il faut, avant d’ordonner par rapport à l’une d’elles en particulier, jeter un coup d’œil sur les deux termes du dividende cl du diviseur, affectés resjicctivemenl du plus haut exposant de chacune des lettres. Si, pour une de ci's lettres, les termes du plus haut exposant no sont pas divisibles l’un |iar l'aulro, on i>cut conclure que la division totale est impossible. Cette remarque doit se répéter dans chacune des opérations que comporte le proa'dé.
Soit, par exemple, — Sn’A -1- ■;ab'‘ — 1 1 A* à diviser par
4«’ — nb ■+■ 3A’.
Si l’on a égaril à la lettre n, la division parait possible; mais eu égard à
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ta letlro b, la division est impossible, puisque — i\b' n'est pas divisible |)ar 3A^
Nous terminerons par les considérations suivantes :
1° Un polynôme ne peut jamais être divisible par un autre polynôme renfermant une lettre qui ne se trouve pas dans le dividende ; car il est impossible qu'une troisième quantité entière, multipliée par une seconde dépendant d’une lettre, donne un produit indépendant de cette lettre.
a° Un monôme n’est jamais divisible par un polynôme, parce que (18) tout polynôme multiplié par un autre donne au produit au moins deux termes qui ne se réduisent pas.
3° Un polynôme ne peut être divisible par un monôme qu'autant que celui-ci divise exactement chacun des termes du dividende ; et le quotient s'obtient en mettant en évidence le Acteur commun à tous les termes.
§ II. — Des fractions algébriques ou littérales.
Du plus grand commun diciseur.
33. Les fractions algébriques doivent oA-ir i l’esprit la même acception
que les fractions arithmétiques, telles que -i — i
• ■ ; c’est-à-dire qu’il
faut concevoir qu’on ait divisé l’unité en autant de parties égales qu’il y a d’unités dans le dénominateur (le dénominateur pouvant d’ailleurs être un monôme ou un polynôme), et qu’on prenne une de ces parties autant de fois qu’il y a d'unités dans le numérateur. Dès lors, l’addition, la soustraction, la multiplication et la division doivent s’effectuer suivant les règles établies en Arithmétique pour le calcul des fractions. Toutefois, on doit se conformer, dans les applications de ces règles, aux procédés indiqués précédemment pour le calcul des quantités algébriques entières, monômes ou polynômes. Ainsi il serait superOu du s'y arrêter ; nous aurons, par la suite, as.scz d’occasions de nous familiariser avec ces règles.
La réduction des fractions atgébrii/ues à leur plus simple expression mérite néanmoins quelques développements particuliers.
Lorsqu’une division de quantités monômes ne peut s’effectuer exactement, on l'indique à l’aide du signe connu; et, dans ce cas, le quotient se présente sous la forme d’une fraction que nous avons déjà appris à simplifier (£)). Quant aux expressions fractionnaires polynômes, voici quelques cas dans lesquels il est aisé de les réduire :
Soit, pour premier exemple, 1 expression
On remarque que cette fraction peut (19) être mise sous la fornu;
riUHI'RK PRKHIKR.
(a t l>] In II) . I r . I
— ^ ~f^ÿ — i'iippriniaiil le fadeur « — />
on oblieni pour resulUt r-
commun ans deux lermc.-i,
_ ba‘ ~ loa'h i bah'
Soit encore I expression 8«- _ 8n’7/
Otto expression se ilécaimfxise ainsi :
5a{a’ — aoA -i- A’) 8o’(o — h)
ou bien
bafa — A)’
supprimant le facteur commun a(a — A), on trouve pour n'-siillal
Sa
Les cas particuliers que nous venons d'examiner sont ceux où les deux termes de la fraction sont décomposables dans le produit de la somme par la dilTéronce de deux ipiantilAs, dans le carré de la somme ou de la différence de deux quantités; et l'iiabitudo du calcul apprend à opérer ces décompositions lorsqu'elles sont possibles.
Mais les deux termes de la fraction peuvent être des polynômes plus compliqués; et alors, leur décomposition en facteurs n'étant plus aussi facile, on doit avoir recours au procédé r/« p/as graml commun dicisnir.
Otto théorie, intimement liée à celle des équations, ne laisse pas que de présenter quelques difficultés. Aussi notre intention est-elle de n'en donner ici qu'une partie, sauf à y revenir plus loin, et lorsque nous aurons acquis les matériaux nécessaires pour l'établir d'une manière complète (” ).
'fhéoric élémentaire du plus ^rand commun diviseur nl^ébritpw .
3 i. Le plus grand commun diviseur de deux fiolynômes est le inlyndnie le plus grand par rapjmrt aux exposants et aux coefficients, rpii divise exactement les deux polynômes produises.
La propriété caracléristiqiie du plus j;rand commun diviseur est que, si l'on divise les deux polynômes proposi’-s par leur plus prand commun diviseur, les quotients qui en résultent sont premiers mire eux, c’est-àdire ne renferment plus aucun facleur commun.
Oite proposition est évidente d'après la définition.
(•) Les commençants peuvent mOme, à la rin.uciir, se dispenser pour te moment de voir cette tlicorie qui nous sera fort peu utile avant le Chapitre VII.
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I>i: l’LUS tiKANI) COMMUN DIVISEUR.
Hîi. On a vti un Arilhinéti(]ue :
I “ (Jiir le /tliii gntnd enmmuH difiseiir tic deux numbres inlwrs co/itie/U I titimie Jiu lcun tous les db’iseurs ptirticuliers romumus aux deux nombren, et ne peut pas renfermer d’autres jacteurs ;
2.° Que te plus grand commun diviseur de deux nombres entiers est le me'me ipie celui ijui existe entre le ptiu petit nombre et le reste de leur division.
La théorie du plus ttrand commun diviseur algébrique repose également sur ces deux principes, pour la démonstralion desquels nous renvoyons au septième Chapitre.
Ceci admis, supposons d'abord qu'il s agisse de trouver le plus grand eommun diviseur entre les deux polynômes
a'—a’b-v ’iub'—'ib’ et a’—iab-i ^b‘.
Voici d'abord le tableau des calculs :
l’reinière opération :
«’ — a'b -V- ’iab’ — ib‘ I a’ — 5ab -e 4 /<’
— ab’ — 36' 1 ri 4-46
-t- lgo6’ — 196’ ou bien -1- ig/i'ln — 6).
Seconde ojM'ralion :
iab 46’ I ri — b
Donc a — b est le plus grand commun diviseur.
Commentons par diviser le polynôme du plus haut degré par le polynôme du plus faible degré ; le quotient est, comme on le voit dans le tableau ci-dessus, n -t- 46; et l’on obtient (xiur reste ig«6’— 196’.
Il résulte du second principe, que le plus grand commun diviseur cherché est le même que celui qui existe entre ce reste et le polynôme qui a sc'rvi de diviseur.
Mais 1906’— igô-* pouvant être mis sous la forme ig6’(rt — 6), on voit que le facteur 196’ divise ce reste sans diviser n' — bab 46’; donc, en vertu rlu premier principe, ce facteur ne fH'ut entrer dans le plus grand commun diviseur; ce qui veut dire que le plus grand commun diviseur entre les quantités n’— bah -t- 4/r , ig6’(rt — b), et par conséquent entre
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les deux quantités proposées, est le même que celui qui existe entre n' — 5ab -h et a — b.
Ainsi l'on peut, sans inconvénient, supprimer le facteur igé^; et la question est ramenée à chercher le plus grand commun diviseur entre
o’ — Snb-¥-b’ et « — b.
Divisant maintenant le premier de ces deux polynômes par le second, on a pour quotient exact, a — b \ donc a — ib est leur plus grand commun diviseur, et, par conséquent, c'est aussi le plus grand commun diviseur des deux polynômes proposés.
Reprenons le même exemple, en ordonnant les deux polynômes jiar rapport à b.
— Zb^ -t- 4ib' — fi’b ti^ et 4ô’— 5(iô -e Première opération :
— lîi’-i-iané’ — i^ii’b -h j 4ô’ — btih -t- ii^ ,
— 3«ô' — «’ô -H 4"^ I — 3i, — 3rt
— iiab' — in'b-t-idn'
— igrPi -e igo'
ou bien, -i- ig«’( — b n).
Seconde opération :
4Ô'— bab -h rt’ f — b -1- n
— ab -t- a‘ <1 — ib -t- fl
Donc — ô H- (I, ou n — ô est le p. g. c. d.
Au premier abord, on est embarrassé pour faire la division des deux polynômes, parce que le premier terme — 3b’ du dividende n'est |ias divisible par le premier terme 4 b’ du diviseur. Mais si l'on obsene que le coefficient 4 de celui-ci n'est pas facteur de tous les termes do
4b’— Sfib -h a’,
et qu'ainsi, en vertu du premier principe, 4 ne saurait faire partie du plus grand commun diviseur, on peut, sans aucun inconvénient, introduire ce facteur dans le dividende, ce qui donne
■ — i%b’ \iab’ — 4fi’b + 4<i‘\
et alors la division (ic.« doux premiers termes devient possible.
UU PLUS GRAND COMMUN DIVISEUR
Kffecluanl cette division, on trouve pour quotient — 3/», et pour reste, — 3 üb^ — rt* A H- 4
Comme, dans ce reste, l’exposant b est encore égal à celui du diviseur, rien n’ empêche de continuer la division, en multipliant de nouveau ce reste par 4» afin de rendre possible la division des deux premiers termes.
Cette préparation faite, il vient — 4^’^ qui, divisé
par 4é*— 5«é donne pour quotient — 3«, qu’on séparera du premier terme par une virgule, comme n’ayant aucune liaison avec lui, et pour reste, — \^o^b •+■ iQrr*.
C.e dernier reste pouvant se mettre sous la forme — b -+- «), on supprime le facteur comme ne faisant pas partie du plus grand commun diviseur ; et la question est ramenée à chercher le plus grand commun diviseur entre 4 — bab a’ et — />> -+- a.
Divisant ces deux polynômes l’un par l’autre, on trouve pour quotient <*xact , — 4 -h r/ ; donc é h- « ou « — é est le plus grand commun diviseur cherché.
36. Dans ce môme exemple, comme dans tous ceux où l’exposant de la lettre principale est plus grand d’une unité dans le dividende que dans le diviseur, on peut abréger l’opération en multipliant tout de suite le dividende par le carré du coetficicnt du premier terme du diviseur. On convoit, en effet, que, par ce moyen, le premier quotient partiel qu’on obtient doit renfermer ce coefficient à la première puissance. Multipliant le diviseur par le quotient, et faisant la réduction avec le dividende ainsi préparé, on a un résultat qui doit encore contenir le coefficient comme facteur; et la division, pouvant se continuer, donne un reste de plus faible degré que le diviseur, par rapport à la lettre principale.
Voici le tableau des opérations.
Première opération :
Multiplication par i6, ou par le carré de 4-
— 48^^ -r 48^^’— ifirt’é -h I 4 b^ — bab-ha^
iiah* — — I2Ô — 3«
i**^ reste — \^a^b -f-
ou bien, ^ i9rt’( — /» -f- c/).
4 é’ — bah ^ — b -k- a — nb -f- a- 'i — 4 é
Seconde opération :
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X. B. Si l'exposant de la lettre principale dans le dividende surpassait de deux, de trois..., unités, l'exposant de la mémo lettre dans le diviseur, il faudrait multiplier le dividende par la troisième ou la quatrième puissance du coefficient du premier terme du diviseur ; cela est aisé à concevoir.
Soient, pour second exemple
iSa* -(- lon'é -t- 4'c‘6’-)- fja’i' — 3«é'
et
lan’i’ -t- 38«’6’ -e i6ab‘ — ioé‘.
Avant de procéder à la division de ces deux polynômes, commençons par observer que le premier contient a comme (acteur commun dans tous ses termes; et puisque ce facteur n’entre pas dans le second polynôme, on peut le supprimer comme ne faisant pas partie du second diviseur.
Par la même raison, le facteur lô’, étant commun à tous les termes du second polynôme et n’entrant pas dans le premier, peut être supprimé. Ainsi la question est ramenée à rechercher le plus grand commun diviseur entre les polynômes
i5fl‘ lon’ô -I- -H 6nôc^ — 3ô* et Go” ign’ô H- Snb‘ — 5o’.
Premiire opération :
3oa*-t- 20<Pô-f- iiab'— 6ô‘ 1 Ga* -i- iga’ô -i- 8afc’ — 5ô*
— •jScfb — 3an’ô’-t- 37 oô’ — Gê* | 5«, aSô
— iSoà'b — G4«’é’-t- 7400“— laô*
-t-4i I n’ô’-t- a74ofr‘ — 137Ô* ou bien, l'iy b' ("i + ■xnh — b').
Seconde opération ;
G/d iga’ô -I- 8//Ô’ — 5ô’ / 3/»’ -h -inb — b' iia’b loab^ — bb‘ \ ilu ■+■ bb
Donc 3//’ ■+■ lab — i' est le plus grand commun diviseur.
En suivant la môme méthode que dans l’exemple précédent, il faudrait multiplier tout le dividende par le coefficient G du premier terme du diviseur, ou plutôt par le carré de G; mais comme i5 et G ont un facteur commun 3, il suffit évidemment de multiplier tout le dividende par 2, facteur de G, qui n'entre pas dans • 5.
Cette préparation faite, on elTectue la division, ce qui donne d'abord
DU PLUS GRAND CONHUN DIVISEUR
un reste üont le premier terme est — Comme y5 contient encore
le facteur 3 qui entre dans 6, -il suffit de multiplier ce reste par s pour continuer la division qui, étant effectuée, donne pour premier reste principal, 4 1 1 -t- 274 ab^ — 1 37 6‘ .
Or il est facile do reconnaître que, dans ce reste, il existe un facteur commun 137 i’; mais puisque ce facteur n’entre pas dans le second polynôme, on peut le supprimer, comme ne faisant |ias partie du second diviseur; et la question est ramenée à rechercher le plus grand commun diviseur entre les polynômes
6/r’ -(- Uja'b -t- Sab^ — 5ô’ et 3«’-f 2«ô — b'.
Effetuant la division de ces deux polynômes, on trouve pour quotient exact, 2rt -1- 5ô ; ainsi le reste 3n’ -lab — b' est le plus grand commun diviseur cherché.
38. Renmnpic. — On pourrait demander si les suppressions qu’on opère dans le cours du calcul, de facteurs communs à tous les termes de l’un des restes, n’ont pour objet que de simplifier les calculs, ou bien si ce sont des opérations indispensables. Or on peut aisément reconnaître que ces suppressions sont nécessaires; car si, dans l’exemple précédent, on ne supprimait pas le facteur i37Ô^ il faudrait, pour rendre [lo.ssible la ■ division du premier terme du nouveau dividende par le premier terme du diviseur, multiplier tout le dividende par 1376’; mais alors on introduirait dans le dividende un (acteur qui se trouverait aussi dans le diviseur ; d’où il résulterait que le plus grand commun diviseur cherché se compliquerait du facteur i37Ô’ qui ne devait pas d'abord en faire |iartie.
L'exemple suivant est propre à confirmer ce qui vient d'étre dit.
39. Soit à trouver le plus grand commun diviseur entre les deux polynômes
ab 2»’ — ’ilé — 4 bc — ac — cet
<jrt( -1-2 0^— bnb -1- 4' ' -t- 8ôc — I2ÔL
Première opération ;
— \oc 1
— 12ÔC
a — 12 ô” -s- Sbc ^ 4<’
ou bien,
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Seconde opération :
■itf — 5i I rt — lié’ 1 Ht -h 3b -i- c gc I -t- 8éf t
— 8é II — Il b'
^ 8r 4- 8ér 4- 4c’
IXjnc irt 4- 3b -t- c est le plus pranii commun diviseur.
Après avoir ordonné les doux (xilynômcs, on jk'uI, sans aucune pré|wration, elTecluer leur division, ce qui donne pour premier rosie
Gé I a 4- Gé’
— lOf I — liée
Pour continuer l'opération, il faudrait, en prenant le second polynôme [K)ur dividende et ce reste pour diviseur, multiplier le nouveau dividende par Gé — loc, ou simplement par 3b — 5c, parce que le facteur a entre iléji dans le premier terme du dividende; mais avant d'effectuer cette multiplication, voyons si ce facteur 3b — 5c ne diviserait pas le second terme du reste, savoir gé’ — liée — 5c’. Or cette division réussit et lionne pour quotient exact 3 i 4- c ; d’où il suit que le reste peut se mettre sous la forme
Comme le facteur 3b — 5c se trouve dans ce reste, et n entre pas dans le nouveau dividende [puisque ce facteur étant indé|)endant de la lettre «, devrait (30) exister entre les coefficients des diverses puissances, de cette lettre, ce qui n'est pas], on peut, sans aucun inconvénient, le supprimer .
Cette suppression est d’ailleurs indispensable, parce qu’autrement on devrait introduire ce facteur dans le dividende; et alors les deux polynômes contenant un facteur commun qu’ils n’avaient pas auparavant, le plus grand commun diviseur serait changé; il se compliquerait du facteur 3b — 5c qui ne devait pas en faire partie.
Ixi suppression faite, on effectue la nouvelle division, ce qui donne, un qiiolienl exact; donc ni 4. 3b 4- r est le plus grand commun diviseur.
■iO. Nous proposerons, pour dernier exemple, de trouver le plus grand commun diviseur entre le polynôme «* -1- ■+- %b‘ cl
le polynôme 4rt’A aaé’ — aô’, ou simplement, ao’ -+- tib — b‘‘, puisque le facteur ib peut être supprimé dans le second.
Première opération :
tf -(- ï4 ^ 'l'b^ — 48«ô^ -t- I ti é‘ ( a rt’ <ib — ô’
-t- aon’i -I- 36n’i’ — 48«i’-t- 16 A* S -t- loab -e i3ô*
-4- aôo’A' — 38nA‘ -i- i6A*
— 5i «A’ -t- agA*
ou bien, — A^( 5i n — agA).
Seconde opération :
Multiplication par aGoi, carré de 5i.
5aoa«* -t- aCoi «A — aCoi A’ / 5i « -e agA — 5aoa«’-i- 'ifjbinb \ ioa«-t- logé
-+- 555g«A — vtioi A*
-t- 555goA — 3 161 A’
a' reste -t- 56oA’
L'exposant de la lettre « dans le dividende surjiassanl do <leux unités rvlui de la môme lettre dans le diviseur, on multiplie tout le dividende par le cube de a, c’est-à-dire par 8. Cette préparation faite, on efft'cluc trois divisions conséentives, et l'on obtient pour premier reste princiiwl — 5i «A* -t- agA*. Supprimant le facteur hi‘ dans ce reste, on a pour nouveau diviseur — 5in -v- agA, ou changeant les signes, ce qui est permis, ■il a — -igb; le nouveau dividende esi d'ailleurs an’ ■+■ ab — A’.
Multipliant ce dividende par le carré de 5i, ou par a6oi, puis effectuant la division, on obtient pour deuxième reste principal ■+■ 56oA’; ce (]ui démontre que les deux polynômes proposés sont premiers entre eux, c'est-à-dÿp n’ont aucun facteur commun. En effet, il résulte du second principe (35), que le plus grand commun diviseur doit se trouver comme facteur dans le reste de chaque opération, ainsi il devrait diviser le reste .^CoA’ ; mais ce reste est indépendant de la lettre principale; donc, si les deux polynômes pouvaient avoir un commun diviseur, il devrait être indépendant de ff, et [>ar conséquent (30) se trouver comme facteur dans les ciK'fficients des diverses puissances de cetU' lettre, que renferme chacun des deux polynômes proïKisés, ce qui n a évidemment pas lieu.
(es exemples snflisenl pour mettre les rommenfants au fait de la marche
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(|ii il faut suivre pour Iruuvpr le plus praiid r^mmiun diviseur do deux (Hilyndmes.
il. Règle générale. — On rimimemr pur Mippnnirr flans 1rs tlrii.i polynâmrs les faneurs mnndntes nnimiuns à fous les termes tir e/iacun tVeux. (11 peut arriver que le facteur monôme qui se trouve dans le dividende, et celui que renferme le diviseur, aient eux-mômes un diviseur l'oinmiin ; dans ce cas, on le met à [lart, comme devant faire partie du commun diviseur chercliô.) Cette suppression faite, on prè/Hirc le ilinilenrle ilr manière à rendre fxtssihie ta dieision de son premier terme par relui du diviseur ( voyez et 36 ) ; puis on rjfecluc la division, ce qui lionne un certain reste de degré moindre que le diviseur, et dans lequel on supprime les facteurs monômes ou polynômes que peuvent renfermer les coefficients des duvrscs puissances de ta lettre principale . On prend en suite ce reste /xair diviseur, te second polynôme /mur dividende, et Con iqière sur les deux polynômes comme sur les prérèdents. On eontinne cette série d’o/jérations jusqu ’à ce qu 'on obtienne un reste qui divise exactement te reste pnirédcnl, auquel cas le dernier diviseur est le plus grand commun diviseur ; ou bien Jusqu’à ce qu on obtienne un reste indépendant de In lettre prinrifMdr; ce qui indique (iO) que les deux jiolynômes proposés sont premiers entre eux, à moins ijuMIs n aient un facteur commun indépendant de la lettre, li'quel facteur n'aurait pas été découvert dès le commencement de rojiératioii
N. H. Il existe des cas où ce procédé n'est (sis suffismt : mais nous y reviendrons par la suite.
Voici de nouveaux exemples auxquels on peut appliquer le procéilé tel que nous venons de I indiquer :
i" 'l”P‘ 'V ^np’if — -Àiipq' — in’q',
et 2 mp’ q‘ — 4 — ’"l‘‘ '/ -c 3 nqnp .
Le p. c. d. est p — q.
■i" 36// — 1 — ï7«‘ ■+- qr/,
et ■ijer'lé — iSn'b’ — qa^h’.
Ix p. p. c. <1. est g/f* [a — i ).
1-a tlié'orie des quatre premières opérations de l'.Mgèbre et celle du plus grand commun diviseur suffisent |>oiir la résolution d'un très-grand nombre do questions. Nous nous réservons d'établir plus loin de nouvelles règles, à mesure que nous en sentirons la nécessité; et nous allons pas.s>r tout de suite à la résoliilion des problèmes du premier degré.
>OTIONS rRfiLIMlKMHKS Sl'R I.ES
DES PROBLÈMES DU PREMIER DEGRÉ
MITIONS PRÉLIMINAIRES SLR LES ÉOl'ATIONS.
42. On nr considère ordinairemenl en Algèbre que les problèmes dont les énoncés, traduits algébriquement, donnent lieu à des êquntinns. Ein réfléchissant sur la résolution du problème du n” 3, on fxiut voir que cette résolution se compose de deux parties distinctes. Dans la première, on écrit algébriquement les relations que l’énoncé de la question établit entre les quantités connues et les quantités inconnues. On parvient ainsi à l’expression de deux quantités égales, qne l'on appelle équation. Telle est (3) l’expression ix b = a. Dans la seconde |>arlie, on déduit de l’éqiialion du problème une suite d'autres équations, dont la dernière donne enfin la valeur de l’inconnue au moyen des quantité» connues : tel est le
résultat X — ” ^ auquel on est parvenu. Cette seconde partie est ce
qu’on appelle la ré.solution de l’équation.
Ca>mine les règles à suivre |)our mettre un problème en équation sont un pou vagues, nous commencerons par nous occuper de la seconde partie, qui est soumise à des règles fixes et invariables.
D'après la définition d'une équation, toute éi]uation se compose do deux quantités séparée» l'une do l'antre par le signe = . La partie à gauche se nomme la i>rrinier mamhrr, et la partie à droite la saeoml membre.
f)n considère plusieurs espèces d’égalités ;
1° L’égalité qui existe entre des nombres connus et donnés à priori, mais représentés par des lettres ; telles .sont les égalités
qui se vérifieraient immédiatement si l'on mettait A la place de n, b, r. d les nombres particuliers |X)ur lesquels on suppose que cos égalités existent. Elles conservent le nom d'égo///è,ï.
2" Légalité évidente d'elle- même, celle qui se vérifie dans son état actuel ; telles sont les égalités
a5 = 12 ■+■ i3, in — bb = a — h in — 4é.
On les appelle identités ou égalités véri/iéas.
CHAPlrRE II.
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3“ Enlin, l’égalité qui nu pont se vi'rilier avant qu'on y .ut siihslitiié à la place d'une ou de quelques-unes di“s lettres dési;;nant des inconnues, certains nombres dont les valeurs dépendent des nombres connus et donnés qui entrent déjà dans l’égalité.
Pour la distinguer des autres égalités, on la nomme ri/imtinn, et c’est celle dont nous avons à nous occuper.
Il est encore une autre espèce d'égalité dont nous parlerons plus loin ; c’est \'i'-qtifUhn iftriUii/ue.
On partage les équations à une st>ule inconnue en difTérentes classes : celles où l’inconnue n’enlre qu’à la première puissance sont dites du premier dcj^ré. Telles sont les équations
3x 5 = 17 — nx -t- /) = ex -h d.
L’équation ix’ — 3x = 5 — ax’ est dite du deuxième degré.
L’étpiation 4.»^ — 9-r'' -1- x = ax’ -t- 1 1 est dite du troisième degré. En général, le degré d’une équation est le plus grand dos exposants dont l’inconnue est affectée dans l'équation.
On distinguo aussi les équations en éipiations mwiérii/iies et en éi/iiiitions littérales. Les premières sont celles qui ne renferment que des nombres particuliers, à l’exception de l'inconnue, qui est toujours désignée par une lettre. Ainsi
4x — 3 = ax 5, 3x’ — x = 8
sont des équations numériques. Elles sont la traduction algébrique de problèmes dont les données sont des nombres particuliers.
Les équations
ax -t- b — ex -t- d, ax’ -t- bz = c
sont des équations littérales. Les données du problème sont représentées par des lettres. Il est d’usage, pour distinguer dans une équation les quantités connues des inconnues, de désigner celles-ci par les dernières lettres de l’alphabet x, j-, i, etc.
Ces notions établies, voyons comment, une équation du premier degré à une seule inconnue étant donnée, on peut parvenir à la résoudre, c'est-à-dire à trouver pour C inconnue un nombre rpii, substitué à Ui place de celte inconnue dans f équation, y satisfasse, ou bien rende te premier membre identiquement égal nu second. Le résultat auquel on parvient est dit la solution do l’équation ou du problème qui y a donné lieu.
§ I. — Équatioxs du pbemier degré a une seule inconnue.
43. On doit regarder comme un principe commun à toutes les é<juations, qu’on peut, sans troubler une équation. 1“ ajouter à ses deux mem-
ËIJUATI0N8 DU PRKHIKR UBURË A UNE SEULE INCONNUE. 4? bres ou en retrancher un même nombre ; 2“ mulniMer ou diviser ses deux membres par un même nombre, ce qui veut dire que, s'il y a d'abord égalité entre les deux membres, il y aura encore égalité après les opérations dont on vient de parler.
Cola posé, voici deux transformations d'un usage continuel dans la résolution des équations.
Première transformation. — Lorsque les deux membres d’une équation sont des polynôdies entiers, il est souvent nécessaire de transposer certains termes d'un membre dans un autre.
Soit l’équation
Pour dégager x do cette équation, il faut tâcher d’isoler l’inconnue dans le premier membre. Or, si l’on retranche, en premier lieu, i.z des deux membres, l’égalité n’est pas troublée (d'après le principe précédent), et l'on a
J- — 6 — IX
D’où l’on voit que le terme 7.x, qui était additif dans le second membre, devient soustractif dans le premier.
En second lieu, si l'on ajoute 6 aux deux membres, l’égalité n’est pas troublée, et l'on a
5x — 6 — a.r -t- 6 = 8 -1- 6, ou, comme les deux termes — 6, -1- C se détruisent.
Donc le terme qui était soustractif dans le premier membre passe dans le second membre avec le signe de l'addition.
Donc, en général, lorsqu’on fait passer un terme d’un membre dans un autre, il faut changer son signe.
44. Seconde transformation. — Souvent cnrore les termes d'une équation sont fractionnaires, et il faut la ramener à une autre qui n’ait que des termes entiers. Soit l’équation
Réduisons d’abord toutes les fractions à un même dénominateur. D’après le procédé connu, il vient
Co üo ~ 60 ’
et, puisipi’on peut (43) multiplier les deux membres par un même nom-
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bn*, inulliplions-les par (io, ce qui revient immédiatement à supprimer le dénominalcur (>o dans les termes fractionnaires, et à multiplier chaque terme entier par Go; on obtient
4oj- — 4 5 ~ bbo ï’i.r.
Remarquons, pour la pratique de celte opération, qu’on peut passer immédiatement do l’équation proposée à celle qu’on vient d’obtenir, en se dispensant d’écrire le dénominateur commun, et ayant soin toutefois de multiplier chacun des termes entiers par ce dénominateur.
Soit, pour second exemple, l’équation
Les dénominateurs ont évidemment des facteurs communs, et le plus petit nombre multiple commun de ces dénominateurs est 24 (voir Arith.^ C’est donc à ce dénominateur qu’il faut réduire toutes les fractions.
Effectuant cette opération et omettant le dénominateur commun 24, on trouve
\ox — 32.r — 3i9. 21 — 52x.
(On a eu soin de multiplier le terme entier — i3 par 24.)
La nouvelle équation est exacte puisque, après avoir réduit les fractions au même dénominateur, on a multiplié les deux membres par le même nombre 24.
Nous pouvons déduire de là cette règle générale : Pour faire disparaître les dénominateurs d^une équation y commencez par former le multiple le plus simple possible de tous les dénominateurs (ce nombre est le produit de tous les dénominateurs s’ils n’ont pas de facteurs communs). Multipliez ensuite chaque terme y s* il est entier y par ce multiple; s'il est fractionnaire y divisez le multiple commun par le dénominateur de la fraction et multipliez son numérateur par le quotient obtenu.
Nous engageons les commençants à se bien pénétrer de la règle que nous venons d’établir, parce qu’elle donne l’équation sous la forme la plus simple possible.
Soit, pour nouvelle application, l’équation littérale
a.r 2c’x , ^br'^x ba^ ic^
O al) ir b a
Le multiple le plus simple de tous les dénominateurs est évidemment a^P. Ainsi, multiplions chaque terme entier par réb^y et le numérateur de chaque terme fractionnaire par le quotient de a^ iP divisé par le déno-
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ininatcur de ce terme. Il vient alors
n‘li,T — ^à'bc^x -t- — 5o‘ -i- — Ztr’b^.
Appliquons les principes précédents à la résolution de l'équation 4x — 3 = ax -t- 5.
Elle devient d'abord, par la transposition des termes — 3 et ax,
4x — ax= 5-1-3, ou réduisant, ax=8.
Divisant les deux membres par a, on trouve enfin
Et en elTct, si l'on substitue 4 à la place de .r dans l'équation, il vient
4 X 4 — 3 = 2 X 4 -t-5 ou i3=i3.
Soit, pour second exemple, l'équation traitée (44)
On obtient d'abord, en chassant les dénominateurs, lox — 3ax — 3ia = ai — 5ax.
Transposons dans le premier membre les termes en x, et dans le second les termes connus ; l'équation devient
lox — 3ax -H 5ax = ai -t- 3ia, ou, en réduisant, 3ox= 333.
Divisant les deux membres par 3o, on obtient
_ 333 _ M_i 3o ~ lo ’
résultat qu'on vérifierait en remplaçant x par cette valeur dans l'équation proposée.
Soit encore l'équation
(3a — x) (a — b) -h aax = ib[x -h a).
Il faut d'abord effectuer les multiplications indiquées, afin de réduire les deux membres à des polynômes, et de pouvoir ainsi dégager l'inconnue x. Or, si l'on applique la règle établie (17) pour la multiplication des polynômes, il vient
3a’ — ax — 3aô bx ■+■ aax = 4ôx -t- ^ab\
Alg. B.
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d’où, transposant et réduisant,
ax — = yab — 3«’.
Observons maintenant que — 3 6 x est la même chose que x,
ce qui donne
[n — 3 A) X = ’^nb — 3rt*.
Divisant enfin les deux membres par n on trouve
"^ab — 3fl’ a-Zb '
En général, pour résorudre une équation du premier degré, quelque compliquée qu’elle soit, il faut : i® commencer par chasser les dénominateurs y sUl y en a, et effectuer y dans les deux membres de Véquation y toutes les oj)érntwns algébriques qui se présentent ; on parvient ainsi à une équation dont les deux membres sont des polynômes entiers; 2“ trans- /x)ser dans un meme membre (c’est ordinairement le premier) tous les termes affectés de Vineonnuey et dans Vautre membre les termes connus; 3® réduire a un seul tous les termes affectés de x si Véquation est numérique y et y si Véquation est algébrique y former de tous ces termes un seul produit composé de deux facteurs y dont Vun soit x et Vautre Vcnsemhle des quantités qui multiplient x, réunies avec leurs signes respectifs ; 4® enfin y diviser les deux membres de Véquation par le nombre ou le polynôme qui multiplie Vineonnuey et effectuer la division s^il est possible» Voici un exemple où la règle précédente doit être appliquée dans toutes ses parties : résoudre l’équation
^ab — 6* a->t- b
g* — bx
En faisant disparaître les dénominateurs, on a
= b{a — b) {iab — b^) — 2b (g’ — b^)x -h (g* — b^) (g’ — bx);
effectuant les multiplications indiquées,
a^bx -H T.ab'^x -f- b^x — g* Z»’ — 2g/>* — Z»‘ — Za*b -h 3gZ>’
= — ab^ — ^ ab^ -k- b* — bx ib^ X -\-cé — a^b^ — bx ^ b* x;
transposant et réduisant
4g’^x-f- Oiab^x— 2^®x = 4«’^’— 6aP-h ‘ib*-i-3a*b -h g*; réunissant en un seul tous les termes affectés de x,
b{^a^-h 2ab — aZ»’)x = ^a^b' — 6g^®-f- ^b* ■+■ %atb -h g* ;
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donc enfin,
a' ■+■ ia’h 4- 3«’A’ — -i-
^ b [^rt‘ -h iab — a 4’) ’
expression qui peut se réduire à un polynôme (32).
Supposons que l'on ait à résoudre une équation tcllo que
En transposant les termes afiectés de jc dans le premier membre, et les termes connus dans le second, on trouve
3x — 4-^=* — 7i ou réduisant, — x=r — 5.
Pour interpréter ce résultat, il suffit d’observer qu’on peut intervertir l’ordre de la transposition, c’est-à-dire faire passer au contraire dans le second membre les termes affectés de x; ce qui donne
y — i = ix — 'îx, d'où 5 = X, ou bien enfin x=5;
c’est-à-dire que toutes les fois qu’on par\'ient à un résultat tel que — X = — 5, il n’y a qu’à changer les signes des deux membres.
Cela revient évidemment à transposer les termes afiectés do l’inconnue dans le second membre, et les termes connus dans le premier; et réciproquement.
47. Nous avons déjà dit que la première partie de la résolution algébrique d’un problème n’est soumise à aucune règle bien fixe. Tantôt l'énoncé du problème fournit sur-le-champ l’équation ; tantôt on est obligé de démêler dans l’énoncé les conditions qui sont de nature à former l'équation ; tantôt, enfin, ce ne sont pas les conditions elles-mêmes de l’énoncé qu’il faut traduire algébriquement, mais bien des conditions que l’on peut regarder comme conséquences des premières. On appelle alors celles-ci conditinns explicilet, et colles qu’on en déduit, conditions implicites. Cependant nous donnerons, avec Lacroix, un précepte dont l'application bien entendue conduit toujours à l’équation. En voici l’énoncé : Regarder le problème comme résolu, et indiquer à l'aide des signes algébriques, sur les quantités connues, représentées soit par des nombres, soit par des lettres, et sur l’inconnue, toujours représentée par une lettre, les mêmes raisonnements et les mêmes opérations qu 'il faudrait effectuer pour vérifier la valeur de l'inconnue si cette valeur était donnée.
On obtient, par ce moyen, deux expressions algébriques différentes représentant une même quantité, et renfermant le caractère de l’inconnue; on les égale entre elles, et l’on a \ équation du problème.
CHAPITRE II
Premier problème. — Trouver un nombre dont la moitié , le tiers et le quart, augmentés de ^5, donnent pour somme 448.
Soit .r le nombre cherché ; ~ j ^ désigneront la moitié, le tiers et
le quart de ce nombre. Or il faut, d’après l’énoncé, que ces trois parties, plus 45, donnent en somme 448; on a donc pour l’équation du problème,
‘jt 3 4
ou, retranchant 45 des deux membres,
X XX
Chassant les dénominateurs, on trouve
Cj* 4- 4-r -f- 3 J’ = 4836,
ou, réduisant.
i3j' = 4836; donc ^•=^^^ = 372
Vérification.
Cette question est du genre de celles qui, en Arithmétique, se résolvent par la règle de fausse position; et l’on voit avec quelle facilité l’Algèbre fait connaître la réponse à la question.
Del'XIÈme problème. — Quciqidun engage un ouvrier pour 48 jours. Chaque jour qiCil travaille, il reçoit 24 décimes; et à chaque jour d'oisiveté, on lui retient 12 décimes [pour sa nourriture) \ au Imtt de 48ybtt/-^, H reçoit, pour solde de son compte, 5o4 décimes [ou 5o^''4o')* On demande le nombre de jours de travail et le nombre de jours d*oisiveté.
Si nous connaissions ces deux nombres, en les multipliant respectivement par 24 et 12, puis retranchant le dernier produit du premier, on devrait trouver 5o4 pour résultat ; indiquons ces opérations à l’aide de signes algébriques.
Soit X le nombre de jours de travail ; 48 — x représente alors le nombre do jours d’oisiveté; 24 x x, ou 24 x désigne la somme que l’ouvrier gagne; et 12 (48 — • x), la somme qu’on doit lui retenir : on a donc, pour l’équation du problème,
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effectuant les calculs,
réduisant,
xix — 576 -I- lax = 5o4 ; 3C.r = 5o4 -I- 576 = 1080 ;
.r = = 3o, et 48 — X = 48 — 3o=i8.
Ainsi l'ouvrier a travaillé pendant 3o jours et s’est reposé pendant 1 8 jours.
F' crijicatinn.
En effet, pour 3o jours de travail, il aurait dû recevoir a4 x 3o, ou 720 décimes; mais il s’est reposé 18 jours, pour lesquels on a dû lui retenir 12 X 18, ou 216 décimes. Or on a
On peut généraliser ce problème, en désignant par n le nombre total des jours tant de travail que d’oisiveté, par a la somme que l’ouvrier doit recevoir pour chaque jour de travail, par b la somme qu’on doit lui retenir pour chaque jour d’oisivelé, enfin par c le résultat du décompte. Soit toujours X le nombre de jours de travail ; n — x exprime alors le nombre de jours d’oisiveté ; donc ax et 6 (« — x)' désignent la somme que l’ouvrier doit recevoir et celle qu’on doit lui retenir. Ainsi on a, pour l’équation du problème.
et
donc par suite, ou réduisant.
«X — é(n — x) = c, ou nx — 4/j -t- 4>x = r, (a b]x — c bn \ e -H bn
rt-K* ’
c ■+■ bn nn bn — e — bn a + b a -h b
nn — e
Troisième problème. — Un r<- nard poursuivi par wi lévrier a Çio sauts d'avance. Il en fait g pendant ipie le lévrier n 'en fait iptc 6 ; mais 3 sauts du lévrier en valent 7 du renard. Combien le lévrier fera-t-il de sauts pour atteindre le renard?
11 est clair, d’après l’énoncé, que le chemin à parcourir par le lévrier se compose de 60 sauts d’avance du renard, plus du chemin que celui-ci parcourt à partir du moment où le lévrier se met à sa poursuite. Donc, si l’on pouvait trouver les expressions de ces deux chemins au moyen d’une môme inconnue, il serait facile de former l’équation du problème.
CHAI'ITRK 11.
Soit X lo nombre de sauts faits par le lévrier. Puisque le renard fait 9 sauts pendant que le lévrier en fait 6, il s’ensuit que le renard fait
|j ou ^ sauts, pendant que le lévrier en fait i, et, par conséquent, qu’il en
fait un nombre exprimé par pendant que le lévrier en fait un nombre
manpié par x. On pourrait croire que, pour obtenir ré(piation, il suffît
d’égaler .r à 6o -h - x ; mais, on agissant ainsi, on commettrait une erreur
manifeste; car les sauts du lévrier sont plus grands que ceux du renard, et l’on égalerait alors des nombres hétérogènes, c’est-à-dire des nombres rapportés à une unité difTérente. 11 faut donc, pour lever la difficulté, exprimer les sauts du renard en sauts du lévrier, ou réciproquement. Or, suivant l’énoncé, 3 sauts du lévrier valent 7 sauts du renard; donc un
saut du lévrier vaut ^ sauts du renard, et, |>ar conséquent, x sauts du
7 or
lévrier en valent — du renard.
Donc, enfin, on a l’équation
d’où l’on déduit, tout c^ilcul fait,
Ainsi, le lévrier fera 72 sauts pour atteindre le renard; pendant ce
temps, le renard en fera 72 x ou 108.
Vcrijicntion .
Les 72 sauts du lévrier valent — -y ou 1G8 sauts du renard, et l’on
a évidemment 1G8 = Go h- 108.
Les deux problèmes suivants méritent toute l’attention des élèves, en ce qu’ils offrent d’excellents exercices de calcul et de raisonnement.
48. Qt^ATRiÈME PROBLÈME. — Un pèrc qui a trois enfants ordonne par son testament que son bien soit partagé de la manière suivante : le premier doit avoir une somme a y plus la r/'"'* partie de ce qui reste; le second une somme 2 fl, plus la partie de ce qui reste après qtCon a
soustrait la i part et 2 a ; le troisième enfin doit avoir une somme 3 a, plus la partie de ce qui reste après qvüon a soustrait les deux prc~
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mièrcs parts et 3 a. Cela fait, le bien est entièrement partagé, — On ilcmande sa valeur.
Désignons par x le bien du père. Si, à l’aide de cette quantité, nous pouvions former les expressions algébriques des trois parts, nous rctran- ^ chorions leur somme du bien total x, et le reste, égalé à zéro, donnerait l’équation du problème. Tâchons donc de déterminer successivement ces trois parts.
Puisque x désigne le bien du père, a: — « est ce qui reste après qu’on a retranché a; ainsi l’on a, pour la part du premier enfant,
a -+- - — -1 ou, réduisant on fraction, f i™ part.
Pour former la seconde part, il faut retrancher de x cette première part et un, ce qui donne
an -t- X — a
X — un —
ou, réduisant les entiers en fraction et eiïectuant la soustraction indiquée,
nx — ’Zan — x -+- a
1 1*" reste.
Or la seconde part se compose de a a plus la partie de ce reste ; on a donc pour cette seconde part,
nx — 3an — x -h a art H ,
ou, réduisant l’entier en fraction,
art//* -+- nx — 3an — .r -4- a
> a* part.
Si l’on retranche de x les deux premières parts et 3 a, il vient
_ rt/î -f- X — rt uan^-hftx — 3rt// — x -f- //
X — 3rt 5
ou, réduisant au môme dénominateur et simplifiant,
/î*x — 6rtrt* — unx -i- ^an -i- X — a
) a* reste.
La troisième part est
„ //*x — 6rt//* — unx -+- Aon -h x — a
Sa H i ,
3a/é-i- léx — 6rt«* — unx -h ^an -+- x — a
3* j>art.
ou
CflAPITHB II
Or, d'après l’énoncé, le bien du père se trouve entièrement partagé. Donc, la différence entre x et la somme des trois parts doit être égale à téro ; ce qui donne l’équation
an X — a i an' nx — ’ian — x -t- a
"inn' -t- n'x — dan' — mx -i- l^an -H x — a
Effectuant toutes les opérations indiquées, on trouve enfin
dan' — io<7«’h- 5nn — a n(6n' — lort’-t- Sn — i) n' — 3n‘-+-3« — I “ n’— 3«’-i- 3« — i
On peut obtenir une équation et un résultat plus simples, d’après la remarque suivante : Dire que la part du troisième enfant se compose de 3n, plus la «■'"* partie de ce qui reste, et que le bien est alors entièrement partagé, c’est dire que le troisième enfant n'a que la somme 3o, et ([ue le reste dont on vient de parler est nul.
Or on a trouvé, pour l’expression de ce reste,
n'x — don' — anx -i- ian -f- x — a _
r.e reste, égalé à zéro, donne, abstraction faite du dénominateur,
d’où
n'x — dan' — %nx -+- -r —a = o;
dan' — ian -k- a a[dn' — 4" + l) ~ /i’— a/i-ei n' — a«-+-i
Vérification.
Pour prouver Y identité numérique de cette expression avec la précédente, il suffirait de faire voir que la seconde provient de 1a première dans les doux termes de laquelle on aurait supprimé un facteur commun. Or, si l’on applique aux deux polynômes
n(6«* — lon’-i- — i) et «’ — 3/i’-(- 3n — i
le procédé du plus grand commun diviseur ( H ), on reconnaît que n — i est facteur commun, et en divisant les deux termes de la première expression par ce facteur commun, on retrouve la seconde.
Ce problème est propre à faire voir aux commençants l’importance qu’on doit attacher à saisir dans l’énoncé d’une question toutes les circonstances (]ui peuvent faciliter la formation de l’équation ; autn>ment on court le risque de parvenir à des résultats plus compliqués qu’ils ne devraient l'être.
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Les conditions qui ont senû à former successivement les expressions des trois parts sont les conditions explicites du problème proposé ; et la condition qui a servi à déterminer l’équation la plus simple du problème est une condition implicite, qu’un peu d’attention a suffi pour faire reconnaître comme comprise dans l’énoncé.
Pour obtenir les valeurs des trois parts, il suffirait de mettre pour x sa valeur dans les expressions que l’on a obtenues ci-dessus.
.Appliquons à un exemple la formule
~ in -t- 1
Soit a = loooo, « = 5; il vient
_ ioooo{6 XiS — 4x5-i-i)_ loooox i3i _ i3ioooo _ „ „ , ~ a5 — lo -H I i6 i6
Vérifions l’énoncé sur cet exemple.
Le premier enfant doit avoir
lOOOO -I-
n reste donc 81 875 — 24 875 ou S7500, à partager entre les deux autres enfants.
Le second doit avoir
57 5oo — 20 000
20000 H — , ou 27500.
Il reste donc 57.600 — 27500, ou 3oooo, pour le troisième enfant. Or 3oooo est le triple do 10000; donc la solution est vérifiée.
On peut donner de ce môme problème une solution moins directe, mais plus simple et plus élégante. Elle est encore fondée .sur cette remarque, que quand on a soustrait 3 a dss deux premières parts, il ne doit rien rester.
Désignons |wr r, r', r' les trois restes dont il est question dans l'énona^ ; les expressions algébriques des trois parts sont
an — ) 2a -I , jan
Or, 1" d’après l’énoncé, on a évidemment r’= o.
Ainsi la troisième part est 3a.
2° Ce qui reste, lorsqu’on a donné au second enfant 2a ■+■ -, peut être
représenté par
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r' , ou
D’ailleurs, ce reste forme aussi la troisième part ; ainsi l'on a
t — (1 ou r=
Donc, la part du second est
3rtn 3« • i-,. . ^nn -t- a
■xa -t : n = xii H ( ), ou simplifiant,
3° Ce qui reste, lors(]u’on a donné au premier « + exprimé |>ar r — ^ ou • D’ailleurs, ce reste doit représenter la somme des
deux autres parts. Ün a donc
(n — l)r _ art/i-+-« ian — xt
■ = 3rt - — — — =
d'où
han — xa n — i 5n»’ — xnn
Ainsi, la première part est
5(i«’ — xan
San — anr
San — xa an' -t-ian — n
On obtient donc enfin, pour le bien total,
2fl// -f- fl flrt’ H- 3 fl« — fl
fl' — a fl -H I
ou, prenant a*— afl -h i pour dénominateur commun,
3fl(fl’ — afl -+- 1) (aflfl H- fl)(« — j) -+- flfl*-H 3flfl — a fl’ — a fl I ’
(*) Lc8 deux points : cmployi^ ici marquent la dirision de par n
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puis, efTectuant les calculs et réduisant,
6nn’ — inn n n(6/i’ — 4
résultat obtenu ci-dessus.
Cotte solution est d’ailleurs plus complète que la précédente, puis^iue l’on a obtenu en même temps, et le bien du père, et les expressions des trois parts.
49. CiMQUlÈME PBOBLÉME. — Un père ordonne par son testament que l’aîné de scs enfants aura sur son bien une somme a, plus ta n“™ partie du reste ; que le second aura une somme a a, plus la /!""" partie tic ce qui restera après qu'on aura retranché la première part et lUi que te troisième aura une somme 3a, plus ta n'"“^ partie du nouceau reste; et ainsi de suite. On suppose d’ailleurs que tous les enfants soient également partagés. — On demande le bien du père, la part de chacun des enfants, et le nombre des enfants.
Ce problème a cela de remarquable, que son énoncé renferme plus de conditions qu’il n’en faut pour trouver les valeurs des inconnues.
Soit X le bien du père, x — a exprime ce qui reste après qu’on a prélevé la somme a. Ainsi la part de l'ainé est
an X — a
) r* part.
Retranchant do x cette première part et 2/7, on obtient
an -t- X — a nx — 3nn — x -h a
x — ia , ou ,
dont la partie est
nx — 3an — x -\- a
Ainsi la part du second enfant est
nx — 3n/î — X ->t- a ian‘ nx — 3an — x a
2a -I j ou , 2' part.
On pourrait former de la même manière les autres parts; mais puisque toutes les parts doivent être égales, il suffit, pour former l’équation du problème, d’égaler les deux premières parts, ce qui donne l’équation
an ■+- .r — a inn’ -e nx — 3an — 3an — .r -H u
(io
d'où l'on tire
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Æ = an — lan -t- a.
Substituant cctto valeur de x dans l'expression de la première part, on tronve
an + an' — ann a — a
ou réduisant
nn‘ — an
= an — a = a(n — i);
«t comme toutes les parts doivent être égales, en divisant lo bien total par la première, on doit obtenir pour quotient le nombre des enfants ;
ainsi, — aff« -t- a ^ ou /» — i, désigne le nombre des enfants.
' an — a
Bien du père, an' — lan -t- a ou a [n — t)' -,
Part de l'alné et de chaque enfant, a[n — i);
Nombre total des enfants, n — i .
Il reste maintenant à savoir si les autres conditions du problème sont satisfaites ; c'est-à-dire si, lorsqu'on donne au second ua plus la n""" partie de ce qui reste, au troisième 3n plus la n‘”“ partie de ce qui reste,. . . , la part de chaque enfant est en effet a{n — i).
Or la différence entre le bien du père et la première part étant
la part du second doit être
n(n —i)' — nin — i) — la a«(n — i) -)- « (n — i — ain — i)
! ou — ' ' ' ' —
ou réduisant
n(n—\)-*-aln — il’ a(n — — il
! , ou bien —
OU bien enfin
Do même, la différence entre «(« — i)’ et les deux premières parts étant a{n — i)’— ia[n — i), la part du troisième doit être
a(n — i)’ — aa(a — i) — 3a
expression qui, étant réduite, devient encore évidemment
a (n — il -H a(a — il’ . • . , ,
— = ' ) et, par conséquent, a(n — i).
DES Êgt'ATIONS DU PBEIEIEH DEGRfi A PLUSIEURS INCOKSUES. 6l En général, on aurait, pour la part.
fX!
a{n — lY — {p — i)n(n — i) — pa
ou
ljg{n — ,t{n — lY — {p — i)a{n — \) n
OU
fl(/i — i) -4- n(« — i)’ , ,
— ' ' ^ — ~ ) ou bien « (n — i).
Donc, définitivement, toutes les conditions du problème sont remplies.
§ II. — DES ÉQUATIO.NS ET PROBLÈMES DU PREMIER DEGRÉ A DEUX OU PtlSIEUnS INCONNUES.
SO. Quoique plusieurs questions résolues précédemment renfermassent dans leur énoncé plus d’une inconnue, nous sommes parvenus à leur résolution en employant un seul caractère. Cela tient à ce que, d’après les conditions de l’énoncé , nous pouvions facilement exprimer les autres inconnues au moyen de ce caractère ; mais il n’en est pas de même dans tous les problèmes où il y a plus d’une inconnue.
Pour savoir comment on doit s’y prendre pour résoudre ces sortes de problèmes, reprenons d’abord quelques-uns de ceux qui ont été déjà résolus à l'aide d'un seul caractère.
Tmm'cr deux nombres dont on connaît ta somme a et la différence b. — (C’est le problème n° 4.)
Désignons les deux nombres cherchés par x et r; on a, d'après l’énoncé, les deux équations
Or, en principe , si, à deux nombres égaux A et B, on ajoute respectivement deux autres nombres égaux C et D, les résultats A -i- C et B -h D sont égaux ; c’est-à-dire que, si l’on a les équations A = B et C = D, il en résulte A -i- C = B -i- D.
De même, si de deux nombres égaux on retranche deux autres nombres égaux, les restes sont encore égaux, c’est-à-dire que, des deux égalités A = B et C = D, on déduit encore A — C = B — D.
Appliquons ce principe aux deux équations du problème proposé.
On trouve, en les ajoutant
IX — a b.
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et en retranchant la deuxième do la première
Chacune de ces è(iuations ne renfermant plus qu’une seule inconnue, on tire do la première,
et de la seconde,
En effet, on a
a -h b — b _in _ ^ a -i- b a — b b
Soit encore repris le problème de l’ouvrier (47), en ne considérant que l’énoncé général.
Soient X le nombre de jours do travail, ot.)le nombre de jours d’oisiveté; ax et br expriment respectivement la somme (jue l’ouvrier doit recevoir pour les jours de travail, et celle qu’on doit lui retenir pour les jours d’oisiveté.
On a donc les deux é<piations
X -i-_r = n, tix — bx — c
Or on sait (43) qu’il est permis de multiplier les deux membres d’une équation par un même nombre, sans que l’cgalilô soit détruite ; ainsi, l'on peut multiplier les deux membres de la première équation par b, coefficient de r dans la seconde; et il vient
bx by = bn,
équation qui, combinée avec la seconde
ax — by = c,
donne par addition
bx -h ax = bn + c: d ou x =
Multipliant de même la première par a, coefficient de x dans la seconde, on a
ax -4- ay = an,
équation qui, combinée avec la seconde
ax — by =: c,
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(a-^b)j-=an-c\ d Ou x= a
L’introduction d’un caractère pour représenter chacune des inconnues dans les deux problèmes précédents offre, sur la solution qui a été donnée précédemment, l’avantage de faire connaître les deux nombres cherchés, indépendamment l’un de^’autre.
Élimination.
Soient maintenant les deux équations
5jT-t-7/=43, 1 1 X -H 97- = 69,
qu’on peut regarder comme la traduction algébrique de l'énoncé d'un problème à deux inconnues.
Si, dans ces deux équations, l’une des inconnues était affectée du même coefficient, on pourrait, par une simple soustraction, former une nouvelle équation qui no contiendrait plus que l'autre inconnue, et de laquelle on tirerait la valeur de cette inconnue
Or si l’on multiplie les deux membres do la première équation par 9, coefficient dejdans la seconde, et les deux membres de la seconde par 7, coefficient de x dans la première, on obtient, par cotte double multiplioation,
équations qui i>euvent être substituées aux deux premières, et dans lesquelles _r est affecté du même coefficient.
Retranchons donc la première de ces deux équations de la seconde, il vient
3ïx=96, d’où X = 3.
Pareillement, si l’on multiplie les deux membres de la première par 1 1 , coefficient de x dans la seconde, et les deux membres de la seconde par 5, coefficient de x dans la première, on forme les deux nouvelles équations
qui peuvent être substituées aux deux équations proposées, et dans lesquelles le coefficient de x est le même.
Retranchant donc la seconde de ces deux équations de la première, on trouve
3i/=ia8, d’où /=4-
Ainsi, X = 3 et / = 4 sont les deux valeurs de x et de / propres à vé-
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rifler l’énoncé de la question. En effet, l'on a
L’opération qui vient d’être exécutée, et au moyen de laquelle on obtient les valeurs des inconnues propres à satisfaire à des équations données, est connue sous le nom d'rliminntion, parce ([u’en effet elle consiste à cha.sser l’une dos inconnues par des transformations permises que l’on exécute sur les équations proposées.
La méthode précédente a beaucoup d’analogie avec la réduction des fractions au même dénominateur; aussi est-elle, comme cette dernière opération, susceptible de quelques simplifications.
Soient, pour nouvel exemple, les deux équations
8j — ai7'=33, 6x -I- 35.y = 177.
Pour rendre les deux coefficients de j égaux, remarquons que 21 et 35 ont un facteur commun 7 ; il suffit donc de multiplier la première équation par 5, et 1a seconde par 3 ; ce qui donne les deux nouvelles équations
4ox — io5_r = i65, i8x-i- io5v = 53i,
équations qui, ajoutées entre elles, donnent
58x = 696, d'où x = i2.
Pareillement, les deux coefficients de x renferment le facteur commun 2 ; ainsi, il suffit, pour rendre ces deux coefficients égaux, de multiplier la première par 3 et la seconde par 4 ; ce qui donne
Retranchant la première équation do la deuxième, on trouve
2o3ji' = 60g, d’où r = 3.
N. B. — Il est très- important do reconnaître si les coefficients ont dos facteurs communs, puisque, dans ce cas, on a des calculs plus simples à effectuer.
Soient, pour troisième exemple, les équations
4“t HX — 8 —
Iz
Il faut d’abord faire disparaître les dénominateurs d’après la règle (ié),
I — . -JSgitizecÜJïXIoo^l:
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ou réduisant ou bien
8x — 48 -s- C_)- H- i2x= gü — g.»'-t- 1, > — 3x -I- Il = I — lAx-i- 36,
aox -t- 1 5.1' = 145, gx-Hj = a5,
4x -I- 3j' = 29, gx -f- - a.5.
Multipliant par 3 la seconde équation, et retranchant du résultat la première, on trouve
a3x = 40; d'où x = a.
Mais on a d’ailleurs
_jf=î5 — gx; donc _>■ = 25 — g x 2 = 7.
oi. Considérons actuellement le cas de trois équations à trois inconnues.
Soient les équations
5x — 6_u-i-42=i5, 7x 4.*' — 3: = ig, 2 x -i- v 4- G; = 40.
Pour éliminer z entre les deux premières é(iualions, il faut multiplier la prt'mière |>ar 3 et la seconde par 4, puis ajouter les deux résultats (puisque les coefficients de z sont de signes contraires), ce qui donne jiour nouvelle équation
Multipliant la seconde équation [lar 2 (l’un des facteurs du coefficient de zdans la troisième), et ajoutant le résultat avec la troisième, on a
lOx -I- 9_j- = 84.
I.a question est donc ramenée à trouver d’abord les valeurs de xet de/, propres à satisfaire à ces nouvelles équations.
Or, si l’on multiplie la première par g, la second par 2, et qu’on ajoute les deux résultats, on trouve
4igx=i257; d'où l'on tire x = 3.
On pourrait, à l’aide des doux équations en x et déterminer .> comme on a déterminé x; maison parvient plus simplement à la valeur de_), en observant que la dernière de ces équations devient, lorsqu'on y met pour x sa v'aleur,
t- gj‘= 84, d’où l'on tire v
Do même, la première des trois équations proposées devient, lorstpi on
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y rpmplao; x cl .) par leurs valeurs,
i5 — 24 4 2 = i5, d'où î = -î^ = 6.
En gi'^néral, soit un nombre m d'équalions à |>areil nombre d'inconnues. Pour trouver les valeurs des inconnues, combinez successiccmcnt une queleo/if/iie fies éi/itulions avec eluicune tles {ni — 1) mit res, de manière a éliminer la mrme Incomiiu’. f'oiis obtenez ainsi (m — 1 ) nnueeUcs équations renfermant [m — 1) inconnues, sur lesquelles xhuis opérez eomme sur les équations pro/msées; r'est-n-dirc que vous éliminez une nouvelle inconnue en eombinant rime de ces nouvelles équations avec les {ni — 2 ) autres, ce qui donne {m — 2) équations renfermant ( w — 2) inconnues. Continuez cette suite d'iqu-rations jusqu’à ce qu'cnpn vous /larveniez à une seule équation qui ne renferme plus qu’une inconnue, et de laquelle vous tirerez facilement la valeur de eette inconnue. A pris quoi, remontant de proche en proche jusqu’à l’une des équations pro/msées, 7>oiis déterminez successivement les valeurs des autres inconnues.
53. La méthode d'élimination que nous venons d’exposer est connue sous le nom de méthode />nr addition et par soustraction, parce qu'en effet on parvient à chasser les inconnues [xir des additions et soustractions, après avoir toutefois préparé les équations de manière qu’une inconnue soit affectée du même coefficient dans toutes les deux.
Il existe encore deux autres méthodes principales d’élimination. La première, ap|)cléc métluHle par substitution, consisU" à tirer de l’une des équations la valeur d’une inconnue, comme si les autres étaient déjà déterminées, et à substituer celte valeur dans les autres équations, ce qui donne lieu à de nouvelles équations qui renferment une inconnue de moins, et sur lesquelles on Ojière comme sur les équations proposées.
La seconde, ap|)elée méthode par comparaison, consiste à tirer les valeurs d'une môme inconnue, de toutes les équations, et à égaler ces valeurs deux à deux; ce qui donne nécessairement lieu à de nouvelles équations renfermant une inconnue de moins, sur lesquelles on opère comme sur les équations proposées.
Mais ces deux méthodes ont un inconvénient que n’offre pas 1a méthode par addition et soustraction, c’est de donner lieu à de nouvelles équations renfermant des dénominateurs qu’il faut ensuite faire disparaître. On emploie toutefois avec avantage la méthode par substitution, toutes les fois que l’une des inconnues a un coefficient égal à l'unité dans l'une des équations, parce qu’alors l’inconvénient dont nous venons de parler n’a plus lieu. Nous aurons quelquefois occasion de l'employer. Mais, en général, la méthode par addition et soustraction est préférable; elle présente d’ail-
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leurs cet autre avantage, que, si les coeCBcienls ne sont pas trop grands, on peut faire l'addition ou la soustraction en même temps que la multiplication qui tend à rendre les coefficients égaux.
54. Il arrive souvent que les équations proposées ne renferment i»as toutes les inconnues à la fois. Dans ce cas, avec un peu d’adresse, l’élimination se fait très-promptement.
Soient les quatre équations à quatre inconnues :
ax — 3j -+- az = i3.
4 H — ax= 3o,
4j-h az = i4.
En jetant les yeux sur ces équations, on voit que l’élimination de z entre les équations (1) et (3) donnera une équation en jret^ ;et si l’on élimine u entre les équations (») et ( 4), on obtiendra une seconde équation entre ,r et_y; ces deux dernières inconnues peuvent donc être déterminées aisément. D'abord, l’élimination do z entre (i) et (3) donne
7^--ax = i;
celle de u entre (a) et (4) donne
ao_r -t- 6x = 38.
Multiplions la première de ces deux équations par 3, et ajoutons; il vient
4ir=4>, d’où r=i.
Substituant cette valeur dans 7/ — ax = i, on trouve x-Z.
Reportons la valeur de xdans l’équation (a); il en résulte 4« — 6 = 3o, d’où « = 9.
Enfin, la substitution de la valeur de v dans l’équation (3) donne z = 5.
Nous proposons pour exercice les cinq équations suivantes :
7x — az -I- 3h = 17,
4/— az -I- r = II,
— 3x — au = 8,
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qui donnent, pour les valeurs des inconnues,
an. Dans tout ce qui précède, nous avons supposé le nombre des éiquations é^al nu nombre des caractères employés pour dési^mer les inconnues. Il doit en être ainsi de tout problème à plusieurs inconnues, pour qu'il soit tUHermhw, c’est-à-dire ]iour qu'il n'admette pas une infinité de .solutions.
Kn effet, sup[Kisons, par exemple, qu’un problème à deux inconnues x,r conduise à l'équation unique â.r— 3/= la; on en déduit
Or, si l'on fait successivement
il en résulte
, i8 ai a4 ay
et tous les systèmes de valeurs
mis pour x et / dans l'équation, y satisfont également.
Si l’on avait deux équations à trois inconnues, on pourrait d'abord éliminer l’une des inconnues à l’aide des équations jiroposées, et l’on parviendrait ainsi à une équation (|ui, renfermant deux inconnues, pourrait être satisfaite par une infinité do systèmes do valeurs prises pour ces inconnues; d'où l’on déduirait également une infinité de valeurs pour la troisième inconnue. Donc, en général, pour qu’un problème soit détcrmiiw, il faut que son énoncé renferme un nombre do conditions différentes, au moins égal à celui des inconnues, et que ces conditions puissent être exprimées chacune jiar une équation. Au reste, nous reviendrons plus loin sur les questions qui donnent lieu à un nombre d’équations essentiellement lUffércntcs, moindre que celui des inconnues.
5G. Passons à la résolution do nouveaux problèmes à deux ou un plus grand nombre d’inconnues.
Sixième problème. — Une personne possède un capital de 3oooo francs qu’elle fait valoir à un certain interet; mais elle doit une somme de aoooo francs dont elle paye un certain intérêt différent du premier : l’intérêt qu'elle retire surpasse relui qu’elle paye de 8oo francs. Une seconde personne /jossede 35 ooo francs qu'elle fait l'aloir au second taux
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fl’intérrt; iiiiiis elle doit une somntr de î4 000 francs dont cite pare /'interet (/'après /c premier taux; /'intérêt tju'c//e retire surpasse cr/iii qii’id/e paye de 3io francs. — On demande /es deux taux d'intérêt.
.Soiution. — Soient x et j les deux taux d’intérêt (lour 100 francs. Pour obtenir l'intérêt de 3oooo francs au taux désigné par x, il faut établir la pro|K)rtion
1 00 ; X . ; 3o 000 ; ou3oox.
On obtiendra de même, pour l'intérêt do 20000 francs, au taux désigné par.i, ou 200). Mais, d'apres l'énoncé, l'excès du prender intérêt
sur le second est égal à 800 francs. On a donc pour première équation du problème
3oox — 2oo_)' = 800.
Fn traduisant algébriipiement la seconde condition du problème, on parviendrait à la nouvelle équation
35or — 240 X = 3 10.
Maintenant, les deux membres dc la première équation étant divisibles par 100, et ceux de la seconde jiar 10, on peut remplacer les deux équations par celles-ci :
Pour éliminer x, mult^iplions la première ét|uation par 8, et ajoutons; il vient
•9.’' = 95> d'où y = 5.
HemplaçanI .V |iar sa valeur dans la première équation, on trouve 3x — 10 = 8, d'où X = 6.
Ainsi, le premier taux est G pour 100, et le second 5.
En elTet, 3oooo francs placés à 6 pour 100 donnent
3oo X G ou 1 800 fr,,
3oooo francs placés à 5 pour 100 donnent
200 x 5 ou 1000 fr.,
et l’on a
On vérifierait de même la seconde condition.
f>7. Voici les énoncés do nouveaux problèmes à une et à plusieurs inconnues, sur lesiiuels nous engageons les commençants à s'exercer.
CHAPITRE II
Septième problème. — Vn ouvrifr prnl fnirr un cfrtnin ouvrage exprimé /Hirn, dans un lempt exprimé par b; un second ouvrier, l'ouvrage c dans un temps d; un troisième, l'ouvrage e dans un temps f. — On demande iptel temps il faut aux Irai s ouvriers, travaillant ensemble, jyour faire l'ouvrage g^
Réixmse.
_ ^Ifp
~ ndf -f- üf ■+■ bde
(On |)eut prendre, pour fixer les idte, le métro pour unité d’ouvrage, et le jour pour unité do teni[)s.)
Application : a—i-f", b — ÿ; c = 35", r/=G*; c = 40", /=ia’; g = 191"; on doit trouver x = 12*.
Ili'iTiÈME PROBLÈME. — On a de l'eau de mer qui, sur 3a kilogrammes, eoulient 1 kilogramme de sel. — Combien faut-il ajouter d'eau douée à ces 32 kilogrammes //our que, sur 32 kitngrammes du nouveau mélange, la
quantité de sel soit réduite h ^ de kilogramme.
(Rép. 224 kil.)
Neuvième probi.ème. — Une montre marque midi. — On demande eombicn île fois les aiguilles des heures et des minutes se rcncnntremnt depuis midi jusqu’à minuit, et à quelle heure se fera chaque rencontre.
(Rép. Nombre des rencontres , ii; 1" rencontre, a i’’5".^; 2* rencontre, <i 2" io"y7 , 3', (V 3“ 16".^;. . lo', à io’’54"-;*r > ' '*i " minuit.)
Dixième problè.me. — Un nombre est conqmsé de trois chijfres. La .somme des chijfres est \i , le chjfre des unités est double de celui des centaines; et quand on ajoute 297 « ce nombre, on obtient une somme qui est le nombre renversé, — Quel est le nombre qui jouit de cette propriété ? (Rép. 326.)
OxziÈME PROBLÈME. — U UC personne qui imssède 100000 francs les fait valoir, une partie à 5 pour 100 et l’autre partie à 4 jxiur 1 00 ; elle retire pour le tout 4640 francs d’intérêt. — On demande les deux parties.
(Rép. 64000 francs et 36ooo francs.)
Douzième problème. — Une personne possède un certain capital qu'elle fait valoir à uneertnin intérêt . Une autre i>cr.sonnc qui possède loooofrancs de plus que la première, et qui fait valoir son bien de 1 pour 100 plus avantageusement qu'elle, a un revenu plus grand de Soo francs. Une troisième personne qui possède 1 5 000 francs de plus que la première, et epU fait valoir son bien de 2 pour 100 plus avantageusement cpielle, a un re-
Digilized by Googl
THÉORIE DES QUANTITÉS NÉGATIVES
58. L’emploi des signes algébriques pour résoudre les problèmes donne souvent lieu à des circonstances singulières qui embarrassent au premier abord ; mais, en y rénéchissant, on parvient à les expliquer, et môme à en tirer parti pour généraliser encore davantage la langue algébriijuc.
Proposons-nous cette première question : Trouver un nombre qui y ajouté au nombre by donne pour somme le nombre a.
Solution. — Soitx le nombre cherché; on a évidemment, pour équation,
b ->r X ~ Uy d’oii X — a — b.
Cette expression ou formule donnera la valeur de x dans tous les cas particuliers du problème proposé.
Soit, par exemple, « = 47» ^ = 29; il vient x = 47 — 29 = 18.
Soit encore « = 24, ^ = 3i ; il vient x~ i \ — 3i.
.Comme 3i est égal à 24 -h 7, cette expression de x peut se mettre sous la forme .r = 24 — '^4 — 7, ou réduisant, x = — 7. Cette valeur obtenue pour X est ce qu’on appelle une solution négative. Mais comment l’interpréter.
En remontant à l’énoncé du problème, on voit qu’il est impossible que 3i augmenté d’un autre nombre donne pour somme 24, nombre plus petit que 3i. .\insi, aucun nombre ne peut vérifier l’énoncé dans ce cas particulier. Cependant si, dans l’équation du problème, 3i -h x = 24, on met à la place du terme -4- x la valeur négative — 7, il vient 3i — 7 = 24, équation exacte qui veut dire que le nombre 3i diminué de 7 donne pour diflérence 24.
La solution négative y x — — 7, indique donc l’impossibilité de satisfaire à l’énoncé du problème dans le sens où il a été établi ; mais on considérant cette solution indépendamment de son signe, c’est-à-dire supposant X = 7, on voit qu’elle satisfait à l’énoncé modifié ainsi ; Trouver un nombre qui y retranché de 3i, donne pour différence 24, énoncé qui diffère du premier, Trouver un nombre qui y ajouté à 3i, donne pour somme 24, en ce point seulement que le mot ajouter se trouve remplacé par le mot retranclwry et le mot somme par le mot différence.
CnAPITIlK II.
Si l'on veut rfeouriri' la nouvpllc question directement, il n'y a qu'à poser ré>]uation
3i — .j=a4> d'où 3i — a.{ = a:, ou ■r = y.
Soit encore proposé ce prolrléme : Un }>èrr a un nnmhrc n d'onnees ; snn fds rn a un ntnulirr h. — On drmamtc dans roinlnrn d'années l'âge du Jih sera te qunri de relui du père.
Suint ion.
I)>’‘si);nons par x le nondire d'années cherché -, a + x ci b x expriment ■es|H’cti\ ement les âges du i>ère et du fils au bout de ce nombre d'années ; ainsi l'on a l'éipiation
d'oi'i
Supjajsons a = 54. /' = 9 1 d vient
Imi cffcl, le péro ayant acluellement .54 ans et le fds 9, dans 6 ans le pore aura (io ans et son fils 1 5 ; or 1 5 est égal au quart de Go ; donc j- = G satisfait à l'énoncé.
Actuellement, supposons n= 45, i = i5; il vient _ 45 — 60
On réduit cette expression à x — 5, en elTcctuant autant que possible la soustraction indi(piée [tar 45 — (!o, ce qui donne — 1 5, et divisant — 1 5 par 3, d'après la règle éuddie (2.") pour la division algébrique. Mais comment interpréter la solution nrgatice.r = — 5?
Kemontons à l'équation du problème, qui, dans le cas particulier que
nous considérons, est 1 5 -t- x =
Klle renferme une contradiction
manifeste; car le second membre revient à et chacune do ces
deux parties est plus iietite (lue chacune des deux parties du premier membre. Mais si l’on remplace dans l'équation, x -f- par — 5, il vient
OU
IO
équation exacte qui veut dire que si, au lieu d'ajouter un certain nombre d'années aux deux âges, on en retranche 5 ans, l'âge du fds sera le quart
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(le celui du père. Ainsi, la solution que l’on vient de trouver, étant consi dértk* indépendamment de son signe , satisfait à ce nouvel énoncé : Un père « 45 ans, ann fils en n i5. — On rleninndc à quelle èjmquc l’âge du Jih n rlé le quart de eelui du père.
L’équation de ce nouvel énoncé serait
d'où l’on tirerait Co — 4-v = 4é — x, et x = 5.
On voit en elTct, pour jieu qu’on réllécliisse sur l’énoncé du problème, que le rapf)orl de l'égo du fils ù adui du père étant actuellement
ou l’égc du fils ne [icut plus devenir le quart de celui du père; mais il
l’a été précédemment, parce que, comme on l’a prouvé (G) d'une manière générale, si l’on ajoute aux deux termes d'une fraction un mémo nombre, la fraction augmente toujours de valeur. Au contraire, elle diminue de valeur quand on retranche un même nombre de chacun de ses deux termes.
.GO. En nous laissant conduire par l’analogie, nous pouvons établir ce principe général :
1° Toute t'aleur nègatiee trouvée /xmr l’inconnue d’un problème nu premier degré indique un vice dans le Sens des conditions de renoncé, ou, du moins, dans l'équation qui en est la traduction algébrique. (f~oyez la remarque du n" GO.)
Celle l’aleur, nbstraelion faite de son signe, peut cire regardée comme la ré/xmse à un problème dont l’énoncé ne diffère de celui du problème proposé qu'en ce que certaines quantités, d'additiees qu'elles étaient, sont deeenues soustractives , et réciproquement.
Démonstration. — I.a première partie de ce principe est facile à démontrer. En effet, si l’on trouve pour x une valeur négative, cela provient nécessairement de co que, par la nature môme do l’équation établie, on a été conduit à soustraire un nombre plus grand d’un nombre plus petit, o/ération inexécutable. C’est ainsi que les valeurs x = — 7, x = 5 sont provenues ( ,08) des équations
Or si aucun nombre absolu (*) mis pour x ne |x!ut vérifier l’équation à
(*) Ou appvtto nombre absolu tout nombre considéré indépendamment du signe de l'atidilion on de la soustraction.
CaAPlTEB II.
laquelle on est parvenu en exécutant sur celle du problème les transformations indiquées (43, -il), il faut ()uo cette première é(]uation ne puisse elle-même être vérifiée dans le sems où elle a été formée; car l’exactitude de ces transformations est bien constatée pour toute équation susceptible d'étro vérifiée par un nombre absolu qu'on y mettrait jK)ur l'inconnue.
Souvent l'im|K)Ssibililé de résoudre la question ou l'équation , dans le sens où elle a été établie, est évidente à la seule inspection, soit de(l'énoncé, soit de l'équation ; les deux problèmes précédents en sont des exemples. D’autres fois, cette impossibilité est difficile à découvrir; mais la suite des calculs finit toujours par la mettre dans tout son jour.
Passons ù la seconde jiartie du principe.
Observons d'abord que si, dans l’éiiualion, l’on remplace x par — j:, tous les termes renfermant x, s’ils sont additifs, deviendront soustractife, et réciproquement ; car si l'on a, par exemple, le terme -t- «x, en mettant — X à la place de x, il deviendra -t-a x — x, ou — ox. De môme, si l'on si l'on a le terme — bx, il deviendra — b x — x, ou h- bx. .\insi, en traduisant en langage ordinaire la nouvelle équation, on aura nécessairement un nouvel énoncé qui ne différera du premier ([u'en ce que certaines quantités, d'additives qu'elles étaient, seront devenues soustractives, et réciproquement.
Il reste à faire voir maintenant que la substitution de — x à la jilace do X dans l’é-quation donne lieu au résultat x = /;, si l’on avait d'abord obtenu x = — p (/> est ici regardé comme un nombre absolu).
Or, quelle que soit l’é()uation primitive du problème, on peut toujours, par des transformations connues, la Supposer ramonée à la forme « x = — b (a et b étant des nombres absolus).
De celte équation, l’on tire
— ou x = — -, ou bien enfin x = — p,
P exprimant le nombre absolu Mais si l'on met — x à la place de x
dans l’équation primitive, on parviendra, en opérant sur la nouvelle équation comme sur la première, à l’équation
— ax = — b\ d'où x = — -1 ou X = ou enfin x =z p.
(*) I/cnoncé du principe précédent et une partie de la démonstration sont extraits de l’ouvrage intitulé : Rc/Uxiotn sur la métaphysique du Calcul infinitésimal, 4* édition, par CxANor. (Paris, Gauthicr-Villars ; 1860. Prix : 4 ff*)
Digilized by
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On voit, par ce qui précède, de quelle manière on doit interpréter les solutions négatives. Elles peuvent être regardées, abstraction faite de leur signe, comme des réponses, non aux questions telles qu’elles ont été établies, mais à des questions do même nature, dont certaines conditions ont été modiQées ; et, pour obtenir le nouvel énoncé, le moyen le plus silr est de remonter à V équation du problème, d’y changer x en — .r, puis de traduire en langage ordinaire la nouvelle équation. [Foyez le n° 71 pour la démonstration du même principe , dans les équations du premier degré à plusieurs inconnues.)
60. Remarque. — Le principe qu’on vient d’établir n’est rigoureusement vrai que pour les équations, et il ne l'est pas toujours [MDur les énoncés des problèmes, c’est-à-dire que tel problème peut avoir un énoncé exact, lors même qu’en résolvant l’équation établie on parvient à une valeur négative. Cela tient à ce que l'algébriste, dans l'application de ses méthodes à la résolution d’un problème, prend souvent certaines conditions dans un sens opposé à celui où elles devraient être prises; et, dans ce cas, la solution négative qu’il obtient redre.sse le point de vue sous lequel il a envisagé ces conditions, .àinsi, l’é(|uation est vicieuse, quoique le problème soit susceptible d’être résolu ; et ce n'est que lorsque l'équation est la traduction fidèle de l'énoncé et du sens de toutes scs conditions, <iue le principe est applicable aux énoncés. Nous en verrons des exemples [lar la suite; mais c'est principalement dans les applications de l’.àlgèbre aux questions de la Géométrie que le principe est applicable aux équations plus qu'aux énoncés eux-mêmes.
Au reste, pour j)eu qu’on réHécbisse sur la démonstration qui en a été donnée, on verra que les raisonnements portent plutôt sur les éfjuations que sur les énoncés dont ces éfiuations sont regardées comme la traduction algébrique.
61. Dans la démonstration précédente, on a été conduit à multiplier -t- a par — .r, à diviser — b par -t- n, — b par — n; et l'on est parvenu aux résultats en appliquant aux monômes les règles des .signes établies pour la multiplication et la division des polynômes. Il peut paraître, au premier abord, néces.saire de démontrer ces règles par rapport aux monômes isolés; et c'est en cfTet ce que font presque tous les auteurs. Mais les démonstrations qu’ils en donnent n’ont que l’apiairence de l'exactitude, ou laissent beaucoup de vague dans l’esprit. Nous dirons donc que l’on a étendu aux quantités monômes les règles des signes établies et démontrées pour les polynômes , afin de donner une interprétation aux résultats singuliers que fournit l’Algèbre. En n’ admettant point celte extension, on se priverait d’un des principaux avantages de bt langue
CHAPITRE II
ol^éhriquc y lequel consiste à embrasser flans luic seule et meme formule les solutions rie plusieurs questions de meme nature y mais dont les énoncés diffèrent par le sens de certaines conditionSy c*est-à-dire en ce que certaines quantités sont additives dans les uns et soustractives dans les autres y et réciproquement ,
L’extension aux quantités monômes, des règles établies pourjes polynômes, peut toutefois être motivée par les considérations suivantes :
La démonstration exposée (17), pour la multiplication d’un binôme a — b par un binôme e — r/, suppose évidemment « > ô et c > d. Si le contraire a lieu, ces raisonnements n’offrent plus à l’esprit aucun sens rigoureux; et cependant la règle des signes une fois établie, on ne songe pas à la révocjuer en doute, quels que soient les rap[)orls de grandeur de
Cela pose, le produit de /r — ô par c étant ac — bc^ il s’ensuit que le produit d'une expression négative a — b [a étant > ô) par une quantité jmsitive c est néf;atif.
De môme, le produit de b par e — d étant bc — bd^ il en résulte que le produit trune quantité /tositivc b par une expression néf^atice c — d (r étant < d) est négatif.
Enfin, le produit de a — b par c — d étant, comme on l’a dit,
ac — bc — ad -f- bdy
expression qui peut se mettre sous la forme
bd — atl — bc ac, ou d [b — a) — c [b — a),
si l’on suppose d > r, et b > a ou b — a positif, il en résulte néce^ssairement
d[b — a)'p^ c[b — a), et par conséquent tl{b — a) — c[b ~ a)
|)Ositif. Donc le produit (ïune expression négative a — b par une expression négative c — d éUmt <| ô et r < d) est positif.
C’est d’ailleurs là ce qui constitue l’un des caractères distinctifs de l’Algèbre. En Arithmétique comme en Géométrie, les raisonnements portent toujours sur des êtres réels que l’esprit peut saisir, tandis qu’en Algèbre on raisonne et l’on opère le plus souvent sur des ôtres imaginai rcs, ou sur des symboles présentant des opérations inexécutables; mais l’exaclitude des résultats (|u’on obtient par ce moyen, et auxquels on parviendrait également par des procédés plus rigoureux, mais beaucoup plus longs, justifie suffisamment la marche qu’on a suivie.
C2. Comme les règles des signes, relatives aux monômes, sont d’un usage
THÉORIE DES QUANTITÉS NÉGATIVES
continuel en Algèbre, il est è propos d’en présenter ici l'enseinble. D'ailleurs, nous en verrons dériver de nouvelles expressions propres au langage algébrique.
Commençons par l'addition et la soustraction.
Pour ajouter i ou —b avec une quantité exprimée par «, il faut écrire a b ou a — i, c'est-à-dire écrire les deux iiioriôiiics riiii îi la suite lie l'autre avec leurs signes respectifs, [ynyez n" 13.)
Pour soustraire -+- i ou — b de n, il fi^iit écrire a — b oxi n + b, c'està-dire changer le signe du monôme à soustraire, et l'écrire avec son nouveau signe à la suite de celui dont il faut soustraire, (f'ojez n“ 14.)
Quant à la multiplication et à la division
-r a X b ou — a X — b donne pour produit -h nb )
— a X -t- b ou s- ax — b donne pour produit — ab )
s- a s- b o\\ — n — b donne pour quotient -i- ^ |
— a : -y- b ou a ; — b donne pour quotient — ^ l
Ces règles donnent lieu à quelcpies remarques importantes : i" En Algèbre, le mot ajouter ei le mot somme ne doivent pas toujours, comme en Arithmétique, entraîner avec eux l’idée d’augmentation; car le résultat a — b, de l'addition de — b avec a, est, à proprement parler, une dilTérence entre le nombre d’unités exprimé par a et le nombre d’unités exprimé par b ; par cons<V|uent, ce résultat est moindre que a. Pour distinguer cette espèce de somme d'une somme arithmétique, on lui donne le nom de somme algébrique, .\insi, un polynôme tel que
%(é — Zedb -I- 3rtèc — irt’c
est une somme algébrique, en tant <[u'on le regarde comme le résultat de la réunion des monômes an’, — 3n’ô, -i- 3nic , — anV, avec leurs signes respectifs; oison acception propre est la différence arithmétique entre la somme des unités contenues dans les termes soustractifs.
Il résulte de là qu'une somme algébrique peut, dans les applications, se réduire à un nombre, positif ou négatif, moindre en valeur absolue que chacun des nombres qui constituent cette somme.
a” I.e mot soustraire et le mot différence n’offrent pas toujours l’idée do diminution ; car la différence entre -+- n et — 6 étant as- b, surpasse le nombre a ; c'est une différence algébrique, parce que le résultat jiout être mis sous la forme a — ( — b).
Au moyen de ces dénominations, les valeurs négatives peuvent être regardées comme des réponses aux questions. Par exemple, dans l’équation
CHAPITRE II
3i X = a4i I* résultat x = — 7 indique qu’il faut ajouter — 7 à 3i pour obtenir a4 ; et en effet, 3i — 7), ou 3i — 7, est égal à 24.
Pareillement, dans l'équation i5 -i- x =
le résultat x = — 5
indique qu’il faut ajouter — 5 aux deux âges, pour que l’âgo du fils soit le quart de celui du père. En effet, on a
i5 + ( — 5) ou i5 — 5 = 10, 45 4- ( — 5^ ou 45 — 5 = 4o-
63. La nécessité d’employer les expressions négatives dans les calculs algébriques, et de les soumettre aux mémos opérations que les quantités absolues, a conduit les algébristes à deux autres propositions qui seront par la suite d'un usage très-fréquent. En voici l'énoncé : Toute rjuuntUê négatii'e — a est plus petite que o ; et de deux qiinulilés négatives, lu plus jsetite est celle dont lu valeur absolue est la plus grande.
Ainsi, a étant numériquement plus grand que b, on a
— rt < O et — O < — b.
Pour nous rendre compte de ces deux propositions, observons qu'en général, si d’un même nombre on retranche une suite de nombres de plus en plus grands, les restes doivent être do plus en plus petits. Cela posé, prenons au hasard un nombre entier, 6 [«r e.xemple, et de ce nombre retranchons successivement i, 2, 3, 4, 5, G, 7, 8, 9,...; on trouve, en écrivant les différences sur une même ligne.
6 — 1, 6—2, 6 — 3, 6 — 4i — 5, 6 — 6, 6 — 7, 6 — 8, 6 — 9, — , ou réduisant,
D’où l’on voit que — i doit être regardé comme plus [letit que o, puisque celui-ci exprime l'excès de 6 sur lui-même, tandis que — 1 exprime l'excès de 6 sur un nombre plus grand.
Par la même raison, — i est plus grand que -2,-3 est plus grand que — 4, quoique les valeurs numériques des premières expressions soient moindres que celles des dernières.
Autrement. — Dès que, pour interpréter tous les résultats singuliers que fournit la résolution algébrique d'une question, l'on est convenu de considérer les expressions négatives comme des quantités, il faut qu’en les soumettant aux mêmes opérations que les nombres absolus, on puisse parvenir à des résultats exacts. Or on peut regarder comme un axiome, que, si un nombre a est plus grand qu’un autre b, et que l’on ajoute à
JOjgiligoa hy
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chacun un même nombre rf, le premier résultat, a -t- tl, est plus grand que le second, b -t- d.
Cela posé, en admettant les inégalités o > — n, et — a > — (a -h m) (rt et m sont ici des nombres absolus), si l’on ajoute aux deux membres de chacune d'elles a + m, on trouve
n + ni'^ m et ni > o, ce qui est exact. .\u contraire, si l’on posait
o< — Il et — rt < — (n-t-ni),
il en résulterait
« -t- /« < III et III < o,
ce qui serait absurde.
En général, on doit admettre les deux propositions précédentes si l’on veut pouvoir opérer sur tes cx/jressioiis négatives comme sur les quantités absolues. Ces propositions sont, au reste, une espèce de Inciiiiim algébrique analogue à celles dont nous nous servons souvent dans le langage ordinaire. Nous disons tous les jours : Telle personne n moins que rien, pour exprimer qu’elle doit plus qu’elle ne possède; et de deux personnes qui, ayant la même fortune, doivent plus qu’elles ne possèdent ; La plus riche est celle qui doit le moins.
Discussion des problèmes du premier degré à deux ou plusieurs inconnues.
64. Lorsqu’on a résolu un problème généralement, c’est-à-dire en représentant les données par des lettres, on peut se proposer de déterminer ce que deviennent les valeurs des inconnues, pour des hypothèses particulières faites sur les données. La détermination de ces dilTérentcs valeurs, et l’interprétation des résultats singuliers auxquels on parvient, forment ce qu’on appelle la discussion du problème.
Voici une question dont la discussion offre à peu près toutes les circonstances qui se rencontrent dans les problèmes du premier degré :
Treizièiie problème. — Deux courriers partent en même temps de deux points dijférents A et B, d’une même ligne AR, et se dirigent dans le même sens AB. Le courrier qui part du point A fait m kilomètres par heure, et le courrier qui part du point B en fait n. — On demande à quelles distances des points K et h les deux courriers se rencontreront.
CHAFITHE II.
Solution. — Soit R le point de rencontre; appelons x et 7 les dislances inconnues AU et BR, exprimas en Lilomètres, et « la distance AU qui sépare les deux courriers au moment de leur départ. On a é\idemmont, pour première équation,
(I) .r-7=rt.
Mais III et 11 exprimant les nomlires de kilomètres faits par heure (ce sont les vite.f.\es rcspi'ctives des deux courriers), il s'ensuit que tes temps
employés pour parcourir les espaces .r et. r sont marqués par et
d'ailleurs, ces deux temps sont égaux. Ainsi, l'on a, pour seconde équation du (iroblème,
J- _ V III II
ou bien
(•2) nx — myzzzo.
Combinant les équations (1) et (a) entre elles, d'après les méthodes connues d'élimination, on obtient
mu un
m — U III — Il
valeurs qu'il est aisé de vérifier.
Disemsinn. — Tant que l’on supposera ni > n, d'où ni — « > o, ou |)ositif, ces valeurs seront positives, et le problème sera résolu dans le sens propre de son énoncé. En cfTel, si le courrier A est supposé aller plus vite que le courrier B, on conçoit qu’à chaipie instant il gagne du chemin sur celui-ci; l'intervalle qui les .séparait d’abord diminue de plus en plus, jusqu’à ce qu'enfin il s'anéantisse tout à fait; et alors les deux courriers doivent st! trouver au même point de la ligne qu’ils parcourent.
Mais si l’on suppose ni < n, d'où m — « < o ou négatif, les valeurs sont à la fois négatives et deviennent
nin un
n — III n — III
Pour interpréter ces résultats, observons qu'il est impossible que les deux courriers se rencontrent s'ils .sont /lanis en mémo temps des points A et B, comme on l'a supposé, l'intervalle qui les séparait ne faisant qu'augmenter à chaque instant. Mais cette condition de leur départ simultané, n'étant pas de nature à être exprimée algébriquement, n'entre jwur rien dans les équations du problème, qui sont restées tout à fait indépen-
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dantes de celte restriction. Si donc on suppose que les courriers, parvenus en même temps, l’un au point A, l'autre au point B, se meuvent déjà depuis un temps indéfini sur la ligne et dans le sens AB, alors il est clair qu’ils auront dû se rencontrer antérieurement en un point R' du prolongement de BA, qui est précisément celui que déterminent les valeurs de x et de y. En effet, si l’on met le problème en équation d'après la nouvelle hypothèse, ce qui revient à changer les signes de x et dans les deux équations, conformément au principe établi (59), on'obtient
^ — .r = rt,
équations qui, résolues, donnent
aiii an
Ces valeurs vérifient le nouvel énoncé, dans lequel on suppose que les
courriers se sont déjà rencontrés avant d’être parvenus aux points A et B.
Soit maintenant m = «, d’où m — n = o; les valeurs générales se ré-
, , , am an
duisent a X = — > Y = — •
Comment interpréter ces nouveaux résultats?
En remontant d’abord à l’énoncé, on voit qu’il y a impossibilité absolue d’y satisfaire, c’est-à-dire qu’il ne peut exister de point de rencontre ; car les deux courriers étant à un intervalle a l’un de l’autre, et allant également vile, doivent toujours conserver entre eux la même distance. On
peut donc regarder le résultat ^ comme un nouveau signe d’impossibilité. En effet, si l'on reprend les équations du problème, elles deviennent, dans le cas de m = n,
X — r = rt, — — —, ou X — y— a, X — v=o,
équations évidemment incompatibles.
Cependant les algébrisles regardent les résultats x= =
comme formant une esiiècc de valeur à laquelle ils donnent le nom do valeur infinie. En voici la raison.
Lorsque la différence m — n, sans être tout à fait nulle, est supposée très-petite, les deux résultats — — — sont très-grands.
Soit, par exemple,
ni — n — o,ot, m=3; d’où n = 3 — 0,01 = 2,99.
Jig. D. 6
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Il vient
am 3n
= ‘iooa,
an
Soit encore
OT
d'où n
il en résulte
am
’iooooa,
an
En un mot, tant que la dilTérence des deux vitesses n’est pas nulle, le.s deux courriers se rencontrent; mais les distances du point de rencontre aux deux points do départ deviennent de plus en plus grandes à mesure que cette différence diminue. Donc, si l'on sup/mse cette différence moindre
qu'aucune erandeur donnée, les distances — 1 — — — sont plus ' ° ni — n ni — «
grandes qu'aucune quantité donnée, OU infinies. On dit alors, pour abréger, que si m — n = o, les valeurs qui en résultent.
ani an
sont infinies.
Comme o est moindre quo toute grandeur absolue, il s’ensuit que l'on peut prendre ce caractère pour désigner le dernier état d’une grandeur qui peut décroître autant que l’on veut. De même, comme un nombre fractionnaire est d'autant plus grand quo son numérateur est plus grand par rapport à son dénominateur, il s’ensuit qu’une expression telle ([ue
^ ( A étant un nombre absolu quelconque) est très-propre à exprimer une
quantité infinie, c’est-à-dire une quantité plus grande qu’aucune quantité assignable.
L'infini s’exprime encore par un luàt couché ao ; et, par conséquent, uno quantité moindre qu'aucune grandeur donnée, ou o, peut aussi s’ex- A
primer par — ; car une fraction est d’autant plus petite que son dénominateur est plus grand par rapport à son numérateur. Ainsi o et ^ sont
des symboles synonymes; il en est do même de ^ et 00 •
Nous avons insisté sur ces dernières notions, parce qu'il y a des questions d’une nature telle, que Vinfini peut être regardé comme une véritable réponse à l’énoncé. On en voit des exemples fréquents dans Yapplication de l'rllgèbre aux questions de Géométrie.
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En résumant ce que nous venons de dire, dans le cas de m = n, on voit qu’il n’y a pas, à proprement parler, do solution du problème, en nombres finis et Héterminês ; mais on trouve des valeurs inCnies pour les inconnues.
Si, à l’hypothèse m = ri, on ajoute celle-ci, « = o, les deux valeurs deviennent
Quel sens doitron attacher à ce nouveau résultat?
Reprenons l'énoncé et observons que, si les deux courriers partent du même point et vont également vite, ils doivent être toujours ensemble, et, par conséquent, se rencontrer en tous les points de la ligne qu’ils parcourent. Et, en effet, les é<iuations deviennent, dans la double hypothèse de m = n, a = O,
X — r—0, — = O, ou X — Y — O, X — r=o,
•''mm
équations qui rentrent l’uno dans l’autre. Ainsi la question est tout à fait indéterminée (85), puisqu’on n’a réellement qu’une é<{uation entre deux inconnues.
L’expression ^ est donc, dans ce cas, le symbole <l’ une inrlétenninetion élans l’énoncé.
Si les deux courriers ne vont pas également vite, c’est-à-dire que l’on ait m > ou < n, mais qu’on suppose a = o, on trouve pour valeurs x = o,y=o.
En effet, les courriers, partant du même point, et ayant des vitesses différentes, ne peuvent évidemment se trouver ensemble qu’au point de leur départ.
Les hypothèses précédentes sont les seules qui conduisent à des résultats remarquables. Elles suffisent d’ailleurs pour faire voir aux commençants do quelle manière l’Algèbre répond à toutes les circonstances de l’énoncé d’un problème.
Nous généraliserons bientôt 1a discussion précédente; mais auparavant nous ferons une remarque de la plus grande importance dans les applications algébriques.
65. Lorsqu’un problème a été résolu généralement, on peut, au moyrn des formules ou valeurs trouvées pour les inconnues , obtenir ynr de simples changements ele signe, celles qui conviennent à do nouveaux problèmes généraux dont les énoncés ne diffèrent de celui du problème pro-
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poséque par le sens do certaines quantités qui, d'additives qu’elles étaient, sont devenues soustractives, et réciproquement.
Prenons pour exemple le problème de l’ouvrier, résolu (47). En suppo* sant que l'ouvrier reçoive pour son décompte une somme c, on a les équations
An -I- r _ an — c x-t-y=n, ax—by = c, d’où ^ ^ a b'
Mais si l’on suppose au contraire que, tout décompte fait, l’ouvrier, au lieu de recevoir, doive une somme c, les équations seront alors
X A- y = n, by — ax = c, ou x y = n, ax by =: c
(on a changé les signes do la seconde équation).
Or il est visible que, sans résoudre de nouveau ces équations, on peut obtenir sur-le-c.hamp les valeurs de j et de j qui leur correspondent, en changeant simplement le signe de c dans les valeurs précédentes, ce qui donne
6// — c rt/ï -+- r
‘ Afin do le prouver rigoureusement, désignons, pour le moment, — r par il-, les équations deviennent alors
X ax — by = d,
équations qui ne dillêrcnt de celles du premier énoncé qu’en ce que c est changé en d. Ainsi l’on trouvera nécessairement
bn -k- d an — d
Actuellement, si l’on remplace rf par sa valeur — c, il vient
é/n-(— c) fl/i — (— c).
it a à *
ou bien, en appliquant les règles établies (C2),
an — c _ an c _ a-hb ’ a-t-c
On peut comprendre sous les mômes formules les résultats qui conviennent aux deux énoncés, en écrivant
bn ± c „ _ T Ç a -H i ’ ^ ~ a-\-b
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(Le double signe ± s'énonce plus ou moins; les signes supérieurs correspondent au cas où l'ouvrier reçoit la somme c, et les signes inférieurs à celui où l'ouvrier la doit. )
Ces formules embrassent encore le cas où, tout décompte fait, l'ouvrier et la (jersonne qui l'emploie sont quittes l'un envers l'autre. Il suffit de supposer c = O, ce qui donne
bn an
X = Tl y = T-
Soient encore les deux équations générales
ax-\-bx=c, dx-^fy=g,
provenant de la traduction algébrique d’un problème quelconque. En multipliant la première équation par /, la seconde par b, et soustrayant la seconde de la première, on a
{af—bd)x=zc/—bg, d'où x -
On trouverait de même
ag — al ^ af— bd
Cela posé, pour passer de ces formules :
1° A celles qui conviennent aux équations
ax — by = c, dx-^fy = g,
il suffit de changer b en — b, ce qui donne
cf -t-bg ag — al
a° Aux formules relatives aux équations
ax — by=zc, dx—fy=g,
1 suffit de changer è en — è et/en — /, ce qui donne les formules
— af-\-b<l bd — af' •' bit — af
La démonstration serait absolument la même que celle de l'exemple précédent; nous pouvons donc la passer sous silence.
DU PREMIER DEGRÉ
C6. AGn de pouvoir généraliser la discussion des problèmes du premier degré à une ou plusieurs inconnues , nous allons nous proi>oser d’établir des formules qui puissent représenter les valeurs des inconnues, f)our un système quelconque d’équations renfermant un pareil nombre d’inconnues.
Mais auparavant nous démontrerons un principe général applicable auA équations de tous les degrés, et dont le principe (50) n’est qu’un cas particulier.
Si l’on a deux ou plusieurs équations
entre deux ou plusieurs inconnues x, z, «,...( le nombre de ces inconnues pouvant être diOércnt de celui des équations) ;
I® On peut à Vunc de ces équations, substituer le résultat de la com~ binai son, par addition ou soustraction, de deux ou plusieurs d'entre elles, fjoun'u que l'équation remplacée soit une de celles qui ont été combinées.
Ainsi, à l’équation A = B, par exemple, on i>eut substituer l’une des équations suivantes :
(a) AH-C = B-t-D, ou A — C = B — D, ou A4-C — E = B-f-D— F,. ..
En efl’et, les équations (i) existant pour un certain système de valeurs de X, J, Z, //,. . ., il est clair que chacune des équations (a) doit exister pour le môme système. Réciproquement, tout système qui vérifie l’une des équations (a) et tes équations C = D, E = F, G = H doit nécessairement vérifier l’équation A = B ; car si l’on considère les équations C = D, E = F, G = H, en môme temps que l’équation A-hC — E = B-t-D — F, par exemple, on trouve, en retranchant de celle-ci l'équation C = D, membre à membre, et ajoutant au résultat l’équation E = F, aussi membre à membre; on trouve, dis-je,
A-hC-E-C-hE = B-hD — F-D-4-F, ou, réduisant, A = B.
a® On peut même, avant de combiner les équations (i) par addition et soustraction, multiplier d'abord les deux membres d'une on de plusieurs des équations (i) par un nombre connu.
Car si l’on a A = B, C = D, E = F, on a également
/wA=/«B, «C = «D, /.<E = /?F,
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üt réciproquement : ce qui veut dire qu’au système des équations A = B, C = D, E = F, on peut substituer celui-ci :
/«A = wB, /iC = /?D, /;E=/>F;
et alors rien n’empéche d’opérer ensuite sur ces dernières équations par addition et soustraction.
07. Venons maintenant à notre objet. D’abord, toute équation du premier degré à une seule inconnue peut, au moyen des transformations usitées, être ramenée à la forme
ax = b;
n désignant la somme algébrique des quantités qui multiplient l’inconnue, et b la somme algébrique des termes tous connus.
Cette équation donne
et il est bien évident qu’aucune quantité ditîérente de celle qui est exprimée par ^ ne peut vérifier Téqualion proposée.
Observons, en second lieu, que toute équation du premier degré à deux inconnues peut être représentée par
ax by = c
(«, b^ c étant des quantités entières de signes quelconques).
En effet, si l’équation proposée renferme des dénominateurs, on les fait d’aljord disparaître (44); réunissant ensuite tous les termes affectés de x et tous les termes affectés de y dans le premier membre , puis faisant passer tous les termes connus dans le second membre, on peut désigner la somme algébrique ( 62) des premiers par ax^ la somme algébrique des seconds par by^ et la somme algébrique des derniers par c.
Soient donc proposées les deux équations
(1) ax -h by =
(2) €éx-\-b'y—d.
On obtient, en multipliant la première par b\ la seconde par é, et retranchant le second résultat du premier,
(3) {ab' ba') = cb' — bc' \ d’où x = ^, —•
Observons ici qu’en vertu du principe (66) les équations (i) et (2) pou-
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vent être remplacées par les équations (i) el (3). Or celte dernière donne pour J une valeur unique, qui, substituée dans l’équation (i), ne peut donner qu’une seule valeur pour j. Donc les équations proposées ne sauraient admettre qu’un seul système de ^^leu^s pour les deux inconnues.
La valeur de y peut d’ailleurs s’obtenir directement par l’élimination de X. 11 suffit pour cela de multiplier la première équation par a', la seconde par <7, puis do retrancher le premier résultat du second (afin de conserver pour^ le même dénominateur que pour x). Il vient
(nb'—ba')y-ac'—ca'; d’où
Passons maintenant au cas de trois équations à trois incounucs.
Soient les équations
ax -H by -h cz = d.
a'x + b’ y + f'i = rf'
Pour éliminer z, multiplions la première équation par c', la seconde par e, et retranchons le second résultat du premier ; il vient ainsi
(4) [ac' — cu')x-i- [bc’ — cb')y = ilc' — cW.
Combinant de mémo la seconde équation avec la troisième, on trouve
(5) [u'e' - c'a’)x (b'c'~ cb')y = (Tr’ — c'rl’-,
et l’on doit déjà observer (66) que les étquations (i),(i), (3) peuvent être remplacées par les équations (i), (4), (5).
Actuellement, pour éliminer/, il faut multiplier l’équation (4) par b'c' — c'b’, l’équation (5) par bc'— cb', puis retrancher le second résultat du premier, ce qui donne
[((7c' — crt')( è'c* — c'b’] — (rt'c* — r'n’) {bc' — cé')]x = (tic'- c(l'){b'c’- c'b') - c'd’){bc'- cb'),
ou, effectuant les calculs, réduisant, et divisant par c',
j (ab'c' — ac'b’-hca'b' — ba'c’+ bc'n' — ch'a')x,
' * \ rib'c’-ddb'-c-cil'b'-bd'c’-c-bc’æ—cb'rr,
équation qui donne pour x la valeur unique
= flb'c'—dc'b’-hcd'b'— brtr’-hbc'd’—cb'd’
^ aV c’ — ac'b’-h ca'b' — ba'c’ — cb'a'
ikiügle
DISCUSSION GfiNtRALB DBS tQIJATIONS DU PREBIEB DBGIlfi. 89 D’ailleurs, comme les équations (i), (4), (S), et, par conséquent, les équations proposées peuvent être remplacées par les équations (i ),(4), (6), ai l’on reporte la valeur unique de x dans l’équation ( 4 ), on obtiendra nne valeur unique pour et si l’on substitue le système unique des valeurs de j; et de ^ dans l’équation (i), on obtiendra une valeur unique pour z. On voit donc que les équations proposées admettent un seul système de valeurs pour x, z.
Les valeurs de y et de z peuvent, au reste, s’obtenir directement en effectuant, pour éliminer x et z, ensuite x et y, des calculs analogues à ceux qu’on a effectués pour éliminer / et z.
On trouverait ainsi
ad'c’ — ac'd'-h ca'd’ — da'c’ + dc'n' — cd'a’ aUc’ — ac'b‘ -¥■ ca'b’ — ba'c* + bc'tf — cb' a"' ah'd’ — ad'b’-^ tla'h' — bn’d' -^-bd'a’ — db' rd ab'e^ — ac'b'-h ca'b’ — ba’e’ -t- bc'a' — cb'a’
On voit assez la marche qu’il faudrait suivre si l'on avait quatre équa tiens à quatre inconnues, etc.
68. L’emploi des accents, dans les notations des coefficients, a donné lieu à l’observation d’une règle d'après laquelle on peut facilement retrouver les formules précédentes, sans être obligé d’effectuer l'élimination.
Considérons d'abord le cas de deux équations à deux inconnues. On a trouvé, pour les valeurs,
_ cb’ — bc' _ ne — en’
^ ~ ab' — bu'' ^ ~ ab' — bd
1° Pour obtenir te dénominateur commun h ces deux valeurs, formez avec tes lettres a et b, qui désignent les coefficients de x et de y dans la première équation, les deux permutations nb et ba, puis interposez le signe — , ce qui donne ab — ba-, enfin, accentuez dans chaque terme la dernière lettre : il vient
ab' — ba'.
a” Pour obtenir le numérateur relatif à chaque inconnue, remplacez, dans le dénominateur, la lettre qui désigne le coefficient de cette inconnue, par la lettre qui désigne la quantité toute comme, en laissant toutefois les accents à la même place. D’aprè’s cette règle, ab' — ba' se change en cb' — bc',pour la valeur de x, et en ac' — ca' /mur la valeur dey.
Considérons actuellement le cas de trois équations à trois inconnues.
■ Bigïïi2e<r&> Cloogle
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n, b, c désignant respectivement les coelBcionts de x, y, z, et d les quantités toutes connues.
.1“ Pour avoir le denominuteur commtm, prenez te dénominateur nb — ba, qui convient au cas de deux inconnues [abstraction faite des accents), inlroiiuiscz la lettre c dans chacun des deux termes ab et ba à toutes les places, savoir : à droite, au milieu, et à gauche; puis, interposez des signes alternativement jmsitifs et négatifs ; il en résulte
abc — acb -t- cab — bac -t- ben — cba ;
mettez ensuite dans chaque terme l’accent ' sur la deuxième lettre, et l'accent ' sur la troisième lettre; il vient, /mut le denomirusteur,
ab'c" — ae'b" ca'b" — ba' c' -\- bc'a’ — cb'a’.
a" Pour former le numérateur de chaque inconnue, remplacez, dans le dénominateur, la lettre qui désigne le coefficient de cette inconnue par la lettre qui désigne la quantité toute connue, en laissant les accents à la même place. Ainsi, /mur x, changez a en d; /mur y, b en d ; et /mur z, c en d.
Ce que nous venons de dire peut être regardé comme un résultat d’observation pour deux et pour trois équations. Il serait facile d'établir une loi générale applicable à un nombre quelconque d'équations; mais la démonstration en est très-compliquée, et sort tout à fait des éléments. Nous renvoyons, pour cet objet, à la seconde Partie de \' Algèbre de Garnier, à un ouvrage intitulé ; Complément de la théorie des éqiuitions du premier degré, par M. Desnanot, au Manuel d' Algèbre de M. Terquem, etc.
69. Voyons l'usage qu’on jwut faire de ces formules, dans les applications particulières.
Soient les dcu.x équations
5 X — 7J’ = 34 , Zx — tZy — — 6.
En les comparant aux équations générales,
ax + by = c, a'x ■+■ b' y — c’,
on a
Substituons ces valeurs dans les formules
cl/ — hc' ac' — en'
^ ~ ab' — 6a” ^ ~ ab' — 6a”
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il vient
_ 34x — 13 — ( — 7)x — 6_ — 34xi3 — 7x6 Sx— i3— ( — 7^x3 ^ — 5 xi3-+-7x3
— 65 -(- ai — 44 " ’
Sx — 6 — 34x3 — 3o — 10a — '3a _ ,
^ ~ Sx — i3 — ( — 7)x3 “ -65 4- ai ~ ^ !
et je dis que x = 1 1 , r = 3 sont les valeurs propres à satisfaire aux deux équations proposées.
Nous pourrions d'abord nous en assurer en les substituant dans ces équations. Mais, afin que la démonstration soit indépendante de tout exemple particulier, remarquons que, pour passer des formules relatives aux équations
ax -i- by — c, a' X -t- b' y — c', à celles qui conviennent aux équations
nx — by = c, n’ x — h'y = — c',
il suffit (63) de changer é en — b, b' en — b', et c' en — c', ce qui donne
_cx — b' — ( — é) X — r' _ nX — r' — c x n'
«X — b'—( — b)xtf ’ ^ ~ a X — b' — ( — b) x
et pour déduire de ces nouvelles formules générales les valeurs qui conviennent aux équations particulières, il faut faire
« = 5, é = 7, c=34; fl'= 3, i'= i3, c'= 6.
Donc, enfin, on obtient les valeurs relatives aux équations proposées, en faisant dans les formules générales,
fl = 5, i= — 7, c=34|n'=3, b'= — i3, c' = — 6,
et effectuant ensuite les calculs d'après les règles établies pour les quantités monômes.
Lu règle consiste, en général, à substituer à la place îles coefficients a, b, fl', b',. , leurs valeurs considérées avec les signes dont elles sont affectées dans les équations particulières, et à effectuer toutes les opérations indiquées, d’après les préceptes établis.
Ces applications justifient de nouveau la nécessité d'étendre aux quantités monômes les règles des signes établies pour les polynômes, puisque
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c’est le moyen de rendre les formules générales du premier degré applicables à tout exemple particulier.
Passons à la discussion de ces formules.
70. n résulte de leur inspection que, dans les applications particulières, on peut obtenir quatre espèces do valeurs pour réponse à des problèmes du premier degré, savoir : des valeurs positives, des valeurs négatives,
des valeurs de la forme — > enfui, des valeurs de la forme -• Le proo O
blême des courriers a donné lieu à ces quatre sortes de résultats que nous
nous proposons maintenant d’interpréter d’une manière générale.
D’abord, les valeurs positives sont ordinairement des réponses aux questions, dans le sens de leur énoncé. Cependant nous observerons que, pour certains problèmes, toutes les valeurs positives ne satisfont pas à l’énoncé. Si, par exemple, la nature du problème exige que les nombres cherchés soient entiers, et qu’on trouve des nombres fractionnaires, le problème ne peut être résolu. Quelquefois encore la nature du problème ne permet pas que les nombres inconnus surpassent des nombres connus et donnés à priori, ou soient au-dessous d’autres nombres. Si les valeurs obtenues, quoique positives, ne satisfont pas à cette condition que comporte l’énoncé, mais qui no peut s’exprimer par une équation, le problème no peut encore être résolu. Ainsi, les valeurs positives des iaeonnues sont, à proprement parler, tics réponses directes aux équations; et elles ne sont des solutions de la question qeC autant que leur nature se concilie avec les conditions qu’exige l'énoncé. Pour concevoir comment un nombre peut vérifier une équation sans vérifier le problème dont elle est la traduction algébrique, il suffit de remarquer qu’««c même équation est ta traduction algébrique d'une infinité de problèmes, dont les uns admettent tous les nombres absolus possibles pour solution, et les autres n’admettent que des nombres d’une certaine nature.
71. Nous savons déjà à quoi nous en tenir sur les valeurs négatives, pour les problèmes à une seule inconnue, -àfin de ne rien laisser à désirer, nous allons démontrer le principe du n° 89 pour un problème à plusieurs inconnues.
Il est évident d’abord que, si l’on obtient des valeurs négatives pour quelques-unes des inconnues, les équations du problème ne peuvent être satisfaites dans le sens où elles ont été établies ; car si un système de nombres absolus, mis pour x,y, z, . . . , pouvait les vérifier, les équations qui en ont été déduites par la méthode d’élimination devraient elles-mêmes exister pour ce système. Ainsi l’équation qui ne renferme plus qu’une des inconnues pour lesquelles on a obtenu un résultat négatif devrait être
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vériBée par un nombre absolu, co qui sérail contre l’hj'pothèse. Il faut donc rectifier l’énoncé du problème, ou du moins les éfjitutions qui en sont la traduction algébrique.
Actuellement, si, dans les équations, on change les signes des inconnues pour lesquelles on a obtenu des résultats négatifs, les termes affectés de ces inconnues changeront nécessairement de signe, et l'énoncé du problème sera généralement modifié en ce que certaines quantités, d’udelitives qu’elles étaient, deviendront soustractives, et réciproquement.
Je dis enfin que, ces modifications une fois faites, le nouvel énoncé est vérifié par tes valeurs obtenues d'abord pour tes inconnues, abstraetion faite de leurs signes. Prenons, pour fixer les idées, trois équations à trois inconnues
ax by + cz = d, d x h' y -v-d z = d', a’x -i- b" y -+- c'a = d",
et supposons que ces équations aient donné
Changeons, dans ces équations, y, z, en y', z’ [y', z' désignant pour le moment —y, — z) \ il vient
ax -i-bf ci = d, n'x -t- b'fi -h c'z'= d’ , a" x b’y -t- c" z' = d' .
Or ces équations, ne différant des précédentes qu’en ce que y et a sont remplacés par y et z', donneront nécessairement pour résultats
d'où, remettant —y et — a à la place de/' et de a',
ou bien enfin,
Ainsi, le principe (S9) est vrai pour les problèmes du premier degré à plusieurs inconnues.
iV. B. — Quelquefois l’énoncé d’un problème n’est, par sa nature, susceptible d'aucune modification ; dans ce cas, les valeurs négatives ne sont que des solutions des équations modifiées, qui peuvent d'ailleurs être regardées comme la traduction algébrique d’autres problèmes susceptibles do modification.
72. n nous reste maintenant à interpréter les expressions telles que A O
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Soit d’abord l’équalion à une inconnue
t!x = b - d ou X = - •
i“ Si, pour une hypothèse particulière faite sur les données de la question, on a
n = O, il en résulte x=-*
Or l'équation devient, dans ce cas, o x x = è, et ne peut évidemment être satisfaite par aucun nombre déterminé. Remarquons cependant que
l’équation pouvant aussi se mettre sous la forme ^ = o, si l’on remplace
X par des nombres de plus en plus grands, ^ dilférerera de moins en
moins de o, et l’é(|uation approchera de plus en plus d’ètro exacte ; en
sorte qu'on peut prendre pour x une valeur assez grande pour rendre ^
moindre qu’aucune quantité assignable.
C’est pour cette raison quo les algébristes ont coutume de dire que l’infini satisfait, dans ce cas, à l’équation ; et il y a des questions pour lesquelles ces sortes de résultats forment une véritable solution. Du moins, il est certain que l'équation ne peut admettre de solution en nombre fini} et c’est tout ce qu’on peut prouver.
a' Si l’on a, en même temps, = o, é = o, la valeur de x prend la ‘
forme -•
Or l’équation devient, dans ce cas, o x x = o ; et tout nombre fini, positif ou négatif, peut satisfaire à cette équation.
Ainsi l’éijuation (ou le problème dont elle est la traduction algébrique) est indéterminée.
73. C’est ici le lieu de faire une remarque importante sur l’expression qui, dans certains cas, est le symbole de l’existence d’un facteur commun aux deux termes de la fraction, lequel facteur devient nul par l’effet d’une hyqwthèse particulière.
Supposons, par exemple, qu’on ait trouvé {>our résultat de la solution d’un problème
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a = h. il en résulte x = - •
Mais remarquons que — 6’ peut (31 ) se mettre sous la forme
[a — b) (a’ -h ab ^*),
et que a’ — b^ est égal à [a — b) [a -i- b) \ ainsi la valeur de x revient ù
__ (a — b) (rt® •+■ ab b^)
^ {a— b) [a-hb)
Or, si avant de faire l’hypothèse a = ^, on commence par supprimer le facteur commun a — b ^ la valeur de x devient
fl® ■+■ ab -I- ^®
expression qui, dans l’hypothèse de a = è, se réduit à
3fl® 3fl
X = ou X =
Soit, pour second exemple, l’expression
fl® — _ (fl -4-^) (fl — b)
(fl — 6}® ~ (a — b) (fl — b)
En faisant a — b^ on trouve, pour valeur de x, -2^= à cause de l’existence du facteur commun, a — b \ mais si l’on supprime d’abord ce facteur, il vient x = “3^’ expression qui se réduit à x = ^ lorsque l’on fait a = b.
Concluons de là que le symbole ^ est queltitiefois en Algèbre Vindice
de V existence d'un facteur commun entre les deux termes de la fraction qui se réduit à cette forme. Ainsi, avant de rien prononcer sur la vraie valeur de la fraction, il faut s’assurer si ses deux termes ne renferment pas un facteur commun. Dès qu’il n’en existe pas, on conclut que l’équation l'st réellement indéterminée. S’il en existe un, on le supprime, puis on fait de nouveau l’hypothèse particulière; et l’on arrive à la vraie valeur
de la fraction, laquelle peut encore se présenter sous trois formes, g- (A
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pouvant être nul sans que B le soit), auquel cas l'équation estcé^
terminée, impossible en nombre fini, ou indéterminée.
Cette observation est très-utile dans la discussion des problèmes.
74. Revenons à notre sujet, et considérons maintenant les deux équations à deux inconnues
ax ■+■ bx = c, a'x + b'y = c',
pour lesquelles on a trouvé (67)
_ ch' — hc' ne' — ra'
^ cib' — éa' ’ ^ ~ ab' — ba‘
Supposons que l'on ait
ab' — ba’ o,
rb' — bc', ne' — ca' étant différents de o. Les valeurs de x et de / se réduisent à
Pour interpréter ces résultats, observons que, do l’équation ab'— ba'=o, on tire o'= d'où, substituant dans l'équation a'x -t- b'f = r', et
divisant par
, be' ax-+- bx= -p-y
équation dont le premier membre est identique avec celui de la première nx bx = c,
tandis que le second membre est essentiellement différent ; car de l'iné-
bc'
galité cb'— bc' ^ o, on déduit c ^ -p-‘
On voit donc que les deu.x équations proposées ne peuvent être sati.sfaites simultanément par aucun sxstèrne de valeurs finies de x et de x- Si l’on a en même temps : ab' — ba' = o, cb' — bc' ~ o, la valeur de
X se réduit à x = valeur qu'il faut interpréter.
Les doux équations proposées peuvent, en vertu de la relation ab' — ba' = o, se mettre sous la forme
bc'
ax-hbx = c, ax-i-bx—-p-y
DISCUSSION gënErai.e des Equations di< rKEUiER deurE. équations iiui renlronl nécessairement l’une dans l’autre; car de la relation ch' — hc' = O, on déduit c =
Ainsi, pour résoudre le problème, on n’a réellement qu’une seule é<iuation entre deux inconnues : donc la question est imlétcrminéc.
Comme la relation ab' — éo' = o donne b' =—•> d’où , substituant
dans la relation cb' — bc’ = o, et réduisant, ac' — ca' = o, on peut on conclure que, si la valeur de x est de la forme - j la valeur de y est généralement de même forme ; et rcriproquemeut.
73. Cette proposition, relative eu système de deux équations, cesse d’être vraie dans un seul cas particulier ; c’est celui où les coefficients d’une môme inconnue sont nuis à la fois dans les doux é<iuations. Examinons cette circonstance qui mérite (pielque attention.
Sup[iosons, par exemple, 6 = o, ft' = o ; auquel cas les valeurs de x et de / se réduisent à
^ o ac' — ca'
Si nous remontons aux équations, elles deviennent, dans l’hypothèse ijuc nous considérons,
ax=c, fl'x = c', d’où l’on déduit x=- et x = -;-
Or il arrive néces.sairement de deux choses l'une :
Ou bien - ^ -r : alors les équations sont incomijatiblcs ; et la valeur a ^ a
de jr est do la forme — ou infinie, tandis que x est de la forme -•
Ou bien - = — : alors les deux équations s’accordent entre elles. De a a
plus, comme la relation - = -r donne ne' — cn'= o, il s’ensuit que la a a
valeur de r prend la forme comme celle de x; mais il y a cette différence essentielle, que j- est réellement indéterminé, tandis que x a une
valeur r/crcr/«/ncV, -• a
Au surplus, dans l’hypothèse qui nous occupe, savoir, b — o, b' = o, ac' — ea' — o, il est facile de faire ressortir l’existenco d’un facteur commun qui rond nuis ù la fois les deux termes do la valeur générale de x.
Alg. n. 7
Soit posé, pour cela,
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il on résulte
et rt = -p :
a'=mn, c'=mc, et b' = nb;
d'où, substituant dans la valeur générale de x, ^.r valeurs do a', c', b', il vient
cb’ — bc’\ ab' — ba' )
1 ceo
ben — cbni _rb[n — m)
^ ~~ abn — bnm ab[n — ni)
expression qui, après la suppression des deux facteurs communs b et
n — ni, se réduit à x = - •
Quant à la valeur générale de Xi o"® devient, par les
mêmes substitutions.
nem — cnm nc{ni — m) _ r(ni — ni) abn — bnm ~ ab ( n — m ) ~b[n — m)
expression qui, à cause do i = o et m — m = o, sc réduit toujours à -i
sans qu’il y ait aucun facteur commun à supprimer; et nous avons vu qu’en effet .)' doit rester indéterminé. '
N. B. — Le cas particulier où les coefficients des deux inconnues dans la mémo équation sont nuis à la fois n’infirme pas la pro|x)3itioB établie au n" 7 1.
On trouve :
r Pour rt = O, i = O, . . . ,
rb' — en'
a” Pour n' = O, é'= O,. . .,
— br' ne*
Ce sont là les seules circonstances dignes de remarque.
7fi. Nous venons de voir que, pour deux équations à deux inconnues, à l’exception d'un seul cas particulier, si l’une des inconnues a une valeur
de la forme - ou l’autre a nécessairement une valeur de la mémo
DISCDSSION GfiNËBALE DES ËQUATIONS DU PREMIER DEGRÉ. pg
forme; do plus, quo, dans l'hypothèse où les valeurs sont toutes deux de la forme ^ , les équations sont incompatibles, et que , si elles sont de la
forme les équations sont indéterminées.
On ne peut plus tirer les mêmes conséquences dès que l’on a plus de deux équations. Ainsi, par exemple, quand il s’agit de trois équations, si l'on suppose nul le dénominateur commun aux valeurs des trois inconnues, il pourra arriver, suivant les circonstances : ou bien quo les numérateurs soient tous trois différents de zéro ; ou bien , qu’ils soient tous trois égaux à zéro ; ou bien , enfin , que l’un des deux étant égal à zéro, les deux autres soient différents de zéro; ou réciproquement.
Cela s’explique assez bien par l’observation que , pour deux équations, le dénominateur ab'~ ba', étant composé de deux termes seulement, ne peut être nul que de trois manières principales, savoir, lorsque l’on a
a° 0 = 0, o'= o, ou bien 6 = o, b'—o,
y O = o, é = O, ou bien o'= o, i'= o,
tandis que, pour trois équations, le dénominateur D étant
ab'c’ — ac'b" .s- ca'b’ — ba'c'+bc'a" — cb'tf, peut être mis sous différentes formes, telles que
a(b'c'~ c'b“) -I- a'(cb’— bc’) -H a‘(bc'~ cb'), b{c'a" — flV') -I- é’(oc' — fo*) -+- b’(ca' — ac’), c[a'b’ — b'a") c' (ba’ — ab’) -i- c’(ab' — ba'),
et est ainsi susceptible de devenir nul d’un très-grand nombre de manières, sans que les valeurs des numérateurs dépendent les unes des autres.
Par exemple, en supposant qu’aucune des quantités a,b,c; a', b', c'; a", b’, c’\ d, d', d“, ne soit nulle, admettons que l’on ait
b' c' — c'b’—a, ch’ — bc’=o, d’oÙ bc' — cb'=o-,
le dénominateur D devient zéro ; et comme le numérateur de la valeur de j; se déduit de D (68) en changeant a, o' en d, d', d", il est clair que ce numérateur serait aussi égal à zéro ; mais rien no prouve que les numérateurs qui correspondent a y ol k z deviennent nuis dans la même
oo
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circonstance, puisque les quantités b'c’ — c'l>", cb" — /«■', et b<- éb n entrent pas dans leurs expressions.
Toutefois, dès qu’on obtient pour la valeur de l'une des inconnues une
expression do la forme on peut conclure, sans acccne bestriction,
que les équations sont incompatibles en nombres finis, au moins pour cette inconnue. En effet, comme il résulte do ce qui a été dit (C7), que l’une des équations proposées i>eut être remplacée par l’équation qui ne renferme plus que l'inconnue (wur laciuelle on a trouvé un résultat de la
forme il n’y a que ce résultat qui , combiné avec certaines valeurs dos
autres inconnues, puisse vérifier les trois écjuations proposées.
Mais do ce qu’on obtient (lour l’une des inconnues un résultat de la
forme -> on no peut pas conclure que les ésiualions sont indéterminées ; car, ainsi que nous l'avons déjà fait observer, les autres inconnues peuvent avoir des valeurs de la forme
Il y a plus : c’est qu’il est possible, que les trois valeurs soient de la forme -> sans que, pour cola, l’on soit en droit de conclure que les équa-
tiens sont indéterminées; elles peuvent même, dans ce cas, être incompatibles.
Prenons pour exemple les trois équations
aj:^bx + c2. = d, n'.r-¥ b'Y-hc'z = d\ ma' x mb' y -s- me' z= md\
dont la dernière résulte de la multiplication des deux membres de la seconde par le facteur m\ ce qui revient à supposer dans tes équations générales à trois inconnues
et, par conséquent,
fl' h' r' il’ ’ on déduit de ces dernières relations
b'n" — a*b''—o^ c'a" — rt’r'*=o, d'/i" — fl'f/”= o,
Or, si l’on désigne par O le dénominateur commun aux trois valeurs de x,y, Z, et par N, N', N" leurs numérateurs respectifs, valeurs dont la loi de formation a été établie (68), on trouve, en vertu des relations ei-
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dessus,
D = c'I)’) -h ii'c“) -hr[a'b"— b'a’] = o,
N = il(b'c’ — c'b’) -+- b[c'd“— d'e') c(d‘ b“ — b'd‘) = o,
N'= «{d'e’- c'd') d{c‘d'- rtV) .+- c{a'd'-d'à') = o,
N"= it(l)i rC — d' b’) -I- b(d'a"— a'd’) ■+■ d{a'b’— b'a’) = o.
Ainsi , les valeurs de ^ réduisent toutes les trois à la même
forme -•
Dans le cas que nous considérons, on peut, jusqu’à un certain point, regarder — comme un symbole A'indetermination , car la troisième équation est une conséquence nécessaire de la seconde; ainsi, l’on n’a que deux équations réellement distinctes entre trois inconnues. Cependant, observons que les résultats obtenus ci^lessus auraient encore lieu, lors même que la seconde équation serait incompatible avec la première, si l’on avait, par exemple, pour cette seconde équation,
pax -(- pbr -i- pez — <jd {p étant > ou < </ ).
On voit donc que les trois résultats ^ peuvent quelquefois correspondre à une iiicnm/iatibililé entre les équations.
L’absurdité peut encore se manifester par trois valeurs de la forme ^
bien qu’aucune des trois é.(|uations ne puisse être considérée comme rentrant dans l une des deux autres; c’est ce qui arriverait pour les trois équations suivantes ; •
ax -h by -i- ez = d, ax -H br -t- cz = d', ax -t- by + cz — d".
En considérant ces svtèmcs, on reconnaît facilement qu’il ne peut exister en nombres _finis, à moins que l’on n’ait d — d'— d’. Il est vrai que, du moment où cette dernière relation existe, le système des équations devient indéterminé, puisqu'il se réduit à une seule équation entre trois inconnues. Mais il n’en est pas moins certain que, dans leur état actuel, les
équations sont incompatibles, quoique les trois valeurs soient de la forme ->
ainsi qu’on peut s’en assurer en remontant aux valeurs de D, N, N', N" établies ci-dessus.
Prenons, pour nouvel exemple, les équations
ax -t- /()■ ~ cz — d. a'.i + br -y- cz = d', a’x br-+- cz — d’,
zgibjiX^oogle
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que l'on déduit des équations générales en supposant
b — //= ot c — c'~ c".
On trouve pour les valeurs de D, N, N\ N",
D = a(bc — cb) -h u'[rb — bc) -h a" [bc — cb) s= o,
N = il (Im: — cb) -H d'[cb — bc) -¥ d”{bc — cb) = o, flr/- H- da“ — da' ->r a' d* -d!a%
-4- rfV -a'rT-h da' —da").
Los deux expressions do N', N" doivent être généralement différentes de
zéro ; ainsi, dans le cas qui nous occupe, la valeur de x est de la forme - ?
tandis que celles de jr et de z sont de la forme
Pour interpréter ces résultats, observons que les équations ne peuvent exister simultanément, à moins que l’on ait
d’où l’on tire
fl^ nx — d*^— a' €l — ax = d” — cfx\
X = , et X =
Ici, comme au n“ 75, il peut arriver de doux choses l’une :
Premier cas. Les deux valeurs de x ne s’accordent pas, c’est-à-dire que l’on a
ou, réduisant les fractions au même dénominateur, et supprimant les deux termes ad^ — w/, qui se détruisent,
r/'rt"- da”- ad' - a'd' da' ad" > o
(il est inutile do tenir compte du dénominateur commun).
Or le premier membre de cette inégalité n’est autre chose que le facteur entre parenthèses, dans les valeurs de N' et N" (au signe près toutefois pour N'). Donc les valeurs de j et de z se présentent sous la forme infinie, .
ou — J quoique celle de x soit de la forme - •
Second cas. Les deux valeurs do x s’accordent entre elles, ce qui entraîne la relation
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d'a" — da‘ — ad' — a’d’-h lùt'-t- ad’ = o\
et alors les deux valeurs de y et de z sc ré<luisenl à - comme celle de x.
Mais tandis nue la valeur de x est déterminée et Virale à ou — >
celles de y et de z sont indéterminées, puisque l’on n’a plus, entre ces deux
inconnues, que l’équation unique
by -i- cz — d — ax =
da' — nd' a' — a
&' cas [Kirticulier est analogue à celui (75), qui se rapporte à doux équations à deux inconnues.
Les exemples précédents sulGsent pour convaincre que, si le symbole — dénote toujours un système d’équations auxquelles il est im/mssiblc do satisfaire, du moins en nombres ^nis, le symbole ^ est tantôt un caractère
à' indétermination, tantôt un caractère A'absanlité. Qucliluefois aussi (73) il annonce la présence d’un facteur commun ; et ce (]u'on a de mieux à faire pour interpréter do pareils résultats, c’est de remonter à l’équation ou aux Cfiuations qui y ont conduit.
77. Lorsqu’on opère directement sur des équations particulières, on [wrvient à d'autres caractères d’absurdité ou d’indétermination.
Premier exemple. Soient les trois équations
dont la dernière résulte de l’addition des deux premières, membre à membre. En calculant D, N, N', N', d'après les formules générales, et conformément au principe du n° (i9, on trouve successivement D = o, N = o,
N'= o, N'= o. Ainsi les valeurs de x, y, z sont toutes trois de la forme
Mais opérons directement sur ces é<iualions.
Si l’on élimino z entre la première et la seconde équation, puis entre la première et la troisième, d’après les méthodes connues, on parvient aux deux équations
igx-H igy = i33, igx -+- igy = i33, d'où, retranchant de nouveau ces deux équations l'une do l’autre,
égalité qui n’apprend rien ni pour x, ni pour 7 .
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En remontant à l’une des deux équations précédentes, qui, toute sinaplification faite, devient
on pourra donner à x touU's les valeurs imaginables, ce qui fournira pour r des valeurs correspondantes tirées de celle dernière équalion. Reportant ces valeurs de x et de.)' dans Tune des trois équations proposées, on obtiendra autant de valeurs correspondantes pour s. ^
Soit fait, par exemple,
.r = i, 2, 3, il en résulte j=6, 5, 4» 3,...,
d’où, substituant dans la première équation du système donné,
et tous ces systèmes, en nombre infini, vérifient les trois équations pro- |)Osées.
I>e syrnbole obtenu dans cet exemple pour les trois inconnues, correspond donc ici ù une indétermination ^ comme l’égalité o = o, à laquelle on est parv’enu en opérant directement sur les équations.
Deuxième exemple. Soient les équations
2X-4- 3.r — 2= i6, 5ar — 2.r-f- 72 = 21, 3x — 5j -+- 82 = 12.
Pour former la troisième, on a retranché la première de la seconde, en ajoutant toutefois le nombre 7 au second membre de l’équation résultante. Le système est donc absurde ; aussi, en calculant les valeurs de 1), N, N', N", au moyen des formules générales, on obtiendrait successivement
ce qui donnerait pour le^ trois inconnues des valeurs de la forme — •
Mais, en éliminant directement 2 entre la première et la seconde équation, puis entre la première et la troisième, on parvient aux équations
19X-+- 19,) = i33, et igx-f- i9r = 108;
d’où, retranchant de nouveau ces éciuations l’une de l’autre,
égalité absurde qui fait ressortir l’incompatibilité des équations proposées. Troisième exemple. Soient les deux systèmes
(2) X '1^- 9.) Ü2 = iG, 2X -+■ 3.)' -4- 22 = 7, 3 X G) -v- 4 3 = 19,
DISCUSSlOi'* (ifNËUALB UKS ÊgUATIÜKS DU DKEHIEB DKGBË. I o5 que l’on peut considérer comme un cas particulier du dernier exemple général discuté (76) ; car en divisant les deux membres do la première équation de chaque système par 3, et les deux membres de la troisième équation par a, on obtient les nouvelb'S (Quations
ax-T- 3j-t- aa = 7,
'-x+'iy-\-xz =
iG
ax-i- 3_) -f- aa= 7,
- x-H 3rn- 2z = — •
11 y a toutefois entre les deux systèmes cette différence que, pour le premier, la relation -, — - = — ~ du n° 76 est satisfaite, et qu’elle no l’est pas |K)ur le second.
Cela jK)sé, l'élimination de a entre la première et la seconde équation, puis entre la seconde et la troisième du système (i), donne les doux résultats identi(|ues, = i, x = i. Substituant cette valeur dans les trois é(]ualions du même système (i), on parvient, toute réduction faite, aux équations
3_r-t-aa=5, 3/ -4- a a =5, 3/-t-aa = 5,
()ui, par l’élimination de^ ou de a, donnent lieu à l’égalité
Oi n'-sidtat correspond aux valeurs do la forme ^ i trouvées pour les trois inconnues au moyen des formules générales. Il faut se rappeler toutefois (76) que le symbole obtenu pour x, avait une valeur déterminée
qui est ici x = i , et que le mémo symbole obtenu pour j et a indiquait une imU'termination .
Kn répétant les mémos calculs par rapport au système (a), on obtient x= I, et x = —5.
lai valeur x = i portée dans la première et dans la seconde des équations du système ( a ) donne
et la valeur x = — 5 portée dans la seconde ou la troisième équation du même système donne
3_) I aa = 17 ;
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si l’on élimine / et i entre ces équations et la précédente, on trouve
O = la,
égalité absurde qui correspond à la valeur ^ trouvée ]>our x, et aux va- \
leurs do la forme — obtenues pour / et pour z.
Les résultats o = o, o = A, auxquels on parvient quelquefois en traitant directement des é(]uations |>articuliéres, ont donc la même signification
que les symboles que l’on obtient en appliquant les formules gé-
nérales à des exemples iiarticulicrs.
78. Nous terminerons la discussion des équations du premier degré par l’examen d’un cas lrès-im|iortaiit ; c’est celui où, dans les équations générales, on supimse nulles à la fois toutes les quantités connues qui sont dans le second membre. Dans ce cas, il suit évidemment de la loi de formation des numérateurs pour les valeurs générales des inconnues (68), que ces numérateurs s'anéantissent tous en même temps, c'est-à-dire que l’on a A = o, B = o, . . . . Comme d’ailleurs il n'existe aucune relation particulière entre les coefficients <7, b, c, a', b', c',. . . des inconnues, la valeur de D, qui résulte d’une certaine combinaison do ces coefficients, est généralement différente de o. Ainsi l’on a, pour valeur des inconnues, x o, jr=o, a = o, ... ; et ces valeurs vérifient évidemment les équations proposées.
Si cependant, outre rhy|X>thèse que les quantités connues du second membre soient nulles à la fois, on a encore entre les coefficients des inconnues la relation D = o, les valeurs générales se réduisent à la forme o o
X = -, r = -J etc.
Or je dis que, dans ce cas, les équations sont indéterminées, mais que les rapports des inconnues sont des nombres déterminés, qu’on peut obtenir à l’aide des équations proposées.
Soient, en effet, les trois équations
ax -¥■ by S- cz = o, a'x-s-b'ys-dz = o, a' x -s- b'y c' z — o, dans lesquelles on suppose (67) que l’on ait D = o, ou
«6'c* — ae'b'-s- en' b’ — ba'c’-t- bdn"— cb'n’= o.
Elles peuvent être mises sous la forme
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Or on tire des deux premières, en traitant ^ et^ comme deux inconnues,
•r bc' — cb' y _ ca' — nr'
z~ fib' — ba'' Z ab' — bu'
D’où l’on voit quV/J donnant h z des valeurs entièrement arbitraires, les valeurs de x et de y s'obtiendront à l'aide de ces deux proportions dont les seconds rapports sont constants et égaux à des i/iiantités connues. Mais il reste à savoir si ces valeurs satisfont à la troisième équation, qui devient alors uno équation de condition. Or on trouve, en les substituant dans cette équation.
bc' — cb' ,, ca' — ac ,
ou, réduisant et écrivant les termes dans un ordre convenable, ab'c’— ac'b’-y ca'b’ — ba'c’-^ bc'a"~ ctéa’ = o, condition qui, par hypothèse, est satisfaite.
79. Ceci nous conduit naturellement à l’examen d’une circonstance dont le second problème du testament, résolu (49), nous a offert un exemple : c’est celle où l’énoncé de la question conduit à un nombre d'équations réellement différentes, plus grand que celui des inconnues à déterminer.
Supposons, pour plus de généralité, que la question renferme » inconnues, et donne lieu à in équations différentes, m étant > n. Il faut d'nbonl combiner entre elles un nombre n des eipialions proposées, pour en tirer les valeurs des n inconnues ; substituer ensuite ces valeurs dans les [m — n) équations restantes, ce qui donne lieu h autant de relations entre les tlonnées; et ces dernières relations doivent être vérifiées, /tour que le problème soit /wssible, tel qu'il n été énoncé. Les (m — n) relations ainsi obtenues se nomment des équations de condition.
80. Récapitulation de la discussion précédente. — Il résulte de cette discussion :
1° Qu’un système d’équations du premier degré à pareil nombre d’inconnues ne peut être, en général, satisfait que d'une seule manière ( G7 ) ;
a” Que toute valeur /xtsitivc, trouvée pour une inconnue, réiiond directement aux équations du problème, sans répondre toujoursà l'énoncé (70);
3° Que toute valeur négative ne répond qu’indirectemonl à l’énoncé ou aux équations qui en sont la traduction algébrique, mais répond toujours aux é<|uations considérées dans un sens purement algébrique (.“)9 et 71 ) ;
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4° Que toute r.Tpression de tu forme trouvée pour une ou plusieurs
des inconnues, indique une incompatibilité dans lo système d’équations proposé, du moins rinqtoasibilité d’y satisfaire en nombres Jtnis pour toutes les inconnues (72, 7i et 7t>);
5° Que le symbole obtenu pour une ou plusieurs inconnues, correspond, soif à une indétermination, soit à une incompatibilité (72, 74, 75, 76), soit à la présence d’un facteur commun entre les deux termes de chaque fraction qui s'est réduite à cette forme (73);
6“ Que, si tous les seconds membres du système d’équations proposé sont /mis, les valeurs se réduisent généralement à o ; que si, à cette liy- |)othèse, on ajoute œlle que le dénominateur commun des valeurs des inconnues soit O, le nombre des sysièmes de valeurs est injîtii; mais ces valeurs sont assujetties à avoir entre elles des rapports constants (78);
7° Que, lorsque le nombre des équations est plus j;rand que celui des inconnues, le problème n'est possible qu’autant que les valeurs des inconnues déterminées jiar un nombre d'équations égal à celui des inconnues satisfont aux autres équations (79).
81 . Voici les énoncés Ue nouveaux problèmes susceptibles do discussion, ou dont la lèsolution présente quelque intérêt :
Qcatobzikiie phoblème. — U/i banquier a deux espèces de monnaies : il faut a pièces de la pre/nière /mur faire un èru ; il faut b pièces fie la seconde pour faire la même som/nc. Quelqu’un vient et ilctnnntle c pièces //our un ècu. Combien le banquier lui don/iera-t-il de pièces de chaque espèce /mut le satisfaire ?
n- . ale — b) , b(a — r)
Rep. i" espece, — ^ i” espece,
Quinzième problème. — Trouver les deux côtés contigus d'un rectangle, en supposant ; i" que res deux côtés soient entre eux dans un rapport donttè m \n; que, si Ton aug/nentc ou diminue les côtés de ce rectangle lies qua/itités données a et b, la surface soit augmentée nu diminuée tle la quantité p.
En supposant les côtés augmentés, on trouve
«I [ P — ab) ni P — ab )
^ ntt -t- mb ’ ^ na -r /nb
Seizième problème. — On de/nnnde les biens de trois personnes, A. B. I i, sachant : i “ que la so/ume du bien de A et de l fois les biens rie B et Q
DISCUSSION GSNËRALE DBS SUUATIONS DU PREHIBR DEGRS. IU9 TUl ê finie n p ; 2” que In somme du bien de ^ et de m fois les biens de A et G est égaie a q \ y que la somme du bien de G et de n fois les biens de A et B est égale à r.
(Gctte question est susceptible d'ôtre ri^soluc assez simplement par l’introduction d’une inconnue auxiliaire dans le cours du calcul : cette inconnue est la somme des trois biens.)
Dix-seitiéme problèue. — Trouver les biens de G i>ersounes A, B, G, D, E, F, d'après les conditions suivantes : i" la somme des biens de A et B est n ; celle des biens de G et D ^st b ; ht somme des biens de E et F est c; 2° le bien de A vaut m fois le bien de G; 7c bien de D vaut n fois le bien de E ; le bien de F vaut p fois le bien de B.
(Ge problème peut être résolu par le moyen d’une seule équation à une seule inconnue.)
Ges différents énoncés sont extraits de V Algèbre de M. Lhuillicr, do Genève, ouvrage recommandable par le choix des questions qu’il propose pour Exercices.
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CHAPITRE III
RfSOLUnON DES PROBLÈMES ET DES ÉQUATIONS DU SECOND DEGRÉ.
82. l.vmoDi'CTio.'s. — Lorsque l’énoncé d’un problème conduit à une
équation de la forme b, dans laquelle l’inconnue est multipliée par
elle-même, l’équalion est dite du secnnd degré, et les principes établis dans les deux Chapitres précédents sont insuBisants pour sa résolution ; mais
comme, en divisant les deux membres par a, on obtient x’= il s’ensuit que la question se réduit à trouver tui nombre qui, multiplié par luiméme, peut prorbiire le nombre exprimé par ^ : c’est l'objet de l’earrmction de la racine earréc.
Nous avons exposé, dans notre Arithmétique, avec tous les détails convenables, les divers procédés d’extraction de la racine carrée des nombres particuliers, soit entiers, soit fractionnaires ; nous n’avons donc à développer ici que les règles ndatives à l’extraction de la racine carrée des expressions algébriques.
§ I. — Fohmatio.n du careé et extraction de la racine carrée
DES QUANTITÉS ALGÉBRIQUES
83. Considérons d’abord le cas d’une quantité monôme, et pour découvrir le procédé de l’extraction de la racine carrée, voyons comment on forme le carré d’un monôme.
On a, d'après les règles de la multiplication des monômes (16),
(ba'b'cY = bn'b'c x. ba'lfc — îSfl'ô'c’;
c’est-à-dire que, pour élever un monôme au carré, il faut élever son coefficient au carré, et doubler chacun des exposants des différentes lettres. Donc, pour revenir d’un monôme carré à sa racine, il faut ; i° extraire la racine carrée du coefficient, d’après tes règles exposées en Arithmétique; a° prendre la moitié de chacun des exposants.
Ainsi l'on a
et, en effet,
EXTRICTIUN DK LA RACINK CARREE, ETC.
De même
^6i5a'b‘c‘= iSnb'c^j car (ibab'c^Y = b'xba'b'c'.
Il résulte de la règle précédente que, pour qu’un monôme soit le carré d’un autre monôme, il faut que son coefficient soit un carré parfait, et que tous ses exposants soient pairs. Ainsi 98<jô‘ n’est pas un carré parfait, parce que 98 n’est pas un nombre carré parfait, et que a est affecté d’un exposant impair.
Dans ce cas, on fait entrer la quantité dans les calculs, en l'affectant du signe v^, et l’on écrit ainsi : v'gSaé'.
On appelle ces sortes d’expressions, des monômes irrationnels, et, plus spécialement, des radicaux du sccomi déféré.
84. On peut, toutefois, faire subir à ces expressions quelques simplifications fondées sur le principe suivant : La racine carrée du produit de deux ou piusieurs facteurs est égale au produit des racines carrées de ces facteurs; ou, en langage algébrique,
^nbed. . . = yfii-^-i/c' fît ....
Pour démontrer ce principe, observons que, d’après la définition de la racine carrée d'un nombre, on a
( f abed. . , ) ’ = abed ....
D’un autre côté,
{fax. fb X fc...y= (fây ‘{fhY •{fcY ' • • = abc. . . .
Donc, puisque les carrés de fabrd. . . oX ô.nfîi fhfc fd. . . sont égaux, ces quantités sont elles-mêmes égales.
Cela posé, l’expression ci-dessus, fijiab' peut se mettre sous la forme
/49Ô* X 2« = f^^b' X ffâ.
Or f^b' se réduit (83) è qb^\ donc
f 98 ab' = y b’ f%a.
On a de même
\îfSd‘b‘c‘d = fija^b'c’ X bbd = 3nir fôbd, fUMid'b'c” f i4.frt’6'c'* X (ibe -- laoô’t' fbhc.
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En géni'Tal, pour simplifier un monôme irrationnel, mritrz en évidence mus 1rs fnrtrurs rarn-s purfaits, et exlrarrz-en In racine ( 83 ) ; puis placez le prmiuit de truites ces racines en avant du sij’iie radical, sous leipicl vous laissez d’ailleurs les facteurs non carrés parfaits.
Dans les expressions yb’^'ia, 3abc \Jbbtl, M.ah'c'’ \Jiobc, lesquantiUls 7^', 3rtôf, iiab'c* s’appellent les coefficients du radical.
83. Jusqu’à présent nous n'avons pas eu ôgard au àigne dont le monôme peut être affecté, tx'pendant, puisque dans la résolution des questions, on est conduit à considérer des quantités monômes précédé(“S du signe -+■ ou du signe —, il faut savoir comment opérer sur ces sortes de quantités. Or le carré d’un monôme étant le produit de ce monôme par lui-même, il s’ensuit (62) que, que! que soit son signe, le carré de ce monôme est positif. Ainsi, le carré do -s- b a’’ b’ ou de — e.sl -e -xbtélé.
D'où l'on peut conclure que, si un monôme est /lositif, sa racine cariée peut être indifféremment affectée du signe -+■ ou du signe — . Ainsi, v/yn‘ = ± 3o’; car -f- 3«’ ou — 3«’, élevé au carré, donne également -h gn'. Le double signe ± dont on affecte la racine s’énonce plus ou moins.
Si le monôme proposé est négatif, l’extraction de sa racine est impossible, puisqu’on vient de voir que le carré de toute quantité, positive ou négative est essentiellement positif. Ainsi p' — y, v^— 4a', p — ô sont des symboles algébriques qui représentent des opérations impossibles. On les désigne sous le nom de quantités, ou plutôt à' expressions imaginaires : ce sont des symboles d'absurdité que l’on rencontre souvent dans la résolution des problèmes du second degré.
On fait toutefois, jiar extension, subir à ces symboles les mômes simplifications qu’aux expressions irrationnelles qui offrent des opérations exécutables. C’est ainsi que (8i)
de môme
v/ — ba’6 = v/4a'( — 2Î») = 2a ^ — 'tb = ia i/Tb yj — t.
86. Tâchons maintenant de découvrir, pour le carré d'un polynôme quelconque, une loi de formation dont nous puissions déduire un procédé pour l’extraction de la racine carrée.
On a déjà vu (19) que le carré d’un binôme, a -s- b, est égal à
a’-i- 20Ô X- lé.
KXTBACTIÜN DK LA HACINF. CARRÉK, ETC. Il3
Soit aclucllemont à former le carré d'un trinôme n-t- 1> c. Désignons, pour le moment, « /> par une seule, lettre .ï; il vient
(n -e ô .4- rP = (,v -j- r)^ = .v* -f- r*.
Or on a
j’ = [fl H- A)’ rr a' -S nri/i ■+■ A’, a tr = a (n 4 A) r — u«c 4- 'aAc.
Donc
(« -4- A -4- r)' — -e y.ri/i + A’ -4- Artc -4- aAc + c’;
c.’osl-à-dire que /<• ritrrv d'un trinvnir sc rniiipme de la somme des rarrés de (rois termes, et fies ilmiblcK prodails rie res termes muttipliês iteiix h deux.
Je dis quo cctlo loi de romimsiiion est applicalile à un (lolynôme quelronque. En efTel, supposons-la vérifiée pour un polynôme d’un nombre quelronque de termes, et prouvons (pi’elle peut s elendro à un polynôme renfermant un terme de plus.
Afin d’y parvenir, soit « -t- A' -t- r h- -4- / -4- A un polynôme
composé de ut + 1 termes ; et <l4âignons par s la somme <les m {>rcmiers termes n 4- A -4- r -4- «Y -4- ... -4- 1 ; i -4- / représente le polynôme proposé, et l’on a
(,. -I- A)’= .v’-4- a vA -4- A',
ou, remettant à la place de s ,s;t valeur,
Or la première partie de cett4- expr4*ssion se compo.s<!, par hypothèse, fies carres de tous tes termes du premier potyriûme et tirs doubles produits de tous CCS termes multiplies deux à deux ; la seconde ]>artio renferme (mes tes doubles prmtuUs des termes du premier imlynômc fmr le le nouveau terme introduit A; enfin, la troisième partie est te rnrré itéré terme. Donc la loi de rom/msition énoncée ci-dessus est encore vraie |)Our lo nouveau polynôme. Mais elle a été reconnue vraie pour un Irinôme; 4lonc elle a lieu pour un polynôme de quatre termes : étant vraie pour ipmtre, elle l’est nécessairement pourc/m/, etain.si de suite. Donc elh-est générale.
On peut énoncer la loi d une autre manière : Le lurré d’un /mlynfimc Tcnferme le carré du premier ternir, plus le double produit du premier terme /mr le srrond, plus le carre du second ^ plus les doubles prmluits de rlineun des deux premiers termes par le troisième, plus te rnrré du troisième ; plus les doubles produits de ehaeun des trois premiers termes /uir te ipiatrième, plus le carré du quatrième i et ainsi de suite. G;l énoncé, Atg. D 8
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qui oAl évidommcnl comprbi dans le premier, nous conduira plus aisément au prooWé do l'oxlraclion de la racine carrée d'un |K>lynOmc.
On trouvera, d’après celio loi,
(S/r* — 25(1*— iGrt’é*;
(3«' — hab H- 4/'*)’= ()ff‘ — 120^/) -h 4n'è’-t- 24"’^’ — i6ftb^~i- idb', ou, réduisant,
q«* — i2(/*è -t- iSfi^b' — 16/)';
( 5o’è — 4 d/'c’ — 3n’r)’ = iiSfi'b^ — .ian^b'c -t- ’^ti'b'r^.
— 48«è’<^ -H ZCb’c' — 'ion' bc ■+■ i^n' br' — iHn'bc’ Ç)n'r'.
Passons à l'extraction de la racine carrée.
HT. Di^iftnons par N le (wlynôme dont il faut obtenir la racine, et par 11 cette racine, que nous siq'posons peur le moinenl déterminée; concevons, en outre, que ces deux polym'mies soient nnbmnrs par r,ip|>orl aux puissances descendantes de l'une des lettres qu'ils renferment, n, |wr exemple.
Cela posé, j'observe d abord que les deux premiers U'rmes de N (en le supposant ordonné) peuvent donner sur-le-champ le premier et le second terme de R; en effet, il résulte évidemment de la loi de la formation du carré ( 8(1 ) : 1 " I/IIC te carré tlu premier terme de R renferme un c.ri>osnnt de ta lettre a, plus grand tpi 'mienne des autres parties tpii entrent ibtns la enm/msition du entré de R ; a" que le double produit du premier terme de R par le second renferme aussi un cx//osant plus élevé que dans les parties suivantes. Ainsi, les doux parties dont nous venons de parler, n'ayant pu se réduire avec les autres, sont né<»ssairement les deux termes de N affectés du plus haut exposant de o, et de l'exposant immédiatement inférieur. D'où il suit que N est réellement un carré parfait ; 1° son premier terme doit cire un carré parfait, et lu racine de ce terme, extraite d’après le procédé du (83), est le premier terme r/cR; 2.° son second terme doit être divisible jtar le double du premier terme tic R ; et, en effee tuant cette division, on a /mur quotient le second terme de R.
Afin do pouvoir obtenir les termes suivants, /oc/non.v le carré du binôme déjà trouvé, et rctranrhnns-lc de N ; le reste, que nous désignons par N', renferme encore les doubles produits du premier terme de R par le troisième, du .second terme de R par le troisième, plus une suite d'autres parties. Mais le double /inuluit du /tremier terme /tar le troisième doit renfermer a avec un cx/msnnt /dus grand que dans les /sanies suivantes, et ne peut, i>ar conséquent, avoir été réduit avec ces parties. Donc ce double produit est le premier terme de N'; ainsi ce premier ferme doit
EXTRACTION DE I.A RACINE CARRÉE DES PUI.YN6hES. I l5 Aw divisMtr par le double du premier terme de R ; et, si l’on effectue cette division, le i/uoticnt est te troisième terme de R .
Pour obtenir de nouveaux termes, il faut former les doubles produits fin premier terme et du second par le troisième, plies le carré du troisième, puis retrancher tous ces proiluits du reste N', CO qui donne un reste N' qui renferme encore le double produit du premier terme de R par le quatrième, plus une suite d'autres parties. Mais on prouvera, comme précédemment, que te premier terme de N* est nécessairement le double produit du premier terme de R par le quatrième. Àinsi, en divisant le premier terme de jutr le double du premier terme de R, on a pour quotient le quatrième terme de R ; et ainsi de suite.
y. B. R est absolument indis)>ensable, après avoir obtenu les deux premiers termes de la racine, de retrancher le carré du binôme trouvé du polynôme N ; car, ordinairement le carré du second terme de R renferme a avec le même exposant que dans le double produit du premier terme par le troisième; par conséquent, il a dù se réduire avec ce double produit. Ainsi, ce n’est qu'après avoir soustrait ce carré, du polynôme N. qu'on peut assurer que le premier terme du reste est épal au double produit du premier terme do R par le troisième. La môme remarque s’applique aux trois, quatre,. . . premiers termes trouvés.
Nous laissons aux élèves studieux le soin de déduire des raisonnements précédents le procédé général de l'extraction de la racine carrée d’un polynôme; il leur suffira, pour cela, de réunir toutes les parties qui sont en eametère italique. Nous allons d'ailleurs en faire l'application à un exemple particulier.
Soit proposé d'(-xtraire la racine carré»' du polynôme
^Ç)u’b’ — i^ab -t- — liorr*/; -t- lüé*.
25«‘ — Sordb iga’b’— T.\ab' v- iGô' ) 5«’— -e ib’
— iSn‘ -r 3oa' b — çia’lè \ uta‘
Premier reste .(oep/j'— ■s^ab' ■+■ lü//
— 4o«'/<’-i- 2/\ab' — if)//‘
Deuxième reste o
Après avoir ordonné le polynôme (uir rap|)ort à a, on extrait la racine carrée de 25a', ce qui donne 5a’ que l'on écrit à la droite du polynôme, puis on divise le second terme — 5cia’'b par io«’. double de 5n’ (on écrit io<d au-dessous de 5a’) ; le quotient est ’iab que l’on place à la droite de 5a’. la>s deux premiers termes de la racine .sont donc. 5a’ — 3«i. Carrant ce binôme, on trouve 25a' — Zoa'h -e Çfa’b’, ipii, reiranebé du polynôme proposé, donne un reste dont le premier terme esl ,\oa'b’. Di
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visant ce premier terme p:ir io«’, doiil>le de 5ei’, nn nlitient |xiur quotient 4- 4/)’ : c’est le Iroi.sièmo terme do la nu ine que l'on ^(u it A la droite des deux premiers termes. Formant le double produit do So’ — 3oi par 4i’, et le carré do 4^’, on trouve 4ofdé’ — i^ab' ■+- iGé\ i>olyn6me qui, retranché du ri'sie, donne o ))oiir reste final. Ainsi Soé -s- 4/'’ est
la racine demandée, ou plutôt (81) l'une des valeurs de la raeinc demandée. L'autre valeur e.st — .Afl’-f 3«ô — 4/é, et on l’obtiendrail en écrivant — 5</’ j)otir la racine earrée de s v..A«', puis divis;ml — Soo’ô par — io«’, et continuant l’oiK'ralion comme ci-dessus. Mais il est plus simple, dès qu’on a obtenu la première, d’étrin* ensuite, pour la .seconde, — 3«ô H- 4//’).
Les commençants petivent s’exercer sur les carrés qui ont été dévelo])pés (80).
88. Si le iHjlytiôme propos*; renfermait plusieurs termes alTectés de la même puis,sance de la lettn* itrinciiuile, il fauilrait di.s(K)Scr le polynôme comme il a été pn*scrit pour la division (20) ; puis on appliquera le procédé ci-dessus en regardant comme une seule et môme partie i» xurmiir nlffi^brfqiu; des termes affectés de la même puissance, et remplaçant, dans l’énoncé de ce procédé, les mots : prcniii r trrme du polynôme, jirrwicr terme du reste, ]>remirr terme, xeeoml terme, ... de la racine, i>ar les expressions : première /mrtie du polynôme, ou jmrtie njfertèe de lu plus
hatüe puissance, première jtartir du reste, premiè-re, seconde, ixirtie
de la racine. Au surplus, ces sortes d’exemples se présimtenl fort rarement.
Nous terminerons par les remaniues suivantes
1" Un binôme ne peut jamais être un carré |>arfait, puisqu'on sait que le carré du polynôme le plus sinq)le, c’est-à-dire d’un binôme, renferme trois parties distinctes qui ne ixmvent éprouver aucune réduction entre elles. .Ainsi l’expression tè s tè n'est («is un carré; il lui manque le terme ± ’inb [M)ur qu elle Soit le c;irré de « ± b.
1° Peuir qu’un trinônu; ordonné soit un carré (larfait, il faut ([ue les deux fermes extrêmes soient des carrés, et que celui du milieu soit le doul)le pnxiuit des racines carré<*s des deux autres. Alors la racine du trinôme peut s’obtenir immédiatement. H-rtrayez les rmines des detu termes ej tre'mes, et affectez les deux racines du meme signe nu de signes contmin's, suivant <pte le terme moyen est positif ou négatif. Vérifiez ensuite si le double pmtluif de ces ileu.e racines ilonnr le terme moyen du trinôme.
.Ainsi, p«'— 48rt'/;'-*- 64 o’ A' a pour racine rarrée
v/fi.irt’A ou ±(3«’— 8«A'l,
EXTRACTIOK DE LA RACINE CARRÉE DES POLTNÔlIES. II7 car
3rt^X — t6rlù‘= —
12«/< — 96’ no peut ôlre un carré parfait, quüii|uo 4"* el 9^'’ soient les carrés de an et de 3//, et que iii-iù = ’ao x CA; mais — 96’ n’est |tas un carré.
3" Lors<|ue, dans la série d’opérations que comporte le procéalé général, le premier terme de l’un des resU's n'est pas exactement iJivisible jiar le double du premier terme de la racine, on |K>ut en conclure que le latlynôme propose n’est [>as un cttrré parfait. C’est une conséqueiic»' évidente des raisonnements (|ue nous avon.s faits pour parvenir é ce procédé.
4“ Enlin, on peut, tpiand il y a lieu, a|ipliquor aux racines carrées des (H)lynômes //o/i e/i/n-x /mi-faits les simplilicatious du (H4).
Soit, par exemple, l’expression y/o i ■+■ 4«’A’-e iiilr'.
La (|uantité sous le radical n'i'st pas un carré parfait; mais elle |Kmt se mettre sous la forme 4 «A -t- 4/é). Or le facteur entre |Kirenlhéscs
est évidemment le ctirré de « o- aA; d’où l'on peut conclure (81).
H- 4«’A’-t- \ab^~ ± {il + ■xb)^nt> (')
!H). Ciilciil lies riiiliiuiij: du ifmnd de^vé. -r- L’exlractinn de la racine carrée donnant naissance à de nouvelles expressions algcbriiiues, telles que v^«, 3 y/Â, 7 y/â, connues sous le nom de i/iiiwtitvt irriiUoiinidlrs ou de riidiiiiiix du .sfcuud ili "ic, il faut établir des règles pour elleclucr sur ces expressions les ipialre opérations fondamenUdes.
Di'JliiUwii. — fieux radicaux du second degré sont dits sciiiüliMes lursiyue lu quantité qui est sous le radical est la même jHiur ies deux radicaux. Ainsi, 3a et bc'jh, gy^ et yy/ü, sont dits des rudicaux sewhhthk’s.
AMHiun cl sousliiictiuii. — Pour ajouter ou soustraire des radicaux semblables, ou ujomc ou l’ou sonslcuU les deux coejpcienls, i>iiis on ulfcctc lu soimiic ou lu diffcrriia; du mdii id l oiimiiiii. Ainsi l'on a
3a =r ( 3<i -t- .Wjy/Â, 3o y/A — bcyjb = ( 3« — ■ 5c) y/Â; de mémo
yy/'Art -1- 3y/vïn ir ioy/î«, 7y/Â« — 3v/ârt = 4v^âo-
Deux radicaux |)cuvent, au premier abord, n'étro pas semblables et le devenir |iar les simplifications du (81).
(*) Voir la Noli' I a la fin du volume.
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Par oxemple,
v/48(ii’-t- A v^75fl = 46 Sb^iît = 96 a^/45-3^/5=6^/5 — 3v^=3v^.
Si les radicaux ne sont [>as semblables, on no fait qu'indiquer l'addilion ou la soustraction. Ainsi, pour ajouter 3y^ à on écrit amplement, 5 ^ 3
MuUipUcntion. — Pour mnitiplier deux radicaux entre eux, on multiplie l’une par l'autre les deux quantités comprises sous le signe radical, et l’an affecte le produit du signe radical commun.
Ainsi
y/ô X j/Â = yja x h\
c'est le principe du (84), énoncé dans un ordre inverse.
S'il y a des coefficients, on commence par les multiplier entre eux, et l’on écrit leur proiluit en avant du radical.
Par exemple,
3 y/5 né x 4 ^‘soa = 12 y/ looo’A = non \/h,
%a \fbc X 3n y/ïë = 6n’ \[Wc'= 6a' bc, a« y/«’-H b' X — 3« y/ a' b' = — 6a’(n’-e b').
Division. — Pour diviser deux radicaux l’un par l’autre, divisez tes deux quantités comprises sous le signe, l’une par l’aiUrc, et affectez le quotient du signe radical commun.
Ainsi
Bn effet, les carrés de ces deux expressions sont égaux à la même quantité jî donc ces deux expressions sont égales.
S'il y a des coefficients, on écrit leur quotient comme coefficient du radical. — Par exemple,
5«y/Â; zb^C=:^ yj\
■ y/6Âë : ^c\j%b = 3« ~
91 . 11 existe deux transformations d un usage fréquent dans 1 évaluation numérique des radicaux.
CALCUL bu» HAUICAUX UU SECO^U UEURÉ. I K)
Lu /iremit'iT consiste à faire [tasser sous le railical le coofllcienl de ce radical. Soit, par exemple, l'expression on observe qu'elle re-
vient (90) à
y'grt'x v'’56, ou ^^u^.5b = ^iiii'b.
Ainsi, /Miur faire passer sous ie signe d'an raïUcal le coefUcient de ce radical, il suffit d’rlevcr le coefficient au carré.
Voici l'usage principal de cette transformation : Que l'on ail à évaluer, à une unité près, l’expression G/Ï3. Comme i3 n’est pas un carré [larfait, on no peut obtenir qu’une valeur approchée do sa racine. Celle-ci est égale à 3, plus une certaine quantité plus [tetito que i [ mais en multipliant cclUt racine [tar 6, on a i8, plus lo produit par G de la quantité plus [>etite que ■ ; ul lu résultat total peut avoir une partie entiéru [ilus grande que i8. Aün de déterminer cxaclomcnt cette partie entière, on met
6 /Î3 sous la forme y^G’. i3 = v^3G x 1 3 = v/468.
Or la racine carrée do 468 a ai pour partie entière; donc G [Ai 3 est égal à ai, plus une [Kirtio de l'unité qui ne peut être détorminéi’ exactement.
' On trouvera de mémo que \i^ — 3i, à moins d'une unité près.
Im secomle transformation a pour but do rendre rationnels les dénominateurs d’expressions telles que — n, étant dos nom-
bres entiers quelconques,' ainsi que q, (|ui est d’ailleurs supposé non carré jxirfdit. On [larvient souvent à ces sortes d'ex|)rossions dans la résolution des problèmes du second degré.
Or on atteint ce but en multipliant les deux termes do la fraction par P — \f<l •à le dénominateur est p s- \j<i, et par p s- \[<f si le dénominateur est p — t/y. En eflet, ta somme do ileux quantités multipliée par leur différence donnant (6) pour produit la ilifféremc des carrés, on a, par la multiplication indiquée,
a _ «(/-'— y/y) «(/< — V'y) _ «/< — a\fq ^
p^'fi (/^ -f-i/ÿ)
a a (p -f- fî/ ) ap s- a^q
p—yfi (p — v'^i)(p -*■}/'/)
e.\prossiuns dont le dénoimnatour est lationnol.
i’our domior une idée do l umlé de cette traasfuriiialion, aupposous que
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l'on ait A ('v.alui.'r aiiproximalivomonl l'oxprtssiori
Kilo rovimil à
mi bion à
Or 7v^ lîst la luôme chose (|ii<' x 5. ou quantité tloni la
valeur est iS, n nnr itnùr pris. Ainsi
■ji 1 -t- 1 :'i imo traction
Si l’on voulait avoir une valeur [4us exacte de cotte expression, il .\uffimit (le catntlcr twe un certain (te^rc d' appm.iùmntion, d'ajouter 21 h In racine (obtenue, puis de diviser la sowme f>ar 4, mi d'en prendre le spiart.
Prenons pour second exemple l'pxpression
cl proposons-nous de l’évaluer à o,oi près.
On a
7V^ _ 7 t/a (Vi I — y/3) _ 7 v/55 — 7 t/i^ _
y/TT -f- y/3
Il -3
Or
= 5i ,91 à 0,01 prè:
et
V'iS X 49 -
donc
il ,91 — 27,
Il 25,80
-—ig-- 3,10,
à — ^ près, et même à près, à cause do la division par K. 100 800
On trouverait, par un procédé analogue.
— 3,16, à 0,01 près.
A". Ji. On iiourrait bien calculer ces sortes d'expressions en évaluant approximativement chacun des radicaux qui entrent tant au numérateur
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(]u'au dunominateur. Mais commo on n'auraii pas une valeur exacte du dénomioatcur, on no se formerait pas aussi facilement une idée précise du degré d'approximation obtenu, tandis que, par le moyen indiqué, le dénominateur étant rendu mUonnel, on sait tout de suite à quoi s'en tenir sur le dt^ré d’approximation.
Les principes de l'extraction de la racine carrée des nombres particuliers et des quantités algébriques étant établis, nous pouvons passer à la résolution des problèmes du second degré.
§ 11. — UÉS01.UT10N des équations du second degré.
93. On distingue deux espèces d'équations du second degré, les équations à deux termes OU inconip/rie.t, et les équations à trois termes ou eomplètes.
Les premières sont celles qui ne renferment que des termes affectés du carré de l'inconnue et des termes tout connus; telles sont les équations
On les appelle ét|uations « deux termes, parce qu’au moyen de deux transformations générales des n'" 4'3 et on peut toujours les ramener à la forme ax'- = b.
En effet, considérons la troisième équation qui est la plus compliquée, on a d’abord, on chassant les dénominateurs,
puis, réduisant.
Los équations à trois termes ou complètes sont celles qui, outre le carré do l’inconnue, renferment la première puissance de cette inconnue : telles sont les équations
!)x' — yx =r 34,
fl 24 3 12
elles (leuvent toujours être ramenées à la forme ».i - -t- hx =z c, au moyen des doux transformations déjà citées.
Remiirt/iie. — Souvent une é<|uation du premier degré en ap|Kirence sc trouve élevée au fécond degré après la disparition des dénominateurs. Soit, par exemple, l’équation
CflAflTkll lli.
Si l’on chasse les dénominateurs, olle devient
ou, cifectuanl les calculs et réduisant,
ax’ -t- aix = 10.
En général, toutes les fois que x entre dans les dénominateurs d’nnc équation, on no peut juger du degré do ootic équation qu'après avoir fait disparaître les dénominateurs (44), et o))éré toutes les réductions.
ualion à deux termes (i) ax' == b
La résolution de cette éijuation n'offre aucune difliculté. Un on déduit d’abord
Gela posé, si - est un nombre positif, entier ou fractionnaire, on iwurra en obtenir la racine carrée, soit exactement, soit par approximation, d’après les procédés exposés on Arithmétique; et si ^ est algébrique, on lui
appliquera les procédés de la racine carrée des quantités algébriques. Lo résultat obtenu dans chaque cas exprimera une valeur de x propre à vérifier l’équation.
Mais si l’on observe que, le carré de -i- m ou de — m étant également -f- m' (8S), on peut prendre indifféremment le résultat dont nous venons do parler, soit avec le signe -i-, soit avec le signe —, on doit conclure que l’équation (a) a réellement doux solutions représentées par
(lo double signe ± se prononçant plus ou moins). En effet, substituons séparément dans l'équation
chacune des valeurs ■+■ v^-v/Ê ; il vient
(i), à lu place de .r,
ou, b — h, ou b — b.
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Il ost d'ailleurs évident que ces valeurs sont les seules qui poissait vérider l'équation (a), et par conséquent l'équation (i).
N. B. Lorsque - est une quantité négative, les deux valeurs de x sont
imaginaires (85) ; ce qui veut dire que l'équation, ou le problème dont ello est la traduction algébrique, ne peut être satisfaite par aucun nombre, soit exactement, soit approximativeoient.
Soit par exemple l'équation
— ar’
on a déjà reconnu (93) que cette équation se réduit à
4ax’ = 378 ; donc x’ = ^ = 9, et x = ± 3.
Soit encore l'équation
3x’ = 5; on on déduit x = ±
Comme i5 n'est pas un carré parfait, on no peut déterminer oos deux valeurs do x que par approximation.
Ètfuation complète
rtx’ -t- ix = c.
Pour résoudre cette équation, divisons les deux membres (lar le coefficient do x’, et posons, pour plus de simplicité,
il vient
Cela posé, observons que, si l'on pouvait ramener le premier membre, px, au carré du binôme, une simple extraction do racine carrée réduirait l'équation à une équation du premier degré. Or, en comparant ce premier membre au carré du binôme (x-t-n), c'est-à-dire à x’-i-aflx-t-a’, on voit que x’ -f- t>x se compose du carré d'un premier terme x, phis du
double produit de x par un second terme qui est alors nécessairement
car on a
px ~ 2 -X.
cnAPiTRE ai.
D'où il suit nue, SI l'on ajoute à > ’ h- /<x le tarré de ^ > ou ^ 1 le premier membre de l'ûiuation deviendra
Mais, pour ne i>as troubler l’égaliliS, il faut aussi ajouli'r ^ au so<-ond membre; et il vient, par cette Iransrormalion,
il’oti, extrayant la racine carrée.
^On met ici le double signe d , par la raison que le carré de 1 '/ >
de — Vi également Tirant enün la valeur de x.
ou
on obtient
r.omme il est d’ailleurs évident, d’après l’é<|ualion (7), qu d n’y a c|ue , <iui puisse représenter la valeur de c -f -,
il s’ensuit nécessairement que -+- y et — ^ ^ ^
sont les sentes valeurs de .r qui puissent vérifier l’é(|uation (2), et, par consé<|uent, la proposée (i) dont l’équation (2) n'est qu’une transformée.
Ainsi, l’inconnue do toute équation du second degré a deux valeurs et ne peut en nmir dnwntnt’e.
On peut d’ailleurs établir colle règle générale, pour résoudre une équation complète du second degré ; d/>rè\ avoir ramené l’éipuitioii à la forme x' -v- px — y, ajoutez aux deux; membres le carre de la moitié du coefficient de x, nu du second terme ; extrayez ta racine cariée des deux membres en ayant min d'affecter ta racine du second membre, du double sifcnc ± ; tirez enfin ta valeur de x de celte nouvelle équation.
La double valeur de x, à laquelle on parvient par ce moyen, peut s’énoncer ainsi en langage ordinaire la moitié du coefficient de x, pris en sif^ne contraire, plus ou moins la racine carrée de ta somme alj*ébrique du carré de la moitié du coefficient de x, et du terme tout connu
+ OU - y/^+y
Digitij-ed by Googic
TiÉMJiUTroN DES Equations di second deobe. iî5 Soit pour promior oxompic, l'(^)ualion
On trouve d'aliord. en chassant les dénominateurs,
io.r’ — 62- 9 = gG — 8 j: — 1 2.r' 273,
ou, transposant cl réduisant,
r’ 2 .r =: 3Co, et x’ -I .r
Ajoutons maintenant (i)’ aux deux membn»; l'éipialion devient
(J'où, oxtrayanl la racino carrée,
•À2 Y aï \ï2 /
Donc
r(«ullal conforme à l'énoncé ci-dossus.
II reste maintenant à effectuer les calculs numériques.
Itédiiisons d’abord ^ I ~ ) ** '"* nombre qui ail (22)’ (lour
dénominateur commun ; on a
tà
f I V 3(M>xytï + ! _ 7921
\22/ niïp ■ (22)''
Or lu racine carrée de 792 1 est exacte et é{;ale ii 89 , donc /3»’h) / * \^ 89
St'-fwrüns ( liacune des valeurs; il vient
■ri 22 22 ’
,r.. - -Î- -22 TJ. 22
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Ainsi, dos deux valeurs propres à salisfaire à l'dquation proposée, l'une est un nombre entier absolu, et l’autre un nombre rractionnairo négatif. Soit, pour second exemple, l'équation
r’— 37-r= — 57, qui revient à x’ — ^.r
Si l’on ajoute
aux deux membn'S, il vient
d'où, extrayant la racine carrée
Pour réduire
un seul nombre, observons que
(ia)’ = 12 X ta = C Xî4 :
ainsi, il suffit do multiplier 5y par a4, puis 87 jxtr lui-méme, et de diviser l’excès du second produit sur lo premier par (12)’.
Or
ainsi
ou bien
37 X 37 = iSCg,
Il 12 12 0
la 12
On remarquera, dabs cet exemple, que chacune des deux valeurs est positive et réiwnd liireclement à l'énoncé de la ([uestion, dont réx|uation proposée j«ut être considérée comme la traduction algébrique.
Soit maintenant l'équation littérale
4 — ax’-i- 2ffx = i8rt// — i8è^;
on a d’abord, on changeant les signes, transposant, puis divisant (vir 2,
— rtJ = 2 — ijrtè 9 A’ ;
Digitizod by Googh
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d'où, complétant le carré, ,
’ — «,r ^ 9rté + gé’ ;
extrayiuU la racine et transi>osant,
rt . /g«' , ,,
r = - ± » / ort/j -t- iifr’.
Or — qfil) ■+- ç) h’ ^ évidemment pour racine — — ; donc
d'où
X =: in — 36, x=
Ces deux valeurs seront |>ositives à la fois si l’on a i n > 36 et 36 > o, c'est-à-diro si, a et 6 étant tous deux (lositifs, on a 6 plus grand que
mais plus petit que -j- •
Nous proposerons |)our exercices les équations
x’ — 7 X -H 10 = O, valeurs x = a, x = .'i;
^x — 4 — x’-i-ax— |x’
= 45 — 3x’-r-4x, x = 7,i2, X = — 5,73 à 0,01 près;
o’ -H 6^ — a6x O- x’ =r ’IL^ , donne «
rO — nr ' '
93. On peut résoudre l’équation n.j’ + 6.c= c sans faire disparaître le coefficient de x’; mais les transformations sont plus compliiiuées.
Le terme nx’ peut être mis sous la forme (xy/o)’, cl le terme hx sous
celle-ci : ix\pi x ; d'où il suit que nx'-*-bx représente les deux prelyn
miers termes du carré de xy'rt -t ainsi, en ajoutant ( — — ) ou —
av'o \>V''/
aux deux membres, on rendra le premier membre un carré (larfuit.
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Iî8
Eflpcluons cetio iransformalion , r<V|uatlnii «Icviont
uxiravant la rarino,
d'où
.r v'rt = = ± • / (• -t- — •
Divisant los deux mi'mtires par i/«, e.l observant : r (pip
2 yn 7.
UC
on obtient enfin
ou bien encon^
X — ir
riV$ulUil auquel on parvient plus aisément on mollanl d'abord lVM|uation h c
sons la forme .r’ t- - r . - et nous n’avons exposù la méthode préré-
II ti '
dente que comme un simple exereiee de ealcul sur les radicaux du second dettré.
'.Mi. .‘\pplii|uons ces princi|)es à la résolution de quelques problèmes.
PiiEMisn eROBLÉMK. — 'fiviivi'r iiii minibi V ti l i/iw le ilmible île snii riirn-, iiiiffiie/itè rlii Iri/ile lie ce mmibre, ilonnc pour somme (iS.
Soit .r le nombre inconnu; on a, pour l'équation du problème,
d'où
RÉSOLUTION DE OUELQUES PROBLÈMES DU SECOND DEGRÉ. 1 3iq •
donc
j:-— --h — - 5 el r - - ^ -il
La première valeur satisfait à la question dans le sens de son énoncé. En effet,
2 X ( 5 )’ -+- 3 X 5 = 'ji X ï5 1 5 = 65,
Pour interpréter la seconde, observons d’abord que, si l’on remplace x par — X dans l’équation 2x* h- 3x = 65, il n’y a que le coefficient de 3x qui
change de signe, car ( — x)’ = x*. Ainsi, au lieu d’obtenir ,r = — - ± ,
on trouvera
x = -d=— ou x = — ,
et X = — 5, valeurs qui ne diffèrent des précédentes que par le signe.
Ainsi, l’on peut dire que la solution négative — — i considérée indépendamment de son signe, satisfait au nouvel énoncé : Trouver un nombre tel que le double de son carré, diminué du triple de ce meme nombre, donne 65 pour différence. En effet, on a
Deuxième problème. — Une personne a acheté un certain nombre de mètres de drap ftour 240 francs. Si, avec la meme somme, elle avait eu 3 mètres de moins du meme drap, le mètre lui aurait coûté 4 francs de plus. — On demande le nombre de mètres acheté.
Soit X ce nombre ; exprime alors le prix du mètre. Si, pour 240 francs,
JC
elle avait 3 mètres de moins, c’est-à-dire x — 3 mètres, le prix du mètre serait alors représenté par • Mais d’après l’énoncé, ce dernier prix surpasse le premier de 4 ; on a donc l’équation
d’où l'on tire, en chassant le dénominateur et réduisant,
dlg. B.
CO (|ui ilunno
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r =r i5 ol r = — 12.
valeur i5 satisfait à l'énonce, car i5 mètres [)our 240 francs dnnnont ou ifi francs [>our le prix (lu mètre, et 12 mètres pour
240 francs donnent pour le pri.x du mètre, 20 francs, nombre qui surpasse iG de 4-
Quant à la seconde solution, on |ieut former un nouvel énoncé auquel elle convienne. En etlet, remontons à l'équation, et changeons j- en — il vient
• — — 4, ou bien
équation qui jx'Ut être traduite en langage ordinaire de deux manières ditTérentes ; 1° Une personne a acheté un certain nombre de mètres de drap pour francs; si elle avait /myé la mtfme somme pour 3 mètres de plus, le mètre lui aurait coûté 4 francs de moins. — On demande le nombre de mètres acheté.
2” Une personne a vendu un certain nombre de mètres de drap pour •x^o francs ; si, pour la même somme, elle avait vemhi 3 mètres de plus, le mètre lui aurait été paré 4 francs de moins. — On demande le nombre de mètres vendu.
Ce dernier énoncé se rapporte peut-être plus immédiatement au changement de signe de x, puisqu'un achat négatif peut être considéré comme une vente.
En résolvant d’ailleurs l’équation de l’un de cos énoncés, on trouverait évidemment x=i2, x — — 15; car l’équation réduite deviendrait i’ -I- 3x = 180, au lieu de x' —Zx — 180.
N. B. — Les deux problèmes précédents oITrent une nouvelle confirmation du principe établi (50) pour les problèmes du premier degré; el nous on donnerons (99) une démonstration pour toute équation du second degré à une seule inconnue.
Tboisièmb problème. — ün négociant escompte deux billets, l'un de 8776 francs payable en 9 mois, l’autre de 7488 francs payable dans 8 mois; il paye pour le premier, de plus que pour le second, 1 200 francs. — On demantle le taux d’intérêt d’après lequel il a dû escompter.
Solution. — Pour rendre les calculs plus simples, désignons par x l'intérêt do 100 francs pour 1 mois, ou [«r i2x l’intérêt |iour i an; gx et 8x sont les intérêts pour 9 mois et 8 mois : donc loo -i- gx et 100 -i- 8x représentent ce que doit devenir le capital 100 francs au bout de 9 et 8 mois.
nËSOLVTlON DE QUELQUES PROBLËVES DU SECOND DECES. l3l Ainsi, pour déterminer les valeurs actuelles des deux billets de 8776 francs et 7488 francs, il faut établir les proportions
100 Qx ! 100 :: 8776 :
loo-i-gx’
et les quatrièmes termes de ces proportions expriment ce que le négociant a payé pour chacun des billets. Donc, en vertu de l'énoncé, on a l'équation
— = laoo;
loo-t-gx ioo-t-8x
ou, observant que les deux membres sont divisibles par 400, ai04 187a „ J
H gx ioo-)-8.r
Chassant les dénominateurs et réduisant, on trouve aiôx* -f- 43g6x = aaoo;
ai6 y aïO (ai6)’
Donc
_ — aig8 ± s/53o64o4
ÏT6
OU, multipliant par la,
— aig8 ± \/53u64o4
Pour obtenir la valeur de lax à 0,01 près, il suflit d'extraire la racine carrée de 53oC4o4 à o, i près, puisque cette racine doit être ensuite divisée par 18.
La racine carrée de 53o64o4 est a3o3,5; donc
— aig8 ± a3o3,5
,ax=_9_^ L.;
par conséquent
lax =
io5,5
5,86, et
lax =
— 45oi ,5
La valeur positive, cherché.
rejirésenle donc le taux d'intérêt
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pliant .1 b Mjlutioii m'^ativo, elle ne |k>uI Mre regardée que comme liév à la première |iar une mémo équation du second degré. En effet, si l'on remontait à l'équalinn, et qu'on changeât j- en — a-, on traduirait difOcilement la nouvelle équation dans un énoncé analogue à celui du problème pro|)Osé.
Qi'ATRlè.ME l'ROBLÉME. — Un hnmmr nr/iple un rhcvnt qu'il vend, nu boni de quelque temps, /mur 14 huis, A relie vente, il /tenl fuilnnt /mur 100, du prix de son nehnt, que le eheenl lui nenil rniilé. — On demande le /iri.e de rnrlial.
.Solutinn. — Soit x le nombre de louis que le cheval lui a coûtés ; .r — 24 est tino première expression de la pr'rle (]u’il a faite. Mais puisque, d’après l'énoncé, il perd autant de louis sur 100 qu'il y a d'unités dans x, sur 1 louis
il iierd — < et sur .r louis il perd — On a donc l'équation
' lo,) '100
d’où
et
Donc
r’ — loox =r — a4oo,
X .= .So ± v'^aâiM) — a too = :m
X (io et .r = 40.
Ces deux valeurs satisfont également à la question.
En effet, supposons d'abord que 60 soit le prix do l’achat ; comme a4 est le prix de la vente, 36 est la (lerte que l'homme éprouve. D’un autre cûlé, il doit, en vertu de l’énoncé, perdre 60 pour 100 de Go, c’est-à-dire les
-^de6o, ou nombre qui se réduit à 36; ainsi. Go salifait à
l’énoncé.
Soit maintenant 40 le prix de l’achat ; 16 est la perte qu’il éprouve. D’ailleurs, il doit perdre 4o pour 100 do 40, ou 4ox nombre qui se réduit à iG; ainsi, 4° vériffe encore l’énoncé.
Diseussion générale de l'équation du serond degré.
Jusqu’à présent, nous n’avons résolu que des problèmes du second degré dont les données étaient exprimées par des nombres particuliers. Mais pour être en état- de résoudre des problèmes généraux et d’interpréter tous les résultats auxquels on peut parvenir en attribuant aux données des
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valeurs parliculicres, il faut, on reprenant l'éqiialion la plus générale du second degré, examiner les circonstances qui résultent de toutes les hypothèses possibles faites sur les coefficients. Tel est l'objet que nous nous proposons. •,
97. Mais avant de (lasser à cette discussion, nous ferons connaître un fait analytique qui n’est, du reste, qu’un cas particulier d'une proposition dont la généralité sera démontrée par la suite pour toute équation d'un degré quelconque à une seule inconnue.
Soi l'équation générale •
.r’ px = q, ou plutôt -i- px — q = O, pour laquelle on a trouvé (94)
Transjiortons dans le premier membre tous les ternies de ces deux dernières égalités, ce qui donne
et multiplions ces nouvelles égalités, membre à membre, en observant que les premiers membri's peuvent être considérés, l'un comme la dillérencc, l'autre comme la somme des deux quantités.
ou, réduisant
X- -(• px — q — U
D'où I 011 voit que le preiiiier membre île tonte equntion ilu secimil liegrv ramenée préalablement à lu forme .e^ -t- px — q = o, eut le produit de deux Jiieteiin du premier degré eu x, qui oui x /xuir /mrlie rommutie et /mur /uirlie itou commune ehucuue des xudeurs de x etuiugées de signes; en sort que si l'on désigne par x', x' ces deux valeurs, on a lidcnlité
x^ ‘ jix — </ = (a^' x') (x — x”).
('.'est proli#lilemenl celle propriété qui a fait deuiii'r le nom de nu ines
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aux valeurs l’iDCOnnuc (puisque ces valeurs étant obtenues, on peut recomposer l’équation).
En général, on appelle racine d’une é()uation toute expression numémérique ou algébrique, réelle ou ima^naire, qui, substituée h la place de l’inconnue dans l’équation, rend le premier membre identiquement égal au second. Ce mot est pris ici dans une acception diCTérente de celle qu’on lui avait attribuée jusqu'alors par rapport aux nombres.
98. La propriété précédente peut encore être démontrée par un moyen susceptible de conduire à dos conséquences assez importantes.
Appelons a une quantité de nature quelconque, et divisons par x — a le premier membre de l’équation x'-t- px — q — o.
Premier reste Deuxième reste
X -H px — q
-t- (a -t- p) X — q; S- a' S- pa — q .
La division du premier terme x' du dividende par le premier terme x du diviseur donne pour quotient x, et pour premier reste (a -t- p) x — q; la division du premier terme (a -t- p) x de ce reste par x donne pour nouveau quotient as- p, et pour nouveau reste a' -t- pa — q, quantité indépendante de X.
Cela posé, si a est racine de l’équation x’ -i- px — y = o, un a nécessairement a' s- pa — q = o\ ainsi, le deuxième reste de la division cidessus étant nul, la division totale est exacte, et le premier membre de l’équation proposée est divisible par x — a.
Réciproquement, si la division de x’ -+- px — q par x — a est exacte, on a nécessairement if s- p a — q = o, c'est-à-dire que a est racine de l’équation. >
Comme, dans le cas oùa est racine,. r — «diviseexaclement x’-h/jx— ly, et donne pour quotient x s- a s- p, réciproquement x s- as-p divise exactement x’ px ■+- q, et donne pour quotient x — «; d’où l’on peut conclure que la quantité — « — yu est elle-même une racine de la proposée.
Ainsi, l’identité x’’ s- px — q — [x — n)[xs-as-p) démontre la propriété du n" 97.
Voici maintenant les conséquences :
On vient de voir que, si a est racine do l’équation x’ -i- px — «y = o, — a — y> est la seconde racine do cette équation.
Or :
i” Si l'on ajoute les deux quantités «, — a — />, il vient pour résultat-/>;
- - 'Oigitizfxf by tiooglc
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•a" La rolation -t- pa — </ = o revient à celle-ci "(— « — /')= — '/•
D’où l’on voit que, dAru toute équation du secoml degré, ramenée à la forme -h px — q = o, le coefficient p du second terme, pris en signe contraire, est égal à la somme algébrique des racines; et le dernier terme — q est égal au produit de ces mêmes racines.
C'est, au reste, ce qu’on peut vérifier directement sur les valeurs obtenues (93)
En ajoutant ces doux égalités membre à membre, on trouve
et, en les multipliant,
N. B. Il ne faut |ias perdre do vue que toulosccs propriétés supposent que l’équation soit ramenée à la forme x-’-i- px — q = o \ c’est-à-dire ; 1° qu’on ait d’abord divisé toute l’équation {wr le coi-fficicnt do x' ; -i" que tous les termes soient transposés et ordonnés dans le premier meinbro.
Discussion .
99. Keprenons l'équation générale x' + px = q, qui, étant résolue, donne
Pour que cette expression, qui renferme un radical, puisse être évaluée, soit exactement, soit par approximation, il faut (85) <|uc la quantité
soumise au signe radical, c’est-à-dire q + '-ri soit positive. Or, étant
nécessairement positif, quel que soit le signe de p, il s’ensuit que le signe
de la quantité q
■ dépend principalement de celui de q, ou do la quan-
tité toute connue.
(À'ia posé, soit d'abord y ixisitif; aurpiel cas I éipiation est de la forme x^ ± px =-(-</{ les signes dos coetriMcnts sont nus ici en évidence ) ; on
t‘ti déduit
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Or il est visible que les deux valeurs de x seront toujours réelles et pourront être déterminées, soit exactement si ^ <»t un carré parfait, soit
avec tel degré d'approximation que l’on voudra.
Toutefois, de ces deux valeurs, la première sera positive et répondra directement à l'équation (ou au problème); car le radical ^ ^ étant
numériquement plus grand que -> l'expression 4/7-1-^ est
nécessairement de même signe que le radical.
La seconde valeur est, par la même raison, essentiellement négative,
puisqu’elle doit avoir le même signe que celui dont le radical est affecté.
Considérée indépendamment de son signe, cette valeur ré|)ond, non plus
à l'équation telle qu’elle a été établie, mais à celte équation dans laquelle
on aurait remplacé x par — x, c'est-à-dire à x* px = 7.
En effet, celle-ci-donne
valeurs qui ne dilfèrent des précédentes que par le signe.
11 est d'ailleurs remarquable que la même équation lie entre elles deux questions dont les énoncés diffèrent néanmoins par le sens de certaines conditions. (fw> les deux premiers problèmes du n“ 96.)
Soit actuellement 7 négatif; auquel cas l'équation est de la forme x’ ±yjx = — 7, et donne
Pour que l'extraction de la racine puisse s'ellecluer, il faut i/ne l’on ait l>'
Cette condition étant satisfaite, les deux valeurs sont réelles.
Comme d'ailleurs, s/- 7 est numériquement plus petit que -, il
s'ensuit que ces valeurs sont toutes deux négatives si p est positif dans l'équation, c’est-à-dire si cette équation est de la forme
X- -I- px
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Et elles sont toutes deux positives si p est négatif, c'est-à-dire si l’équation est de la forme
x‘ — px = — 7.
Les propriétés du n° 98 conduisent au même résultat. En effet, soient n et b les deux racines de l’équation du second degré
x’-e px = 7;
on a entre ces racines et les coefficients les relations a b = — P, ab = — 7.
Cela posé, si 7 est positif dans le second membre, et, par conséquent, négatif dans le premier, il s’ensuit que les, deux racines sont de signes contraires, puisque leur produit est né.gatif. D’ailleurs, leur somme algébrique est négative ou jmsitivc, suivant que p est positif ou négatif; ce qui veut dire que, des deux racines, la plus grande numeriquement est de signe contraire au coefficient p.
Si, au contraire, 7 est négatif dans le second membre, et, par conséquent, positif dans le premier, comme le produit des doux racines est alors positif, il faut nécessairement qn’elles soient de même signe, savoir : toutes les deux négatives quand p est positif, et toutes les deux />ositivcs quand p est négatif.
iOO. Le cas où les deux racines sont positives mérite une attention particulière.
L’équation étant alors de la forme x' — px = — q, devient, par un simple changement de signe,
px — x’= 7, ou x(p — x) = 7,
et peut être considérée comme la traduction algébrique do ce problème ;
Partager un nombre tbmné p en deux parties dont le produit soit égal à un autre nombre donné 7 et 7 sont supposés ici des nombres absolus).
En effet, x désignant l’une des parties,/^ — x est l’expression de l’autre partie, et x (/> — x) l’expression de leur produit, qui, par hypothèse, doit être égal à 7.
Cela posé, comme l’équation est toujours la même, soit que l’on désigne par X la plus grande iwrtie, soit que x représente la plus petite, il s’ensuit qu’elle ne doit pas donner l’une des |>arties plutôt que l’autre; elle doit donc les donner toutes deux à la fuis. Ceci explique pourquoi l’équation admet deux solutions directes.
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Toutefois, pour que les deux valeurs de x soient rcoUcs, c’ost-à-dire pour que le problème soit possible, il faut que l'on ait y < ^ ■
Et, en elTet, quelles que soient les deux parties cherchées, on peut toujours désigner leur différence par rf; et comme leur somme est /j, on aura (4), pour les expressions de ces deux parties.
ËfToctuanl le produit de ces expressions, on trouve (5)
quantité essentiellement moindre que à moins que l'on ne sup-
pose <t=:o\ auquel cas les deux parties sont égales, et leur pnHluil
est 11 est donc absurde d’exiger que le produit, qu’on avait d’ailleurs
représenté par q, soit plus grand que
De lè résulte cette conséquence :
Le plus grand produit qu'on puisse obtenir en décomposant un nombre absolu en deux parties, et multipliant ces deux parties entre elles, est le carré de la moitié du nombre.
Soit, par exemple, 56 le nombre à partager.
On a
56 = 36 -I- ao, et 36 x »o = 7x0 ; 56=3i-(-a5, et 3ixa5 = 775; 56 = 29 37, et 29 X 27 = 783 ;
56 = 28-1-28, et 28x28 = 784.
On voit ici que, plus la dilTérenco des doux parties est petite, plus leur produit est grand; et ce produit atteint son maximum quand les doux (larlies sont égales.
Examen de quelques cas particuliers.
101. 1° Si lorsque q est négatif, c’est-à-dire lorsque l’équation est do do la {oTtaé x'-t- px = — q(p étant de signe quelconque), on suppose
q égal à ■^1 le radical ^ — '/ des deux valeurs dex devient nul, et
Digilized pyLCopgl
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ces valeurs so réduisent l’une et l’autre à x = — On dit alors que les deux racines sont égales.
En effet, si l’on remonte à l’équation , et qu’on y remplace q par > elle devient
x’-4- px = —
d’où l’on tire
X* -H px = O, ou
Dans ce cas, lo premier membre est le produit de deux facteurs égaux. On peut donc dire aussi que les racines de l’équation sont égales, puisque alors les doux facteurs égalés à zéro donnent la même valeur pour x.
2® Si, dans l’équation générale x’-h px = on suppose q = o, les deux valeurs de x se réduisent à
x = — — -f--ï ou x = o, et à x = — — — —y ou X — — p.
Et , en effet , l’équation est alors de la forme x* -f- ;?x = o , ou x(x -f- p) = O, équation que l’on peut vérifier, soit en posant x = o, soit en posant x -h p = o, d’où x = — p.
3® Si , dans l’équation générale x’ -+- px = 7, on suppose p = o, il en en résulte
x’ = <7, d’où X = ± v/ÿ >
c’est-à-dire que, dans ce cas, les deux valeurs de x sont égales et de signes contraires^ réelles si q est positif, et imaginaires si q est négatif.
L’équation rentre dans la classe des équations à deux termes (93).
4° Supposons à la fois p = o, y = o; l’équation devient x* = o, et donne pour x deux valeurs nidlcs,
102. Il nous reste à examiner un cas singulier qui se rencontre souvent dans les applications ^ particulièrement dans la Géométrie analytique.
Pour cela, il faut reprendre l’éciuation ax* -¥-bx = c. Cette équation résolue donne
_ — b± yjb'^ -r- 4w "A. a
Supposons maintenant que, d’après une liypothèae particulière faite sur
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les données de la question, on ail a - o, l’expression de x devienl
X = 1 dou x=-i X — -•
La seconde valeur se présente sous la forme de \ infini, et (leul ôlre regardée comme une réponse, si toutefois la question proposée (leul admettre des solutions do cette sorte (72).
Quant à la première il faut tâcher de l’interpréter.
D’abord, si l’on remonte à l’équation, on voit que l’hypothèse « = o la réduit à fia: = c; d’où X = ^7 expression finie et déterminée qui doit
être, dans le cas actuel, regardée comme représentant la vraie valeur de - • Or cette valeur ^ peut être déduite do l’expression
1 1 j — b té -f- rtC ^
au moyen d’une transformation couvenable. A cet eflol, multiplions les deux termes de cotte expression par — 6 — -t- 4«c, elle devienl
lé — ( -t- 4 oc ) — 4 oc
ao( — b — vZé’-e 4oc) 2o( — — pé'-i- 4oc)
ou, supprimant le facteur %a commun aux deux termes,
— b — V' o 4oc
Maintenant l’hypothèse o = o, introduite dans celte dernière expression,
la réduit à ~ ou %i résultat trouvé ci-dessus.
— uii b
Cette transformation a eu pour objet do faire ressortir dans les deux termes le facteur o, dont la présence avait réduit l’expression à la
forme - (*).
Soit supposé à la fois o = o, b — o. Les deux valeurs de x prennent
l’une et l’autre la forme - •
Or si l’on remonte à l’équation olle-mémc, on reconiiail qu elle se réduit
(• ) t oii lu Note II il la flii du volume.
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i c = O, o.t qu’ellu nt> pi'ut t'irc satisfaite par aucune valeur finie de x, tant que r n’est pas nu/.
Mais je dis que, dans ce cas, les deux valeurs de .r sont infinies.
En effet, la première,
— It -s- \J b'‘ -s- ^ac
SC réduisant d'abord à -yt par l'hypothèse o = o, devient - lorsqu'on y
joint l'hypothèse b = o.
Quant à la seconde,
^ 4 ne
ni
en faisant subir à cotte expression la même transformation qu'à la première, c’est-à-dire en multipliant les deux termes par — è -i- \/b^-h 4 ne, et supprimant ensuite le facteur 20 commun aux deux termes, on la change en celle-ci
— h -h v/è’-t- 4 oc
expression qui se réduit aussi à — y par la double hypothèse 0 = 0, h = O.
Enfin , lorsqu’on suppose on même temps a = o, b ~ o, c = o, les deux valeurs de x se présentent sous la forme sans qu'aucune transformation puisse conduire à des valeurs déterminées de x. En effet, l’équation, se réduisant alors à o = o, est tout à fait imléterminée.
C’est le seul cas d'indétermination que présente l’équation du second ilegré.
On peut parvenir aux conséquences précédentes au moyen d’une analyse beaucoup plus simple, qui aura d’ailleurs l’avantage de s’appliquer (var la suite à des équations d’un degré quelconque.
Reprenons l’équation ox’-h bx = c, et posons x = ^ ; il on résulte
OU bien c/’ — by — a — o
(en chassant les dénominateurs et transposant).
Cola posé, soit d'abord n = o; cette dernière équation devient
o’ — br = o.
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tH donn<^ doux valours»
Substituant ces valeurs dans la relation x = on en déduit
Si, outre l’hypothèse «i = o, on a encore è = o, la valeur ^ devient elle-même - ■
Et, en effet, l'équation r.r’— ér — n = o se réduit, dans cette double hypothèse, à cjy’= o, équation dont les deux racines sont égales à zéro. Ainsi, les valeurs de x correspondantes sont toutes les deux infinies.
Quant au cas où l’on a en même temps <i = o, b = o, c = o, l’équation f r’ — bjr — a = o se réduit à o = o, comme l’équation «x’ -t- bx = c, et admet une infinité de valeurs f>our y, d’où il résulte une infinité de valeurs pour x.
Nous allons maintenant appliquer les principes do cette discussion générale à divers problèmes qui donneront lieu à toutes les circonstances qu’on peut rencontrer dans les problèmes du second degré.
103. Cinquième problème. — Trouver sur la ligne qui joint deux lumières A rt B d’intensités différentes , le point où elles éclairent également.
On suppose connu ce principe de Physique que :
Les intensités relatives d’une même lumière à deux distances différentes sont en raison inverse des carrés de ces distances.
Solution. — Nommons a la distance AB des deux lumières, b l’intensité de la lumière A à l'unité de distance, c l’intensité de la lumière B à la même distance.
Soit d’ailleurs C le point cherché; et faisons
AC = X, d’où BC = « — X.
Puisqu’on vertu du principe de Physique, l’intensité do A à la distance i étant b, son intensité relative aux distances a, 3, 4,- • • est -,i -i — ,
il s’ensuit qu’à la distance x, elle doit être exprimée par — • On a de
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or, d’après l'énoncé, ces deux intensités dojient être étialcs. Ainsi, l'on a l'équation
d'où l’on tire, en développant et réduisant.
Donc
ou, réduisant.
{6 — c)j:’ — aaéx = — n’ii.
nb ± ^a’b’ — ti’b(b — r) - ’
n(b± \fbc) b — c
expression qui se simplifie encore si l’on observe ; i” Que b ± peut se mettre sous la forme
y/ft . y/Â ± y/Â . , ou y/î . ( y/é ± y/c ) i
%° Que é — c est égal à
Ainsi, en considérant d’abord le signe supérieur de l’expression ci-dessus, on a
_ n y/ï . ( y/Â -t- y/ë ) _ oy/7i
(y/ï -H \/ë) (y/î — y/f) y/é — yV
On obtient de môme, pour la seconde valeur,
_ n^b{\/b — y/c) _ ny/ï
Au reste, ces valeurs simplifiées pouvaient s’obtenir immédiatement rl’après l'équation proposée. En effet, l’équation
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Or. si l'on pxir.iil la racini- carri'“t' dos doux mombros, il viont
d’où, en chassant les dénomiqateurs et transposant, — xv^ = ±xv'^; donc x —
iV. — On a d'abord obtenu les valeurs sous une forme plus compliquée, parce que l’équation a été résolue luir la méthode générale , qui est moins simple que la précédente.
Discutons maintenant les deux valeurs simplifiées. On a
d'où l'on tire
uyfc
Soit d’abord b > c.
La première valeur de x, /b
a yjb /> -y- /
y est positive et plus petite que o;
car — est une fraction, .\insi cette valeur donne, pour le point éga-
lement éclairé, un point C situé entre les points A et B. On voit, on outre, que ce point est plus voisin de B que de A ; car, à cause de A > r, on a
y/b -y- /b, OU l/y- yjb -y- y/c, d’où —p-' _ > - 1
/b -y- yjc
et par conséquent ,
Cela doit être en effet, puisqu'on suppose l'intensité do A plus forte que celle de B.
La valeur de « — x correspondante, i est positive et plus pe-
yjb -y-/c
tilo que comme il est aisé de le vérifier.
La seconde valeur de x, ■ i l'sl encore positive, mais plus
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Cette seconde valeur donne donc un second point C/ situé sur le prolongement de AB, et à droite des deux lumières.
On conçoit, en effet, que les deux lumières se répandant en tous sens, il doit y avoir sur le prolongement de AB un autre point également éclairé; et CO point doit être plus voisin de la lumière B, dont l’intensité est la moins forte.
On peut reconnaître h posteriori pourquoi ces deux valeurs sont liées par la même équation. Si, au lieu de prendre .\C pour l’inconnue r, on prend .\G', il en résulte
BC' — X — a',
ainsi, l’on a l’équation
Or, comme [a — x)’ est identique avec [a — or)’, la nouvelle équation est la même que l’équation déjà établie, qui, par conséquent, ne doit pas plutôt donner AC que AC'.
La seconde valeur de a-r--x^ est négative, ce qui doit être,
puisque l’on a x > ^; mais en changeant les signes de l’équation *
on trouve
n\Tc
et cette valeur de x — « représente la valeur absolue de BC'.
Soit b <C.c,
La première valeur de x, est toujours positive, mais plus
petite que puisque l’on a . V^-+-V^>y/ô-f-v/ô>2 y/b.
La valeur de « — x correspondante , ou grande que - •
y/ô -\-\je
est positive et plus
Aig. n.
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Ainsi, dans l'iiypotlièse que l’on considère, le point C, situé entre les fioints A et B, doit être plus voisin de A ((ue do B.
seconde voleur Ac X , -- " * ' ou -- est esscntielle-
sh~>jc
meni népative.
Pour l'interpréter, changeons x cd — x dans l'équation; elle devient
est esscntielle-
Or, O — X exprimant d'abord la distance de B au point cherché, n -+- x doit maintenant exprimer cette même distance; ce qui exige quo le point cherché soit à gauche de A, en C" par exemple. Et, en effet, puisque l'intensité do la lumière B est, par Iqqwthèse, plus forte que celle de x\, le second point cherché doit être plus voisin de A que de B.
La valeur den — x correspondante, ■ ou *’■ -.i est
vÆ-y/c V^-V^*
piositive; et cela tient à co que, x étant négatif, « — x exprime réellement une somme nrithmètique .
Soit b — c.
Les deux premières valeurs de x et do « — x se réduisent à ce qui
donne le milieu do AB pour le premier point également éclairé. Ce résultat est conforme à l'hypothèse.
Les doux autres valeurs se réduisent à ou deviennent infinies ;
c’est-iHÜre que le second point également éclairé est situé à une distance des points A et B plus grande qu’aucune quantité assignable. Ce résultat répond ]«rfaitemenl à rhvqiothèso présente; car, si l'on suppose que la différence b — c, sans être tout à fait nulle, soit extrêmement petite, le second point également éclairé existe, mais à une distance très-grande des
deux lumières : c’est ce qu'indique l'expression dont le déno-
/ 6 — fie
minateur est extrêmement petit par rapport au numérateur; et lorsqu'on suppose enfin h~c, ou \fb — yc = o, le ])oint chcrclié ne (leul plus exister, ou doit se trouver situé à une distance infinie.
Observons, en passant, que dans le cas de è = c, si l’on considérait les valeurs non simplifiées,
clonl le déno-
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la première, qui correspond à x = deviendrait et la
b — yV “
seconde, (jui correspond à jr = deviendrait -■ Mais on n'ob-
\ib -f- “
tient la forme - qu’à cause de l'existence d'un facteur commun, \H> — \fc.
entre les deux termes do la valeur do x. [Voir ce qui a été dit aux n"* 73 et 102.)
Les deux termes de la première comprennent bien aussi le facteur commun y/è -H y/ë : mais, en le supprimant, on trouve
n \Œ \fi> — \Jc
expression qui se réduit encore à dans l’hypothèse de è =■ c .
Soic/ii b = c et n = O.
Le premier système des valeurs de j: et de « — x se réduit à o, et le second système à
Ce dernier caractère est ici le symbole de Vimléterminalhn ; car si l’on remonte à l’équation du problème [b — r ) x* — lubx = — n^b, elle se réduit, dans l'hypothèse actuelle, à o.x“— o.x = o, équation qui peut être satisfaite par un nombre quelconque mis pour x. Et, en effet, puisque les deux lumières ont la même intensité et sont placées au même poiut, clics doivent éclairer également chacun des points de la ligne AB.
La solution o que donne le premier système est une de ces solutions, en nombre infini, dont on vient do parler.
Soit, enfin, a = o, b étant différent de e.
Chacun des deux systèmes se réduit à o; ce qui prouve qu’il n'y a, dans ce cas, qu’un seul point également éclairé ; c'est celui où les deux lumières sont placées.
L’équation se réduit alors à (è — c).r’= o, et donne les deux valeurs égales,
La discussion précédente offre un nouvel exemple de la précision avec laquelle l’Algèbre répond à toutes les circonstances de l’énoncé d’un problème.
loi. Sixième problème. — Trouver deux nombres tels, que Indifférence de leurs produits par les nombres respectifs a et b soit égale à un
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nombre donné s, et ijiic la différence de leurs earrt-s soit égale à an autre nombre donné q.
Solution. — Soient x et / les nombres cherchas; on a les deux équations
n.e — by = s, x’ — /’= y.
De la première on lire x = , valeur qui, substituée dans la se-
conde, donne
donc
_ bs ± a \l.s‘ — 7 ( rt’ — é’ )
Ue]K)rlant celle valeur dans l'expression de x en /, on trouve
P hs db a \f s' — 7 ( «’ — é’ ) ”|
d’où
as ± b \/.v’ — 7 ( «’ — 6' )
(11 ne faut pas perdre de vue que, dans ces valeurs de / et do x, les deux signes supérieurs se correspondent, ainsi que les signes inférieurs.)
Discussion. — Nous supposerons, dans tout ce qui va suivre, que a, b, 7, s soient des nombres absolus : s’il en était autrement, certains termes des valeurs de x et de / changeraient de signe, et il faudrait opérer ces changements avant de discuter.
.'soit a'^ b, d’où a' — h' positif .
D’abord, pour que les deux valeurs de x et de / soient réelles, il faut que l’on ait
r/{a’—b’)<s\ d’où 7 <
Supposons celte dernière condition remplie, et déterminons les signes dont les deux systèmes do valeurs sont affectés.
Le premier système est
_ as -H b \is- — 7(«* — i’) bs -4- a\ls' — 7(«' — b‘ |
^ ~ lé — b' ^ J — n’— é' ‘
Les deux valeurs de ce système sont nécessairement positives, et for-
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Le second sjrsième est
_ ers — h v'^.ï' — y ( «' — h') _ hs — et \ls^ — rj )
La valeur de x est essentiellement positive; car do « > i on lire
as'^bs, el à fortiori as'^Lfs‘— i/\td — b'),
puisque le radical est plus petit que s.
Quant à celle de elle peut être positive ou négative.
Pour qu'elle soit positive, il faut que l'on ait
bs > «y/l' — yf""— l>‘),
d'oCi, en élevant au carré,
Ps‘'p- a’s' — et'e/[n' — b’).
Ajoutons o^tj[ei‘ — 4’) aux deux membres, et retranebons-en b' s' ; il vient it'-q[n- — é’) > i’(«’ — 6’); d'où, en divisant par «’(«’— b').
Ainsi, pour que le second système soit encore une solution réelle et directe, il faut que l’on ait en même temps
té—(é
et 1>
c'est-à-dire que q soit compris entre les deux nombres ^ et — •
Observons, en passant, que la condition î > ^ pouvait être obtenue
plus facilement au moyen de l'équation en^'.
Celte équation étant {«’— b^))’' — ’sbsy =: i’— o’iy, on voit que, dans l’hypotbèsc de « > b, elle est do la forme x’ — px = — q,%\ l’on a «’</ > i’,
ou y > — ; et l’on sait (100) qu’alors les deux racines sont à la fois positives.
Si l’on avait, au contraire, y < auquel cas on aurait, à plus forte
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raison , 7 < —, — la valeur do.)- du second sj'stème serait négaiite; et
CO système (abstraction faite du signe de/) ne serait plus une solution de l'ènoncc tel qu’il a été établi, mais bien de celui dont les équations seraient
(■/ J- -+- hy = .V, x’ — /’ = 7,
et qui ne différerait du précédent qu'en ce que s exprimerait une somme au lieu d'H//e iliffrrcncc.
Ainsi, dans le cas de (7 > h, le problème admet ileux solutions réelles et directes toutes les fois que l'on a
.«* lé
et elle n’en admet qu’wne seule si l'on a 7 < — ,•
En prenant pour «, é, s des nombres absolus quelconques, pourvu toutefois que « soit > b, et choisissant ensuite pour 7 un nombre com-
pris entre les deux limites et ^ — r-,i on sera certain d’obtenir deux a‘ tr — b‘
solutions directes.
Soient, par exemple,
«=fi, è = 4, ■f=i5,
d'où l'on déduit
rt' ~ 36 ~ 4 ' a‘ — b' 20 ~ " 4
On pourra supposer 7 = 10, par exemple, et il viendra
et
et
Les solutions ^x = -^i / = et “ a demment deux solutions directes des équations
forment évi-
6x— 4/=i5, x’ — j’ = io.
Mais si l'on supposait a = 6, i = 4, j = i5, 7 = 5, il serait facile de reconnaître que, des deux systèmes, le premier seul donnerait une solution directe.
Digitiz*;
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Ctfs pfirlicitliers qui se rap/mrlcnt à Vh)pothèse de a y- b.
Soit
Les doux systèmes do valeurs do x et de .)• so réduisent à
-' -^pzrip-
Ainsi, dans celte hypothèse, il n'y a qu’une solution du problème, et elle est directe.
Soit encore
q = d’où s' — fdq et s = n\fq\ lo premier système devient
b \! tdq td -i- b^ f- bs + a^b^q 7.«i f-
,p _ ip ~ „i _ V ^ ~ _ /.J ~ -,j _ te- y'i >
«’ — Id td - b‘
le second
r = ^ _ bs-nsUdq ^ P
— y I < d ~ „ï _ AJ
Et, en oiïet, supposons i’= a'q dans l’èiiuation en /; elle se réduit à {td — b^)y^ — ’^bsj- = o;
d'où l'on déduit
ihs iLtib r-
Reportons chacune de ces valeurs dans x =
br
1/- cd -h é’
&it maint Clin lit a <C b \ d'oii td — b^ négatif.
Les expressions do j: et de^ lieuvent se mctlro sous la forme
' _ — as=pb ^s‘‘ -s- qiid— a‘)
— h.s' rp a \/.v’ -h f/ ( /-»’ — rt* )
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Cos valeurs sont toujours rielles, puisque la quantité sous le radical est essentiellement positive.
Quant aux signes, la première valeur de x est essentiellement négative, et il en est de même de la première valeur de y. Ainsi ces valeurs, abstraction faite de leur signe, rè|>ondcnt, non aux équations proposées, mais aux équations hy — ux = s, x’ — y^=q, dans la première desquelles t’nnlrc i/c la dijfêrcncc entre les pmduits ax et by est rrni'crsé.
La second!' valeur de x est nécessairement positive; car de i > a on déduit b ^s’ ■+- <j[b' — puistiuc le radical est numériquement
plus grand (|ue s.
Mais la seconde valeur de y n’est |uis toujours positive. Pour qu'elle le soit, il faut qu’on ait la relation
a sjs' -t- q{b' — «') > bs,
d'où, en élevant au carré,
a^s' -h a‘‘ij[b^ — n’) > ù’j*,
ou, transposant a' s',
idq(b' — «’) > (i’ — «^4*, et divisant j»ar — «’),
En donnant ù a, b, s, q des valeurs particulières, telles que l'on ait ù>n, et le problème sera encore susceptible d'une solution
flireete,
Soit, enfin, n—b \ d’où n’ — b‘‘ — o.
Le premier système de valeurs devient, dans cette hypothèse.
et le second
•sas 2 as
Mais si l'on remonte à l'équation {a‘‘ — b^)y^ — ibsy~ s^ ~ ei^q, qui, lorsqu’on fait a = 4, se réduit à — sasy = s' — a^q, on on déduit
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et l'expression de x cn.r, .r= —-y— donne
•tus
On parviendrait aux mêmes résultats en imitant l'un des procédés suivis (102), c’est-à-dire en faisant, dans l'équation en_j-, _j = ou bien, en mettant en évidence le facteur commun a' — i’ dans celles des expressions de / et de x, qui se sont réduites à la forme
Pour que la solution x = , y — ■ '' soit ilirectc, il faut
■ms -tas
qu on ait y >
Des transfunnations qu'on peut faire subir aux inégalités.
103. Dans le cours de la discussion des deux problèmes précédents, nous avons eu occasion de poser plusieurs inégalités sur les<iuelles ont été exécutées des transformations analogues à celles qu’on exécute sur les égalités. C’est , en effet, ce qu’on est souvent obligé de faire , lorsqu’en discutant un problème, on veut établir entre les données les relations nécessaires pour que le problème soit susceptible d’une solution directe ou du moins réelle, et fixer, à l’aide de ces relations, les limites entre lesquelles doivent se trouver les valeurs particulières de certaines données pour que l’énoncé tombe dans telle ou telle circonstance. Or, quoique les principes établis pour les équations soient en général applicables aux inégalités, il y a néanmoins quelques exceptions dont il est nécessaire de parler, afin de mettre les comnençants en garde contre des erreurs qu’ils leurraient commettre en faisant usage des signes d’inégalités. Ces exceptions proviennent de l’introduction des expressions négatives comme quantités, dans les calculs.
Pour plus de clarté, nous allons passer en revue les diverses transformations qu’il est permis de faire subir aux inégalités, en ayant soin do faire ressortir en même temps les transformations 'dont l’emploi doit êtrt' interdit.
Transformation par addition et socstraction. — On peut, sans aucune exeeption, ajouter aux deux membres tl’unc inégalité quelconque, ou en retrancher une même quantité ; l’inégalité subsiste toujours dans le même sens.
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■Vinsi, scit 8 > 3 ; on a encore
8 5 > 3 -t- i, et 8 — 5 > 3 — 5.
Soit do môme — 3 < — a , on a encore
— 3 + G< — a -1-6, et — 3 — 6< — i — 6.
Cela résulte des principes établis au n" 63.
La transformation précédente sert, comme dans les équations, à faire passer certains termes d'un membre de l’inégalité dans l'autre.
Soit, [wr exemple, l'inégalité <i’ -t- 4’> 3i’— i/i’; il en résulte
o’ -f- a«’ > 3A’ — i’ ou 3«’> a//’.
On peut, .fans f.rrrpthn, ajouter membre à membre Heux nu plusieurs inégalités établies i/iins te même sens; on obtient ainsi une inégalité rie meme sens que les proposées.
Ainsi, rt > /', c > <t, e >/, . . . donnent
fl -I- c -t- e -H . . . y>- h -i- rt -i- f -h ... .
Mais il n’en est />as toujours tic même si f on soustrait membre à membre deux ou plusieurs inégalités établies dans le mé'me sens.
Soient les inégalités 4<7eta<3;ona bien
4 — a<7— 3 ou a<4-
Mais soient les inégalités g < lo, et 0 < 8 ; il vient, par la soustraction, g — G >10 — 8 ou 3 > a.
On doit donc éviter autant que possible cette transformation; ou, lorsqu'on l’emploie, s’assurer s'il y a inégalité dans le résultat, et dans quel sons est celle-ci.
Tb\.nspobmation PAU multiplication et niviSfON. — On peut multii>lier les deux membres d’une inégalité par un nombre positif ou absolu : il y a inégalité rlc meme sens dans les résultats.
Ainsi de fl < é, on lire 3a > 3é; et de — n <—'b, on déduit
— 3rt < 3/i.
Ce principe sert à faire disparaître les dénominateurs.
Que l’on ail rincgalité — î on en déduit, en multiplianl
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es deux membres par f>ail,
Même principe pour la division.
Mais lorsqu’on multiplie ou divise les deux membres d'une inégalité par une quantité négative, on obtient une inégalité de sens contraire.
Soit, par exemple, 8> 7; en multipliant les deux membres par — 3, on a, au contraire, — 24 < — ai.
De même, 8 > 7 donne
ou -3<:t3’ -3-
Ainsi, lorsqu’on multiplie ou divise les deux membres d’une inégalité par un nombre exprimé algébriquement , il faut s’assurer si le multiplicateur ou le tUviseur ne peut devenir négatif; car, dans ce dernier cas, l'inégalité serait de sens contraire.
Dans le problème du n" lOf , de l’inégalité — é’) > j’(«’ — é’),
on a pu déduire 7 > ^ 1 en divisant par «’(«’ — é’), parce que l'on avait supposé O > é, ou — é’ positif.
Il n’est pas permis de changer les signes des deux membres d’une inégalité , à moins qu’on n’établisse l’inégalité résultante en sens contraire; cetto transformation revient évidemment à multiplier les deux membres par — i .
Tbansformation par élévation au carré. — On peut élever au carre les deux membres d’une inégalité entre des nombres absolus, et l’inégalité subsistera dans le même sens.
Ainsi, de 5 > 3, on déduit a5 > 9 ; de n -h i > r, on tire (« -1- é)’> c’.
Mais si les deux membres de l’inégalité sont île signes quelconques, on ne peut pas assurer d’avance dans quel sens l'inégalité résultante aura lieu.
Par exemple, — 2 < 3 donne
(—2)’ ou 4<g; et — 3 > — 5 donne, au contraire,
(—3)’ ou 9<(— 5j’ ou a5.
On doit donc, avant d’élever au carré, s’assurer si les deux membres peuvent être regardés comme dos nombres absolus.
Transformation par extraction de racine carrée. — On /scut
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extraire la racine carrée ries deux membres d'une inégalité entre des nombres absolus ; et l'inégalité subsiste, dans le meme sens , entre les valeurs numérii/ucs de ces racines carrées.
Observons d’abord (lu'on no peut proposer d'extraire la racine carrée des deux membres d'une inégalité, qu’nutant iju'ils sont essentiellement /Mtsitifs; car, autrement, on serait conduit à des ex/jressions imaginaires qu'on ne pourrait comparer.
Mais que l'on ait g < a5, on en déduit y/g ou 3 < ou 5.
Do rt’ > on déduit a > b, si a et b expriment des nombres absolus.
De même, l’inégalité «’> (c — b)' donne n> c — 6, si l'on suppose déjà c plus grand que /> ; et n > 6 — c, si, au contraire, b est plus grand que c.
En UH mot, lorsque les deux membres d’une inégalité sont composés de termes additifs et de termes soustractifs , on doit acoir soin d’écrire, pour la racine carrée de chaque membre , un pol/nàme dans lequel les soustractions soient possibles.
■lOC. Voici les énonces de nouveaux problèmes :
Septième problème. — Deux marchands vendent chacun d’une même étoffe , à des prix différents ; le second vend 3 mètres de plus que le premier, et ils en retirent ensemble 35 écus de 5 francs. Le premier dit au second ; J 'aurais retiré de votre étoffe i4 <’c"-ï ; / 'autre répond : Et moi j’aurais retiré de la v6tre I2 écus ÿ. — Combien de mètres ont-ils vendu clutcun?
Rép. i" marchand x = i5; a' marchand y = i8, ou bien x = 5,
Huitième problème. — Un négociant doit un billet de 6240 francs payable dans 8 mois, et un autre billet de 7632 francs payable dans g mois. Il retire ces deux billets , et remet à leur place un billet de l4 i56 francs payable dans un an. — On demande le taux de l’intérêt.
Rép. 10'', 33 pour 100 par an.
On suppose ici que chacun des trois billets ait été réduit à sa véritable valeur [voy. drithmétique (268)] à l'instant même do l'écliange des billets; car il est bon d'observer que la question peut être traitée de diverses manières, et donne lieu à des résultats tout à fait différents, suivant les épo([ues auxquelles on ramène les valeurs des billets.
Neuvième problème. — Une personne possède i^ooo francs, qu’elle /lartage en deux portions placées à intérêt, de manière qu’elle en retire des revenus égaux. Si elle faisait valoir la première portion sur le même
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picii que ta sccomic, elle retirerait pour cette partie 36o fmnes il’intére't; et sf elle faisait valoir la seeonde portion au même taux que la première, elle retirerait 4go francs d’intérêt. — On demande les deux taux d’intérêt. (Rép. 7 et 6.) '
(L’fqualion de ce problème peut être résolue plus simplement que par la méthode générale.)
Dixiéme problème. — Trouver deux rectangles dont on connah ta somme </ des surfaces, la somme a des bases, et dont on connaît tes surfaces P et p', quand à la base de chacun d'eux on tlonne la hauteur de t ’ autre, c’est-à-dire quand on alterne les hauteurs.
Rép. Base du premier, x =
aj^p -*-q± \Jq'- — 4/)//)
(Résoudre et discuter ce problème.)
Onzième problème. — Partager deu.z nombres a et h, l'un et l’autre en deux /tartirs, de manière que le produit d’une partir de a par une partie de b soit égal à un nombre donné p, et que te produit des parties de a et b soit aussi égal à un nombre donné p'. — Résoudre et discuter ce problème.
Douzième problème. — Trouver un nombre tel, que son carré soit au produit des dijférenccs entre ce nombre et deux autres nombres donnés a et b, dans un rap/iort connu, p'.q. — Résoudre et discuter ce problème.
Nous recommandons ce dernier problème aux élèves, non-seulement parce que sa discussion offre de nouvelles applications des principes sur les inégalités, mais encore parce que les formules auxiiuelles on |>arvient renferment implicitement les solutions d’une foule do questions analogues, dont les énoncés ne diffèrent que par le sens do certaines conditions.
Questions sur les ma.ximums et les minimums. — Propriétés des trinômes du second degré,
107. Tl est une certaine classe de problèmes ([u’on rcncontro surtout dans la Géométrie analytique, et qu'il est souvent po.ssible de résoudre à l'aide des théories précédentes. Ce sont ceux qui ont pour objet de déterminer ta plus grande ou la plus petite valeur que puisse recevoir le résultat de certaines opérations arithmétiques effectuées sur des nombres.
Soit proposée cette première question : Partager un nombre donne in en deux parties dont le produit soit le plus grand /sossibte, ou un maximum.
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Désignons par a- l'une des parties, l’autre sera an — jt, et leur produit
X (ao — x).
Si l'on donne à x différentes valeurs, ce produit passera par différents étals lie gnim/eiir; et il s'agit d'assigner à x la valeur qui doit rendre ce produit /<■ plus graml possible.
Désignons i>ar .?' ce plus grand produit dont la valeur est inconnue |K>ur le moment; on aura, d'après l'énoncé, l'équation
X (an — x) = J'.
Regardant^' commo connu, et tirant do cette équation la valeur de x, on trouve
Or ce résultat fait voir que x no peut être réel qu’aulant que l'on aura X < ou, fout au plus, X =
D'où l'on |ieut conclure que la plus grande valeur qu’on puisse donner à Xt c'est-à-dire au produit des deux parties, est
Mais si l'on fait x = >1 en résulte x~ a.
Donc, /xmr obtenir le plus grand produit, il faut diviser le nombre donné an en deux parties égales; et le maximum qu'on obtient ainsi est le carré de la moitié du nombre; résultat qtie l’on a déjà trouvé par un autre moyen (100).
Solution plus simple. — Appelons ax la différepee qui existe entre les deux parties; puisque leur somme est déjà exprimée par an, la plus grande
de ces parties sera (4) représentée par ou n -t- x, la plus pe-
tite par n — x, et l’on aura pour l'é<iuation
(rt4-x)(n-.r) =/,
ou, effectuant les calculs,
n' — ,r’=_r; d’où x = ± \/n‘ — .
Pour que cette valeur de x soit réelle, il faut que^ soit tout au plus égal à n’ ; or, en faisant x = on obtient x = o, ce qui prouve que les deux /xirties doivent être égales.
Ce moyen de résolution a l’avantage de conduire à une équation du second degré à deux termes.
N. B. Dans les équations
x(ia — x)=j- et (n -+- x) (n — x) =
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X esl dite une variahlcy et
x[‘ia — ’x) ou (r7-H.r){<7 — x)
une certaine /o«r//c/// de la variable.
Cette fonction, représentée par est elle-même une autre variable, dont la valeur dépend do celle (lu’on attribue à la première; et c’est pour cela que les analystes désignent ([iielquefois celle-ci sous lo nom de variable indépendante, tandis que la seconde, ou j)', rogoit des valeurs dépendantes de celles qu’on attribue à x.
En résolvant par rapport à x les deux équations
.1' (2^/ — r) — r et [a-^x)[a — x) =/,
ce qui donne
X = « ± — y et X = ±: — > ,
on peut regarder, à son tour, y comme une variable indépendante et x comme une certaine fonction de cette variable.
409. Proposons-nous, pour seconde question, de diviser an nombre ia en deux parties telles, que la somme des racines carrées de ces deux parties soit un maximum.
Appelons x* l’une des parties; la — x* sera l’autre partie, et la somme de leurs racines carrées aura pour expression
X -h y/'/rt — X* = y
Pour résoudre cette équation, il faut chasser le radical. On a d’abord, en transposant lo terme x dans le second membre,
d’où, élevant au carré,
ia — .r’ = r’ — ixy -h x’, ou, ordonnant par rapport à .r,
2x’ — 2xr — 7.a — 1’,
équation d’où l’on tire
uu, simplifiant,
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Pour que les deux valeurs de x soient réelles, il faut quo^^ soit tout au plus égal à 4«-
Donc 2 est la plus gramle valeur que puisse recevoir _v.
Si l’on fait J = 2 /a, il en résulte j: = v'n ; d’où l’on déduit
= n et ia — .e' — a.
Ainsi, le nombre donné ia doit rire dMsê en deux parties égales pour tpic la somme des racines carrées de ces deux parties soit un maximum.
Ce maximum est d’ailleurs égal à 2
Soit, par exemple, 72 le nombre proposé, on a
-2 = 3G -h 36; d’où = '*■
C’est le maximum de valeur qu’on puisse obtenir pour la somme des racines carrées des deux parties de 72.
Et, en effet, décomposons 72 en 64 + 8 ; on a
v'G4 = 8 et /8 = 2 -t- une fract.;
d’où
Soit encore 72 =
-i- y/s z= loH- une fract.
4g -1- 23 ; on a
donc
y'4g =7, = 4 + une fract.;
y/^ 4- y/â3 =11-1- une fract.
, „ néx' -(-//’
Considérons, pour troisième exemple, l expression "i 'luil
s'agit de rendre un minimum {m étant supposé r/).
Posons
néx- + n'__
( ni‘ — n‘)x
on en déduit
X = ± y/( _ n‘ tf - ïtiété.
2/h' •xnr"
Or, pour que les deux valeurs do x correspondant à une valeur de y
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soient réelles, U faut évidemment que — n’)’/’ soit trii moins égal à 4/H’n', et, par conséquent, que;»' soit au moins égal a •
Ainsi, est le minimum des valeurs qu’on puisse donner à
nr — «•
Si l’on fait/= dans l’expression de x, le radical disparait,
et la valeur de x devient
nr — rr imn _ n ~~ ■j.m^ nr — 11^ ~ m
Cette valeur, x = est donc celle qui rend l’expression proposée un
minimum, lequel est égal à
UO. Ces exemples sulBsent pour mettre au fait de la marche qu'il faut suivre dans 1a résolution de ces sortes de questions.
jtprès avoir forme l’expression algébrique de la quantité susceptible de devenir, soit un maximum, soit un minimum, on l’égole à une lettre quelconque y. Si l’équation que l’on obtient ainsi est du seeond degré en X [x désignant la quantité variable qui entre dans l’expression algébrique), on la résout par rapjxirt à x; puis on égale à zéro la quantité soumise an radical, et l'on tire de cette dernière équation une valeur de y qui représente alors le maximum ou le minimum cherché. Substituant enfin eette valeur de y dans l’expression de x, on obtient la valeur de x propre à satisfaire l'énoneé.
A'. /?. — S’il arrivait que la quantité sous le radical rcslAt positive, quelle que fût la valeur de y, on en conclurait que l’expression pm/msée peut jxtsser par tous les états de grandeur possibles; en d’autres termes, qu’elle a, en nombres absolus, l’infini pour maximum et zéro pour minimum ; ou, plus généralement, qu’elle peut passer par tous les états, depuis Y infini négatif jusqu’à Xinfùn positif.
Soit, pour nouvel exemple, l’expression
ü (ax -H i)
On demande si cotte expression est susceptible d’un maximum ou d’un minimum.
Posons
6 jax -H 1) ~
Atg. B. 1 1
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Il en résulte l'équation
d'où l'on déduit
Or, quelque valeur qu’on donne à j-, la quantité sous le radical sera toujours positive. Ainsi .r, ou l'expression proposée, peut passer par tous
les étals de prandcur depuis — » jusqu’à
Dans les exemples préaMents, la quantité soumise au radical de la valeur de .r ne renfermait que deux parties, l’une affectée de / ou do ^ , l’autre toute connue; et il a été facile d’obtenir le ma.rim,w, ou le miim dont la fonction était' susceptible. Mais il peut arriver que celte quantité soit un trinôme du second degré do la forme rnf’ ■+■ ny -+- p Dans ce cas, la question devient plus difficile; et pour mettre en état de la résoudre complètement, il est nécessaire de démontrer plusieurs propriétés relatives a ces trinômes.
Propriétés tles trinômes Ha second degré.
111. On appelle trinôme du second degré toute expression do la forme mf-s-ny-t-p (/«, n et p étant des quantités connues do signes quelconques, y désignant d’ailleurs une variable, c’est-à-dire une quantité que l’on fait passer i>ar différents étals de grandeur).
Ainsi
3 _ 5 J 7 — 9 r’ -I- V -t- 5 ou — ey— 3/ -I- la,
[a — b s- îc)/ -H ib'y~inc^ -t- ^a^'b
sont dits des trinômes du second degré en y.
Si l’on égale à zéro le trinôme ni/’ ny p, ce qui donne
mf+nr-^-p^o, d’où r = - ± - 4 >np,
on peut faire trois hypothèses principales par rapport à la nature des valeurs do y qu’on vient d’obtenir ;
les deux racines sont alors réelles et inégales;
auquel cas les deux racines sont réelles et égales;
Gop;;lt
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les deux racines sont, dans ce cas, iiimginaires.
Cela posé, voici les propriétés relatives à ces différents cas :
Premivrement. — Toutes les fois qu’un trinûmo du second degré est tel, qu’en l’égalant à zéro et résolvant l’équation qui cn'résultc on obtient deux racines réelles et iiiégnlcs (de signes quelconques), imite quantité (positive ou négative) comprise entre les ileiuc racines, substituée à in place de Y clans le trinôme, donne nécessairement un résultat de signe contraire à celui dont le coefficient de y' est office té; mais toute quantité non comprise entre les deux racines, et différente de chacune d’elles, substituée à la place de y, donne un résultat de meme signe que le coefficient de y'.
En effet, soit l’équation
my^ ny -hp o,
et, pour fixer les idées, représentons par r' la racine qui se rapproche le plus de Xinfni négatif, c’est-à-dire de la plus petite racine, et par y" l’autre racine.
Cela posé, le premier membre peut (97) se mettre sous la forme m{y — y') {y —y’); ainsi l’on a l’identité
my^-c-nys-p = m {y— y') (.v — r');
ce qui signifie (42) que cette égalité doit exister, quelque valeur qu’on donne à y.
Soit maintenant * une quantité comprise entre y' et y’, c’est-à-dire telle que l’on ait
»>y', mais a<y';
il en résulte
a— j’>o, mais a— 7”<o;
d’où l’on voit que les facteurs x — y', * — y’ sont de signes contraires : ainsi leur produit (x — y') (x — r") est négatif.
Donc m ( x — r ') ( x — /') ou m x’ «x’ -i- /u est do signe contraire à celui dont m est affecté.
Soit, au contraire,
X </' et fortiori a <iy';
d’où l’on déduit
X— ^'<0 et X— /"<o.
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Les deux facteurs sont de même signe; donc (« — .r') ( « — .v") est positif; i>ar conséquent
m[x — — ou mx'+na-^p
est de même signe que «/.
Même raisonnement pour le cas de et h fortwri
Deuxirmement . — Si les deux racines sont réelles et égales, loiitc Huantitè ilijfcrcnte de celle qui rêiliiit le trinôme à zéro, subslituce dans ce trinôme, donne un résidlnt de même signe que le coefficient de En effet, puisque les deux racines sont égales, on a la relation
■ ^mp = O, d'où l'on tire p =
dés lors le trinôme m > ’ + ny + p ou m { r’ -i- — -t- — ) de> ient
[ , n n’ \ [ Il \-
m H >• -t- — ; 1 ou w 1 v -4 1 •
\ m- iin'J \’ ■jLin/
Or il est évident que, pour toute valeur de y autre que > la quam-
sera positive.
Ainsi, m ^ "X P signe de m. c. q. f. d.
Troisièmement. — Enfin , si les doux racines sont imaginaires , toute quantité réelle, positive ou négative, substituée à la place de y, donnera un résultat de même signe que le coefficient de y'.
Car, puisque les deux racines sont imaginaires, on a la relation
n’ — 4 nip < o, d'où ^mp > n',
ou bien (103), divisant par 4'"’,
£-> JîL.
/« 4 ni‘
Soit donc £ = -I- A’ (4’ désignant ur.o quantité essentiellement tn 4 •
positive); il en résulte
mf^ny^p= m ( r’ + £ jr + ^ (r -h ^ „,/ »,
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quanlité qui reslera toujours de même signe que m, quelque valeur réelle ijue l'on y substitue pour y.
112. La seconde propriété nous conduit naturellement à parler d'une proposition qui est d'un fréquent usage dans l'analyse.
Toutes les fois qu'un trinôme du second degré, ny -h p, est un
carré parfait, on a entre ses coefficients la relation
n’ — 4 mp = O.
En effet, si ce trinôme est un carré parfait et de la forme (m'y -s- n'Y, les deux racines de l’équation my' -s- ny -s- p = o doivent être égales. Or, pour qu'elles soient égales, il faut que la quantité sous le radical, ou n' — 4 't>Pt soit nulle. c. Q. F. D.
Réciproquement . — Si l’on a entre les coefficienis la relation
le trinôme est un carré parfait; car on déduit de cette relation p=z^f-\ d’où my'' ns- -s- p — ms'^ -s- nr -s- ^ — ( y \fîîi s-
113. Voyons actuellement l'usage de ces propriétés, dans la résolution des questions sur les maximums et minimums.
Soit proposé de déterminer si, lorsqu'on fait varier x, la. fonction
peut passer par tous les états de grandeur.
Posons
r* — a.r J- SI Ox— “m ~
d’où
x’ — -I- i)x = — SI — i4/.
Il en résulte
X = 3/ -I- I ± v^9,v’ — 8/ — ao.
Pour que x soit réel, il faut que gj’— iy — ao soit positif. Or, si l’on égale celte quantité à zéro, il vient
d’où J" = a
et y = —
lO
Ces deux valeurs de / étant réelles, il suit do la première des propriétés ci^lessus que, dès qu’on donnera à y des valeurs comprises
entre — et a, telles que — i , o, i , la valeur du trinôme sera négative.
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puisque le coefficient do j ’ est positif. Mais on donnant à j des valeurs
non comprises entre
et a , comme — a, — 3,..., 3, 4,..., on ob-
tiendra un résultat positif.
On voit donc, que a est, en nombres absolus, le minimum des valeurs que doit recevoir pour que x soit réel ; et si, dans l'expression de x ci-dessus, on ftiit^ = a, le radical disi>arail, et l’on trouve a: = 7.
En cfTet, l'expression devient, lorsqu’on y pose x = 7,
-f- ai 50 il “â8~
La racine y = — ~ est en nombres m’galifs, le ma’ximum des \ aleurs que y pi'ut roce^•oir; et la valeur de x correspondant à ce maximum est
A'. B. — Lorsque, x étant exprime en y, le coefficient de^r’ sous le radical est négatif, et que les deux valeurs de y, déduites du trinôme égalé à zéro, sont, l’une positive, l'autre négative, la valeur positire est un maximum, puisijuc toute valeur plus grande donnerait un résultat de même signe que le coefficient de y’, et, )iar conséquent, négatif; la valeur négative est un minimum parmi les valeurs négatives que _r peut recevoir.
Nous laissons aux élèves le soin d’examiner les autres circonstances qui peuvent se présenter ; par exemple, le cas où, le coefficient de,r’ étant positif, les deux valeurs do.r sont positives; celui où, ce même coefficient étant positif, les deux valeurs sont imaginaires. Ils pourront, d’ailleurs, s’exercer sur les questions suivantes :
1“ Partager un nombre ilonné ‘i.a en lieux parties, de manière que lu somme des quotients qu’on obtient, quand on divise mutuellement ees deux parties l’une par l’autre, soit un minimum.
(Rép. Les deux parties doivent être égales, et le minimum est 2.)
2° Soient a et b deux nombres absolus; on demande /xnir x une valeur
telle, que l’expression
soit un maximum.
'inb , , la -y- bf
Kép. X — et le maximum correspondant est y = •
3° Soient a et b deux nombres absolus; on demande pour x une va-
leur telle, que l’expression
soit un minimum.
PBOBLfcMES DU SECO.ND DEGRE à. PLUSIEURS INCONNUES. 167 Rép. On trouve ici deux valeurs, savoir :
X = \/7ïF>, à laquelle correspond un minimum / = (v/7/ -f- v^)’,
ei
ar = — à laquelle correspond un mojcimum
§ ni. — Des éouations et problèmes du second degré a deux ou PLUSIEURS inconnues. — NOUVELLES OPÉRATIONS SUR LES R,VD1CAUX DU SECO.ND DEGRÉ, RÉELS OU IMAGINAIRES.
H4. Nous ne pouvons donner ici une théorie complète; car nous ferons voir bientôt que la résolution de deux équations du second degré, à deux inconnues, dé|K'nd, on général, de la résolution d’une équation du quatrième degré à une seule inconnue; mais nous allons nous proposer quelques questions qui ne dépendent, en dernière analyse, que de la résolution d'une équation du second degré à une inconnue.
Premier problème. — Trtniwr tieux nombres tels, r/ue la somme de leurs prmluils par les nombres respectifs a et b soit égale à is et que leur produit soit égal h p.
Soient x et y les deux nombres cherchés ; on a les équations ax 4- by — -is, xy — p.
De la première, on tire
os — ax
d’où, substituant dans la seconde et réduisant,
ax’ — USX = — bp.
Donc
X = ^ ± ^ j/.v’ — ahp , et, par conséquent, ^ ^ fs’ — âbp.
Comme a, b,p sont supposés ici des nombres absolus, le problème est susceptible de deux solutions directes, car* est évidemment > fs’ — abp. Mais, pour qu’elles soient réelles, on doit avoir s’ > ou = abp.
Soit a = i = i ; les valeurs de x et de y sc réduisent à
X = r ± ^s’ — p et y = s^: \'s‘ — p.
D’où l'on voit que les deux valeurs de / sont égales à celles de x prises
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dans un ordre inverse; ce qui veut dire que, si r-+- — représente la
valeur de s — p représente la valeur correspondante de y, et réciproquement.
On interprète cette circonstance en observant que les équations se réduisent, dans ce cas particulier, i, x -r- y = xy = p \ alors la question revient à trouver deux nombres dont la somme soit -xs et dont le pnxluit soit p \ ou, en d'autres termes, à partager un nombre xs en deux parties dont le produit soit égal à un nombre donné p.
Or on a vu (100) que les deux parties sont nécessairement liées entre elles par une même équation du second degré
— xsx -h p =z a,
<pti a, pour coefficient du second terme, la somme 2S prise en signe contraire, et /unir dernier terme le produit p des deux parties.
US. Second problème. — Trouver quatre nombres en proportion géométrique, connaissant ta somme 2 s des extrêmes, la somme 2 s' des moyens et la somme 4 c’ des carrés.
Dé'signons par a, x,y, z, les quatre termes de la proportion; on a, pour les quatre équations du problème, en vertu des données de la propriété fondamentale des proportions,
U -s- Z = 2s, x-hy=2s', uz=xy, a’ -i- x’ -i- -t- z’= 4 c’.
Au premier abord, il peut paraître diflicile de trouver les valeurs des inconnues; mais, à l'aide d'une inconnue auxiliaire, on parvient à les déterminer simplement.
En effet, soit p le produit inconnu des extrêmes ou des moyens, on a :
1° Les équations a -»- z = 2s, uz = p, qui donnent
a = f y/f' — p , Z — s — yép — p
(voir le problème pré-cédent);
2° Les équations .r -*-/ = 2.1', xy = p, qui donnent
X = s'— — p , y=s'— vé'’"— /'•
On voit donc déjà (juc la détermination des quatre inconnues ne dépend plus que de celle du produit p.
Or, si l’on substitue ces valeurs de a, x,y,z, dans la dernière des équations du problème, il vient
-(- [s'+y's'’—pŸ-v (,ï'— y/.’.'-—pY=z 4r’,
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OU, développant et faisant les réductions,
4^”— 4/* =^4c’; donc p = s^-t-s’' — r’.
Reportant cette valeur do p dans les expressions de h, j, r,-i, on trouve enfin
I = JT — — r", _j' = »■' — p'c’ — s'.
Ces quatre nombres constituent évidemment une proïKirtion; car on a
ni = (,t 4- (j _ y/r’ — — c’ 4- s",
XX = ( v'4- ç/c’ — s^) (î’— y't“ — i‘) ■= i" — c’ 4- SC.
B. — Ce problème , que nous avons extrait de XJI^èbrc de M. Lliuilicr, est propre à faire voir combien l'introduction d’une inammie auxiliaire dans un calcul peut faciliter ta détermination dos inconnues principales. On trouve, dans l’Ouvrage que nous venons de citer, d’autres problèmes du même genre qui conduisent à des équations d’un degré supérieur au second, et que, néanmoins, on peut résoudre à l’aide des équations du premier et du second degré, en introduisant des iacoamtes auxiliaires.
HG. Considérons maintenant le cas où un problème donnerait lieu à deux équations quelconques du second degré ù deux inconnui-s.
Une équation à deux inconnues eSt dite du second degré lors<iue, étant mise sous forme entière, elle renferme des termes dans lesquels la somme des ex/tnsanis des deux inconnues est égale à 1, et ipie, dans aucun terme, cette somme ne surpasse pas a (*).
Ainsi
r’ — 4a; 4- J"’ — xy — 5y 4- G = o, yxy — ix -t-x = o
sont des équations du second degré.
Il suit de là que toute équation du second degré à deux inconnues est de la forme
’ 4- bxx 4- ex' 4- dy -i-fx 4- g = o
(n,b,e,... représentant des quantités connues, soit numériques, soit algébriques).
(•) Il «mrnt, au surplus, si l'ûqiialioii a ilrs dénomiuaUuirs, que x el y n’eu. Ireiit pas dans ces dénominateurs, (f-'oir la remarque du 11° 02.)
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Soient donc proposées les équations
ay' bjcy + ex' -+- r/>- -f- f x f; = o,
«'r’+ b'xr -h c'.r' -h tl'r -t-fx -t- g' = o.
On peut ordonner ces deux équations par rapport à j ; et il vient ex' -t- (br -+■/ ) X -i- frr' -y fly g = o, f ' J-’ -I- ( b' y -f-/' ) .r d'y -y ^ =o.
Cela posé, si les deux coefficients de x’ étaient les mêmes dans les doux équations, on obtiendrait, en retranchant ces deux équations l'une do l'autre, une équation du premier do"ré en x qui pourrait être substituée à l'une des équations pro()Osées; de cette équation l'on tirerait la valeur de x en j, et, reportant cette valeur dans une dos équations proposi'-es, on [larvicndrait à une équation qui ne renfermerait plus que l'inconnue
Or, si l'on multiplie la première étpiation par r' et la seconde par c, il vient
rc’x' (by -t-/ )e'x-t- {ny' ■+ d r -h g )c'= o, rc'x' -t- [b'y -t- /')ex {a'y' -+• d'y g') c = o,
équations qui peuvent remplacer les précédentes, et dans lesquelles le coefficient de x' est le même.
En soustrayant la seconde de la première, on trouve
[^[br'— eb']y-t- ft' — rf']x-t-{ae' — c(i’)y'-^ (de' — >'</'))'-*- g'"' — cg'= o, é<|uation qui donne
{en' — nr') r’-t- (rd'— dr')y-f- rg' — gr'
~ Çbc' — rb' ) y Je' — r/ '
Cette expression de x, substituée dans l'une des équations proposées, donnerait une équation finale en y.
Mais, sans effectuer celte substitution, qui conduirait à un résultat assez compli(]ué. il est facile de reconnaître que l'équation en ,v doit être, en général, du quatrième degré, car le numérateur de l'expression de x étant de la forme my'-<- ny p, son carré, ou l'expression de j ’, est du quatrième degré; or ce carré forme l'une des pirties du résultat de la substitution.
Donc, en général, la résolution de deux équations du second degré n deux incunnnes dépend de celle d'une équation du quatrième degré à une seule inconnue.
117. L est une classe d'équations du quatrième degré dont on peut ramener la résolution à colle des équations du second degré : ce sont les
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équations de la forme
px^-i- <) — o.
Ou les appelle équations trinômes ou bicarrées , parce qu’elles ne contiennent que trois es|)èces do termes : des termes en xé, des termes en j’, et des termes tout connus.
Pour résoudre cette équation, posons = elle devient .v’ -t- pr -+- y = O,
d’où l’on tire
Mais l’équation 3? = y donne
.r = ± \[)' ; donc ,r = ± y/ — i- ±
On rceonnait, par le fait mémo do la résolution de l’équation, que l’inconnue a quatre valeurs, puisque chacun des signes et — qui affectent le premier radical peut être successivement combiné avec chacun des deux signes qui affectent le second; mais ecs valeurs sont égales et de signes contraires deux: à deux.
Soit, par exemple, l’équation
x' — aSx’ = — 144 ;
si l’on pose = il vient
_r’— a5_r = — i44> d’où l’on tire _)■ = 16, = 9,
Substituant ces valeurs dans l’équation x’=i , on obtient
i"j:’=i6, d’où j-=±4; a" 9, d’où x = ± 3.
Ainsi, les quatre valeurs sont -t- 4, — 4i -t- 3 et — 3.
Soit encore l’équation
Posons = l’équation devient
— 7j=8, d’où j'=8, et _r= — 1.
Donc ;
1” J"’ = 8, et JT = ± a
a° X* = — I , et X = ± ;
les deux dernières valeurs de x sont imaginaires.
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Soit lï’quation algébrique
j:' — [ibc -t- 4«’) = — é’t*.
Posons Jc' =x\ l'équation devient — {TLOc-t- 4
d'où l'on déduit
• X — hc in' ± la }/bc -t- a‘ , et, par conséquent,
X = ± yjbc -i- •xa'‘±iti v'TïëTT?.
118. La résolution de l'équation trinôme du quatrième degré donne naissance à une nouvelle espèce d'opération , savoir : l'extraction de la racine carrée d'une t^uantité tic la forme A , A et B désignant des quantités commensurables de signes quelconques.
Soit d'abord à former le carré do l’expression 3 ± j/5.
On a (l'J)
donc, réciproquement,
De même,
(v/7±/ÏT)’=7±2\/^-i-ii =i8±-2v/t7; donc, réciproquement,
v ' 1 8 ± 2 = ^ ± /TT .
D'où l'on voit qu'une expression telle que ± y/B peut quelquefois être ramenée à la forme A'± v^', ou y/Â' ± v^'; et lorsque cette transformation est possible, il est important de l’effectuer, puisqu'on n’a plus qu’une on deux racines carrées simples à extraire, tandis que l’expression
v/A ± fü exige qu’on extraie une racine carrée de racine carrée.
Nous nous proposerons donc cette question :
Une ijuantité de la forme A -t- y/Ü étant donnée (il est inutile de considérer ici le double signe ±, parce tju’il est implicitement renfermé dans l’indice du radical y/~), reconnaître si elle est le carré d'une autre quantité de la forme A'-t- y/B', ou y/Â" -1- y'^B', A, B, A', B' étant rationnels; et ilétermincr cette dernière quantité lorsqu'elle existe.
Cette recherche est fondée sur un principe qui trouvera, par la suite.
1 b> Goo^lt
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de fréquentes applications : c’est que, toutes les fois que l’on a une égalité de la forme
m -h yfïi = m' -+- y^(' ,
m, m\ n, «' étant rationnels, on doit avoir séparément m = m' et — \fn‘ .
En effet on déduit, de l’égalité hypothétique,
= m' — m -t- \hi' ,
d’où élevant au carré,
n = («1'— mf-k- «’-t- a(/«’ — ;«) '/ît\
ou bien
Or le premier membre de cette dernière égalité est un nombre commensurable : donc il doit en être de même du second; mais \fn’ étant, piir hypothèse, incommensurable, i(m' — m)]/î? est aussi incommensurable. Ainsi , pour que l'égalité subsiste, il faut que cette irrationnelle disparaisse, ce qui exige que l'on ait
m' — m = O, d’où m' — w,
et, par consé(iuent,
= v^', ou n — n', c. O- F. D.
Cela posé, désignons par p cl q les deux parties dont se compose la racine carrée do A lorsqu’elle existe; p et <7 sont alors deux monômes irrationnels, ou bien, l’un une quantité mtinnnclle , l’autre un monôme irrationnel du second degré, en sorte que et 7’ sont nécessairement rationnels. On a l'équation
d'où, élevant au carré,
Le second membre de cette dernière équation étant irrationnel, il doit en être de même du premier. Donc, en vertu du principe démontré ci-dessus, l'équation précédente se partage dans ces deux-ci :
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Un pourrait tirer do l’équation (3) la valeur du >/ et la substituer dans l'équation (a), ce qui conduirait à une équation trinôme du quatrième degré en p qu’on résoudrait facilement, et l'on parviendrait ainsi au\ valeurs de p et do q. Mais il est plus simple d’opérer de la manière suivante :
Retranchons (3) de (a) membre à membre; il vient
(/T — '/)’= A — d’où P — 'l~ équation qui, combinée avec (i) par voie do multiplication, donne p' — 7* = V A' — U.
G) résultat nous apprend déjà que /j’ — 7’ est rationnel , puisque p^ et 7’ le sont séparément. Par conséquent, A -+- \''B no peut être le carré d’une expression de la forme indiquée par l'énoncé de la question, qu’autant que la quantité A’ — B est elle-même un carré parfait. Tel est le caractère auquel on reconnaît la possibilité de la simplification proposée.
A’ — B devant être un carré parfait , désignons par C la valeur numérique de sa racine ; il vient
Actuellement, si l’on combine les équations (2) et (4) par addition cl soustraction, on obtient successivement
d’où
d’où
ce qui donne enfin, pour la racine demandée,
P-^q ou v'A -h v/B = ± y/’'
On s’est dispensé ici do tenir compte du signe inférieur de C dans l’expression de la somme p + q, parce qu’il est évident qu’il donnerait la mémo valeur. Mais il n’en est pas de mémo du double signe dont chacune des valeurs de p et do 7 doit être précédée. La combinaison des deux doubles signes ± donne lieu à quatre valeurs représentant celles que
comporte en elle-même l’expression -t-y'B, qui, lorsqu’on met les signes en évidence, revient à ± \/a ± /îï ; en sorte que la véritable for-
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mule à établir pour les applications est celle-ci ;
VA±/U
elles signes qu’il convient de combiner entre eux dans les deux membres pour avoir une égalité exacte sont déterminés par l'équation (3), qui indique que P el rj doivent être de même signe ou de signes contraires, suivant que est affecté du signe -f- ou du signe — ; ce qui fait que les signes du même rang, dans les deux membres, so correspondent entre eux.
1 19. Appliquons cetto formule à quelques exemples. Soit, en premier Heu, l’expression numérique
g4 ± 42 y/5 ou <j4±v/H8ao;
on a
Â = 94, B = 88ao,
d'où
A’ — B = 8836 — 8820 = 16, carré parfait; donc C = 4 i et, par suite.
Ainsi
ou, plus clairement,
Soit, en second lieu, l’expression algébrique obtenue à la fin du n“ 117, savoir ;
X = ± -+- la' ± ta^bc -I- a’.
On a
A=éc-+-art’, B = 4"’éc -t- 4o'i ,
d’où
A’ — B = 6’c’, carré parfait; donc C = éc.
lire -e art* -4- fie
/< = ± W ^ = ± y/Or rt* , r/ = ± a.
Ainsi
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ou plutôt
Y il- an’ ± a« y/ic -e «' = ± y^ic -i- n’ ± n
\br + an' -t- au y/ir H- n’ = y'ir -H 0' -t- n , Y'ir ■+■ an’ — an y/ir -1- n’ = y//>r -H n* — n.
On trouvera pareillement
\jl>r -h -i/) v'if -t- b' -t- -ib ^bc— b' = a \'bc — b^ , ou ai ,
suivant que l’on a c > ou < ai;
\/iG -+- 3o (/—I -I- V i6 — 3o v^— 1 = lo,
120. L’evaclitiide de la formule (5) peut ftrc vérifiée à j>osteriori. En effet, élevons les deux membres au carré ; il vient
ou, observant que C’= A’ — B donne B = A’ — C’,
On voit donc que, lors même que A’ — B n’est pas un carré parfait, on
peut encore remplacer l’expression \jk ± y/B par le second membre de la formule (5); mais alors on serait loin d’avoir simplifié l’expression proposée, puisque chacune des quantités p et q, prises séparément , est de même forme que cette expression.
121. C’est surtout par rapport aux expressions imaginaires de la forme Y « ± iy/— 1 , que l’emploi de la formule (5) est avantageux.
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Wjà les derniers exemples du n" H9 prouvent que, dans le cas où a condition que A’ — B soit un carré parfait est satisfaite, ces sortes d'expressions peuvent être ramenées à la forme
a' et b' étant tes quantités réelles, commensurabtes ou incommensurables. Or je dis que cela a lieu lors même que A’ — B n’est pa^ un carré parfait. En effet, si l’on applique la formule (5) à l'expression
\ja b \J—i ,
d'où A’ —
ou, posant pour plus de simplicité, e — \Ja‘ -t- b' , quantité généralement irrationnelle, mais nécessairement réelle, positive, et plus gramle que a,
donc
On obtiendra pareillement
" sont essentiellement réelles, quels
Or les quantités
que soient a et b, puisque c ou yja' — b’ est numériquement plus grand que a.
Donc, enfin, toute expression de la forme
peut être ramenée à la forme ordinaire des imaginaires du second degré, rt'± b' t/— I , a' et b' étant quantités réelles quelconques.
Faisons ressortir par un nouvel exemple l'utilité de ces sortes de transformations.
jtlg. B. 12
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198 CHAPITRE III. — TRANSFORMATION DES EXPRESSIONS, ETC. Soit proposé de simplifier, s’il y a lieu, l’expression
Æ-=V3-f-av/ — i-H ^3 — a /— i.
En appliquant les formules (M) et (N), on trouve
rt = 3, 6=2; d’où c = />* = v/l3 ;
donc •
d’où, ajoutant et observant que x est censé représeifler ici la somme arithmétique do deux radicaux,
Cet exemple prouve, ainsi que l’avant-dernier du n" 119, que certaines expressions imaginaires y combinées entre elles , peuvent donner lieu à des résultats réels; et ces résultats pourraient même être rationnels.
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ANALYSE INDÉTERMINÉE DU PREMIER DEGRÉ
Intrmliiction. — Lorsque l’énonc<5 d’un problème fournil moins d’équations qu’il n’y a d’inconnues, le problème est dit i/utélrrminc, en ce sens que (Hîi) scs équations peuvent être satisfaites par une infinité de systèmes de valeurs attribuées aux inconnues. Mais il arrive souvent que la nature de la question exige que les valeurs des inconnues soient exprimées en nombres entiers; dans ce cas, l’une des inconnues, à laquelle on pouvait d’abord donner une valeur tout à fait arbitraire, ne doit plus recevoir que des valeurs entières et telles, que la valeur correspondante de l’autre inconnue ou de chacune des autres inconnues soit aussi exprimée en nombres entiers. Or cette condition restreint beaucoup le nombre des solutions, surtout si l'on ne veut tenir compte que des solutions directes, c’est-à-dire dos solutions pour lesquelles les valeurs de toutes les inconnues sont |K)sitivcs en mémo temps ((u’entières.
L’objet de /'analyse indéterminée du premier degré est de résoudre en nombres entiers les (luestions qui conduisent à un nombre d’équations du premier degré , moindre que celui des inconnues.
§ 1". — équations et problèmes indéterminés du premier degré
A DEUX INCONNUES
122. Toute équation du premier degré à deux inconnues peut (67) être ramenée à la forme
ax -+- b)- — c;
«, b, c désignant des nombres entiers, positifs ou négatifs.
Cela posé, remarquons d'abord que , si les coejjieients a et b ont un facteur h commun qui ne divise pas le second membre c, t 'équation ne peut être satisfaite par des nombres entiers.
Car soit a = ma', b — mb'\ l'équation devient
ma' X -h mb'jr — e\ d’où a'x-s-b'y=^,
et celle-ci ne peut être satisfaite par aucun système de valeurs entières de X et de /, tant que c n’est pas divisible jiar m.
la.
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Ainsi, pour que r&iuation soit possible en nombres entiers, il faut que les coefficients « et A soient /premiers entre eux, à moins que, s’ils ont un facteur commun, ce facteur no divise en même temps c, auquel cas on pourrait le supprimer.
Celte condition est d'ailleurs suffisante, ainsi que nous le démontrerons au n” 123, jiremière remarque.
Nous supposerons donc, dans tout ce qui va suivre, que a et t soient premiers entre eux.
123. Pour plus de clarté, nous traiterons d'abord des équations particulières, et nous généraliserons ensuite.
■ Preuièbe oübstion. — Partager i5g en deux nombres entiers dont l’un soit divisible par 8 et l’autre par i3.
Désignons par x et y les quotients respectifs de la division des deux nombres cherchés par 8 et par i3; il est clair que 8jr et i3^ expriment CCS deux parties; et l’on a l’équation
(i) 8j: -t- 13/ = iSg,
qui, d’après l’énoncé, doit être résolue en nombres entiers et positifs pour X et pour J.
On déduit d’abord de cette équation
I .'ig — 1 3 V
ou, effectuant la division,
Observons maintenant que la valeur de x sera entière si l’on donne à r
une valeur entière telle, que - — soit un nombre entier. D’ailleurs,
cette condition est nécessaire ; ainsi il faiet et il suffit que soit
égal à un nombre entier quelconque. Soit t ce nombre entier ( t est dit une imlétcrminée) ; il en résulte
et la valeur de x devient
Toute valeur entièrerde t, qui, substituée dans l’équation (a), en don-
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nera une semblable pour y, satisfera à la condition (lUC - — soit
entier; ainsi, les deux valeurs de x et de ^ correspondantes seront entières et satisferont d'ailleurs (6G) à l'équation proposée, qui résulte évidemment de l’élimination do t entre les deux équations
La question est donc ramenée à résoudre en nombres entiers l'équation (a), dont les coefGcients sont plus simples que ceux de l'équation (i). On tire de l'équation (a)
ou, effectuant la division,
Toute valeur entière de t qui rendra a — 3/ un multiple de 3 donnera aussi pour y un nombre entier, et sera, par conséquent, convenable; d’ailleurs, la condition que a — 3( soit un multiple de 5 est nécessaire.
Ainsi il faut poser — ^ — = r' (t' étant une seconde indéterminée); ce qui donne
et la valeur de se réduit à j = i — t [L’équation (a) résulte d'ailleurs de l’élimination de t' entre ces deux dernières.]
La question est encore ramenée à résoudre en nombres entiers l'équation (3), de laquelle on tire
a — Sf" . a — af'
Posons — ^ — = r’ ; il en résulte
(4) a/'-t-3f=a, et, par conséquent,
De l'équation (4) on déduit
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ol posant - = on en lire
et, par conséquent,
Comme dans l'équation (5) le coellicient do /” est é^al à Ymilr, il s’ensuit q>ie toute valeur entière attribuée à t“ en donnera une semblable pour D'ailleurs, les doux inconnues principales x et y, et les indétee minées t, t', t" et t” sont liées entre elles par les cinq équations
Ainsi, en donnant it f" une valeur entière quelconque, et remontant de la dernière do ces équations aux deux premières, on obtiendra pour x cl_r des valeurs entièn*s correspondantes qui vérifieront nécessairement l'équation proposée; car, d'après les niisonnemonts qui ont été faits plus haut, cette équation résulte de l'élimination de l, t', t', t" entre les cinq équations que l’on vient d'établir.
Mais, afin de n'attribuer à /” que des valeurs auxquelles correspondeal des valeurs entières et jioailives pour x et y, il convient d’exprimer x et; en fonction iininétiinie (108) de l'indéterminée t'", à l’aide des cinq équations ci-dessus.
Or l’expression de /' devient, lorsqu’on remplace t" par sa valeur en (*, r'= I — 2/'— t”, ou /'=! — Sr"; remontant a l'expression de
ou réduisant
/ = — I -t- it”.
On trouvera de même
7=1 — (— I -H Sf") -I- I — 3r", d'où 7=3 — 8/".
Enfin,
x=ig — (3 — Sr”) 1 -t- 5<"), ou X = i5 i3r”.
Il est facile de vérifier que ces deux dernières équations reproduisent l’équation proposée par l’élimination de t". En effet, si l’on multiplia b première équation par i3, la seconde par 8, et qu’on ajoute les résuliaù. il vient
Digiiij-jo l'y G(>(
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Faisons successivemenl <”=0, i, 2, 3,..., ou bien —2,
— 3,. . les formules précM^denles donneront toutes les valeurs do x et de J en nombres entiers, soit positifs, soit négatifs, propres à vérifier la proiv)sée; mais si, comme l’exige l'énoncé, on ne doit tenir compte que des snlutions entières et positives, l“ ne peut recevoir que des valeurs . qui rendent 3 — 8f'” et i5 ■+■ i3/’” jtositifs. Or il'n’y a évidemment que t'=o et = — 1 qui satisfassent à cetto condition ; car toute valeur positive de rend.v négatif, et toute valeur négative, numériquement pins grande que i, rend x négatif.
Si l’on fait successivement <■"= o, — 1, il en résulte
3, x=i5; puis x —
x=i5 et X =z 1 et
sont les seuls couples de nombres prsitifs qui vérifient l’équation 8.r -(- i3_>‘ ~ i5g.
Quant à la question dont cette équation est la traduction algébrique, puisque 8ar et iS.r représentent les deux parties cherebées, il s'ensuit que 8x i5 ou 120, et i3 x 3 ou 3g, forment une première solution; que 8 X 2 ou iC, et 1 3 X 1 1 ou 1 43, forrttent une seconde solution ; c’està-dire que iSg peut être partagé, soit en 120 3g, soit en 16 -s- 143.
424. Soit, pour second exemple, l’équation (1) 17X — 4g.r = — 8.
On en déduit d’abord
Pour qu’5 une valeur entière do x ü corresponde une valeur entière de X, il faut et il suffit que i5_r — 8 soit un multiple de 17. Soit i5r — 8
donc
et
■ = t, t étant une indéterminée; il en résulte 157-17/ = 8,
[L’élimination de / entre ces deux équations reproduirait l’équation (i).]
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On déduit de l’équation (a)
JO
(3) at-i5f' = -8,
et, par conséquent,
L’équation (3) donne
iSt'— 8
i>t si l’on pose
^ = d’où r'=ar”,
on trouve
Maintenant, pour exprimer j: et / en fonction do l’indéterminée rapprochons les quatre équations
x = ar-i-r, /=r-i-r', r = yt'— 4 -t-
ut remontons de la dernière aux précédentes.
On a d'abord
r = 7 at*— 4 -t- 0“ r = i5r’— 4; remontant à la seconde,
^ = i5r'— 4 a/', ou r— i7r*— 4; puis, à la première,
•r = a(i7t'— 4) 4) ou bien x=49r" — la.
Les deux formules x = 49*'— «a, / = 17*'— 4 reproduisent l’équation proposée par l’élimination de car, si l’on multiplie la première par 49. la seconde par 17, et qu’on retranche les deux résultats l’un de l’autre, il vient
17X — 49/ = — ao4 -t- 196 = — 8.
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On voit d’ailleurs qu'en donnant à (* des valeurs positives quelconques, on obtiendra pour x et / des valeurs positives; mais on ne peut supposer r' négatif.
Soit r’= I, a, 3, 4,... ; on trouve
Le nombre des systèmes de solutions entières et positives de l’équation proposée est donc infini ; et le plus petit système est
Ce couple de valeurs vériGe l'équation, car on a
17 X 3y — 49 X lî = 6*9 — 637 = — 8.
Noüs nous sommes dispensé, dans cet exemple , de reprendre tons les raisonnements qui avaient été faits dans le premier , pour rendre compte do toutes les opérations; mais il est facile aux commençants de les reproduire, en suivant pas à pas les transformations.
On peut résumer ainsi la méthode précédente
Soit
(i) ax by = c
l’équation qu’il s’agit de résoudre. Tirei de cette équation la valeur de l’inconnue qui a le plus petit coefficient, de x par exemple, et effectuez la division autant que possible; vous obtenez une expression de x en y, composée d’une partie entière et d’une partie de forme fractionnaire qu’il faut tâcher de rendre entière. Égalez cette seconde partie à une première indéterminée t ; il en résulte une nouvelle équation en y et t, que l’on peut nommer l’équation (a), et dont les coeOicients sont plus simples que ceux de l'équation (i). La valeur de x se trouve d'ailleurs exprimée en fonction entière de y et t, et l'équation proposée résulte de l’élimination de t entre l’équation (a) et l’équation qui donne la valeur de x en y et t.
Tirez de l’équation (a) /a valeur de y, et effectuez la division atüant que possible. Égalez la partie fractionnaire à une seconde indéterminée i \ d’où il résulte une équation [3) en t et t', plus simple que les équations (i) er (a), /ai valeur de y se trouve ainsi exprimée en fonction entière de t et tl -, et la proposée résulte de l’élimination de t et i entre l’équation ( 3 ) et les deux équations qui donnent x en fonction entière de y et de t, puis y en fonction entière de t et i.
Opérez sur l’équation (3) comme sur les équations (1) et (a), et continuez cette série d’opérations jusqu’à ce qu’enfla vous parveniez à une
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dernière équation entre deux imiéterminées dont l'une ait pour coefficient /’unilé.
Remontez ensuite de eette dernière équation aux préeédenfes, et cherchez, par des substitutions successiies, à exprimer x et en fonction de la dernière indéterminée.
Vous oblonoz ainsi doux formules h l’aide des<]uelles, en donnant à l'indélermint^e restanle d(>s xalcurs entières quelconques, vous trouvez tous les systèmes do valeurs entières, tant /msitiivs que négatiees, propres è vérifier l'é<]Hation ax -e h_r = e.
Si l’on ne veut que des valeurs entières et positives pour x et r, les deux formules indiquent , par leur composition , entre quelles limites doivent être comprises les valeurs de la dernière indéterminée, pour que celte condition soit rem|)lie.
Première remarque. — Lc procédé qui vient d’être indiqué doit toujours conduire à une dernière équation dans laquelle le coeOicient d'une des indéterminées est égal à \' unité.
En effet, dans la première opération , on est amené à divisttr le plus grand coefficient des deux inconnues par le plus petit ; dans la seconde, le plus petit coefficient par le reste de leur division ; dans la troisième, le premier reste par le second reste, et ainsi de suite , c’est-k-dire que l’on applique aux deux coefficients le procédé du plus grand commun diviseur. Donc, puisfiuo, par liypollièsc, les deux coefficients sont premiers entre eux (122), on parviendra facilement k un reste égal k i, qui servira de coefficient k Tavant-demière des indéterminées introduites dans le cours du calcul.
On peut conclure de Ik que l’équation ax -t- by — e admet toujours un nombre infini de solutions entières (positives ou négatives) tant que a et t sont premiers entre eux.
Seconde remarque. — Ixtrsqu’on applique le procédé k une équation dans laquelle les coefficients des deux inconnues admettent un facteur commun qui ne se trouve pas dans le second membre (auquel cas l’équa^ tion est im/mssible en nombres entiers), la suite des calculs fait reconnaître cette impossibilité, si on ne l’avait pas aperçue d’abord.
Soit, par exemple, l’équation
(Le fadeur 7 est commun aux coefficients de x et de ^v, et n’entre pas dans le second membre. )
On en déduit
4qJ'— Il i4x — Il
Posant
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on a
Posant
on trouve
— — = t, dou y=x-^t,
- — - = /j d OÙ x=ar-(-/,
Cette dernière équation est évidemment impossible en nombres entiers
pôur t et t', puisque ^ est essentiellement une fraction. Donc aussi la
proposée est impossible en nombres entiers pour x et j.
JB. — Le dénominateur 7 de la fraction à laquelle on parvient est précisément le facteur commun aux dopx coefficients de la proposée; ce qui résulte nécessairement de la nature de la méthode employée.
120. Au reste , le procédé ci-dessus est susceptible de plusieurs simplifications qu’il est important d'introduire dans la pratique.
Reprenons l'équation déjà traitée
«7Jf — 49/ =— 8;
on en déduit d'abord
Observons actuellement que 49 est égal à 17 x 2 -m5, ou bien encore, égal à 17 X 3 — a; donc
ainsi la valeur de x prend la forme
et la question est ramenée à trouver, pour/, un nombre entier qui rende
„ ay-t-8 „ • . A a(r-t-4).
entière 1 expres.sion — Or cette expression revient a !
mais les deux nombres 17 et a sont premiers entre eux. Ainsi, pour
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qup ^ ^ 1 soit entier, il finit et il suffît [Arithmétique, ag' édition ^128)]
que .r -H 4 soit divisible par 17.
Posons donc ^ 2 = / t éunt un nombre entier tout à fait arbitraire ,
il en résulte
et la valeur du x devient
X = 3/ — •xt.
ou, remettant pour 7^ sa valeur en t,
x = 4g/ — la.
Ces formules donnent également toutes les solutions entières de la proposée; car l'élimination de t entre ces deux équations reproduit l’équation 17X — 497^ =— 8.
En faisant / = i, a, 3, 4,. . on trouverait des valeurs entières et positives pour x et mais on ne peut supposer t négatif ou égal à léro : autrement, x et seraient négatifs.
On doit sentir do quelle importance sont les modifications précédentes, puisque , par leur moyen , on n’a introduit qu’une seule indéterminée dans le cours du calcul.
Ces modifications se rencontrent dans presque tous les exemples, mais on ne peut les expliquer facilement que sur des équations particulières ; c’est pourquoi nous traiterons encore les questions suivantes :
127. Deuxième question. — Payer 78 francs avec îles pièces de 5 francs et de 3 francs, sans aucune autre monnaie.
Soient x le nombre des pièces de 5 francs, et y 1e nombre des pièces de 3 francs; on a l’équation Sx -t-Zy=: 78, qui n’admet que des valeurs entières et positives comme solution de la question.
Cette équation, résolue par rapport à y, donne
78 — Sx
ou, en effectuant la division,
JJ
même entière qu’autant que l’on aura égal à un nombre entier; et
comme i est premier avec 3, il faut et il suffit [Jrii/wiétiijae (W)] que X soit divisible par 3.
Soit donc x = 3/; il en résulte
j=a6 — X — a/, ou bien a6 — 5t.
Si l'on considère la seconde valeur, on voit tout do suite que x doit être un multiple de 3, ce qui donne
d’où résulte encore
y = 7& — ax-t-f, ou _y=a6 — 5t.
Ces deux expressions de x et de ^ montrent que t doit être positif et
ne peut avoir une valeur plus grande que -^7 ou 5 ^7 si l’on veut obtenir des solutions jMsilifCS pour x et y.
Soit donc t = o, i, a, 3, 4, 5; il en résulte
x = o, 3, 6, 9, la, i5; /=a6, ai, iG, 11, 6, i.
Ainsi, l’on peut satisfaire à la question de six manières différentes, savoir ; avec a6 pièces de 3 franc*, sans aucune pièce de 5 francs ; avec * 21 pièces de 3 francs et 3 pièces de 5 francs; avec iG pièces do 3 francs
et 6 pièces do 5 francs;. . . et ainsi do suite.
N. S. — Soit fait, dans les deux formules, r = 6; il vient x= 18, = — 4 ; et cela voudrait dire que si, d’une' part, on donne 18 pièces de 5 francs, il faut qu’on reçoive en échange 4 pièces de 3 francs, pour que le pavement soit effectué avec ces deux sortes de pièces.
On trouve, en effet,
Ainsi, des valeurs positives pour x, et des valeurs négatives pour y, ou réciproquement , donneraient encore des solutions de la question, en ce sens que le payement aurait lieu moyennant un échange de pièces de 5 francs et de pièces do 3 francs.
Troisième question. — Troucer un nombre qui, étant [dmisé par 3g, iîonne le reste iG, et divisé par 5G, donne le reste 27.
Soit N le nombre cherché. Appelons d’ailleurs x et ^ les quotients
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entiers de N divisé sucoossiveraent par 3p et par 56. On a les denx équations
N =: 3g j: 16 et N = 56j ■+■ ;
ce qui donne
3gx -I- 16 = 60/ ■+■ i7,
ou, réduisant,
,3gx — 56/ = 11.
La question est donc ramenée à résoudre cetlo équation en nombres entiers.
On en déduit
SOv-l-Il 17V -4- Il
ou bien encore
(ïïr — I il
Il (î/— i)
(On prend ici le iiuoticnt pur excès, parce qu’on s'aperçoit que le facteur 1 1 peut être mis en évidence dans le numérateur do la fraction.)
Comme, dans l’expression •
I le facteur 1 1 est premier avec 3g.
pour que cette expression soit un nombre entier, il faut et il suffit que 2/ — I soit divisible par 3g.
Posons donc — = /, il en résulte 3g
et, par conséquent.
L’équation (1) donne
1/ — 3gr = I, X = 2/ — 1 1 r.
• = ig< -I-
Posant — ^ == on obtient l’équation
i = 2«'— I, et jr= iç)l -h t', d’où /=3g/'— 19.
En reportant cette valeur de / et celle de t dans l’expression de x, on trouverait
Mais cette substitution est inutile ; car puisque N est l’inconnue princi-
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pale du problème (x ne sont ici que des inconnues auxiliaires), et que l’on a N = 50/ -t- 27, il suflit de remplacer, dans celte équation, / par sa valeur ; ce qui donne
N = 50 ( 3gr'— 19) -t- 17, ou, en réduisant, N = 2184 r' — 1037.
On reconnaît, à rinspeclion de cotte formule, que /' peut avoir une valeur positive quelconque, mais ne saurait être négatif, si l’on veut que N soit positif. ■*
Soit /'= i; il en résulte
Ce nombre ii47 est le plus petit de tous les nombres entiers positifs susceptibles de satisfaire à l'énoncé.
Observons d’ailleurs que, du moment où l’on a reconnu que 1 147 satisfait ù l'énoncé, on est certain que toutes les autres valeurs do N correspondant à /'= 2, 3, 4,... y satisfont également. En effet, dans la formule N = 2184/' — 1087, le nombre 2184 étant égal à 3g x 56, les hypothèses t' — 2, 3, 4,. ■ • donneront pour N des multiples de 2184, ou do 3g et de 56, augmentés de ii47; tl'où il suit que ces valeurs do N, divisé-cs respectivement par 3g et 56, doivent donner les mêmes restes que 1 147-
N. B. — Les artifices de calcul auxquels nous avons eu recours dans la résolution des questions précédentes abrègent beaucoup la détermination des valeurs de x et de _>•; mais ils supposent de l'habitude : c'est pourquoi nous ne saurions trop en recommander l’usage.
128. Si l’on compare les formules propres à donner tous les systèmes de valeurs de x et do /, dans les diverses questions que nous avons traitées jusqu’à présent, aux équations do ces problèmes, on peut facilement reconnaître qu’elles jouissent de cette propriété commune : Les coefficients (le r indéterminée qui entrent dans ces formules sont réciproquement les mêmes (au signe près pour l’un des doux) que les coefficients dont les inconnues x et j sont affectées dans l’érjuntion pmimsée; c’està-dire que, dans la valeur de x, le coefficient do l’indéterminée est égal au coefficient dont y est affecté dans l’équation , et dans lu valeur de /, le coefficient do l’indéterminée est égal au coefficient de x dans l’équation, pris en si^ne contraire; ou réciproquement (quant aux signes des deux coefficients).
Pour donner de celte propriété une démonstration tout à fait indépendante de la méthode qu’on a suivie, reprenons l’équation générale
(i) ax-+-é/ = c,
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et supposons que, par un moyen quelconque, on ait trouvé
pour une première solution en nombres entiers (positifs ou négatifs) ; je dis que toutes les autres solutions sont comprises dans les deux formules
= 6 ar, X = a. — bl, ou bien y — al, x — a -t- be,
t désignant un nombre entier tout à fait arbitraire.
En elTct, puisque a et C forment un premier système de valeurs de x et de Xi O nombres entiers, on a l'égalité
(a) . aa -t- éS = c.
Retranchant cette égalité, membre à membre, de l'éq^iation (i), co qui revient à mettre pour c sa valeur aa + b" = c, on obtient
équation qui peut remplacer itlcntir/ucnient la proposée (*).
Or l’équation (3) revient à celle-ci
et pour que la valeur de x correspondant à une valeur entière de y soit elle-même entière, il faut et il suffit que é(j — 6) soit divisible par a; mais on sait (122) que les coefRcients a et é sont premiers entre eux (autrement l’équation no serait pas résoluble en nombres entiers) ; donc, en vertu du princiiie établi en Jrithmétupu: (128), il faut cl il suffit que X — S soit un multiple de a.
Posons donc — S = ar, il en résulte
et do ces deux équations on déduit évidemment X—^-\-at, x = a — bt.
Comme,lo signe de \i est tout à fait indéterminé, on peut changer t en — t dans ces formules, co qui donne encore
/ = 6 — at, X = a -h bt.
(*) Nous entendons ici, par le mot identiquement, que tout sj-stème de vaicurs de j: et de^ susceptible de vérifier i'cqiiation (3) doit aussi 'vérifier l'êquatioD (1), et réciproquement; ce qui est évident, puisque la transformation précédente revient à remplacer e par ta valeur aa-t-i(.
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Il est aisé de vérifier que, quelle que soit la valeur de t, en nombres entiers, les valeurs / = 6 -t- or, x = a — bt satisfont à la proposée.
En cflet, si on les substitue dans cette équation, on trouve
a(a — bt) + b [t at] = c, ou réduisant, -t- b° = r,
égalité vérifiée, puisque a et € forment, par hypothèse, une solution de la proposée.
Conséquence. — Si, dans les formules
y = t + at, JC — OL — bt
on fait successivement
r = o, I, a, 3,... et r = — i, — a, — 3,..., elles deviennent
)-= S, 6 -(- a, 6 + an, 6 -I- 3«,. . ., x = a, a — b, a — ib, a — 3é>, . . . , et
y = ^,S — a, S — an, 6 — 3n, . . ., x = x -i- b, a -t- ai, a ■+■ 3i,. . . .
D’où l’on voit que toutes les solutions entières, positives ou négatives, de la proposée forment deux progressions par différence, dont lu raison est, pour les valeurs de x, le coefficient dont y est affecté dans l'équation, et pour les valeurs, de y, le coefficient dont x est affecté dans la même équation.
Jutre méthode pour résoudre l’équation
ax -s- by = c.
D’après ce qui a été démontré (129), toute la difficulté, pour n^oudre complètement cette équation, consiste à trouver une première solution, puisqu’on obtient ensuite toutes les autres au moyen des formules
= 6 -t- nr, X = a — bt.
Or on peut toujours obtenir une première solution en s’appuyant sur les propriétés élémentaires des fractions continues.
En effet, supposons d’abord que l’équation soit
( I ) ax — by= c,
a et b étant deux nombres absolus, mais c pouvant être positif ou négatif. Convertissons en fraction continue la fraction qui doit être irréductible (122), et formons les réduites consécutives.
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La dernière sera 7; et si l’on nomme l’aNimt-demière, on aura, d'a-
b lit ’
près les propriétés connues, la relation
ax m' — è X m = ± I ;
savoir : -t- i si la réduite | est de rang pair, et — 1 si cette réduite est de rang impair.
Admettons, pour un instant, qu’elle soit de rang pair, il en résulte l'égalité vérifiée
Multiplions ses deux membres par r, il vient
a X m'r — b x me = r,
résultat qui ne diffère de l’équation ax — b_r = r qu'en ce que j: et r sont remplacés par m'e et me; donc x = m'r, jr = me forment une solution de réquation.
Si la réduite ^ est de rang impair, on a
ax m’ — b X m = — i ;
d’où, multipliant par — r,
a X (— m'e) — b x {— me) = c.
Comparant cette égalité vériOée avec l'équation ax — by = c, on en conclut
X = — m'e, y = — me,
pour solution.
Si l’équation est de la forme ax-i-by = r, c’est-à-dire si les deux coefficients a et à sont de même signe, on i>eut la modifier et l’écrire aind
ax — h X { — y) = e.
Dès lors, en formant, comme ci-dessus, l’égalité a X m'e — b X me = r,
ou bien celle-ci
a X (— m'e) — b X { — me) — e, on pourra conclure que
X = m'e, y = — me, ou x = — m'r, y = nie forment une solution de l’équation.
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Ainsi, quelle qae soit l’éqnation proposée, on peut toujours, au moyen des fractions continues, obtenir une prrmirrc sohuinn do celle équation; et les formules / = S n/, x = a — bi donnent ensuite toutes les autres.
Appliquons cette méthode à l’équation suivante
agjT -i- iyjr= aSo.
La fraction — j convertie en fraction continue, donne, pour les réduites ‘7
consécutives,
I a 5 la ag
D'où résulte Végatité vérifiée
ag X 7 — 17 X la = — i.
ÎO
Ici la réduite est do rang impair.
Multiplions les deux membres de cette égalité par — aSo, il vient ag X (— 1760) — 17 X (— 3ooo) = aSo; mais la proposée peut être écrite ainsi
ag X — 17 X ( — 7 ) = aSo;
d’où l’on voit que
x = — 1750, 7'=3ooo
forment une solution.
Les formules deviennent alors
7'= 3ooo H- agf, x = — 1750 — 17 t.
Si l’on ne veut tenir compte que des solutions en nombres entiers et positifs, il faut supposer t négatif : ainsi, cliangeant le signe de t, on a
7= 3ooo — içjt, X = — iySo -t- tyt-
et il est évident que les valeurs de a- et de / ne seront positives qu’autant que l’on aura
171 >1750, ag<< ou, effectuant les divisions, t > 10a
. ,, , ^ I7S0 AOOO
3ooo, d où t > — — ) t < ,
17 ag
ifi • - O
— I mais < io3 — ■
«7 ao
ir)(> coAriTHE ir.
Donc t = io3 («t la seule valeur du l'indéterminée qui rende 2- et ^ positifs.
Pour t = io3, on trouve
valeurs qui, substituées dans l'équation, donnent
29 X 1 -4- 17 X i3 = ag aai = a5o.
On voit avec quelle précision la méthode précédente donne toutes les solutions de l'éiiuation.
132. Dans quelques circonstances, on peut obtenir la première solution
sans être obligé do convertir ^ en fraction continue.
1° Si l'un des deux coefficients a et h est un sous-multiple cj:act de la quantité toute connue c, l'équation donne sur-le-cliamp cette solution. Soit, par exemple, l'équation
Sx ■+- 3/ = 78 ;
le coefficient 3 divise 78, et donne pour quotient a6.
Donc, si l'on iiose x = o et .v = 26, l'équation est satisfaite ; car elle devient
5 X o H- 3 X aC = 78.
Les autres solutions se trouvent d'après les formules x = 3/, r=a6 — St.
Soit encore l'équation
lax SSx = tSG.
Comme i56 est divisible par 12 et donne i3 pour quotient, il s’ensuit que / = O, .r= i3 forment une première solution; et l'on a, pour les formules relatives à l'équation proposée,
x = i3 — 35r, _7^=ia/.
2“ Toutes les fois qu'à l'inspection de l'équation on reconnaît que la somme ou la dilTérence des coefficients a et b, multipliés respectivement par deux nombres entiers convenables, donne un sous-muliiple du second membre, la i)remière so^tion s’obtient encore sur-le-champ.
Soit, par exemple, l'équation
iSx — iG/ = la.
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Comme, en faisant x = a, = 3, on trouve
aSx2 — iGx3 = a,
multiplions les deux membres de cette égalité par 6, quotient de la par a, il vient
aS X a — lO X i8 = la;
ce qui prouve que x = la, i8 satisfont à la proposée; d’où les deux formules
x=iaH-i6r, j^=i8-»-a5r.
Soit encore l’équation
i3x — 477 = o; elle est évidemment satisfaite par
Ainsi, les formules générales sont
■Au reste, ces moyens do trouver une première solution ne sont que des moyens particuliers à certaines équations, tandis que la conversion en fraction continue est un moyen toujoms certain pour y parvenir.
Nous engageons les commençants à s'exercer également sur les deux méthodes que nous avons exposées, et qui sont les plus simples des méthodes connues.
133. A la seule inspection des signes de l’équation flx -h by— c,
on reconnaît si le nombre des solutions en nombres entiers et positifs est limité ou infini.
1" Lorsque b est positif {a peut toujours être supposé tel), le nombre des solutions est limité.
En effet, de la proposée on déduit
Or, si c est négatif, quelque valeur positive que l’on donne à 7, la valeur do X correspondante sera négative; ainsi, dans ce cas, l’équation réadmet aucune solution.
Si c est positif, on ne peut donner à 7 des valeurs positives-plus grandes
GUAPlTaS IT.
(jue aulrcmcnl x serait négatif; d'ailleurs, à la plus grande valeur de.)
correspond la plus petite pour .r, et réciproquement ; donc, etc.
2“ Lorsiiue b est négatif, quel que soit le signe de r, le nombre des solutions est illimité.
En effet, les formules 6 — or deviennent, le signe i étant
mis en évidence,
x = ot-t-bt,
Or, dans le cas le plus défavorable, celui où gt et S sont deux nombrenégatifs, il suffit, pour que x et j soient })osilifs, de supposer à r des va-
leurs positives, numériquement plus grandes que celles de ^ et -• Ainsi.
l’on peut donner à < des valeurs entières quelconques au-dessus de ces deux quotients.
134. Dans l’hypothèse où a, b, c sont positifs à la fois, on peut toujours fi.xer les limites entre lesquelles doivent être comprises les valeurs de l'indéterminée.
Pour cola, dans les deux formules, qui sont alors
.y = <3 fl/, X — a — bt,
il suffit de poser les inégalités
6 4- fl/ > o, a — - i/ > o,
d'où l'on déduit (lOS)
/ > 1 mais / < T •
Lorsque ces deux inégalités ne s’accordent pas, c’est une preuve q« l’équation n’admet aucune solution en nombres entiers et positifs; mais si elles s’accordent, le nombre des valeurs entières qu’on peut attribuer à ( Ç a
entre les deux limites ~ ~ ^ ) exprime le nombre total des solutions-
y. B. — Comme la différence entre la limite supérieure ^ et la limite inférieure — est ^ ou (à cause de la relation aa èê =c), ü fl ab ab' '
s’ensuit que ^ ou y -i- i (9 exprimant la partie entière du quotient de c par ab) est le maximum du nombre total des solutions.
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§ 11. — Des ÉOUATIONS et rROBLÈHES INDÉTERMINÉS A TROIS OU UN PLUS GRA-ND NOMBRE d’lNCO.NNUES.
135. Considérons d’abord le cas de deiuc équations à trois inconnues. Soit, pour premier exemple, le système des deux équations
dans l’une desquelles l’inconnue z est affectée d'un coelTiclent égal à l’unité. Commençons par éliminer z.
A cet effet, multiplions la première équation par 3, et retranchons la seconde du résultat; il vient
équation qui peut remplacer l'équation (a).
Appliquant à l’équation (3) la première méthode, on trouve les deux . formules
x=i — 3r, jr-=ii-k-qt.
Reportons ces deux expressions de x et de y dans la première équation, on obtient
ou réduisant.
Les trois inconnues se trouvent actuellement exprimées en fonction entière de l’indéterminée t. Ainsi, en donnant à t des valeurs entières quelconques, on en obtiendra de semblables pour x, y, z, et ces valeurs satisferont aux deux équations proposées ; car, d’après ce qui vient d’être dit, le système des trois formules ëquicaut aux deux équations.
Si l’on demande des valeurs entières et positives pour x, y, z, il est évident que t ne peut être positif, car x serait négatif ; mais on peut sup-
poser t — o, — I, — 2,. . ., jusqu’à / = — y ou — 7-, c’esUà-dire — 7,
puisque t doit être entier.
Faisant donc
on trouve
x= I, 4, 7, 10, i3, 16, 19, aa;
z = 63, 76, 89, loa, ii5, ia8, 141, >54;
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d’où l’on voit que le problème est susceptible de huit solutions diBérentes.
Soient, pour nouvel exemple, les équations
(a) iix-t-8_r — 61=145.
Pour éliminer z entre ces deux équations, multiplions la première par 3 et la seconde par a, puis ajoutons les résultats membre à membre; il vient
(3) 4ox 377^ = 656,
équation pour laquelle on trouve, d’après la première méthode,
x = 37/-t-9, /=8 — 4or.
Reportant ces valeurs dans l’équation (■], on obtient
G(37r-i-9)-t-7(8 — 4or)-i-4ï =
ou réduisant,
az — 29< = 6.
Ici l’inconnue z n’est pas, comme les deux autres, x et y, exprimée en fonction entière de l’indéterminée t. Ainsi, il faut encore appliquer à l’équation (4) l’une des deux méthodes connues.
On a, d’après la première remarque du n" 132, pour les formules relatives à cette équation,
Comme, d’ailleurs, toute valeur entière de t, substituée dans les expressions de X et de >•, en donnera de semblables pour ces inconnues, il s’ensuit que, si l’on y met 2/' à la place de r, on obtiendra les trois formules
qui comprendront tous les systèmes de valeurs entières de x, y, z, propres à vériQer les équations proposées.
Si l’on ne veut que des solutions directes, il est visible que t' ne peut être positif, puisque alors 7^ serait négatif ; et t' ne peut être négatif, puisque z et X seraient négatifs.
Mais l'hypothèse t'=o donne
sr = 9, /=8, z=3;
donc ce système est le seul qui satisfasse aux deux équations.
136. En résumant la marche précédente, on en conclut cette règle gé-
ÉQÜATIOTÎS INDÉTERMINÉES A PLUS DE DEUX INCONNUES
nérale : — i® Éliminez Viine des inconnues entre les équations proposées^ et cherchez pour V équation résultant de cette élimination les formules qui donnent les deux inconnues qui y entrent, en FONCTION entière d'une indéterminée t, — a® Substituez ces expressions dans l'une des équations proposées, ce qui donne une nouvelle équation ne renfermant plus que t et V inconnue que Von avait d'abord éliminée, — 3® Déterminez, jxutr cette équation, les deux fornudes qui donnent les expressions des deux inconnues qui y entrent en fonction ENTIÈRE d'une seconde indéterminée V, — 4** Substituez enfin l'expression de t dans celles des deux premières inconnues.
Les valeurs des trois inconnues se trouvent ainsi exprimées en fonction entière do et il ne s’agit plus, après cela, que de déterminer pour r ' les limites entre lesquelles ces valeurs doivent se trouver pour que celles des inconnues principales soient entières et positives.
N. B, — Tontes les fois que Tune des inconnues a pour coefficient l’unité dans l’une des équations, il est plus simple d’éliminer cette inconnue, parce qu’après avoir exprimé les deux autres en fonction entière d’une même indéterminée, si l’on reporte ces valeurs dans l’équation où la troisième inconnue est affectée d’un coefficient égal à l’unité, on obtient immédiatement cette troisième inconnue en fonction entière de la même indéterminée; ainsi, dans ce cas, une seule opération est suffisante. Les deux équations du n® 13ü en ont offert un exemple.
437. Voici la marche qu’il faut suivre pour trois équations à quatre inconnues : J près avoir éliminé l'une des inconnues, on exprime, a Vende des deux équations résultantes, et d'après ce qui vient d'étre dit, les trois autres inconnues en fonction entière d'une meme indéterminée; et l'on substitue ces valeurs dans l'une des équations proposées. Si, dans la nouvelle équation, les coefficients des deux inconnues qui y entrent sont différents de l'unité, on établit deux fornudes qui donnent ces inconnues en PONCTION ENTIÈRE d'une Seconde indéterminée ; puis on remplace, dans les expressions des trois premières inconnues, la valeur de la première indéterminée en fonction de la seconde, et Von obtient ainsi les quatre inconnues primitives en fonction entière de la seconde indéterminée.
Même raisonnement pour quatre équations à cinq inconnues, etc.
438. Nous proposerons, pour exercice, les questions suivantes :
Première question. — Un monnayeura trois sortes d'argent. Sur i hilo-
gramme, la première contient ^ d'argent, la seconde et la tnnsième ~ • U veut faire un alliage de 3o kilogrammes pesant qui, sur i kilogramme.
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contienne - fl’argenl. Combien (en nombres enlicrs) cloil-il prendre de
kilogrammes de chaque sorte ? r
Réponse.
.r=io, 12, i4, i6, i8; = 20, i5, lo, 5, o;
c’est-à-dire cinq solutions, en admettant o pour valArs de y et de z.
Devxiëmb QUESTtO.N. — Trouver trois nombres entiers tels que la somme de leurs produits respectifs par les nombres 3, 5, 7, soit égale à 56o, et que la somme de leurs produits par les carrés 9, 25, 49, soit égale à 2920.
Réponse.
c'est-à-dire deux solutions.
TEOlsiàME ouESnos. — Trouver un nombre entier N qui, étant divisé lutr II, donne le reste Z \ divisé par ig, donne le reste S; et divisé par 29, donne le reste 10.
Réponse.
t étant entier; on sorte que 4>ï8 est le plus petit nombre entier absolu qui satisfait à l'énoncé.
Quatrième question. — Trouver pour x un nombre tel que les expres-
3x— 10 ii.r-i-R iGj^— I . , ,
stons 1 ) - — 1. soient des nombres entiers.
Réfxmsc.
139. Remarque im/iortante. — Si, dans la dernière question, on désigne
, , .. . 3.x — 10 iix-(-8 i6x — I
par J-, Z et v les quotients
équations du problème
on a pour les
3x — io = 7r, iix-+-8 = i73, i6x— i = 5e;
ou bien
3x — 77 = 10, iix— 172= — 8, i6x — 5e=i.
U faudrait donc leur appliquer la marche indiquée dans le numéro précédent pour trois équations à quatre inconnues. Mais nous allons dévelop-
tQL’ATIOMS INDtTERMlKiES À PLUS DE DEUX lACONKUES. 2o3 per un moyen beaucoup plus simple de déterminer la valeur de x, qui est ici l’inconnue principale. Ce moyen est d'ailleurs appliquabic à toutes les questions du même genre.
D’abord, si nous considérons la troisième expression — ^ 1 dont le
dénominateur est le plus simple, elle revient à
ainsi, pour qu’elle soit entière, il faut et il suffit que x — i soit un multiple de 5.
Posons donc —y— = < ; il en résulte
Toute valeur entière de t, substituée dans celte dernière équation, donnera pour X un nombre qui satisfera à la troisième condition de l’énoncé.
Substituons dans la première expression ^ la valeur de x qu’on vient d'obtenir; elle se change en
ou, réduisant, a r — i -h - •
On voit que celle-ci sera entière si l’on suppose t = d'ailleurs celte condition est nécessaire. Ainsi, pour que la première et la troisième des expressions proposées soient entières, il faut ot il suffit que l’on ait
t étant de la forme i = ce qui donne x=n-35/'.
Portons dans la seconde expression cette nouvelle valeur de x ;
il vient
î/'-f- If) , 2(i — 3l
■- ou 23<-t-I-i ^
Or a est premier avec 1 7 ; donc, pour que la seconde exprqpsion soit un nombre entier, il faut et il suffit que i — 3r' soit divisible par 17.
Posant -î — ~ = I", on en tire
i-iyt'
OU, efTectuant la division,
raaPiTBE iv.
Soit — ^ on obtient
«’=3r— 1, d'où /'= — 6(3<"— ou t'= — i7r-t-C.
Reportant cette valeur dans l'expression x = i -f- 33/', on obtient, toute réduction faite,
x= an — SgSt",
Telle est la formule propre ù donner toutes les valeurs de x susceptibles de satisfaire à l'énoncé.
Soit r"= O, on trouve x = ai i : c’est le plus petit de tous les nombres cherchés.
En sup|x)sant ù t" des valeurs négatives quelconques, on obtiendrait les autres solutions (en nombres positifs).
£. — Nous rcmar<|uerons que 5g5, coefTicicnt de i” dans la formule, est le produit 7x17x5 des dénominateurs des trois expressions proposées. Il serait aisé de se rendre compte de cette propriété, qui se modifie lorsque les dénominateurs no sont pas les premiers entre eux ; car, dans ce cas, le coefficient est égal au multiple le plus simple des dénominateurs.
140. Il nous reste encore à parler des problèmes dits plus qu’indéterminés, c'est-à-dire de ceux i>our lesquels le nombre des équations est moindre de deux ou de plusieurs unités que le nombre des inconnues.
Soit d’abord l’équation à trois inconnues ax-^-by-^cz — d. Si l’on fait passer le terme cz dans le second membre, il vient
ax -h bjr = d — cz ou ax-hbj' = c'
( c' désignant la quantité d — cz, qu’on regarde pour le moment comme connue).
Cela posé, l’on établit pour l’éqtiation ax -i-by=: c', les deux formules x=a — bt, 7" =6-1-0/.
Après quoi 1’°" remjduce, dans a et 6, c' par sa valeur d — cz ; alors x et 7" se trouvent exprimés en fonction entière de l’indéterminée t, et do la troisième inconnue z.
Soit proposé, par exemple, de pajer 187 francs mec des pièces de 5 francs, 6 francs et ao francs, sans aucune autre monnaie.
Désignons par x, 7-, z les trois nombres de pièces qu’il faut donner de
ÉQUATIONS INDÉTERMINÉES A PLIS DE DECX INCONNUES. 3o5 chaque sorte; on a l’équation
qui revient à
Tirant de cette équation la valeur de x, on a
c'—Gr f'—T
x = — 1 ou bien x= — i -i ~-
Posant — ~ = /, on en déduit
— 5r, d’où j=— r'-+-6f.
Remplumant, dans ces deux formules, c' par sa valeur 1 87 — 203, on trouve enfin
Tant que l’on admettra pour x et jr des nombres entiers, positifs ou négatifs, on pourra donner à 3 et à r des valeurs tout à fait arbitraires ; mais si l'on veut satisfaire directement à l’énoncé, la forme même de l’équation proposée, 5.r-i- 6_7 -t- 2oi = 187, prouve que 3 ne doit pas recevoir de
valeurs au-dessus de ou 9 car autrement x ou r serait négatif.
Posons donc successivement
Si l'on fait 3=0, les valeurs de x et de deviennent x = — 187-1-61, t'=i87 — 51;
formules qui prouvent que / doit être > mais < '^> ou > 3i
mais <37|- Donc t peut recevoir six valeurs, savoir ; 3a, 33, 34, 35, 36 et 37.
Ainsi, pour 3 = o, on a
1=32,33,34,35,36,37; x=5, ii, 17,23,29, 35; t'=27,22, 17, 12,7,2; Soit 3=1, on trouve
d’où
/>-g^ ou 27g) mais < -y ou 33^;
CHAPITRE IV
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cc qui donne encore les six valeurs 28, 29, 3o, 3i, 32 et 33.
Ainsi, pour := i, on a
/ = 28,29, 3o, 3i,32, 33, j: = i, 7, i3, 19,25, 3i; ^=27, 22,17, '»i 7i a; Pour J = 2, on trouverait
r = 25, 26, 27, 28, 29; a:= 3, 9, i5, 21, 27; 7^=22, 17, 12, 7, 2; Pour 2=3
r= 22, 23, 24, 25; x= 5, II, 17, 23; 7= 17, 12, 7, 2;
Pour 2=8, les formules seraient
d'où
mais < ou 5
Alors t ne peut recevoir que la valeur / = 5 ; ce qui donne j:=3, 7-= 2.
Enfin, à riiypolhcse 2 = 9, il ne correspond aucune solution; car les formules deviennent
d'où
/>5 OU I-) mais /<j ou 1 7;
DO
résultats contradictoires en tant que l’on exige des solutions entières.
141. On voit assez ce qu'il faudrait faire pour deux équations à quatre inconnues, trois équations à cinq inconnues. Cependant, nous donnerons encore la résolution complète d'une question de ce genre, pour faire voir comment, à l'aide de quelques considérations particulières, on parvient souvent è simplifier les calculs.
CiNQlTÈME QUESTION. — Un fermier achète 100 pièces de bétail /mur 100 louis, savoir ; des bœufs à 10 louis la pièce, des vaches à 5 louis, des veaux h 2 louis, et des moutons à un demi-louis. — Combien a-t-il acheté d’animaux de chaque es/sèce?
Soient x, 7-, z, u les nombres cherchés; on a les équations
X-l-T" -+- 2-e H = 100, lOX -I- 57 -t- 2 2 H — «=ioo
ÉQL'âTIONS IKDÉTERaiNtES A PLUS DE DEUX INCOXNCES.
X S -H K = lOO, aox-t- IO_^-4- 4* H- U = 200.
En relrancbant la première équation de la seconde, on obtient igx -I- 9^-t- 3z = loo,
équation qu’il faudrait traiter comme dans le numéro précédent. Mais, avant tout, observons qu’il est préférable d’exprimer jet zen fnnetinn entière de X ; 1° parce qu'il est évident que x ne doit pas avoir de valeurs
au-dessus de ou ® que les coefficients de j et de a ont
un facteur commun; ce qui entraînera nécessairement une condition propre à déterminer les valeurs convenables de x.
D’après ces considérations, transportons le terme igx; il vient
9JH- 3z= loo — igx,
ou bien 3^' -+- z = ■
■ iq-r
Or, puisque l’on demande pour x, j, z, « des nombres entiers et posi-
tifs, il faut que ^ — — soit entier et positif; mais il n’y a évidemment
que x = 1 et x = 4 qui puissent satisfaire à cette double condition. Donc, déjè, x ne peut avoir pour valeur que x = i et x = 4.
Soit X = I , il en résulte
3 J Z — 1-; ou Z = 27 — 3j.
Substituant ces valeurs do x et de z dans la première des équations proposées, on trouve
La première de ces deux formules montre que y ne peut pas être > 9, ainsi, pour x = i , on a
Soit .r = 4 ; il vient
3j-4-z=8, d’où z=8 — 3j et «=88-+-27.
L’expression do z prouve que j ne peut pas être > 2; ainsi, pour x= q, on trouve
CBAFITKE IT.
ao8
D'où l'on voit que la question proposée n'est susceptible que de treize solutions, et do dix, si l'on excepte les solutions zéro.
iV. /f. — Le moyen de simpliQcation qui vient d’être indiqué devient quelquefois une modification indispcnsablo à la métiiodo exposée n* 140.
C'est ce qui aurait lieu, par exemple, pour l'équation
Gj-t-io/— i5î = ii,
dans laquelle les trois coefficients de x, y, z, considérés deux à deux, ont un facteur commun.
142. Le but de Y Analyse indéterminée du second degré est, comme celle du premier degré, do résoudre en nombres entiers les problèmes qui donnent lieu à un nombre d'équations moindre que celui des inconnues. Mais comme, en général, une équation du second degré à deux inconnues donne l'une d'elles en fonction irrationnelle de l'autre, il s'ensuit que la que.stion consiste : i° à déterminer, pour l'une des inconnues, des valeurs rationnelles qui aient la proi>riété dVn donner de semblables pour la seconde ; à choisir parmi les valeurs de la première inconnue les valeurs entières qui en donnent do semblables pour la seconde. On conçoit, d’après cela, que l'Analyse indéterminée du second degré doit offrir de plus grandes difficultés que celle du premier degré. C'est, en effet, une des théories les plus difficiles de l'Analyse algébrique ; et elle sort tout à fait des éléments. Nous renvoyons, pour cet objet, à la Théorie des nombres de Legendre et à Ydlgèbrc do M. Lbuillier, ouvrage dans lequel nous avons déjà puisé les énoncés d'un grand nombre de problèmes, et où se trouve traitée une série de questions du second degré à deux inconnues, dont les équations ne renferment que le produit des inconnues.
FORMATION DES PflSSANCES.
CHAPITRE V
FORMATION DES PUISSANCES ET EXTRACTION DES RACINES D'UN DEGRÉ QUELCONQUE.
Inirçducthn. — De même que la résolution des équations du second degré suppose connus les procédés do l'extraction de la racine carrée, do même la résolution des équations du troisième, du quatrième, etc., degré, exige qu’on sache extraire la racine troisième, quatrième, etc., d'une quantité, soit numérique, soit algébrique, {f^oir le n° 2 pour la définition des mots puissance et racine.)
L’élévation aux puissances, l’extraction des racines do degré quelconque et le calcul des radicaux feront l’objet principal de ce nouveau Chapitre, qui, avec le premier et une partie du troisième, constitue l’ensemble des opérations que l’on peut avoir à effectuer sur des nombres exprimés algébriquement.
Quoiqu’une puissance quelconque d’un nombre puisse s’obtenir d’après les règles do la multiplication, soit arithmétique, soit algébrique, cependant la formation de cette puissance est assujettie à une loi qu’il faut connaître lorsqu’on veut revenir de la puissance à la racine. Or, comme la loi de composition du carré d’uno quantité numérique ou algébrique est fondée (86) sur l’expression du carré d’un binôme, de même la loi relative à une puissance de degré quelconque se déduit do l'expression d’uno puissance de même degré d’un binôme. C'est donc par la détermination du dévclnp[icmcnt d’une puissance quelconque d’un hinônic que nous devons commencer cette nouvelle théorie.
§ I. — fil-NÔME DE NEVVTO.t ET CONSÉQUENCES QUI EN DÉRIVENT.
143. Introduction. — Si l’on fait le produit de plusieurs binômes égaux à X a, on parvient aux résultats suivants :
(x -t- fl)' = .r -h a,
(.c -i- «)’ = x’ aflx -s a’,
(x fl)’ = ,r’ -+- 3fi.r’-r- 3fi’.r -i- ed,
{x -t- a)' = x' ~i- Gfi’x’ -!- 4'f'x a',
(x fl)’ = x‘ -J- 5ax' -i-iofi’x’ -1- 10 fl* x’ -r- Sfi’x -i- n'.
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Ën jetant les yeux sur ces difTl^rents développements, un reconnaît aisément une toi suivant laquelle ils procèdent, quant aux exposants de x et de n ; mais il n’en est pas de même pour les coefficients. Cependant Newton est parvenu h en découvrir une au moyen de laquelle, le degré d’une puissance d’un binéme étant donné, on iKsut former cette puissance sans être obligé de passer d’abord par toutes les puissances inférieures. 11 n’a laissé aucune trace des raisonnements qui avaient pu l’y conduire; mais depuis on a constaté d'une manière rigoureuse l’existence de cette loi. Du toutes les démonstrations connues, la plus élémentaire est celle qui se trouve fondée sur la Théurie des rombi nuisons. Toutefois, comme cotte démonstration est encore assez compliquée, nous commencerons, |K)ur en simplifier l’exposition, |>ar résoudre quelijues problèmes relatifs aux combinaisons; d’où il sera facile ensuite de déduire le développement d’une puissance quelconque d’un binôme, ou, en d’autres termes, la formule du binôme.
TnÉORlE DES COMBI.XAISO.NS.
144. On sait déjà que le produit d’un nombre n do facteurs n, ô, r. d, ... ne change pas, dans queUpie ordre t|u’on effectue leur multiplication. Or supposons que l’on veuille déterminer \a nombre des manières
dont CCS dilférentcs lettres peuvent être di.sposées les unes à la suite dt>s autres. Ix;s résultats qui correspondent ù chaijuo disposition que l’on fait subir à ces lettres se nomment permutations.
C’est ainsi que doux lettres, a et b, donnent un produit unique nb, mais fournissent les doux jMîrmutalions ah et ba.
De mémo, les trois lettres «, b, e donnent un produit unique nbe, mais fournissent les six permutations abc, acb, cab, bac, bca, cba ; et ainsi do suite.
Soit maintenant un nombre m de lettres n, b, c, d, c, ...; si on les dispose les unes à la suite des autres, 2Ù2, 3ù3,4ù4,--., dans tous les ordres po.ssibles, de manière, toutefois, que, dans chaque résultat, le nombre des lettres soit moindre que celui des lettres données, on peut demander l’expression du nombre total des résultats (|ue l’on obtient ainsi. Ces résultats sont ce que l’on appelle des arrangements.
Ainsi, ab, ac, ad, . : ba, bc, bd, . . ., ca, cb, ed, .. ., sont des arrangements 2 à 2 des m lettres.
De même abc, abd, ..., bac, bad, .. ., acb, acd, . . . sont des arrangements 3 à 3 ... .
Enfin, lorsqu’on dispose ainsi les lettres 2 à 2, 3 à 3, 4 ù 4, , on
peut exiger que deux quelconques dus résultats que l’un forme ne soient
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pas composés des mêmes lettres, c’est-à-dire qu’ils diffèrent entre eux au moins par l’une des lettres; et l’on peut demander alors le nombre tola des résultats qu’on obtient ainsi. Dans ce cas, les résultats prennent le nom do combinaisons .
Ainsi, ah, ac, bc, . . . , ad, bd, . , . sont des combinaisons 2 à 2, toutes distinctes les unes des autres, puisque deux quelconques des résultats diffèrent au moins par Tune des lettres.
Do môme, abc, abd, . . . , acd, bed, . . . sont des combinaisons 3 à 3
Il existe donc une différence essentielle dans la signiDcalion des mots permutation J arrangement et combinaison.
On nomme : i® Permutations, les résultats qiCon obtient en disposant les unes à la suite des autres, et dans tous les ordres possibles, un nombre déterminé de lettres, de manière que toutes les lettres entrent dans chaque résultat et que chacune d'elles n'y entre qu'une fois;
2® Arrangements, les résidtats qu'on obtient en disposant les tmes à la suite des autres, et dans tous les ordres possibles, 2à2,3à3, n à n, un nombre m do lettres, m étant > n [cluique résultat ne devant renfermer la même lettre qu'une seule fois).
On peut toutefois supposer n = m-, auquel cas les arrangements n à n deviennent de simples permutations.
3® Enfin, Combinaisons, les s^roupes d' arrangements dont deux quelconques dijfèrent entre eux au moins par l'une des lettres qui y entrent.
Il est important que les élèves se [)énètrent bien de ces définitions, pour entendre la résolution des problèmes suivants.
145. Premier problème. — Déterminer le nombre P„ des permutations dont n lettres sont susceptibles.
D’abord, deux lettres n et b donnent évidemment les deux permutations ab et ba. Ainsi, le nombre P, des permutations de deux lettres est 2, ou I X 2.
Soient actuellement 3 lettres, a, b, c. Mettons à part une quelconque de ces lettres, c par exemple, et écrivons à la droite des doux arrangements ab et ba ejuo donnent les deux autres la lettre c; il en résulte les doux permutations do trois lettres, abc, bac. Or, comme on peut ainsi mettre à part chacune des trois lettres, il s’ensuit (|Uo le nombre P, des permutations de trois lettres est égal « 2 x 3, ou i x 2 X 3 (* ).
(*) La place que uous avons assignée à la lettre c par rapport aux arrange-
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Ainsi,
1'j=iX2X3.
En général, soit un nombre n de lettres, a, b, c,d, et supposons déjà connu le nombre P,_, des permutations de [n — i) lettres.
Considérons à part une des n lettres, et écrivons cette lettre à la droite de chacune des permutations que donnent les (n — i) autres lettres; il on résulte P,_, |iermutations do n lettres, terminées par la lettre qu’on avait d’abord isolée. Or, comme on peut ainsi mettre à }>arl chacune des n lettres, il s’ensuit que le nombre total des permutations de n lettres est égal à P»_,X//.
En termes abrégés,
Soit « = a ; P„, désigne alors le nombre des iiermutations qu’une seule lettre peut donner ; donc P,_, = P, = i ; et l'on a
Soit A = 3; P„_| exprime le nombre des permutations do (3 — i), ou do a lettres, et est égal à i x a. Ainsi
Soit encore n = 4 ; P,_, désignant, dans ce cas, le nombre des permutations de 3 lettres, est égal à i x 2 x 3 ; d’où
P, = Pj X 4 = I X 2 X 3 X 4.
On voit donc que la formule P„= P,_, x « renferme tous les cas particuliers du problème proposé. Ainsi, rien n’ompêcherait de traiter tout d'abord le cas général, sauf ensuite à faire successivcmcnt/j = i,a, 3,4,--
146. Deuxième problème. — Un nombre m de lettres n, b, c, rf, ... e'tant donné, iléterminer le nombre A, des arrangements n à n que l'on peut former avec ces m lettres, m étant supposé plus grand que n.
Pour résoudre sur-le-champ cette question générale, supposons déjà connu le nombre A,., des arrangements (« — i) à (« — 1) que l’on peut faire avec les m lettres.
menu oA, ba^ est do pure convention. Nous aurions pu egalement convenir de faire occuper à la lettre c la première place ù gnuebe, ou mémo de Técriro entre les lettres et 6 ou b et a; mais cette place une fois assignée, elle doit rester invariable pour toutes les permutations à ciécuter : sans quoi il en rcsuUorait des répétitions.
TnÉORIE DES COHRIEAISONS. :m3
Considérant un quelconque do ccs arrangements, écrivons à sa droite chacune des lettres qui n’y entrent jws et dont le nombre est nécessairement m — {/I — i) ou (/H — « 1); il est évident que l’on formera ainsi
un nombre [m — « -i- 1) d’arrangements de n lettres, différant tous entre eux par 1a dernière lettre.
Considérons un nouvel arrangement de (« — i) lettres, et écrivons à sa droite les (n; — » -t- 1) lettres qui n’en font pas partie; nous obtiendrons encore un nombre (m — n -t- i) d’arrangements de n lettres, différant tous entre eux ot différant des précédents, au moins par la disposition d’une des (« — i) premières lettres. Comme d’ailleurs on peut considérer à part chacun des A,_, arrangements (« — 0 ^ — ')t écrire successivement
è sa droite les (m — n -+■ i) lettres qui n’y entrent pas, il s’ensuit que le nombre total des arrangements de m lettres n à n est exprimé par
A.= A._,(/h -/IH-l).
Veubon maintenant trouver, comme cas particuliers, les nombres d’arrangements de ni lettres a à 2, 3 à 3, 4 à 4,
Faisons
Il — 2, d’où h; — « H- I = m — I ;
A,-, exprime, dans ce cas, lo nombre total des arrangements {2 — 1) à (2 — I ), ou I à 1 , et est, par conséquent, égal à m ; donc la formule devient
A, =rr A, ( m — I ) =- ni ( m — 1 ).
Soit
n = 3, d’où «I — » -i- 1 = Hi — 2 ;
il en résulte
Aj= A,(/« — 2) = ni(m — i)(m — 2).
Soit encore on obtient
n = 4, d’où m — n -h i — m — 3 ;
A,-= Aj(w — 3) -- in[ni — i)(n; — 2)(/« — 3), et ainsi do suite.
N. B. — D’après la manière dont les cas particuliers ont été déduits do la formule générale, on peut conclure que cette formule développée revient à
A,= m\m — i)[ni — 2)(«< — 3). . .(/« — n i); c'est-à-diro que A, est t'gnl au produit des n nombres consécutifs, décrois-
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sont depuis m inchuioement jusqu'à m — [n — \ ) ou (m — n aussi inclusivement.
Il est d'ailleurs facile do déduire de cotte formule développée celle du numéro précédent, c'est-à-dire la valeur de P„ aussi développée.
En effet, on a vu {14-i) que les arrangements deviennent des permutations lorsqu'on suppose le nombre dos lettres qui entrent dans chaque arrangement égal au nombre total dos lettres considérées.
Ainsi, pour passer du nombre total des arrangements do m lettres, n à », au nombre de permutations do n lettres, il n'y a qu’à faire, dans le ■ développement ci-dessus, m // ; ce qui donne
Renversant l’ordre des facteurs, et observant que, le dernier facteur étant I , l’avant-dernier est a, le précédent 3, . . . , on obtient, pour le développement de P„
expression dont les facteurs ne sont autre chose que les nombres entiers consécutifs compris depuis i inclusivement jusqu’à n inclusivement.
147. TboisièME PBODLÈUE. — Déterminer le nombre total C, des combinaisons différentes que l’on peut former avec m lettres prises n à n.
11 est évident que, pour obtenir tous les arrangements possibles de m lettres n à n, il suffirait do faire subir aux n lettres de chacune des C, combinaisons toutes les permutations dont ces lettres sont susceptibles. Or une seule combinaison do n lettres donne, comme on l’a vu, P, permntations ; donc G,, combinaisons de n lettres doivent donner C, x P, arrangements n à n. Et, comme on a d’ailleurs désigné par A, le nombre total des arrangements, il s’ensuit que les trois quantités A„, P„ C, sont ées entre elles par la relation
A„ = C, X P, ; d’où l’on déduit C„ ~ •
Mais on a trouvé (146)
A.= A_,x (m - n -I- i), et (145) P.-P,_,xn.
Donc enfin,
P,_,xn ~P_,
Comme A,., exprime le nombre total des arrangements (n — i)à(n — i), que P,_, exprime le nombre total dos permutations de ( n — i ) lettres, il
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s’ensuit que exprime le nombre dos combinaisons difTérentes do m
IcUres [n — i) à (n — i).
D’après cela, soient demandés, comme cas particuliers, les nombres des
combinaisons 2 à 2, 3 à 3, 4 à 4,
Faisons n = 2, auquel cas p^> exprimant le nombre des combinaisons (2 — i) à (2 — i), ou I à I, est égal à »i; la formule ci-dessus devient
m( ni — I )
Faisons n - 3, auquel cas exprime le nombre des combinaisons
2 à 2, ou est égal à
la formide devient
m{ni — \)(m — 2)
On trouverait de môme
r — ”»(”»- Of*” — »)("» —3)
pour le nombre des combinaisons 4 à 4. •••. et, on général, pour le nombre des combinaisons n à n, on a
^ ffj(m — 1) (m — a)(wi — 3) ...(/» — /» -f- 1)_
cest l expression p — ^ - — • développée.
N. 13. — Celle dernière expression n’a aucune signification lorsqu’on y suppose rt = I ; et cela tient à ce qu’elle no donne un certain nombre de combinaisons inconnu qu’en fnnetion d'un autre nombre do combinaisons déjà déterminé. Or les combinaisons les plus simples sont les combinaisons une à une dont le nombre est m. Ce n’est donc qu'à partir de n 2 que la formule est applicable.
DÉMONSTRATION DE LA FORHCLË DU DLNÛHE.
148. Pour découvrir plus aisément la loi du développement de la puissance Di"”* du binôme x -t- «, nous commencerons par observer la loi du
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produit de plusieurs binômes x -h n, b, x c, x il, ayant un premier terme commun, et dont les seconds termes sont différents. (Cet artifico a pour but d’empêcher la réduction des termes semblables.)
1" produit : x’-r n
nb
J" nbr
ac
-1- nbd
'V- ad
-t- ncd
H- bc
-t- bed
-^bd
-t- cd
Ces multiplications étant effectuées d'après les règles ordinaires de la multiplication algébrique, on reconnaît sur les trois produits qui précèdent la loi suivante :
1" Par rapport aux expo.sants, l’exposant do x est d’abord égal au nombre, des binômes multipliés. Cet exposant diminue ensuite d'une unité d'un terme au suivant, jusqu’au dernier terme, où il est égal à zéro.
a” Par rapport aux coefficients dos diverses puissances de x, le coefficient du premier terme est l’unité; le coefficient du second terme est égal ù la somme des seconds termes des binômes ; le coefficient du troisième terme est égal à la somme des produits différents do ces mêmes seconds termes, multipliés deux à deux ; le coefficient du quatrième terme est égal à la somme des produits différents trois à trois. En nous laissant conduire par Xnnnln^ie, nous pouvons dire que le coefficient d’un terme qui en a n avant lui est égal à la somme des produits différents « à n des seconds termes dos binômes. Enfin, le dernier terme est égal au produit des seconds termes des binômes.
Pour nous assurer si cette loi de composition est générale, supposons qu’elle soit déjà reconnue vraie pour le produit d’un nombre m do binômes, et voyons si elle a encore lieu quand on introduit un nouveau facteur ilans le proiluit.
DI.NUME DE NEWTON
Soit donc
A;c"-' + -H C j”-’ 4- . . , - t- Mx"-*+' 4- N j:"-" 4- ... 4- U
le produit des m facteurs binômes (N.r”‘" représentant un terme qui en a n avant lui, et celui qui le précède immédiatement).
Soit d’ailleurs x 4- f le nouveau facteur introduit; on a pour le produit ordonné
Déjà la loi des exposants est évidemment la même.
Quant aux coefficients : i° celui du premier terme est V unité;
2° A 4- /, ou le coefficient do sd", est aussi la somme des seconds termes des (/n 4- i) binômes;
3“ B est, par hypothèse, égal à la somme des produits différents 2 à a des seconds termes des m premiers binômes; kl exprime la somme des produits de chacun des seconds termes des m premiers binômes, multiplié par le nouveau second terme /; donc, h + kl est encore la somme des produits différents deux h deux des seconds termes des ( ra 4- 1 ) binômes. . , .
Et, en général, puisque N exprime la somme des produits n à /> des seconds termes des m premiers binômes, et que M/ représente la somme des produits [n — 1) à {« — i) de ces seconds termes multipliés par le nouveau second terme l, il s’ensuit que N 4- M/, ou le coefficient qui, dans le polynôme de degré (m 4- i), en a /? avant lui, est égal à la somme des produits différents n h n des seconds termes des (m4-i) binômes. Le dernier terme üf est d’ailleurs égal au produit des (ot4- i) seconds termes.
Ainsi la loi de composition, supposée vraie pour le produit d’un nombre m de binômes, l’est aussi pour un nombre (//i 4- i); donc elle est générale.
Concevons actuellement que, dans le produit effectué de m facteurs binômes X 4- a, X 4- 6, X 4- c, X 4- rf, . . . , on fasse a = b = c — d, . . .\ l’expression de ce produit (x4-a) (x4-ô) (x4-c). . . se change en (x 4- a)".
Quant à son développement, les coefficients étant
ab ■
- ad ■
abc 4- abd 4- aed -
' le coefficient do x"”' devient
ai8
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c’cst-à-dirci a pris autant do fois qu’il y a de lettres a, c, et se réduit, par conséquent, îi ma.
2" Le coefTicient do .r"-’ se réduit à n’+ n’. . . , ou bien à aubint do fois a’ que l’on peut former de combinaisons dilTérontcs avec m lettres multipliées a à 2, ou bien enfin (147) à
m tf .
3° Le coefficient de .r"'’ se réduit au produit de a* multiplié par le nombre do combinaisons dilîérentcs do m lettres prises 3 à 3, ou bien à
En général, si l’on désigne par le terme qui en a un nombre n
avant lui, le coefficient N qui, dans l’hypotlièsc oii les si-conds termes des binOmes sont différents, est égal à la somme do leurs produits a à a, se réiluit, lorsqu’on les suppose tous égaux, à a" multiplié |iar le nombre des combinaisons différentes que peuvent donner m lettres prises a à a.
Ainsi (147)
A„ , (ai — a -H i)
Donc, enfin, on a la formule
et a — w -t- i)
149. Pour pou que l’on jette les yeux sur les différents termes do ce dévelopjiement, on reconnaît une loi .simple d’après laquelle un ooofiieient du rang quelconque so forme au moyen du coefficient précédent.
Le coefficient d’un terme de rang quelconque se forme en multipliant le coefficient du terme précédent par l'ex/mscmt de x dans ce terme, et divisant le produit par le nombre des termes qui précèdent celui que Von considère.
En effet, prenons le terme général (on l’ap-
pelle terme général parce qu’en faisant successivement a = a, 3, 4,. . . on peut en déduire tous lus autres). Le terme qui le précède d'un rang
CONStQDKNCES DE LA POMDLE DI} BINÔME. aip
est évidemmcnl p’- nar exprime le nombre des comhi-
naisons (« — i) à (« — i). Or on voit nue le coefficient - ’ ~ 0
est égal au coefficient ~=i qui le précédé, multiplié par (/» — /i -i- 1), ex-
posant de a dans ce terme, cl divisé par n, nombre des termes qui précédent celui que l’on considère. C'est dans cette loi, duc à Newton, que consiste princiiwlement formule du binôme. Elle sert à développer une puissance particulière, sans qu’on soit obligé d'avoir recours à la formule générale.
Soit, par exemple, proposé do développer (a: -t- a)'. On trouvera, d’après cette loi,
(jr -i- o)* = ioà'3? i5a'a:’-+- 6o*x -h ef.
Après avoir formé les deux premiers termes, ce qui n’offre aucune difficulté, d'après les termes de la formule générale majf^' on
multiplie 6, coefficient du second terme, par 5, exposant do x dans ce terme, puis on divise le produit par a, ce qui donne i5 pour coefficient du troisième terme. Pour obtenir celui du quatrième, on multiplie i5 par 4, exposant do x dans le troisième terme, et l’on divise le produit par 3, nombre des termes qui précèdent le quatrième, ce qui donne ao ; et ainsi de suite pour tous les autres termes.
On trouverait pareillement
( j: -t- n)'*=r a;'*-!- lonx® -i /^bd‘3^ , laoo’x’-r-
— aSaa'x* -i- aior/x* -t- laon’.r’ -i- -t- ion*jr + n'°.
Nous reviendrons plus loin sur la manière de développer les puissances des expressions algébriques.
CONSÉOCENCES DE LA FOIUlüLE DU BINÔME ET DE LA TnÉOBIE DES COMBINAISONS.
150. Première conséquence. — L’expression (.r -i- o)”* étant composée de la môme manière en a et en x, il doit en être ainsi pour son développement; donc, si ce développement renferme un terme do la forme il en a nécessairement un autre égal à ou Kn’"~“x”.
Ces deux termes y sont évidemment à égale distance des deux extrêmes, car le nombre des termes qui précèdent un terme quelconque étant marqué par l’exposant de a dans ce terme, il s’ensuit que le terme Kn"x"’^ en a n avant lui, et que le terme Kn""*x" on a m — n avant lui, par conséquent n après lui ( puisque le nombre total des termes est /» -t- 1).
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Ainsi, dans le développement de toute puissance d'un binôme, les roef- Jlcients des termes également distants des deux extrêmes sont égaux entre eux,
’N. b. — Dans les termes les deux coefRcients ex-
priment les nombres de combinaisons dilîdrentcs « à n cl [m — n) à (ni — n), que l’on pimt former avec ni quantités; ainsi on peut encore conclure que le numbre des combinaisons différentes de ni ijuantités n à n est égal au nombre de combinaisons (m — n) de ces mêmes quantités.
Par exemple, douze quantités combinées 5 à 5 donnent le même nombre de combinaisons que ces douze quantités combinées (12 — 5) à (12 — 5), ou 7 à 7.
Cinq quantités, combinées 2 à 2, donnent le môme nombre que cinq quantités combinées (5 — 2) à (5 — a), ou 3 à 3.
Seconde conséquence. — Si, dans la formule générale
( J -f (7)"= ma.ê“-' ni — -1 o’.r*"’-*- . . .
on suppose xz=\,a = \, elle devient
(i 4- 1)" ou 2"
c’est-à-dire que la somme des coefficients des différents termes de la formule du binôme est égale à une puissance de a, d'un degré marqué qiar m.
Ainsi, dans la formule particulière
(x-H «)*= 5n.r*-(- lorPx’-t- iorPx’4- ba'x 1- a? ,
la somme n- 5 -h 10 4- 10 -t- 5 1 des coefficients est égale à 2' ou 3a.
Dans la dixième puissance (149), la somme équivaut à a" ou 1024.
482. Troisième conséquence. — Le produit de p nombres entiers consécutifs, compris depuis (m — -t- 1 ) jusqu'à m inclusivement, est divisible
par le produit de tous les nombres entiers depuis i jusqtêà p ; c’est-à-dire que l’on a
égal à un nombre entier. En effet, il résulte de ce qui a été dit au n“ 1 47 que cette expression représente le nombre des combinaisons différentes p à p, qu'on peut former avec m lettres. Or ce nombre de combinaisons doit
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être, par sa nature, un nombre entier; donc l’expression ci-dessus est nécessairement un nombre entier.
Nous engageons les élèves à rechercher, do celle propriétéf une démonstration indépendante de la Théorie des combinaisons ou do la formule du binôme, en les prévenant toutefois que la question, assez facile à traiter pour les premières expressions
w {m — t) /« ( /H — I H III — 2 (
offre plus de difBcuIté dans le cas général.
§ II. — ExTHACTIO.N des RACI.VES DES NOMBUES PAETICULIEBS.
Les procédés particuliers do l’extraction de la racine carrée et de la racine cubique d’un nombre ayant été exposés avec détail dans notre Arithmétique, nous nous contenterons do développer ici le procédé do l’extraction des racines en général, procédé qu’il sera ensuite facile d'appliquer aux cas particuliers de l’extraction de la racine 4‘, 5‘, . . . .
IS3. Procédé de ta racine rt’^ d'un nombre entier (*).
Désignons par N un nombre entier quelconque, et par n le degré do la racine qu’on veut en extraire.
D’abord, comme la puissance de lo, ou lo”, est exprimée par l’unité suivie de n zéros et représente lo plus petit nombre do « -f- i chiffres, il s’ensuit que, si N n’a pas plus do n chiffres, sa racine n’a qu’/i/i seul chiffre; et pour l’obtenir, il suffit de former les n'’”" puissances des tlix premiers nombres i , 2, 3, . . . , g, 10 ; le plus petit des deux nombres dont les tP"" puissances comprendront N sera la racine demandée.
Mais lorsque N est composé de plus do n chiffres, sa racine a plus d’un chiffre et peut alors être regardée comme ne renfermant que des dizaines et des unités. Or, en représentant par a les dizaines et par b les unités, on a (li8)
N 1= [a -f- ô)"= nd'-'b -i- n—~— té^’b’-i-, . . ,
c’est-à-dire que lo nombre proposé contient la té^ puissance des dizaines, plus n fois te produit de la(n — i)'"'' puissance des dizaines par les unités, plus une suite d’autres parties qu'il est inutile d’énumérer.
Cela posé, la puissance des dizaines no pouvant donner d’unités
(*) Pour bien comprendre ce procédé, il faut «'être déjà rendu compte d«« procédés d’extraction de la racine carrée et de la racine cubique.
îjy CaOO^lc
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(l’un ordro inférieur it l’unité suivie do n zéros, les n derniers chiiïrcs ù droilt! n'en peuvent faire juirtic ; il faut donc les sé[>arer, et extraire la racine de Ij plus grande puissance contenue dans la partie à gauche : cette racine exprime les diuiincs do la racine cherchée ( * ).
Si celte (larlie à gauche renfermait encore plus do n chilTres, on serait conduit à en séi>arer les n derniers chillres à droite, et à extraire la racine de la plus grande n“"“ puissance contenue dans la nouvelle partie à gauche; et ainsi do suite.
Rkgle oÉNÉnALE. — Aprds avoir partagé ainfi Ic nombre N entranches (le n chijfrcs { la tranche le plus à gaucho pouvant cependant avoir moins de n chiffres), on extrait la racine de la pins grande n‘'“" paissance contenue dans cette première tranche à gauche, ce qui donne le chiffre des unités de l'ordre le plus élevé de la racine loUile, ou le chiffre des dizaines de la racine du nombre formé par les deux premières tranches à gauche. Retrandumt ta puissance de ce chiffre de la première tranche ii gauche, on obtient un reste r]ui, suivi de la seconde tranche, contient encore « fois le produit de la (« — i)*“ puis.sance du chiffre trouvé ( lequel est censé exprimer les diziiinos) par le cbiffnî suivant, plus une suite d'autres produits. Mais a; premier produit no peut évidemment donner d’unités d’un ordre inférieur à lo”-' ; ainsi les (« — i) derniers chiffres de la seconde tranche n’en sauraient faire |wrtie. Il suffit donc d'abaisser à côte du reste correspondant ù la première tranche le premier chiffre de la seconde; et si, après avoir formé n fois ht (a — \)“““ puissance du premier chiffre de la racine, on divise par ce résultat le reste suivi du premier chiffre de la seconde tranche, le quotient ex[irimera le second chiffre de la racine, ou un nombre plus grand. Pour éprouver ce chiffre, on l'écrira il ht droite du premier, puis on élèvera l’ensemble de ces deux chiffres à la puissance, et l’on retranchera, si cela est possible, la puissance obtenue de l'ensemble des deux premières tranches (**), ce qui donnera un nouveau reste « côté diu/uel on abaissera le premier chiffre de la troisième tranche ; puis on divisera le nombre ainsi formé par n fois la (n — I puissance de renscmble des deux chiffres déjà trouvés à la racine, ce qui donnera le troisième chiffre de la racine.
On continuera cette série d’opérations jusqu’à ce qu’on ait abaissé toutes les tranches.
(*) f’a/r 1.1 dpniODbtrition de co principe, pour la racine carrée et la racine cubique {Arithm., n"* 178, 191, aij* édition); vous cénératiscrex ensuite.
(**) Nous u'avons pa» L>o»oiii de dii'o que, la sonatraclion ne sc faire, c'eat que le second chiflVe trouve a la racine est trop fort; cl alors on le (ù'minud d'une ou de plusieurs unités^ jusqu’à cc qtic la soustractiuii puisM.* s’cfliKilucr.
EXTRACTION DES RACINES DES NOMBRES ENTIERS
154. Soit profMJsc, pour exemple, d^extroire la racine cuu[uièmv de 55073177Ü
Après avoir séparé les cinq derniers chiffres à droite du nombre proposé, on reconnaît que (5)*^, ou 3i25, et (6)% ou 7776, comprennent 5507; donc 5 exprime les dizaines de la racine cherchée.
Retranchant 3i25 de 55o7, on obtient le nombre 2382 pour reste, à coté duquel on abaisse le chiffre 3 de la première tranche à droite, ce qui donne 23823, nombre que l’on divise par 5 fois la puissance do 5, ou par 3 125. Le quotient est 7 ; mais, en élevant 57 à la 5" puissance, on obtient 601692057, nombre plus fort que le noinbre proposé. Essayant 56, on trouve
ainsi, 56 est la racine demandée.
On obtiendrait pareillement
2090455 = i8, avec le reste 200887;
^11 167913618807 — 407 exactement;
^94931877133 = 37 exactement.
1;>5. Remarque. — Toutes les fois que le degré de la racine à extraire est un nombre multiple de deux ou de plusieurs autres, comme 4> 6, . . . , la racine peut s^obtenir par une série d’extractions de racines de degrés plus simples.
Pour nous rendre compte de ces modiûcations, observons que rj: rf* X û’ X X a' = et
et qu’en général
(rï"*)" - if'x X ?< fl"‘ X . . . = ( n® 16).
Donc la puissance de la m'^"'^ puissance d’un nombre est égale à lu ///«"■'"* puissance de ce nombre.
Réciprociuement, la racine mn'^"'^ d’un nombre est égale à la racine racine né*”'* de ce nombre, ou, algébriquement, je dis que l’on a
En effet, soit
ciuriTBu V.
élevons les deux membres à la puissance, il vient
car, d’après la déQnition d’une racine, on a
Elevant de nouveau les doux membres à la ni""' puissance, on obtient a - (a'-)'" = a'^;
d’où, extrayant la racine mn"*"* des doux membres,
mais on a déjà
\j"!ja = a'\ donc
A’. B. — Comme {</“)" et (ci")" donnent également (f", on peut en conclure que
On trouvera, d’après ce principe.
= v^iG = 4 1
V 2985<)84 = yV‘^g85984 = (/1728 — 12; y 1771561 = yVi77i56i = ii; î/ 1679616 = ^ y^v^i6796i6 = y/y^i 296 = = C.
N. B. — Quoique les racines successives puissent s’extraire dans un ordre quelconque, il est préférable d’extraire d’abord la racine du degré le plus faible, parce qu’alors l’extraction de la racine du degré le plus fort, qui est une opération plus compliquée, porte sur un nombre ayant beaucoup moins do chiffres que le nombre proposé. C’est ce que nous avons fait dans le second et le troisième des exemples ci-dessus, (^o/cz d'ailleurs le premier N. B. de ce numéro.)
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EXTRACTION DES RACINES PAR APPROXIMATION
150. Lorsque le nombre entier dont on demande la racine n’est pas une puissance parfaite, le procédé du n° 133 ne donne que la partie entière de la racine, ou la racine à une unité près. Quant à la fraction qui doit compléter la racine, elle ne peut être obtenue exactement; car on sait [^JrithmétUpte, n° 130) que, a et b désignant les deux termes
d’une fraction irréductible et 6" sont aussi premiers entre eux.
/rt\" rt”
Ainsi I -jj J 1 ou ne peut produire un nombre entier N, c’est-à-diro
que ne saurait être exprimée par un nombre fractionnaire exact
Mais on peut déterminer la racine avec tel degré d’approximation que l'on veut.
Soit, en général, proposé d’extraire la racine d'un nombre quel-
conque, entier ou fractionnaire, a, à une fraction près, c'est-à-dire de manière que l'erreur commise soit moindre que
fj ^ n'*
Observons que a p>eut se mettre sous la forme — Si l’on désigne par r la racine de ap/' obtenue à uno unité près, le nombre ’ ““ ">
est alors compris entre — et ■ — — ; donc aussi Ija est compris entre les racines de ces deux derniers nombres, c’est-à-dire entre - et — — :
donc enfin - est la racine demandée à une fraction près, -•
Règle générale. — Pour extraire ta racine a'"” d’un nombre quelconque à une fraction près j- 1 multipliez le nombre par p" ; extrayez du
produit la racine « une unité près, puis divisez le résultat par p.
Nous renvoyons, pour les applications de cette règle générale, à notre Aritlunétique, où nous avons exposé avec tous les détails convenables les différents modes d'approximation, tant pour la racine carré-e que pour la racine cubique.
Mais il nous paraît utile do donner ici quelques développements sur la manière d évaluer en décimales les expressions renfermant des signes radi-
• ~rT" «Il *■ " ■
eaux qui sc rocouvrent, tels que y v«j V'' • • • •
Alg. n. i5
CHAPITRE V
aa6
187. Soit d’abord proposé d!extraire la racine sixième do a3 à o,oi près.
En appliquant à cet exemple la règle du n° 186, il faut multiplier a3 par (ioo)‘, ou écrire douze zéros à la droite do 23, puis extraire la racine sixième du nombre résultant à une unité près, et diviser cette racine par 100, ou séparer deux cliiffres décimaux sur la droite.
Uais on a (138)
(/23xiUK))'— yVil X (^oo;^
Ainsi, après avoir extrait la racine carrée de a3 x (loo)* à une unité près, on extraira la racine cubique du résultat ; puis on divisera le nouveau résultat par loo, ou l’on séparera deux chiffres décimaux sur la droite.
On obtiendra ainsi
y/23 = i,Cg à 0,01 près.
Prenons, pour second exemple, l’expression y/29,437 ou v^V^9i437, dont on demande la valeur à 0,001 près.
Comme, d’après la règle du n° 186, on doit multiplier 29,437 par (iooo)‘, cela revient à supprimer d’abord la virgule, puis à écrire aeuj zéros à la droite, ce qui donne 29437000000000.
Extrayant maintenant la racine carrée do ce résultat à une unité près, on trouve 5425587, nombre dont il faut extraire de nouveau la racine carrée; et l’on (ffilient 2329.
Donc enfin
y/a9,437 = 2,329 à P>’ès.
Aiurement. — Extrayons d’abord la racine carrée do 29,437 à 0,000001 près; il vient 5,425587.
Extrayant encore la racine carrée de ce résultat, on obtient 2,329; donc ^29,437 = 2,329 à 0,001 près (*).
Soit maintenant proposé d’évaluer y^5+ 3y/2 à 1,01 près.
On pourrait ; 1” multiplier 5-+- 3y/2 par (100)’; 2° évaluer le produit à une unité près (91); 3° extraire la racine cubique du résultat à une unité près; 4° enfin diviser ce nouveau résultat par 100.
Mais il est plus simple d’opérer de la manière suivante :
(*) Nous avons exposé, dans les dernières éditions de notre Arithmrtltjue, une méthode plus abrégée, pour effectuer des cilraetiuns approcbéca de racines carrées auccessivea.
EXTRACTION DES RACINES DES QUANTITÉS ALGÉBRIQUES
D’abord 3 ^/3 , ou évalué en décimales et à 0,000001 près, donne pour résultat
4,343640; d’où 5 + 3 v/3 = 9,343640.
Mais
donc, enlin,
3,09 à 0,01 près.
Prenons pour dernier exemple l’expression
ion
dont on de-
mande la valeur à 0,1 près.
D'abord — 5l_ revient (n“91) à 4 — V3
30 v/3 4- 5 vÆ
Or ;
1° 30\/3, ou v/j30o = 34,641 à 0,001 près;
3° 5y^6, ou v/T5o = 13,347 à 0,001 près.
Ce qui donn
Donc
14 “ îj~
= î/3,349 = 1,6 à 0,1 près.
4 — va
(La valeur est ici approchée en plus.)
§ III. — FoRMATIO.N des puissances et EXTRACTION DES RACINES DES QUANTITÉS ALGÉBRIQUES. — CALCUL DES RADICAUX.
Considérons d’abord les quantités monômes.
Soit à former la cinquième puissance de sa’ô’; on a
(3fl^ô’)‘ — ■sts'ù' X 3<Pô“ X 3<i’ô’ X X
d’où l’on voit : 1“ que le coelTicient 3 doit être 5 fois facteur dans le produit, ou doit y être élevé à la 5' puissance; 3° que chacun des exposants des lettres doit être répété cinq fois, ou multiplié par 5.
Donc enhn
(3a'i’)‘ =3‘.a»“ô»x‘ =3aa“è'‘.
Do même
CUAPITRE V.
(8n’iV)*= = 5i3o‘AV.
Ainsi, pour élever un monôme à une puissance d’un degré donné, il faut élever le corjfîeient à cette puissance, puis multiplier l’exposant de chaque lettre par l’cx/msant de la puissance.
Donc, réciproquement, pour extraire une racine de degré quelconque d’une quantité monôme, il faut : i° extraire la racine du coefficient; 3" diviser l’exposant de chaque lettre par l’indice de la racine.
Ainsi
y^^a’b’c* = tj \(>a' b'‘c' =: %a’b‘e.
On voit, d’après cetto règle, que, pour qu’un monôme soit une puissance parfaite du degré de la racine à extraire, il faut que son coefBcient soit une puissance parfaite de ce degré, et que les exposants des lettres soient divisibles par l’exposant ou Yindice de la racine à extraire. Nous verrons plus loin comment on simplifie l’expression de la racine d’une quantité qui n’est pas une puissance parfaite. *
1S9. Jusqu’à présent nous n’avons pas eu égard au signe dont peut être affecté le monôme ; mais si l’on observe que le carré d’un monôme est toujours positif, quel que soit le signe de ce monôme, et que toute puissance de degré pair an peut être regardée comme égale à la n“”“ puissance du carré, c’est-à-dire que «'*= («’)", on peut conclure que toute puissance de degré pair d’une quantité, soit positive, soit négative, est essentiellement positive.
Ainsi
(± ^téléc)' = -V- iGa*i'’c*.
Comme d’ailleurs une puissance do degré impair (an -h i) est le pro- » duit d’une puissance de degré pair an par la première puissance, il s’ensuit que toute puissance de degré impair d’un monôme est affectée du même signe que le monôme.
Il est évident, d’après cela : 1“ que toute racine de degré impair d’une quantité monôme doit être affectée du même signe que la quantité.
Ainsi
y' -t- 8n' = an, v^ — 8n*= — an, y — 'iia”b* — — 'la’b.
a” Que toute racine de degré pair d’un monôme positif /leut être affectée indifféremment du signe -t- ou du signe — .
EXTBACTION DES RACINES DES QUANTITÉS ALGÉBRIQUES. a9<)
Ainsi
sJ6ui'b'‘ = ±"iab', y' Gjj «'' = ± 2
3" Que toute racine de degré pair d'iw monôme négatif est une racine impossible; car il n'existe aucune quantité qui, élevée à une puissance do degré pair, puisse donner un résultat négatif. Ainsi y — « , ^ — b, ^ — c sont des symboles d’opérations inexécutables; ce sont des expressions
imaginaires comme \^ — a , f— b, [P'oir n° 83.)
Considérons actuellement les polynômes.
ICO. Nous avons déjà vu comment on élève un binôme a: 4- n à une puissance de degré quelconque; mais il peut arriver que les termes du binôme soient affectés do roeflicionls et d’exposants.
Soit proposé, pour exemple, de développer (2«* -+- 3oô)’; posons pour le moment 20’ = jr, "iab =y\ il vient
{2a*4- "iaby — (x = x’ 4- Ix'y -t- Sx/’-v » ’.
Remettant actuellement 20’ et 3«ô au lieu de x et de/, on a
3«ô)’= (2(j')=H- 3{2«=)’.(3«ô) 4- 3(aa’).(3ai)>4-(3flô)’;
ou, effectuant les calculs d’après les règles du n° 158 et de la multiplication des monômes,
(2«’4- ^abY- 8n‘4- 3Gn‘ô-t- 54«'ô’h- ^7r^‘b\
On trouvera de môme (4fl’ô — Zabc)'
= (x 4- yY ~ x' -t- -I- üx'/'-:- ^xy'+y
— (4n’ô)‘— 4(4«’ôj’( — 3abc)-i- 6(4«’ô)’(— 3flôr)’
fl’^)( — 3aAr)’-(- ( — 3aic
aSCfl’é'— 768a' i'c 4- 864a'ô‘c’— 432a‘i'c’4- 8ia'ô'c'.
(Les signes sont alternativement positifs et négatifs.)
Soit maintenant à développer (x 4-/ 4- zf’, posons d’abord x 4- r = a; il vient
(h -h i)”— lé-h zir -r- 3a’«-4 3’,
ou, en remplaçant n par sa valeur x n- r,
a3o chàpitbb v.
ou, développant de nouveau les calculs indiqués,
( J -t-/ z)’ = -i- I 3x’z -t- 6.rfz -i- 3,r’s
^3xz’- 3/z’ - z’.
Ckîlte expression se compose d(>s cwAc.t tics trois termes, plus des triples produits des carres de chaque terme /tar les premières puissances des deux outres, plus du sextuple protluit des trois termes. Celle loi serait (80) facile à vériBer pour un polynôme de plus de trois termes.
Pour appliquer la formule précédente au développement du cube d’un trinôme dont les termes auraient des coelBcienls et des exfxisanis, il faudrait, comme pour les binôme.s, désigner chaque terme par une .seule lettre, développer, puis remplacer par leurs valeurs les lettres introduites, et effectuer tous les calculs indiqués.
On trouvera par ce moyen, tout calcul fait,
(an’ — ^ah -+-3Ô’)’
— 8n* — 480*0 i3ao‘ô’ — aoSn’fr’ 1- i^6n’h' — io8ni* aji*.
On développerait par des procédés analogues la puissance quatrième, cinquième, etc., d’un polynôme quelconque.
ICI. Passons à l'extraction des racines do degré quelconque des polynômes.
Appelons P le polynôme proposé, m le degré de la racine à extraire ; cl concevons ce polynôme ordonné par rapport aux pui.ssances descendantes d’une mémo lettre a. Désignons d’ailleurs p;ir x -t- v -e z -i- . . . la racine cherchée, que l’on peut également supposer ordonnée par rapiM)rt à a.
En élevant x -t-jp -i- zs-, .. à la m'""'" puissance, et regardant pour le moment / z -4-. . . comme no formant qu’un seul terme, on aura
P ou (x-f-/-HZ-4-...)'"=- x"- Z-r-, ..)
Or il est bien évident d’abord, d’après les principes de la multiplication algébrique, que le terme x" du second membre de celte égalité doit renfermer un exposant de a supérieur à celui d’aucun des autres termes de ce second membre, et ne peut se réduire avec ceux-ci. Donc x" est égal au terme de P, alTecté du plus fort exposant do la lettre a; donc, si l’on extrait la racine /ti*“ du premier terme de P, on obtiendra nécessairement le premier terme x do la racine.
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EXTRACTION DES RACINES DES QUANTITÉS ALGÉRRIQDES. 33t Retranchant x" de P, et appelant R le reste, on trouve R ou P — x"= Z -H « +. . .)
nouvelle dans le second membre de laquelle le terme ne
pourra subir de réduction avec les autres.
En eflet les termes y, , qui font partie des expressions af-
fectées de parenthèses, renfermant respectivement un exposant de la lettre a plus fort que les autres termes des expressions corre.spondantes, il suffit de faire voir que le terme ;hx” 'j contient un exposant plus fort de la lettre a que le terme général (dont il est d'ailleurs inutile de con-
sidérer ici le coeflicient).
Mais en comparant les doux quantités
et
que l'on peut mettre sous la forme
x?^y.x*”‘ et
on voit qu'elles ont un facteur commun, et que des deux facteurs non communs, le premier contient a avec un plus fort exposant que le
second. Donc le terme m.tf'-'r ne peut se réduire avec le terme en et, à plus forte raison, avec les autres termes.
Ainsi le terme mûc“~' r est égal, sans réduction, au terme de R affecté du plus fort exposant do la lettre a; et si l'on divise le premier terme de R par mx^', on aura nécessairement pour quotient le second terme j do la racine.
Retranchant do P la puissance de x -i- j-, et désignant par R' le reste de cette soustraction, on démontrera, comme précédemment, que le premier terme do R', ou do P — (x-t-j)”, représente la valeur do Ainsi, en divisant ce premier terme par mx"-', on aura le troisième terme de la racine, et ainsi de suite.
De là résulte le procédé suivant :
Après avoir ordonné le polynéme P par rapport à l’une des lettres qui y entrent, extrayez la racine du premier terme de ce polynôme; vous obtenez ainsi le premier terme de la racine. Retranchez deV la m‘^ puissance de ce premier terme; puis écrivez au-dessous de la racine trouvée m fois la ( — i puissance de cette racine.
Divisez ensuite par cette dernière expression le premier terme du reste obtenu; vous obtenez ainsi le second terme de la racine.
CHAPITRE V
Formez la ni'""' puissance de ta somme des deux termes déjà trouvés à la racine, puis soustrayez de P cette m'""‘ puissance.
Divisez le premier terme du nouveau reste par ni fois la (m — i j**"* puissance du premier terme de la racine; vous obtenez ainsi le troisième terme do la racine ; et ainsi do suite.
11 est facile d’appliquer ce procédé aux c.as particuliers de l’extraction de la racine 3', 4'i 5'.
,V. Jl. — On pourrait, à la rigueur, se dispenser d’ordonner d’abord le polynôme ; mais alors il faudrait modifier l’énoncé du procédé, ainsi qu’on l’a fait pour la division. [Foir le n° 27.)
CALCUL DES KADICAUX.
1Ü2. Lorsque la quantité monôme ou polynôme dont on demande une racine d’un certain degré n’est pas une puissance parfaite, on no peut qu’indiquer l’opération, en faisant (2) précéder du signe / la quantité proposée, et plaçant en dedans de ce signe le nombre qui marque le degré de la racine à extraire. Ce nombre s’appelle Yindice du radical.
Souvent, on peut faire subir à X expression radicale quelques simplifications fondées sur un principe analogue à celui du n° 84 ; c’est que la ra- ^ cine rF““ d'un produit est égale au produit des racines /i""" des différents facteurs.
En termes algébriques,
^abed. . . = X y ô X Je X \7l. . . .
En oITot, élevant chacune do ces deux expressions à la n'""' puissance, on trouve, pour la première,
( f abed. , . — abed. . . ,
et, pour la seconde,
( Jn X Jô X Je. . .) = ( Ja)" (Jô)" (Je)". . . =r abed. . . .
Donc, puisque les n*™" puissances de ces expressions sont égales, les expressions doivent l’ôtre elles-mêmes. (Forez n° 467.)
Cela posé, soit l'expression J i^a'b‘c^, qui ne peut être remplacée par un monôme rationnel, puisque 54 n’est pas un caibe parfait et que d’ailleurs les exposants de « et c no sont pas divisibles par 3 ; on a
V j4«’tr’c‘= yj -ly a' b^y ■suc' ’inby'sac'.
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De même
calcul des radicaux.
y/8«’= 2 y/n’, y 48n’4*c*= 2nA’cÿ3nc’,
^i>j2a’ic“-: y'64n'f'’x y3nZi= aoc’ÿ'inA.
Dans les expressions 3ah^2ac’, 2^n', 2nb^c!/ 3nc’, les quantités placées en avant du radical, auquel elles servent do multiplicateurs, sont appelées les coefficients du radical,
163. Le principe démontré (13S) donne lieu à une autre espèce de simplification.
Que l'on ait, par exemple, l'expression radicale v4<7. Comme, en vertu
de ce principe, y'4a’= Vv/4"’, et que la quantité soumise au radical y/ est un carré parfait, on peut effectuer cette extraction de racine carrée, ce qui donne
De même
y3ün’6'= \/üab.
En général, Vyri"= 'y'n; c’est-à-dire que, lorsque l'indice d’un
radical est multiple d’un certain nombre «, et que la quantité sous le signe radical est une puissance exacte, on peut, sans changer la valeur du radical, diviser son indice par n et extraire la racine n""“ de la quantitif sous le si^ne.
Cette proposition est l’inverse d’une autre non moins importante, qui consiste en ce que l’on peut multiplier l’indice d’un radical par un certain nombre, pourvu que l'on élève la quantité sous le signe à une puissance d’un degré marqué par ce nombre.
Ainsi y'« = '"ÿa". En effet, a est la même chose que y'a"; donc
Ce dernier principe sert à ramener deux ou plusieurs radicaux à avoir le même indice, ce qui est souvent utile.
Soient, par exemple, les deux radicaux l/sa et ^a b, que l’on veut réduire au même indice.
Si l’on multiplie l’indice du premier par 4, indice du second, et que l'on élève la quantité an à la quatrième puissance; si, de même, on multiplie l’indice du second par 3, indice du premier, et que l'on élève n-t- b au cube, on ne changera pas les valeurs des deux radicaux ; et il
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viendra, par ces opérations,
règle générale. — Piiiir réduire deux ou plusieurs radicaux au même indice, umltipUcz l'indice de cUaque radical par le produit de tous les autres indices, et élevez la quantité sous le signe à une puissance d'un degré marqué par ce produit.
Celte réple, qui a l)caucoup d’analopie avec la réduction des fractions au môme dénominateur, est susceptible de modifications semblables.
Soient, par exemple, les radicaux {/'«, v'Sé, ÿ/W-hlé, que l’on veut ramener au même indice.
Comme les nombres 4, C, 8 ont des facteurs communs, et que a4 est le multiple le plus simple do a-s trois nombres, il suffît évidemment de multiplier le premier par 6, le second par 4, et le troisiemo par 3, jKturvm que l'on élève les quantités sous chaque signe radical aux puissances de degrés manjués respectivement par 6, 4 et 3, ce qui dopne
(/a— ’v«*, v’St' - qa'-i-b^~ ^^(a‘-hb^y.
Ces notions établies, proposons-nous d'exécuter sur les radicaux les opérations de l’Arithmétique, qui sont maintenant au nombre de six, en y comprenant la formation des jruissances et l’extraction des racines.
404. Addition et soustraction des radicaux. — Deux radicaux sont dits semblables lorsqu’ils ont le même indice et que la quantité sous le signe est aussi la même.
Cela posé, pour ajouter deux radicaux semblables, ou pour les soustraire l'un do l'autre, il faut opérer simplement sur leurs coefficients, et placer la somme ou la différence, comme coefficient, en avant du signe radical commun.
Ainsi
3t'é-+-2v'6== Sj/Ï, ^’ijb-iMb-'^b,
3a{/7) — ici/ 1) - (3o;’rac) y A.
Souvent deux radicaux ne sont pas d'abord semblables ; mais ils le deviennent lorsqu’on leur a fait subir les simplifications des 0““ f(!2 et 463. Par exemple,
l/iSalé-t- bl/jbu — ^bl/ia . bbl/ 'ia ~ ç)bl/3a\
-!- i6a‘ — y^é'n- lalé ia\/b ia — b l/b s- ia -- — b)l/b-t- in-,
Z\/ llj la ~ ‘il/iu llj la bl/ia.
Digiti.ît'j l:y Goojjlt
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Si les radicaux ne sont pas semblables, on ne peut qu’indiquer l’addition et la soustraction, en interposant les signes + et — .
^6J. Multiplication et division. — Considérons d’abord le cas où les radicaux ont le même indice.
Soit à multiplier ou à diviser par Je dis que l’on a X^l) — ^ab, et v'n : v'ê =
En effet (162), si l’on élève y'o x et "iab ù la n'”” puissance, on trouve également ah pour résultat; donc ces deux expressions sont égales.
De même
deux expressions sont égales.
D’où l’on voit que : Pour multiplier ou diviser l’un par l'autre deit.r radicaux de même indice, il faut multiplier ou diviser l’une par l’autre les deux quantités sous le signe, et affecter le résultat du signe radical commun. S’il y a des coefficients, on commence par opérer séparément sur ces derniers.
Ainsi
ou simpliffant,
" y~cd~ ’
3rt y Bu’ X ai V - ùab ^iia'c lan’èv^ac, l/a‘h'-¥-l>‘ , f)ihra‘té-s-b') , , /7éT~b‘
- V"a— v'.-nrzn ■
Si les radicaux ne sont pas de même indice, il faut les y réduire (163), cl opérer comme il vient d'être dit.
Par exemple,
3/7 J'Z bb \/ic ~ ibab '\j6b'c‘.
166. Formalion^es puissances et extraction des racines. — Comme on a
{"ijaf = "!ja X 'v'a X "ija — . . . = ^a“,
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?.3fi
d'après la règle qui vient d'ètre établie pour la multiplication, il s’ensuit que : Pour élever une quantité radicale à une puissance donnée, il faut élever à cette puissance la quantité sous le signe, et affecter le résultat du signe radical avec son indice primitif. S’il y a un coefficient, on élève séparément ce coefficient à la puissance donnée.
Ainsi
(v'4«')’= v'lüo“— iflyVi-;
(3 y/ 2rt)* 3‘ = 243 V 3a î=: 486fl v^4'’<*.
lorsque l’indice du radical est un multiple de l’exposant de la puissance que l'on a à former, on peut simpliûcr.
Soit, par exemple, y' a« à élever au carré.
Remarquons que (133) y^aa = sj^ia.
Or, pour élever cette quantité au carré, il suffit de supprimer le premier signe radical ; ainsi l’on a
(y/aa / = ^aa.
Soit encore y 3é à élever au carré; cette expression revient à VyJè; donc (y 3Â)’ = y/3Ï.
C’est-à-dire que, si l’indice du radical est divisible par l’exposant de la puissance, on peut effectuer cette division, en laissant la quantité sous le radical telle qu’elle était.
Quant à l’extraction des racines, il faut multiplier l’indice du radical par l’indice de la racine à extraire, et laisser ht quantité sous le signe telle qu’elle était.
Ainsi
Vv'3c=:'yaci V^5c = v^5c.
Cette règle n’est autre chose que le principe du n* 133, énoncé dans un ordre inverse.
Si la quantité sous le signe est une puissance parfaite, de même degré que la racine à extraire, il y a lieu à simplification.
Ainsi étant (133) égal à Vy'Sa' réduit à ^^a. De même,
DE LA ML’LTII’LICITÉ DES VALEURS d’uN RADICAL.
Remarques sur les valeurs algébriques des radicaux. — Conséquences qui en résultent dans le calcul de ces expressions.
167. Les règles qui viennent d'èlre établies pour le calcul des radicaux sont fondées principalement sur ce principe, que la racine n'"" d'un produit de plusieurs facteurs est égale au produit des racines do ces différents facteurs; et la démonstration de ce principe repose (162) sur ce que, si les puissances de meme degré de deux quantités sont égales, les quantités sont aussi égales. Or Celte dernière proposition, qui est vraie en tant que l’on ne considère que des nombres absolus, ne l'est pas toujours pour les diverses expressions auxquelles peut conduire l’Algèbre.
Pour vériOer l'exactitude de cette assertion, nous prouverons qu’un même nombre peut avoir, algébriquement, plusieurs racines carrées, plusieurs racines cubiques, plusieurs racines quatrièmes, etc.
Désignons, en effet, par x l’expression générale de la racine carrée d’un nombre a, et par p la valeur numérique ou arithmétique do cette racine carrée ; on a l’équation
x' = a, ou .r’ = pé, do laquelle on tire x = ± p.
D’où l’on voit que, de quelque signe qu’on affecte la valeur arithmétique p, de la racine carrée de a, son carré donne également résultat conforme à ce qui a été dit au n° 8S.
Soit, en second lieu, x l’expression générale de la racine cubique de a, et désignons par p la valeur numérique de celte racine; on a l’équation
j’ = a, ou .td = p'.
Cette é()uation est d'abord satisfaite par jt = p.
Observons maintenant que l’on peut mettre = p' sous la forme
Or on a vu (31 ) que l’expression — /<’ est divisible par x — p, et donne pour quotient exact
x' -f- px p‘ ;
l’équation ci-dessus peut donc être transformée ainsi
[x-p)[x'-ipx-^p>)^o, é<iuation à laquelle on satisfait, soit en posant
X — p — O, d’où X = p,
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soit en posant
x^-i- px p‘ — O, d’où x=—
ou bien,
On voit donc que ta racine cubique de a admet trois valeurs algébriques différentes, savoir
Soit encore à résoudre l'équation
. x*= a ou x'=z pf
[p désignant la valeur arithmétique do ^n).
Cette équation peut se mettre sous la forme
or l’expression x' — p' revient (19) à
donc l’équation revient elle-même à
(x»-^’)(x> , /.») = o; et l’on peut y satisfaire, soit en posant
x’ — p^=o, d’où X = ±: P,
soit en posant
x^-hff—o, d’où X = ± v^— /j’= ±/^ y— I.
On obtient donc ainsi, pour la racine quatrième du nombre n, quatre expressions algébri(]ues différentes.
Proposons-nous do résoudre la nouvelle équation
Or x* — ^ revient (19) à
ainsi l’équation devient
DE LA HULTIFLICITÊ DES VALEURS d’cN RADICAL.
Déjà l’équation x^~ p^—o, résolue précédemment, a donné
P et
Considérons actuellement l’équation
et observons que, si l’on remplaœ, pour le moment, /> par — p/, elle devient
d’où l’on déduit
X = P et X = P \ I >
ou, remettant à la place de p' sa valeur — p,
x^-p et x=-p\ |.
Ainsi l’équation x“— p“= o, et par conséquent la racine sixième de <i admet six valeurs : p, ap, a.' p, — p, — ap, — x’p, en posant, pour simplifier,
a nr ' ^ ^ — •" •
Nous pouvons conclure, par analogie (ce qui sera d’ailleurs démontré par la suite d’une manière plus complète), que toute équation do 1a forme æ“ — <7 O, ovi xf“— pT= O, est susceptible de m solutions différentes; c'est-à-dire que la racine d’un nombre admet m valeurs algébriques différentes.
168. Première Remarque. — Si dans les équations précédentes et les résultats qui leur corresiwndent on suppose comme cas particulier
- I , d’où p ~ i,
on obtiendra les racines carrées, cubiques, quatrièmes, etc., de l’unité. Ainsi I et — I sont les deux racines carrées de l’unité; car l’équation x’ — I = O donno
De môme i,
sont les trois racines cu-
biques de l’unité, ou les racines do x’ — i = o.
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-i-i, — I, H- \/—i, — sont les quatre racines quatrièmes de l’unité, ou les racines de j:* — i =r o.
1U9. Seconde Remarque. — Soit, en général, l'équation
Désignons par p la mdciir arithmétique de lu racine m'"^ de n, ce qui donne p/“— a\ l'équation ci-dessus devient
et si l’on pose x = pr, y étant une nouvelle inconnue, il en résulte
ou, en divisant par p",
>"■ rp I = O.
Ce qui prouve que, connaissant toutes les valeurs do ”'i ou do 1, on obtiendra celle de ”'qa ou do "\/—a, en multipliant p par les différentes racines m^' de -h i ou de — i .
170. 11 résulte de l'analyse précédente que les règles du calcul des radicaux établies pour l’hypothèse où l’on opère sur des nombres absolus sont susceptibles de quelques modifications lorsqu’on opère sur des expressions ou symboles purement algébriques. C’est surtout quand on applique ces règles aux expressions imaginaires que ces modifications sont nécessaires, comme étant une suite de ce qui a été dit au n“ 107.
On demande, par exemple, le produit de y'—" par y/— a. La règle du n” 103 donne
Cette double valeur du produit est une réponse exacte tant que, dans l’expression y/— « x \/—a, les deux radicaux comportent le double signe ±; mais si l’on admet que les radicaux soient de môme signe, comme alors y/— « X y/— rt revient è (y/— «)’, et que, pour élever y/»i au carré, il suffit de supprimer le radical, on a nécessairement
Soit, en second lieu, à former le produit y/— «xy/— é; on aurait, d'après la règle du n° 105,
y/— «Xy/— é = ai.
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Or = ± P (1G7), désignant la valeur arithmétique de la racine carrée de ab ; mais je dis que le véritable résultat doit être — /> ou — dès que l’on considère les deux radicaux v^— a et 1/— b comme précédés l’un et l’autre du signe En elTet on a
a = \/â et ^—b — /ï t/-^ ;
donc
vA— a X ^—b = v'ü v^— 1 X ’/b y/— I = ^ab (y/— 1)’
= y/âib X — I = — y/âé-
On trouvera, d’après ces principes, pour les diverses puissances de
(y/rT)'=vAr7.
(v/r7/=(vA=T)’v/:iT=-/=T.
(y/=T)- = (yC:7r (y/=T)’=-,X
Comme les quatre puissances suivantes s'obtiendraient en multipliant la quatrième, -f-i, respectivement par la première, par la deuxième, la troisième et la quatrième, on retrouverait encore, pour ces quatre nouvelles puissances,
donc toutes les puissances de y/^ forment des périodes de quatre termes.
Soit encore proposé de déterminer le produit de y/— « par y/— é, qui, d’après la règle, serait \j-i-ab, et, par conséquent (1C7), donnerait les quatre valeurs
-r\jab, —^ab, -i-^ttb yA^i, — ÿ/aé y/ — 1.
Mais, pour déterminer le véritable produit, observons que or
{/^xy^=(ÿ/~)’=(vV^y=/^:
donc
y — ax. y — b = ^ab y/— i.
.^ig. B.
a4a cnAPiTRE v.
Appliquons les calculs précédents à la vérification de l’expression
considérée comme racine de l'équation
c’est-à-dire comme racine cubique do i. [Foir n" 168.)
D'après la formule
(a -H é)’ = a’ 3a’é -i- 3ai’-f- b',
on a
(_,)>^3(-i)’ y/_3-(-3(-il (v/_3)’-i- (/^3)’ ” 8
On vérifierait de même la seconde valeur
§ rv. — TaéoaiE des EXPOSA.vrs de natobb ouelconqde. — notions
GÉNÉBALES SDH LES SÉRIES.
171. C’est ici le lieu de faire connaître deux nouvelles notations d’un usage très-commode dans les calculs algébriques : ce sont les exposants fractionnaires et les exposants négatifs ; ils tirent leur origine des règles établies pour l’extraction des racines et la division des monômes.
Quo l’on ait à extraire la racine n’™* de a".
On a vu (158) que, si m est multiple de n, il faut diviser l'exposant m par l’indice n de la racine. Mais si m n’est pas divisible par n, on convient d’indiquer l’extraction de la racine en indiquant la division des doux exposants. Donc
d’après une convention fondée sur la règle des exposants pour rcxlraction des racines des quantités monômes.
( * ) Voir U Note 111 k la fin du Volume.
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Ainsi
De môme, que l’on ail à diviser <j" par tf, m et n étant entiers et positifs.
On a vu (23) que, dans le cas de m > n, il faut retrancher l'exposant du diviseur de celui du dividende ; ce qui donne
Mais si l’on a <n, on convient de la môme notation oT-* pour, indiquer la division.
Soit P la différence absolue entre n et « ; on a alors
ff*
n = m+p, d’où — = a— = û-<- ;
d’ailleurs, se réduit à piir la suppression du beteur oT commun aux deux termes ; donc
L'expression tr* est donc le symbole d’une division qui n’a pu s’effectuer ; et sa vraie valeur est le quotient de l'unité divisée par la même lettre a affectée de l’exposant p pris positivement.
Ainsi
La notation de l’exposant négatif a l'avantage de conserver une forme entière aux expressions fractionnaires.
De la combinaison d'une extraction do racine et d’une division, impossibles à effectuer sur des quantités monômes, résulte une autre qptation, celle do Vex/iosant fractionnaire négatif.
Soit à extraire la racine /è'"* do ~ •
On a d’abord
^ donc y - î'a-"= o'
en remplaçant le signe ordinaire du radical par un exposant fractionnaire.
Les expressions a"', a " sont donc, d’après Ai conee/i/fonT fondées sur les régies précédemment établies, des notations équivalentes à
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Ainsi l’on peut, suivant les circonstances, remplacer les premières par cellcsHM, et réciproquement.
Comme dans le discours, if s'énonce a puissance p, p étant un nombre
entier positif, de même, par analogie, a" , a « , s'énoncent : a puissance J a puissance — />, a puissance — “î ce qui a engagé les algébristes à généraliser le mot puissance. Mais il serait peut-être plus convenable de n’employer que les dénominations a exposant exposant
— P, exposant — en consacrant uniquement le mol puissance à désigner le produit de plusieurs facteurs égaux à un nombre donne, (f o/r le n*2.)
172. Ces notions sur l’origine et la signiQcalion des quantités affectées d’exposants quelconques étant établies, nous allons démontrer que le calcul de ces sortes do quantités est soumis aux mêmes règles que celui des quantités affectées exclusivement d’exposants entiers et positifs.
Multiplication. — Soit d’abord a* à multiplier par a^ ; je dis qu’il suffit Rajouter les deux exposants, et que l’on a
3 * A.i.1 iJ»
a'x a‘=za'
En effet on a vu (171) que
a‘ = ^a‘-, donc a^xa^=\l(âx^a\ ou bien, effectuant l’opération d’après la règle du n° ICS,
rt^xa’=
Soit, généralement, a " à multiplier par al ; je dis que l'on a
m P m P np~mtj
U " Xa~t^ a '• '/ = « "'/ .
En effet
donc
a " X /17 = t X = 1 7 -— = "ÿa'' = « '-/ .
THfiORIE DES EXPOSANTS DE MATURE QUELCONQUE. a45 Ainsi, régie générale, pour multiplier l’un par l’autre deux monômes afiectôs d’exposants quelconques, il faut, pour chacune des lettres, ajouter les deux exposants; c’est la règle déjà établie (16), pour les quantités affectées d’exposants entiers et positifs.
On trouvera, d’après cette règle,
3a~^b‘xaa
Division. — Pour diviser l’une par l’autre deux quantités monômes affectées d’exposants quelconques, il faut suivre la règle qui a été établie ( 22 ) pour les quantités affectées d’exposants entiers et positifs; c’est-à-dire qu’il faut, pour chaque lettre, retrancher l'exposant du diviseur de celui du dividende.
En effet l’exposant de chaque lettre dans le quotient doit être tel qu’ajouté à celui de la même lettre dans le diviseur la somme soit égale à l’exposant du dividende ; donc l’exposant du quotient est égal à l’excès de l’exposant du dividende sur celui du diviseur.
On trouvera, d’après cette règle.
aH^ : a' ' b‘ = a'’ b
Formation des puis.sances. — Pour élever à la né*"" puissance un monôme affecté d’exposants quelconques, il faut, conformément à la règle du n° midti plier l’exposant de chaque lettre par l’exposant m de la
piih.sance ; car, élever ce monôme à la puissance, c’est former le produit de m facteurs égaux à co monôme; donc, d’après la règle de la multiplication, il faut multiplier chacun des exposants par m.
Ainsi
(n*) = rt ‘ , («V =a’ =
E.xtraction des racines. — Pour extraire la racine d’un monôme, il faut, en suivant la règle du n° 1S8, diviser l'exposant de chaque lettre par l’indice n de la racine.
En effet l’exposant de chaque lettre, dans le résultat, doit être tel que, multiplié par l’indice n de la racine à extraire, il reproduise l’exposant
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dont la lettre est affecté dans le monOtne proposé; donc les exposants, dans le résultat, doivent être respectivement égaux aux quotients de la division des exposants, dans le monôme proposé, par l'indice n de la racine. Ainsi
a^b-' =rn^h
Los trots dernières règles ont été facilement déduites de la règle relative à la mBltiplication ; mais on pourrait les démontrer dirortement en remontant à l'origine des quantités affectées d’ex|Kisants quelconques. .
Nous terminerons par une opération qui renferme implicitement les deux précédentes, quant à la démonstration.
Soit a" à élever à la puissance — "î >1 fsul prouver que l’on a
En effet, si l’on remonte à l’origine do ces notations, on trouve que
L’avantage que présente l'emploi des exposants de nature quelconque consiste principalement en ce que le calcul do ces sortes d’expressions n’exige pas d’autres règles que celles qui ont été établies pour le calcul des quantités affectées d’exposants entiers. En outre, ces calculs se réduisent à de simples opérations sur les fractions, opérations avec lestjuelles nous sommes déjà familiarisés.
173. Remarque. — Nous serons, dans la suite, conduits, par la résolution de certaines questions, à considérer dos quantités affectées A'ea-posants inenmmensurahles . Or les règles que nous venons d’établir jour le cas où les exposants sont commcnsurables sembleraient devoir être aussi démontrées dans le cas d’exposants incommensurables; mais obsenons qu’un nombre incommensurable, tel que /3, y'ii, est, par sa nature, composé d’une partie entière et d’une partie d’unité qui no peut être exprimée exactement, mais dont il eu Jtossible d’approcher autant que l’on
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veut ; en sorte que l’on peut toujours concevoir le nombre incommensurable remplacé par un nombre fractionnaire exact qui n’cn diffère que d’une quantité moindre que toute grandeur donnée ; et en appliquant les règles au symbole qui désigne le nombre incommensurable, il faut sousentendre qu’on les applique au nombre fractionnaire exact qui le représente approximativement. En déOnitivc, dans les applications numériques, on ne peut se former l’idée d’un nombre incommensurable qu’en le Supposant remplacé par un nombre fractionnaire exact qui en exprime une valeur plus ou moins approchée; et cette approximation n’a pas de limite.
Ainsi nous pouvons conclure que les règles précédentes sont applicables au cas où les exposants sont incommensurables. Elles le sont même, par extension, aux exposants imaginaires.
Application de la formule du binôme à l’extraction des raeines par approximation.
174. Puisque l’on doit étendre au calcul des exposants quelconques les règles du calcul des exposants entiers et positifs, il est assez naturel de penser que la formule du binôme qui sert à développer la puissance d’un binôme (m étant un exposant entier et positif) peut également servir lorsque m est un exposant fractionnaire, positif ou négatif. C’est, en effet, ce que les analystes ont reconnu ; et ils ont déduit do là des conséquences importantes, tant pour l’extraction des racines par approximation que pour le développement des expressions algébriques en séries.
Nous renvoyons, pour la démonstration générale de cette formule, au n" 182, et nous allons dès à présent en montrer l’usage dans l’évaluation approchée des racines de degré quelconque des nombres particuliers.
Mais, avant tout, il est nécessaire de lui faire subir une transformation.
Reprenons cette formule
(x -I- a'f' - xT ^ mnjf~' — m — — — î- «’x""'-<- . . . ,
et mettons le facteur .r" on évidence dans le second membre.
On obtient
(x «)” - x" I I +- m — hm
ou, posant
-I ta t n cé i n
=rx"\ I< i r -I- -
ou bien encore,
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, , -, \ n in — lo* J n — \ %n — \ iP \
\nx7i2/jjr/i3/j 3/1 or J
Si l'on voulail former un nouveau terme, il suffirait évidemment de
multiplier le quatrième par et ainsi de suite.
* et par P puis de changer le signe
17S. Cela posé, soit à extraire la racine cubique de 3i.
Le plus grand cube contenu dans 3i étant 37, faisons, dans la formule (i), /J = 3, X = 37, et /I = 4, cc qui donne
il vient
ou bien, en effectuant les calculs,
Le terme suivant s’obtiendrait, d’après ce qui a été dit ci-dessus, en
, . ' 3ao Zn
ce qui donnerait
^1 ou par ^ et changeant le signe.
On trouverait de même, pour le terme qui suit ce dernier.
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et ainsi de suite.
Mais ne considérons que les cinq premiers termes do la série, et réduisons en décimales. Nous obtenons d’abord, pour les termes additifs.
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el pour la somme des termes soustractifs,
aîfin ■
Donc
(Nous prouverons tout à l’heure que ce résultat est exact k moins de 0,00001 près.)
176. Remarque. — Lorsque l'expression d’un nombre est développée en une suite de termes dont les valeurs numériques vont en décroissant indéfiniment, on conçoit qu’en général plus on prend do termes dans la série, plus on approche do la vraie valeur du nombre proposé. Si, on outre, on suppose que les termes soient allcrnalivcmcnt positifs et négatifs, on peut, on s’arrêtant à un terme de rang quelconque, déterminer d’une manière précise le degré d’approximation obtenu.
En effet, soit une suite indéfinie do termes,
a — é-HC — d s- e — f -t-...,
dans laquelle on suppose que «, b, e, d, .. . sont des nombres absolus décroissants, et désignons par x la valeur numérique de cette série.
Je dis d’abord que cette valeur est comprise entre deux sommes consécutives quelconques de termes de la série.
Car prenons au hasard les deux sommes consécutives
n — é -i- c — (•/ -(- e — /, et a — b -r c — d -i- e — f + g.
Considérons la première, et observons ([ue les termes qui suivent — f sont -+-g — A, -h A — l, mais puisque la série est décroissante,
les différences g — k, A — /, . . . sont des nombres positifs; d’où il suit que, pour obtenir la valeur complète do x, il faut ajouter à la somme a — h-t-c — d-r(f — /un certain nombre positif.
On a donc
Quant à la seconde, les termes qui suivent -t- g sont — As- k,~ l -i-m...-, or les différences — A /•, — / -h m, . . . sont négatives ; d’où l’on voit que, pour avoir la vraie valeur de x, il faut ajouter k la somme
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une quantité négative, c’est-à-dire diminuer cette somme. Ainsi l'on a
Donc X est compris entre ees deux sommes.
Conséquence, — La valeur numérique do la différence entre ces deux sommes étant g, il s’ensuit que
L’erreur commise lorsqu’on prend un certain nombre de termes pour la valeur de x est numériquement moindre que le terme qui vient après celui auquel on s'est arreté.
Ainsi, dans l’application du numéro précéflent, tous les termes étant alternativement positifs et négatifs, et allant en décroissant à partir du second, on peut en conclure que la valeur numérique de la somme des cinq premiers termes
2^4 ’iS6o
diffère do ^3i d'une quantité moindre que la valeur du sixième terme que
l’on a trouvé (175) égal à — — r- Or cette fraction est, d'après sa ' ' ° 17433922000
seule inspection, au-dessous de — — ; donc î 3i = 3,i4i38à 0,00001
près ; ce que l’on pourrait vériüer par le procédé ordinaire, mais par des calculs plus laborieux que les précédents.
177. Voici en quoi consiste le procédé pour extraire approximativement la racine n‘^ d'un nombre entier N par le moyen des séries : Décomposez N en deux parties fi’ -é q, p étant la racine de N obtenue à une unité près ( 1 53 ) , cf faites, tlans le déccloppcmcnt de J'x -1- « ( 1 75 ), X — fé, a = q. Effectuez les calculs, en vous arrêtant au terme dont le suivant soit, d'après son inspection, inférieur à l’unité de l’ordre décimal qui détermine l’approximation ; convertissez en décimales tous les termes dont vous avez tenu compte, et opérez la réduction des termes tant additifs que soiutractifs.
Cette méthode n’est avantageuse qu’autant que ~ est une fraction assez
petite; car autrement les termes do la série no diminueraient pa.s trèsrapidement, et il faudrait un grand nombre de termes pour donner le degré d’approximation désiré; ce qui entraînerait dans de longs calculs.
On est môme obligé do modifier la marche précédente toutes les fois
que l’on a 7^ < <7 ; car alors
est plus grand que l’unité, ainsi
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ue toutes les puissances de qui augmentent de plus en plus numéri-
uement, à mesure que le degré de la puissance augmente.
Soit, par exemple, 5GJe nombre dont on demande la racine 3'“; 37 tant le plus grand cube contenu dans 56, on aurait
X = n = 29 ; d'où
et les termes do la .série augmenteraient au lieu de diminuer. (Nous no parlons pas des coeflicients, qui sont des fractions peu différentes de l'unité.)
Mais observons que l’on peut aussi décomposer 56 en 64 — 8, ou 4’ — 8;
or — ou - est une assez petite fraction.
D’un autre côté, si, dans l’expression de \jx a (174), on remplace a par — «, il vient
\ a ^ n — la’ la— laa — la’ \
n X n x‘ n in 3a x‘ )
Posant donc j: = 64, a = 8, on obtiendra une série de termes qui décroîtront rapidement.
A la vérité, tous les termes, à l’exception du premier, sont négatifs ; et
l’on ne peut appliquer à la série ce qui a été dit (176) sur la manière de
fixer le degré d’approximation que donne la somme d’un certain nombre de termes. Mais alors on tient compte d’un nombre de termes assez grand pour qu’on soit bien assuré que l’ensemble des termes négligés n’inllue pas sur l’ordre décimal auquel on veut arrêter l’approximation.
On pourra s’exercer sur les exemples suivants :
V^3g = yS'A -17 =2,0807 à 0,0001 près,
y/65 = v^64 4- I = 4,02073 à 0,00001 près;
(/ 260 = y 256 4- 4 =4,oi553 à 0,00001 près;
\/ 108 = ^128 — 20 = I ,g52o4 à 0,00001 près (*).
178. Autres applications de ia formule du binôme. — Cette formule sert aussi à développer les expressions algébriques en séries.
(■•) Voir le n® 5 de la première Note placée à la fin du Chapitre Vï.
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Soit, pour premier exemple, l’expression ; on a
Posons, dans la formule
il vient
ou, elTectuant les calculs et observant que chaque terme se compose d'un nombre pair do facteurs affectés du signe —,
(i — j)-' = ^ ' = I î s’ + s’-hi'h- 3*
On parviendrait au même résultat en appliquant le procéxlé de la division algébrique (26).
Soit encore l’expression ^ ou 2(1 — i)"’.
On a, en développant (i — i)”’,
OU effectuant les calculs et réduisant,
2(1 — Z)“»= 2(1 -t- 33 -i- Os’-r 103* -I- l53‘-^ . . .).
Prenons, pour dernier exemple, la quantité {^23 — s’, qui revient à ^^^1 et développons En posant, dans la formule (x -i- n)”z= x”-e m«x“-' -1- . , . , x = i, «= — ^3
on a
‘ ii" 3G" Ü48'
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MÉTHODES DES COEFFICIENTS INDÉTERMINÉS. — NOTIONS SUR LES SÉRIES , RÉCURRENTES.
179. Les algébrisles ont inventé, pour le développement des expressions algébriques en séries, une autre méthode qui est, en général, plus simple que celle dont nous venons de parler, et qui d’ailleurs est beaucoup plus féconde, en ce qu’elle s’applique à des expressions d’une nature quelconque.
Pour donner une première idée de cette méthode, nous nous proposc-
les puissances entières et positives de x. U est visible que ce déve
pliquant la formule du binôme, on obtiendrait une suite de termes procédant suivant les puissances ascendantes, entières et positives de x. Posons donc
A, B, C, D,. . . étant des coelhcients fonctions de cr, b\ mais indépendants de x\ coefficients qu’il s’agit d’ailleurs de déterminer, et que |>ar cette raison l’on apixîllo coefficients indéterminés, (Cette dénomination est impropre : d’après le sens attribué jusqu’ici au mot indéterminé, il vaudrait mienx dire coefficients à déterminer; mais nous nous conformerons à l’usage.)
Pour parvenir à la détermination de ces coefficients, chassons le dénominateur de l’équation (i); ordonnons par rapport à x, et transposons le ' terme a : il vient
X -f- Crt
Da'
-f-Bô'
-hCb’
-i-DÔ'
Remarquons maintenant que, si l’on suppose les valeurs do A, B, C, D,. . . convenablement déterminées, l’équation (i) doit se vérifier, quelque valeur que l’on donne à x; ainsi il en est de même de l’équation (2).
Or, lorsqu’on suj)poso a: = o, celle-ci devient
rons de développer l’expression -7
en une série qui procède suivant
oppement est possible; car revient à «(«'-+- b'x)~^; et, en ap-
o = ko! — a,
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d’où l’on déduit la valeur de A,
A étant égal à -,i quand on a x o, doit conserver la même valeur
lorsque x est quelconque, puisque A est indépendant do x. Ainsi, quel que soit x, l’équation (a) se réduit à
/ ha' I X ■+- Cn' I x‘-t- Dfl’ I x* -t- . . . I
ou, divisant par x,
Ba'-t-Ca' X -f- Da' x’-H...
Cetto équation devant encore so vérifier pour toute valeur de x, Ëiisons X = o ; il en résulte
Bii'+ A 6'= o;
d’où l’on tire
„ Ab' n "
Comme B doit conserver cette mémo valeur, quel que soit x, supprimons dans (3) le premier terme Ba'-i- Ab', qui s’anéantit par cette valeur de B, et divisons par x ; il vient
Cfl'-r-Da' x-+-Ea' x*-!-... 1
--Bé'-t-Cé' -ihb' (
Faisons de nouveau x o ; il en résulte Ca'-i-hb'= O,
d’où l’on déduit
„ hb' .. ^ ab' b' ali'
C = ;î ) ou bien C= nX — -3 — —
a a' li a^
On trouverait de même
D«'-Cé O,
_ CA' _ ab‘' b' nb"
D=— — , ou D=-„ X i- ïTi
et ainsi de suite.
. Dinitized hi/I^ooqlt
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Il est aisé do reconnalire qu’un coefficient quelconque so forme au moyen du coefficient qui précède, en multipliant celui-ci par — ainsi l'on a
a a ah' ab'^ , «A” . ab‘‘
1 — D— = -/• a — îT ir — 5" •* —
180. En réfléchissant sur les raisonnements qui précèdent, on voit que le principe fondamental de la méthode des coefficients indéterminés consiste en ce que,
Si une équation de la forme
M -t- Nx ^ Pæ’-+- Qx’-t . . . _ O
(M, N, P, ... étant des coefficients indépendants do x) doit se r>érifter, quelque valeur que l’on dorme à x, il est necessaire que chacun des coefficients soit séparément égal à o.
En effet, puisque ces coefficients sont indépendants de x, dès qu’on parvient à les déterminer d’après les hypothèses particulières faites sur X, ces valeurs seront celles qui leur conviennent lorsqu’on suppose x quelconque. Or, en faisant x = o, on trouve M = o ; et l’équation so réduit, après la division par x, à
N -t- Px Qx’-f — o;
faisant, dans cette nouvelle équation, x =r o, on trouve N = o ; et l’équation se réduit, lorsqu’on a divisé par x, à o = P -4- Qx 4- ... ; et ainsi de suite. On a donc séparément
Ce principe s’énonce encore d’une autre manière :
Si une équation de la forme
a 4- bx 4- cx‘ ■ (bd + ~ a' -i- b' x c'x’ d'jd . . .
doit être vérifiée, quelque valeur que l ’on donne à x, les termes affectés d'une même puissance dans les deux membres sont respectivement égaux.
En effet, après la transposition de tous les termes dans le second membre, l'équation est de môme forme <iuo ci-dessus ; d’où l’on déduit
fl'— fl=o, b'—b=o, c'—c — o,...,
et par conséquent,
a' ~ a, b'— b, c'—e, tl'—a,....
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On donne (42) le nom ü'cijuation identique à toute (kjuation dont les termes sont ordonnés par rapport à une certaine lettre, et qui doit se vérifier pour toutes les valeurs attribuées à cette lettre, afin de la distinguer d’une rqtinlioii oniinairc, c’est-à-dire d’une équation qui ne peut être satislaite que par certaines valeurs attribué’es à cette lettre.
181. La métho<ie des enejjicients indéterminés exige encore, que l’on connaisse à priori la forme du développement par rapport aux exposants du X. Ordinairement, on suppose que le développement procède suivant les diverses puissances ascendantes, entières et positives de x, à partir de la puissance x“ ; mais quelquefois cette forme n’est pas convenable, et la suite des calculs le fait reconnaître.
Soit, par exemple, à développer l’expression
Posons
5 — ^ — : = A -I- Bx Cx’ -t- Dx^ -i- . . . ;
en chassant les dénominateurs et ordonnant, on trouve
i- 3 Ax 3B
d'où l’on devrait conclure (180)
Or la première équation — i = o est absurde, et indique que la forme cidessus ne convient pas à l’expression mettant cette expression sous la forme ^ x et |H)sant
- ^7-^ — = i(A -i- Bx -t- Cx--+- Dx’i- . ..),
on obtient, toute réduction faite.
ce qui donne les équations
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(l’où l'on lire snccessivcmont
Donc
ou bien,
I ^Lf
= + in-'
c'cst-ki-dire cpic le dé\ e!oppenient renferme dans son expression un terme aiïecté d'un exposant négatif.
182. Demonstratirm i!c lu forimilr {lu binôme pur la méthode des coef- Jicients indéterminés .
Pour faire apprécier la fécondité de la méthode des coefficients indéterminés, nous allons donner une démonstration complète de la formule du binôme, fondée sur cette méthode.
Afin de simplifier les calculs, nous remarquerons d'abord que (x -i- «)’"
|icut SC mettre sous la forme x"
Si l’on pose - = r, et qu'on développe (i
il suffira ensuite de
multiplier ce développement par x", puis de remplacer v par cl l'on
obtiendra le développement de (x -i- a)”.
(Cette transformation a pour objet d'éviter dans le calcul les puissances ■r", x"~',... du premier terme x.)
Ceci admis, soit d'abord m égal à un nombre positif^ {<7 pouvant être égal à 1 , ce qui donne le cas de l'exposant entier).
Posons
(i) (i +x)~i = I -I- Kj B >- -I- C.r-^ -H D/' -i-
(On est conduit h donner celte forme au développement, par la formation des premières puissances entières, et en observant que, |)Our^=: o, le premier membre se réduit à i; d’où il suit que la partie indépendante de r, dans le second membre, doit être égale à i.)
Pour déterminer les coefficients A, B, C, D,. . ., remplaçons, dans l’équation (1), J par i; elle devient
(2) (1 =r I -i- A: Br-(- Ci* -I- Da'-t-
dlff. B.
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(A, B, f.,. . . ont ici fvidcmmoni les mfmes valeurs que ci-dessus, puisqu'ils sont ind(''pen(lanls de toute valeur allributk* à j.)
Retranchant ces deux éciuations l'une do l’autre, on trouve
(3) I (i-+-j)7 — (i-i-s)Ÿ= A(r-s)-hB(/’-z’)
Faisons, pour le moment,
ce qui donne
!-(-/=(/*, i-i-ï=iS'; d’où _>■— 2 = u’— I’’; l’équation (3) devient alors
(4) „r_,a’=A(r-z) + B0^-2=)-f-CL7^-2*)-(-D0-‘-2>)-e...,
ou, divisant le premier membre par «*— i', et le second par r — z. qui est égal à «’ — i^,
II'- i'*'^ A(.r — 2) -4- B(>-»- Z») -eC(y- 2»)-HD(y-a'l-f
Or, d’après le théorème (31), f' est divisible par « — e; et l’on obtient [lour quotient corrcs[K)ndant,
De même, lé — i>* : « — e est égal à
D’un autre côlé,_j'— a’, ■ - i divisés par.» — a,
donnent aussi, |K)ur quotients resjiectifs,
>, v-t-a, va -H a’, ,»->^-/2 -t- .jî’-i- a’,. .
ainsi l'équation (4) revient à
^ B(j-e a) C (j^ ^ ra ^ z')
-H \)(y‘ -1- Z -t- yz' -¥■ a’)
Faisons maintenant z, d’où l’on déduit « = e [d’après les équations
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on a, pour le premier membre,
P iif~' P «r
' ou - — •
Si l’on remet à la place de «' sa valeur (i -t- j)'' ou I A^*- -H -f- C.)-’ -K . . . ,
et à la place de sa valeur i ■+■ r, ce premier membre devient encore /> I -f- A_v -H — C -t- . . .
D'ailleurs, le second membre se réduit à
A -e uBj -f- 3Cj'’-i- 4 . . ;
on a donc la nouvelle équation
' : = — — ; — ^ = A + aBr -+- SCv’-i- 4Dr — . . . ,
d'où chassant le dénominateur i -h/, et clTectuant les calculs,
A) Bi'-k^ Dr*-
-t- aB
Comparant (180) les deux membres de cette éijuation identùjur, on obtient les égalités suivantes ;
- = \, ou .i=-; 7 7
^' A = îB-i- A,
donc
4D = Cl
donc
et ainsi de suite.
o chapitre V
La loi (]o formation dos cocdicients successifs est manifeste. Soient K le cœflicienl qui en a h avant lui, et M celui qui le procède; on aurait (évidemment
f M = N« -t- (n - i).M ; d’où N = q n
Kn reprenant la di’^monstration pn'ccVlentc , on s'assurerait facilement qu'elle s'applique au <»s où l'on a 7 = 1, c'est-à-dire au cas où l’exi»sant est entier.
Quant au cas où m est égal à un nombre fractionnaire m'gatif —
on suit ab.'oiument la même marclio que précénlemment ; mais, |)arvenu à l’équation qui correspond à l’équation (4), savoir
on rcmaniue que.
//'■— cC
«''iW
Ainsi, en divisant le premier membre par 1'’, et le second par_j — z, qui est égal à «’ — e*, on a
, _A(r-=)-i-Rf,i^- 3’) -+-... *
iii'i* u-i— vi~ .)■— = ’
ou, supprimant le facteur « — e et le facteur _r — z,
I enf"' eC-' . ,
- :iir7- ,t-< + -4-. + =)+■••.
faisant ensuite /= z, d’où 11 = e, on obtient
-±e!ÇL= + aB V + 3C- + . . . .
Le reste du calcul est absolument semblable à celui du cas pré(a.Ment. Maintenant, puisque l'on a, quel que soit m,
r)" = 1 -H mr -+- m y -t- .
remplaçons j par - et multiplions par x” ; il vient
MOTIONS SL'B LES SÉRIES RÉCURRENTES
( j: + n 1" = j:" -i- mnx^' + m — î H- . . . .
Ainsi la formule du binôme est démontrée généralement.
183. Des séries rtciirrenlcs. — Le dévelop|)cmont des fractions algébriques rationnelles d’après la méthode, des coefficients indéterminés donne lieu à des séries d’une nature particulière connues sous le nom de séries récurrentes.
Nous avons déjà vu (179) que l'expression ^ po"'' dé\elop[x;-
menl
tih' nlP
« rt ’
série dans laquelle on forme chaque terme au moyen du précédent, en multipliant celui-ci par — x.
(’aitto propriété n'est pas particulière à la fraction proposée ; elle appartient à toutes les fractions algébriques rationnelles, et elle consiste en ce que, ,
Toute fraction rationnelle en x, réduite en série, donne lieu à une suite de termes dont chacun est égal à la somme al^ébrii/ue d'un même nombre de termes précédents, multipliés respecticement par certaines ipinntités constantes, pour toute l'étendue de la série.
L’ensemble des constantes par lesquelles oh doit multiplier un certain nombre de termes précédents [KUir former un terme quelconque s’appelle \'échelle de relation de la série.
Dans la série précédente, V échelle de relation est
lé
et la série est dite une série récurrente du premier ordre. Soit à développer en série l’expression
a bx ■+■ ex' tt' S- b' X -t- c' d' xê
Posons
a s- bx + ex' a'-r- b'x -t- c'x^ -t- d'x'
= A Bx ■+■ Ex‘-f-. . . ,
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d’où, chassant les dénominateurs et transposant,
ou
Brt'
|’x*-hl)rt'
X®-r Ert'
1 Cb’
-i-Db'
( -f- Bc'
-h Gc'
-r- Br/'
qui donne les équations
Art'-
- rt = 0 , d
ou A = -
rt
Bfl'-i
-Xb'-b--
rt rt
rt//-4
rt'>
Grt'-t
-B^'4- Ac'-c
fl rt
rt
bféb'-
Ert'4-D^»'4-C6'-+-Br/'=o, E
rt
rt
rt
D’où l’on voit que les trois premiers coeflicients s’obtiennent d’abord sans aucune loi ; mais à partir du quatrième chaque coefficient se forme de la somme des trois coefficients qui le précèdent, multipliés respectivement
par — savoir : — -, pour le coefficient qui précède im-
c’ fV
médiatement, — —, pour celui qui précède de deux rangs, et — —, pour
celui qui précède de trois rangs; ainsi les coefficients A, B, G, D, ... forment déjà entre eux une série récurrente dont \ échelle de relation S(* compose de
Il résulte de cette loi do formation des coefficients que le quatrième terme de la série, Dx*, est égal à
— -, Gx* — -, Bar* — ^ A x’, a a a' ’
ou bien,
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On a de même, pour le terme Ex*,
ou bien.
et ainsi de suite.
Donc, chaque terme do la série demandée, à partir du quatrième, est égal à la somme des trois termes précédents, multipliés respectivement
Quant aux trois premiers termes A -f- Bx -t- Cx^, on les obtient en remplaçant A, B, G, par leurs valeurs obtenues ci-dessus.
184. On divise les séries récurrentes en différents ordres; et l’ordre s'estime par le nombre des termes nécessaires pour former un terme quelconque.
La série obtenue dans le numéro précédent est du troisième ordre. En général, une expression de la forme
donne naissance à une série récurrente du ordre, dont l’échelle de relation est
Ainsi, l’expression ^ n~ donne lieu à une série récurrente du pre
a -4- b JC
micr ordre, dont l’échelle de relation est — , x.
L’expression donnerait lieu à une série récurrente du
second ordre, dont l’échelle de relation serait
a bx . .-H- / x”"'
264 CHAPITRE V. — ROTIO^S SUR LES SÉRIES BÊCURREMES.
N. B. — Nous supposons ici que le degré do x soit moindre au numérateur qu’au dénominateur. S’il en était autrement, il faudrait d’abord faire la division en ordonnant par rapport aux puissances ascendantes de X, CO qui donnerait un certain quotient entier jar rapiKirt à jr, plus une fraction semblable à la fraction ci-dessus.
Ainsi, soit I expression ^ =— 5 3 — •
En effectuant la division, on trouve pour quotient — x — 7, et pour fraction complétant ce ([uotient
La propriété énonci'o au n° 183 souffrirait d’ailleurs des modifications, si le numérateur était d’un degré plus élevé que le dénominateur.
Nous reviendrons plus loin sur ces sortes de séries, qui offrent plusieurs questions intéressantes à résoudre.
DES FBOGBESSIONS PAS D1FFÉRE^CE.
THÉORIE DES PROGRESSIONS ET DES LOGARITHMES
& nouveau chapitre se lie naturellement à celui qui précède, tant jarcc qïie le premier paragraphe a pour objet l’examen des propriétés de deux espèces de séries, que parce qu’il offre une application immédiate de la théorie des exposants d’une nature quelconque ; il complète aussi les connaissances algébriques absolument indispensables jKiur l’étude de la Trifpnomélrie et do \ Application de l'Algèbre à la Géométrie.
§ I". — Des progbessio.ns p.vr différe.nce et des progressio.xs
PAR OlOTIENT.
Progression par différence (*).
I80. On appelle progression par différence (ou arithmétique) une suite de termes dont chacun surpasse celui qui le précède, ou en est surpassé, d'une quantité constante (]ue l’on appelle raison ou différence de la progression.
Ainsi, soient les deux suites
La première est dite une progression croissante dont la raison est 3, et la seconde une progression décroissante dont la raison est 4-
Désignons, en général, par a, b, c, d, e, /,... les termes d’une progression i>ar différence; elle s’écrit ainsi
et devrait s’énoncer ; Comme a est à b, b est h c, c est h d, d est à c,.. .; mais on dit simplement, a est à b est à c est h d est h e.. . .
(•) Quoique la plupart des propriétés relatives aux progressions par diffé~ rrnee et par quotient aient été développées dans notre Arithmctiquct nous croyons devoir les reproduire ici, afin de présenter un ensemble complet do ces propriétés.
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C’est une suite ÿ éqtiulifférences continues, où chaque terme est à la fois consé(|uent et antùcMcnt, à l'exception du premier, qui n’est antécédent, et du dernier, qui n’est que conséquent.
18G. Appelons r la raison de la profiression , que nous supposerons croissante dans tout ce qui va suivre. (Si elle était décroissante, il suffirait de changer r en — r dans les résultats.)
Cela posé, on a évidemment, d'après la définition de la progression,
h = a + r, c = b -h r = a -h Qir, d = c -h r = a ‘ir,, .
et, en général, un terme de rang quelconque est égal au premier, plus autant île fois la raison qu'il y a de termes avant celui que l’on consUlère.
Ainsi, soient l ce terme et n le nombre total des termes, jusqu'à celui-ci inclusivement; on a, pour ce terme général,
En etfet, soit fait
on retrouve successivement tous les termes de la progression.
Si la progression était décroissante, on aurait, au contraire,
La formule (i) sert à trouver un terme do rang quelconque, sans qu’on soit obligé do déterminer d’abord ceux qui précèdent.
Ainsi, pour trouver le cinquantième terme de la progression
T i.4'7.io.i3 .16.19.. •!
on fait n = 5o, ce qui donne
187. Une progression par différence étant donnée, on peut se proposer de
Déterminer la somme d'un certain nombre de termes.
Soit la progression i a.b.c.d.c.f. . .i.A .1, prolongée jusqu'au terme/ inclusivement; désignons par n le nombre des termes et par r la raison.
Remarquons d’abord que, si x désigne un terme qui en a p avant lui, et / un terme qui en a p après lui, on a, d’après ce qui vient d’Ctre dit, les égalités
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(1 OÙ l’on déduit, en les ajoutant
ce qui démontre (|ue, dans toute progression :
La somme de deux termes quelconques pris h égale distance des extrêmes est égale à la somme des extrêmes; ou bien encore, les deux extrêmes et deux termes pris à égale distance de ces extrêmes forment une équidifférence dans l’ordre où ils sont écrits.
Ceci admis , écrivons de la manière suivante la progression au-dessous d’elle-môme, mais dans un ordre inverse :
T a.h.c. . .i.k.lf 7 /./ . i...c.ù.a.
Appelons S la somme des termes de la progression proposée; 2 S sera la somme des termes des deux progressions, et l’on aura, en réunissant les termes par colonne verticale
‘iS = [a -h k) -h (c -i- i) -h..0~h (i n- c) -4- {/• -4- 6) -f- (/ -f- rt) ;
ou bien, comme toutes les parties a -h l, If -h k, c -h i,. , sont égales et en nombre n
donc, enfin, {2)
^ {a-hl)n b — !
c’est-à-dire que la somme des termes dhinc progression par différence est égale au produit de la somme des extrêmes multiplié par la moitié du nombre des termes.
Si, dans cette formule, on remplace / par sa valeur a -4- (« — i) /*, on obtient encore
mais la première expression est la plus usitée.
Applications. — On demande la somme des 5o premiers termes de la progression 7 2 . 9 . 1 6 . 23 . 3o . . . .
On a d’abord, pour le 5o* terme
donc
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On trouverait de môme, pour le loo' terme
et, |)our la somme des 100 premiers termes
( 2 -4- figS) 100
188. Les formules (i) et (2) renferment cinq quantités, a, r, n, l et S, et, par conséquent, donnent lieu à ce problème général :
Trois rjUcU omjucs de ces riiui <iimntUès étant données, déterminer 1rs deux autres.
Ce problème ,sc subdivise en autant de problèmes particuliers que l’on [leut, avec cinq lettres, former de combinaisons dijférentes 2 « 2, ou 3 «_3. Or, on a obtenu (147) pour ces nombres do combinaisons
Faisant, dans ces formules, ni ~ 5, on trouve
ou
et
ou
d’où l’on voit (juc cinq lettres combinées trois à trois donnent le même nombre de combinaisons que cinq lettres combinées deux à deux. (Ce résultat s'accorde avec la con.séqucnce du n“ 150.)
Ainsi , le problème ci-dessus se subdivise en dix problèmes particuliers, dont voici les énoncés ;
Étant donnés :
a, r, n, trouver
ot
rt, r, /,
rt, «, /,
et
et
et
Le premier problème est déjà
résolu, puis
les
deux formules donnent
immédiatement / et S en fonction de a.
r, n. Quant aux suivants, leur
Digllized b>' ^ .l
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résolution n’offre aucune difficulté; mais nous cngaseons les commençants à les traiter successivement, cet exercice étant très-propre à les familiariser avec la résolution des équations du premier et du second deftré; car (il est bon d'en faire la remarque), bien que les quantités a, r, n, / et S ne soient affectées d'aucun exposant dans les deux formules, on est cependant conduit à résoudre une équation du second degré lors<]uo a et «, ou bien / et /;, sont inconnues; (Kirce que ces quantités entrent h la fois dans les deux équations, et sont multipliées entre elles dans la seconde.
iV. B. — Il est aisé d’expliquer pourquoi, dans ces deux problèmes, la détermination de chacune des inconnues doit dépendre d'une équation du second degré.
Soit, en effet, la progression décroissante
vil. 9. 7. 5. 3.1. — I.— 3.— 5....
On voit que la somme des trois ])remiers termes, aussi bien que la somme des neuf premiers, est égale à 27. Donc, si l’on donnait
et qu’on demandât l et «, on devrait obtenir les deux systèmes
/ = 7, a = 3, et / = — 5, « = 9;
donc la détermination de n, par exemple, doit dépendre d'une équation du second degré.
189. Nous nous bornerons à résoudre le quatrième problème ; c’est le cas où :
Connni-<:sant a, n et l, il s'agit de (lêtcrmincr r et S.
La formule l =z a -t-(n — i)r donne
et la formule S = fait connaître immédiatement S.
De la première expression, r = on déduit la solution de cette
question :
Insérer entre deujc nombres donnés n et b un nombre m île moyens différentiels. (On appelle ainsi des nombres compris entre a et b, et formant avec ceux-ci une progression par différence.)
Pour résoudre cette dernière question, il suffit de déterminer la raison; or, en remplaçant, dans la formule ci-dessus, / par b, et n par (/n -i- 2),
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qui exprime actuellement le nombre total des termes, on trouve
ou r
III -h i
c’est-à-dire que la mison de la projjrcssion cliercli6e s'obtient en rlifisnni la tli[fércnce îles deux nombres donnés a et b par le nombre des termes a insérer, plus un.
La raison une fois obtenue, on forme le second terme de la progression,
ou le premier moyen différentiel, en ajoutant r ou ^ ^ au premier
terme n; le second moyen s’obtient en augmentant celui-ci de r; et ainsi de suite.
Soit à insérer la moyens dilTérentiels entre 12 et 77.
On a
~ ri ~ I i ~ ’
ce qui donne la progression
rxjxsÉQlJE.>'CE. — Si, entre les termes consécutifs d'une progression par dijférence, considérés deux à deux, on insère un même nombre de moyens dijférentiels, ces termes et les moyens differentieh réunis ne forment qu'une seule et même progression.
En effet, soient i a.b.c.d.c.f. . . la progression proposée, m le nombre des moyens à insérer entre n et b, entre h et r, c et r/,. . . .
La raison do chaque progression partielle sera, d’après ce qui vient d’Ctre dit, exprimée par
ijuantités toutes égales, puisque a, b, c. . . sont en progression : ainsi la raison est la mémo dans chacune des progressions [lartiellos; et comme d'ailleurs le dernier terme de la première est le mémo que le premier terme de la seconde, et ainsi de suite, on peut conclure que toutes ces progressions partielles constituent une progression unique.
Voici les énoncés de quelques problèmes
Pbemière QUESTio.x. — Déterminer le premier terme et le nombre îles ternies d'une progression par différence dont la raison est 6, le dernier terme i85, et la somme 2<j45.
Réponse. Premier terme = 5, nombre des termes = 3i.
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Decnièxe question . — Insérer entre deux (juclrnnques des termes de h prcgressiiin ;2.5.8.ii.i4..., neuf moyens différentiels.
RéjMnsr. Raison, ou r = o,3.
Troisième question. — Troiteer le nombre d'hommes contenus dans un bataill'in triangulaire dont le premier rang est I, le second est a, le troisième est 3, et le ré'”' est n. En d'aulrcs termes, tramer l’expression de la somme des nombres naturels 1, 2, 3,. . depuis I jusqu'à n.
Réponse. S =
Quatrième question. — Tromvr la somme des n premiers termes de ta progression des nombres impairs i, 3, 5, ", g,
Réponse. S = n’, ou le carré (lu nombre des termes.
ClNQUlÈ-ME QUESTION. — Un monceau de sable est distant d’une allée d’arbres de 4« mètres; elle exige, /mur être sablée, loo voitures, à 6 mètres d’intervalle l’une de l’autre. — On demande le chemin que le voiturier doit faire, ta première voiture étant dé/josée à 40 mètres du monceau de sable, et la voiture devant, à la fin, revenir à l’endroit d’où elle était partie.
Ré/>onsc. 67 400 mètres.
Sixième question. — Un fantassin fait 10 lieues par jour; un cavalier part en meme temps, et ne fait que 3 Urues le premier jour; mais, chaque jour suivant, il fait a lieues de plus que le prt’cétient. — On demande en combien de jours le cavalier atteindra le fantassin, et combien ils auront fait de chemin chacun.
Nombre de jours, 8; chemin, 80 lieues.
Des procressions par quotie.nt.
191 . On appelle progression géométrique ou par quotient une suite de termes dont chacun est égal au produit do celui qui le précède par un nombre constant que l’on nomme raison de la progression ; ainsi les deux suites
3, 6, 12, 24, 48, gG,...,
dont la première est telle, que cliaque terme contient celui qui le précède deux fois, ou est égal au double de celui qui le précède, et dont la seconde est telle, que chaque terme est contenu dans celui qui le précède
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quatre fois, ou est égal au quart de celui qui le précède, sont dites des
progressions par quotient; la raison est 2 pour la première, et 7 pour la
seconde.
Soient rt, b, e, et, des nombres en progression par quotient ; on l'écrit ainsi
et on l'énonce comme une progression i>ar différence, quoiqu’il y ait cette distinction à faire, que l'une est une suite de différences égales, et l’autre une suite de quotients égaux, où cbaqur terme est à la fois antécédent et conséquent, excepté le premier, qui n'est qu'antécédent , et le dernier, qui n'est que conséquent.
192. Désignons i«r q la raison de la progression (<7 étant > 1 lorsque la progre.ssion est croissante, et < 1 lorsqu’elle est décroissante); on déduit do la définition mémo la série des égalités
b = nq, e = b<i — aq', d = eq = mf, c — dq = aq', ... ;
et, en général, soient / un terme de rang quelconque, n le nombre total dos termes, on a la formule
(i) i = aff-',
au moyen de laquelle on iwut obtenir la valeur d'un terme quelconque, sans iiasser par tous les termes qui précèdent.
Pur exemple, le Imitième terme de la progression
est égal à
De môme, le douzième terme de celle-ci ;
est égal à
193. Soit maintenant proposé de déterminer la somme des n premiers termes de la progression
H n : è ; c ; rf : e ; y ; . . . / ; 4 ; /,
l désignant le terme.
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On a (n" 192) les égalités
h = aq, C^I»1, il = cq, c — itq,,,,, l,z=iq, l=/,qd'ou l’on déduit, en les ajoutant membre à membre,
h “f" C *1“ il C “t“ ■ • • "4~ X" -f“ l ~ ^ H h -4- C "4- il -f- ... -4- i -4“ X ) Y J
ou bien, représentant par S la somme demandée,
S — (I = {S — l]q = Sq — Iq, ou Sf/ — S =4: /(/ — fl ;
donc
c'est-à-dire (pic, pour obtenir la somme d’un nombre déterminé do termes d’une progression par quotient, il faut niulli/jlicr le ilcrnier terme par la raison, retrancher du produit le premier terme, et diviser ht différence par la raison diminuée d’une unité.
Lorsque la progression est dé’croissante, on a y < i , / < n ; cl il convient de mettre la formule ci-dessus sous la forme
fl — Iq
afin que les deux termes de la fraction soient positifs.
Les deux expressions de S deviennent encore par la substitution do fly"‘‘ à la place de l,
et S =
On trouvera, d’après les formules préa''denles :
i” Pour la sonune des huit premiers termes de la progression
H a : 6 : i8 : 64 : . . . : a X 3’ ou 4374. f/ — I a ’
a'* Pour la somme dos douze premiers termes de la progression H64-iG:4:.:i:...:64(l)" ou 64-:rp^ T >56-:
dlg. B.
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On voit que la difficulté principale consiste à déterminer la valeur numérique du dernier terme, opération très-laborieuse ^lorsque le nombre des termes est considérable.
Ilcmnrque. — Si dans la formule elle dti\ ient
on suppose 7
Ce résultat, qui est quelquefois le résultat de l'indétermination, provient souvent aussi (73) do l’existence d'un facteur commun qui devient nul par une liy|K)thèsc particulière faite sur les données de la question. C'ost, en effet, ce qui a lieu dans cette circonstance; car on sait (31 ) que l’expression 7" — i est divisible f>ar 7 — 1, et donne pour quotient
rj’~' ■+■ -t- 7""’ H- ... -t- 7 4- I ,
Si l’on ciïectuo celte division, la valeur do S prend la forme S = (77"'‘ 4- 07"*’ 4- 07"“’ 4- ... 4- 07 4- fl ; d'où, faisant maintenant 7 = 1,
S = fl -t-« 4-04-. = «fl.
On peut parvenir au même résultat en remontant à la progression pro posée
qui, dans le cas de 7 = 1, se réduit à
H fl ; fl ; fl fl,
série dont 1a somme est égale à na.
19ÎS. Des progressions infinies par quotient. — Soit une progression décroissante
H n \ b \ c il \ e \ f \ .. .
d’un nombre infini de termes.
La formule S =
fl —
peut être mise sous la forme
_ fl 07“
Or, puisque la progression est décrois.sanle, 7 est une fraction; 7" est aussi une fraction qui sera d’autant plus petite que n sera plus grand : ainsi,
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plus on prendra de termes dans la progression, plus x e(' dimi-
nuera; plus, par conséquent, la somme partielle de ces termes approchera de devenir égale h la première partie de S. Enfin, si l’on prend pour « un nombre plus grand que toute grandeur donnée, ou l’on sup-
X <f sera moindre que toute grandeur donnée, ou
pose n = X , deviendra égal à o ; et l’expression
représentera la valeur de toute la série.
D’où l'on peut conclure que :
La somme des termes d'une progression droite à l’itifini a pour expression
C’est, à proprement parler, la limite vers laquelle tendent sans cesst> toutes les sommes partielles que l’on obtient en prenant un nombre de termes de plus en plus grand dans la progression. La différence entre ces
sommes et peut devenir aussi petite que l’on veut, et no devient tout à fait nulle que lorsque l’on prend un nombre infini de termes. Applications. — Soit la progression décroissante à l’infini
On a, pour l’expression de la somme des termes.
L’erreur que l’on commet en prenant cette expression pour la valeur de la somme des n premiers termes est marquée par
Soit d’abord n = 5 ; il vient
CnAPlTRB VI.
Pour n — 6, on trouve
!(lV=_Li = JL.
'À \3 / io'2 3
D'où l'on voit que Yerretir commise lorsqu’on prend - pour la somme
d'un certain nombre de termes est d'autant plus petite que ce nombre est plus grand.
Soit encore la progression
On a
L’expression S
peut être obtenue directement d’après la
progression
Reprenons les équations b = aq, c = bq, d = rq, e = dq dont le
nombre est indéfini, et ajoutons-les membre à membre; il vient
ft-f-C-t-rf— C-»-...= («H-6-4-C-1-(/-1- '\q.
Or le premier membre étant évidemment la série proposée, diminuée du premier terme n, a pour expression S — n ; le second membre est égal à q multiplié par la série tout entière, puisqu'il n’y a pas de dernier terme, ou que ce dernier terme est nul, en tant que la série est décroissante à l’infini ; l’expression de ce second membre est donc y S, et l’égaliu' ci-dessus devient
S — a = qS, d’où S = — — •
Et, en clTet, si l’on développe y-— en série, par le procédé do la division, on trouve le résultat indéfini, ci -h aq -t- aq’ -h aq^ -i- . . , , qui n’est autre que la série proposée, lorsqu’on y remplace b, c, d,... par leurs valeurs en fonction de a.
Aiarcmcnt encore. — Soit la progression
H'o : aq ; aq‘‘ ; aq‘‘ ; . . . ,
S = « -4- f77 -H aq‘‘ + aq‘ ■+■ aq* -t- aq* -I- ... ;
et posons
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il où, multiplianl les doux membres par </,
I/S = nq + aq^ aq^ -I- nq' -+- nq’‘ -t-
Uetranchons ces deux équations membre à mcmlire, il \ienl
S — qS = a; donc, enfin, S = — - —
Lorsque la série est croissante, l’expression S
ne peut
plus être regardée comme une Ifimlc des sommes partielles} car la somme d'un nombre déterminé de termes étant (193)
la seconde partie
^ augmente de plus en plus numériquement à mesure que N augmente, c'est-à-dire qu’au contraire, plus on prend de termes, plus l’expression de la somme de ces termes diffère numériquement de — - —
La formule S =
est seulement, dans ce cas, l’expression algé-
brique qui, par son développement, donne lieu à la série a -t- aq nq’ aq' -t- . . . .
Il se pré.sento ici une circonstance qui parait singulière au premier abord.
Puisque
est la fraction génératrice de la série, on doit avoir
•J = n -h aq -¥■ aq’ atf aq' -h ... .
Or en faisant dans cette égalité « = i, ly = a, on trouve — ^ — ou — I = I -+- 2 -I- 4 -(- 8 -t- i6 3a
é(|uation dont le premier membre est négatif, tandis que le second semble positif, cl d’autant plus grand que q est lui-méme plus grand.
Pour interpréter ce résultat, observons que si, dans l’équation ci-dessus, on arrête la série à un certain terme, il faudra, pour que l'égalité subsiste, compléter le quotient.
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Ainsi, en s'arrêtant, par exemple, au quatrième terme nr/.
1" reste «7
2' -h arj'
3* -1- nq^
4' -H <tq'
a -h nq -t- aq -i- aq
On doit ajouter au quotient obtenu l'expression fractionnaire i ce qui donne rigoureusement
= fl -*-«</ -f- ««’ -(- 07 H — •
Si maintenant on fait dans celte équation exacte a = i, 7 = a, il vient
— i=iFa-t-4-F8 — 16;
égalité qui se vérifie d' elle-même.
En général , toutes les fois qu’une expression en x, que nous désignerons par /(x), et qui s’énonce /ci/ir</ofl do x, est développée en une série de la forme
U -H ix + ex’ -f- r/x* -4- . . . ,
on n’a rigoureusement
/(x) = n -F ix -t- fx’-F (/x’-F. . . ,
qu'autant qu’on conçoit, on s'arrêtant îi un certain terme dans le second membre, la série complétée par une autre expression en x.
Or, lorsque la série est du nombre de celles que l’on nomme comrrgenter, l’expression qui sert à la compléter peut être conçue aussi petite que l’on veut ; et il est permis de la négliger au delà d’un certain terme de la série (*), laquelle fournit alors une valeur approchée de la fonction proposée.
198. Remarque. — Nous terminerons les principes relatifs aux progressions infinies par l’observation suivante ; il résulte de la définition des progressions par quotient (191 ), qu'on peut les regarder comme des séries récurrentes du premier ordre, dont VécheUe de relation est la raison do la progression [voir 184). Ce rapprochement est propre à faire connaître l'origine des progressions prolongées à l’infini. Elles doivent.
(* j Foir, 4 U fin de ce Chapitre, une Note relative à la convergence des séries.
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comme les séries récurrentes en général, leur naissance au développement d’une fraction algébrique rationnelle en série. Nous avons donné (195 et 196) les moyens de trouver cette fraction génératrice pour les progressions en particulier. Nous verrons plus loin les moyens de résoudre la môme question pour toutes les séries récurrentes.
199. La considération des cinq quantités 7, //, / et S, qui entrent dans les deux formules (i) et (a) obtenues 192 et 193, donne encore lieu à dix problèmes particuliers dont les énoncés ne diffèrent des énoncés relatifs aux progressions par différence (188) qu’en ce que la lettre r est remplacée par q. Mais nous nous proposerons , comme pour les progressions par différence, de déterminer q et S, connaissant a, l et n.
Or la première formule donne
d’où
en reportant cette valeur dans la seconde formule, on obtiendrait la valeur de S.
L’expression q =
Insérer entre deux nombres donnés a et b un nombre m de moyens proportionnels, c’est-à-dire m quantités formant avec a et b^ considérés comme extrêmes, une progression par qmtient.
Il suffit, pour cela, de connaître la raison. Or le nombre des termes à insérer étant m, le nombre total des termes n est égal à w 4- 2 ; on a d’ailleurs l = b. Ainsi, la valeur do q devient
n-xR
<Ja
fournit le moyen de résoudre cette question :
rt«-M Ib
c’est-à-dire qu’il faut :
Diviser les deux nombres donnés b et a Vun par Vautre, puis extraire du quotient une racine dUtn degré marqué par le nombre des termes h insérer, plus un.
La progression est alors
Ainsi, soit à insérer 6 moyens proportionnels entre les nombres 3 et 384. On a
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ce qui donne la profrrcjsion
Nous ferons bientôt connaître des moyens plus cxiV'ditifs, dans les appli-
cations numériques, de calculer le nombre exprimé (lar Nous ne nous arrêterons point à démontrer (pie :
•SV entre les termes eonsécutifs d'ime progression pnr quotient , eonsitlêrcs lieux n deux, nu insère un meme nombre de moyens pnqsortinnnels, toutes les progressions ainsi formées eonstituent une progression unique.
La démonstration est analogue à celle du n" d89.
200. Des dix problèmes principaux quo l’on peut se proposer sur les progressions, quatre sont su.sceptibles d'ôtre résolus facilement. En voici les énoncés, avec les formules qui y sont relatives :
1” (7, q, n étant donnés, trouver l et S,
b; — a ^a(tf—\)_ q—\ q-l ’
2'' n, n, l étant donnés, trouver q et S,
Ja
3° q, n, l étant donnés, trouver n et S,
4° 7, n, S étant donnés, trouver a et /,
jOcHx autres problèmes dépendent de la résolution d’équations d’un degré supérieur au second : ce sont ceux où l’on suppose inconnues les quantités n et q, ou bien l et q.
En effet, de la seconde formule on déduit
a = lq — S7 -H S;
d’où, substituant cette valeur de a dans la première /= aif~', / = (/(/ — S7 -+-8)7“-',
hésolctios de l’équation exponentielle.
ou bien
(S — /)7“— Si/""' 4- / = O,
équiilioD du degré n que nous n’avons point encore appris à résoudre.
n en serait de même si l’on voulait déterminer / et <7 ; on parviendrait à l’équation
201. Enfin, les quatre autres problèmes conduisent à la résolution d’équations d'une nature toute particulière : ce sont ceux où n est inconnu, ainsi que l’une des quatre autres quantités.
D’abord, la seconde formule donne aisément la valeur de l'ime des quantités a, q, / et S, en fonction des trois autres; ainsi, tout se réduit à déterminer n au moyen de la formule l = aq"~'.
Or cette égalité revient à
TT
équation de la forme a^= h, a et b étant des quantités connues.
On appelle ces sortes d'équations équations c.rponentic/ics , pour les distinguer de colles que nous avons considérées jusqu’à présent, et dans lesquelles l’inconnue est élevée à des puissances marquées par des nombres connus.
Occupons-nous donc de la résolution de ces sortes d’équations auxquelles SC rattache une des théories les plus imjiortantes des Mathématiques, la théorie des logarithmes.
§ II. — TlIÉOniES DES Ql-ANTITÉS EXPONENTIELLES ET DES LOGARITHMES. Résolution de l’équation = h.
202. La question consiste à trouver Xcxposnnt de la puissance à laquelle il faut élever un nombre donné n, pour produire un autre nombre donné b.
Considérons d'abord quelques cas jiarticuliers.
Premier exemple :
En élevant 1 à ses différentes puissances, on reconnaît bientôt que 2“= 64, donc .r = G satisfait à l’équation.
Deuxième exemple :
On a pour solution
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En un mot, tant que b sera une puissanre parfaite du nombre a, x sera un nombre entier, que l’on obtiendra par l’élévation do a à ses puissances successives à partir du degré o.
Troisième exemple ;
En faisant x = a et x = 3, on trouve
a’ = 4, et a’ = 8 ;
d’où l’on voit que x a une valeur comprise entre a et 3.
Posons donc
X = a -J- (x’ est alors > 0.
On a, en substituant cette valeur dans la proposée
a -^ = 0, ou (172) a’xa*'=G; donc a-^ = ->
et, par conséquent,
Pour déterminer x", faisons successivement X* = 1 , x' = a ;
on trouve
OU - < 2 Cl
ou 2 > a.
Ainsi, x’ est compris entre i et a.
Posons donc
x'= i-t- — (x' est aussi > i).
On obtient, en substituant dans l’équation (a) cette valeur de x',
ou réduisant
RÉSOLUTION DE l’ÉQüATION EXPONENTIELLE.
Pour x" = 1 et x' = 2, on a
on et (-) ou — >-•
Ainsi x" est compris entre i et 2.
Soit donc
il en résulte
d’où réduisant (4)
En opérant sur cette équation comme sur les précédentes, on trouverait que X*" est compris entre 2 et 3.
Soit
l’équation en x” devient, toute réduction faite Une nouvelle opération donnerait
Et ainsi de suite.
Rapprochons actuellement les équations
X = I H- -55 jr = 1
nous obtenons la valeur de x sous la forme d’une fraction continue, dont les réduites consécutives seraient, d’après la loi connue (voir ArUlirn., 29* édit., i7i),
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Or, on sait que, dans une fraction continue, plus on prend do parties * inlégranU'S, plus on approche do la valeur du nombre réduit en fraction continue ; ainsi l’on pourra, par ce moyen, trouver la valeur de x propre à vérifier l'équation (i), sinon exactement, du moins avec tel degré d’approximation que l’on voudra.
l’ar exemple, la réduite ne diffère (y^rilhm., 172) do la valeur de x
que d'une quantité moindre que o** 1 approximation est
encore plus grande; car, en ayant égard à laxéduite suivante, on voit que
l’erreur commise est moindre que > ou La réduite — ne dif-
‘ 5X12 bo 12
fi-re de la vraie valeur do x que d’une quantité moindre que
203. La détermination de x dans l’équation précéiientc suppose que, pour toute équation de la forme rr* = 6, o étant > i, mais aussi peu différent de I que l’on veut, et, au contraire, b étant un nombre très-grand, il csl toujours possible <le trouver deux puissances consécutives de a, rpii comprennent le nombre b.
Pour le démontrer, posons
J étant une très-iietile fraction, et dévelopiwns l’expression -+- ^^ j >
d’après la formule du binôme (118) (h est ici supposé un nombre entier) ; il vient
Or, puisque le second membre se compose de ■ "ne suite de
nombres positifs, il est clair que si l'on fait i -♦- ^ > ô, ec <]ui donne n > A [b — i),
on aura, à fortiori
D’ailleurs, les premières hypothèses n = o, i, a,... ont dû donner d’abord une certaine pui.ssance de a, plus petite que b; donc b est nécessairement compris entre deux puissances consécutives de a. c. o. f. d.
BÉSOIÜTIOK DE i’éqcâtion expo:<extielle. 285
20-i. Cela posé, voici en quoi consiste la méthode générale :
Soit à résoudre l'équation «*=é, en supposant d’abord a et 6>i, mais a < b.
En formant les puissances successives de a, on trouve que b est compris entre a” et ; alors on fait
substituant cette valeur dans l’équation proposée, on obtient
a ^ = b, ou lé'x.a^ =b, d ou 1^1
ou, posant, pour plus de simplicité, -^ = c,
= a (c étant nécessairement < o).
Opérant sur cette équation comme ci-dessus, on reconnaît que x' est compris entre /i' et i; donc
substituant cette valeur dans l’équation en x', on est encore conduit à résoudre une équation de la forme
d‘" = c étant < c, et ayant pour valeur
et ainsi de suite.
La valeur de x se trouve ainsi développée en une fraction continue dont il ne s'agit plus ensuite que de former les réduites; et, en poussant convenablement la série des opérations, on obtient cetto valeur avec tel degré d’approximation que l’on veut; ce degré pouvant toujours s’estimer, [)uis<iu’il est marqué par le quotient de l'unité divisée par le carré du dénominateur de la dernière réduite à laquelle on est parvenu.
205. Remarques. — i' Si , dans le cas do a > 1 et > i, on suppose b < rt, comme on a
(21) et a' = a,
il s’ensuit que x est compris entre o et t, et il faut commencer par poser
Cela revient à faire n =so, dans le calcul précédent.
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1° Lorsque l'on a a > i , mais A < i , la valeur de x est nécessairement <; O, ou négative; ainsi, il faut poser
X = — J dans l’équation a’ — b,
ce qui donne
n-f = b, d’où (171) a’’=
et comme on a ^ > i , on déterminera x d’après la méthode ci-dessus ;
alors la valeur correspondante de x sera égale à celle de Xi prise négativement.
Il en serait de mémo si l’on avait a < i, mais é > i.
Au moyen de ces remarques, l'application de la méthode n’offre aucune difficulté; seulement les calculs, pour donner un grand degré d'approximation, sont assez laborieux.
On peut, au reste, s’exercer spr les exemples suivants ;
x= 2,465 à 0,001 près;
x= 0,477 0,001 près;
x = — 0,25 à 0,01 près;
x= 0,53 à 0,01 près.
On suppose ici que l’on ait converti en fractions décimales les réduites fournies par la méthode.
Conditions eoin que x soit coumensurable.
206. La méthode précédente conduit, tantôt à une fraction continue limitée, tantôt à une fraction continue qui se prolonge à Vinjîni; ce qui donne pour x, dans le premier cas, une valeur commensuralile, et dans le second, une valeur incommensurable.
Cherchons quelle relation doit exister entre les deux nombres donnés a
et b, pour que x soit égal à un nombre commensurable ^ ■
Soient, en premier lieu, o et ô deux nombres entiers; on a l'équation
a" = b, que l’on peut mettre sous la forme Or il est évident que cette égalité ne peut subsister qu’autant que a et ô
Digitize-.: . CiOOglc
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sont composés des mômes facteurs premiers; car si l’on supposait dans h un facteur premier qui ne se trouvât pas dans «r, et qu’on divisât les deux membres par ce facteur, le second membre serait un nombre entier, et le premier un nombre fractionnaire, ce qui est absurde. Donc si l’on a, par exemple,
on doit avoir aussi
En substituant ces valeurs dans l’équation (f* = on la change en celleMîi :
Mais cette nouvelle égalité exige que les puissances d’un môme facteur premier soient égales dans Us deux membres; car si elles étaient inégales, en divisant les deux membres par la plus haute puissance, on serait encore conduit à un résultat absurde.
On doit donc avoir séparément
nip — np\ mq — nq' , mr = nr\ ms = ns\ d’où l’on déduit
Ainsi, pour que la valeur de x soit commensurable, il faut et il suffit qtœ a et b soient composés des mêmes facteurs premiers^ et que tes exposants de ces facteurs forment entre eux une suite de rapports égaux.
Lorsque ces doux conditions sont remplies, la valeur do .r est égale au rapport constant qui existe entre les exposants.
Supposons, en second lieu., que a Qi b soient fractionnaires et égaux
^ [on ne saurait évidemment supposer a entier et b fractionnaire,
fl n
ou réciproquement).
L’équation devient
d’où Ir k'" — h'"' fê .
Or, h et h' pouvant toujours être regardés comme premiers entre eux, aussi bien que k et il en est do même de 4'" et 4'"', et 4"*. Ainsi, pour que l’égalité précédente subsiste, il faut que l’on ait séparément //"• = 4'"*= ce qui conduit à des conditions semblables à celles
que nous avons établies ci-dessus, entre les numérateurs et les dénominateurs respectivement comparés entre eux.
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N. B. — Si l’on avait ^7 > ■ i p < ' i o'* réciproqiiomcnt, il faudrait d'abord changer le signe do x dans l'équation exiKinentiello = b ce qui reviendrait à renverser celui des deux nombres que l'on
suppose < I , on conservant x positif^ ; puis on établirait les relations précédentes.
207. Cas /jarticiilicrs. — i“ Si a et b, étant des nombres entiers, sont deux puissances différentes d’un meme nombre premier, x est nécessairement commensurablo.
Soit l’équation 4'“ = 3a, que l’on peut transformer ainsi d'où (158)
il en résulte
Soit encore
ax = 5, d’où X = - • a
a7‘'=ai87, ou 3’'=3‘;
a” Si a n'est composé rpie de facteurs premiers élevés à lu première puissance, il faut que b soit une puissance parfaite de « pour que x soit commensurablo ; en sorte que, dans ce cas, x est entier ou incommensurable.
En effet, soit
0 = 2670, d’où i = l'équation a”=: b" devient
d’où l’on déduit ou bien donc
et, par conséquent.
Soit, par exemple
m — p'n = q’n = r'n = s'n , p'=q'=r'z=s'-, b = a''6'"70'dV = {a67J)''= o",
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il faut que b soit une puissance parfaite (le lo pour que x puisse être commensurable.
THÉORIE DES LOGARITIDIES.
Introduction. — Si l’on suppose que, dans l'équation
n conservant toujours une même valeur posith-r, on remplace / par tous les nombres absolus possibles, on pourra, pour chaque valeur de y, en appliquant la méthode du n° 20 1, déterminer la valeur do x, sinon exactement, du moins avec un aussi grand degré d’approximation (pie l’on voudra.
Supposons d’abord r/ > i , et soit fait successivement j: = o, I, 2, 3, 4, 5, ü,...,
donc toutes les valeurs de y plus jurandes que l’unité sont produites par lies puissances de a dont les exposants sont positifs, entiers ou fmetionnaires ; et la valeur de x est d'autant plus grande que celle de y est ellemcnie plus grande.
Faisons ensuite
il on résulte
a tr a ir
donc toutes les rvdeurs de y plus petites que l’unité sont proiluites par des puissances de a dont les exposants sont négatifs ; et la valeur de x est d’autant plus grande, numérique ment, que la valeur de y se rapproche plus de zéro.
Soit, au contraire, a < i et éeal à une fraction -V; en faisant
rt
on trouve
OU I
et, si l'on fait
.4lg. O. >9
ago
on obtient
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c’est-à-dire que, dans riiypothèsc do a < i , tous les nombres sont engendrés avec tes tiiverses puissances de a, dans un ordre inverse de celui qui résulte de l'iiypothèse n > i .
On inrive ainsi à cette consé(lucnco générale : tous les nombres absolus peuvent être engendrés avec un nombre absolu cpiclconque , mais constant, que Von élève à des puissances convenables.
iV. lî. — Il faut toutefois supposer a dijfercnt de l’unité, car on sait que toutes les puissances de i sont égales à i .
20y. Cela posé, concevons que l'on ait formé une Table renfermant, d’une part, tous les nombres entiers, et à côté de ces nombres, les exjjosants des puissances auxquels il faudrait élever un nombre invariable, pour produire les premiers; on aura l'idée d’une Table de logarithmes.
On appelle, en général, logarithme d’un nombre, l’exi>osant de la puissance à laquelle il faut élever un certain nombre invariable /mur produire le premier.
Le nombre invarialde peut d’abord être pris tout à fait arbitrairement (pourvu qu’il soit > ou < i); mais, une fois choisi, il doit rester le môme pour la formation de la Table entière. On l’ap|>elle, pour celte raison, base du système de logarithmes.
Ouelle (]ue soit la base que l’on a choisie, le logarithme de la base est l’unité, et le logarithme de i est o.
En effet, on a
1° «' = rt, d’où logo = 1,
a” I, d'où logi -O.
On désigne ordinairement, {>our abréger, le mol logarithme par les trois premières lettres log, ou simplement par la première lettre l, que l’on fait ordinairement suivre d’«o point et du nombre que l’on considère.
Voyons actuellement quel rôle peuvent jouer les logarithmes dans les calculs numériques.
210. multiplication et division arithmétiques. — Soit d’abord une suite de nombres/, r',r",_r",. . . à multiplier entre eux. Désignons par a la b;ise d'un système do logarithmes (qu’on sujjposo déjà calculés), et iwr x, x', x", .r’’, . . . les logarithmes de
On a, d’aiirès la définition (200), cette suite d’égalités ;
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Multipliant ces égalités membre à membre, et appliquant la règle des exposants établie (172), on trouve
rr'/'r'’-- - ^ .
Donc
log/j'y.. . ;= X x'-e . .. log J -i- logr'-f- logj*-^...,
c'est-à-dire que le logtiril/mic d'un produit est égal à la somme des logarithmes des facteurs de ce produit.
Soient, en second lieu, doux nombres, y et y', à diviser l’un jwr l’autre X et x' leurs logarilbmes. On a encore les équations
y'z=ey\
d'où l’on déduit (172)
Donc
log ^ X - x' == log.i- - log/' ;
c’est-à-dire que le logarithme du quotient d'une ilii’ision est égal à l’ejccés du logarithme du dividende sur le logarithme du dmseur.
Conséquences de ces deux propriétés. — Si l’on a une multiplication à effectuer, en prenant dans la Table les logarithmes des facteurs et faisant la somme de ces logarithmes, on aura le logarithme du produit ; donc, en cherchant ce nouveau logarithme dans la Table, et prenant le nombre qui lui correspond, on obtiendra le produit demandé. Ainsi, par une simple addition, on trouve le résultat d'une multiplication.
De môme, sij'on a à diviser un nombre par un autre, il faut retrancher le logarithme du diviseur de celui du dividende, puis chercher à quel nombre corrcsimnd la différence : c’est le quotient cherché. Ainsi, par une simple soustraction, on obtient le quotient d'une tlivision.
Formation des puissances et extraction des racines. — Soit, en général,
un nombre y à élever à la puissance • En désignant toujours par « la
base, et |>ar x le logarithme de y, on a l’équation
d'eù, élevant les deu,x membres à la puissance
Donc
CHAPITRE TI
log^" =_x= -logj-;
(•’cst-à-dirp <1110 le logarilhmc d'une puissance quelconque d'un nombre est égal au produil du logarillime du nombre /Hir l’e cposnnt de la puissance.
Soit, comme cas particulier, « = i; il en résulte lop/"= /« log/,
éq\ialion susceptible d'un énoncé analogue au précédent.
Soit m = - ) n étant un nombre entier quelconque; il en résulte
logjt» ou logJ>-= - log^;
c’est-à-dire ([UC le logarithme d'une racine de degré quelconque d’un nombre est égal au quotient du logarithme de ce nombre divisé par l'indice de la racine.
Conséiptence. — Pour former une puissance quelconque d'un nombre, il suffit de prendre le logarithme de ce nombre dans la Table, de le multiplier par rcxjiosant do la puissance, puis de chercher le nombre correspondant à ce produit; on a ainsi la puis.sance demandée.
De même, [lour extraire une racine, il suffit do diviser le logarithme du nombre proposé par l'indice de la racine, puis do chercher à quel nombre correspond le quotient; on a la racine demandée. Ainsi, par une multiplication et une division généralement très-simples, on trouve le résultat d’une formation de puissance et d'une extraction de racine, opérations dont les procé-dés ordinaires sont, comme on l’a vu, très-laborieux.
2H. Ixs propriétés qu’on vient de démontrer sont indépendantes du système (wrliculier de logarithmes adopté; mais les conséquences qui en ont été déduites, c’est-à-dire l'u.sage qu'on en peut faire dans les calculs numériques, sup[)osent la construction d’une Table renfermant, d'un cAtc, tous les nombres, et do l’autre, les logarithmes de ces nombres, calculés d’après une base donnée. Or, [wur former cette Table, il faut, comme nous l’avons déjà dit, en considérant l’équation = r, faire passer y par tous les états de grandeur possibles, et déterminer la valeur de x correspondant à chacune des valeurs de r, d’après la méthode du n” 201.
Les Tables dont on se sert ordinairement sont celles dont la base est égale à 10; et leur construction se réduit à la résolution de l'équation 10*=^.
Dis-iizt
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En faisant successivement.)- égal aux termes de la suite naturelle ^ 4» 6, . . . ,
on a à résoudre les équations
IO'=l, 10^=2, io'= 3, 10^—4,
Observons d'ailleurs qu’il suffit de calculer directement, d'après la métliode du n” 201, les logarithmes des nombres premiers 2, 3, 5, 7, ii, i3, 17,.. car, tous les autres nombres entiers résultant de la multiplication de ces différents facteurs entre eux, leurs logarithmes peuvent (210) s’obtenir par l'addition des logarithmes des nombres premiers.
C’est ainsi que, 6 étant déconiposable en 2 x 3, on a
log 6 = log 2 -f- log 3 ;
de même
24 = 2’x3; donc log 24 = 3 log 2 -+- log 3.
Soit encore
3tk) = 2’ X 3’ X 5;
log36o = 3 log2 -H 2 log3 -h log5.
E suffisait également de placer dans les Tables de logarithmes des nombre.s entiers; car, en vertu de la propriété relative à la division, on obtient le logarithme d'un nombre fractionnaire en retranchant le logarithme du diviseur de celui du dividende.
212. En supposant déjà construite une première Table de logarithmes, il est facile d'en construire autant d'autres que l'on veut, au moyen de <x;lle-là.
Soient, en effet, « la base d'un premier système déjà formé, ô la base d'un nouveau système à construire; désignons par N un nombre quelconque, par log N et par X ses deux logarithmes calculés d'après les bases n et é ; on a l'équation
d'où, en prenant les logarithmes des deux membres dans le système connu dont la base est a,
X log <1 = log N ;
donc
log N
Ce qui prouve que, connaissant le logarithme d'un nombre dans un pre-
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micr üYstème, pour amir le logarithme du meme nombre dans un secoml système, il faut diriser le logarithme du nombre, ealeulè dans le premier système, /uir le logarithme de la noueelle hase, ealeulè aussi dans l’aneien système.
Ainsi lo logarillimo do 4, dans lo syslôme dont la base est 3, a pour valeur los4 et tleux lofraritlmies calculés dans le svs-
lüg3 0-^0 O
tème connu dont la base est lo.
Soient N, N', N',... une suite de nombres, a la base d’un système déjà formé, b celle d’un système à construire; on a la série d'équations
logN _ I lue A “ lop
logN, X' =
logé
logX',
X'= - — lni>V .
logé'®"' ’
d'où l'on voit qu’une prernière Table étant déjà formée, si l’on veut en construire une nouvelle, il n'y a qu’à midtiplier les logarithmes ilu premier système par la quantité constante
logé'
r,ette quantité constante est ce (ju’on nomme lo nmlule do la nouvelle Table par rapport à l’ancienne.
§ III. — ÜSACE IlES T.VBLES VTI.CAinES.
Les développements quo nous avons donnés en Arithmétique sur les deux problèmes principaux que pre.scrit l’usage des Tables {un nombre étant donné, trouver son logarithme, et réciproquement) nous dispensent d’entrer dans de nouveaux détails à cet égard. Nous nous bornerons donc à reprendre quelques principes qui n'ont pas été démontrés d'une manière assez générale, en supposant d’ailleurs que les jeunes gens aient entre les mains les Tables dt: Callet, qui sont poussées jusqu’à 108000, tandis que les petites Tables no s’étendent pas au delà de 10000.
213. On a déjà vu (207) quo, dans lo système dont la ba.se est 10, il n’y a que les puis.sanoes jiarfaites do 10, telles que 10, 100, 1000, . . . , qui puissent avoir des logarithmes eommensurahles; tous les autres nombres entiers ont des logarithmes incommensurables, quo l’on no peut obtenir qu'avec un certain degré d’approximation. Les Tables de Callet donnent ces logarithmes exprimés en fractions décimales, et exacts jusi]u'au 7' chilTre décimal, inclusivement.
Cela posé, dans l'équation io*-(-j-, faisons
jr=o, I, 2, 3, "i
il en résulte
USAGE DES TABLES VULGAIRES
Posant ensuite
on trouve
io"~'’ 10"
Donc : 1® les logarithmes de tous les nombres plus grands que l’unité sont positifs et croissent depuis o jusqu'à l'infini ; les logarithmes des fractions proprement dites sont négatifs, mais ils ont une valeur numérique d’autant plus grande (}ue la fraction est plus petite; en sorte que, si l’on considère une fraction moindre que toute grandeur donnée, son logarithme est négatif, mais sa valeur numérique est infiniment grande : ce que l’on exprime d’une manière abrégée, en disant que zéro a pour logarithme \infni négatif, ou bien
log O — — oc .
Si l’on considère un nombre entier de n chiffres, c’est-à-dire un nombre compris entre io"“' et 10", on voit que la partie entière do son logarithme est égale à n — i, ou renferme autant d'unités moins une (ju’il y a de chiffres dans le nombre.
Cette partie entière du logarithme est appelée caractéristique [Arithni., n® 2G1, '29“ édit.), parce ([u'ello indique l'ordre des plus hautes unités du nombre (jui correspond à ce logarithme. Par exemple, la caractéristique est égale à 5, on peut en conclure (jue le nombre correspondant est compris entre 10^ et 10", ou bien est composé de six chiffres.
Les deux premières propriétés du n" 210 donnent
et
log(rt >: 10") — log <7 -f- log 10" = log« //, log — log — log I o" = log a — n\
ce qui prouve que, connaissant le logarithme d*un nombre quelconque, il sujfit, pour obtenir celui il' un nombre lo"* fois plus grand ou plus petit, d* augmenter ou de diminuer de n unités la caractéristique du logarithme donné.
On peut encore conclure que les logarithmes des fractions décimales qui ne diffèrent entre elles que par la position de la virgule ont la meme
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jinrtif firdnuilf ; c'eSt-à-dire que leurs cnrnrlcristiqucs seules snnt differentes.
Ces propriétés (qui sont d'ailleurs toutes imrticulières au système ordinaire de logarithmes) servent de base aux préparations que l'on fait subir aux nombres dont on cherche les logarithmes, ou aux logarithmes lorsqu’on veut obtenir les nombres (pii leur correspondent.
Ainsi, quand on cherche le logarithme d’un nombre entier qui excède les limites des Tables, on sépare d’aliord sur la droite assez de cliilTres pour que la iwrtie à gauche soit un des nombres entiers de la Table ; mais il faut en séparer le moins possible, à cause de la proportion qu’exige l’emiiloi des Tables (*). Avec les petites Tables, on (luit lais.ser quatre chiffres vers la gauche; et avec les Tables de Callet, on doit on avoir cinq.
Quand, au contraire, on veut obtenir le nombre correspondant à un logarithme donné, il faut préparer celui-ci de manière que sa caractéristique soit la plus forte do celles des Tables, c’est-à-dire égale à 3 pour les petites Tables, et à 4 pour les grandes.
213. Des eomplrnwnts arithmétiques. — Il arrive fréquemment, dans les applications, que l’on a à déterminer le résultat d'une opération <mml>oséc de plusieurs additions et soustractions logarithmiques. Or on ramène celte opération à une seule addition par le moyen des compléments arithmétiques.
Le complément arithmétique d'un logarithme est ce qui manque à ce logarithme pour former le nombre lo; en d’autres termes, c’est l’exct'S de lo sur le logarithme proposé.
Ainsi,
comp. 3,4725843 = lo — 3,4"a5843 = 6,527.4 fSy, comp. 2,7325490 = 10 — 2,7325490 = 7,2674510.
Le premier chiffre significatif à droite se retranche sic 10, et tous les autres de 9 ; on sorte que les zéros qui peuvent se trouver à la droite du logarithme doivent rester dans le complément.
IVoù l’on voit qu’un complément peut être formé, pour ainsi dire, d’après l'inspection d’un logarithme ou d’après sa dictée. Cela posé, voici l’usage de ces compléments :
Que l’on ail à trouver le résultat numérique de l’expression
(*) P otr la Kolc il placée à la fin de ce Chapitre, pour le calcul de Verrrvr commise lorsqu’on établit la proportion entre les diirércnces des nombres cl les difiTércnccs des logarithmes.
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/, t", étant des logarillimes, les uns à ajouter, les autres à sous-
traire.
L’expression peut d’abord être mise* sous la forme
r /’h- r .4. (,o — /') (10 - r ) (lo - /•*) - 3o,
ou bien,
/ -e /'-i- comp. /'-t- comp. l” comp. l'" — 3o;
c’esl-à-<lire que, pour avoir le résultat cherché, il faut faire la somme tirs logarithmes additifs et des eomplrments des logarithmes snastraetifs, pais retrancher de cette somme autant de fois 10 fine l'on a pris de compléments.
Par le moyen ordinaire, il faudrait faire la somme des termes additifs, celle des termes soustractifs, puis soustraire la plus (>ctite somme de la plus grande, ce qui entraînerait dans deux additions et une soustraction ; tandis que par celui-ci on n’a qu'une, seule addition à elTcctuer, sauf les opérations qui consistent à prendre les compléments et qui sont trop simples pour entrer en ligne de compte.
210. L’emploi des compléments donne naissance à une forme de logarithmes qui est assez commode dans la pratique.
Soit proposé de trouver le logarithme de
On a
log ^ = log7 — logi5 = log7 -H comp.logiS — 10.
log 7 = 0,84509804 comp. log i5 = 8,82390874
retranchant lo — 0,3309932a
ou bien 1,66900678
Le résultat de l’addition de comp. log i5 avec log-j étant 9,66900678, pour en retrancher 10, on peut s’y prendre de deux manières : ou bien soustraire ce résultat do 10, et affectant le reste du signe — , ce qui donne — 0,33099322 ; ou bien retrancher lo de la caractéristique 9, sans altérer la partie décimale, ce qui donne i ,66900678, c'est-à-dire un logarithme dont la caractéristique seule est négaticc, la |)artic dé'ciraale restant positive.
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Four le distinguer d’un logariltiroo entièrement négatif, on doit avoir le soin de placer le signe — au-dessus de la caractérislique (■*).
Il serait plus clair de l’écrire ainsi ; — i -t- 0,66900678, car voilà sa vérilable signification ; mais l’autre manière est plus abrégée.
On est encore conduit à cette es[>ècc do logarithmes en cherchant le logarithme d'une fraction décimale.
Par exemple,
logo,oo534 = log53.f — 5 — 3,73754126 — 5 =3,73754126.
Nous verrons bientôt ipio l’usage do ces logarithmes offre queUjues avantages sur celui des logarithmes entièrement négatifs.
Observons, pour le moment, que ;
1“ Si l’on avait à déterminer le nombre qui corresiMtnd à un logarithme do cette espèce, la simple addition d’un nombre convenable d'unités à la caractéristique suffirait pour la préparation du logarithme.
Soit, jiar exemple, 3,4-3o563 le logarithme proposé.
En ajoutant 7 unités a la caractéristique, il vient 4,472<’563, logarithme entièrement positif ; et le nombre correspondant s’obtiendrait d’après les règles connues; après quoi, l'on diviserait le nombre par 10000000 ou
par lo’.
a" Si l’on a à multiplier le logaritbmo.. 3,473o563
(lar un nombre quelcon(|ue, 8 par exemple 8
on obtient d'abord [>our la partie décimale 3,7764504
et pour la caractérislique — 24
ce qui donne pour résultat 21,7764504
3° Si l'on a à diviser ce même logarithme par 8, on commence i>ar ajouter à la caractéristique assez d’unités nrjratwcs (lour qu'on puisse en prendre le hiiitii'-nic exactement ; c'est-à-dire qu’on mettra le logarithme 3,4720563 sous la forme
Prenant le luiUièmc de cotte nouvelle expression, on trouve i ,6840070. Dans les numéros suivants, nous verrons l’usage do ces ojiérations. Passons maintenant aux applications.
(*} Celte notation ctitlTTe un peu de l.t notation employée dans notre Àritif rnètitjue; mais nous avons cru devoir adopter ici celle dont l’usage est le plus répandu.
APPLICATIONS DES TABLES DE LOGARITHMES
OjM-ralions de V Arithmétique .
217. Multiplication et division. — On demande la valeur approcliée du produit
■Appelons x ce protluit, on a (209)
l0Kx= log3i — log75 -r- logi3 — logia — log47 — log48.
log3i 1,49136169 log i3 1,11394335 log 4- - 1 ,67209786 conip. log75 8,12493874 comp.logi2- 8,92081875 comp. log 48 8,31875876
ajoutant 5
on obtient 4,6419191
4,6419102 log43844
Différence
Différence taliulaire..
Donc
4,6419191 = Iog43844,9o.
•Ainsi le produit demandé est
0,4384490, à 0,0000001 près.
Formation des puissances. — Observons avant tout que, comme, pour obtenir le résultat d’une formation de puissance, il faut multiplier le logarithme du nombre par l’exposant do la puissance, on doit prendre d’abord le logarithme du nombre proposé avec plus de 7 décimales, si l’on veut avoir un produit exact jusciu’à la 7' décimale inclusivement. Or, on trouve dans l’Ouvrage de Cadet, 5 la suite des Tables ordinaires, une autre Table qui donne les logarithmes avec 20 décimales; ainsi l’on peut toujours prendre ces logarithmes avec deux ou trois décimales de plus que dans les Tables ordinaires.
3uo
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Cela posé, soit à former la 5' puissance de 29 ; on a (210) lüg(29)''= Slopag.
Or log 29 = 1,462397998,
d oii 5 log29=: 7,311989990;
ôtant 3 unités ; 4)3i 19900
4, 3 II 9868 = Iog2o5i I.
Itifférence 3a | 32
Différence tabulaire.. . . 212 [ 212"" ’
Donc 2o5 1 1 1 5o est le nombre cherebé à une dizaine près. Soit encore proposé d’évaluer (2)“.
On a log 2= 0,3010299950,
d'où 64 log 2 - 19,2659197;
ôtant i5 unités 4 12059197
4,2059022 = log 1844b.
Différence 175I 175 _
Différence tabulaire 2351 235
Ainsi,
4,2659197 = log 18440,74.
Donc le nombre cherché est 18446740.000.000.000.000, à dix triUinns prés, c'est-à-dire que les treize derniers chiffres ne peuvent être donnés par les Tables ; mais on est censé, dans ces sortes d’exemples, n'avoir pour but que de se former une idée de la grandeur du nombre, et l’on voit avec quelle promptitude on y parvient.
Soit, pour nouvel exemple, à évaluer
Voici le tableau des calculs, tant avec les compléments que sans compléments :
Par compléments.
1 Sans compléments.
log 2 =
log 3 =
camp, log 3 =
log 2 =
log| =
log| =
I. log
..log| =
ajoutant
ajoutant
on obtient
on obtient
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Le nombre correspondant à ce logari thme est ii 56 1 ,02 ; donc o,o n 56 1 oa (■St le nombre demandt-S à o,oooooik>i près.
Extraction des racines. — Il suffit, pour cotte opération, de prendre les logarithmes avec 7 décimales.
On demande la racine 7” de 1 162049.
On a (210) log y/ 1 162049 = ^log 1 162049.
log 1 1620 = 4,o652o6i Différence tabulaire,
log 1 1620,49 — log 1 1620 = i83 Différence de nomb.
log 1 1620,49 = 4, ”852244 Donc log 1162049 —6, 0652244
-log 1162049 = 0,8664606
ajoutant 4 4,8664606
4,8664587 = log 73529.
Différence '9 1 12 = o,32.
Différence tabulaire .... 59 | 59
Donc
4,8664606 = log73529,32.
Ainsi, 7,352932 est la racine demandée à 0,000001 près.
Soit à évaluer v/:r;>
lO!
= — (logi3 — log 27).
Par compléments.
log i3 = comp. log 27 —
I , i3 — log — =
ajoutant on trouve
4,97114360 = log 93571, 4g.
Donc la racine demandée est 0,9357149 à 0,0000001 près.
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On trouvera pareillement
i,i54ii8; (73)’= 11047390000000; (0,0457)”= 0,000000000000000082984 ....
Calcul (les expressions nlge'l/rir/iies par logaritliincs.
218. Supposons que l'on ait trouvé, pour valeur do l’inœnnue d'un pri'bléine, l’expression
\l [a 4- II) \ûd
cl qu'en donnant à a, b, c, d des valeurs particulières on veuille obtenir la valeur numérique correspondante. Par le moyen des logarithmes, on |ieut ramener la question à ne présenter que des additions, soustractions et des multiplications, divisions simples.
On a, en efl'ct, d’après les propriétés des n“ 200 cl 210,
log jr = log y/ (rr*— b^) 3fl — log \J (a b) \fcd.
Mais
log y/ («"—*') 5" - 5[l0,?(" *) -t- log(rt — è) -r-.log3 .*-loga].
et
log ^ (" 4- è) -H ^ loge 4- ^ logrfji
donc
logÆ = ^[log(n - - b) -r- log(n — 5) 4- log 3 4- loga]
— ^log(«4-/..)4-llogc-, ^logr/Ji
expression qui n’oITrira plus à clTocluer que des additions, des soustractions, et quehiues divisions très-simples, lorsque a, b, c, d seront donnés numériquement.
Soient, par exemple,
<7 = 60, i--i5, c = iG, f/ = 9;
CALCUL DES EXFBESSIONS ALGÉBRIQUES PAR LOGARITHMES. 3o3 l'exprpssion devient
logj — i(log75 -t- log45 -f- log3 -i- logSo)
^log75-
-log iG
calculant séparément la somme qui est entre les doux premières parenthèses et la somme qui est entre les deux autres, puis prenant ie tiers de la première et la moitié de la seconde, on trouvera
ou
donc
logj= 1,99784875 — 1,4771^145, log.r = 0,4507275;
Soit encore l'expression
_ 20* — 3nA’-(-5'
On [xmt d’abord, en mettant en évidence le facteur «’ au numérateur, et le facteur o’ au dénominateur, présenter l'expression sous la forme
" ,r ^ lé) _ "y"
\ «• J té
Posons maintenant
AV 3A^ A
lé a' ' té
l’expression devient
n\itt — n p]
OU, en appliquant les logarithmes,
logo; = log« -i- log (20 — n -1- p] — log [n — 3A -1- m),
expression facile à calculer dès que l’on aura trouvé les valeurs de m, «, p.
Or les équations m = — n = — 0 = -: donnent a‘ ' té
log ni = log 4 '2 log A -1- log C — 2 log fl,
log n = log 3-1 3 log A — 2 log a, log/9 = 4 log A — 3 logo.
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( L’artifirc de ces transformations consiste à ramoner l’expression fractionnaire à une autre dont tous les termes soient linéaires ou du premier degrii, on calcidant séparément d’autres expressions qui ne présentent i effectuer que des multiplications, divisions, formations de puissances.)
On trouvera de mémo
log = log ( O -t- i ) -+- log (o — é ) -i- comp. log b comp. log d — 20,
log c/-t-log (« — 2 é-+-/( )-f-comp. log (o — i -t- //' )— I O,
/< et h' étant calculés d’après les formules
log h = log é -t- 2 log c — 2 log /J, log /<' = log 4 -+- log c -h log f/ — log n.
liquations exponentielles .
219. Nous avons exposé (201) une méthode pour résoudre l’équation b, et nous en avons déduit la théorie des logarithmes; mais actuellement que les Tables sont construites, rien ne nous empêche d’en faire usage pour résoudre ces sortes d'équations.
Or, si l’on prend les logarithmes des deux membres de l’équation tf = é, il vient (210)
X X logn = logé;
d’où
_ log b 1^/
Reprenons, par exemple, l’équation 3'’=i5, qui, par la méthode du n° 201, a donné x = 2,465, à 0,001 près ; on déduit de cette équation
log 1 5 1 . 1 7609 1 26
log3 ~ 0,47712125
L’équation o* = é est dite une équation exjx>nentielle du premier onlrc; mais on peut avoir des équations do la forme
on les appelle équations exponentielles du deuxième, troisième, . . . ordre.
Pour se former une idée de l’expression o**, il faut concevoir que b soit d abord élevé à une puissance d’un degré marqué par x, et que a soit ensuite élevé à une puissance d’un degré marqué par é*.
CALCUL DES EXPBESSIONS ALGEBRIQUES FAB LOGARITHHES. 3o5
De mOme, n* indique qu’après avoir élevé c à la puissance du degré marqué par x, on a ensuite élevé é à la puissance du degré man]ué par J-*, et enfin « à la puissance du degré marqué |«r b'^.
D'après ces notions, prenons les logarithmes des deux membres de l'équation «** = c; il vient
fr'X logn = loge; d'où
“ logrt
ou, en prenant de nouveau les logarithmes,
lo" r
X X logé = log = log loge — log logrt;
log loge — log logrt
(loge étant une fraction décimale, on peut en déterminer le logarithme d'après les Tables, comme on détermine le logarithme de tout autre nombre.)
Soit encore à résoudre l'équation n*'^= d.
Prenant les logarithmes, on a
é“^x logrt = loge/; d’où -
Prenant de nouveau les logarithmes, c' = > et opé-
rant sur cette équation comme sur les précédentes,
X X log c = log = log ( log log -•/ — log logrt ) - log log b.
Donc
_ log (log log^/ — log logrt) — log logé
On résoudrait par un procédé semblable, les équations exponentielles d'un ordre plus élevé. Ces formules sont exactes, considérées algébrùjucment; mais, dans les applications, il est aisé do voir qu’elles donneraient des valeurs peu approchées, et l'on ne pourrait mémo se former une idée Lien juste du degré d'approximation.
220. Remarque. — Dans le calcul des expressions algébriques, on est quelquefois conduit à prendre le logarithme d'un nombre négatif; mais alors il y a plusieurs cas à distinguer.
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Supposons d'abord qu’on demande, par logarithmes, la valeur du produit ulic, pour des valeurs particulières de n, b, c. Il faudra, pour cela, faire usage de la formule
logofce = logn -t- logé loge.
Or soient ii = •jt, b — 3, r = 5; en opérant comme si 3 était afft-cté du signe -t-, on trouvera
logrtée = Iog3o.
Mais comme il y a ii/i facteur négatif dans abc, il s’ensuit que le produit clierclié est — 3o.
Soient encore o = 2, é = — 3, e - — 5 ; on aura toujours, d’après la môme règle,
logoéc = log 3o.
Mais puisfiu'il y a drnx facteurs négatif dans abc, il en résulte (jue le produit cherché est — 3o.
(Eh général, un produit est jmsitif ou négatif, suivant que le nombre de ses facteurs négatifs est pair ou impair.)
Soit encore à résoudre, par logarithmes, l'équation
d vient
logx = -log(- 8).
En o()érant comme si 8 était affecté du signe -t-, on trouverait log.c = log 3?. ;
mais une puissance dont l’exposant est - équivaut à la racine 3' de la
5' puissance, et doit avoir le même signe que le nombre sur lequel on effectue CCS opérations. On a donc
Soit, pour nouvel exemple, l'équation 9^ = — 3 ; d’où .r
log (-3)
Comme log 9 = log ( — 3 )’ = 2 log ( — 3 ), il en résulte
log ( — 3 ) ■alog(- 3)
-) solution exacte.
APPLICATION AL’X PROPORTIONS RT PROGRESSIONS, ETC. So^
Mais siTon avait à résoudre l’éiiualion ( — 9)'= 3, comme de( — 9)^ = 3 un tire — 9=3’, on doit en conclure que l iquation proposÉc est absnnle.
On obtiendra, d’après les mêmes principes, la solution des équations suivantes :
•^-( — 8)", -T =4; a^"=4> .T=-jr8;
x = ( — 4)', équation impossible.
Proportions et progressions par rpiotient.
221 . Soit d'abord la proportion o ; 6 ; : c : x ; on en déduit x — —1 d'où, en appliquant les logarithmes,
logar = logé loge — logrt, ou logrt.logé;logc.logJ:j
ce qui prouve que, si ipmtre nombres forment une proportion, leurs logarithmes forment une éiiuidifférence.
Soit maintenant une progression par quotient
'■r: a', b \ c \ il \ e \f\ g \ h \ ....
Il résulte de la définition (191 ) qu’on {>eut l'écrire ainsi :
n b r ri e f b~ c~ il~ e ~ f~ g ’
d'où, prenant les logarithmes de part et d'autre,
log^ = log- = log-^=log- = log-.= .-., ou
logrt — logé = logé — loge = logi — logf/ = logr/— loge
= loge — log/...,
ou bien, enfin,
4log« logé loge logrf loge....
Donc si lies nombres n, b, c,. . . sont en progression par quotient, leurs logarithmes sont en progression par rlijférence. La réciproque est évidente.
Cette proposition rapproche la définition algébrique des logarithmes (207) de la définition que l’on en donne en Arithmétique, savoir, que les logarithmes sont des nombres en progression par différence, correspondant terme pour terme à des nombres en progression par quotient.
CnAPITRE VI.
/V. /?. — Nous avons déjà fait connaître ce rapprocliement dans notre Trnité il' Arithmétirjue (277).
C'est surtout dans la résolution des questions relatives aux progressions par quotient que l'emploi des logaritlimes est utile.
1° Si nous appelons « le dernier terme d'une progression par quotient, nous aurons (192)
u=zatf~', d'où logH = logrt H- (h — i) log^.
Soit, par exemple, proposé de trouver le ao' terme de la progression _ 3 . g . 27 . 8i
La formule devient
log.r =: logi ■+■ 19 (log3 — loga) = ig(log3 — loga)
(car logi = o), et l'on obtient, tout calcul fait,
logH= 3,3457339 = logaaïC, 84 ;
K = aai6,84 à 0,01 près.
a“ Si l’on veut insérer entre deux nombres donnés o et é un nombre m de moyens proportionnels, on a, pour déterminer la raison (198), la formule
log I) — log II
d’où logi/ = ■
Soient 0 = 3, é = i5, m = 5o; il vient
, logi5 — loga
et l’on obtient, tout calcul fait, '
logi/ = 0,0171581 = logi ,040399;
donc
Veut-on calculer directement le ao' moyen proportionnel, qui est le 21' terme de la progression'? On a
log.r=log2
ao(logi5 — loga) 5i ’
QL'ESTIOXS RELITIVES A l’iNTÊRÊT COMPOSÉ. 3oC)
OU, tout calcul fait,
)ogx = o,ü44igi3 = Iog4, 407489.
Ainsi, le 20' moyen proportionnel est 4,407489.
3" On a trouvé (193), [lour l'expression de la somme des termes.
logS = logfl -f- log(v"— i) — log (y — i).
On voit, d’après celte formule, (pi’il faut commencer par calculer l’expression t", en posant log7"= n \og<j ; après «[uoi l’on obtient aisément
tf—i, et, par suite, log{c/"— i).
Nous aurons bientôt occasion d’appliquer cette formule.
4° Connaissant o, q et n, dans la formule « = o" P'-’ul demander la valeur de n. Or on a
logK= logn -H (h — i) logy; d’où // =
logK — log<7
Soit à trouver le nombre des termes de la progression dont le premier terme est 3, la raison a, et le dernier 6144. On obtient
Iog6i44 — log3
loga
I I 3aoo
( Le quotient -:r est égal a ii -t- ; mais on négligé la
fraction, comme provenant de l’emploi des logarithmes^
QUESTIONS RELATIVES A l’iXTÉRÈT COMPOSÉ.
222. Une des applications les plus importantes des logarithmes est celle qu’on en fait aux questions sur l’intérêt de l’argent.
Première question générale. — Une somme quelconque étant placée pcmlant un eertain temps à un taux d’inténU déterminé, et en intérêt composé, c’est-à-dire dans la supposition que l’intérêt de chaque, année s’accumule avec le capital de l’année précédente, on demande ce que doit deeenir cette somme au bout du temps donné.
Désignons par a la somme placée, par n le nombre d’années, cl jiar r l'intérêt que rapporte i franc par an (ce n’est autre cho.se que le loo' du taux de l’intérêt do 100 francs).
3io
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Puisque I fr. rapporte rau bout d’un an, une somme /j rapportera ar \ ainsi, à la fin de la première année, le capital a sera devenu
a -+- ar, ou « ( 1 -i- r) .
Soit n(i-+-r) = «'; ce nouveau capital deviendra, au bout de la deuxième année, «'(i-i-r); donc le cajulal primitif, ou «, sera devenu lui-mème
«'(i-t-r), ou o(i-i-r)’.
On obtiendrait de mémo, au bout de la troisième année, «(i -i- r)’, et, en général, au tout de la n'™' année, «(i -i- r)". Donc, en exprimant par A cette dernière valeur, on a l’équation
A = rt(i + r)", d’où logA = log« + « x log (i -4- r).
Jpptiention. — On demande ce qu’une somme de 3oooo fr., placée en intérêt composé, à raison de 5 pour 100, doit rapporter au bout de 3o ans.
11 suffit de faire, dans la formule précédente,
a — 3oooo, n = 3o, r — = o,o5 :
uni ’
ce qui donne
log A =: log 3ooi)o -t- 3o log(i ,o5). log ui5 = 0,021189*99;
3o log I ,o5 = 0,035117897 Iog3oooo = 4,477i»i'*5
log A = 5, 11280022 = log 129038,27.
Donc
to formule A = «(i -i- r)", renfermant quatre quantités, donne implicitement la solution de giuitrc problèmes diflérents ;
1° DiHcrmuicr A, connaissant a, r et n : c’est la question qu’on v ient <le résouilre ;
2" Déterminer la somme iju’it faii/lrnil placer aetneUement pour rctitrr, au bout de n années, une somme A, en supposant le capital placé à intérêt composé, à raison de r /tour 1 fr.
Or de l’équation A -.= a(i -1- r)" on déduit
logo = logA — n log(i -4- r);
et cette nouvelle formule donnera la valeur de n.
Cette seconde question constitue la règle à'escompie com/xtsc; car elle
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revient à trouver la valeur acluello d'une somme A |>aj able dans « années, en ayant égard à l’intérét de la somme et aux intérêts des intérêts.
3" Détcnnincr le taux d’intérêt aiujucl on doit placer une somme a, pour retirer, nu /mut de a années, en intérêt composé, une autre somme A . La formule serait
d’où log(i
logA — logff
Connaissant i — r, on en déduirait facilement r, et, par suite, le taux d’intérêt pour loo fr.
4” Enfin, déterminer le temps pendant letjuel une somme a doit être placée en intérêt composé, à raison de r pour i fr., /mur rap/mrter une somme A.
La formule serait
logA — logrt
logU-0 ■
Si l’on voulait que A fût double, triple, quadruple, ... de a, la formule se simplifierait.
Soit, en effet, A = mn\ la formule A = a(i r)“ se réduit à
ma — a[i -i- r]‘, d'où « = , ;
lügp -/■)’
c’est-à^lire que la valeur de n est indé/icndanle tlit ca/iital /dacé primitioement.
Seconde ocestio.n génér.vle. — Déterminer cjueUc somme il faudrait placer actuellement /mur recevoir, à la fin de chm/uc année, une somme déterminée b, de manière à être entièrement remboursé du ca/iital, des intérêts du ca/tital, et des intérêts des intérêts, a/irès un nombre n d’années, l’intérêt étant r /mur i fr. par an.
Soit a la somme cherchée ; ce capital deviendrait, au bout do n années,
Il faudrait donc qu'en déterminant ce que les sommes payt-es chaque année deviennent au bout de la n'"", la somme des résultats fût égale ù n(i r)'.
Or b donné à la fin de la première année, ou au commencement de la seconde, devient, au bout do la n"""',
fi(i-s-r)'-'.
De même, b donné à la fin de la seconde, ou au commencement de la
3i2 chapitre VI.
troisième, devient, au bout de la
On trouverait de môme
pour les valeurs des autres sommes ô, au bout de la année. On a donc Téquation
mais le second membre do cette équation, considéré dans un ordre inverse, est évidemment la somme des termes d’une progression par quotient, dont le premier terme est ù, la raison i -f- r, et le nombre des termes «.
Ainsi cette somme a pour expression (183),
ou
donc, enfin, on a l’équation
ou rt
ou, appliquant les logarithmes,
log« = logi> 4- log[(i 4- r)" — rj — logr — // log (i 4- /•).
Cette nouvelle formule, renfermant quatre quantités zz, /z, r, zi, donne aussi lieu à quatre problèmes difierents.
Voici les énoncés de plusieurs questions qui se rattachent aux précédentes :
On demande pour combien d’années on doit placer une somme a, eu intérêt composé y h b et h 10 pour 100, pour doubler cette somme,
{Rép, A 5 pour 100, i4 ans 2 mois; à 10 pour 100, 7 ans 3 mois.)
On demande la somme que Von doit placer à présent pour retirer pendant 1 2 ans y et à la fin de chaque année y une somme de 1 5oo francs y de manière h être remboursé entièrement du capital et des intérêts au bout de ces douze années y V intérêt étant pour 100.
{Rép. 1 iGo2^",9I .)
Un particulier a acheté une propriété de 100000 fr.; et cette somme ■ doit être acquittée en 1 5 payements égaux y eu égard au.r intérêts des
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intvréls; le taux jwur rhaquc intervalle tic payement est de 5 pour loo. On demande de déterminer la quotité de chaque payement.
(Rép. 9634''', 22.)
Un nombre donné d'hommes a augmenté tous les ans de la centième partie de ce qu'il était l 'année précédente ; combien faut-il d'années fiour (pie ce nombre devienne 10 fois plus grand?
(Rép. 23 1 ans environ.)
On tire cluupie jour d'un baril de i <>o litres de vin un litre qu'on remplace par un litre d'eau ; déterminer : 1“ combien de xnn il restera dans te baril lorsqu'on aura remplacé le 5o* litre ; 2° dans combien de jours le baril .sera réduit h la moitié, au tiers, ou au quart.
Réponse à la première partie de la (iiiestion ; 60 litres i-
Réponse à la seconde partie : 69 jours pour la moitié, 109 jours pour le tiers, et i38 jours pour le quart.
§ IV. — Séries LOGAniTi»iiQi:F.s et exponentielles.
La méthode exposée (201), pour résoudre l’équation a'= b, suffisait pour donner une idée de la construction des Tables de logarithmes ; mais cette méthode est très-laborieuse, et même impraticable, lorsqu’on veut déterminer la valeur de x avec un grand degré d’approximation. Les analystes ont découvert des méthodes beaucoup plus expéditives, soit pour construire de nouvelles Tables, soit pour vérifier celles qui existent déjà ; ces méthodes consistent dans le développement des logarithmes en série.
223. Soit y un nombre dont on demande le logarithme développé en .«■■rie, et appliquons la méthode des eoelTicients indéterminés ( 179 et 181 ).
Il est d'abord visible que l’on no peut supposer
log J = .4 -+- Bj' -t- C.1'’ -I- D^'’ -H ... ;
car si l'on fait o, le premier membre se réduit (213) à l'infini négatif ou à l'infini positif, suivant que la base est plus grande ou plus petite que i ; tandis que le second membre se réduit à A, qui devrait alors être de mémo nature.
On ne peut supposer log_v = Xy -t- üjr-i- ..., puisque^' = o donne log O ou — œ = o ;
mais si l’on met y sous la forme i-h jt, et qu’on pose (i) log (i -I- jt) = .Kx -i- hx's- Cx’-i- Dx*-(- ....
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l'hy|x)lhèso jr = o ne présente plus aucun caractère d'absurdité. Ainsi, cette forme de développement est admissible.
Tâchons de déterminer les coefficients A, B, C,
Pour cela, imitons le procédé suivi (182), cl remplavons x par il vient
(î) log(i -H 2) = Ai H- Bz’-h Dî'-e
Retranchant l’équation (2) de l’équation (i), on obtient (3) los;(i-t-.r) — Iog(i-4-2) = A(j- — 2)-t-B(j’— 2’)-kC(j*— 2*)-(-
Le second membre de cette équation est divisible par j: — 2, et donne pour quotient
voyons donc si, par quelque artifice, on ne jwurrait [«s mottre ce facteur on évidence dans le premier.
Or on a
log(i -H .r) — log(i + 2) = log ■
: lO!
mais pouvant être regardé comme un seul nombre h, on jieut dé-
veloppt>rlog(i k) ou log ^n- — comme on a développé log(i H-.r); a* qui donne
Substituons ce développement à la place do log(i -t- x) — log(i -t- c) dans le premier membre de l'équation (3), et divisons les deux membre.s par .r — 2; il vient
Pui.s<|ue celte équation doit, ainsi que les précédentes, se vérifier, quels que soient x et 2, posons x = 2 ; il en résulte
uBx 3Cx’-t- 4Dx’ 5Ex'-f-. . . ;
ou, cfTectuant la division indiquée dans le premier membre,
A(i — xH-x* — x’-t-x' — ) = A-,- iBx -f- 3Cx’m- 4 Dx’-t- . . . .
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On a donc, d'après le principe du n” 188, les égalités A = A, -A = 2B, A = 3C, -a MD, A = 5E,
d'où
La loi de la série est évidente : le coefTicient du /t‘"" terme est égal à suivant que it est [wir ou impair; on obtient donc enfin, pour le développement de log(i h- x),
/ .r x’ jp x‘ X* .1^
\ I a 3 4 5 li
22 i. y. S.~- Par la méthode précédente, les cocITirients B, C, D, E,. . . ont tous été déterminés en fonction de A ; mais ce dernier coefiicient est resté complètement indéterminé. Or cela doit être d'après la nature de l'expression que l'on s’est proposé de dévclopficr ; car, puis([u’on peut former une infinité de systèmes de logarithmes, il faut qu’il existe dans le développement général de log{i -i- x) une quantité tout à fait arbitraire, (jui serve à distinguer les systèmes les uns des autres. D'ailleurs, on a vu (212) que les logarithmes d’un même nombre, pris dans deux systèmes, ne diffèrent que par un facteur, cnnstmu /mtr tons les nombres; ainsi la quantité indéterminée doit être un facteur commun à toute la série; et c'est pour cette raison que l’on a trouvé
Le nombre A est (212) le module dont la valeur particulière caractérise le système de logarithmes que l’on veut considérer.
22.'). L’hv|K)thèse la plus simple qu’on puisse faire consiste à supposer A = I ; cl l’en a, en désignant par /.(i -i- x) ce système particulier de logarithmes,
Si l’on donne à x toutes les valeurs possibles, on formera successivement tous les logarithmes de ce système, lequel a reçu le nom de Srstème naliirel ou Système nèitèrien (du nom de A'éper, qu’on regarde comme
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rinvcntpur des logarillimcs). Occupons-nous de la formation de ce système, puisqu’il sera facile d'en déduire ensuite tous les autres, soit en donnant à A différentes valeurs, soit en faisant usage de la formule du n“ 212.
Faisons, dans la série (5), x = o; il vient
t^it encore x = i ; il en résulte
.série très-peu décroissante qui exigerait (juc l'on prit un très-grand nombre de termes pour obtenir une approximation suffisante; il faudrait, jiar exemple, prendre les cent premiers pour avoir la valeur de /.a à o,oi près (17G). En général, la série ne saurait donner les logarithmes des nombres entiers, puisqu’on obtiendrait, pour tout nombre au-dessus de a, une série dont les termes iraient en augmentant.
Voici les princi|«li's transformations que les analystes ont effectuées pour conduire à des séries propres à donner les logarithmes des nombres entiers, (jui sont les seuls qu’on doive placer dans les Tables :
Première transformation. — Soit fait, dans la série (5), x
olitient, en observant que l.
En faisant succe.ssivement y= a, 3, 4i 5,.. ., on trouve
Ts sT ~
3a icja
1 oa4 ""
Lv première série donnera le logarithme de 3 au moyen du logarithme dea; la seconde, le logarithme de 4 en fonction du logarithme de 3,. .., et ainsi de suite. Le degré d'approximation pourra toujours être apprécié (176), puisque les séries sont .composées de termes alternativement positifs et négatifs qui diminuent de plus en plus.
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Seconde transformation. — On parvient à des séries beaucoup [dus commodes, [lar le moyen suivant ;
Substituons, dans la série
/.(I-HX) =
— X à la place de x; il vient
d'où en retranchant ces doux séries l'une de l’autre, et en observant
que /.(i + x) — /.{i — x) = /.
l’our (lue les termes du second membre décroissent rapidement, il faut
que X soit une fraction très-pelitc; et, dans ce cas, - — - est plus grand que l'unité, mais en diffère fort peu.
Posons donc | ^ ^ = i étant au moins égal à i); il vient
d'où, en réduisant,
Donc la série précédente devient
/,(. -H a = î 4- 3-(~'qrïj3 + 5-,, V
Cette série donne également la différence entre deux logarithmes consécutifs; mais les termes décroissent beaucoup plus rapidement que dans la série (G).
Soit fait successivement
on trouve
l.'HAPITRE VI.
fl + JL + _L+_L.4..
fl I 1,1
Soit Z = loo; il en résulte
/. I O I — 1 oo -t î
afzoï)-' ' 5(uoif
série dans laquelle, le lopiritlime de loo étant connu, le premier terme suffit pour donner celui de loi avec 7 chiffres décimaux (*).
Il existe encore des formules bien plus expéditives qui servent à exprimer des logarithmes en fonction d’autres déjà connus ; mais ce qui précède suffit pour donner une idée de la facilité avec laquelle on pourrait construire des Tables.
52G. Les logarithmes népériens étant calculés, il est facile de former un tout autre système.
Par e.xemple, pour former le système ordinaire, il faut (212) mulitiplier
chaque logarithme né|iérien par le module • Ce nombre a été calculé
avec tout le degré d’approximation que l’on peut désirer; et sa valeur en décimales est 0,4342944819. .. 1 c’est le module propre à passer du sj'stème ncjiérien au sy stème dont la base est i o.
Ce module exprime d’ailleurs le logarithme ordinaire de la base du système népérien : car, en appelant e cette base, on a l’éiiuâtion <?'■''•= 10; d'où, prenant les logarithmes dans le système ordinaire,
/. 10 X loge = log 10 = 1 ; donc loge i- i ,43429
Comme les T.ables ordinaires peuvent être déduites do ce qui précède, on peut s’en servir pour déterminer le nombre auquel corres[>ond le logarithme ci-dessus ; et l’on trouve
0,4342944819. loge = log2, 7182818284. . . .
f * ) t'oir la fiole I placée à la fln de ce Cbapilro.
Ainsi
DËYELOPPEMEM DBS SXPONBMTIELLES EN SÉRIE.
Nous allons bientôt parvenir à ce môme résultat par une autre voie.
227. Drvchppcment en série de V exponentielle a' . — La liaison qui e.viste entre les quantités exponentielles et les logarithmes [liaison qui consiste en ce que, a représentant la base d'un système de lojjarithmes, •r est (208) lo logarithme de l'expression «*] nous conduit à chercher s'il ne serait [las possible, de développer tf suivant les puissances de x\ ce ipii donnerait alors le dévelopiiemont d'un nombre en fonction do son logarithme, question inverse de la précédente.
Supposons donc ce développement trouvé ; et soit
(1) <r'= I H- Ax -I- Bj’-t- Cx'-i- Dx*-i- . . .;
si l’on fait x = o, l'équation se réduit à «"= i, résultat exact. .Ainsi, cette forme de développement est admissible.
Pour déterminer .4, B, C, D,. . . , remplaçons x par z ; il vient
(2) n-= I -1- Aa -+ Bî’-t- C.j’-i- l)i‘. . .; retranchant ces deux équations l’imc de l’autre, on a
équation dont h> second membre est divisible par x — i. Ainsi, il faut tâcber de mettre ce facteur en évidence dans le premier. Or on peut mettre (f— tr sous la funne ré[td~‘— i) ; et si l’on remplace, dans la série (i), x par x — i, il vient
rd(o'-‘-i) = n'[A(x-z) - B(x — C(x - 2)’ -^ . . . ].
Substituant donc dans l’équation (3), à la place do n-, la valeur qu’on vient d’obtenir, et divisant les deux membres par x — z, on trouve
n*[A B(x — î) (Cx — 2
Faisons maintenant x = z dans cette dernière équation ; elle se réduit à <f A=:A-i-2Bx-t-3Cx’-t-4 Dx^ 5Ex‘ , ou, remplaçant rd par son développement (i),
A -f- A’x -f- ABx' -i- ACx* -i- . . . = A -t- nBx ■+ 3Cx’-t- 4Dx*-t- ....
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Él5ilanl sopari^mcnt les cCH’fficients dos raCmcs puissances, on obtient les é-quations
A = A, A’=aB, AB = 3C, AC=4»,---;
d'où l'on déduit
bi loi du dévelopf)cnient est manifeste ; le terme qui, dans la série (i),
en a « avant lui, a pour expression - -•
On voit que tous le.s coefficients B, C, D,. . . sont exprimés en fonction du coefficient A qui reste encore intlétcrminc, c’est-à-dire que la méthode qui vient d'étre suivie ne suffit pas pour le faire obtenir; mais il n’en a pas moins une valeur uni(|ue qu’on trouve par l’artifice suivant ;
On |>eut mettre a‘ sous 1a forme [i -i- (« — i)]', ou b)’, en posant, |K)ur abré^’or, « — i = é. Or si l’on développe (i-r by d’après la formule du binôme, on a
, JT, .r.r— 1 j7.r — i.r — 2,,
(l-i-ô) =i-i — OH ô’h — = — b-
mais en ne tenant compte, dans ce dévelojipement, que de la partie affecté’e de x, il est aisé de reconnaître que cette partie a pour expression
fb b' /;' b' \
d’ailleurs, le coefficient de x, dans la série (i), est égal à A. On a donc
ou bien, en remplaçant b par sa valeur « — 1 ,
— I (rt — 1)’ [a — 1)’ (i7 — iV
On représente ordinairement par k l’expression
ff — I (n — 1)’ (rt -+- 0’
ainsi, substituant k à la place de A, dans les valeurs trouvées pour B, C,
D£tELOPFEIIE»T des EXPOSEKTIELLES EH SÉRIE. 3a I D,. . et reportant ces valeurs dans la série (i), on obtient enfin
tix k'r' /’x’ k'x'
Tel est lo développement de l'exponentielle u‘ en série.
228. Conséquence. — Si, dans cette série, on suppose = i , elle devient
d’où l’on voit que a est exprimé en fonction de k, de même que la relation
, Il — I {n — 1)’ , . , , ,
A = H • ■ • donnait k en fonction do a.
Cela posé, cherchons la valeur particulière de n qui correspond à 4 1 ,
et désignons par c cette valeur particulière; nous trouvons
c = ih 1
série décroissante (*) dont les 11 premiers termes donnent pour somme
2,7182818, à 0,0000001 près.
La comparaison do ce résultat avec lo nombre obtenu (226), pour la valeur de e, base du système né[)érien, semble indiquer que c et e sont identiques. Or c’est ce qu’on peut démontrer immédiatement.
En effet, soit posé dans la formule (4), 4a: = 1, d’où x = elle devient
ce qui donne nécessairement = c.
Prenant les logarithmes des deux membres do cotte dernière égalité <lans le système qui aurait pour base c, on trouve
~ logfl = I, d’où logrt = 4-,
( ’ ) S oir la Note I placée à la fin de ce Chapitre. Alg.B.
3aa chàpitbs ti.
ou, mettant à la place do / sa valeur (227),
loga =
{n — i)’ (rt — i)’ ( — 1 1*
OU bien encore, posant o = i x, d’où a — i = x.
X x’ .r* X* log(.H-x) = ~---.--3 +
Or celte formule est précisément celle qu’on a obtenue (223) pour le développement du logarithme népérien de i -H x.
Donc les nombres c et e sont idcnliijues (*).
229. La formule (4) du (227) peut prendre dilTérenles formes qu’il est bon de faire connaître ici.
Considérons do nouveau la relation n* = c, ou plutôt, o* = e (puisque l’on a r = c), et prenons les logarithmes des deux membres dans un système quelconque ; il vient
7log«=logc, d’où * loge
Ainsi la formule (4) se change en celIcHti
loga X?
/log«Y
/loga\
loge 1.2
\loge/
\lbge/
C’est la forme sous laquelle on présente ordinairement le développement de <f, les logarithmes étant pris dans un système tout à fait arbitraire.
Cas pariiculicr. — i° Le nombre a i>eul Cire pris pour base du système
de logarithmes. Comme on a, dans ce cas, loga = i, et / = formule devient
loge’
la
loge
lügc
Tel est le dévelop[)ement d’un nombre quelconque en fonction de son* logarithme pris dans le système dont la base est a.
2° Soit le nombre constant e pris à son tour i>our base du système. Comme on a alors loge = i, d’où k = loga, ou plutôt k = /.a, d’après
(*) Voir la Note IV k la fin du Volume.
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la notation du n" 3â5, il résulte de cette liypotbÈse
a*=i-)-- /.fl — (/.«)’ H — ^—5 (/.û)’-
loprt
3" Enfln, soit posé a = c, ce qui donne nécessairement ou A = 1 . La formule se réduit à
Cette série, qui est la plus usitée, donne le développement d’un nombre en fonction de son logarithme népérien.
Nous verrons, dans le dernier Chapitre, les conséquences que l’on déduit de toutes ces formules. Mais nous pouvons, dès à présent, faire remarquer comment le développement des logarithmes en série se déduit du développement des exjwncnlielles.
D’abord, la relation X = 'l*** réduit à X = La lorsqu’on prend
e pour base du système de logarithmes, donne (227)
fl — I (fl — O’ (n — i)’
, J? JT* X*
/■{«■+• •r) = 7-- + -3 Cette même relation donne ensuite
logrt = X loge;
d’où, en mettant à la place de X sa valeur, et posant encore a = i -t- x,
log{--*-^) = 'o»"(7-7^T-f
Le module inconnu, loge, peut être obtenu facilement (226) dès que les logarithmes népériens ont été calculés.
LES SÉRIES CONVERGENTES
Le développement d’une fonction en série a principalement pour but de donner en nombres approchés la valeur de la fonction, lorsqu’on attribue des valeurs particulières à la variable qui y entre. Mais pour que ce but puisse être atteint, il faut que la série soit du nombre de celles que l’on nomme convergentes. 11 est donc important d’établir les caractères de cos sortes de séries : tel est l’objet qu’on se propose dans cette Note, qui servira ainsi Je complément, tant aux applications que nous avons faites de la formule du binôme à l’extraction des racines (175, 177), qu’au calcul des logarithmes par le mayen des séries.
1. Une série indéfinie est dhc convergente, lorsqu’on peut assigner une limite de l’erreur que l’on commet en prenant les n premiers termes de la série; celte limite doit d’ailleurs être susceptible de devenir moindre que toute grandeur donnée, quand on prend n suffisamment grand.
Il faut avoir reconnu que ces conditions sont remplies pour pouvoir affirmer que la série est convergente.
Par exemple, toutes les séries dont les termes, étant alternativement positifs et négatifs, décroissent continuellement et indéfiniment sont des séries convergentes, puisqu’on a vu (176) que la difTércncc entre la valeur numérique de la série tout entière et la valeur numérique de la somme des n premiers termes est moindre que le (« terme, lequel peut, par hypothèse, devenir aussi
petit que l’on veut pour une valeur do n suffisamment grande.
De même, toute progression par quotient «/écro/wanre à Vinftni est une série
convergente, puisque (195) la différence entre la somme
do tous les
termes cl la somme des n premiers termes est exprimée par - - ■ — » quantité
qui peut devenir moindre que toute grandeur donneie, pour une valeur do t* suffisamment grande.
Un caractère important des séries de la première espèce dont nous venons de parler est que le rapport d'un terme (juelconque à celui qui le précède est une quantité négative, constante ou variable, mais toujours numériquement moindre que I.
Dans les séries do la seconde espèce, le rapport est une fraction positive constante.
NOTE SUR LES SÉRIES CONVERGENTES
2. A ces (leux espèces de séries, qui viennent d’ètre caractérisées comme des séries convergentes, il faut en joindre deux autres qui se rencontrent souvent dans les applications :
1° Une série dont tous les termes sont do mémo signe doit être regardée comme converge le, toutes les fois que le rapport d'un terme au précédent pouvant d’abord être plus grand que i, ce qui suppose que les premiers termes iraient en croissant) Jtnit par atteindre une 'valeur moindre que i, et 'va continuellement en décroissant.
En elTet, dès que l’on est arrivé au terme dont le rapport au précédent est devenu moindre que i, si l’on fait la somme de tous les termes compris depuis le premier jusqu’au terme en question, ou jusqu’à un autre terme plus éloigné, on obtient la limite de l’erreur en supposant que le rapport devienne constant à partir du terme auquel on s’arrête; cl celte limite est alors la somme d’une progression géomctri([ue décroissante ayant pour premier terme celui qui suit le terme auquel on s’arrête, et pour raison le rapport supposé constant; limite que l’on peut d’ailleurs rendre aussi petite que l’on veut, en prenant un
nombre de termes suffisamment grand, puisque, dans l’expression — t a est
supposé diminuer indéfiniment.
2° Une série dont tous les termes sont de même signe est encore convergente lorsque, scs termes allant on décroissant, le rapport d'un terme h celui qui le précède augmente au lieu de diminuer, pourvu toutefois qu'il ne puisse dépasser une certaine 'xmleiir numériquement moindre que i.
Dans ce cas, la limite de l’erreur est une progression géométrique décroissante dont le premier terme est celui qui suit le terme auquel on s’arrête, et a pour raison la valeur maximum du rapport.
3. Il est d’ailleurs évident qu’une série ne saurait être convergente : l” Si le rapport d'un terme au précédent était constamment égal à i; (îar, dans CO cas, tous les termes étant égaux, leur somme serait égale à l’un d’eux répété une infinité de fois, et serait, par conséquent, infinie, quelque petit que fdt chacun des termes : l’erreur que l’on commettraiten prenant « termes serait elle-même infinie,
2® Si le rapport d’un terme quelconque au précédent était plus grand que I, constant ou variable; car, dans ce cas, la somme de tous les termes serait, à plus forte raison, infinie.
Ainsi, aucune série croissante, c’est-à-dire dont les termes vont sans cesse en augmentant, ne peut être convergente.
4. Il y a môme des séries décroissantes que l’on ne saurait regarder comme convergentes, parce qu’on reconnaît que la somme do tous leurs termes est infinie, et que, par conséquent, la limite de l’erreur est aussi une quantité infinie, ou réciproquement.
Considérons, par exemple, la série
connue sous le nom de série harmonique ; et prenons le rapport de deux termes
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contéctitift quelconques,
— » il vient n
Or on voit que ce rapport, qui est constamment moindre que î, augmente à mesure que n augmente et se rapproche de plus en plus de Vunitéf qui peut ainsi être considér«io comme la limite en plus, ou comme le maximum de ce rapport. Il y a donc lieu d'appliquer h la série ci-dessiis ce qui a été dit pour le premier cas du numéro précédent, c’est-à-dire que la limite de l’erreur est la somme des termes d’une progression géométrique ayant pour raison l’unité, somme qui est nécessairement infinie (3). Donc, enfin, la somme des termes de la série est elle-même infinie.
C’est, au reste, ce que l’on peut vérifier d’une autre manière.
En eflet, si, dans la série (5) du n° 225, on pose i il vient
on
—y . ('— .r)* , (i— .r)* , (î— ry
Soit fait maintenant ^ == o dans cette égalité, on trouve
Or on sait (213) que, dans tous les systèmes de logarithmes dont la base est plus grande que l’unitc, le logarithme de o a pour valeur Vin^ni négatif; donc
la 'valeur de la série - est infinie.
Pour peu d’ailleurs qu’une série tirée de (i) décroisse plus rapidement que la série harmonique, elle aura nécessairement une valeur finie; car, quelque petit que soit^, son logarithme a une valeur finie : ainsi il doit en être de même du développement de ce logarithme. Toutefois, pour reconnaître si la* série est véritablement convergente, il faut pouvoir assigner la limite de l’erreur commise lorsqu’on s’arrête h un terme de rang quelconque.
Or, si l’on pose^ = z pouvant être un nombre très-grand, il vient
L Z ^ 2Z* àZ* 4Z* '“J
Le rapport de deux termes consécutifs est
quantité plus petite que la fraction constante — » mais qui s’en approche
de plus en plus à mesure que n augmente.
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On a donc (3* cas, 2) pour limite de l'erreur la somme d'une prO(trewion décroissante dont le premier terme est celui qui suit le terme auquel on s'arrête, et qui a pour raison le nombre constant - •
Cette fraction est d’autant plus petite, et, par conséquent, la convergence de la série est d’autant plus sensible, que z est plus petit.
Soit, par exemple, £ = s, ce qui donne
On a ici
ibo 3S
Ainsi, la limite de l’erreur que l’on commet en prenant les 5 premiers termes pour la valeur de la série totale est
En (general, la limite de l'erreur est, pour cette série, le double âu terme qui suit celui auquel on s'est arrête.
5. IS'ous allons actuellement revenir, tant sur les applications numériques de la formule du binôme, que sur les séries particulières qui ont été déduites des séries lo(;arithmiqucs ou exponentielles; et nous ferons voir que toutes Ica séries obtenues rentrent dans les dilftirents cas examines ci-dessus.
D’abord la série générale du 174 étant telle que les termes, 2i partir du second, sont alternativement positif» et négatifs, il faut encore s’assurer si les termes vont en décroissant et peuvent devenir aussi petits que l'on veut.
Or, en désignant par p le rang d’un terme qiieiconquc, 11 est facile de voir que l'on a, pour le rapport de ce terme au précédent,
(p — i)n — • 1 rt , . .
1 a étant suppose < x\
pn X
ce qui prouve que chaque terme de la série est une partie du précédent, plus petite que la fraction marquée par -< Ainsi, les termes diminuant îndcfinimcnt,
la série rentre dans le premier cas du 1 de cette Note.
Dans la série du n** 177, tous les signes sont do mémo termo & partir du second.
Mais le rapport du p^^ terme au précédent étant — j quantité
que l’on peut mettre sous la forme — — 1
-î on voit que ce rapport est constamment moindre que — ; cl de plus, h mesure que p augmente, ce rapport
approche de plus on plus do la fraction qui en est par conséquent la limite
en plus, ou la valeur maximum. Ainsi cotte série tombe dans le second cas du n® 2, c'est-à-dire que la limite de l'erreur commise est la somme d’une progres-
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•ion décroissante ayant pour premier terme celui qui suit le terme auquel on
• arrête, et pour raison le rapport maximum
En appliquant ce principe au 4« exemple proposé n® 177, on reconnaît que les cinq premiers termes de la série donnent la valeur de ^ io8 à moins de 0,00001 près.
En chinerai, on peut démontrer que la série qui représente le développement de ( I -+- Z y* est convergente tant que s est une fraction positive ou nejîatire, m étant d’ailleurs différent d’un nombre entier et positif. Mais cette démonstration, qui n'olTre aucune difticiiUé d’après les principes établis ci-dessus, nous entraînerait trop loin, et nous la projiosons comme exercice.
6. Passons aux séries logarithmiques et exponentielles. La sério
■ir
obtenue (225), rentre dans le premier cas du n<> 1, puisque les termes sont alternativement positifs et négatifs et décroissent indéfiniment.
Quant à la série du mémo numéro
/.(• + l)— Lz = 3 r ^ ; 4- : i . -1»
' ' Laz-t-i d^az-Hi/ a(iz-t-i/ J
on a, pour le rapport de deux termes consécutifs quelconques,
an — 3 I I / I V
3/ï — l (az -t- iJ* (az*4-i)*V n — »/*
ce qui prouve quo le rapport est constamment moindre que
mais
qu’il s'en rapproche do plus en plus à mesure quo n augmente, et qu’il a celte fraction pour limite.
La série se trouve donc encore dans le second cas du n® 2. Le rapport maximum serait ici ^ fraction très-petite si r est très-grand.
( iZ 4-1/
Enfln la série qui donne a* (227) fînit toujours par devenir convergente,
quels que soient a et x, puisque le rapport de deux termes consécutifs est — »
fraction qui a zéro pour limite relativement à l'aecroi.^scmcnt do n.
7. Nous terminerons cette Note par une remarque sur la base e du système népérien.
On a trouvé (228)
Or il est aisé de démontrer : i® quo cette série est le développement d'un nombre incommensurable ; a® qu’elle est convergente, et que, pour chacune des sommes partielles des deux premiers, des trois premiers,... termes, la limite do l'erreur peut être assignée.
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D'âbord e ne peut être un nombre entier, car on a évidemment
Il t lit
— “-TT -+• ■■ -4-. ..<“-4“ —--h
et cette seconde série est une pro(;ression décroissante qui ( 195) a pour somme Vunité.
n suit de là que -h 1 r— est moindre que i, cl, par consé-
quent, que e est un nombre compris entre a et 3.
Je dis, eu second lieu, qu’aucun nombre fractionnaire exact ne peut exprimer la valeur de e.
En effet, soit, s’il est possible, e égal à — » m et n étant deux nombres entiers, et /i </n, mais>i. En poussant la série jusqu’à ce qu’on parvienne aux termes dont les dénominateurs rtuiferment le facteur /i, on aura
ou simplement
en posant, pour abréger,
Cela posé, multiplions les deux membres de l’égalité (a) par i.a.3...n; il vient
Mais le premier membre de l’égalité (3) est évidemment un nombre entier; il en est de même de la première partie, 1 .a. 3, . .//.«, du second membre, puisque tous les termes dont se compose a sont des fractions ayant pour dénominateurs des Bous>muI(ipIes du facteur i.a.3.../i, par lequel on a multiplié a. Donc, pour que l'égalité (3) subsistât, il faudrait que 1 .a. 3... .$ fût aussi un nombre entier. Or cela est impossibb;, car cette expression se réduit, lorsqu’on remplace 6 par sa valeur, à la série
laquelle a évidemment une valeur moindre que celle de la progression
rt -t- I ( « 4- I t « -r I )*
dont la limite (195) est -•
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Donc, enfliif l'égalité
est cllc-méno impossible, et la base e ne saurait être égale à un nombre cornmensurable.
Le calcul p/écédent peut servir à faire estimer la limite de Verreur que Ton commet en prenant, pour la valeur de e, la somme des n premiers termes de la stirie.
En cQbt, l'erreur commise est marquée par
ou
Mais on vient de voir que la série entre parenthèses est moindre que On a donc
Soit n = 10, ce qui revient a prendre les ii premiers termes dans la série
iH h h on trouve
3(>a88ooo '
Donc 1.1 somme des 1 1 premiers termes ne diffère de la vraie valeur de e que d’une quantité moindre que o,ocooooi. (FoiVIe n® 228.) y. B. — On parvient éjalcmonl h la limite
en appliquant directement à la série (i) le premier cas du n® 3.
Hn effet, le rapport du terme de l.i série an est évidemment
— — » quantité qui diminue de plus en plus à mesure que n augmente. Donc
la limite de Tepreur s'obtiendra (3) en supposant que le rapport — ^ — reste constant a partir du (n terme; cl l’on aura pour limite
1 — y 1 .3.3...(rt— . i) * «H-i
î n-hi I
l.3.3...(n — ft
Ce qu’il fallait trouver.
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NOTE
■cm
LE CAICIL DE l'ERRElR A lAQl'EllB DOA^E IIEI’ l'ElPLOI DE LA PROPORTIOil m PRESCRIT L ISAGE DES TABLES DE LOGARITHIES.
(Vota n* tu et AtirniiTtQrB. a* 16^.)
Pour calculer les logarithmes des nombres entiers cl décimaux qui ne sont pas dans les Tables ordinaires, cl pour revenir de cca logarithmes aux nombres correspondants, on suppose : i® que les différences entre les nombres sont pro. portionnclles aux différences entre leurs logarithmes ; a® que les logarithme^ tnscrits dans les Tables sont tout à fait exacts.
Or CCS deux propositions ne sont rigoureusement vraies ni l’une ni l’autre. Il est donc nécessaire, après avoir fait voir d’abord sur quels princi|>es repose la proposition ci-dessus, de calculer ensuite le degré d'approximation qu’elle fournit et l’erreur qu’elle peut produire, lorsqu’on a égard aux deux causes d'inexactitude dont elle est affectée.
1. Premier pruccipe. — Soient n ct/?-i-i deux nombres entiers consécutifs; la différence A, ou log(n -+- i) — logn, de leurs logarithmes diminue à mesure
que n augmente ; et elle est toujours moindre que la fraction — •
On a, on efTet,
loc(n-4-i)— locn = lo(;^-^^
ce qui prouve déjà que A diffère d’autant moins de log i ou de o, que le nombre n est plus grand.
Si maintenant on fait, dons la formule du n® 223, x =?— » on trouve
A ou log/i -4- =. A ^
série qui donnera la valeur de A avec un degré d'approximation d’autant plus rapide que n sera plus grand.
Comme on a d’ailleurs (22C)
et que la scrie .
n an’
il en résulte nécessai*
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Soit, par exemple, n = toooo; il Tient
A < — î — <o,oooo5,
eVst-à-dire que la dÜTêrencc est moindre quo la moitié de l'unité de l'ordre du chiffre décimal.
Ceri explique comment, dans une seule page des Tables de Callrtt et h partir de loooo, on a pu placer un aussi grand nombre de logarithmes. Chaque page renferme 6o lignes horizontales, chaque ligne lO logarithmes; et comme il rcstilU) de CO qui vient d'étre dit que les trois premiers chiffres décimaux sont nccessairement communs, m^me à plusieurs dizmnes successives de ]og.*irithme$, il siifiisait d'écrire une seule fois en marge ces trois chiffres, et de placer ensuite h part les quatre derniers, qui correspondent h la variation du nombre.
[ Comme les Tables de Callet s'étendent jusqu'à loRooo, on a placé quatre chiffres décimaux en marge, pour tous les nombres au-dessus de looooo (parce quo l’on a, dans ce cas, A < o,ooooo5), ce qui a permis alors de présenter les logarithmes de CCS nombres avec 8 chiffres décimaux au lieu de 7, sans rien changer ù la disposition adoptée pour les nombres compris entre 10000 et 100000].
Second principe. — Soient
et
A ou log(/i-H>) — logn A' ou log(n-4-2) — log(/î4-i)
doux dlflerenccs consécutives de logarithmes; je dis que ees différences peuvent être regardées comme égales toutes les fois que n est au-dessus de loooo.
On a, en effet,
A = log(/i 1) — log/l r= log et
A'= log(rt -H 2)— • log(n -H 0 =s log
A - A^= log ( ' ) = log [1 + î .1,
ou bien, posant dans la formule du n<^ 223 ar=: •
rt ( « -t- 2 )
et, par conséquent, puisque A r: 0, ,
Dioitized bv Goo<^
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Cela posé» soit n = loooo ; il en résulte
30000 X 1 oooa 30U0/40000
< o,oooooooo5.
c’est-k-dirc que la diflercncc entre deux diflcrenccs conséculiTCS de lo{;arithroes de nombres au-dessus de 10000 est moindre que ia moitié de l'unité de Vordre du huitième ^chiffre décimal.
Oii voit donc encore pourquoi l'on a pu placer dans les Tables, pour tous les nombres atiHlessiis de 10000, les difTérences entre deux logarithmes consécutifs: c*est que, la variotion d'une différenco à l'autre no portant que sur le neuvième chiffre décimal, et les Tables n'en renfermant que sept, on peut regarder ces différences comme constantes pour un grand nombre de logarithmes.
3. Conséf/uences des kIcux propositions précédentes. — Admettons pour un instant que, pour tous les nombres au-dessus de 10000, h ths accroissements égaux de nombres correspondent des accroissements égaux de logarithmes., ce qui est seiuihlement exact, d’après ce qu’on vient de reconnaître; je dis qu’alors les dijférences des logarithmes sont proportionnelles aux dijférenees des nombres.
En effet, soient n, n -4- 1 deux nombres entiers consécutifs au-dessus de 10000,
n -t- — un nombre fractionnaire compris entre n et n-f-i; on peut toujours
regarder les trois nombres n, n *1- n -4- 1 comme faisant partie d’une pro-
gression par différence, ayant n pour premier terme, — pour raison, n-h —
pour (/I -h ly""' terme, enfin n -f- ^ ou n -t- 1 pour dernier terme; c’est-à-dire que l’on a
Or on a suppost* que les différences entre les logarithmes des nombres entiers sont sensiblement égales; donc, à fortiori, les différences entre les logarithmes
de «, « -4- -î ;i -4--»»»* licuvcnl être regardées comme égales. Ainsi, en dési-
giianl par 3 la différence log^«-4- — log//, ou aura pour les logarithmes qui correspondent aux termes de la série ci-dessus
■î-!og« logrt H- 0 logn -t- a J. . , logn - . . log/iH- 7 J ou log(n -4*1).
De là résulte nécessairement la proportion
(/I -4-1)— n : — n :: (logn -4-70) — logn : (logrt 4- /»«?)— logn,
puisque, en réduisant, on trouve
i:-::7oCpo, ou q \ p ***•!' p-
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1^ légitimité do la proportion étant établio ponr les cas où les nombres soat très^grand» et ont entre eux une difierencc nu plus égale à 1, nous allons passer au calcul de l'erreur qu'elle occasionne, erreur qui, comme nous l'avons déjà dit, résulte de deux causes que nous aurons à considérer successivement.
4. Calculons d'abord l'erreur qui résulte de l'inexactitude de la proportion, lei Ui^urithmei employas étant supposés rxacts.
Soient n un nombre supérieur à 10000, / son logarithme, /-f- Â celui de n -f>i; soient encore u-^d un nombre compris entre n et /n-ai d son logarithme; d qX m représentant ici des fractions.
(Tous les nombres n, /, A, m sont supposés d'ailleurs rapportés à la mémo unité.)
Cela posé, la quantité x qu’il faut ajouter à I pour avoir le logarithme de n-hd SC détermine (214) par la proportion
lld II d’où X =i dA;
CO qui donne l-i-dl pour le logarithme de taudis que l’on devrait
avoir /-f- w A.
L’erreur commise est donc exprimée par
e = (m — d)\ ou e = (tf — m)A, suivant que l’on a m > ou < </.
De mémo, 1a quantité que l’on doit ajouter à n pour avoir le nombre correspondant à / -h m A, est fournie par la proportion
A : m A :: I Ijt d’où y = m,
CO qui donne n + m pour le nombre cherché, tandis que l’on devrait avoir n-yd. L’erreur commise est donc exprimée par
r'=im — d ou e'^d — m.
D’où l’on voit que, dans les deux cas, rerrour provient de ce qu’on prend Tune pour l’autre les deux quantités m et ti. Ainsi, nous sommes conduits à chercher la dincrenco de ces deux quantités.
Or on a (209) les égalités fondamentales
io' = rt, 10^ ^ ^ = Il -f- 1, 10^"* « -H </;
d’où, divisant la seconde par la première,
ou, multipliant ccllc-ci par la première, membre à membre,
10 ou l.
Développons ^1 -H par U formule du bindme démontrée généralement
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( 182); multiplions le résultat par /i, et retranchons ensuite n de chaque membre de régalité précédente, il vient
Dans cette série, le quotient de la division du terme qui en a r avant lui, par le terme précédent {i*oir lo u® 2 de la Note /), est — ^ ^ quantité
évidcronicnt né{jativc et numériquement moindre que Tunité, puisque l’on a m < I et n > I. Ainsi, les termes sont allernalivcment positifs et négatifs, et décroissent indéfiniment. On a donc
mfi — m) . —
a cim. a > m — ■■ i d ou m — t/ cT
Mais on sait ( 107) que le produit m(i — m) de deux facteurs m, i — m, dont la somme est i, a pour maximum
Ainsi la dernière inégalité se
réduit enfin à m — cf < *
11 est aisé maintenant d’apprécier les deux erreurs r = (m — A, m — pour 1e cas de
ou >10000.
I® On a, eu vertu de rinégalilé précédente,
fioooo ’
et comme on a trouvé
{Note //, n° 1 ) A <
il eu résulte
iCoooo ifi
L’erreur e, étant moindre que le seizième de Tunité de l’ordre du 8^ chiffre décimal, ne saurait porter sur les 7 premières décimales du logarithme cherché, a® On a
c’est-à-diro que, quand on réduit en décimales lo termes =: m, pour l’ajouter à n, l’erreur ne peut porter sur le 4® chiffre décimal; mais on no serait pas sûr de l’exactitude du 5® chiffre C* ).
5. Calculons actuellement l’erreur qui résulte de Vinexaetitude des logarithmes (la proportion étant supposée exacte).
(*) Les calculs qui viennent d’ètrc établis dans ce numéro sont dus, pour le fond, à Bertrand, de Genève.
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Pour cela, nous allons, dans co uumero, rapporter let logarithmes tabulaires, ainsi que leurs dijférences, ù runité décimale du 7* ordre, ce qui rcTienl à les rendre tous 10000000 fois plus grands, ou à les regarder comme des nombres entiers. Cette hypothèse n*a nul inconvénient, puisque Ton ne considère, dans la proportion, quo les rapports des dilTercnccs.
De là il résulte <[ue, les logarithmes étant généralement fautifs, en plus ou en moins, d'une quantité qui n pour limite supérieure la moitié d'une unité do* cimale du dernier ordre {Arithmétique , A. D, du n^ 99), cetto limite se t
trouvera rcprcsciitec par
rnEMiËaE olEsnojf. — Étant donné un nombre, déterminer son logarithme. Soit n + f/ un nombre dont on demande le logarithme, n étant la partie en* tière et d la partie fractionnaire; soient, du plus, l, f les logarithmes do n, /i-Hi, tels qu’ils sont fournis par les Tables. Appelons i et 1' les quantités qu’il faudrait ajouter aux lugaritlmies l et V ]>our les rendre exacts, ces quantités pouvant être positives ou négatives, et ayant ^ pour limite (d’après cc qui vient d’èlrc dit).
En supposant la proportion exacte, comme nous le faisons ici, on trouverait que le logarithme de n *4* d est égal u l -s- i, augmenté d’une quantité x déterminée par la proportion
{V ^e)-{i.^i):jc-,
d’où, en posant V — A,
ce qui donnerait
log («H- ) = / 4- < -i- ^/(A 4- 1'— i).
Mais, au lieu do cela, on pose la proportion
i *. d II A : X, d’où 4: = </A ;
puis on ajoute (/A h /, en rejetant même toute la partie fractionnaire du produit <fA, sauf à augmenter le dernier cbiiTrc d’une unité, s’il y a lieu, ce qui
peut occasionner une nouvelle erreur dont la limite est En représentant
cette erreur par /, on prend ainsi / — </A — / pour le logarithme de n 4- Donc l’erreur finale est
E = / 4- « 4- ^/(A 4- — 0 — l — d^ 4-/= 1(1 — d)-^Vd — /.
Si l’on suppose que les trois erreurs /, f atteignent leur limite ce qui
est évidemment le cas où l’erreur totale £ est aussi grande que possible, il en résulte
E = ^(i — </4-<f4-i)=iï
c’est-à-dire que, dans la recherche du logarithme d'un nombre, Verreur prove*
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nant de Vinexactitude des logarithmes tabulaires peut s'élex-er^ soit en plus, soit en moins, jusqu h une unité décimale du 7* ordre^ ou généralement du dernier ordre décimal des logarithmes fournis par les tables que C on emploie,
6. SEC0!n>K QCESTiO!<. — Étant donné un logarithme, déterminer le nombre qui lui correspond.
Soit /-t- ^ un logarithme compris entre / et A désignant toujours l' — It et ^ étant au plus égal à A — 1 .
On prend ordinairement, pour le nombre cherché, n h~ — 1 la fraction ^ étant
tirée de la proportion A:<?::iî^.
Mais d’abord, le logarithme donné, / + étant pousse seulement jusqu’au degre d’approximation des logarithmes tabulaires, est passible d’une erreur
positive ou négative qu’on peut représenter par + 1*, et dont la limite est En outre, les deux logarithmes /, /' peuvent, comme ci-dcssus, être fautifs des quantités positives ou négatives -+- /, -+• 1’, dont la limite est Ainsi la proportion a établir devrait être
ou
A -1- 1' — 1 : 0 -+•<*’- I :: i : .r, d’où y =
ce qui donnerait, pour le nombre cherché,
Donc l’erreur que l’on commet en prenant n -r- — } au lien de cette expression, est représentée par
ou
suivant que l’on a
> ou < -
Premier cas. — Pour obtenir la limite en plus do la diflérence (1), il faut
tâcher d’avoir le maximum de
Or, la quantité i se trouvant à la fois au numérateur et au dénominateur, si l’on SC rappelle n^ 6) que toute fraction augmente de valeur quand on
ajoute un même nombre à ses deux termes, il s'ensuit qu’on obtiendra d’abord
le maximum de la fraction ci-dessus en posant -is-t -ïqui est la plus
Alg. D,
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graoüc valeur quo puisse recevoir celte quantité «, ce qui donne
Actuellement, pour avoir le maximum relatif aux variations de i* et de T , il sufüt de rendre le numérateur le plus grand et le dénominateur le plus petit possible, ce qui sc fait en posant
7. Maintenant il est facile de prouver que des deux cause* d’erreur qui ont etc signalées au cororociicemcnt do cette Note, la seconde est celle à laquelle on doit déllnitivcroenl s’arrêter, sans avoir aucun égard à la première.
En ciïet, dans la question qui a pour but de déterminer le logarithme d'un nombre donnée puisque l'on a reconnu (4) que l’inexactitude de la proportion ne |>out influer sur le dernier chiiTre des logarithmes tabulaires, ou doit considérer la proportion comme tout h fait exacte, et ne tenir compte que de rinexactitude des logarithmes, en observant (5) que le dernier chiure décimal peut être fautif d'une unités en plus ou on moins.
Dans la sbcO!<ob QresTio^t {trouver le nombre auquel appartient un logarithme donné\ la limite de l'erreur qui résulte de l'inexactitude des logarithmes ta> bulaires ne dépendant (C) que de la düTerenco tabulaire S et, par suite, des
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derniers chilTres de ces lo{;aritbmeSf chiffres sur lesquels l'inexactitude de la proportion n'a aucune influence, il s'ensuit encore que la première cause d'er> reur peut être tout à fait négligée.
8. 11 ne nous reste plus qu'à faire l'application de la théorie précédente aux Tables dont on fait usage ordinairement, c'est-à>dirc aux Tables de Callet.
Paruif RE çcESTio?». — I-a proportion i : :: W x, d'où x = donne (5)
les 7 j>ri*micrs chiffres décimaux, h une unité du 7* ordre décimal près.
Ainsi une somme de logarithmes ou de compléments arithmétiques de logarithmes peut être fautive d'une quantité dont la limite est exprimée )>ar autant d'unités décimales du 7® ordre qu’il y a de parties dans cette somme. De même, si, dans la vue d'obtenir une puissance d’un nombre, ou multiplie son b'ga» rithme par l'exposant de la puissance, le logarithme résultant peut être fautif ^'autant d'unités décimales du 7® ordre qu’il y a d'unités dans l'exposant de la puissance. Mais il n'en est pas de même quand il s’agit d'une extraction de racine, paich que les erreurs qui affectent les logarithmes sont divisées par les indices des racines.
Seconde ocestioü. — La proportion A ; 0 ;; 1 d’où r= —j donne la ra-
leur du nombre cherché, à une fraction près marquée par
Mais comme il est d'usage de convertir — en décimales, voyons à quel ordre
de décimales il convient d'arrêter l’opération.
Pour cela, soit » la puissance de 10 qui doit exprimer le dénominateur de
la fraction décimale obtenue. Observons que, dans la transformation de ^ en
décimales, on s’expose encore à commettre une erreur dont la limite est la
moitié de l'unité de l'ordre du dernier chiffre décimal, c’est-à-dire On doit
donc satisfaire à l'inégalité
— d’où — cl, par conséquent, A > 3*.
Donc A doit être au moins le double de la puissance de 10 à laquelle oo s’arrt'le.
Cela pose :
Il résulte de l'inspection des Tables de Callet que, jusqu'au nombre 31809, la différence tabulaire n’est pas plus faible que 3oo; donc, pour tous les nom-
bies compris entre 10000 et 31809, peut, en réduisant ^en décimales,
poussr r l’operation jusqu’aux centièmes^ et l’on est certain de l’exactitude du dernier chiffre décimal.
Passe CG terme, et jusqu’à tooooo, nombre pour lequel la différence tabulaire est 41» on ne peut compter que sur l’exaclitudc du chiffre des dixièmes, Dc| uis rooooo jusqu’à 108000, comme la diflérence se trouve encore exprimée par 3 chiffres (dont le premier à droite représente des unités du S* ordre), on peut de nouveau compter sur l'exactitude du chiffre des loo*'”*^, puisque celle différence va do 431 à 4o3, nombres plus grands que 300.
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Les Tables à 7 décimales publiées pur MM. Mirie et Rcynaud ont l’aTanU(^ de doniior» sous un format plus commode, à peu près les mêmes approiima* lions que celles de Callet. Nous n’oserions cependant pas affirmer, à cause de leur peu d’étendue (elles ne s’étendent pas au delà de 10000), que les deux causes d’erreur signalées ci>dessns ne donnenl pas plus d’une unité d'erreur sur lé 7* chilTro décimal, lorsqu’on cherche le logarithme d’un nombre, et plus de deujc unités d’erreur sur U chiffre des millièmes lorsqu’on cherche le nombre cor^pondant à un logarithme. Mais l’emploi de ces Tables, dans leur état actuel, n'en mérite pas moins d’éUe recommandé, en raison de la petitesse de leur format.
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THÉORIE GÉNÉRALE DES ÉQUATIONS
Introduction. — Les plus célèbres analystes se sont occupés du problème do la résolution générale des équations algébriques d’un degré quelronqueà une seule inconnue; mais jusqu’ici leurs efforLs ont été infructueux par rapport aux équations d’un degré supérieur au quatrième. Cependant les recherches qu’ils ont faites à ce sujet les ont conduits à des propriétés communes aux équations de tous les degrés, et dont ils ont ensuite tiré parti, soit pour résoudre certaines classes d’équations, soit pour ramener la résolution d’une équation donnée à celles d’autres équations plus simples. Nous nous proposons, dans ce Chapitre, de faire connaître ces propriétés, et leur usage pour faciliter la résolution des équations (*).
8 I. — Divisibilité des eoxctions entièhes. — Propriétés générales des
ÉQUATIONS. — Théorie complète du plus grand commun diviseur.
Divisibilité des fonctions entières.
230. Le développement des propriétés dont jouissent les équations de tous les degrés nous conduira à considérer les polynômes sous un point de vue particulier et tout différent de ceux sous lesquels nous les avons envisagés dans le premier Chapitre. Nous admettrons pour cela des expressions de la forme
dans lesquelles m est un nombre entier positif, mais dont les coefficients A, B, C, . . . , T, U désignent des quantités qui peuvent être quelconques, c’est-à-dire entières ou fractionnaires, commensurables ou incommensurables, numériques ou algébriques. Or, dans la division algébrique, telle que nous l’avons exposée (Chap. I"), on a pour but, étant donnés deux /rdynômes entiers par rapport à toutes les lettres et aux nombres particuliers qui y entrent, de trouver un troisième polynôme de même espèce, ejui, multiplié par le second, reproduise te premier.
(’) loir ta Noie V a tft fin du Votume.
34i clumnE vu.
Mais si l’on a deux polynômes
' -t- C.j" -, Tx --U,
qui no soient m'rcssmremrnt entiers que par rapport à x, et dont les cocfficienis A, B, C, A', B', C', ... soient quelconques, on peut se proposer do Iroufer un tmisirme /xi/rnôme, de mémo forme et de même nature que les deux précédents, qui, multi//lié parte seenn/i, reproduise le premier.
Le procédé peur effectuer cette division est analogue à celui do la division ordinaire ; mais il y a cette différence que, dans celle-ci, le premier terme de chaque dividende partiel doit être ejractement divisible par te premier terme du diviseur', au lieu que, dans la nouvelle espèce de division, on divise le premier terme do chaque dividende partiel (c'est-à-dire la partie affectée de ta plus haute puissance de ta lettre principale) par le premier terme du diviseur, sans s’inquiéter si le coefficient du quotient partiel corrcs|>ondant est entier ou fractionnaire, et l’on continue l'opération jusqu’à ce que Pon obtienne un quotient qui, multiplié par le diviseur, anéantisse te dernier dividende partiel, auquel cas la division proposée est dite exacte ; ou bien, jusqu’à ce que l’on panùcnne à un reste de plus faible degré que celui du diviseur, par rapport à la lettre principale; et, dans CO cas, la division est regardée comme impossible, puisque, en poussant plus loin l’opération, on obtiendrait des quotients dans lesquels la lettre principale serait affectée ^'exposants négatifs, ou entrerait dans le dénominateur; ce qui serait contre la nature de la question, puisque le quotient doit être do mémo forme que les polynômes proposés, c’est-à-dire composé d’un nombre limité de termes affectés d’exposants entiers et /msitifs.
Pour distinguer les polynômes entiers par rapporté une lettre, lalettrex par exemple (les coefllcicnts étant d’ailleurs quelconques), des polynômes ordinaires, c'est-à-dire des polynômes entiers par rapport à toutes les lettres et aux nombres particuliers qui y entrent, nous conviendrons de désigner les premiers sous la dénomination de fonctions entières de x-, et nous appellerons diviseurs rebuifs de ces polynômes d’autres fonctions entières de x qui les divisent exactement dans le sens que nous venons d’établir.
231. Il résulte do ces définitions que, si une fonction entière a pour diviseur relatif une autre fonction entière, le produit de ce diviseur par un facteur queb onque indépendant de la lettre principale est encore un diviseur relatif de ta première fonction.
EITISIBILITfi DES FONCTIONS ENTIÈRES.
En efTcl, supposons que l’on ait
= k’jf -+- B'x”-"-' + . . . -h ü'.
Soit K un facteur quelconque indépendant de on a nécessairement
K (A X* -î- B X* -f- . , . -r- Ij ) K K K
Or le second membre de cette identité est une fonction entière de x ; donc K(A'x-- B'x-'^-..) est diviseur relatif de Ax"-*- Bx""‘ + . . . .
Cela revient à dire que, tout diviseur relatif du produit
K(Ax’"-^-Bx"-'^-...^-V),
K étant un facteur indépendant de x, doit être aussi un diviseur relatif de la fonction Ax"-f- Bx""' -i-. ...
Cela posé, nous allons d'abord établir sur la divisibilité des fonctions entières quelques principes analogues à ceui qui ont été démontrés, en Arithmétique, sur les nombres entiers, parce qu’ils nous seront trèsutiles dans la recherche des propriétés relatives aux équations.
232. Preuier principe. — Toute fonction entière px -k- q du premier degré en x, qui dieise exactement le produit F >< F' de deux autres fonctions entières, divise nécessairement Tune d’elles.
Pour démontrer ce principe, supposons que F ne soit pas divisible par px ■+■ q\ nous allons prouver qu’alors F' le sera néces.sairement. En effet, en divisant F par px + q, suivant le procédé ordinaire, on parviendra à un reste qui ne contiendra plus x. Soient Q le quotient de cette division, et R le reste; on a l’équation identique
F =(/^x + fy)Q-f-R, laquelle, multipliée par F', donne
F F - (/jx -H 7)QF'-h RF'.
Or, par hyiiothèse, F x F' est divisible par px -h q ; ainsi le quotient du second membre par px -1- q doit se réduire à une fonction entière de x, ce qui exige que RF', et par conséquent F' (231), soient divisibles par px-^-q.
233. -Co>séquence. — Toute fonction entière, D, du premier degré en X, qui divise exactement le produit F x F' X F' x . . . de m fonctions entières, divise nécessairement l’une de ees fonctions.
CnAPITRE TIl.
Car si D ne divise pas' F, il doit diviser le produit F' x F' x . . . , en vertu de ce qui vient d'etro dit; s'il no divise pas F', il doit diviser F" X F" X ... ; et ainsi de suite. D'où l'on voit que D, ne divisant aucun des (ffi — i) premiers facteurs, doit du moins diviser le m‘"“.
Ou déduit de là, comme cas particulier, que D ne peut diviser P sans diviser F (D étant un diviseur relatif du premier degré, et F une fonction entière quelconque).
23t. Second principe. — Soit une fonction entière F, résultant de la multiplication d'un nombre quelconque do fonctions entières F, F", F”,.. . (dont quelques-unes peuvent être égales). Celle fonctinn entière F ne snurail avoir (252) /mur tliviseurs reinlift du premier degré en x que ceux qui entrent dans les fonctions F', F', F",. . . nu (231 ) des produits de ces diviseurs relatifs par des facteurs indépendants de x.
Nous pouvons actuellement passer à l’exposition des propriétés communes à toutes les équations.
PBOPRIÉTÉS GÉNÉRALES DES ÉQUATIONS
233. Toute équation complète du degré m {m étant un nombre entier et positif) peut, par la transposition des termes et aprè la division des deux membres par le coefficient de xf, être ramenée à la forme
x” P.r" ' -I- 0^ • ■-*- Tx ■+- ü = o;
P, Q, R,. . . , T, ü étant dos coefficients pris dans le sens algébrique le plus général.
Cela posé, on appelle racine de cette équation (97) toute expression, de quelque nature qu’elle soit, c’est-à-dire numérique ou algébrique, léelle ou imaginaire, qui, substituée à la place de x dans l'équation, rend son premier membre égal à o.
23G. Une équation pouvant, en général, être considérée comme la traduction algébrique des relations qui existent entre les données et l'inconnue d'un problème, on est conduit naturellement à ce principe, que toute équation a au moins une racine. A la vérité, les conditions de l'énoncé peuvent être incompatibles ; mais alors on doit supposer que l’on serait averti par quelque symbole d’absurdité, tel qu’une formule renfermant, comme opération nécess;iire, l’extraction d’une racine do degré [>air d’une quantité négative; et il n'en existerait pas moins une expression qui, mise à la place de x dans l’équation, y satisferait. Nous admettrons
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donc ce principe, que nous aurons d'ailleurs occasion de vérifier, par la suite, pour la plupart des équations (*).
Voici maintenant une nouvelle proposition que l’on peut regarder comme la propriété fondamentale de la théorie des équations.
237. PaEJiiÈRE PROPRIÉTÉ. — Si (t est une racine de l’équation
Qj:""’-!-. . U = O.
le premier membre de cette équation est dicisible par (x — a); et, réciproquement, si un facteur de la forme (x — a) divise le premier membre de la pm/mséc, a est une racine de cette équation.
En effet, essayons la division, et voyons ce qui doit avoir lieu quand >n pousse l’opération jusqu’à ce que l’exposant de x devienne o dans le premier terme du dividende.
(Cette opération est de la nature de celles dont nous avons parlé (230), puisque a, P, Oj - • • sont de nature quelconque.)
x"-^ P.i:”'“'-H0'^“’‘^’"-t-Tx -t-U]
-eQ
Qié" ’
-hT
Pour peu qu’on réfléchisse sur la manière dont s’obtiennent les quotients partiels, on reconnaît, d’abord par analogie, et ensuite par un moyen déjà employé plusieurs fois (31 et 8G), une lui de formation pour les coefficients de ces divers quotients; et l’on peut en conclure : i° qu’il doit y avoir m quotients partiels ; 2° que le coefficient du m‘'”* quotient, c’est-à-dire de x*, doit être
T étant le coefficient de l’avant-dernier terme de la proposée.
Donc, en multipliant le diviseur par ce quotient, et soustrayant le produit du dividende, on obtient pour reste
oT -t- Pn”"' -I- -t- . . . -t- To -t- C.
(*) M. Caucliy a donné, dans ses Leçons h l’ÉeoIc Polyteehnique, une démonstration de cette proposition ; mais nous ne la croyons pas de nature à trouver place dans ces Éléments; d’autant plus que, dans notre opinion, elie n'est pas exempte de quelques objections.
CHAPITIIE VII.
Or, par hypotlièse, n psi racine de IVqualion; donc ce reste est nul, puisqu’il n’est autre cliosc que le résullat de la substitution de « à la place de x dans rtquation; ainsi la tlivishn se fuit exactement.
Réciproquement, si (x — a) est diviseur exact de x"' +- Px" ' le reste n"-r- P<z""' -j- ... doit être nul; ainsi (233) a est racine de l’équation.
238. Remnnjue. — En jetant les yeux sur le quotient do la division effectuée dans le numéro précédent, on aperçoit pour les coefficients la loi suivante : Chaque coefficient s'obtient en nmltiplianl celui qui te pré- . cétle par la quantité a, et ajoutant au produit relui ries coeffrients de l'équation proposée, qui occtqie le même rang que te terme du quotient qu'on veut obtenir.
Ainsi le coefficient du 3' terme, a' -t- P« -t- Q, est égal à (« -r- P) o Q, ou au produit du coefficient [iréciHlenl a -s- P (lar la quantité o, augmenté du coefficient 0 du 3' terme de l &iuation proposée. '
Le coefficient du 4" terme serait
(a'-»- Po 0) a "R, ou a’-i- Pa’-t- Qa 4- R.
Nous aurons quelquefois besoin de rappeler cette loi, qui d’ailleurs est facile à retenir.
230. SECo.vnE pnoraiÉTÉ. — Toute équation à une seule inronnue a autant de racines qu’H r a d'unités dans l'eximsant de son degré, et ne peut en amir davantage.
Soit x" -f- P J-""' -r- Qx"'’ -t-...-i-Tx-t-U = 0 l’équation proposée.
Puisque (231!) toute équation a au moins une racine, si l’on désigne par a la racine que l'équation précédente comporte nécessairement, son premier membre est (237 ) divisible par (x — a) ; et l’on a l’identité
Mais en posant
on obtient une autre équation qui a au moins une racine. Soit b cette racine, on a ( 237 )
X" '-P’.r" ■-^... =(x — i)(x"-=4-P’x"->4-...), égalité qui, multipliée membre à membre par l'égalité (i), donne
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Raisonnant sur le polynôme . . comme sur le précé-
dent, on a encore
égalité qui, multipliée par l’égalité (i), donne (3) Px™'-4-... = (x-rt)(x-é)(x — c)(x"-'-4-...
Remar(|uons maintenant que, pour clwque facteur du premier degré en X, mis en évidence, le degré de x dans le polynôme-quotient diminue d'une imité. Ainsi, lorsqu’on aura fait ressortir {»/ — i) facteurs du premier degré, l'exposant de -r sera réduit à m — {ni — 2). ou 2; c’est-à-dire qu’on obtiendra un polynôme du second degré en x, qui (97) est luiméme décomposablo dans le produit de deux facteurs du premier degré (x — ^) (x — /). Or, comme on aura déjà mis en évidence (ni — 2) facteurs du premier degré, il s’ensuit que finalement on a l'identité
X--S- Px"-' -r- (x -«) (x - ô)(x — f). . .(x - /){x - f
liant le second nirnibre est le produit de ni facteurs du premier degré en X.
Cela posé, puisqu’à chaque diviseur du premier degré en x correspond nécessairement (237) une racine àe la proposée, il s’ensuit que les m facteurs du premier degré x — a, x — b, x — c,. . . donnent, pour la projKisée, ni racines a, b, e,.. .. Donc, etc.
Il résulte d’ailleurs évidemment du princiiic établi (23i), que le polynôme .r" ~ P.r""' . ne peut avoir d’autres diviseurs relatifs du pre-
mier degré que x — o, x — ô, . . . , x — / , x — /, ou le prorluit de l’un de ces diviseurs relatifs par un facteur quelconque indéi>endant de x. Donc l'équation elle-même ne peut avoir pour racines que a, b, c,. .
X, l, qui sont les seules qu’on puisse tirer des équations
X — n = o, X — é = o,..., X — X=o, X — 1 = 0, ou, plus généralement, des équations
(M, M', M',.. . étant des facteurs indépendants de x).
Donc, enfin, toute éijuation du degré m a m racines, et ne saurait en avoir davantage.
2i0. Remarque. — Il existe des équations qui, en apparence, admettent moins de racines qu’il n’y a d'unités dans l'exposant de leur degré. Ce sont celles dont le premier membre a plusieurs facteurs égaux : telle
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serait l'équation
qui n’a que quatre racines différentes a, b, c, d, quoiqu'elle soit du dixième degré.
11 est évident qu’aucune quantité * différente do a, b, c, d no peut la vérifier. Car l'existence de cette racine a entraînerait celle du diviseur (x — a) dans le premier membre, ce qui est impossible en vertu du principe établi (234).
Mais la proposée n’en a pas moins lo racines, dont 4 sont égales à a, 3 égales à i, a égales à c, i égale à d.
Nous verrons par la suite que ces sortes d’équations sont plus faciles à résoudre que celles dont les racines n’ont entre elles aucune relation déterminée.
Consétjiience de In seconde propriété
Le premier membre de toute équation du degré m ayant m diviseurs du premier degré de la forme
JC — a, X — ft, X — c, ..., X — h, X — /,
si l’on multiplie ces diviseurs detuc à deux, trois h trois,. .., on obtiendra ainsi autant de diviseurs relatifs du second, du troisième,. .. degré en X, que l'on peut former de combinaisons différentes avec m quantités prises deux à deux, trois à trois, Or ces nombres de combinaisons
sont, comme on 1 a vu (147), exprimés par «i — , m — ^ — •••■;
et les produits obtenus sont d’aillenrs (234) les seuls diviseurs du même degré ([uo le premier membre de la proposée puisse avoir, à moins que l'on ne considère ensuite les produits do cos diviseurs relatifs par des facteurs indépendants de x.
Ainsi la proposée admet ni diviseurs du second degré,
m — — ,r— diviseurs du troisième degré: et ainsi de suite, a J
212. Com/Msition des éipiations. — Si, dans l’équation identique
x"-i- Px""' -i-... = (x — rt)(x — b)(x — c}. ..(x — /),
on effectue la multiplication do ni facteurs du second membre (148), et que l’on compare, terme à terme, les deux membres, on parviendra aux relations suivantes entre les coofOcients P, Q, R, . . . , T, U, et les ra-
r ;.ai- J bv C-- “ >gIc
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cincs n, b, r,..., k, l de la propos^'o, savoir ;
— a — A— c— — X — / =:P, ou
a — A -f- f -H ... -i- X -(-/ = — P ; ab ac kl = - Q
— abc — abtl — — — iX/ — R , ou abc -f- ab<l -t- . . . -v /X/ = — R ;
± abcd. . .kl = ü, OU abcil. . .kl — üzM.
(On a placé un double signe dans la dernière relation, parce que le produit — ax — Ax— CX...X — / est h- ou — abcd. . . kl, suivant que l'équation est de degré pair ou de degré impair.)
Donc ;
1“ La somme algébrique des racines, prises en signes contraires, est égale au coefficient du second terme ; OU bien, la somme algébrique des racines, prises aeec leurs signes, est égale au coeffeient du second terme, pris en signe contraire.
■x° La somme des produits deux à deux des racines, prises avec leurs signes, est égale au coeffeient du troisième terme.
3° La somme des produits trois à trois des racines, prises en signes contraires, est égale au coeffeient du quatrième terme; ou bien, la somme des produits trois à trois des racines, prises avec leurs signes, est égale au coefficient du quatrième terme, pris en signe contraire.
Et ainsi de suite.
EnGn, le produit de toutes tes racines, prises avec leurs signes ou en signes contraires, est égal au dernier terme; ou bien, le produit de toutes les racines, prises avec leurs signes, est égal au dernier terme de l'équation, pris avec son signe si l’équation est de degré pair, et avec un signe contraire si l'équation est de degré impair.
Les propriétés démontrées (98), par rapport aux équations du second degré, ne sont que des cas particuliers de celles qui viennent d'étro établies. Le dernier terme, pris avec son signe dans ces équations, est égal au produit des racines elles-mêmes, parce que l'équation est de degré pair.
N. J3. — On a supposé, dans tout ce qui précède, le coefficient du premier terme égal à l'unité. S'il en était autrement, il faudrait, avant d'établir les relations ci-dessus entre les coefficients et les racines, diviser toute l’équation par ce coefficient.
243. C'est ici le lieu d’établir deux propositions dont nous aurons plus d’une fois à faire usage par la suite.
CnÀPITRK TII.
3jü
Soit l éiiualioii la plus générale du degré
-t- Nx"-h Px""'-t-. . Tx -4- D = o;
A, B, 11, K, . . . , N, P, . . . , T, U étant des quantités algébriques quel-
conques. (Le ternie Nx" a n termes apres lui, et le terme Kx” " en a n avant lui.)
Cela posé, il peut arriver que des hypothèses particulières faites sur les données qui ont conduit à l'équation proposée anéantissent, soit les « derniers termes, à partir du terme Px"*‘ jusqu'à la fin, soit les « premiers termes, jusiju'au terme Hx™-’^^' inclusivement. Or je dis que, €liiiis te preniii r eus, l’éijuatio/i a un nombre n tle racines milles, et que, dans le second, elle a un nombre n de racines infinies.
Ln elTet, dans le premier cas, l'équation prenant alors la forme
x'(Ax™-"h- o,
. on peut y satisfiiire en posant,
soit x" = o, soit Ax""" .4 B.r"*’*' -4 N = o;
or la première hy])olhèse donne n racines nécessairement nulles (239), et la seconde [m — n) racines qui peuvent être quelconques.
Quant au second cas, faisons, comme au n” 192, x = j dans l’équation proposée.
Il vient, après 1a disparition des dénominateurs,
.4. T/" ' -t- . . .-r Bj -t A =■ o.
équations dont les n derniers coefficients sont, par hypothèse, égaux à zéro, et qui a par conséquent n racines nulles; donc, à cause do 1a relation X = il l'équation proposée à n racines infinies. c. o. F. d.
Introduetion. — En rédéchissant sur les propriétés précédentes, on aperçoit une très-grande analogie entre la recherche des diviseurs relatifs du premier degré d’une fonction entière de x et la résolution d’une i'quation. En effet, il résulte do la propriété du n° 239, que tout polynôme
Ay"-4- Bx"-'-4-Cx”-’-i-...-t-Tx-t- U
est décomposable on m facteurs du premier degré en x; or, pour obtenir cette décomposition, il suffirait d’égaler le polynôme à zéro, et de ré-
soudrc l’équalion par rapport à x\ et réciproquement, si l’on connaissait les facteurs du prémier degré en x qui composent ce polynôme, on connaîtrait par là môme les racines.
Si l’on a besoin de savoir résoudre une équation pour obtenir les diviseurs relatifs d’un polynôme, cela n’est pas nécessaire pour obtenir ce que l’on appelle le plus grand commun diviseur relatif de deux fonctions entières. Les analystes ont môme tiré parti de cette dernière question pour la résolution de certaines classes d’équations. Ainsi, avant de pénétrer davantage dans la théorie des équations, il est nécessaire que nous complétions la recherche du plus grand commun diviseur, question qui n’a été qu’ébauchée dans le premier Chapitre..'
Nous traiterons d’abord le cas de deux fonctions entières de x; après ^uoi nous considérerons celui où les deux polynômes sont entiers par rapport à toutes les lettres et aux coefficients.
DU PLUS GRAND COMMUN DIVISEUR RELATIF
24 i. Le plus grand commun diviseur relatif do deux fonctions entières de X est le polynôme du plus haut degré en j:, qui divise à la fois les deux polynômes proposés.
Il résulte évidemment de cette définition que, quand les deux polynômes ont été divisés par leur plus grand commun diviseur, les quotients résultants ne doivent plus renfermer aucun facteur commun en .r; car, s’il en existait un, le produit de ce facteur par le diviseur déjà considéré serait de degré plus élevé en x que ce diviseur, et serait encore diviseur relatif des deux polynômes.
Cela posé : soient r/, rf', d” les seuls facteurs du premier degré en x, communs à deux fonctions entières, et supposons que w, /^, y soient les exposants des puissances de ces facteurs, communes aux deux polynômes. Il est évident que le produit est un diviseur relatif commun aux
deux polynômes. Je dis, de plus, que c*est leur plus grand commun diviseur relatif ; car il résulte du principe établi (234) que les autres diviseurs relatifs communs ne peuvent être que des produits 2 à 2, 3 à 3,.. . des diverses puissances de f/, d\ d”, dont les exposants sont tout au plus égaux à //, /?, 7.
Nous pouvons donc établir, comme premier principe : 1“ que le plus grand commun diviseur relatif de deux fonctions entières est le produit des plus hautes puissances de tous les diviseurs du premier degré en x, communes aux deux polynômes ; 2” que tout diviseur relatif commun à deux fonctions entières divise nécessairement leur plus grand commun diviseur relatif.
CniPITRB VII.
;V. B. — On pourrait encore former une inOnité de diviseurs relatifs communs, de môme degré, en x, que d" x d'' x tf**; mais ce serait (231) en multipliant celui-ci par des facteurs indépendants de x.
245. Second principe. — Le plus grand commun diviseur relatif de deux jonctions entières est le même que celui qui existe entre le poljnôme du plus faible degré et le reste de leur division, ou, du moins, il n'en diffère que par un facteur indépendant de x.
En effet, soient A et B les deux polynômes, D leur plus grand commun diviseur relatif, Q et R le quotient et le reste de leur division, D' le plus grand commun diviseur relatif de B et do R; on a l’égalité
A^BxQ-t-R,
d’où l’on déduit, en divisant alternativement par Det D',
A BQ R A _ BO R
D’abord, D étant diviseur relatif de A et de B, il s'ensuit que A BO
g et ^ sont des fonctions entières de x; ainsi il doit en être de même
de 5; c’est-à-dire que D est diviseur relatif de B et de R. Donc, d’après
le premier principe, D doit diviser D' qui est le plus grand commun diviseur relatif entre B et R.
Do mémo, D', diviseur relatif de B et de R, l’est aussi de BQ et de II, et, i«r conséquent, do BQ -+- R, ou de A. Ainsi D', diviseur relatif de .4 et de B, doit diviser D, qui est le plus grand commun diviseur relatil entre A et B.
Les deux polynômes D et D' sont donc réciproquement divisibles l’ua par l’autre, ce qui exige qu’ils soient de même degré, et, par conséquent (214), qu’ils soient identiques ou no diffèrent l’un de l'autre que par un facteur indépendant de x.
246. De ces deux principes résulte le procédé suivant pour trouver le plus grand commun diviseur relatif do deux fonctions entières.
Divisez le polynôme du plus haut degré en x par le second ; si la division se fait exactement, le second polynôme est le plus grand commun diviseur cherché. Si vous obtenez un reste, divisez le second polynôme par le reste; en supposant que cette division se fasse exactement, le reste est le plus grand commun diviseur entre ce reste lui-meme et le scconil potynône, et, par conséquent , aussi entre les deux polynômes proposés. Si vous obtenez un second reste, divisez le premier reste par le second,
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Lorsque, en appli(|iiant le procédé ci-dessus. on parvient à un reste indépendant de X, on peut en conclure que les deux polynômes proposés sont premiers entre eux, en ce sens qu'ils n'admettent aucun diviseur commun en X-, car le plus grand commun diviseur relatif, divisant (âfo) le reste do chaque di\ision, devrait aussi diviser lo reste indépendant do x auquel on est parvenu, ce qui est impossible.
Nous verrons (239) les modifications que l’on peut, dans la pratique, apixirler à ce procédé, lorsqu’on l’applique à une certaine classe de polynômes.
217. Soit maintenant à déterminer le plus grand commun diviseur relatif de plusieurs fonctions entières A, B, G, E, ... . '
Ap[iclons D le plus grand commun diviseur entre .A et B, D' le plus grand commun diviseur entre IJ et G; je dis que D' est aussi le plus grand commun divi.sour de A, B, G.
En elTet, le plus grand commun diviseur de A, B, G, devant diviser A et B, divise leur plus grand commun diviseur D; d'ailleurs il divise aussi G : ainsi il doit diviser I)', qui est lo plus grand commun diviseur de D et de G; il ne peut donc être d'un degré plus élevé que D'. Mais D’est évidemment diviseur commun aux trois polynômes A, B, G; donc, enfin, D est leur plus grand commun diviseur.
On prouverait d’une manière analogue que lo plus grand commun diviseur D", entre D' et E, est le plus grand commun diviseur entre A, D, G, E; et ainsi de suite.
N. B. — Dans les applications, on commence par chercher le plus grand commun diviseur entre les deux polynômes du plus faible degré, puis entre celui qu’on a ainsi obtenu et le troisième polynôme le plus simple, sous le rapport du degré; etc.
248. En résumant les règles précédentes, on voit que, par une suite de divisions algébriques, on peut toujours obtenir le plus grand commun diviseur relatif entre deux ou plusieurs fmlynômes en x, quelle que soit la nature des coefficients dos diverses puissances de la lettre princi|ialc.
On peut encore observer que, toutes les fois qu’on opère sur des polynômes rationnels, c’est-à-dire sur des polynômes qui ne renferment aucun signe d'extraction de racine, l'application du procédé conduit à des quotients et à des restes qui peuvent être entiers ou fractionnaires, mais qui sont essentiellement rationnels. Ainsi le plus grand commun diviseur relatif auquel on pmvient par ce procédé ne peut être que rationnel.
Alg. D. 23
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ne rU'S GIUNO commun diviselu algébrique ohuinaire.
210. Fxs polynômps que nou.s allons mainlonanl considérer seront de la nature de ceux sur los(|uels nous avons opéré dans le premic’r Cha- [litre; et nous les a[)pellerons des fiolynùmcx rutinniiels et cnücr^, parce que leur caractère consiste en ce que, composés d’un nombre limité de termes, comme fonriions entières, ils ne renferment dans leur expression aucun des deux signes de la division ou de l’extraction dos racines; c’est-à-dire que les coefficients numériques ou algébriques sont entiers, et ipi’il n’entre ilans ces polynômes que des exposants entiers et positifs pour toutes les lettres.
Un polynôme rationnel cl entier est dit (acteur ou dmseur d’un second j)obnômc de même nature, hrsquil existe un troisième imlcnèune mtionnei et entier qui, niulti/diè par le produit, peut reproduire le second; et c’est par le proct'xlé de la division algébrique ordinaire tpt’on rc-connalt si le premier pidynômc est facteur du second.
Tout polynôme rationnel et entier est dit premier lorsqu’il n’a pas d’autre diviseur rationnel et entier que lui-méme et l’unité qui est diviseur de toute quantité entière ; et deux iKilynômes rationnels et entiers sont dits premiers entre eux, lorsqu’ils n’admettenl aucun facteur commun rationnel et entier, autre que l’unité.
2.'i0. Ces définitions étant bien comprises, nous regarderons comme démontrée la proposition suivante (*) : Tout polynôme premier P (ratiunnel et entier) rpti divise exactement le produit A X B rfc deux autres jtoh nômes rationnels et entiers doit nèeessairrmcnt diviser l'un de ces poiruâmes. Et voici les conséijuenccs (ju’on peut en tirer :
Premièrement. — Concevons qu’un ])olynôme rationnel et entier A soit déjà décomposé dans le produit de plusieurs facteurs premiers, numériques ou algébriques, mais rationnels et entiers, et que l’on ait
A Pr'P”P’"...P"
(plusieurs de ces facteurs premiers pouvant être égaux entn- eux).
Il résulte de la proposition qui vient d’étre énoncée qu’aucun polynôme premier p, différent de P, P', P' P”, ne peut diviser c.ir,
pour divi.scr A, il faut que p diWsc P x PP'P". . . P"; or, s’il est différent de P, il ne peut le diviser, puisque P est premier, et il doit, pir conséquent, diviser P’ P”. ..P". Par la mémo raison, si p est différent
(*) Voir, pour la démonstration, La Note qui est à la fin du Chapitre Vlll.
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de P', il doit diviser P'P".. . P*, et ainsi de suite; d’où l’on conclurait que P doit 6tre égal au dernier facteur P, ce qui est contre l'iiypolhèse.
Ainsi les seuls facteurs rationnels et entiers que A puisse renfermer sont les facteurs P, P', P',..., P, dans lesquels A est déjà décomimsé, ou les prwluits de res facteurs deux à deux, trois à trois, etc.
2ùl. Secondement . — Soient A et B deux polynômes rationnels et entiers, D leur plus grand commun diviseur, c’est-à-dire (31) le pohnôme le plus grand par rnpjmrt aux exposants et aux eoefficients, qui divise exactement les deux polynômes donnés. Si l’on désigne par A' et B' les quotients respectifs do leur division par D, on a (môme numéro) A = A'D, B = B'D, A' et B' étant premiers entre eux.
Cela posé, tout diviseur premier d, commun aux doux polynômes, no pouvant diviser en même temps A' et B’, doit, en vertu de la proposition fondamentale (2'iOl, diviser D. 11 est d'ailleurs évident que tout facteur premier qui divise A sans diviser B, ou vice versa, ne saurait diviser f).
Donc le plus grand commun diviseur de deux polynômes rationnels et entiers enntieni, comme facteurs, tous les diviseurs particuliers communs aux ileii.i /lolynômcs, et ne fseut en renfermer d’autres.
C'est le premier principe du n” 35 appliqué à deux polynômes rationnels et entiers.
2.’(2. Troisièmement. — Soient A et B deux polynômes rationnels et entiers; d, d', d",... les facteurs premiers (rationnels et entiers) communs aux deux polynômes; «, p, q,... les exposants des plus hautes puissances de ces facteurs, communes aux deux polynômes; et supposons, pour fixer les idées, que ces facteurs soient au nombre de quatre. On a les deux égalités ■
A = d' d’> d”> d-' k' , B = d'd’>d‘unw,
A” et B' étant premiers entre eux; car, s'il en était autrement, c'est quo l’on n'aurait pas mis en évidence tous les facteurs premiers communs.
Cela posé, je dis que l'on a, en désignant par D le plus grand commun di\ iseur entre A et B,
D = d"d'fd'ur\
En effet, il est évident d’abord que co produit d" d'<‘ d"^ d”' est diviseur commun des deux polynômes. Do plus, c’est le plus grand qu'on puisse obtenir, puisque (250) les autres facteurs no peuvent être quo les produits, deux à deux, trois à trois,. .. des diverses puissances doc/, d', d’, d“, dont les exposants sont tout au plus égaux à n, p, q, r. [C'est la proposition déjà démontrée (2 li) pour lo plus grand commun diviseur relatif.]
CHAPITRE VII
11 r('?ultc de là que deux polrnômcs rationnels et entiers ne peuvent ai'oir (pCun seul plus grand commun diviseur y c’est-à-dire un seul diviseur commun, dans lequel les coefficients et les exposants soient les plus grands |K)Ssibles, tandis que deux fonctions entières ont uno infinité de plus grands communs diviseurs relatifs (24i).
2o3. Quatrièmement. — On peut, sans aucun inconvénient, introduire ou supprimery dans Vun des jyolynômes A ou B, tel facteur rationnel et entier (juc l'on Juge à propos y pou nui que ce facteur ne se trouve pas déjà dans l'autre polynôme. Car il est évident que le plus grand commun diviseur entre les deux nouveaux polynômes reste le même qu’entre les polynômes proposés, puisqu’il doit se composer des mômes facteurs.
2oi. Cinquièmement. — Passons à la démonstration du second principe établi (3ü).
Observons d’abord que les deux polynômes A et B peuvent toujours être supposés tels, qu’après les avoir ordonnés par rapport à une de leurs lettres communes, a, et avoir divisé le polynôme du plus haut degré, A par exemple, par le second B, on ait obtenu un quotient entier et un reste de môme nature, dans lequel le plus haut exposant de a soit moindre que celui du diviseur.
En effet, pour que, dans chacune des opérations partielles, le quotient soit fractionnaire, il faut que le coefficient du premier terme de chaque dividende partiel no soit pas exactement divisible par le coefficient du premier terme du diviseur; et alors le dénominateur du quotient partiel est ce dernier coefficient lui-môme, ou l’un des facteurs de ce coefficient. Or il peut se présenter trois cas : ou ce coefficient divise en môme tein[>s les coefficients dos autres puissances de a qui entrent dans le diviseur; ou il a des facteurs communs avec tous ces coefficients; ou bien il a, avec quelques-uns seulement, des facteurs communs qui n’entrent pas dans les autres. (On dit, dans ce dernier cas, que tous les coefficients sont premiers entre eux.)
Dans les doux premiers, B contiendrait, comme facteur, ce coefficient, ou l’un des facteurs de ce coefficient; et ce facteur no sc trouvant pas dans le dividende, il ne saurait (251 ) faire partie du plus grand commun diviseur entre A et B. Ainsi (253) on pourrait le supprimer d’avance dans B; et la question serait ramenée à rechercher le plus grand commun diviseur entre A et le résultat B' provenant de la suppression de ce facteur.
Dans le troisième cas, on pourrait multiplier le dividende A par le multiple le plus simple des dénominateurs des quotients fractionnaires obtenus, lequel multiple serait nécessairement premier avee B. Le produit
de A par ce multiple ayant (253) avec B le môme plus grand commun diviseur que celui qui existe entre A et B, on pourrait alors opérer sur ce produit A' et sur B, comme sur les deux polynômes primitifs, et Ton serait alors certain d’avoir des quotients entiers.
Nous pouvons donc admettre a priori que les polynômes A et B satisfassent à la condition ci-dessus énoncée.
Cela posé, je dis que le plus grand commun diviseur entre A et B est le meme que le plus grand commun diviseur entre B e/ R, R désignant le reste de leur division poussée jusqu’à ce que le reste soit de degré moindre que B par rapport à la lettre principale a.
En effet, soient D le plus grand commun diviseur entre A et B, et D' le plus grand commun diviseur entre B et R; on a l’égalité
(0 ot R étant des polynômes entiers) ; d’où, divisant d’abord par D et ensuite par D',
ABxQ R ABxQ R Ü ~ ü Ü D' Ü' IV*
Ces deux dernières égalités prouvent :
i" Que D divisant A, B, et, par conséquent, B x Q, divise aussi R; ainsi D, diviseur commun de B, R, divise (251 ) D', qui est le plus grand commun diviseur de B et de R ;
2" Que D' divisant R, B, et, par conséquent, B x Q, divise aussi A; ainsi D', diviseur commun de B, divise D, qui est le plus grand commun diviseur entre A et B.
Puisque D et D', divisés réciproquement l’un par l’autre, doivent donner des quotients entiers, ces quotients ne peuvent être que Tunité; et l’on a
255. Il nous reste encore à faire une remarque propre à nous guider dans la question qui nous occupe.
Soit A un polynôme rationnel et entier que nous supposons ordonné par rapport à l’une des lettres qui y entrent, a par exemple.
Si ce polynôme n’est pas (249), c’est-à-dire s’il est décomposable en facteurs rationnels et entiers, il peut être regardé comme le produit trois facteurs principaux, savoir :
1® D’w« monôme A, commun à tous les termes de A (ce facteur se compose du plus grand commun diviseur qui existe entre tous les coefficients numériques, multiplié par le produit des facteurs littéraux communs à tous les termes);
CniPITRK vu.
a° Ü Hrt polynôme A, indépendant do », lequel doit (30) se trouver facteur commun à tous les coeflicienls des diverses puissances de a dans les polynômes ordonnés;
3" Ü H» /mlynônw A, dépendant de », et dans lequel les coefficients des diverses puissances de a sont premiers entre eux (2üi), en sorte que l’on a
Quelquefois l’un des facteurs A,, A„ ou tous les deux, se réduisent à l’unité; mais, du moins, telle est la forme la plus générale d’un polynôme rationnel et entier ordonné par rapport à ».
Il résulte de là que, quand il existe un plus grand commun diviseur D entre deux polynômes rationnels et entiers A et B, on a également
D, désignant le plus grand facteur monôme commun, D, lo plus grand facteur polynôme indépendant d’une lettre commune a, et le plus grand facteur polynôme dépendant do cette lettre.
Voici d’ailleurs lo moyen d’obtenir D, :
On eherche d'abord le facteur monôme A, eommun à tous les termes de A. Ce facteur est, en général, composé de facteurs littéraux qui se découvrent à la simple inspection des termes, puis d’un coclEcient numérique que l’on obtient en appliquant aux divers coeffirients numériques de A le procédé établi en Arithmétique (lo2) pour trouver le plus grand commun diviseur entre plusieurs nombres à la fois.
On eherche de même le facteur monôme B, commun à tous les termes de B; puis on détermine le plus grand diviseur D, commun à A, et B,.
Ce diviseur D, est mis à part, comme formant le premier facteur du commun diviseur cherché. On supprime d'ailleurs les facteurs A, et B, dans les deux polynômes proposés ; et la question est ramenée à chercher lo plus grand commun diviseur entre deux nouveaux polynômes A' et B' débarrassés de tout facteur monôme. C’est donc à deux polynômes de celte espèce qu’il convient d’appliquer le procédé dont nous allons donner le développement.
2oC. Il [)cut se présenter plusieurs circonstances, eu égard au nombre des lettres que A' et B’ renferment.
1° A' et B’ ne renfermant qu'une seule lettre a.
Si l’on ordonne A' et B' par rapport à », les coefficients seront néces-
THÉORIE COMPLÈTE DU PLUS GRAND COMMUN DIVISEUR. 35y saircment premiers entre eux, puisqu'ils sont numériques, et qu’on a déjà retiré les facteurs monomes. Ainsi, dans ce cas, il n’y a lieu à rechercher que le plus grand facteur commun dé|ientlant do a, savoir D, (23o).
Pour l'obtenir, on commence (2Ü-1) par préjarer le polynôme du plus haut degré, de manière que son premier terme soit exactement divisible par le premier terme du diviseur. Cette préparation consiste à multiplier tr)ut le <livi(lemle par le cai ffu U nl du premier terme du diviseur, nu par un faeteur de ce eoeffieient, ou (3li) par une certaine puissance de ce cneffieicnt, afin do pouvoir exécuter plusieurs opérations de suite sans nouvelles préparations.
On effeetue alors la division , et Von pousse l'opération jusi/u’à ce qu’on obtienne un reste de plus faible degré que le polynôme qui a servi de diviseur.
On cherche si, entre les cncjjîcients de ce reste (qui no peuvent être que des nombres), it n’existerait pas un facteur commun qu’on aurait soin de supprimer, comme ne pouvant faire [larlie du plus grand commun diviseur cherché; après quoi, on oiière sur le second imlynôme et sur le reste, comme on a opéré sur les deux /ml mômes A' et B’.
On continue cette série d'o/icrations jusqu’à ce r/ue Von soit parvenu à un reste diviseur exact du reste précédent, auquel cas ce reste diviseur est le plus grand commun diviseur qui existe entre A' et B'; et D, X D, exprime alors le plus grand commun diviseur entre A et B; ou h\ec\ , jusqu’à ce qu’on trouve un reste indé/>endant de a, c’esl-à-dire numérique, et c’est un signe certain que les deux [wlynômcs A' et B' sont premiers entre eux.
%° X' et B' renfermant deux lettres a et b.
Après avoir ordonné ces polynômes par rapport à a, il faut d'abord procéder à la recherche du facteur polynôme D, indé/>cndant de «(233).
Pour cela, on commence /lar déterminer le /dus grand commun diviseur X, entre tous les cm-JJicients des diverses /ndssances de a ilans le polynôme X'. Ce commun diviseur s'obtient en appliquant le procédé (2i7) relatif à la recherche du plus grand commun diviseur entre plusieurs polynômes à la fois, ainsi que la règle qui a été établie dans le cas précédent, puis(|uc ces coefficients no renferment que la seule lettre b. On détermine de même le /dus grand commun diviseur B,, entre tous les roejfficients de B'. Comparant ensuite et B„ on met à />nrt leur /dus grand commun diviseur D„ comme^faisant partie du plus grand commun diviseur cherché; ell’o/i su/>prime d’ailleurs les facteurs A, et B, ebms A' et B'; ce qui donne lieu à deux nouveaux polynômes A' cl B' dont les coefficients sont /sremiers entre eux, et auxquels on peut, par conséquent, appliquer ce qui a été dit dans le premier cas.
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Toutefois, il fniil avoir le soin, pour chaque reste, de s'assurer sites coefficients des diverses puissances de la lettre a ne renferment juis un facteur commun, qu’on supprimerait alors comme étant étranger au commun diviseur. Nous avons déjà fait voir (38) que ces suppressions sont absolument indispensables.
On obtient ainsi pour .\* et B’ Je commun diviseur D,; et |>our les deux polynômes A et B, le plus grand commun diviseur est D, x D, x Dj.
.V. B. — En appliquant à A’ cl B' le procédé indiqué dans le premier cas, on reconnaît encore que ces deux polynômes sont premiers entre e«jr, ô ce signe, (ju'on obtient un reste, soit numérique, soit fonction de b, mais indép<-ndant de a. .Alors .A et B n'ont pour plus grand commun diviseur que n, X D,.
3“ A' et B' renfermant trois lettres a, b, c.
Les doux polynômes étant ordonnés par rapport à a, on détermine p’abord le plus grand commun diviseur indéfiendant de a, ce <|ui se fait en appliquant aux coefficients des diverses puissances de a, dans les deux polynômes, le procédé (217) et la règle du second cas, puisque ces coefficients poljTiômcs ne renferment que les deux lettres b, e.
Le iKifynôme indépendant D, étant ainsi mis en évidence, et les facteurs A, et B, qui l'ont donné, étant supprimés dans A' et B’, il en résulte doux polynômes A’ et B' dont les coefficients sont premiers entre eux, et auxquels on peut, par conséquent, appliquer ce qui a été dit dans les deux cas précédents.
Et ainsi de suite.
Nous engageons les jeunes gens à se pénétrer du procédé que nous venons d’établir, et à tâcher d’en bien saisir l’esprit.
Nous allons en faire l'application à quelques exemples.
2ü7. Soient les deux polynômes
a^d'—c’d^ — n’c’-f- c‘, et — lac' -h — iacd.
Le seconri [lolynôme est le seul qui renferme un facteur monôme ; ce facteur est a. En le supprimant et ordonnant par rapport à d, on obtient les deux nouvelles expressions
(a’ — c’)</’— «’c’ -1- c‘, et (aa’ — iac)d — af--,-c*.
Il faut d’abord procéder à la recherche du commun diviseur indépendant do la lettre d.
Or, si l’on considère le coefficient a’— c’et —a’c’-+-c‘ du premier polynôme, on observe que — a’c’-hc* peut se mettre sous la forme — c’(a’ — c*), d’où l’on voit que a’ — c’ est facteur commun cuire les
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deux coefficients du premier polynôme. De môme les coefficients du second, 20* — 2 ne et — ac’-hc‘, reviennent à a a (a — c) et — c’(n — c); donc fl — e est facteur commun entre ces coefficients.
Comparons maintenant les deux facteurs a’ — c’ et a — c. Comme ce dernier divise l’autre, il s’ensuit que a — c est un facteur commun aux deux polynômes proposés; et c’est le plus grand diviseur imlépendanl de d.
Supprimons d'ailleurs a’ — c’dans le premier polynôme, et a — r dans le second ; on obtient pour les résultats de cette suppression d’ — e‘ et aad — c’y polynômes auxquels il faut appliquer le procédé ordinaire.
d’ — c’ ) aad — c’
^n’d’— 4fl’c’ ) aad-rc’
-t- aae’d—
— Tô’c’-.-c*.
Explicniion. — Après avoir multiplié le dividende par 4 fl’, et effectué deux divisions consécutives, on obtient pour reste — 4«’c’-+- c‘, polynôme indépendant de la lettre principale r/; donc les deux polynômes d’ — c’ et and — c’ sont premiers entre eux. .Ainsi le plus grand commun diviseur des polynômes proposés est a — c. '
Reprenons le même exemple en ordonnant par rapport à n. Il vient, après la suppression du facteur 2 dans le second polynôme,
(r/’— c’)fl’ — c’d’-s-c'y et 2f/fl’ — (2crf-t- c’)a -s- c’.
En jetant les yeux sur le second polynôme, on reconnaît facilement que les coefficients des diverses puissances de a sont premiers entre eux. Quant au premier polynôme, on observe que le coefficient — c’r/’-i-c' du second terme, ou de n*, revient à — c’), d'où il suit que f/’— c’ est facteur commun aux deux coefficients; et comme ce facteur n’entre pas dans le second polynôme, on peut le supprimer dans le premier sans en tenir aucun compte, comme ne faisant pas partie du commun diviseur.
Opérant cette suppression, puis prenant le second polynôme pour dividende et le premier pour diviseur (afin d’éviter la préparation), on a :
i" adn’ — ard\a — e’ ^a’—c’
— c’ I ) ad
Reste — acd\n s- ade’
ou bien fl — c
(on supprimant le facteur commun — acd — c’);
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— C* I rt — c ac — r* ^ « -f- c
Explication. — Après avoir eiïecluô la première division, on obtient un reste qui renferme le facteur — icd — dans ses deux coeflicients ; car ar/c*-*- c* = — c(— 2cr/— r’). Ce facteur étant supprimé, le reste se réduit ha — c, polynôme qui divise exactement fl’ — c’.
Donc a — c est le plus grand commun diviseur cherché.
Les commençants feront bien do re^)rendre le môme exemple en ordonnant par rapport à c.
2i>8. Il existe un cas assez remarquable, dans lequel on peut obtenir le plus grand commun diviseur plus aisément que par le procédé général ; c’est celui où l*un des deux polynômes renferme une lettre qui ne se trouve pas dans Vautre.
Dans ce cas, comme il est évident que le plus grand commun diviseur doit être indépendant do la lettre, il s’ensuit que, si l’on ordonne par rapport à cette lettre le polynôme qui la renferme, le plus grand commun diviseur cherché sera le même que celui qui existe entre les coefficients des diverses puissances de la lettre ordonnatrice et le second polynôme , lequel, par hypothèse, en est indépendant.
A la vérité, on sera conduit, par ce moyen, à déterminer le plus grand commun diviseur entre trois ou un plus grand nombre do polynômes; mais ceux-ci seront beaucoup plus simples que les polynômes proposés. Souvent môme il arrive que quelques-uns des coefficients du polynôme ordonné sont des monômes, ou bien on reconnaît, à leur seule inspection, qu’ils sont premiers entre eux; et, dans ce cas, on est certain que les polynômes proposés sont aussi premiers entre eux.
Ainsi, dans Icxeinple (2o7), traité par le premier moyen, après avoir supprimé le facteur a — c commun aux deux polynômes, ce qui a donné pour résultats
d^ — c’ et lad — c’,
on reconnaît immédiatement que ces deux nouveaux polynômes sont premiers entre eux ; car le second renfermant la lettre a qui n’entre pas dans le premier, il résulte do ce qui vient d’ôtre dit que le plus grand commun diviseur doit se trouver entre les coefficients et — c’ : or ces deux quantités sont évidemment premières entre elles; donc, etc.
Soient, comme application du cas que nous examinons, les deux polynômes
Zhcq -h Zomp -t- i8ôc -h Smpq
3Ga
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et
^luU| — 42/» -t- i\nd— yfgq.
Comme 1/ est la seule lettre commune à ces doux polynômes (qui d'ailleurs ne renferment pas de facteurs monômes], on pourrait les ordonner par rapport à cette lettre, et suivre le procédé ordinaire. Mais observons que b se trouve dans le premier polynôme, et non dans le second ; donc, si l'on ordonne le premier par rapport à ô, ce qui donne
(3cy -- i8c)i -t 3omp bwpq,
on peut assurer que le plus grand commun diviseur cherché est le même que celui qui existe entre le second polynôme et les deux coefDcients
3r</-t-i8c, 3oriip -i-
Or le premier de ces deux coefficients peut se mettre sous la forme Zr{q -+■ 6), et l’autre revient à 5nip(q -r- 6); d’où il suit que </ -t- 6 est le seul facteur commun à ces deux coefficients. Il suffit alors de voir si q -r- G, qui est un diviseur premier, est facteur du second polynôme. Or ce polynôme, ordonné par rapport à <7, revient à
et comme la seconde partie i^nd— 4i/g est égale à 6(4«rf — 7/g), il s’ensuit que ce polynôme est divisible par «y G, et donne pour quotient 4 ad - qfg.
Donc, enfin, 7 -t- G est le plus grand commun diviseur des deux polynômes proposés.
2.30. Nous terminerons cotte théorie par un rapprochement entre le procédé du plus grand commun diviseur relatif et celui du plus grand commun diviseur ordinaire, en traitant successivement par les deux procédés un exemple dans lequel les deux polynômes sont, non-seulement entiers par rapport à x, mais encore par rapport aux autres nombres qui y entrent; parce que, dans la suite, nous aurons à opérer sur beaucoup d'exemples de ce genre.
Soient proposés les deux polynômes
et
Gx*— 4x‘— iix’ — 3x’ — 3x — I ix' -r ax’ — i8x’-i- 3.r — 5.
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Tableau îles calculs par le proccilé du plus grand commun dii'iseur relatif.
Cx* — 4-r‘ — iix’ — 3x’ — 3x — I i4x*-4-2x’ — i8x’-(-3.r — 5
-7x‘-r iGx’-— x=4-5x-i (-X-2
•il 124
lox — 20X
Donc
^x’-3gx»-?9x-^ 2 •' 4 4
«■St le plus grand commun diviseur.
Tableau des opérations par la méthode ordinaire.
1° Multiplication par 16.
gf)x‘— 64x‘— i7Gx“— 48x'— 48x— iG ) 4.r* ax’ — i8x’-+- 3x — 5
— I l2x'-«- aSCx* — 120x’-^- 72X — iG)24x — 28
Reste -4- 3i2x'— 624x’+ i5Cx — 156 ou bien
4x‘-4- ux*— i8x’-i-3x — 5 -4- lox^ — 20x’ 4- 5x — 5
Donc
est le plus grand commun diviseur.
En appliquant le prociîdé du n° 246 sans faire aucune préparation, on parvient, comme on le voit dans le premier des deux tableaux de calcul, au résultat
^^x» - 3nr’--^x-^aX^ 39.r-.-jx--,
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ax’— h j: — \
pour le plus grand commun diviseur des deus polynômes. .
Or ce dernier résultat no dilTère du précédent que par le facteur
qui est commun à tous les termes de celui-ci, et que l’on peut mettre en évidence.
D’où l’on voit que l’cfret produit par l’apjilication du procédé sans prêparntinn est de donner le plus ^raml commun diciseur ordinaire qui existe entre les deux polynômes (qu’on suppose rationnels et entiers); de le donner, dis-je, embarrassé de facteurs étrangers, mais indépendants de la lettre principale.
Or, comme nous le verrons par la suite, le principal objet qu’on se propose dans la détermination du plus grand commun diviseur de deux fonctions entières est do l’égaler à zéro pour en tirer les valeurs de la lettre principale : on conçoit donc que l’introduction de ces facteurs étrangers dans le résultat ne peut, en aucune manière, inlluer sur les racines de l’équation obtenue, puisque ces facteurs, étant indépendants de la lettre principale, peuvent toujours être supprimés dans cette éiiuation.
Ainsi, dans ce cas, il est tout à fait indifférent d’employer ou de ne pas employer les modifications; et lorsqu’on les emploie, c’est seulement d;. ns la vue de simplifier les calculs.
Nous proposerons encore d’appliquer les deux procédés aux exemples suivants :
x*-4- 4^^* — Sx*— i6.r’ 1 1 x’-t lîx — g, 6x* r 20X* — I2X*— 48x’-i aax-ria;
le |>lus grand commun diviseur simplifié est X* -X X* — 5 X 3.
20X* — lax*-!- i6a‘ — i5x*-+- i4x*— i5x -s~ 4, i5x* — 9x*-*-47-r* — 2IX-^a8;
le plus grand commun diviseur simplifié est
5x’— Sx -h 4.
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§ II. — Transformations des éocations. — Première Partie :
De l’élimjnation.
Nous nous proposerons de réunir dans ce (viragrapLe les principales transformations dont le but est de ramener la résolution d'une équation donnée à celle d'une autre équation plus facile à traiter.
Première transformation,
Évanouissement du second terme de toute équation
Ou conçoit qu’une équation d’un degré donné est d autant plus aisée à n^udre, qu'elle renferme moins de puissance.s do l'inconnue; c'est ainsi que l'équation 3^= q donne sur-le-cbamp j = ± j/.y, tandis que l'équation complète .r’-t- px = </ a besoin d’une préparation pour être résolue.
Or, une étjuation quelconque étant donnée, on peut toujours, au moyen d'une transformation convenable , ramener sa résolution à celle d'une autre ét]uation privée du second terme.
Soit, en effet, l'étiuation générale
j"-4- Px”-'-t- . .-hTx U = o.
Posons .r — u -i- x', u étant une nouvelle inconnue, et x' une indéterminée dont nous pouvons dispo.ser à volonté; il vient
(rt s- x')” P(h x')""' H- 0(« -+- x' . -i- T(« -t- jt') T U — O,
ou, développant d'après la formule du binôme, et ordonnant par rapport aux puissances décroissantes de. «,
h” -1- mx' H™ ' .1- m ------ r'’ -s-
- P (/>! — i) Px'
Puisque x' est arbitraire, nous pouvons poser nix'-v- V o, d’où l’on tire
Portant cette valeur dans l’équation précédente, on parviendra, tout
ËVANOl'ISSEMENT DL' SECOND TEBSB.
calcul fait, à une transformée (elle que
privée du second terme. Celte équation une fois résolue, on obtiendra les valeurs de x qui correspondent aux valeurs de «, en remplaçant, dans la relation
X — U x\ ou X = H 1
ni
la lettre u par chacune de ses valeurs.
D'où l’on peut conclure celte règle générale :
Pour faire disparaître le second terme d'une équation, remplacez l’inronniie par une nouvelle inconnue augmentée du coefficient du second terme pris en signe contraire et divisé par te degré de l'éi/uatinn.
On peut reconnaître à posteriori que celle substitution doit atteindre le but qu’on s’était proposé.
En effet, soient «, b, c,d,... les m racines do l'équation donnée; il P P
résulte de l.i relation x — u , qui donne u = x -i — j que les va-
m in
leurs de u sont
u=a~ 1 OH , CH ) d ■<
la somme des nouvelles racines est donc
mais on a
la somme précédente se réduit donc à — P h- P, ou à o ; ain.si le coefficient du second terme de la transformée doit être nul de lui-même.
N. JS. — On a supposé le coefficient du premier terme do l'éiiuation égal à l'unité; mais si l'équation était de la forme
Aj” Px^-'h-. ..h-Tx h- ü = O,
en posant x — « -1- x', on obtiendrait, pour le coefficient do
expression qui, égalée à zéro, donnerait
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donc le dénominateur de la valeur de x' serait alors le produit du degré de l'éqiuilion par le eoeffxeicnt A du premier terme.
Appliquons la règle précédente à l’équation
x' -J- px — q.
Si l'on pose x = « — elle devient
ou, cflectuant les calculs cl réduisant
«' —f~=-.q\ donc H -- 1 , ! q ,
•I Va
par conséquent on obtient pour les deux valeurs de x correspondantes
2CI. Au lieu de faire disparaître le second terme, on peut demander que l’équation soit privée du troisième, du quatrième, etc.; il suffit pour
cela d'égaler à zéro le coefficient do Par exemple, pour
chasser le troisième terme, on posera, dans l’équation transformée cidessus,
m — - x”-r- {m — i ) Px' -t- Q r= o,
d’où l’on déduira pour x' deux valeurs dont chacune, substituée dans la transformée, la réduira à la forme
- P' R'//’"-’ . ,1- T'u -+-ll'= O.
Au delà du troisième terme, il faudrait résoudre des équations de degré supérieur au second |X)ur obtenir la valeur de x’; ainsi, pour opérer la disparition du dernier terme, on aurait à résoudre l’équation
Px'--'-4-...-(-Tx'h-U = o,
qui n’est autre chose que la proposée, dans laquelle on a remplacé x par x'.
Il peut arriver que la valeur x*= — — i qui (200) fait dLsparattre le
second terme, donne également lieu à la disparition du troisième ou d’un tout autre terme. Par exemple, pour que le second terme et le troisième
disparaissent à la fois, il faut que l’équation x' — puisse s’accorder
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avec celle-ci
m— - — x”-!- (;« — i)Px'-i- Q = O.
Or, si I on remplace, dans cette dernière, x' par — — > il vient m — I P’ P’
m — i) H 0 = O, ou (hi — l)P' — 2«/0 = O.
Ainsi, toutes les fois que cette relation existera entre les deux coefficients P et Q, la disparition du second terme donnera lieu à celle du troisième.
262. Remarque sur la transformation précédente . — Loi de forntation des pol) nômes dérivés,
La relation x = u-v- x\ dont nous nous sommes servi dans les deux numéros qui précèdent, indique que les racines de la transformée sont égales à celles de la proposée, diminuées ou augmentées d'une même quantité. Tantôt cette quantité est introduite dans lo calcul, comme une indéterminée dont la valeur est ensuite fixée de manière à remplir une condition donnée ; tantôt c’est un nombre particulier et donné à priori, qui exprime une différence constante entre les racines d’une première équation et celles d’une autre équation que l’on veut former.
La transformation qui consiste à remplacer x par u h- x' dans une équation est d’un usage très-fréquent dans la théorie des équations. Or il existe un moyen assez simple d’obtenir, dans la pratique, la transformée qui résulte de cette substitution.
Pour cela, intervertissons l’ordre des termes dans « -t- x'; c’est-à-dire remplaçons x par x'-+- u dans l'équation
x"-t- Px"-' Qx’*-’-i- Rx"-"-i . - Tx -4- U = o;
on trouve, en développant et ordonnant par rapport aux puissances ascendantes de U,
x'"" -t- nix’""‘ ii-hm ^ x'"~^ u’-)-. O.
-H Px'— '-(-(m - i) Px'— • -i-m (m - i) P-*’’"'*
-4- Qx""- - 2) Q x'"-’ -H ( m - 2 ) — ~ Q x'“- '
.V Tx' -I- T -t-U
.tlS'.B.
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Si l'on fait attention à la manière dont so composent les coefficients des diverses puissances de k, on verra que :
1° Le coefficient de u° n’est mitre chose que le premier membre X de la proposée, dans lequel on a remplacé x par x’. Nous désignerons dorénavant ce coeflicient par x'.
a” Le coefficient de u' se forme au moyen du précédent ou de X', en multipliant chacun des termes de X' par l’exposant de jd dans ce terme, et diminuant cet exposant d’une unité. Nous appellerons Y' cc coefficient.
3° Le coefficient de «’ se forme au moyen de Y', en multipliant chacun des termes tic X' par l’exposant de x' dans ce terme, divisant le produit par a, et diminuant ensuite l’exposant de x' d’une unité. Si l’on
appelle ~ ce coefficient, il est clair quo Z' se forme au moyen do Y',
comme Y' so forme au moyen do X' ; et ainsi de suite.
En général , un coefficient de rang quelconque, dans la transformée ri-dessus, se forme au moyen du précédent, en multipliant chacun des termes de celui-ci par l’exposant de x' dans ce terme, divisant le produit par le nombre des coefficients qui précèdent celui que l’on considère, et diminuant ensuite l'exposant de x' d'une unité.
Celte loi, d'après laquelle les coefficients X', Y', — i — > • • • dérivent
les uns des autres, est évidemment une conséquence immédiate de celle qui régit les difiérents termes de la formule du binôme (H9).
Les expressions Y', Z', V’, W',. . . sont appelées les polynômes dériivs de X', parce que Z' se déduit ou dérive de Y' comme Y' dérive de X’; V' dérive do Z' comme Z' dérive de Y'; et ainsi do suite. Y' est dit le premier polynôme dérivé , V le second, etc.; rappelons-nous d’ailleurs quo X' n’est autre chose quo le premier membre X do la proposée, dans lequel on a remplacé x par x’.
N. if. — On a supposé le coefficient du premier terme do la propiosée égal à I : s'il était tout autre, la loi de formation des coefficients de la transformée serait absolument la môme ; et le coefficient de serait égal à celui de x".
2(i3. Pour faire connaître l’usage de cette loi dans la pratique, proposons-nous do faire évanouir le coefficient du second terme de l’équation
x' I7JT — gx -t- 7 = O.
Il faut, d'après la règle du n° 2G0, poser
ou X = 3 -t- U,
Digilized by Googlc
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ce qui donnera une transformée du quatrième degré et de la forme
et tout se réduit à calculer X', Y', — > •
Or on a, en vertu de la loi précédente,
X'=^3)‘-i2(3)’-+-i7(3)=— 9(3)'-i-7, ou X' = — iio; Y'=4(3)’-36(3)’-i-34(3)'-9, ou Y'=-ia3;
Ç = 6(3)‘-36(3)' + i7, ou | = -37,
^ = 4(3)'-i2, ou ^ = 0.
Ainsi la transformée devient
«' — 37u’— ia3u — 110 = 0.
Soit encore proposé de transformer l'équation 4^:* — 5j:’-)-7jr— 9 = 0
en une autre dont les racines surpassent de {'unité chacune des racines de la proposée.
Posons la relation u = j: -i- i ; il en résulte
ce qui donne la transformée
X'= 4(— i)’— 5(— 7(— i)‘— 9, ou bien X' = —
Y'= lal— ij’ — io(— i)' 4- 7, ou bien Y'=a9;
— = i2(— i)' — 5, ou bien — = — 17;
^ = 4, ou bien ---j = 4.
Ainsi la transformée devient
4«’ — 17a’ t- aga — a5 = O
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On peut s’exercer sur les exemples suivants ;
Faire évanouir le second terme dans les étjuations.
i“ Jt'— lox' 7J:' 4- 4 J- — 9 = O.
Résultat ; — 33tt" - i5iu — 73 = o.
3x’ -(- i5x’-+- aSx — 3 = o.
Résidtat ; 3a’ - = O [voir n° 261 ).
3° Transformer l’éi/uation 3x' — i3x’ -+- 7x’— 8x — 9 = o en une autre dont les racines soient plus petites que chacune des racines de la
pro/josée, de la fraction
Résultat .• 3 a' — 9 a’ — 4 “■ " 5" = °-
Nous aurons souvent occasion do rappeler la loi de formation des po~ Ij ndnics dérivés.
264. Ces polynômes jouissent d’une propriété très-remarquable que nous pouvons faire connaître dès à présent.
Soient
X = o ou Px“"' f- . . . = O
une équation proposée, et a, b, c,..., l les m racines de celte équation; on a (234) l’équation identique
x” i- Px” ‘-4.. . = (x — n)(x — ô)(x — r). ..{x — /).
Cela posé, remplaçons x par x'-t- a, ou plutôt par x h- a (pour éviter les accents) ; il vient
ou bien, changeant dans le second ftts l’ordre des termes et regardant chacun des binômes x — a, x — b,., . comme une seule quantité,
Or, si l’on effectue les multiplications dans chacun des deux membres, on obtiendra d’abord pour le premier, en vertu de ce qui a été dit dans le numéro précédent,
X Ya -t- - a’ -I- . . . -t- a",
X étant le premier membre de la proposée, et Y, Z,. .. les polynômes dérivés de ce premier membre.
DISPARITION DES DÉNOMINATEURS
Quant au second, il résulte du n" 242 que :
La partie affectée de a*, ou le dernier terme, est égale au produit (or — fl) ( J — . .(x — /) des facteurs de la proposée;
2° Le coefficient de «' est égal à la somme des produits w — i à ai — i de CCS w facteurs;
y Le coefficient de «’ est égal à la somme des produits a? — 2 à w — 2 de ces m facteurs; et ainsi de suite.
D’ailleurs il y a identité entre les deux membres de la dernière équation; ce qui veut dire (180) que les coefficients des mêmes puissances sont égaux dans ces deux membres.
Ainsi :
1” On a
X = (x— fl) (.r — /;) (.r — c). . .(x — /) ; ce que l’on sait déjà.
2® Y, ou le premier polynôme dérivé, est égal h la somme des produits — 1 fl m — \ des m facteurs du premier degré de la proposée; ou bien encore, égal à la somme des quotients que Von obtient en divisant X par chacun des m facteurs du premier degré de la proposée; c’est-à-dire algébriquement
3® A ou le second polynôme dérivé (pris avec le diviseur 2), est égal
à la somme des produits m — 1 à m — 2 des m facteurs de la proposée; OU bien encore, égal à la somme des quotients que Von obtient en divisant X par chacun des facteurs du second degré ; c’est-à-dire
2 (X— fl){x— ô) (x— fl)(.r — c) (X — /•) (.r — ^ ’
et ainsi de suite.
N. B. — On représente quelquefois une équation par/(x) = o, et les polynômes dérivés par f'{^), f{^)i /'^(•*‘)»* • •; ïes expressions /(*r),
s’énoncent dXors fonction de x, fonction prime de X, fonction seconde de x, fonction tierce de x; et ainsi de suite.
SECONDE TRANSFORMATION
265. Une équation étant donnée, on peut toujours la transformer en une autre dont les racines soient égales à un multiple ou à un sous-multiple donné de celle de la proposée.
CUAPITRS VIL
Reprenons l'équalion
j"-+- Pj:""' -4- -i-...-i-Tx-!-U = o,
et désignons par y l’inconnue d'une nouvelle équation dont les racines soient k fois plus grandes que celles de la proposée. Si l’on pose y = X x, il en résulte
d'où, substituant et chassant le dénominateur du premier terme,
QX’^-*-’-+- R X^/"- -4 TX"- '/ -t- U X"" = O,
équation dont les coefficients sont égaux à ceux de la proposée, multipliés respectivement par X*, X', X’, X’,. . X*.
Cette transformation est principalement utile pour faire disimrafirc 1rs dénnminateurs d'une équation sans donner nu premier terme d'autre coefficient que l'unité.
Soit, pour fixer les idées, l’équation du quatrième degré
Si l’on fait, dans cette équation
/ étant une nouvelle inconnue et X- une indéterminée, il vient
nk
ck^
ek>
Cela posé, il peut arriver deux cas :
Ou les dénominateurs é, d, f, A sont premiers entre eux : dans cette hypothèse, comme k est tout à fait arbitraire, posons X- = bdfh, produit de ces dénominateurs ; il vient
y‘-h adfhy‘-i- cb'd eb‘d*f'A‘y-h gb'd'f'lé = o,
équation dont les coefficients sont entiers, et dont le premier terme a pour coefficient l'unité.
On a d’ailleurs, pour déterminer les valeurs do x qui correspondent
aux valeurs de r, la relation x = y— •
Otijn
Ou bien les dénominateurs renferment des facteurs communs ; et l'on
DISPARITION DES DÉNOMINATEURS
rendra évidemment les coefTicients entiers en prenant pour / /<• i>ins petit multiple de tous les dénominateurs.
Mais on peut encore simplifier davantage, en observant que tout se réduit à déterminer i do manière que . . contiennent les facteurs
premiers qui composent b, d, f, h à des puissances au moins égales à celles qui entrent dans ces différents dénominateurs.
Ainsi soit l’équation
x' — 7 .td x^ i-x = O.
t) 12 ISO yooo
Posons X = 7 ; il vient
, 5/- , 5X’ , yP i3/!'
b ■ 12 i5o yooo
Soit fait d’abord k égal à 9000, qui est multiple de tous les autres dénominateurs; il est clair que les coefficients deviendront des nombres entiers.
Mais si l’on décompose C, la, i5o et 9000 on leurs facteurs, on trouve
et en faisant simplement ^ = 2x3x5, produit des facteurs simples différents, on obtient
d’où l’on voit que les valeurs de /, /•’, P contiennent les facteurs pre-
miers 2, 3, 5, à des puissances au moins égales à celles qui entrent dans 6, 12, i5o et 9000.
Donc l'hypothèse ^ = 2x3x5 = 3o suffit pour opérer la disparition des dénominateurs. Il vient, en effet, par la substitution
ou, réduisant,
.y ' — 5.5. 7-’ -t- 5.3.5’._j-’ — 7.2’. 3’. 5./ — 1 3. 2. 3’. 5 = 0, ou bien enfin
— xSj ’-h 3y5j-’~ i2Go_»- — 1 170 = o.
Il y a des circonstances où l’on est obligé, dans l’expression de k, d’aug-
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nientcr l’exposant de l’un des facteurs premiers d’une ou de plusieurs unités; mais on doit sentir la nécessité de ne prendre pour /. que le plus petit nombre possible, autrement on obtiendrait une transformée dont les coefficients seraient extrêmement grands, comme on peut en juger en calculant la transformée résultant de la supposition de 4 = 9000 dans l'équation précédente.
Voici de nouvelles applications .
1 1 aS
d’üù —
d'où
— - — > ou •l'.S.i
Oo’
7"’ — 657 ' 1 8go/’ — 80710 r’ — 9188007' h- 971000 = o.
2fiC. Les transformations précédentes sont celles dont Tusage est le [dus fréquent. Il en est encore d’autres assez usitées; mais comme elles sont trop simples pour être traitées séparément, nous n’en parlerons que quand l'occasion s’en présentera.
En général, le problème des transformations doit être regardé comme une application du problème de \' élimination entre deux équations d'un degré quelconque à deux inconnues. En effet, une équation étant donnée, supposons qu’on veuille- la transformer en une autre dont les racines aient avec celles de la projiosée une relation déterminé-c.
Désignons par F{ j:) = o l'équation proposée (qui s’énonce fonction t/ex égale o), et par f(x, y) = o l’expression algébrique de la relation qui doit exister entre la première inconnue, x, et la nouvelle, y; la question SC réduit à tâcher, au moyen de ces deux équations, d’en obtenir une troisième qui ne contienne que y : ce sera alors l’équation demandée. Lorsque l'inconnue x n’entre qu’au premier degré dans /{x, y) = o, la transformée est facile à obtenir ; mais si elle y est élevée à la seconde, à la troisième,,., puissance, il faut avoir recours aux méthodes d'élimination.
Donnons une première idée do cette théorie qui joue un si grand rôle dans l'analyse algébrique.
I)R l’êliiiin*tion.
£liuination. — Première Partie.
267; tUmincr une inconnue entre deux étjuntions d'un degré quelconque h deux inconnues, c’est parvenir, après une suite d’opérations cséculées sur ces équations, à une seule équation qui ne renferme que l'une des inconnues, et qui donne toutes les valeurs de cette inconnue, propres à vérifier les deux équations en même temps que des valeurs correspondantes de l’autre inconnue.
L'équation, /o/!rt/o/j de l’une des inconnues, à laquelle on parvient, se nomme équation finale; et les valeurs de l'inconnue, tirées de celte équation, sont appelées valeurs convenables.
De toutes les méthodes d’élimination connues, la méthode par le plus grand commun diviseur est, en général, la plus expéditive; aussi c’est celle que nous allons développer ici.
Soient*
ou, plus simplement,
les équations proposées.
Sujiposons Véquatinn finale en y obtenue, et tâchons de reconnaître quelque propriété des racines do cette équation, qui puisse nous servir à la former.
Soit jr = 6 l’une des valeurs convenables de y- Puisque cette valeur vérifie les deux équations conjointement avec une certaine valeur de x, elle doit être telle que, si on la substitue à la fois dans les deux équations, qui ne renfermeront plus alors l’inconnue y, ces équations admettent au moins une valeur commune pour x; et à cette valeur commune doit nécessairement (237) correspondre un commun diviseur en x. Ce commun diviseur sera du premier degré en x ou d'un degré supérieur, suivant qu’à la valeur particulière = 6 il correspondra une ou plusieurs valeurs de x.
Réciproquement : toute valeur de y, qiu, substituée dans les deux équations, leur donne un commun diviseur en x, est nécessairement anc valeur convenable; car alors elle vérifie évidemment les deux é<iuations en même temps que la valeur ou les valeurs de x tirées de ce commun diviseur égalé à o.
268. Remarquons d’ailleurs ayè avant aucune substitution les premiers membres des équations ne peuvent avoir de commun diviseur, fonction
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des dcui inconnues ou de l’une d’elles seulement, à moins que les l'quations ne soient indéterminées, ce qu’on ne suppose jws.
Admettons, en effet, pour un instant, que les équations A= o, B = o, soient de la forme
A'xD = o, B’xD = o,
D étant fonction de x et de x-
En ]X)sant séparément D = o, on obtient une seule équation à deux inconnues, qui peut être satisfaite par une injinité de systèmes de valeurs. D’ailleurs, tout système qui anéantit D rend également nuis A'D, B D, et satisfait, par conséquent, aux équations
Ainsi riiypothèse do l’existence d’un commun diviseur en x et v entre les deux polynômes A et B entraîne la conséquence que les équations pro|>osées sont indéterminées, c’est-i-dire susceptibles d'étre satisfaites par une infinité de systèmes de valeurs de x et de y- r>ès lors il n’y a pas lieu de déterminer une éijuaii m finale en _j-, puisque le nombre des valeurs de est
Si D était fonction de x seulement, on concevrait l’équation D = o résolue par rapport à x ; ce qui donnerait une ou plusieurs valeurs pour cette inconnue. Chacune do ces valeurs, substituée dans A' x D = o et B' X D = o en même temps qu’une valeur de y tout à fiiit arbitraire, %>érifierait ces deux équations, puisque D devient nul par l’effet seul de la substitution de la valeur de x. Ainsi, dans ce cas, les deux équations proposées admettraient bien un nombre fni de valeurs pour x, mais une infinité de valeurs pour et il ne pourrait alors exister d’équation finale en y.
Donc, toutes les fois que deux équations A = o, B = o seront déterminées, c’est-à-dire toutes les fois qu’elles n’admettront qu’un nombre limité de systèmes de valeurs pour x et y, leurs premiers membres ne pourront avoir de commun diviseur fonction des inconnues, a\ant aucune substitution particulière faite pour l’une d’elles.,
N. £. — Le cas où A et B auraient un diviseur commun en y ne fait pas exception à la conséquence précédente, puisque alors il y aurait une infinité do valeurs do x qui correspondraient à chacune des valeurs de/ tirées de ce commun diviseur égalé à o.
209. De là il est aisé de conclure un procédé pour obtenir Yerjuation finale en y.
Puisque la propriété caractéristique de toute valeur co/nr/î«é/e de / est que, substituén; dans les premiers membres des deux équations, elle leur
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donne un commun diviseur en x qu’ils n’avaient pas auparavant {à moins que les équations ne soient indéterminées, ce qu’on ne suppose pas), il s’ensuit que, si aux r/riix polynômes proposés et ordonnés /wr rapport à X on applique le proeédé pour trotircr le plus grand commun diviseur, on n'en trouvera généralement pas; mais, en continuant l’o/x‘ration convenablement , on parviendra à un reste indépendant de x et jonction de y, qui, égalé à o, donnera l'équation finale demandée ; car toute valeur de^‘, tirée de cette équation, rend nul le dernier reste de l'opération du commun diviseur ; elle est donc telle que, substituée dans le reste précédent, elle rend ce reste diviseur commun des premiers membres A et B. Ainsi chacune des racines de l'équation ainsi formée est une valeur convenable de^-.
270. En admettant que l’équation finale fût complètement résolue, ce qui donnerait toutes les valeurs convenables, il faudrait ensuite obtenir les valeurs correspondantes de x. Or il est évident qu’il suffirait, pour cela, de substituer les différentes valeurs de y dans l’avant-dernier reste, d’égaler surcessivement à o les polynômes en x qui en résulteraient, et de tirer les valeurs de x de l’équation résultante; car ces jiolynômes no sont autre chose que les diviseurs en x qui deviennent communs à A et B.
Mais comme l’équation finale est, en général, d’un degré supérieur au second, nous sommes forcé de renvoyer à un autre Chapitre la seconde partie de la théorie de l’élimination, laquelle partie a pour objet de déterminer tous les systèmes de valeurs propres à vérifier deux équations d'un degré quelconque à deux inconnues.
Nous nous proposons également de revenir sur la méthode qui vient d'étre exposée, parce qu’elle a quelques inconvénients auxquels il faut obvier. Mais notre but était principalement ici do faire voir comment, deux équations d’un degré quelconque étant données, on peut, sans supposer la résolution d’aucune équation, parvenir à une autre équation ne renjermant plus que l'une des deux inconnues qui entrent dans les proposées.
271. Si l’on avait trois équations (i), (a), (3) renfermant les inconnues x,y et Z, pour obtenir l'équation finale en a, c’est-à-dire l’équation qqi admettrait toutes les valeurs do l'inconnue a, susceptibles de vérifier les trois équations en même temps que cerbiincs valeurs do x et do j’, il faudrait, en regardant comme connu, éliminer x entre les équations (■) et (a), puis entre (1) et (3), d’après la méthode du n° 2G9, ce qui conduirait à deux équations en y et a, auxquelles on appliquerait la même méthode pour éliminer/.
Même raisonnement pour quatre équations à quatre inconnues, etc.
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Pour le moment, nous nous bornerons à une seule application générale (le la méthode d'élimination.
Soit proposé le problème suivant
Une équation de de/’ré ni à une seule ineonnue étant donnée, on en demande une autre dont les racines soient une combinaison déterminée de deux quelconques des racines de la pmpisée.
Soit
Pj:"-' h- . ,-t- Ix -i- ü = o
l'équation proposée; appelons x', x*, x",... ses racines, et désignons par U l'inconnue de la nouvelle équation.
Si nous considérons deux quelconques des racines de la proposée, par exemple x' et x', on doit avoir, par hypothèse,
(la lettre F, qui s'énonce fonction de..., exprimant ici un certain système d’opérations qu’il faut effectuer sur les deux racines x' et x* pour obtenir la valeur do n).
D'un autre côté, puisque x' et x' sont des racines de l’équation donnée, on doit avoir les deux relations
(a) x'”-,- Px'—' Qx'"-»-h...-, Tx'- U= O,
(3) x’" -^Px'— ‘ H t-U = O.
Les équations (i), (a) et (3) peuvent donc être regardées comme les é(|uations du problème; et toutes les fuis que la nature de la combinaison ou de ]a fonction exprimée par la lettre F sera connue et définie, il suffira d’éliminer x' et x' entre ces trois” équations. L'équation finale en u sera l’équation demandée. Kn effet, le résultat, ne renfermant plus aucune trace des racines particulières x' et x’, conviendra indistinctement à toutes les racines x', x", x", . . . , et aura, par conséquent, pour racine une combinaison (exprimée par le caractère F) de deux quelconques des racines de la proposée.
273. Cherchons, comme cas particulier de la question précédente, une équation dont les racines soient les diflércnces entre deux quelconques des racines d’une éqiuUion donnée, et que l’on nomme, pour cette raison, Véquntion aux différences.
Solution. — Soient
x"-i- Px™-'-t ...= O
l’équation proposée, x’, x", x*, . . . scs m racines, et appelons u la va-
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leur d’une quelconque des différences
Jt " — x', x” — x', x' — X*, x' — jf, ....
On a d’abord, en vertu de l’énoncé, cette première relation ( I ) « = x" — x'.
D’ailleurs, x' et x”, étant des racines de la proposée, doivent y satisfaire, et donnent, par conséquent,
(2) x'"'-‘- Px'"*"' ‘ . . . = O,
(3) x*’"'-T-Px'"" '-+-...-0;
il s’agirait donc d’éliminer x', x* entre les équations (i), (2) et (3).
Mais comme de la relation (1) on déduit
d’où, substituant dans l’équation (3),
il s’ensuit que la question est ramenée à éliminer x' entre les équations (2) et (4).
Or l’équation (4) développée prend (2G3) la forme
et si l’on observe que X' n’est autre chose que x'" -h Px""~' -4-. . . , expression qui doit être nulle d’après la relation (2), la dernière équation, débarrassée du terme X', et divisée ensuite par «, se réduit à
Donc, enOn, l’équation cherchée résulte de l’élimination de x' entre les deux équations
Ainsi, règle générale : Pour former Véquation aux différences des racines d*une équation proposée, il faut éliminer x' entre l* équation \! —o qu’on déduit de la proposée en y remplaçant x par x , et V équation qui résulte de la substitution de (x'-h u) à la place de x, cette résultante étant d’abord débarrassée de son dernier terme X', et divisée ensuite par U.
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.V. B. — 1° Pans la pratique, on se dispense de mettre l’accent sur la lettre -r, c’est-ù-diro qu’on élimine directement x entre la proposée
X = O, ou jc’" 4- P j””' O,
et l’équation
jr U
dans laquelle Y, - sont composés en x, comme Y’’, — • sont
composés en x'.
Le résultat do l'élimination est évidemment le même.
2” -Yprés avoir posé dans l'équation X — o, x 4- « à la place de x, ce qui donne
X -1- Yh 4 tt’ 4- . . . 4- «" = O
on omet le terme X, comme formant le premier membre de la proposée, et l’on obtient une nouvelle équation
dont tous les termes sont divisibles par «, ou, ce qui revient au même, qui est satisfaite par ii = o. Cela doit être, puisque, parmi les différences entre les racines, il faut compter celle qui existe entre chaque racine et elle-même, mais si l’on supprime ce facteur u, l'éciuation ne renferme plus alors que les iHJfcrenccs entre ehacune des racines et toutes les autres. Or ce sont les seules différences que nous aurons besoin de considérer par la suite.
27i. Soit, par exemple, à déterminer l’équation aux différences des racines de ré(iiiation
On a d'abord, en vertu de la loi de formation (263),
ce qui donne les deux équations
X* — Gx — 7=0, 3 x' — 6 -: 3x « -i- u’ = o, entre lesquelles il faut éliminer x.
Si l’on applique à ces deux équations le procédé du n° 269, on obtient,
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pour l'équalion finale en u,
C esl l'éiiuation aux différences des racines de la proposée.
1275. Composition et forme de l'cquation aux différences.
On peut reconnaître « priori, pour toute équation du degré m, la forme et la composition de Y équation aux différences des racines de cette équation.
Désignons toujours par x', x’, x",... les racines do la proposée, et observons que, si l’une des différences est x’—x', il y en a nécessairement une autre, x' — x’, qui ne diffère de celle-là que par le signe, c’e^t-à-dire que, si a est une valeur do «, — ot en est nécessairement une autre, de même, Ç étant une racine, — S en est une autre ; etc.
Donc l'équation en « peut être mise sous la forme
(« — a) (h a) (h — e)(«-i- 6)(« — '/)(« -t- y). ..r- O, ou
Donc cette équation est de degré pair, et, de plus, ne renferme que des puissances do degré pair de l'inconnue ; c’est-à-dire qu’elle est de la forme
Le degré an est d’ailleurs égal à m{m — i), ou bien (146) au nombre d'arrangements deux à deux que l’on peut faire avec un nombre m do lettres.
Si, dans l’équation précédente, on pose, pour simplifier, tr - z, elle devient
équation d’un degré sous-double, dont les racines sont les carrés des différences entre x\ x", x”
Car, en mettant dans la relation «’ = 2, à la place de u, ses différentes valeurs -r” — x', x" — x',.. on obtient
L’équation en z s’appelle Yéquathn aux carrés des différences ; et on la considère ordinairement do préférence h l’équation a‘ux différences, comme étant d’un degré sous-double.
.4insi, dans l’exemple du numéro précédent, l’équation aux différences est du sixième degré, c’est-à-dire d’un degré marqué par 3(3 — i)= 6.
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Elle ne renferme que des puissances de degré pair ; et si l'on pose u‘ = z, elle devient
L’équation aux différences, ou plutôt l'équation aux carrés des dif/ercnces, nous sera très-utile par la suite.
§ 111. — Des équations susceptibles d'abaissement.
On comprend sous ce titre toutes les équations dont deux ou plusieurs racines ont entre elles des relations particulières et déterminées, parce qu'en général on peut faire dépendre la résolution de ces équations de celles d’autres équations de degré moindre ; telles sont les équations qui ont des racines égales, c'est-à-dire dont le premier membre (240) contient des facteurs égaux.
Les méthodes qui se rapportent à ces classes d'équations s’ap[>ellent méihxles d'abaissement, et doivent être regardées, jusqu’à un certain point, comme une branche de la transformation des équations, puisque le but général de cette théorie est de ramener la résolution d'une équation à celle d’une équation plus simple.
Théorie des racines égales.
276. Dire qu’une équation a des racines égales, c’est dire (240) que son premier menibre contient des facteurs égaux ; dès lors, le premier polynôme dérhé, qui (264) est la somme des produits (ni — 1) à («i — 1) des m facteurs de la proposée, renferme dans chacune de ses parties an moins une fuis tout facteur qui entre plusieurs fois dans la proposée. Donc il doit exister un commun dieiseur entre le premier membre de celle-ci cl son premier polynôme dérivé.
Mais de quelle manière ce commun diviseur se compose-t-il au moyen des facteurs égaux de l’équation donnée? C’est ce qu’il s’agit raaintenani d’examiner.
277. On demande de reconnaître si une équation a des racines égales, cl, aulanl rpie possible, île déterminer res racines.
Désignons par X le premier membre de l’équation
x”-i-P2-”-'-+-Qx"-=-s-...-i-Tx ^-U = o;
supposons qu’il renferme n facteurs égaux k x — a, n' facteurs égaux à X — b, u’ facteurs égaux à x — e, . . . , et qu’il contienne en outre les facteurs simples x — p, x — 17, x en sorte que l’on ait
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Si l’on considère Y, ou le polynôme dérivé de X, on a vu (261) que ce polynôme est encore égal ô la somme i/es quotients de la dà'ision de X fmr chacun des m facteurs de ta proposée. Or, comme X renferme n facteurs égaux à .r — «, on aura d’abord n quotients partiels égaux à
môme raisonnement pour les facteurs x — b, x — c, D’ailleurs on
ne peut former qu’un seul quotient égal à — —> '
Ainsi, Y est nécessairement de la forme Y__^X^ n'\ X_ _X_ X
D’après a-tle composition du polynôme Y, il est visible que (x — «)"■', (x — 4)“’"', (x — r)"'-',... sont des facteurs communs à toutes les parties do ce polynôme; donc le produit (x — a}"^' (x — b)"'~‘ (x — c)“'~‘.. . est \in diviseur relatif de Y (230). D’ailleurs X renferme aussi évidemment .ce diviseur; ain.-i X et Y ont pour commun diviseur relatif
Je dis maintenant que c’est leur plus grand commun diviseur. En effet, les facteurs premiers de X sont x — n, x — b, x — r, . . . et x — /a, x — q, X — r, or Y ne peut avoir pour diviseur x — p, x — q, X — r, ..., puisque chacun d’eux entre comme facteur dans foutes les parties de Y, une seule exceptée.
Donc, enfin, le plus grand commun diviseur de X et Y («t
D = (x — «)"“'(x — bY~'(x — r)"'"'..
c’est-à-dire que ce plus grand commun diviseur est le produit des facteurs qui entrent plusieurs fois dans la proposée, élevés respectivement a des puissances dont les exposants sont moimlres d'une unité que dans ta proposée.
De là on peut conclure la méthode suivante
Pour reconnaître si une éiiualion X = o renferme dos racines égales, formez Y ou le /mlynômc dérivé de X, puis cherchez (246) le plus grand commun diviseur relatif entre X et Y ; si vous n’en trouvez pas, l'équation n’a pas de racines égales ou de facteurs égaux.
Si vous en trouvez un, et que ce commun diviseur D soit du premier degré, ou de la forme a — h, posez
X — 4 = 0, d’où X = 4 ;
vous l'.otivcz alors conclure que l'équation a deux racines égales a h, et Mg. B. 25
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n'a que cette seule espèce de racines égales, dont vous pouvez la débarrasser en divisant X par (a* — /i)*.
Si D est du second degré en résolvez l'équation D = o ; il peut arriver deux cas : ou les deux racines sont égales, ou elles sont inégales.
Si vous trouvez D = (x — /<)’, vous pouvez en conclure que l'éqtmtion a trois racines égales à //, et n'admet que cette seule espèce de racines égales, dont vous pouvez la débarrasser en divisant X par (x — //)\
2® Si D est de la forme (x — /<)(x — //'), c’est que la proposée a deux racines égales à h, et deux racines égales à h', dont on la débarrasse en divisant X par (x — ^)’(x — h'f, c’csl-à-dire par D^
Supposons maintenant que D soit d’un degré quelconque, il faut, pour connaître les diverses espèces de racines égale§ et le nombre des racines de chaque espèce, résoudre complètement l'équation D = o, e/ toute racine simple de ïi — O sera double dans la projjosée; toute racine double f/c D = O sera triple dans la proposée; et ainsi de suite.
Appliquons cette méthode à quelques exemples
Reconnaître si l'équation
a des racines égales, et hs déterminer s’il en existe.
On a (262), pour le polynôme dérivé,
Or, en appliquant à ces deux polynômes le procédé du plus grand commun diviseur, on trouve
ce qui prouve que l’équation a deux racines égales h 3.
Divisant son premier membre par (x — 3)*, on obtient
2di’-+-i = o; d’oô x=±:-v^— 2.
Ainsi, l’équation est complètement résolue, et elle a pour racines
3, 3, ^--v/ — 2, et — -V''— 2.
Soit pour second exemple
x' — 2a* H- 3a* — 7X*-+- 8x — 3 = o; on a, pour le polynôme dérivé,
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et pour commun diviseur
2X-+-I ou (x— i)*;
donc la proposée a trois racines égales à i.
Divisant son premier membre par (.r - ij’ ou par x _ 3x'-f- 3,r - i on trouve pour quotient - *
3 1= O ; d’où ;r - - — ^ — m
L équation est donc encore complètement résolue.
Soit la nouvelle équation
x= T- 5jr‘+ 6x- - 6x‘ - i5a ' - 3x’-t- 8x -4- 4 = o;
le polynôme dérivé est
■7x''->r- 3ox'-h 3ox'— a4x _ 45:t’— 6x -t- 8; et I on trouve pour commun diviseur
L équation x -t-Sx’-f-x’— 3x — a = o no peut pas être immédiate- ^nt risolue; mais en y appliquant la méthode des racines égales, c’est- Mire en recherchant le plus grand commun diviseur entre le premier membre et son polynôme dérivé, 4x>h- gx’-i- ax - 3, on trouve pour commun divn^ur x -i- i ; ce qui prouve que x i entre au carré dans
X -i- 3x*-f x’— 3x — a, et au cube dans le premier membre de la proposée. '
Si I on divise x'-t- Sx’ -t- x’ — 3x — a par (x -h i)’ ou x’-t- ax — i il vient pour quotient x=-Kx_a, polynôme qui, égalé à zéro, donné Ifô deux racines x = i, x = — a, ou les deux facteurs x - i et x -i- a. On a donc
Ainsi le premier membre de la proposée est de la forme (x-+-i)>(x-i)>(x-Ha)’;
ou bien, en d’autres termes, l’équation a trois racines égales à - 1, deux égalés à 1 , et f/eux égales à — a.
Voici de nouvelles applications :
•^'-7x“ +IOX 4-aax‘-43x’-35x’-,-48x-f-3C = o, (x-a)»(x-3)»(x-M)’ = o;
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1° .c" — 3j:^— gjr’ — igx* -+- lyx^ — SSx’ lyx —9 = 0,
2S0. Lors(iu’cn appliquant la rndlhodc précédente on obtient une équation D = O d’un degré supérieur au second, comme cette équation [leul elle-même être soumise à la méthode, on parvient souvent ainsi à opérer la décomposition de D = o en scs facteurs; et l'on connaît par ce moyen les dinérenles espèces de racines égales de l'é(]uation X = o, ainsi que le nombre des racines de chaque espèce. Quant aux racines simples de X = o, on commence par dégager cette équation des facteurs égaux qu’elle renferme; et l’équation résultante, étant résolue, fait connaître ces racines simples.
Les racines égales de X = o ne peuvent pas toujours être découvertes immédiatement : c’est ce qui arrive, par exemple, lorsque D n'a que des racines simples cl surpasse le second degré, auquel cas chacune des racines entre deux fois dans la proposée; et l’on no peut les obtenir qu'en résolvant l’équation D = o d’après des méthodes que nous exposerons ultérieurement.
281. Mais, pour ne rien laisser à désirer sur cette matière, nous allons faire voir que, quelle que soit l'équation proposée, si elle a des racines égale s,o« peut toujours faire dépendre sa résolution de celle d’une suite d’équations dont la première n’admet que les racines simples de la proposée, une seconde les racines doubles (c'est-à-dire les racines qui y entrent deux fois), une troisième les racines triples, etc.
En oITct, soit X = o l’équation proposi'e, et désignons par X' le produit des facteurs du premier degré qui correspondent aux racines sim- [iles; par X" le produit des facteurs du premier degré correspondant aux racines doubles; par X", X‘’,. . . le produit des facteurs correspondant aux racines triples, quadruples,. . .; en sorte que l'on ait
il résulte de ce qui a été dit (277) que le plus grand commun diviseur entre X et son polynôme dérivé V est de la forme
puisque les facteurs égaux de la proposée doivent entrer dans D à une puissance dont l’exposant est moindre d’une unité que dans la proposée.
Cela posé, opérons sur D comme nous avons opéré sur X, et désignons
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par D' le plus grand commun diviseur qui existe entre D et son polynôme dérivé. On a
On trouverait do même, en opérant sur D' comme on a opéré sur D et X,
rV- X”X”..., et enfin D'’=X'....
(Nous supposerons, pour fixer les idées, que 5 soit le plus grand nombre de fois qu’une même racine entre dans l'équation proposée, c’est-à-dire que l'équation D'”= o n’ait que des racines simples.)
Actuellement, si l’on divise successivement X par D, D par D', D' par D’, D’ par D", et qu’on désigne respectivement par Q, Q', Q", Q" les quotients obtenus, on pourra former le tableau suivant :
tr -
VI
D'où l’on voit que, par le moyen de trois systèmes d'opérations, savoir : une série d’opérations du plus grand commun diviseur et deux séries de divisions, on parvient à isoler successivement les facteurs X', X", X", X” et X', qui, égalés séparément è zéro, donnent, le premier, les racines simples, le second les racines doubles, etc.
Il est à remarquer d’ailleurs que le degré de X' = o exprime le nombre des racines simples de la proposée; le degré de X'= o le nombre des racines doubles; celui de X"=r o le nombre des racines triples, etc.; et la résolution complète de ces équations fait connaître les dilfércnles espèces do racines simples, doubles, quadruples, etc.
Ain.<i la métliode des racines égales n'est pas, en général, une méthode de résolution complète, mais bien une mélhotle tl’nbaisscmrnl. Ce n’est que dans le cas où les équations X'= o, X*= o, X”= o,. . . ne sont quo du premier ou du second degré qu’on peut obtenir immédiatement toutes les racines de l'équation proposée.
282. On peut appliquer la théorie des racines égales à la recherche des relations qui doivent exister entre les coefficients d’un polynôme
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en r du deuxième, du troisième, etc., degré, pour que ce polynôme soit un carré, un cube, etc., parfait. 11 suffit, pour cela, de former le polynôme dérivé du polynôme proposé, puis d'exprimer (277) la condition nécessaire pour que ce polynôme dérivé soit diviseur relatif du polynôme profiosé.
Soit, par exemple, le trinôme du second degré hx -i- c, dont le
pjlynôme dérivé est lax -t- b :
a«x’-+- aô.r -f- ir | %ax-^l
bx -h 7.C \ X -i- 0
labx 4 oc 4«r— ô*.
En appliquant à ces deux polynômes le procédé du plus grand commun diviseur avec scs modifications (239), on trouve pour reste ^ac — b', et si l'un suppose
4oc — ô’=o, ou ô’— 4«c = o,
-f- b sera le plus grand commun diviseur entre nx’-i- -h c et son dérivé, qui n’est autre chose que lax ■+- b lui-méme. Ainsi, sous la condition ô'— 4oc = O, on peut regarder ax'-+- bx-^-c comme le carré de artx -H ô, à un facteur quelconque près, indépendant do x.
On a vu, en effet (112), que b’— 4nc == o est la condition nécessaire et suffisante pour qu’un trinôme du second degré soit un carré parfait.
Soit encore le polynôme
dont le dérivé est
ôjr’-t- ex ■+■ d, ibx -+■ c;
en cherchant leur plus grand commun diviseur, on trouve pour reste
(Goc — %b')x ç)ad — bc.
Or, si l'on écrit que ce reste est nul, on établit la condition que 3na’-t- ibx-1-c est commun diviseur entre le polynôme et son dérivé; mais ce reste doit être nul, quelle que soit la valeur de x. Ainsi (180) on a séparément
6ac — 2Ô’=o, ^ad — bc — O.
En effet, la première de ces deux conditions donne
c =r — 1 et la seconde, rf = — = : :
ia ija uyir'
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d’où, substituant dans le polynôme proposé,
ôx’-f- ex d
41 itf*
Môme raisonnement pour les polynômes du quatrième, du cinquième, etc., degré.
N. B. — Les deux relations One — o, <^ad — bc ■= o entraînent nécessairement la condition que le dé-rivé ibx -t- c soit un cnrré
linrfaU; car si les deux facteurs du premier degré en x, dont il se compose, pouvaient être inégaux, comme, d’après la théorie des racines égales, ces facteurs devraient se trouver à la deuxième puissance dans le polynôme proposé, il faudrait alors que celui-ci ftU au moins du quatrième degré, tandis qu’il n’est que du troisième.
Et, en effet, la condition pour que 3rtx’-t- ibx -r- c soit un carré parfait est, comme on l'a vu tout à l’heure,
(ai)'— 4 -3<Jc = O, ou ô’— 3«r=ro; et cette relation rentre dans la première des deux relations ci-dessus.
jiutres appliciilions de la thénrie du /dus granit rommun diviseur,
283. Le procédé du plus grand commun diviseur sert encore, dans d'autres cas, à abaisser le degré d’une équation : tel est celui où l'on donne d’avance une certaine relation entre deux des racines de l’équation proposée.
Soit, pour fixer les idées, l’équation générale
(i) x" -I- Px""' 1- . . .O- Tx -i U = O,
et supposons qu’entre deux des racines a et ô on ait la relation ô = Xfl -+- /< (X et A étant des nombres connus et donnés « /triuri).
Puisque l'équation (i) doit être satisfaite par les deux quantités a et kn ■*- A, il s’ensuit que, si l’on met dans cette équation X x -f- A à la place de x, ce qui donne la nouvelle équation
( a ) ( Ax -(- A j" P( X x -h A)“"‘ -t- . . . t- T(X x -h A ) -r- 0 = o,
les équations (i) et (a) doivent être satisfaites par une même valeur a\ donc (237) il doit exister un commun diviseur relatif entre les deux premiers membres.
Ainsi, en appliquant ù ces deux polynômes le procédé du plus grand co.nmun diviseur relatif, et égalant à zéro le diviseur obtenu, on en ti-
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rera la valeur de la racine a. Cette valeur, substituée dans la relation b — ka -f- //, fera connaître la valeur correspondante de b.
Si ce commun diviseur est du premier degré en jr, on peut en conclure que deux racines seulement de l’équation ont entre elles la relation donnée. Si ce diviseur est du second degré, c’est qu’il existe deux couples do racines qui jouissent do cette propriété; et leur détermination ne présente encore aucune difficulté. Après quoi, l’on pourra diviser le premier membre de la proposée par chacun des facteurs du premier degré qui correspondent aux racines obtenues.
En général, soit D le commun diviseur auquel on est parvenu. La résolution de l’équation proposée ne dépend plus que de la résolution de l’équation qu’on obtient en divisant le premier membre de la proposée par chacun des facteurs du premier degré qui correspondent aux racines de D = O et à celles qu’on a déduites de la relation h-ka~\-h.
Soit, par exemple, l’équation
dont nous supposerons que deux des racines a et A sont liées par la relation b — ia
En mettant ax 1 pour x dans la proposée, et développant les calculs, on obtient, toute réduction faite,
8x‘ — 3ax* ■+■ 36x* — yx — 2 = 0.
Appliquant aux premiers membres de cette équation et de la proposée le procédé du plus grand commun diviseur, on parvient au diviseur relatif X — 2 ; ce qui donne
X — 2 O ; d’où X 2 ou a ~ 2.
Cette valeur de «r, substituée dans la relation 2«-4- 1, donne ensuite b — 5.
Le premier membre de la proposée est donc divisible par (x— -2)(x—5) ou x’— 7x-i-io; et, en effectuant cette division, on a pour quotient
X*— 5.ch-3 = o, d’où x = -±-v^i3.
L’équation proposée se trouve ainsi complètement résolue.
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Des Éoi’ATioss bécipboqüks.
28t. Parmi les équations susceptibles d'abaissement, on distingue particulièrement les équations dites réciproi/iies ; ce sont celles qui restent
les mêmes lorsqu'on y change x en
Ainsi, par exemple, toute équation de la forme
-h H- ÿx’ 4- px -i- I = O,
c’est-à-dire telle que les coefficients des termes à égale distance des extrêmes soient égaux entre eux, est une équation réciproque; car si
l’on y remplace x par -i) elle devient
d'où, en multipliant par x” et renversant l’ordre des termes,
x”-- pif"~' -I- fyx"*’ 4-. . .4- ^x*4- px 4-1 = 0,
équation identique avec la proposée.
La dénomination de réciproques, donnée à ces équations, vient de ce
que, si l’on suppose que a est racine, ^ l’est nécessairement a^ssi.
285. Afin de pouvoir assigner la forme générale dos équations réciproques, nous considérerons successivement le cas où l’équation est de degré impair, et celui où elle est de degré pair.
Premier cas. — Soit une équation quelconque do degré impair
(l) x’""^' 4- px™ -4- qx^~' -f- -h sx’-i- tX + U =z O.
Pour que cette équation soit réciproque, il faut, d’après la définition, qu’elle reste la même lorsqu'on y remplace x par Effectuons cette substitution ; il vient
Mi-I
d'où, multipliant par x*^', divisant par u et renversant l’ordre des termes,
XS«-H
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Or, pour quo les équations (i) et (a) soient identiques entre elles, il faut et il suffit que les coefficients des mêmes puissances de J soient égaux, c’esi -à-dire quo l'on ait les relations
On déduit do la dernière
«’ = I , d’où n = ± I ;
et si l’on prend d’abord la valeur « 1 , il en résulte
Prenant ensuite la valeur h = — i , on trouve
d’où l’on voit qu’u/Jc cqiuition de degré impair est réciproque quand les coefficients des termes à égale distance des extrêmes sont égaux et de même signe, ou bien égaux et de signes contraires. Elle ne peut d’ailleurs être réciproque que dans l’un ou l'autre de ces deux cas.
Second cas. — Soit une équation quelconque de degré pair
(3) -I- rj-"-)- -t-jx’-, tx-tu — o.
(Dans ce cas, comme le nombre total des termes est a«-+-t, le terme rx" est à égale distance des deux extrêmes.)
Remplaçons x par dans cette équation ; il vient
d’où, multipliant par x’", divisant par u et renversant l’ordre des termes.
Or, pour que les équations (3) et (4 ) soient identiques entre elles, il faut et il suffit que l’on ait les relations
La dernière revient à
n’=i, d’où «5=±i.
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Ola posé, pour la première valeur « i , on trouve
t = Pi = r-r,..., <j = s, />-(,
et, pour la seconde « = — i,
égalités dont celle du milieu, r — r, ne peut exister, à moins qu’on no
suppose r = O.
Donc tnute étpmtion de degré pair est réciproque toutes les fois : i° que les coefficients des termes à égale distance des extrêmes sont égaux et de même signe; 2° que, le terme du mileti manquant dans l'équation, tes coefficients des termes a égale distance des extrêmes sont égaux et de signes contraires. L'une OU l'autre de ces deux conditions est d'ailleurs nécessaire.
286. Passons actuellement à la résolution de ces sortes d'équations, et supposons d'abord qu’il s’agisse d'une équation de degré fMir, telle que les coefficients des termes à égale distance des extrêmes soient égaux et de même signe.
Nous prendrons, pour fixer les idées, une équation du huitième degré ; mais on reconnaîtra aisément que la même méthode s’appliquerait à toute autre équation satisfaisant à l’hypothèse établie.
Soit donc l’équation
(i) X*-*- px^ -s- qxê-i- rx^-h saé -h rx^-i- qx's- px -,-1 = 0,
et jrosons, dans l'équation (1),
(a) x-!--=zz.
On est conduit à cette transformation par la remarque suivante. Puisque les racines sont réciproques deux à deux, il s'ensuit que l'on
connaît les produits y c x ■ des racines réciproques
(chacun de ces produits est égal à i); il suffirait donc (114), pour obtenir
les deux racines « et -1 ou è et 7, • • • > de connaître les sommes a -1- - , a h a
i • " ) ou, ce qui revient au même, les valeurs de la fonction j.'
Cela posé, si l'on divise l'équation (1) par x*, et qu’on rassemble les termes affectés des mêmes coefficients, il vient
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la difficulté est ainsi réduite à exprimer en fonction de z les quantités
Or on a, en général,
équation d'où l'on déduit, en y remplaçant ^ psr
formule qui donne l’expression i”"*' -f- au moyen des deux expressions semblables de degrés immédiatement inférieurs, m et m — i .
Soit fait successivement
on trouve
et ainsi de suite à rinRni.
En un mot, ces expressions forment (183), è partir do P pi une
série récurrente du second ordre, dont l’cchelle de relation est (z, — i). Il ne s’agit plus maintenant que de substituer dans l'équation (3), à la
place do .r’ H- P , P-+-p, x'-t-pi les valeurs qu’on vient d'obtenir;
ce qui donne, pour l'équation résultante,
ou, réduisant et ordonnant par rapport à z,
z‘-4-rz*-f-(i7 — 4) z’ -*-(/» — Zr)z — nrj + 1 = O,
équation d'un degré sous-double de celui de la proposée.
DES ÉQUATIONS BÉCIPROQUES. 897
Donc la résolution de toute équation de degré pair telle, que les coefficients des termes à égale distance des extrêmes sont égaux et de même signe, peut être ramenée à la résolution d*une équation de degré sousdouble.
Considérons, en second lieu, l'équation de degré impair
-f- px^"-i- -f- . . qx^-¥- px -t- i = o,
dans laquelle les coefficients des termes à égale distance des extrêmes sont égaux et de même signe.
Il est d’abord visible que — i est racine de cette équation ; car le premier membre devient, par hypothèse x = — - 1,
donc ce premier membre est divisible par x 1.
Je dis de plus que le quotient est un polynôme réciproque de degré pair, dont les coefficients à égale distance des extrêmes sont égaux et de même signe.
En effet, on voit bien clairement que, si l’on divise soit
qx^-' -r- . . . qx^ -H pX -+- I par X -i- I ,
soit
I -f px -h qx^ 4- qx^~' 4- px^'* H x'""'’' par 1 H- X
les coefficients des termes de môme rang dans les deux quotients sont nécessairement égaux (il suffit d'ailleurs d’effectuer les deux divisions pour s’en convaincre); mais le second quotient n’est autre chose que le premier obtenu dans un ordre inverse : donc il faut nécessairement que les derniers coefficients du premier quotient soient deux à deux égaux aux premiers.
Il résulte de là qu’après avoir divisé le premier membre de la proposée |)ar X -h I on obtiendra une équation réciproque de degré pair, de même forme que celle du numéro précédent, et qu’on résoudra de la môme manière.
288. Il nous reste encore à considérer les équations, de degré pair ou impair, dont les termes à égale distance des extrêmes ont des coefficients égaux et de signes contraires.
Soit l’équation
pjf*~' — . . . — qx^ — px — 1 = 0.
[Il n’y a point ici de terme du milieu, parce que, si m est impair, le
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nombre total des termes, /n 1 , est pair, et si ni est pair, le terme du du milieu doit manquer (285, a" cas) pour que l’équation soit réciproque.]
Cela posé, il est encore visible que l'équalion proposée est satisfaite par J- = -T- 1; donc le premier membre est divisible par jr — i.
Or, si l’on divise
\° jc" -i- pjc"’' ~ qsf'~' qj- — px — \ (wr — I,
2“ — 1 — px — qx"' — q x”^’’ -T- P xf"~' -h jf' par — > —
ou, ce qui revient au même (en changeant les signes),
\ -y- px qx' qjf-' — px^' — Jé" par i — j,
on devra obtenir, pour les termes de môme rang dans les deux quotients, des coefficients absolument identiques (ce qu’on peut d’ailleurs aisément vérifier en elTecluant la division).
Donc le premier quotient est nécessairement un polynôme dont les termes à égale distance des extrêmes ont des coefficients égaux et de même signe; ainsi ce polynôme rentre dans l’un des deux cas précédemment examinés.
N. B. — Dans l'hypothèse qui nous occupe actuellement, si l'on suppose que /» soit pair, comme, en divisant le premier membre de la projwsée par x — i , on obtient un quotient de degré impair dont les coeflicients sont égaux et de même signe, ce quotient est lui-mômo divisible par X -1- 1 (287). Ainsi le premier membre de la proposée est divisible par (j — 1) (x -1- 1) ou x' — i, et le quotient est un polynôme de degré pair qui rentre dans la classe de ceux déjà traités (286).
En résumant tout ce qui vient d’être dit, on voit
1° Que, si l'équation réciproque proposée est de degré pair, et que te coefficients des termes h égale distance des extrêmes soient égaux et de même signe, sa résolution peut être (286) ramenée à celle d’une équation de degré sous-double;
2° Que, si l’équation est de degré impair, les coefficients a égale distance des extrêmes étant égaux et de même signe, le premier membre est divisible par J- -I- I (287); et, cette division étant etfcctuéo, l’équation résultante peut être ramenée à une équation de degré sous-dvuble ;
3" Que, si l'équation est de degré impair, les coefficients à égale dis- j
tance des extrêmes étant égaux et de signes contraires, le premier membre est divisible par x — i (288); et, la division étant effectuée, on parvient à une équation susceptible d’être abaissée à un degré sous-doublc .
4“ Que, si l'équation est de degré pair, les coefficients des termes pris à égale distance des extrêmes étant égaux et de signes contraires, le
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premier membre est divisible par x' — i {N. B., 288) ; et, si l’on effectue la division, Téquation qui en résulte peut être elle-même abaissée à un degré snus-douùle,
290. ^Applications. — Soit l'équation générale à deux termes a:"' — i = o ; cette équation a évidemment i pour racine; et, en effectuant la division par X — I, on trouve (31 ) pour quotient
équation réciproque, dont la résolution peut, au moyen des principes précédents, être ramenée à la résolution d’une équation de degré plus simple. Soit, par exemple, l’équation
On a, en divisant par x — i,
équation que l’on peut mettre sous la forme
Posons
d’où x’ — ;îx H- 1 = O ;
il en résulte
ou X--1 : = 2.
Reportant ces valeurs de x -i- - et de x’ h dans l’équation, on obtient
Z'— 2H-3-HI
ou, réduisant
donc
D’ailleurs l’équation x’ — zx h- i = o donne
donc, en substituant à la place de z ses deux valeurs, on a, toute réduc
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lion faite,
.r = -^iiv/5 = iv^lorti/5 y/”?.
L’é(|uation x'" — i = o peut encore être résolue complètement par le même moyen.
En effet, on a
On connaît déjà les racines de l’équation x* — i = o ; quant à celles de l’équation x‘-i- i = o, comme, par l’écliange do x en — x, elle devient x^H- 1 = O, on voit que tout se réduit à prendre avec des signes contraires les racines de cette dernière équation.
§ IV. — Théorie des fo.vctios symétriques.
Pour compléter l’enseiiible des matériaux nécessaires à la résolution des équations d’un degré quelconque, il nous reste à exposer une des théories les plus curieuses et les plus importantes de l’Analyse : c’est la théorie des fonctions symétrie/ues. L'illustre Lagrange en a fait la base d'une méthode pour résoudre les équations du troisième et du quatrième degré.
(Les candidats à l’Ëcolo Polytechnique peuvent, sans inconvénient, passer ce paragraphe, que nous n’avons placé ici que pour nous conformer à la marche précédemment tracée.)
291. On appelle fonction symétrique des racines d'une équation toute expression algébrique qui renferme ces racines combinées de la meme manière, soit entre elles, soit avec d'autres quantités. Ainsi la somme n -t- é -h c / -t- / des racines d'une équation, la somme
ab -t- ne -r- ad -h. ..-h il do leurs produits deux à deux , la somme abc 4- abd -H . . . de leurs produits trois à trois, . . . sont dites des fonctions S) métriques des racines.
Le caractère distinctif d’une fonction symétrique de diverses quantités est qu’c /fc conserve la même valeur numérique, quelque permutation que l'on fasse subir h ees quantités.
Nous avons déjà vu (242) que, P, Q, R,..., T, ü étant les coefficients d'une équation, on a, entre les racines et les coefficients, les relations
a-t-é-+-c-i-... = — P, a6-r-ac-i-arf-l-...= Q, abcd, . . = ± ü ;
nous allons yoir maintenant que toute fonction symétrique rationnelle de
SOXUATION SES PUISSANCES SBVBLABLES DES RACINES, ETC. 4°' ces memes racines peut être exprimée également au moyen des coefEcients de l'é(iuation.
292. Sommes des puissances senibhihlcs des racines tFune équation. — Les plus simples des fonctions symétriques, celles au moyen desquelles on peut, comme nous le verrons, former toutes les autres, sont les sommes des puissances semblables des racines, telles que
fl H- i -J- c -I- -I . . . , fl’ H- i’ c’ -t- f/’ ,
et, en général,
fl" -i- é" -T- c" -T- f/" ,
n étant un nombre entier quelconque.
Or je dis que, sans connaître les racines, il est possible d’exprimer les sommes de leurs puissances semblables au moyen des coefficients P, Q, R, . . . , qui sont des quantités connues.
Soit, en eiïet,
Qj.-™ =-t- Tx-t- U = O
l'équation proposée; et désignons ses racines par a, b, e, d,. . .. Si l’on divise successivement le premier membre par chacun des ni facteurs du premier degré, x — a, x — b, x — e, on obtiendra (238), pour les différents quotients,
x” ’ H- fl’
x""'-f-. . .H- fl"*'
-f- Pfl
-l-Pa’
-t- Pz/" “’
-I- Qa” ’
R fl"-*
jTi-3 ^3 ,
t-Pé
h-Pi!.=
-t-Pi""’
-t- Qi
H- Qi" *
ainsi de suite.
pour chacun des facteurs
Maintenant, si l'on fait la somme de ces ni quotients, et que l’on pose, Jlg.B. 36
pour plug de gimplicilA,
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on oblienl évidemment pour cette somme
jc^- ' -i- . . . -f- S„_,
H- QS
-t- III R
-+ ml.
D’un autre côté, l’on a vu (26 i) que Y, ou le polynôme dérivé du premier membre de la proposée, représente aussi la somme des m quotients de la division de X par x — ^7, x — 4, x — r,. . . ; or on a (2G2)
Y = -4- (/7i — i) (/« — ï)Qx”-^-i- {'H — T.
Donc, en comparant terme à terme ces deux expressions identiques de la somme dos m quotients, on obtient les relations
S, -I- /nP =(«i — i)P, ou, simplifiant. S, -i- P = o,
S, -+- PS, -i- niQ — {ni — 2 , Q, ou bien S, -i- PS, -t uQ = u,
S, — PS,-i OS. -t-»iR = (m — 3)n, ou S, -+ PS, -i- (jS, -t- 3R = o.
S„-, rS„_, -I- 0S„_, -H . . .-H /«T = T,
OU
S„-, + re„_, -t- QS„., -+ . . .-1- («i - |)T = O.
La première formule donne d'aliord la valeur de S, en fonction do P; la seconde donne ensnito S, en fonction de P, 0 et do S,, ainsi de suite; enfin la dernière fait connaître S„_, au moyen de P, Q, R,..., T, et ‘■’o <I“‘ sont censés connus d’apres les relations précé-
dentes.
Pour étendre ces formules au cas d’une puissance entière et positive quelconque, reprenons l'é-qualion proposée, et remplaçons par x cliacune
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des racines c, r/,. . . ; on a les égalités
(f'-. . . . -f- Trr -T ü — O,
Multipliant toutes ces égalités respectivement par c",..., et
ajoutant les produits terme à terme, on obtient, d’après les notations convenues,
PS«+«-, - QS„+_, -f- . . . 4- TS,^, -H ÜS„ = O.
Cela posé, voici l’usage de cette formule :
Soit
« = O ; d’où = S, = rt, -f- H- c, 4 . . . i= /w ; elle devient
S«. TS. -+■- = o;
cette dernière formule se lie immédiatement avec la dernière des formules obtenues ci-dessus.
Soit fait ensuite /^ = i, a, 3, 4, 5,. . . ; on trouve
Sm+I PSm TS, -4- ÜS, = O,
PSm+i-^ -H TS, - h ÜS, = O,
S;,m.3 -i- QS^^,-+- . . .-f- TS^ -i- us, = ü.
Il est facile de reconnaître, d’après l’inspection de ces formules, que, les sommes des m premières puissances étant formées , les suivantes forment (184) une série récurrente dont l’échelle de relation est l’ensemble des m coefficients P, Q, R,. . . , T, U de la proposée, pris en signes contraires.
La formule -i- PS,^^^, -f- . . . = o peut donner également les sommes des puissances à indices entiers et négatifs. En effet, soit d’abord « ~ — I ; il en résulte
S„_, -^ . . . -h TSj -+- Ü5_, O,
équation d’où l’on peut tirer la valeur de S_, en fonction de S^_,, . ., S,, S„ qui sont censés connus.
Soient encore « = — 2, n ~ ~ 3,...; on obtiendra de nouvelles formules qui donneront S_, en fonction do S,„_„ S,„_„. . . , S,, S_,; puis S_, en fonction de S_,, S_,; et ainsi de suite.
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Concluons de là qu’«/7i? équation quelconque étant donnée^ on peia toàjourSy sans connaître, ses racines^ obtenir les sommes de leurs puis~ sances semblables, le degré de la puissance étant un nombre entier quelconque, positif ou négatif.
Soit, pour exemple, l’équation
X* -r .r* — 7 .r* — or 6 = o ;
on a, pour cette équation particulière,
P=i, 0=-~7, Tr^-i, Ü==G;
ce qui donne
Sj — ~ PS, — îQ = I -i- 1 4 ~ 1 5,
S3 = - PS, - QS, - 3T — i5 - 7 -!- 3 = - 19,
S, = - PS, — QS, — TS, — 4 U ~ 19 -4- io5 — I — 24 = 99,
Sj ~ — PS, — QSj — TS, — US, — — 99 — 1 33 1 5 -1- 6 ^ — 21 r ,
Sg — — PS, — QS, — TS, — US, " 21 1 4- G93 — 19 — 90 = 795,
-S, - PS, - OS. - TS„ _ ,9_,5~7-4 _ I ü“ “ 6 ü’
S,-PS,-QS,- TS_
Ces valeurs peuvent être aisément vérifiées; car l’équation a été formée par la multiplication des facteurs x — i, x -f i, x — 2, x -1- 3 : ce qui donne -4- 1 , — i, h- 2 et — 3 pour les quatre racines.
Considérons maintenant d’autres espèces de fonctions symétriques.
293. On distingue les fonctions syTnétriques rationnelles et entières des racines d’une équation, en fonctions symétriques à une lettre, à deux lettres, h trois lettres, etc.
Les fonctions symétriques à une lettre sont celles dont chaque terme ne renferme qiCune racine; telle est la fonction «" -h -f- c* , que nous savons déjà (292) exprimer au moyen des coefficients de l’équation.
Les fonctions à deux lettres sont celles dont chaque terme renferme deux racines: telle est la fonction a” b^ ■+■ d* c^ If ai^ if d^ dont il est aisé de concevoir la formation en prenant tous les arrangements deux à deux des m racines, et en affectant les deux lettres de chaque
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produit dps exposants respectifs n et d’où il suit que le nombre total des termes de cotte fonction est (M6) ^gal'à m(m — t).
Les fonctions à Imis lettres sont cW/rt dont chaque terme renferme trois racines : telle est la fonction e/‘L’’(^ efc'ri^-¥- Ifai’c^ -t- . . . , que l'un obtient en formant tous les arrangements trois et trois des m racines, et affectant les trois lettres de chaque produit des exposants respectifs n, />, q. Ainsi le nombre total des termes est marqué par m[m — i) (/« — a) ; et ainsi de suite.
Comme, un terme quelconque d’une fonction symétrique à plusieurs lettres étant écrit, on peut obtenir tous les autres, en substituant à l'arrangement des lettres qui entrent dans ce terme les autres arrangements dont les m lettres sont susceptibles, et en conservant aux exposants le même ordre, on est convenu, pour abréger, de représenter les fonctions à une, deux, trois,... lettres, de cette manière ; Tn”, Ta’è'c’,...;
c’esl-à-<lire que l’on place en avant de l’un des termes de la fonction la lettre T ; et ces nutations équivalent à
a"-,- ef'b'-t-a"cf-s-..., «"iCc* a" é'rf» -+-... .
Les fonctions dont nous venons de parler sont dites \ca fonctions symétriques élémentaires.
On peut concevoir ensuite que tous les termes d’une même fonction soient affectés de coefficients; mais, pour que la fonction soit symétrique, il faut que tous ces coefficients soient égaux, et alors on peut mettre ce coefficient en facteur commun.
C’est ainsi que l’expression ^h^a'-t-.. ., supposée sy-
métrique en a, h, c,.. peut se mettre sous la forme
4(o’i’-i- n’c’ -I- é’n’-t- . . .), ou 4T«’é’.
Enfin, un polynôme symétrique en a, b, e,. .. peut être composé de la réunion par addition ou par soustraction , [de plusieurs _/ô«r//'orts triques élémentaires ; et son évaluation se réduit alors à celle de chacune des fonctions élémentaires qui la composent. Passons donc à la détermination de celles-ci.
Ecaluation des fonctions symétriques à deux, trois, lettres.
29i. On a déjà donné (292) des formules pour évaluer les fonctions telles que To", qui n’est autre chose que S,. Cherchons à évaluer la fonction à deux lettres Tidb'. Pour cela, multiplions entre elles les deux expressions
ô" -T- f" t- f/« -i- . . . = Trt", n'-t- é'-t- c' -I- rl'-i-...= Trt'.
Le second membre est
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• Tü* X T</'.
Quant au premier membre, il peut arriver deux cas dans la multiplication : ou les deux termes du multiplicande et du multiplicateur ont la raôm lettre; et, dans ce c.is, le produit partiel est un des termes de la fonction ou lien ces doux termes ont des lettres ditîdrontes, au-
quel cas le produit partiel est un terme de la fonction Tr/’i'’. Comme, d’ailleurs, le produit total doit être symétrique, puisque les deux facteurs le sont, il s’ensuit que le pn micr membre a pour expression
’ïi/'b'.
Ainsi l’on a l’équation
Ttf" '’ 'xTo'’;
d’où l’on déduit
(i) Tn'é'’-. T«"xTo'’—
T//”, Tn', étant connus, d’après les formules du n* 202, la formule (i) pourra servir à déterminer toutes les fonctions à deux lettres.
Cas particuliers. — Si, dans cette formule, on suppose n — p, circonstance qui arrive assez souvent, le second membre se réduit à (T^l’)’— Tld’. Pour savoir ce que devient le premier (qui, en apparence, se réduit à Ta"i"), il faut observer que l’on a
Tit'b’’= erb’’-h cdc''^d’d'‘^...-h Idtd ^ . . .-i- c’a’' -
Or, dans l'hypothèse do n = p, tous les termes de ce polynôme deviennent égaux (leux h deux, savoir, idb’ et Ida', ede' et c’a'. . .: donc Tidb' se réduit réellement à •xTidld, c’est-à-dire au double de la fonction exprimée par Ttdld, et dont le nombre des termes n'est plus (203) le nombre des arrangements, mais le nombre des combinaisons deux à deux.
Donc, en supposant n =zp dans la formule (i), on trouvo
Tidb’^
Tâchons maintenant d’évaluer la fonction Tcdb'c'.
Pour y parvenir, multiplions entre elles les équations
idb' -c- idi' -i- (dd'-s- . . .-i- b’a'-h . . . c’a'-c- . . . = Tid b',
rd a- Id -T- id -1- d ' -i- . . . — T d' .
On a d’abord Ttdb' -xTid pour le produit des seconds membres.
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Quant aux premiers membres, ou doit obtenir trois espèces de fonctions symétriques pour le produit total; car
Ou bien la lettre du terme multiplicateur est semblable à la lettre du terme multiplicande, alTcctéo do l'exposant n : auquel cas le produit partiel est un des termes do la fonction
Ou bien la lettre du terme multiplicateur est semblable à la lettre du terme multiplicande, affectée de l’exposant p : et, dans ce cas, le produit partiel appartient à la fonction 1
Ou bien, enfin, elle est différente des deux lettres qui entrent dans le terme multiplicande : et alors le produit partiel est un des termes de la fonction Tn’è'c*.
Donc le produit total des deux premiers membres a pour expression Ta'+’é^-i- Tn"è'+’-T- Ta"i''c’.
Ainsi l’on a pour nouvelle équation
TiP*ihf + T H Tr/"i'’c«= Tri»;
d’où l’on déduit
(3) T«"é'’c» = Tfi'6'’x Tr/' — Tn"+»i'’—
Cas particuliers. — i° Supposons deux des trois exposants égaux, y) = ly par exemple; le premier membre se réduit à %Td'b‘‘c<’, puisque tous les termes de la fonction générale Td'b‘’tfl sont alors égaux deux ù deux, et la formule (3) devient
Tri'é'c'’
To"i'' X Tr/’’— ’iy+'é'’— Td-b'" ■1
Cette nouvelle formule servira pour toutes les fonctions à irais lettres dont deux exposants sont égaux.
■x° Supposons les trois exposants égaux, c'est-à-dire /j = = 7; le pre-
mier membre do la formule (3) se réduit à 6Ta'6"e", parce que tous les termes ( 1-tfi ) deviennent égaux six à six.
Ainsi cette formule devient
Ta’i'*
To"é" X Tn" —
On parviendrait à ce même résultat, d’après la formule (4), en observant que n = P donne
Trt’4'f'>= 3Trt"4"c*,
parce que tous les termes de T«"4'’c'' deviennent égaux trois à trois.
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Pour peu qu’on r^llôchisse sur la marche qui vient d’être suivie pour évaluer Ta’i'e*, il est aisé de voir ce qu’il faudrait faire pour
l'évaluation des fonctions à quatre lettres, à cim[ lettres, etc.
295. Dimme nous avons remarqué (293) que toute fonction symétrique rationnelle et entière des racines d'une équation n’est que le résultat de la réunion, par addition ou soustraction, des fonctions Tri", Trr'i'',
. . , nous somme.s en droit de conclure ce théorème, qui est un des plus beaux et des plus importants do l’Analyse al^;éhriquo : Toute fonction symétrique, rntionuclle et entière des racines il' une. équation peut, sans que l’on connaisse scs racines, éttv évaluée au moyen des coefficients de l'équation.
X. B. — Il en est do même d’une fonction symétrique rationnelle et fractionnaire; car, si l’on conçoit que tous les termes soient réduits au môme dénominateur, on aura une seule expres,sion fractionnaire dont le numérateur devra, d’après le caractère distinctif d’une fonction symétrique (291 ), être, ainsi que le dénominateur, une fonction symétrique rationnelle et entière. Donc, en évaluant chacune de ces fonctions séparément, on obtiendra la valeur de la fonction proiwsée.
Applications de la théorie des fonctions symétriques.
296. La théorie dos fonctions symétriques donne les moyens de résoudre celte question, que nous avons déjà traitée (272) par le secours de l'élimination :
Une équation dont on ne connaît pas les racines étant donnée, former une nomclle équation qui ait pour racine une combinaison déterminée de deux, trois, quelconques des racines de la proposée.
Pour fixer les idées, supposons d’abord que l’on demande
Une équation dont les racines soient la somme de deux quelconques des racines de l'équation X = o.
Soient a, b, c, d,... les racines de celle équation ; celles de la nouvelle équation, que nous appellerons Z = o, seront
a -h b, a -h c, as- d, b s- c,...,
et leur nombre sera exprimé par le nombre de sommes ou de combinaisons dilférenlcs, deux à deux, que l’on peut faire avec les m lettres a, b,
r, a,..., cest-à-dire (11/) par ; •
Ainsi, représente déjà le degré de l’équation..
Quant à la composition de scs cocflTicients, comme (212) le coefficient
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du second terme est égal à la somme des racines prises en signes contraires, il a pour valeur
expression dans larpie'le a, 6, c,. . . entrent toutes de la même manière; ainsi cotte fonction sym'trif|ue rationnelle et entière peut s’exprimer au moyen des coefllcients P, Q, R,. . . de la proposée.
On a de même, pour le cœfTicicnt du troisième terme, la somme des produits, doux à deux, des mêmes quantités, ou bien
expression qui est encore symétrique en a, é, r , . . . , et peut, par conséquent, s’évaluer au moyen des coefficients P, 0. Même conclusion
par rapport aux coefficients du quatrième, cinquième,... terme, et, en général, par rapport au coefficient de rang (a -f- 1), puisqu’il u’e^l autre chose, au signe près, que la somme des protluils n à n des (piantités a — h, a -i- c, . . . , somme qui est nécessairement une fonction symétrique de a, b, c,.... Toute la difficulté consiste à mettre en évidence ces diverses fonctions symétriques, et à les évaluer d'après les formules établies précédemment.
Au reste, nous verrons bientôt un moyen plus simple d’évaluer les coefficients do l’équation cherchée.
On peut également former une équation dont les racines soient des combinaisons de la forme
a -e ô -f- X aô, a -f- c -i- X ac, a h- rf -t- X ml, . . . ,
X étant un nombre connu et déterminé.
Le degré de cette nouvelle é<]uation, que l’on peut encore désigner
par Z = O, est toujours marqué par m ; et ces coefficients étant,
au signe près, les sommes des produits, une à une, deux à deux, trois à trois, . . . des quantités a ■*- b -s- kab, a c -k- kac,. . sont nécessairement des fonctions symétriques rationnelles et entières de la proposée.
297. Proposons-nous, pour seconde application, de former Viquation aux différences des racines d’une équation donnée, question qui a déjà été traitée par l’élimination.
Nous avons fait connaître (275) la forme et le degré de cette équation. Soit a; le degré de la proposée; celui de l'équation aux différences tssi exprimé par m(m — i). De plus elle est de degré pair et ne renferme que des puissances de degré pair; de sorte que, si l’on pose, dans cette
4to
équation,
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l'équation prend la forme
et les racines de celle nouvelle équation sont les carrés des différences des racines do la proposée.
Les coefficients P', Q',. T', U' sont les mêmes que ceux de l’équation aux différences; mais elle est de degré sous-dmible, et, par cela même, plus simple à considérer.
Cela posé, si a, b, c, d,. .. sont les racines de la proposée, on a, pour celles de l'équation (i),
donc, d’après la composition connue des équations, les coefficients P', 0'. R',... sont, au signe près pour quelques-uns, les sommes des produits I à I, 2 à a, 3 à 3,. .. des quantités
{a — b)\ [a — cf, (é-c)*,...,
c’est-i-dire que l’on a
Or toutes ces expressions sont des fonctions symétriques que l’on peut évaluer au moyen des coefficients P, Q, R,. . . de la proposée.
Toutefois, si l'on ctfecluait ces développements, les diverses fonctions
que l’on obtiendrait seraient des fonctions à une, deux, trois , et,
en général, à p lettres (si l’on considère le coefficient de rang /j -t- 1); et CCS coefficients s’évalueraient avec beaucoup de peine dans la pratique.
Mais il existe un moyen plus simple de calculer P', Q', R',
Les formules S, t- P = o. S, -r- PS, -h aQ = o,. . ., obtenues au n”292, font connaître S,, S„ S,,. . ., on fonction de P, Q, R,. . ..
Rériproquement, connaissant à priori les sommes S,, S„ S_,. . . des racines d’une équation, on pourrait calculer les coefficients P, Q, R,... d'après les mêmes formules, car elles donnent
-nli
PS, - os,
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Donc , si nous pouvions évaluer les sommes des puissances semblables des carrés des différences [a — by, {a — c)%. . . , nous obtiendrions facilement les valeurs de P', Q', P',
Or, en appelant S',, Sj, Sj,. . . les sommes dos puissances semblables des racines de l’équation (3), on a
S', î= (rtr — by-+- [a — . = (/;/ — i)T«* — 'iTab,
- by-h{a - c)’-h.. .= (/;/ -i)Tré~ ^T(éb --
Explication de ce tableau. — il est évident d’abord que les développements de S',, S',, S',,. . . ne peuvent se composer que de fonctions symétriques à une ou à deux lettres au plus. Quant à la manière de les obtenir, on observera que, dans chacun d’eux, a’, ou ou doit être répété autant de fois que l’on peut former de différences entre la racine a et toutes les autres dont le nombre est — i ; donc les fonctions Trt’, T«<, Trt'*, .. . ont toutes (/« — i) pour coefficient.
Les coefficients des autres fonctions sont d’ailleurs ceux des développements des puissances [a — ^)*, [a — b)\ depuis le coeffi-^
dent du second terme inclusivement jusqiéà celui du terme tjui tient le milieu, aussi inclusivement. Enfin, les diverses parties sont alternativement positives et négatives, comme dans les développements de [a — by^ ^ a — b"^ , • ...
Le nombre des sommes S', S',, qu’il est nécessaire d’évaluer
est égal au nombre des coefficients P', Q', R',. . . de l’équation (3); par
conséquent la dernière somme est SÎ,.
Cela posé, voici la marche qu’il faut suivre dans la pratique pour évaluer ces sommes :
On commence par calculer les sommes S,, S,, S,,... jusqtéà S,„ ou racines de' la proposée (i); puis, à Vaide des j or mule s du ré 29i, on évalue toutes les fonctions Tab^ T«*^, Ta*/»*,..., d’où l’on
conclut les valeurs de S', , Sj, Sj,. . Sn, et, par suite, celles de P', Q', S',..., r, U'.
298. Soit proposé do former l’équation aux carrés des différences des racines de l’équation x^ — 7 j: 7 = o.
Cette équation étant du troisième degré, on a
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Ainsi l'équation cherchée est de la forme
lVj»^Q'j+R=0;
c’est-à-dire qu'il y a trois coefficients à déterminer, et, par conséquent, trois sommes, S',, S',, S',, à calculer. Cela |»sé, on a
d’où l’on déduit, tout calcul fait.
S, = O, S, =14, S, = — ai.
Sj = 98, Sj = — 245, S„ ^ 833,
Tn> = S, =i4, T«i = Q = — • 7, T<7* = S, = — 98, Tir’é = — S, =98,
:^-S,S, - S, = - 833, To'i’— S, S, — S, = 539,
"Donc
S', — aTrt’ — aTfiA = 4a,
S’, = aT«‘- 4Tn>i - - 6Tn>i’= 88a,
S', -- aT//— CTa'i liTa'i’— aoTa’é’= 18GG9.
Ainsi, à cause des formules
S’,i-P'=o, S',-eP’S',-^-2Q'=o, S',->-P'S',-!-Q’S',-i- 3R'=o,
on a
Donc, enfin, l’on obtient
pour l’équation aux carrés des différences des racines do l’équation x' — 71-1-7=0.
Nous engageons les commençants à traiter ce même exemple par l’élimination, afin de comparer les deux méthodes.
299. Ce moyen de déterminer les coefficients do l’équation aux carrés des différences peut être également employé pour déterminer les coeffi-
APPLICATIONS DE LA THËOHIE DES FONCTIONS STMÊTRIQCES. 4' 3 cients do l Ajualion aux sommes des racines prises deux à deux, a -h b, a c, b -h c,. . . {^voir n° :Ï9G).
Soit
Pjr'i-Qx-t-R = o
l’équation proposée ; l’équation aux sommes a b, a -h e, b — c serait de la forme
2>-hP'z> ,-Q’;4-R'=o;
et, en appelant S',, S',, S', les sommes des puissances semblables des racines de cette seconde équation, on aurait, pour déterminer S',, S',, S',, les formules
S'|={a-l-é) ■4-(n-t-c) -i-(6-l-c) = 2(a-s-6-t-e)=2Ta,
. S', = (rt 4- by-s-(a ~h cy-h{b -H c)’ = iT«' -r- iTab,
S'j = (fl -F -I- c)’T-(é -t- c)’= iTrt’-t- 3Ta’b.
Après avoir calculé les sommes S,, S„ Sj de la propsée, on en déduirait les valeurs de Tn’, Tab, Tu’, Tn’6, ce qui ferait connaître S',, S',, S'j; et l’on obtiendrait enûn P’, Q', R', d’apres les formules
On opérerait d’une manière analogue pour former une équation dont les racines fussent des combinaisons de celles de la propsée, do la forme « -t- i -i- bab, a + c -h kac,,. . ; on aurait, pour une équation du nf'"" degré,
S'i = (u -r- i -i- kab) -t- (u -+- c kae'\ — [m — j)Ta -s- kTab,
S', = (« + é Xoi = (m — I )Tu’ + iTué -t- 2/ Tu’é -r- X’Tu’é’, S'j = (a -t-é 4- Xaé)'-i-. = (/n — i)T«’-+- 3Tn’é-+-3X(To’é-i- aTn’i’) -s- 3k'là‘li‘-^ X-’Tu’é’,
Nous proposerons les exercices suivants :
Déterminer :
i" L’équation aux carrés des différences des racines de l’équation x’ — 6x — 7 = o.
Résultat : î’ — 36z’-+- 324z -h- 45g = o.
Cet exemple a déjà été traité (274) par la méthode d’élimination.
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a” L’equation aujc sommes deux à deux des racines de l’équation
Résultat ; a’— 3s — a = o.
3" L’équation dont les racines soient des combinaisons de ta forme a + b ab des racines de l’équation
Résultat : r’-t- ios’-t-i7S — i8 = o.
4' J 'équation d mt les racines soient les sommes deux à deux des racines de l'équation
X* — Sx’ — 5x’-i- 4ix -h 4o = O.
Résultat : s‘ — i8s‘-i- 98 s* — 96 s’— 74;s’-4- a3aaz — ig44 = o-
300. Nous terminerons les applications de la théorie des fonctions symétriques [lar la démonstration d'un très-beau théorème sur l’élimination.
Ce théorème, dû à hezoul, consiste en ce que le degré de /'équation Gnale qui résulte de l’élimination de l’une des inconnues, entre lieux équations d’un degré quelconque à deux inconnues, ne peut être plus grand que le produit des degrés des deux équations ; et il est justement égal a ce proiluit lursijue les équations proposées sont les plus générales de leurs degrés.
Avant d’en développer la démonstration, il est indispensable de faire connailre la forme d’une équation complète du m“”“ degré à deux inconnues.
Nous avons déjà reconnu (116) que toute équation du second degré peut être ramenée à la forme
Mx"-: Nx -e P = O,
M étant une quantité toute connue, N un polynôme du premier degré en 7', et P un polynôme du second degré.
En général , une équation à deux inconnues est dite du degré lorsque, le plus haut exposant de chaque inconnue étant m, la somme des exposants de ces deux inconnues dans un même terme ne surpasse pas m (*). Il résulte évidemment do là que toute équation du degré m
(“) On suppose ici que tes dénominateurs, s'il y en a, ne renferment pas les inconnues x et 7 ; autrement il faudrait d’abord chasser les dénominateurs. (P'oir la remarque du n” 92.)
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peut être ramenée à la forme
Ax"-r^ Tx-i- ü = o,
A étant line quantité connue, numérique ou algébrique,
B un polynôme du i" degré en _y, tel que
bx-^ b',
C un polynôme du a* degré en j t quo
cj ’— r'.r-t- c,
D un polynôme du 3' degré en/, tel que
T un polynôme du (m — i)""' degré en /, tel que r/”-'
U un polynôme du degré en/, tel que
(quelques-uns dos coefficients b, b', c, c',. . . peuvent être nuis dans les cas particuliers).
301 . Cela posé, considérons les deux équations à deux inconnues
Ax"-i- Bx""' -t-Cx"~’-!- . . . -i- Tx -f- U = O,
que nous désignerons, pour abréger, jiar
Concevons, en outre, que la première équation soit résolue complètement par rapport à x (quoique nous n’ayons pas encore les moyens d'effectuer cette 0|>ération), et qu’elle donne les m valeurs x = o, x = ô, X = r,. . . (n, b, c,.. . étant alors des fonctions de/).
Chacune de ces ni valeurs de .r, substituée dans l’équation M = o, doit la vérifier, quelque valeur que l’on attribue à / après cette substitution.
D'un autre côté, si l’on porte ces ni valeurs successivement dans le premier membre de l’équation N = o, on obtient les expressions
qui sont, on général, des fonctions irrationnelles do/. Or jo dis que
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toute valeur, 6, qui rend nulle l'une de œs fonctions, est une valeur convenable (26”).
En cffcl, supposons, par exemple, que 6 rondo nulle la fonction
et désignons par x = a ce que devient x — a lorsqu’on remplace r par ? dans n; le système (x = a,^= 6) vérifie évidemment M= o, puisqu’on a déjà vu que x = « la vérifie, quel que soit
En second lieu, / = ë rendant nulle la fonction
A'fl" (-
qui n’est autre chose que le premier membre do N = o, dans lequel on a mis a à la place de x, vérifie N = o en mémo temps que x = a, valeur de a qui correspond à / = 6.
On voit donc que [x ~ a, y — S) forme un système commun aux deux équations M = o et N = o; ainsi / = 6 est une valeur cnni'enable.
Réciproquement, toute valeur conrcnablc rie y doit anéantir l'une des fonctions ci-dessus.
Car, pour être cnneennble, il faut qu'elle satisfasse aux deux étiuations en même temps qu'une certaine valeur do x; or toutes les valeurs de x convenables sont comprises dans x = <?, x = i, x = c , . . . ; et dès que l’on fait X = n ou X = 6, . . . , le premier membre do N = o retombe dans l’une des fonctions ci-dessus, qui doit, par conséquent, s’évanouir par l’hypothèse jr ~ 6.
On peut conclure do là que, si l'on égale à zéro le produit de toutes ces fonctions, /'équation qu'on obtiendra sera (sans aucun facteur étranger) l'équation finale qui doit résulter de l’élimination de x entre les deux proposées.
Cette équation finale, que nous nommerons l’équation (V), est donc
Sa formation semble reposer sur la résolution complète de l’équation M = o par rapport à x : mais nous allons voir que cette dernière 0|iéralion n’esl pas néwssaire, et nous reconnaîtrons, dans ce qui vient d’être dit, une nouvelle méthode d'élimination.
Remarquons d’abord que l’éqtiation (Y) ne change pas, quelque permutation que l’on fasse entre les racines a, b, c, f/,...; ainsi le premier membre est (291) une fonction symétrique rationnelle et entière des racines de l’équation M = o, résolue par rapport à x. Donc, en vertu du théorème établi (295), ce premier membre peut être exprimé au moyen des coefficients A, B, C,... do l'équation M = o, et il est possible do
Di-
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former l’équation (Y) sans que l’on soit oblijjé de résoudre d’abord l’équation M = O.
Cette méthode, qui est assez simple pour deux équations du second degré, devient très-laborieuse lorsqu’on- veut l’appliquer à des équations d’un degré plus élevé. Elle a toutefois, sur la méthode exposée (209) et sur plusieurs autres, l’avantage de conduire toujoun à la véritable équa^ tinn finale^ sans l’introduction d’aucun facteur étranger.
Mais, ici, notre principal objet est de démontrer le théorème sur le degré de Céqiuuion Jîmde.
302. Pour déterminer le degré en jde l’équation (Y), il suffit de considérer un terme de rang quelconque. Or chaque terme du produit qui compose le premier membre se forme de la multiplication d’un terme du premier facteur par un terme du second, par un terme du troisième, etc. Soient K«*, des termes pris au hasard dans chacun des
m facteurs : le terme correspondant du produit sera
D’ailleurs le produit total est symétrique en c,.. .; donc ce terme fait partie d’une des fonctions symétriques qui entrent dans la composition de (Y); et celte fonction partielle peut elle-même être représentée (293) par
KK'K"x...x
11 suffit donc de déterminer le plus haut degré en y de cette fonction.
Or, si l’on se rappelle la composition des formules qui donnent S,, S,, Sj,. .. (292), et que l’on ait égard aux degrés en y des coefficients A, B, G, . .. de l’équation M = o (300), on verra que S,, S„ S,,-.., S* sont du premier, deuxième, troisième degré, et, en général, du degré h en j. Donc S* X S/, X S^. . . est d’un degré marqué par // -i- //-f- //"-h . . . ; et, d’après les formules (294), qui donnent l’expression d’une fonction symétrique quelconque, . est aussi du degré h -+- lé /^-h..., et
na peut surpasser ce degré.
D’un autre coté, soient /•, . . les exposants de j dans les coeffi-
cients K, K', K*,...; la somme des exposants du produit KK'K"... est k -i- /•'-+- . . Ainsi, dans la fonction KK'K'’x . . . x . ., la
somme des exposants est
mais, d’après la composition de l’équation N = o, on a tout au plus
Alg, B.
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Donc, pnRn, la fonction sym^tnque ci-dessus est tout au plus d’un degré marqué par n -i- n n -r . . ou m x n. c. O- F- D.
N. It. — L'èr/iitiiir>n aux iliffcrcnce» étant (273) le résultat do l'élimination de X entre les équations
X O, Y-r -« Z II'-' = O,
dont la première est du degré ni on x, et la seconde du degré m — i en x et tt, il s'ensuit que cotte équation finale doit être du degré m{r>i — i), et c’est, en elTet, ce qui a été reconnu (27.3).
Fæ théorème précédent est également applicable è un nombre m d’équations renfermant un pareil nombre d’inconnues, {f'oir, pour sa démonstration, un Mémoire de M. Poisson, XI' Cahier du Journal de l’École Potytechniriiic, p. igg. )
RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS NUMÉRIQUES A L^E OU A PLUSIEURS LNCONNUES
Les principes que nous avons établis dans le Chapitre précédent sont applicables à toutes les équations, do quelque nature que soient leurs coefficients, numériques cm algébriques; et ces principes doivent être regardés comme les éléments des méthodes employées pour résoudre les équations do degré supérieur.
Nous avons déjà dit que les analystes ne sont parvenus jusqu'à présent qu’à la résolution dos équations générales du troisième et du quatrième degré. Les formules qu'ils ont obtenues pour les valeurs des inconnues sont si compliquées et d'un usage si peu commode, lorsque toutefois on peut les appliquer (ce qui n'est pas toujours possible), que l'on doit regarder le problème de la résolution des équations algébriques d'un degré quelconque comme plus curieux qu’utile. Aussi les analystes ont-ils dirigé principalement leurs recherches vers la résolution des êtiualions numériques, c’est-à-dire de celles dont les coelTicients sont des nombres particuliers; et ils ont trouvé des méthodes au moyen desiiuelles, une équation numérique d’un de^ré quelconque (à coefficients réels) étant donnée, on peut toujours déterminer ses racines.
C’est l’ensemble de ces méthodes que nous nous proposons de développer dans ia première Partie de ce Chapitre, du moins en ce qui concerne les racines réelles.
La seconde aura pour objet le complément de l’élimination, ou la résolution des équations numériques à plusieurs incoimues.
Première Partie : Équations numériques à une inconnue. — Pour la généralité de nos raisonnements, nous représenterons encore l’équation proposée par Px" ' -+- Qj-”~’-t-. .. = o; mais les lettres P, Q,... seront censées désigner des nombres particuliers et des quantités réelles, positives ou négatives.
§ I". — Principes fondamentaux. — Limites des racines.
303. Premier principe. — Si deux nombres p p/ y (de signes quelconques) , substitués à ta place de x tlans une équation numérique X = o,
CnAPITRB VIII.
donnent deux rcsidtnts de signes corilenires, ces deux nombres comprennent nu moins une racine réelle de la pmiiosce.
Avant de démontrer cotte proposition, nous ferons voir que, si un nombre a, mis a la place de x, dans un polpndme X, fonction entière de X (230), mais dont les coeflieionls sont numériques et réels, a donné un certain résultat A, on fuuirra, en remplaçant x par a -i- /i, et prenant h sutllsamment petit, obtenir un noueeau résultat qui diffère du premier d'une quantité moindre que toute grandeur donnée.
Soient, en etTel, A, B, C, D, ... ce que de\ icnnent les polynômes X, Y, Z V
-J • • • (20i), quand on y met n au lieu do x\ le polynôme X deviendra, par la substitution do a It,
A + BA 4- C/d -4 D/d + ... -i- h'\
ou bien
A-A(B hC/h-D/i’ + ...-)-/i"-').
La quantité A(B 4- C/i 4-...) est l’expression de la différence entre les résultats des substitutions de a 4- h et de a ; et c’est wtto différence qui doit être reconnue susceptible do devenir moindre que toute grandeur donné*», pour une valeur convenable de h.
Or, B. C, D, . . . étant des quantités finies do signes quelconques, considérons le cas le plus défavorable qui puis.se se présenter, celui où elles seraient toutes positives et égales à K, la plus grande d’entre elles. L’expression /i( B 4- CA 4- . . .) devient
KA(i4- A 4-A’4-...-4-A"-'), ou (31) —
quantité moindre que Quo l'on a A < i.
Cela posé, si l'on veut, par exemple, que la différence soit moindre qu’une quantité donnée N, il n’y a qu’à poser
— 7= ou <N, ce qui donne h — ou — -pi
et touU» valeur de A qui satisfera à cette dernière condition satisfera nécessairement à l’inégalité
KA(i 4- A 4- Ir -e . . . 4- A"-' ) < N, et, à plus forte raison, à l'inégalité
A(B-pC/i4-DA’4-.. )<N; ce qui est bien le résultat demandé.
PRINCIPES FONDAHENTAIX DE LA RÉSOLUTION, ETC
Nous pouvons actuellement démontrer le principe énoncé ci-des.sus, en convenant, pour fixer les idées, que, des deux nombres p il q, p sera le plus petit, c’est-à-dire celui qui se rapproche davantage de Xinjîni négatif. Cela posé, p et q, mis à la place de x dans l’équation X = o, donnant, par hypothèse, deux résultats de signes eontraircs, P, et Q,, on peut concevoir que l’on fasse varier x, par degrés insensibles, depuis p jusqu’à q ; les résultats des substitutions successives varieront aussi par degrés insensibles, c’est-à-dire de manière à ne différer les uns des autres que do quantités aussi petites que l'on voudra (ce qu’on exprime en disant que le polynôme X est soumis à la loi de continuité, ou varie d'une manière continue dans l’intervalle de P, à Q, ), Or une quantité qui est constamment finie (*) ne peut passer du positif au négatif, ou réciproquement, qu’en passant par la valeur zéro.
Donc, parmi les nombres compris entre p et q, il y en a nécessairement au moins un qui donne un résultat égal à zéro; et ce nombre est alors une racine de l’équation X = o.
304. Second pri.ncipe. — Do ce que deux nombres substitués à la place de x dans une équation donnent deux résultats de signes con- ’ traires, on est en droit de conclure qu’ils comprennent au moins une racine réelle; mais on ne peut pas affirmer qu’ils n’en comprennent qu’une seule, et ils peuvent en comprendre un nombre impair quelconque.
Ceci résulte d’une nouvelle proposition que nous allons démontrer, et qui consiste en ce que ;
Si deux nombres p et q comprennent un nombre impair quelconque,
%n -i- \ , de racines réelles, les résultats de leur substitution à la place de X sont de signes contraires; et s'ils en comprennent un nombre pair quelconque, “in, les résultats de leur substitution sont nécessairement de même signe.
Pour mettre cette proposition dans tout son jour, désignons par a, b, c, . . . celles des racines proposées de l’équation X = o que l’on suppose comprises entre les nombres p et q, de signes quelconques, et par f(x) le produit des facteurs du premier degré en x qui correspondent tant aux racines réelles non comprises qu’aux racines imaginaires.
Le premier membre, X, de l’équation peut se mettre sous la forme
(*) En général, une fonclion de x peut passer de l’état positif k l’état négatif, soit en passant par Vinjîni, soit en passant par la valeur zéro; mais ici les coeflicients de la proposée étant des nombres 6nis, et x n’entrant pas en dénominateur, la valeur de X ne peut pas devenir iajtnie.
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Substituons maintenant, dans le produit préo^dent, et 7 à la place de X (p étant < 7) ; nous obtenons les deux résultats
(7 -rt)(7 — i)(7 -r) ><7(7);
f(p) et 7(7) désignant ce que devient lorsqu’on y remplace x par P et 7. [Ces deux quantités ^(/j) et 7(7) sont nécessairement de même signe, puisque, autrement, en vertu du premier principe, 7(x) aurait encore au moins une racine réelle comprise entre et 7, ce qui serait contre l'hypothèse.]
Cela posé, pour déterminer plus facilement les signes des deux résultats ci-dessus, divisons le premier par le second; il vient
ou bien
Mais et 7 comprenant les racines a, b, c,..., el p étant < 7, on a nécessairement
p <Cfi, b, c,..., et b, c,...;
d'où l'on déduit
et
Donc, puisque /j — n et 7 — <2 sont de signes contraires, de même quo
— é et 7 — é, /J — c et 7 — c,. . . , les quotients partiels ^ ^ , ESiJi.
• • • sont tous négatifs. D’ailleurs est essentiellement positif, puisque q[p) et 7(7) sont de môme signe; ainsi le produit
sera négatif si les racines comprises a, b, c,... sont en nombre impair, et positif si elles sont en nombre pair.
Donc, enfin, les deux résultats [p — a)(p ~ b)[p — c)x. ..x q(p) et (7 — o)(7 — i)(7 — c)x...x 7(7) seront do signes contraires ou de mémo signe, suivant que les racines comprises entre p el q seront en nombre impair ou en nombre pair.
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Conséquence. — Il r^sulle nécessairement do cette proposition que, si deux nombres, substitués à la place de x dans une équation, donnent deux-résultats de signes contraires, ils comprennent au moins une racine, mais ils peuvent aussi en comprendre un nombre impair quelconque; et s’ils donnent deux résultats de même signe, ou ils ne comprennent aucune racine, ou bien ils en comprennent un nombre pair quelconque.
Limites des racines réelles des équations.
Les diverses méthodes inventées pour la résolution des équations numériques se réduisent, en dernière analyse, à substituer, dans l’équation, des nombres particuliers qui, la vérifiant, en sont alors reconnus racines, ou qui, du moins, sont jugés devoir comprendre une ou plusieurs racines. Mais, en réfiécbissanl sur l'accroissement rapide (à mesure que X augmente] du premier terme par rapport aux autres, qui sont do degré moindre, on sent qu’il doit exister un nombre susceptible de rendre ce premier terme à lui seul supérieur à tous les autres réunis, c’est-à-dire à leur somme arithmétique (Oi), et qui, par conséquent, substitué dans l’équation, donne nécessairement un résultat de même signe que ce premier terme (qu’on peut toujours regarder comme /Msitif). Ce nombre est donc une limite au delà do laquelle toute autre substitution deviendrait inutile, puisqu’on serait sûr d'obtenir des résultats constamment positifs, et jamais nuis. C’est donc par la détermination d'un pareil nombre qu’il convient de faire précéder le développement des méthodes de résolution.
30,'i. On appelle limite supérieure des racines positives d’une équation tout nombre qui surjxssse la plus grande des racines positives de cette équation.
D'après cette définition, il existe une infinité de limites supérieures pour une équation donnée; car, dès qu’un nombre est reconnu supérieur à la plus grande racine positive, tout nombre plus grand jouit à plus forte raison do cette propriété; mais alors on doit se proposer d'obtenir la limite la plus petite possible. Or on est certain d’avoir une limite dès que l’on a obtenu un nombre qui, substitué à la place de x, rend le premier membre /msitif, et qui est tel en meme temps, que tout autre nombre plus grand donnerait aussi un résultat positif.
Occupons-nous donc do la détermination d’un nombre qui jouisse de cette double propriété.
30fi. Commençons, avant tout, par résoudre la question suivante ; On demande un nombre qui, substitué à la place de x dans une équation.
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rende te premier terme x" plus grand, h lui seul, que la somme arilhméliqiio de tous les autres.
Supposons, à cot effet, que tous les termes de l'équation soient négatifs, à partir du second, en sorte que l'on ait
X" — P.E— ' - Qx”-’ — . . . — Tx — ü = O ;
il s’agit alors do trouver pour x un nombre qui rende
(i) x"> Px"“' -* Qx""’ - T...-fx-f ü.
Or, si l’on désigne par K Iq plus grand de tous les coefDcients, et qu'on pose la nouvelle inégalité
(2) x"> Kx""' Kx"“’-i- . . . -r Kx -I- K,
il est évident que tout nombre qui, mis à la place de x, satisfera à celle-ci, satisfera, à plus forte raison, à la précédente.
Mettons d’ailleurs le facteur x" en évidence dans l’inégalité (a); elle devient
et sous cette forme on voit déjà que, quand un nombre substitué à la place de X aura satisfait à l'inégalité, tout autre nombre plus grand y
satisfera encore, puisque la somme des quantités J ^ • devient
d’autant plus petite que x est plus grand.
Cela posé, si l’on fait d’abord x = K dans l’inégalité (3), on a K“ pour le premier membre, et, pour le second
quantité plus grande que K". Ainsi le nombre K no satisfait pas à l'inégalité.
Essayons maintenant K -1- i, nous obtenons (K -t- 1)" pour le premier membre.
Quant au second, pour en calculer plus facilement la valeur, remontons à l’expression
K X”-' K X— ’ -s- . . . -t- Kx H- K,
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qui, (i'après la propriété du n"3l, ou d’après la formule du n°103, re-
vient à K - — - ; et remplaçons jr par K -h i .
Il vient, par cetle substitution,
' ) ou, réduisant, {K+i)“— i,
résultat plus petit que (K + i)".
D'ailleurs nous avons déjà reconnu que tout autre nombre plus grand satisferait, à plus forte raison, à l'inégalité (3).
Donc, enfin, (K -t- i), ou le plus grand coefficient do l’équation, nugmérité de l’unité, et tout nombre sii/rériciir à (K + i) jouissent de la propriété de rendre le premier terme à lui seul, plus grand que la somme arithmétique de tous tes autres.
307. Limite ordinaire des racines positives. — Le nombre que l’on vient d’obtenir peut être considéré comme une première limite, puisque ce nombre, ou tout autre nombre plus grand, rendant le premier terme supérieur à la somme de tous les autres, les résultats des substitutions do ces nombres à la place de x doivent être constamment positifs; mais cette limite est ordinairement beaucoup trop grande, parce qu’en général l’équation renferme plusieurs ternies positifs. Cherchons donc une limite plus rapprochée de la plus grande racine.
Désignons par jt”"* la puissance de x, correspondant au premier terme négatif qui vient après le terme x", et considérons le cas qui est évidemment le plus défavorable (mais il est plus facile à traiter), celui où tous les termes sont négatifs à partir de x’"'”, et affectés du plus grand des coefficients négatifs qui entrent dans l’équation.
Soit S ce coefficient ; tâchons d’abord de satisfaire à la condition
( I ) Sj:”-" Sa:"-*-'
ou, mettant le facteur x“ en évidence
Sx H- S;
Cette autre forme prouve déjà que, quand on aura trouvé pour x on nombre qui satisfasse à l’inégalité, tout autre nombre plus grand y satisfera encore, puis(|ue la quantité entre parenthèses devient d’autant plus petite que x est plus grand.
Or, si l’on pose d’abord
x" = S, ou X = y^S = S',
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lo premier membre do l’inégalilé (2) devient S'", et le second
quantité plus grande que S'".
Donc S' ou (/B no satisfait pas à l’inégalité.
Faisant actuellement
x = S'-ii ou (j/Bs-i),
on obtient d’abord (S'-e 1)'" pour le premier membre.
Quant au s<“cond, pour en calculer la valeur, il est plus simple de remonter à l’inégalité (i), dont le second membre revient (31 ou 193) à
En remplaçant j: par S' -t- 1 , on a, pour celte expression,
OU S'"’'[{S'-‘- 1)’"""" — ij
(à cause de S = S'"); ou bien encore, effectuant les calculs,
Or celte dernière expression est moindre que (S'-i- 1)“; donc S'-i- i ou I-+-J/B, et tout autre nombre plus grand jouissent de la propriété de rendre lo premier terme plus grand, à lui seul, que la somme arithmétique des seuls termes qui soient négatifs dans l’équation, et, par consériuent, de donner pour le premier membre des résultats constamment positifs.
Donc, enfin, i + (/B, ou l’unité augmentée de la racine du plus grand coefficient négatif, racine d’un degré marqué par le nombre des termes qui précèdent le premier terme négatif, est une limite supérieure des racines positives de l’équation.
Lorsque le premier terme négatif est le second terme de l’équation, il faut faire n = 1, et la limite devient S -1- i, ou le plus grand coefficient négatif augmenté de l’unité ; c’est la limite dont on se sert le plus communément.
Si les deux premiers termes sont positifs, ou que le second terme manque, on a n = 2, et la limite est alors i -1- j/B.
Dans le cas do n = 3, on a pour limite i -t- y'B; et ainsi do suite.
LIMITE SUPÉRIEURE PAR LES DÉCOMPOSITIONS. Prenons pour exemples les équations suivantes :
49 x’ *- 5'ix — 13 = 0,
1 y/S = iH-
3x“^ — 2X*— IlX-4-
N. B. — Dans le dernier exemple, on a d’abord divisé l’équation par 3, avant d’établir la limite, parce que, dans la recherche de la limite générale, le coefficient du premier terme a été supposé égal à l’unité.
De plus il est d’usage d’exprimer cette limite en nombres entiers.
308. Souvent, au moyen d’une transformation exécutée sur l’équation,
on obtient une limite plus petite que -+- 1.
Considérons, par exemple, la première des équations ci-dessus ; *elle peut être mise sous la forme
Or il est visible qu’en y mettant, pour x, 5 ou tout autre nombre plus grand, on obtiendrait un résultat constamment positif; donc 5 est une limite, tandis que l’on avait trouvé 6 d’après la formule.
On a de mémo, pour la seconde équation,
(en réunissant le premier et le quatrième terme, le second et le troisième, etc.); or on voit que x = y49, c’est-à-dire 4j ou tout autre nombre plus grand, donnerait un résultat positif.
L’artifice de cette méthode, qui ne peut s’appliquer qu’à certaines équations, consiste à décomposer le premier membre en pUisieurs parties composées chacune de deux facteurs dont le premier soit un monôme ajfccté du signe -+-, et Vautre un binôme en x dont le second terme soit numérique et négatif, puis à déterminer x de manière que tous les facteurs entre parenthèses soient positifs.
Elle est rarement applicable à des équations renfermant plusieurs termes consécutifs affectés du signe — . •
Par exemple, on ne peut l’appliquer à une équation telle que
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Toutefois, comme le premier membre de cette équation peut se mettre sous la forme
on reconnaît aisément que i3 + i, ou i4, serait une limite supérieure.
309. Méthode de Neivton /wr/r déterminer ta limite supérieure Ut plus petite possible (en nombres entiers).
Soit X = O l'équation proposée ; si l’on fait, dans cette équation,
x' étant une indéterminée, on obtient (262) la transformée
dont les coefficients s’obtiennent d’après une loi connue.
Cela posé, concevons que, par des essais successifs, on soit parvenu
à déterminer pour x' un nombre qui, substitué dans X', Y', — j • ■ • j
rende tous ces coelCcients positifs à la fois; je dis que ce nombre est su/iérieur à ht plus grande racine positive de l'éfptation X = o.
En effet, les coefficients de la transformée étant tous positifs, aucun nombre absolu ne peut vérifier cette équation. Ainsi les valeurs réelles de U doivent être toutes négatives. Mais de l'équation x = x'-¥- u on lire u = X — x' ; et pour que les valeurs de u qui correspondent à chaque valeur de x et à la valeur de x' (déjà déterminée) soient négatives, il faut absolument que la plus grande valeur positive de x soit moindre que la valeur de x’. c. 0. F. d.
Voici, d’ailleurs, la manière d’appliquer la méthode.
Soit l’équation
X* — Sx’ — 6x’— igx -t- 7 = o.
Comme x' est un caractère indéterminé, on [leut conserver la lettre x dans la formation des polynômes dérivés ; et l'on a
X= X* — Sx’ — 6x’ — >9xh-7,
Y = — i5x’ — lax — 19,
- = Gx’— i5x‘ — 6,
DÉTEBIIIKATION DES AUTRES LIMITES. ^IÇf
La question est, comme on vient de le voir, ramenée à trouver pour jr un nombre entier (le plus petit [mssible) qui rende tous ces polynômes positifs.
Commençons par le polynôme du premier degré ; il est visible (jue i, ou tout autre nombre > a, le rend positif.
a, substitué dans le polynôme du second degré, donne un résultat négatif; mais 3, ou tout nombre > 3, donne un résultat positif.
3 et 4, substitués dans le polynôme du troisième degré, donnent un résultat négatif; mais 5 donne un résultat positif, et il en serait do mémo de tout autre nombre plus grand.
Enfin 5, substitué dans X, donne un résultat négatif; et il en est de même de 6, car les trois premiers termes — 6x’ reviennent
à x'(x — 5) — Gx’, expression qui se réduit à zéro dès que l'on fait x = G ; mais X = 7 donne évidemment un résultat positif.
Donc 7 est une limite supérieure des racines posiiii’cs de la proposée , c’est d'ailleurs, en nombres entiers, la limite la plus petite, puisqu'on vient de reconnaître que G donnait un résultat négatif, d’où il suit (303) qu’il y a au moins une racine comprise entre G et 7.
En t’énénd, on obtiendra par cette méthode la limite la plus petite en nombres entiers, toutes les fois que l'on aura reconnu qu’un certain nombre entier K et tout nombre plus grand, rendant positifs tous les polynômes dérivés, mais négatif le polynôme proposé, K -1- 1 rend celui-ci positif. La limite la plus petite est alors K -t- 1 .
C'est ainsi qu’on trouvera que G cl 7 sont les limites respectives des équations
jé’ — 3x' 8x’ — a5x'-i-4a' — 3g = o, x‘ — 5x‘ — 1 3x^ -t- 17X’ — Gg = O.
iV. B. — On conçoit que cette méthode (qui n’est d’ailleurs employée que dans la recherche des racines incommensurables) peut donner même une quantité moindre que l’unité pour limite sujiérieure ; puisque, d'a|irés la nature de celle méthode, il suflit do trouver pour x un nombre qui rende positifs le polynôme proposé et ses dérivés. (Nous en verrons un exemple au n" 3ii.)
310. 11 nous reste maintenant à déterminer la limite sti/tériciire des racines négatives, et les limites inférieures des racines, soit positives, soit négatives.
Dorénavant nous désignerons par la lettre L la limite siqiérioure des racines positives d’une équation, de quelque manière qu’on l’ait obtenue.
1° Si, dans l’équation X = o, on fait x =■ — y, ce qui donne la transformée V = o, il est clair que les racines positives de celte nouvelle équa-
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lion, étant prises avec le signe —, üonncront les racines négatives de la proposée ; donc, en déterminant |iar les moyens connus la limite supérieure L' des racines positives de la transformée, on aura — L' iiour ta limite suf)éricurc (numériquement) des racines ncgaticcs de la pro/iosvr.
1° Si, dans l'équation X = o, on fait x = ".> '' résulte une transformée V = O, dont les coefficients sont ceux de la proposée écrits dans
un ordre inverse. Or il suit de la relation — j qu’aux plus grandes valeurs positives de y correspondent les plus petites do x\ donc, en désignant par l la limite supérieure des racines positives de la transformée.
on aura
pour la limite inférieure des racines /msitices de la pro/Msée.
3” Enfin si, dans la proposée, on remplace e par — y et qu'on cherche la limite supérieure l' des racines positives de la transforméo Y = o, — P sera la limite inférieure (numériquement) des racines négatives de la proposée.
3H. N. B. — Nous terminerons par doux remarques fort utiles dans la recherche des limites.
Premièrement, toute éijualion qui n’a que des permanences de signes, c'est-à-dire dont tous les termes sont positifs, ne peut avoir pour racines réelles que des nombres négatifs; car tout nombre positif, mis à la place de X, rendrait le premier membre essentiellement positif. Ainsi, dans ce cas, zéro est la limite supérieure des racines positives.
En second lieu, toute équation compiète, dont les termes sont alternativement |X)silifs et négatifs, c’est-à-dire qui n’a que des variations de signe, ne peut avoir pour racines réelles que des nombres /msitijs; car il est évident que tout nombre négatif, mis à la place de x dans la proposée, rend tous les termes positifs si l’équation est do degré pair, et tous les termes négatifs si ré(iuation est de degré impair. Ainsi la somme des termes ne peut devenir mille.
Donc, dans ce cas, il est inutile do rechercher les limites négatives.
Il en est de même de toute équation incomplète, telle que, si Ijfm change X en — y, il en résulte une transformée qui n'a que des permanences.
CoNSÉOUENXES DéoeiTES DES PRINCIPES PRÉCÉDENTS.
Le principe fondamental de la résolution des équations numériques, et ceux que nous venons d’établir sur les limites, ont conduit les géomètres à des conséquences très-importantes.
CONSÉQUENCES DES PRir^CIPES PRÉCÉDENTS.
312. Preuière conséquence. — Toute équation de déféré impair, dont les coefficients sont réels, a au moins une racine réelle de signe contraire à son dernier terme.
En effet, soit -h Px”"' 4- ... h- Tx dr ü — o l’équation proposée; et considérons d’abord le cas où le dernier terme est négatif.
Si l’on fait x = o dans l’équation, le preniier membre se réduit à ~ ü. D’un autre côté, substituons, à la place de x, (K 4- 1), ou (306) le plus grand coefficient de l’équation augmenté de l’unité ; comme, par cette sul)stitution, le premier terme x^ est à lui seul plus grand que la somme arithmétique de tous les autres termes, il s’ensuit que le résultat do la substitution est positif. Donc, en vertu du principe démontré (303), il Y a au moins une racine réelle comprise entre zéro c/ (K 4- i), laquelle racine est positive et, par conséquent, de signe contraire au dernier terme.
Supposons actuellement le dernier terme positif.
En faisant toujours x = o, on trouve pour résultat 4- ü ; mais en mettant, pour X, — ( K 4- 1), on obtiendra un résultat nécessairement négatif, puisque le premier terme x”, qui devient négatif par cette substitution, donne son signe à toute l’expression. Donc l’équation a au moins une racine réelle comprise entre zéro et — (K 4-1), c’est-à-dire négative ou de signe contraire au dernier terme.
Seconde conséquence. — Toute équation de degré pair, à coefficients réels, dont le dernier terme est négatif, a au moins deux racines réelles, Vunc positive et Vautre négative.
En effet, soit — ü son dernier terme ; en faisant x = o, on trouve pour résultat — U. Substituons successivement (K 4-1) et — (K -1-1), K étant toujours (306) le plus grand coefficient de l’équation; comme m est pair, le premier terme x” reste positif. D’ailleurs il devient plus grand, par ces substitutions, que la somme de tous les autres; donc les résultats des deux substitutions sont l’un et l’autre positifs, ou de signe contraire à celui que donne l’hypothèse x = o. Ainsi l’équation a au moins deux racines réelles, l’une comprise entre zéro et (K 4-1), ou positive, et l’autre comprise entre zéro et — (K 4- 1), ou négative.
N. B. — On no peut rien conclure pour toute équation de degré pair dont le dernier terme est positif, et môme il est aisé de former des équations qui n’aient que des racines imaginaires : il suffît, pour cela, de multiplier entre eux plusieurs trinômes du second degré qui, égalés séparément à zéro, ne donneraient que des racines imaginaires; il est clair que l’équation ainsi formée n'aurait elle-même que des racines imaginaires.
En rapprochant les deux conséquences précédentes de la proposition
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que tnule criitation a un muîns une racine, on voit que cette propos:tion liyiJOthtUique se trouve maintenant li^inontnV pour la plupart des écpiations numériques; d’ailleurs le» démonstrations des const''quonces ci-de>su8 sont fondées sur le princi(.e du n“ 30.3 et sur celui du n“ 300, qui sont tout à fait indépendants de la théorie établie dans le Chapitre VII.
313. TnoisitiiF. CONSÉOUENCE. — Si une ê<iuation, dont les cœfDcients sont ré’cis, a des racines iniuginuires, ces racines ne peuvent être qu'en nombre pair.
En effet, concevons que l’on ail divisé le premier membre de la proposée par tous les litcleurs simples qui corres|)Ondenl aux racines réelles : le pnlynôme (/uotient (jue l’on obtiendra aura ses coeflicients réels ( d'a[)rès la loi de formation du u" 233) ; do plus, il doit être de degré pair; car autrement, en régalant à zéro, on formerait une équation do degré impair qui (312) admettrait une racine réelle w moins; ce qui serait contraire à la nature de cc'llc équation, qui ne doit plus renfermer que des racines imaginaires (*).
lirmanpw. — 1,0 polynôme quotient dont nous venons de parler jouit d’ailleurs d’une propriété caraciérisii<iue , c’ost-àKlire appartenant exclusivement aux équations qui n’ont que des racines imagiicaires : c’est de rester constamment positif, f/ucUpic valeur réelle r/ue l'on y mette à la place de x.
En effet, s’il pouvait devenir négatif, comme on obtiendrait aussi un résultat positif en substituant, [)Our x, (K t- i), ou le plus grand cocfTicient augmenté de l’unité, il s’ensuivrait que ce polynôme égalé à zéro aurait au moins une racine réelle comprise entre (K h- i) et le nombre qui aurait donné un résultat négatif.
11 suit encore de là que le dernier terme de ce polynôme doit être po-
(*) peut encore consiflérer colto proposition comme une conséquence du théorème de M. Cauchyt puisque, dnns le cours de l.*» démonstration que l’on on donne ordinairement, on est conduit à prouver que Coûte équation qui a une racine de la forme a “• ^ nécessairement une seconde de la forme
a — A y — I ; ce qui entraîne la conséquence que les racines imaginaires Tout par roupies. Cest ainsi, en effet, que raisonnent tous les auteurs qui ont développé la démonstration du théorème précité. Mais nous persistons à penser que ce thcoiéme, tant par la nature de sa démonstration que par les dirticultes d’analyse qu’elle présente, ne s.iurnit servir de point de départ à la théorie des ëquetioiis. Au surplus, le fait analytique que les racines imaginaires des éjualions trouvent par couples et sont de la forme a ^ y — l sera établi au commencement du Chapitre IX..
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sitif, puisque, autrement, x=o donnerait un résultat négatif, ce qui ne doit pas être.
314. QcATniàMB conséqde.nce. — Toutes les fois que le dernier terme d’une équation est positif, le nombre des racines réelles positives de l’équation est pair ; et toutes les fois qu’il est négatif, le nombre des racines réelles positives est impair.
En effet, supposons d’abord que le dernier terme soit ■+■ U, ou positif. Comme, en faisant = o, on a pour résultat U, et qu’en faisant x = K -m on a aussi un résultat positif, il s’ensuit que o et (K + i| donnent deux résultats de même signe, et, par conséquent (304), que le nombre des racines réelles qu’ils comprennent, est nul, ou généralement qu’il est un nombre pair quelconque.
Si, au contraire, le dernier terme est — ü, alors o et (K -m) donnent deux résultats de signes contraires, et comprennent, par conséquent, une racine ou un nombre impair quelconque de racines réelles.
La réciproque de cette proposition est évidente.
RÈGLE DES SIC.NES DE DESCARTE
313. La règle suivante fait connaître le plus grand nombre de racines positives et le plus grand nombre do racines négatives qu’une équation numérique puisse renfermer.
Une équation d’un degré quelconque ne peut avoir plus tic racines positives que de variations de signes, ni un nombre de racines négatives plus grand que celai des permanences, si toutefois (restriction nécessaire pour la seconde partie) Vcquation est complète.
Pour démontrer la première partie do la proposition, nous ferons voir d’abord que la multiplication du premier membre d'une équation par un facteur x — a correspondant à une racine positive introduit au moins une variation de plus.
Soit, en effet, l’équation
Mx"-i-...— Nx”-...-i- Px»... ...-i- -i-...±Tx'±...= o,
dont nous supiioscrons, pour la plus grande généralité possible, le premier membre composé d’une première série de termes positifs commençant par Mx™, puis d'une série de termes négatifs commençant par — Nx", puis encore d’une série de termes positifs commençant par -f- Px», et ainsi de suite, jusipi’à une dernière série de termes de même signe commençant par ± Tx*, et qui seront tous jmsitifs, ou tous négatifs, suivant que ces séries alternatives de termes positifs et de termes négatifs seront Alg. B. 28
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en nombre impair ou en nombre pair, chacune d’elles pouvanl se réduire à un seul terme.
Cela posé, multiplions le premier membre de l’équation par x — a \ nous obtiendrons deux produits partiels dont le premier aura ses termes affectés des mêmes signes que le multiplicande, et dont le second aura ses termes affectés de signes contraires à ceux du multiplicande, et avancés d’un rang vers la droite. On pourra donc, en ne tenant compte que des signes qu’il est utile do considérer, écrire les deux produits partiels et le produit total, de la manière suivante :
H- ... — ...-+- PjS’-^-. . .± Tx'±...
..- Nj:"’-" — ...-H ..dtlx*-*'...
Or on voit tout de suite, à l’inspection de ce produit total, que son premier terme est positif comme celui du multiplicande; qu’au premier terme négatif ~ N. r" du multiplicande corres|)ond un terme négatif du produit total, quels que soient d’ailleurs les signes interniédiaircs; que, de même, au terme -i- Pa' du multiplicande correspond un terme positif du produit total; et ainsi de suite, jusqu’au terme iTx* du multiplicande, qui est le premier de la dernière série, et auquel correspond également un terme du produit total, affecté du même signe que lui.
D'où il résulte qu'à chaque variation do signe du multiplicande correspond au moins une variation du produit total ; mais celui-ci est terminé par un terme affecté du signe q:, qui amène nécessairement au moins une variation qui ne se trouve pas dans le multiplicande. Donc l'intnx/iu-tion d’une racine positive dans une équation fait naître au moins une variation de plus. c. 0. P. D.
Maintenant, si l’on conçoit qu’une équation à coefficients réels ait été d’abord débarrassée de tous les facteurs x — a, x — b, x — c,. . . correspondant à ses racines positives, et qu’ensuite on les introduise successivement dans le polynôme-quotient, comme chaque nouvelle racine introduite produit au moins une variation de plus, il s’ensuit que l'équation résultante, ou l’équation proposée, ne saurait avoir plus de racines positives que de variations; ce qui constitue la première partie do la proposition énoncée au commencement do ce numéro.
Quant à la seconde partie, il suffit d’observer que, si l’on change x en — X dans une équation, ce qui revient (310) à changer les racines positives en racines négatives, et réciproquement, les variations do signes de
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l’équation devien4ront des pennanenccs, et réciproquement, si l'équation est complète. Or, en vertu de ce qui vient d'étro dit, la transformée ne peut pas avoir plus de racines positives que de variations de signe ; donc la proposée elle-même ne peut pas avoir plus de racines négatives que de liermanences .
N. B. — Le moyen de démonstration que nous venons d’exposer est dû à M. Gauss, qui a, en outre, fait plusieurs remarques relatives au cas où l'équation est incomplète {*).
Nous nous bornerons à faire observer, d’après lui (et nous insistons sur ce point), que la première partie de la proposition est toujours vraie, quelle que soit l'équation, complète ou incomplète ; mais que la seconde partie peut être en défaut si l’équation est incomplète.
Ainsi soit, par exemple, l’équation du quatrième degré
Cette équation, ayant son dernier terme négatif, a au moins (312) deux racines réelles, l’une positive, l’autre négative; et cependant, comme elle n’a que des variations de signe, il semblerait qu’elle ne peut avoir aucune racine négative ; mais si l’on complète l’équation en rétablissant le terme en x^, il vient
équation qui présente une permanence, soit qu’on prenne le coefficient o avec le signe -t-, soit qu’on le prenne avec le signe — ; et le paradoxe disparaît.
Voici, au reste, un énoncé qui comprend évidemment tous les cas ; Dans toute érptation, complète ou incomplète, le nombre des racines positives est au plus égal au nombre des variations de signe ipi'elle présente, et le nombre des racines négatives est au plus égal au nombre des variations Je signe <pæ présente la transformée qui résulte de la substitution de — X à la place de x dans l’équation proposée.
316. CoxsÉQüENCE. — Toutes les fois qu’une équation n’a que des racines réelles et qu’elle est complète, le nombre des racines positives est égal au nombre total des variations, et le nombre des racines négatives au nombre total des permanences.
En effet, soient m le degré de l’équation, n le nombre des variations de signe qu’elle présente, et p le nombre des permanences; on a nécessaire-
(•) t'oie le Journal de Creile, t. III, p. i, et le Bulletin des Sciences de Furussac, t. IX, p. 353.
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ment /» = />+ p. Soient d’ailleurs n' le nombre des jacines positives et // 1e nombre des racines négatives ; on a encore
m = n'-rp', d’où l'on déduit n -t- p = n’-i- p'.
Or on vient de voir que n' ne peut être > n, et que p' ne peut pas être > p\ donc il faut que l’on ait n‘= n et p'= p.
317. Remarque. — Lorsqu’une équation manque de quelques termes, on peut souvent, au moyen de la règle précédente, reconnaître la présence de racines imaginaires.
Soit, par exemple, l’équation
■+■ px -1-^ = 0,
petq étant essentiellement positifs. Rétablissons le terme qui manque, en l'affectant du cocfTicient ± o ; il vient
X^± 0.'j’->- px -4-^ = 0.
En n’ayant égard qu’au signe supérieur, on ne voit que des permanences, tandis que le signe inférieur donne deux variations. Cela prouve que l’équation a des racines imaginaires; car, si scs racines étaient toutes trois réelles, il faudrait, en vertu du signe supérieur, (|u’olles fussent toutes trois négatives, et, en vertu du signe inférieur, qu’il y en eût deux positives et une négative, résultats contradictoires.
On ne peut rien conclure si l’équation est de la forme
3^ — px <7 = o;
car, opérant comme au n° 315, rétablissons le terme ± o.x‘ -, il vient x*± o.x’ — px + q = o,
équation qui présente une permanence et deux variations, soit que l’on prenne le signe supérieur, soit que l’on prenne le signe inférieur. Ainsi celte équation peut avoir ses trois racines réelles, savoir, deux positives et une négative ; ou bien elle a deux racines imaginaires et une négative, puisque son dernier terme est positif (3H).
Passons actuellement à l’exposition des diverses méthodes de résolution des équations numériques.
§ II. — Recherche des racines commensurables des équatio.vs
.NUHÉRIQÜES.
318. Les racines ré-elles commensurables doivent être l’objet des premières recherches. Ces racines peuvent être entières ou fractionnaires.
MÉTHODE DES RACINES COMMENSURABLES
Observons d’abord que toute équation dont le premier terme a pour coefficient Vanité, et dont tous les autres coefficients sont des nombres entiers, ne peut avoir pour racines commensurables que des nombres entiers.
En effet, soit l’équation
Px«-‘ . .-h Tx U = O,
dans laquelle P, 0> ...» T, U sont des nombres entiers, et supposons qu’elle puisse avoir pour racine un nombre fractionnaire commensurable,
tel que nous obtiendrons, par la substitution.
P fl"-' ^fl"-’
d’où, multipliant toute l’équation par lf*~\ et transposant,
^jJVt
Or le second membre de cette égalité se compose d’une suite de nombres entiers, tandis que le premier membre est essentiellement fractionnaire ; car, fl et /> pouvant toujours être supposés premiers entre eux, il en est de môme [Arithm., n® 130) de a’" et ; donc cette égalité ne saurait exister. Donc il est impossible qu’aucun nombre fractionnaire commensurable satisfasse à l’équation.
Cela posé, on a vu (2G5) comment, étant donnée une équation dont les coclRcients sont rationnels, mais fractionnaires, on peut la transformer en une autre dont les coefficients soient entiers, son premier terme conservant d’ailleurs Tunité pour coefficient. Ainsi, dès que l’on aura établi une méthode, pour trouver les racines entières d’une équation à coefficients entiers, le premier terme ayant d* ailleurs Vanité pour coefficient, il sera ensuite facile d’obtenir les racines commensurables (entières ou fractionnaires) de toute qquation h coefficients quelconques, mais rationnels.
A cet effet, reprenons l’équation générale
jf H- Px"“' -f- . . . -H Rx^ -h Sx* -h Tx -h ü = O ,
P, Q, . . ., R, S, T, ü étant des nombres entiers. (Pour l’exposition de la méthode, il faut nécessairement écrire les quatre ou cinq derniers termes.)
Désignons par a un nombre entier, positif ou négatif, qui doit vériOer l’équation, et cherchons à quelles conditions il doit satisfaire pour en être racine.
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Si a est racine, on doit avoir l’égalité (i) n”-(- Prt""' H- . . Rn’-h So’h- Ta -I- ü = o;
donc, si l’on remplaçait a par tous les nombres entiers positifs et négatib compris entre les limites + L et — L' (310) des racines positives et négatives, ceux qui vériQeraient l’égalité ci-dessus seraient reconnus racines; mais on congoit combien ces essais seraient longs et pénibles. On a donc cherché à déduire de l’égalité (i), qui est une condition nécessaire et suffisante, d’autres conditions plus simples à vérifier.
Transposons tous les termes, excepté le dernier, et divisons par a; l’égalité (i) se trouvera mise sous la forme
Or le second membre de cette nouvelle égalité est un nombre entier ; donc
il faut 'que ^ soit un nombre entier. Ainsi déjà les rccines entières de
l'équation sont comprises parmi les diviseurs du dernier terme, pris tant avec le signe -t- qtâavec le signe — .
Transposons actuellement, dans l’égalité (a), le terme — T, et divisons par a, en posant, pour plus de simplicité,
il vient
(3) -= — n— Pa"-’-...— Ra-S.
Le second membre de l’égalité (3) est un nombre entier; donc il faut
que — J ou fe quotient de la division de — -h T par a, soit un nombre entier.
Transposons de nouveau le terme — S, et divisons par a, en posant T'
il vient
4) -= — a"-’ — Pa“-*— ... — R.
Le second membre de cette égalité est un nombre entier ; donc il faut
que — ) on le quotient de la division r/e — S par a, soit un nombre
entier.
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En continuant ainsi de transposer dans le premier membre tous les termes du second, on parviendra, après la (m — i)"" transformation, à une égalité de la forme
Transposant enfin le terme — P, divisant par a, et posant
on trouve
— = — 1 , ou h I =■ O.
Cette égalité, qui n’est d’ailleurs qu’une transformée de l’égalité (i), est la dernière condition à laquelle il faut et il suffit que le nombre entier a satisfasse pour être reconnu racine.
En rapprochant les conditions précédentes, on peut conclure que, pour qu'un nombre entier a, positif ou négatif, soit racine’ de l'équation proposée, il faut :
Que le quotient du dernier terme divisé par a soit entier;
Que, si l’on ajoute à ce quotient le coefficient de j:* (pris avec son signe), le quotient de cette somme divisé par a soit entier ;
Que, SI l’on ajoute à ce nouveau quotient le coefficient de x’, le quotient de cette nouvelle somme divisée par a soit entier; et ainsi de suite;
Qu’enfin, si l'on ajoute le coefficient du second terme de l’équation, ou de x"-', au quotient précédent, le quotient de ta nouvelle somme divisée par a soit entier et égal à — i ; ou bien encore que le résultat de l’addition de l'unité ou du coefficient de x" au quotient précédent soit égal à zéro.
Tout nombre qui satisfera à ces épreuves réunies sera racine, et ceu.v qui manquciont à quelqu’une d’elles devront être rejetés.
320. Afin de déterminer à la fois toutes les racines entières d’une équation, voici la marche qu’il convient de suivre :
Après avoir déterminé tous les diviseurs du dernier terme (Arithm., n°143), on écrit sur une même ligne horizontale, et tant avec le signe -iqu’avec le signe — , tes diviseurs compris entre les limites -h L et — L', puis, au-dessous de ces diviseurs, tes quotients du dernier terme divisé />ar chacun d’eux.
On ajoute ensuite à chacun des quotients le coefficient rfc x‘, ce qui donne des .sommes que l’on place au-dessous des quotients qui leur correspondent ; puis on divise ces nouvelles sommes par chacun des diviseurs.
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ce qui donne des quotients que l'on écrit au-dessous des sommes correspondantes (on a le soin de rejeter les quotients fractionnaires et les divi* seurs qui ont donné ces quotients); et ainsi de suite.
Observons en outre que, si quelques termes manquent dans l’équation particulière proposée, il faut en tenir compte, en regardant chacun de leurs coeilicients comme égal à zéro.
Enfin il est inutile d’appliquer la méthode aux diviseurs -4- i et — i , parce que leur substitution dans l’équation réduit le premier membre à la série des coefficients; et il est facile de s’assurer directement si ces deux nombres satisfont ou ne satisfont pas à l’équation.
Soit, pour premier exemple, l’équation
La limite supérieure des racines positives de cette équation est i3 -4- i ou 14. [On ne considère pas ici le coefficient 48, parce que, les deux derniers termes revenant à 16 (x — 3), dès que l’on fait x > 3, cette partie est essentiellement positive.]
On trouverait d’ailleurs (310), pour la limite supérieure des racines négatives, — (i -4- ou — 8.
Cela posé, les diviseurs de 48 moindres que 14 sont i, 2, 3, 4j 6, 8, 12; d’ailleurs aucun des deux nombres -4-1, — i ne satisfait à l’équation, car le coefficient — 48 est à lui seul numériquement plus grand que tous les autres réunis. Ainsi l’on ne doit soumettre aux épreuves que les diviseurs positifs compris depuis 2 jusqu’à 12, et les diviseurs négatifs compris depuis — 2 jusqu’à — 6.
Voici le tableau des calculs, d’après la marche indiquée :
La première ligne est celle des diviseurs; la deuxieme celle des quotients de la division du dernier terme, — 48, par chacun des diviseurs.
La troisième est la ligne des quotients que l’on vient d’obtenir, augmentés du coefficient -4- 16 de la proposée; et la quatrième celle des quo-
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tients de ces sommes divisées par chacnn des diviseurs : cette deuxième ’ condition exclut d’abord les diviseurs -i- 8, -t- 6 et — 3.
La cinquième est la ligne des quotients précédents augmentés du coefficient — 1 3 de la proposée ; et la sixième celle des quotients des nouvelles sommes par chacun des diviseurs : cette troisième condition exclut les nouveaux diviseurs 3, a, — a et — 6.
Enfin la septième est la ligne des troisièmes quotients augmentés du coefficient — i de la proposée; et la huitième celle des quotients des dernières sommes par chacun des diviseurs. Il n'y a que les diviseurs -h 4 et — 4 qui donnent — i; donc -h 4 et — 4 sont les seules racines entières de la proposée.
En effet, si l’on divise x* — x‘ — i3x’-i-i6x — 4^ psr 1® produit (jr — 4)(x -(- 4)i ou x’— i6,il vient pour quotient x’— x -t- 3, polynôme qui, égalé à zéro, donne
Ainsi les quatre racines sont 4, — 4, et ^ ± i ii.
t 321. Remarque. — Comme, dans les applications do la méthode, on
peut commettre quelques erreurs d’addition ou de division, et laisser ainsi échapper quelques racines, il est convenable, après avoir divisé le premier membre de la proposée par chacun des facteurs du premier degré, correspondant aux racines déjà obtenues, il est convenable, dis-je, Rappliquer de nouveau la méthode à l’équation résultante, qui est d’un degré plus simple, et dont les coefficients sont aussi généralement plus simples que ceux de la proposée.
U y a môme une circonstance où cette équation résultante peut encore admettre des racines commcnsurables, sans que l’on ait commis aucune erreur : c’est lorsque la proposée renferme des racines égales commensurables. Comme la méthode des racines égales est plus compliquée que celle des racines commensurables, il faut toujours, une équation numérique étant donnée, commencer par la soumettre à la méthode des racines commensurables. Or celle-ci suffit bien pour obtenir les racines différentes, mais elle n’indique pas si une même racine n’entre qu’une fois ou se trouve plusieurs fois dans la proposée. On peut s’en assurer do deux manières : ou bien en soumettant de nouveau à la méthode l’équation qui résulte de la suppression des racines déjà mises en évidence ; ou bien en essayant la division du premier membre de cette équation par les facteurs du premier degré qui correspondent aux racines trouvées.
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Soit, par exemple, l'équation
•r* — i3j:* 67^ — 171 x’-i- aiGx — 108 = O.
La limite supérieure des racines positives de celte équation est i3, d’après la décomposition (308) ; d'ailleurs elle n'a pas de racines négatives, puisque l'équation no présente que des variations de signe (311 ).
Les diviseurs do 108, au-dessous de i3, sont
D’ailleurs -t- 1 ne satisfait pas à l'équation, car on trouve — 8 pour résultat do la substitution de -t-i; ainsi a, 3, 4, 6, 9, la sont les seuls nombres à soumettre aux épreuves.
On reconnaît, par l’application de la méthode, que 3 et a sont racines de la proposée,
EfTccluanl la division du premier membre do cette équation par (x — 3) (x — a), ou X- — 5x-(-6, on trouve pour quotient
x’ — Sx*-!- aix — 18 = o,
qui, soumise olle-mémo à la méthode, se trouve avoir encore -i- 3 et a pour racines.
Divisant cette dernière équation par x^ — 5x -+- 6, on obtient X — 3 = o, d’où X =: 3 ; ainsi la proposée peut se mettre sous la forme (.X — 3)’(x — a)’ = o.
N. B. — Nous ajouterons que si, après avoir reconnu qu’un nombre entier n, positif ou négatif, satisfait à l’équation, et après avoir divisé le dernier terme ü par a, on obtient un quotient qui ne soit plus divisible par a, c’est que celte racine n’entre qu’une fois dans l’équation proposée.
322. Rèfilc d’exclusion. — Lorsque le nombre des diviseurs du dernier terme, qui se trouvent compris entre les deux limites -t- L et — L', est très-grand, on peut restreindre le nombre des essais par une règle d'un usage facile.
Soit l'équation
X" -+-Px"-'-(-0x"-' -)-Tx-i- U - o,
dans laquelle nous supposons toujours que les coefGcionts soient entiers.
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Od sait que, a étant racine de cette équation, son premier membre est divisible par x — a; ainsi l’on a l’identité
a" -H Pi— ' -i- . . . -t-Tx -I- D = (j— a) ( J—' -4- Fj-- *-t- . . . -t- T'x -+- ü').
P', Q', . . ., T', ü' étant, d’après la loi de formation du n° 238, des nombres entiers aussi bien que n, P, Q, . . . , T, U. Cela posé, comme l’équation précédente doit se vérifier, quel que soit x, faisons x = i ; il vient
H- P + Q 4-, . .H- T 4- U = (i - rt) (i P'-t- . . .-I- T'-h U'),
Le second membre de celte égalité est un nombre entier; donc il doit en être de même du premier membre : ainsi a, étant un nombre entier positif ou négatif, ne peut être racine qu’autant que (i — a) ou plutôt (n — i) divise le résultat de la substitution de 4- 1 dans la proposée.
On prouverait de même, en faisant x = — i, que — (i 4- a) ou (a 4- 1) doit diviser le résultat de la substitution de — i ; d’où la règle suivante :
Substituez successivement 4- 1 et — i dans la proposée, et désignez par M et M' les valeurs numériques des résultats de cette double substitution.
(Si l'un des résultats était zéro, auquel cas +i ou — i serait racine, il faudrait commencer par supprimer cette racine dans la proposée avant d’appliquer la règle.)
. 1° Tout diviseur positif du dernier terme, qui, diminué de i, ne divise pas M, et qui, augmenté de i, ne divise pas M', doit être rejeté.
1° Tout diviseur négatif dont la valeur numérique, augmentée de i , ne divise pas M, et diminuée de i ne divise pas M', doit être rejeté.
Afin do mettre plus facilement en évidence ces deux caractères d’exclusion, il convient do décomposer d’abord les deux résultats M et M' dans leurs diviseurs (Arithm., n° 14-i).
Soit, pour exemple, proposé de déterminer les racines commensurables de l'équation
x' — — ’iqx's- 267 x — 3Co = o.
La limite supérieure des racines positives de cette équation est 37 -4-1 ou 38, parce que aS7x — 36o revient à 267 ^x — • la limite su-
périeure des négatives est — (1-4- /Sfio) ou — ao. Los diviseurs de 36o, que Ton doit soumettre aux épreuves de la méthode du n° 320, sont
donc
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I, a, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, la, i5, 18, ao, a4, 3o, 36, et
— I, — a, —3, —4, —5, —6, —8, —9, —10, — la, — 15, —18;
le résultat de la substitution de -1- 1 dans la proposée est, en faisant abstraction du signe, i44 nu a‘.3‘; le résultat de la substitution de — i est 648 ou a’. 3*.
Cela posé, passons d’abord en revue les diviseurs positifs, à partir de 36, qui est le plus grand.
36 — I, ou 35 = 7 X 5, ne divise pas i44t qui est égal à a‘.3’; ainsi 36 doit être rejeté.
On rejettera, par la même raison, 3o, a4, ao, i8, i5, la.
10 — I, ou 9, divise 144 ; mais 10 -t- 1, ou 1 1, ne divise pas 648, qui est égal à a’. 3*; ainsi 10 doit être rejeté.
On reconnaîtra encore que 9, 8, 6, 4 doivent être rejetés ; c'est-à-dire que les seuls diviseurs positifs qui satisfont à la règle sont 5, 3 et a. Quant aux diviseurs négatifs, 18 -f-i, ou 19, ne di\ise pas i44i musi
— 18 doit être rejeté.
i5 -H I, ou 16, divise i44; mais i5 — i,ou i4, no divise pas 648; donc — 15 doit être rejeté.
On verrait pareillement que — la, —10, — 9, — 8, — 6, — 4 doivent être rejetés. Ainsi l’on ne doit soumettre aux épreuves de la méthode du n* 320 que les diviseurs — 5, — 3 et — a. En appliquant la méthode aux diviseurs
on reconnaîtra que 5 est le seul qui remplisse toutes les conditions, cl qui soit, par conséquent, racine de la proposée.
Effectuons la division par x — 5 ; il vient pour résultat
équation qui ne saurait avoir de nouveau 5 pour racine, puisque 5 no divise pas 7a. Ainsi cette équation n’a plus que des racines incommensurables et des racines imaginaires.
Voici de nouveaux exercices
1“ x^ — 5x^+iiSx — ai = o,
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2° i5x* — igx*4- 6x’-(- i5x’ — igx-(-6 = o,
3“ gx*-!- 3ox*-i- 21x‘h- iox’+ lyx’ — aox -+- 4 = o,
Pour résoudre les deux dernières équations, il faut d'abord faire disparaître le coefficient du premier terme, d’après la règle du n° 2C5 ; appliquer ensuite la méthode du n° 320 aux deux transformées ; et, après avoir obtenu les racines entières de ces transformées, substituer dans l'équation
X = '^) qui a servi à la transformation, les valeurs des racines obtenues.
321. Ce qui précède suffit pour la détermination des racines commensurables de toute équation numérique dont les coefficients sont rationnels, entiers tm fractionnaires. Cependant nous observerons qu’il y a des questions dont les énoncés conduisent à des équations de degré supérieur, et qui, par leur nature, n’admettent que des nombres entiers pour solutions; c’est-à-dire que toute solution fractionnaire commensurable ou incommensurable doit être regardée comme tout à fait étrangère à la question.
Soit, par exemple, proposé de déterminer la base du système de numération dans lequel le munbre ai 4? (système décimal) serait représenté par l’ensemble des chiffres 3ao4a (système cherché).
Soit X la base inconnue; les termes a, o.x’, ax*, 3x‘ exprimeront les valeurs relatives des chiffres a, 4, °, 2, 3 du nombre 3ao4a. Ainsi l’on a l’équation
3x‘-t- ax^-i- o.x’-H 4x -H a = ai47,
ou bien
3x'-i- ax’-i- 4x — ai45 = o,
à résoudre en nombres entiers et positifs; car x doit être, par sa nature, un nombre entier absolu.
Or, pour peu qu'on réfléchisse sur la méthode exposée n° 320 pour trouver les racines entières d’une équation dont le coefficient du premier terme est l’unité, on verra qu’elle est également applicable au cas où le cocllicicnt du premier terme est un nombre entier quelconque; la seule différence, si l’équation est, par exemple, de la forme
Ax”-(- P.r--'-HQx" Sx’ -i-Tx-t-U = o,
consiste en ce que, epuind on est parvenu à la dernière des conditions que comporte la mélluHlc, le résultat, au lieu d’être égal à — 1, doit être égal à — A.
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On peut d’ailleurs démontrer directement la méthode en reprenant sur l’équation précédente les transformations et les raisonnements qui ont été faits au n° 319.
Ainsi, pour trouver les racines commensurables entières d’une équation dont le premier terme a un coefficient différent de l’unité, il est inutile d’avoir recours à la disparition de ce coefficient, transformation qui (265) a l’inconvénient do conduire à une équation dont les coefficients sont, en général, très-grands.
D’après cela, recherchons les racines entières do l’équation 3jr*-i-ajd-4-4x — ai45 = o.
La limite supérieure des racines positives est (307)
Le nombre ai45 est décomposablo (Arithm., n° 144) en 3 x 5 x 1 1 x i3; ainsi il n’y a lieu à essayer que les nombres 3 et 5 :
Le seul nombre 5 donne, pour dernier résultat, — 3, ou le coefficient du premier terme, pris en signe contraire ; donc cinq est la base du système cherché.
En effet, 3ao4a, écrit dans le système quinaire, équivaut, dans le système décimal, à
3x5'-(-ax5’-+-ox5’-i-4x5-i-a, ou, en effectuant,
3 X 6a5 -+-axia5-t-4x5-+-a = ai47-
On peut s’exercer sur les exemples suivants.
Déterminer ;
1° La base du système de numération dans lequel ySag (système décimal) est représenté par 5563 (système cherché), [a: = onze.]
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3° La base du système dans lequel 8i479 (système décimal ) est représenté par 456356 (système cherché) [j: = sept'\ (*).
RBCIIERCUE des diviseurs COHMENSURABLES DD SECOND DEGRÉ.
323. Observations préliminaires. — La méthode des racines commcnsurables, exposée n° 320, est aussi appelée méthode des diviseurs commensurables du premier degré, parce que, connaissant une racine commensurable, entière ou fractionnaire, d’une éfpiation, on peut (238) diviser le premier membre par le facteur du premier degré en x, correspondant à cette racine; et les coefQcicnts de ce facteur sont nécessairement commensurablcs eux-mémes.
Lorsqu’une é<]uation numérique est débarrassée de ses diviseurs commensurables du premier degré, l’équation résultante n'a plus que des racines réelles incommensurables et des racines imaginaires; mais on conçoit que plusieurs des facteurs du premier degré qui correspondent à ces racines, quoique ayant des coefBcients incommensurables, peuvent fort bien, par leur combinaison deux à deux, donner naissance à des produits dont les coefficients soient rationnels : c’est ainsi que
Or, si l'on avait quelque moyen de découvrir, dans une équation, les diviseurs commensurables du second degré, en les égalant à zéro, on en déduirait des racines de l’équation proposée, et, de plus, on les obtiendrait sous leur véritable forme.
Nous allons voir comment les principes de l’élimination et la méthode du n“ 320 conduisent à ce but.
326. Soit X = O une équation débarrassée de ses diviseurs commensurables du premier degré.
Désignons par x’-t- px -i- 17 un quelconque des diviseurs du second degré de X; et </ sont deux indéterminées dont il faut tâcher d’obtenir les valeurs en nombres commensurables, s’il est possible.
Pour cela, divisons X par x' px -s- q , et concevons que l'on ait poussé l'opération jusqu’à ce qu'on soit parvenu à un reste du premier degré en x, de la forme Mx -i- N, M cl N étant des indéterminées fonctions de P et do 7. En égalant ce reste à zéro, on établira la condition
( *) Voir la Note VI ï la Hn du Volume.
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que x' -I- px + q devienne diviseur exact de X. D'ailleurs cette division doit 6tre possible indépendamment de toute valeur particulière attribuée à x\ donc, en vertu du principe du n° 180 sur les équations identiques, V équation Mx -i- N je partagera nécessairement on deux autres
M = O, N = O, ou bien V(p,q) = o, F'(/j, </) = o.
Cela posé, b question se réduira à trouver (en nombres commensu râbles) tous les systèmes do valeurs de /> et do 17 propres à vérider ces deux équations.
On commencera par former, d’après la méthode exposée au n® 269, l'équation finale en q, à laquelle on appliquera la méthode des racines eomniemitrtibles (320). Après avoir obtenu toutes les valeurs rationnelles de P, on tes substituera ( 270 ) ilans le reste du premier degré par rapport h q, lequel reste, égalé ensuite à zéro, donnera les valeurs rationnelles de fj, correspondant aux valeurs de p déjà trouvées. Enfin l’on substituera chacun tics systèmes de valeurs de p et de q dans le trinôme x‘‘ -f- px h- q\ ce qui donnera autant de tliviseitrs commensurables du second degré.
Il est évident que l’équation finale en p doit être d’un degré marqué
par m ^ étant le degré de l'équation, puisque c’est l’expres-
sion du nombre total des diviseurs commensurables ou incommensurables du second degré. D’après cola, on peut juger combien cette méthode, facile en théorie, est compliquée dans la pratique. Aussi l’usage en est-il peu fréquent.
On voit assez ce qu'il faudrait faire pour obtenir les diviseurs commensurables du troisième, quatrième,... degré; mais ces dernières questions ne sont d’aucune utilité (*].
§ III. — REcnEnciiE ues bacines réelles incojisienscrables.
Lorsqu’on a débarrassé une équation de tous les diviseurs du premier degré qui correspondent è ses racines commensurables, l’équation résultante n’admet plus que des racines réelles incommensurables et des racines imaginaires.
La véritable forme des racines réelles incommensurables d’une équation d’un degré quelconque restera inconnue tant qu’on n’aura pas de méthode générale pour résoudre les équations algébriques de degré supérieur. Mais
(*) Dans uno des ?(otcs placée à la fin de ce Chapitre, nous nous proposons de dire quelques mots sur 1a décomposition d’un polyuOme ratigonol et entier quelconque en scs i'uctcurs premiers.
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si la détermination do leur forme est encore un problème à résoudre, il n’en est pas ainsi do la valeur numérique de chacune de ces racines, et il existe des méthodes pour les obtenir avec tout le degré d’approximation qu’on peut désirer.
Pour plus de simplicité, nous diviserons cette théorie on deux Parties : dans la premièrey nous supposerons que la proposée soit telle (\\\une seule racine réelle puisse être comprise entre deux nombres entiers consécutifs; et, dans la seconde y que deux nombres entiers consécutifs puissent comprendre plus d’une racine,
Preiwière Partie. — Cas oit une seule racine réelle peut être comprise entre deux nombres entiers consécutifs,
[Nous admettrons encore, dans tout ce qui va suivre, que l’on ait dtVterminé les limites -h Let — L', les plus resserrées possible, en employant, s’il y a lieu, la méthode des décompositions (308), ou, si cela est nécessaire, la méthode de Newton (309).]
327. Recherche de la partie entière. — Chacune des racines incommensurables étant nécessairement composée û'une partie entière (qui j)eut quelquefois être zéro) et éèune partie plus petite <pre V unité y le premier objet dont nous avons à nous occuper consiste à déterminer la partie entière de chaque racine.
Pour cela, on substitue à la place de x, dans Céf/uatioHy la suite naturelle des nombres o, i, a, 3,. . ., et — i, — a, — 3,. . ., compris entre et — \J. Gomme, entre deux nombres substitués, qui donnent deux résultats de signes contraires, il tombe au moins une racine (303), il s’ensuit que chaque couple de nombres qui donnent des résultats de signes contraires comprend une racine réelle y et ri en comprend qiCune seule y d’après l'hypothèse établie. D’ailleurs la partie entière de la racine est le plus petit des deux nombres qui la comprennent.
Or il peut arriver deux cas ; ou l’on obtient, par toutes ces substitutions, alliant de changements de signe (ou de couples de résultats de signes contraires) qiCil y a d^ unités dans le degré de Véquatioriy et alors on on conclut que toutes les racines sont réelles; ou bien le nombre des changements de signe est moindre que le degré de V équation y auquel cas il y a autant de racines réelles que de changements de signe, et les autres racines sont imaginaires.
Dans les deux cas, cette méthode do substitution fait connaître la partie entière de chaque racine réelle, et il reste à déterminer la partie plus petite que V unité.
Alg. D.
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MÉTHODE d’approximation DE LAGRANGE.
328. Soit X = O une équation dont les racines réelles ont rcs{>ectivcment une partie entière différente, que l’on suppose avoir été déjà déterminée.
Désignons par <7 et « -h i deux nombres entiers qui comprennent l’une d’elles : a exprime alors la partie entière de cette racine, dont il reste à chercher la partie plus petite que l’unité.
Pour cela, dans l’équation
X = O, ou ar"'-r- H- . . .-h Tj: -H V = O,
posons X = ; il en résulte la transformée
Peur obtenir cette transformée, on commence par remplacer x par fl -4- «, ce qui donne (2G2)
A -h A « -4 — «’ -H fl'" = O,
A désignant ce que devient X quand on y met a pour x et A', X", ... étant des polynômes dérivés de A, d’après la loi établie n® 262; puis on
remet j pour u, et l’on chasse les dénominateurs en j.
Désignons, pour abréger, par Y = o cette transformée, qui est de môme degré que la proposée, et a par conséquent m racines.
Or, puisque la relation x ~ a -h - doit donner toutes les valeurs de x
dès que l’on connaît les valeurs de j, et que, par hypothèse, a et a h- 1 comprennent une valeur de x et n’en comprennent qu’une seule, il faut nécessairement que, parmi les valeurs réelles de /, H y en ait une plus grande que i, et qu'il n'y en ait qu'une seule', autrement ce serait supposer que fl et A -h I comprennent plus d’une valeur de x.
Si donc, dans l’équation Y = o, on met successivement pour y les nombres entiers i, 2, 3,. à partir de l’unité, on est certain d’obtenir tôt ou tard un changement de signe; et les deux nombres qui auront produit ce changement de signe comprendront la valeur cherchée de y.
Soient ô et ô -4- 1 ces deux nombres; posons, dans Y = o, j = ô -4- j,;
il en résulte une transformée Y'= o (que l’on obtiendra par le moyen in-
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diqué ci-dosstis); et cette équation, parmi ses racines réelles, en aura encore une seule /iliis grande que i , que l’on mettra en évidence par la substitution dos nombres entiers i, 2, 3,. . . dans Y' = o.
Soient c et c + 1 les deux nombres entiers qui, ayant dû produire un cbangement de signe, comprennent la valeur de j'. On posera, dans l'équation V'= o, 7'= c -t- CD qui donnera la nouvelle transformée
Y'= O, ayant une seule racine plus grande que i.
Soient d et r/-i- 1 les deux nombres qui la comprennent; on posera
nouveau , dans Y " = o, = c/ -
et l'on continuera cette suite
do
do
transformations aussi loin que l'on voudra. Rapprochons maintenant les relations
il CD résulte
Or on sait que, dans une fraction continue, plus on prend do fractions intégrantes, plus on approche de la valeur du nombre qu’elle représente,
et le degré d’approximation est exprimé 174) par N étant le
dénominateur do la dernière réduite.
Ainsi la méthode qui vient d’être exposée donnera la valeur de x avec tel degré d’approximation que l’on voudra.
329. Appliquons la théorie précédente à l’équation (i) x' — bx — 3=0.
D’abord les limites supérieures des racines positives et des racines négatives sont, comme il est aisé de le voir, -e- 3 et — 2.
Soient mis successivement à la place de a-, dans l’équation, les nombres
on obtiendra les résultats
— I, -Hi, —3, —7, —5, -1-9;
et comme il y a trois changements de signe, il s’ensuit que l’équation a
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ses Irais racinos réelles, savoir i uni’ positive comprise entre i et 3, et deux négatives comprises respectivement entre o et — i , puis entre — i et — a.
Occupons-nous premièrement de la valeur positive.
Posons dans l’èquation (i)
il en résulte (328) une équation do la forme
dans laquelle on a
d’où, substituant et changeant tes signes,
Faisons, dans cette équation, / = i , a, 3,. . . , il vient, pour
donc la valeur cherchée de y est comprise entre a et 3. Posons dans l’équation (a)
il en résulte la transformée
dans laquelle
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d'où, substituant et changeant les signes
(3) y*-2Cr'’-A3/'‘-5 = o.
Comme cette équation revient à
il est visible que toute valeur plus petite que 26, substituée pour donnerait un résultat négatif.
Mais si l’on pose
7'=20, il en résulte — 6o3, et
X' == H7, il en résulte — io3;
donc J ' est compris entre 26 et 27.
Posant dans l’équation ( 3 )
on obtient la nouvelle transformée dans laquelle
d'où, substituant et changeant les signes ( 4 ) 6037” — 6537’’ - 527” — 1 = 0,
équation qui revient à celle-ci :
Comme et que
7’= I donne pour résultat — io3, 7' - 2 donne pour résultat -4-2107, il s’ensuit que 7' est compris entre i et 2.
En posant do nouveau
CHAPITRE T1II
on obtiendrait, tout calcul (iiit, pour la transformé (5) io3/”* — I i5C_; " — 0o3 O,
ou bien
^"’(io3/'” - 45i) - I i5G/”- 6o3 = o.
Or il est facile de reconnaître que la valeur de r” est comprise entre 6 et 7; en sorte que, si i'on voulait continuer l'opération, il faudrait poser
Uais arrêtons-nous aux résultats déjà obtenus.
Les valeurs de j, y, y', y", y" donnent lieu à la fraction continue
aG -f
et, les réduites consécutives étant
il s'ensuit que la dernière c.xprimo la valeur de à moins d'une fraction près, marquée par ou
En réduisant en déimales, et poussant l’opération jusqu’aux
iooooo*~* inclusivement, on trouve a,49o8G, résultat qui est censé exprimer la valeur de x, à moins do 0,00001 près.
Cependant, comme celte valeur est trop faible pour deux raisons : o5i
1° parce que la réduite est de rang impair; a“ parce que a,4oo8G est
une fraction moindre que cette réduite, il serait possible que le dernier chiffre, 6, dût être augmenté d’une unité.
Mais si l’on substitue successivement a,4go86 cl 8,49087 dans la proposée, on trouve deux résultats do signes contraires. Ainsi 8,49086 représente en moins, à o,ouooi près, la racine positive de l’équation proposée.
Dkiü;. : by Googli
MÉTHODE d’approximation DE LAGRANGE. 4^5
Quant aux deux racines négatives, observons que, si l'on change x en — X dans l’équation (i), elle devient
et les racines positives de la nouvelle équation, prises avec le signe — , donnent les racines négatives do la proposée. Ainsi la question est ramenée à la recherche des racines positives de la transformée qu’on vient d’obtenir.
Or, on répétant sur cette transformée des calculs analogues aux précé-
dents, on trouve :
i' Pour la racine comprise entre o et i o, 65662 j
2° Pour la racine comprise entre i et 2 1,83424.
Donc, enfin, les trois racines de l’équation x'— 5x — 3 = o sont x=r 2,49086, X = — 0,65662, x = — 1,83424.
(On reconnaît, en effet, que la somme algébrique des trois racines est nulle; ce qui doit être, puisque le coefficient du second terme manque dans l'équation.)
330. Remarque. — En réfléchissant sur la méthode précédente, on voit qu’elle suppose essentiellement qu’entre les deux nombres entiers a et a -4- I, il no tombe une seule racine de la proposée, puisque, sans cette condition, on ne pourrait affirmer que chacune des transformées a une seule racine plus grande que l’unité, et que, par conséquent, la substitution des nombres 1, 2, 3,... à la place des dans ces transformées, doit produire tôt ou tard un changement de signe.
Cependant, lorsque l’on connaît d’avance le nombre des racines comprises entre n et a -1- i, il est possible que la méthode réussisse, (é^'oi'r le troisième exemple du n° 353.)
Supposons, pour fixer les idées, que a et a -t- 1 comprennent deux racines et n'en comprennent que deux. En substituant pour x, on
obtiendra une transformée qui aura deux racines plus grandes que l’unité, et n'en aura qtœ deux. Or, quand on mettra pour y la suite des nombres 1 , 2, 3,. . . , il pourra se présenter deux Circonstances :
Ou bien on n'obtiendra aucun changement de signe, et dans ce cas on ne pourra rien conclure, c’est-à-dire que la méthode sera alors en défaut, en ce sens qu’il faudra de nouvelles transformations pour opérer la séparation complète des racines ;
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Ou bien cette substitution produira changements de signe; admettons, pour le moment, que les nombres n et n i , /.> et ^ i produisent respectivement ces changements de signe.
On posera d’abord dans la transformée
ce qui donnera une nouvelle transformée ayant une seule racine plus grande que l'unité, et sur laquelle on pourra opérer comme pn'icédemmenl; alors une première valeur de x sera exprimée |>ar une fraction continue de la forme
Posant ensuite, dans la même transformée en y,
on obtiendra une nouvelle transformée ayant une seule racine plus grande que l’unité, et sur laquelle on opérera encore comme précédemment ; la seconde valeur de x se présentera donc sous la forme d’une nouvelle fraction continue
ayant la même partie entière que la précédente, mais dont les fractions intégrantes seront différentes.
11 serait aisé d'étendre ces raisonnements au cas où l'on saurait d'a\’ance que a et a 1 comprennent trois racines réelles.... Mais ce que nous venons do dire suffit pour prouver qu’il n’y a d avantage bien réel dans l’emploi de la méthode de Lagrange qu’autant que a tA a + \ ne comprennent qu’une seule racine. Cependant nous exposerons plus loin (35i) un moyen général d'opérer la séparation des racines dans la pratique de cette méthode.
CONTERSIOK DES NOIIBRES IBRATIONRELS, ETC.
CoN^'EnSIOX EM FBACTIOM COMTINCE d’uM NOMBRE IRRATIONNEL
Ol’ELCONQUE.
331 . La méthode d’approximation par les fractions continues peut servir à évaluer les racines de degré quelconque des nombres.
Soit P un nombre absolu dont il faut extraire la racine
Si l’on pose 'y’P = x, il en résulte
Comme x=octx = P-)-i (30(5), substitués à la place de x dans celle équation, donnent doux résultats de signes contraires, il s’ensuit qu’elle a au moins une racine réelle positive. D’ailleurs elle ne présente qu’H«e variation de signe; donc, d’après la règle des signes de Descartes (313), elle a une seule racine réelle positive, que l’on peut obtenir approximativement par la méthode do Lagrange ; et l’on aura ainsi 'v'P sous la forme de fraction continue.
Soit, i>ar exemple, y 1 1 à évaluer en fraction continue.
Il suffit d’appliquer la méthode du n° 328 à l’é-quation
On trouvera successivement les relations
et, par suite, les réduites
dont la dernière, convertie en décimales, donne 2,224 à 0,001 près, jmisque l’on a évidemment - 0,001 (celte valeur est un i>eu trop
forte).
332. Nous indiquerons è cette occasion le moyen de développer toute espèce de nombre (absolu) on fraction continue. Ce moyen suppose seulement qu’on sache extraire d’un nombre donné la partie entière qui s’y trouve contenue.
Soient A le nombre proposé, a sa partie entière (qu’on est censé savoir trouver).
On a d’abord l égalité
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(B étant > i); d'où l'on déduit
I = A-«, et
Soit b la partie entière de B ou do ^ ^ obtenue par on moyen quel-
conque ; on a la nouvelle égalité
(C étant > i) ; d’où
ri:.-
ou c =
JL — C — r
ou D =
et ainsi do suite.
Rapprochant actuellement les relations
on obtient Gnalement A sous la forme d’une fraction continue
ÎV. B. — ho procédé établi en Arithmétique (ICA) n’est qu’un cas particulier de cette méthode générale.
Soit à développer en fraction continue.
On a d’abord, en effectuant la division,
ce qui donne
bo
donc
donc enfin
d’où résulte la fraction continue demandée.
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333. Lorsqu'on veut évaluer les radicaux du second degré par la méthode précédente, il faut faire us;ige des transformations exposées (91 ). Soit, par exemple, à évaluer ^ en fraction continue.
Il est d’abord évident que est compris entre a et 3.
Ainsi l’on a
^0 ou A = a-i-ÿ;
I=vÆ-a;
Pour obtenir la partie entière contenue dans B, multiplions (91 ) les deux termes de son expression par jÆ -r- a; il vient
Mais le numérateur de celleKsi est évidemment compris entre 4 et 5; donc B est lui-méme compris entre a et 3.
Ainsi il faut poser
d’où
ou B = a
Comme cette dernière expression est évidemment comprise entre 4 et 5, on (K>se
\/6 -t- a ou C = 4 |ji
d’où
Sans aller plus loin, observons que cette expression est identique avec celle do B; donc, puisque l'on a trouvé
B = a-+-j;) C=--4-i-ïj»
on obtiendra de même
D = a-t-£) E = 4-+-pi
et ainsi de suite.
Donc enfin
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A partir de la troisième fraction intégrante, les dénominateurs so répètent ftérindujuemeni de deux on doux.
On trouverait, jar le mémo procédé,
Tous les nombres irralinnncts du second degré jouissent do cette propriété curieuse, do donner naissance à dos fractions continues iKriodir/ues; mais, pour cet objet, nous renverrons, soit à 1a Théorie tks nombres de Legendre, soit au tome 1" des Nouvelles Anmdes de Mathématiques, où M. Gérono en a donné une démonstration élémentaire.
La réciproque est vraie aussi, c’est-à-dire que toute fraetion continue périodique npjwrtient à un nombre irrationnel du second degré. Quant à cette seconde proposition, qui se démontre d'ailleurs fort simplement, elle n’est pas assez importante pour nous engager à prolonger davantage cette digression.
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334. La méthode suivante, duo à Newton, a l’avantage de fournir, en général, des approximations plus rapides que celle de Lagrange.
Pour en donner une première idée, reprenons l'équation
x’ — .“ix — 3 = 0,
et proposons-nous do déterminer la racine comprise entre i et 3.
Afin de resserrer davantage les limites do cette racine, posons, dans l’équation,
nous aurons pour résultat
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d'ailleurs %, mis à la place de x, donne
4Ci
Ainsi la racine esl comprise entre 2 et 2,5.
Actuellement, si l’on fait attention quo le résultat de la substitution de a, 5 dilTèro beaucoup moins de zéro quo celui de la substitution do a, on doit présumer quo la racine est plus près do a, 5 quo do a.
On pose, en conséquence, dans l’équation.
et il vient pour résultat
Or a, 5 avait déjà donné pour résultat
+ o, laS ;
donc la racine est comprise entre a, 4 et a, 5.
En continuant ainsi de substituer des moyens termes, on parviendrait à resserrer de plus en plus les deux limites de la racine; mais lorsqu’une fois on a obtenu, comme dans ce cas, la valeur do x à moins de 0,1 près, on peut en approcher davantage par un autre moyen; et c’est en cela que consiste principalement la méthode de Newton.
Faisons, dans l’équation x* — 5x — 3 = o,
nous obtenons (262) la transformée
X'-i-y'tt-e
dans laquelle
Y'= 3(a,4)’— 5 = ia,a8,
L'équation en u, étant du troisième degré, ne peut être immédiatement résolue ; mais en transposant tous les termes, à l’exception du terme Y'«, et divisant les deux membres par Y', on peut la mettre sous la forme
Cela posé, puisque l’une des trois racines do cette équation doit être
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moindre que o, i d’aprfrs la relation x = a,4 -t- «, les valeurs correspondantes de ti‘ et do u’ sont moindres que o,oi cl o,ooi. D’ailleurs l’in-
spcction des valeurs do Y' et de Z' prouve que est < i . Ainsi la valeur do «, ne différanl numériquement do — ^ quo par la quantité
^ qui, le plus souvent, est au-dessous de o,oi , cette valeur X'
do «, dis-je, est exprimée par — yr) à près.
Comme, dans cet exemple,
X' _ -t- I , i/fi _ 1176 _
Y' ~ ia,i8 laaSo ~ ‘ ’
U = 0,0g, à 0,01 près;
et, par conséquent,
X = a, 4 -H 0,09 = a, 4g, à 0,01 près.
En effet a, 4g, substitué dans le premier membre do la proposée, donne pour résultat — 0,011751, tandis quo a,5o avait donné -t- o,oia5.
Pour obtenir une nouvelle approximation, faisons dans la proposée X = a,4g nous avons l’équation
dans laquelle
X*= (a,4g)’— 5(a,4g) — 3 = —0,011751, Y'=3{a,4g)’— 5 = i3,6oo3,
Mais l’équation en u' peut s’écrire ainsi :
et puisque l’une dos valeurs de u' doit être moindre quo 0,01, les valeurs correspondantes de sont moindres que 0,0001 et quo i ,000001 ;
donc — ÿr peut représenter la valeur de u' à 0,0001 près.
Comme on a
Y' i3,(ioo3 ~ 1 3Coo3oo ~ ° ’ ******
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il s’ensuit que a' est égal à o,ooo8, à u,oooi près ; ainsi
X — 2,49 ^ 0,0008 = 2,4908, à 0,0001 près.
Il serait, en effet, facile de reconnaître que 2,4908 et 2, 4909, substituées dans la proposée, donnent deux résultats de signes contraires.
En posant do nouveau a: = 2,4908 -t- n", on obtiendrait une valeur approclié'e do j; à 0,00000001 près.
(Ordinairement chaque opération nouvelle donne pour la racine un nombre do chiffres décimaux double de celui de l’opération précédente ; cela résulte évidemment des raisonnements ci-dessus.)
Voici en quoi consiste la méthode générale
Soient p (Ap ■¥ \ deux nombres qui comprennent l’une des racines de l’équation X = o.
On commence par déterminer la valeur de celte racine à o, i près, en substituant une suite de nombres compris entre et -t- 1 , et continuant jusqu'à ce que deux de ces moyens termes ne diffèrent entre eux que de o , I .
Cela posé, appelant x' la valeur do x obtenue à o, i près, on pose, dans l’équation X = o,
ce qui donne la transformée
rié-i-, ..H- o,
qu'on peut écrire ainsi :
X' TJ ,
Comme, dans le second membre de cette équation, l’ensemble des termes X'
qui suivent — est ordinairement au-dessous de 0,01, on les néglige,
en calculant — yj- « 0,01 près, et l’on ajoute le résultat ci x' ; ce qui
donne une nouvelle valeur x*, approchée de x à 0,01 près.
Pour obtenir une troisième approximation, on pose, dans l’équation X = o,
XUgitized by Googlc
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ce qui (Jonno la transformée
d'où
Ti «
Négligeant tous tes termes — - .
. — ÿi u'" (dont rcnscmble est
supposé moindre que o,oooi), on cateulc — ÿî en poussant Voisératirn
jus<iu'aux 1 0000“"", et l 'on ajoute le résultat à j:" ; ce qui donne une troi sièmo valeur x" approchée à 0,0001 près.
Pour avoir une nouvelle approximation, on remplace x par x"-!- «" dans la pro/xysée.
On calcule l'expression — qui résulte de cette transformation, et
l'on /musse l'o/iération jusqu'au huitième chijfre décimal inclusiecmcnt, puis on ajoute ce résultat à x" ; et ainsi de suite.
On répète cette série d’opérations pour chacune dos racines positives. Quant aux racines négatives, on ramène (329) leur recherche à celle des racines positives, en changeant x en — x dans la proposée.
33G. Première remarque. — La méthode précédente est fondée sur ce oue, dans la transformée
qui revient à
on peut négliger tous les termes aiïectés de u’, /P, «*, . . . , sans erreur sensible sur les loo*'”" à la première opération, sur les ioooo‘^~' à la seconde, etc.; hypothèse qui s’appuie elle-même sur ce que, d'après la nature des polynômes dérivés Y', Z', V', . .., les coefficients
sont ordinairement des fractions ; mais cette méthode est quelquefois en défaut, ainsi que Lagrange le prouve dans son Traité de la résolution des équations numériques (*).
(*) C’est surtout pour les racioee comprises entre o et i, ou entre o et ~ i»
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On a toutefois un moyen de s’assurer, à la fin de chaque opération, si la méthode a donné le degré d’approximation que l’on croyait devoir obtenir. Par exemple, pour reconnaître si 2,4908 exprime la racine positive de 5x — 3 = 0,0001 près, on substitue, dans cette équation, 2, 4908,
puis 2,4909 ou 2,4907, suivant que le résultat de la substitution de 2,4908 est de signe contraire au résultat de la substitution do 3 ou à celui de la substitution de 2 ; et si les deux nombres 2 , 4908 et 2 , 4909, ou bien 2 , 4908 et 2,4907, donnent deux résultats de signes contraires, nul doute que 2,4908 ne soit une valeur exacte à 0,0001 près, soit en moins, soit en plus. S’il n’en est pas ainsi, on augmente ou Ton diminue le dernier chiffre d’une ou do plusieurs unités (de l’ordre des dix millièmes) y jusqu'à ce que l’on obtienne deux nombres qui, par leur substitution, donnent deux résultats do signes contraires.
337. Seconde remarque. — Il y a aussi des cas où, dès la première
opération , il est nécessaire de calculer la quantité — ÿj jusqu’aux
1000'''"", et môme jusqu’aux loooo'^".
Soit l’équation
dont, ainsi qu’il est aisé do s’en assurer, l’une des racines est comprise entre 2 et 3; quant aux deux autres, elles sont imaginaires {comme nous le verrons au n“ 342, deuxième exemple).
On reconnaîtra d’abord facilement, par la substitution des moyens termes, que la racine réelle est comprise entre 2,9 et 3.
Maintenant faisons, dans l’équation,
il en résulte la transformée
dans laquelle
que la méthode peut être on défaut, ainsi qu’on peut s’en assurer en réfléchissant sur la composition des quantités Y', V,,.,.
Alg. B 3o
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Négligeant les termes en u' et on a
X' _ 0,01 1 II ~ Y' ~ 19, i3 19230
Or, si l'on réduit cette expression en fraction décimale, on trouve des zéros |)our les trois premiers cliilTres décimaux, et 5 pour le quatrième cliilTro; c'est-à-dire que l’on a « = o,ooo5 (en tenant compte des quatre premiers cliüTres décimaux) : ce qui donne, pour la valeur de x,
X =: 2,goo5.
Pour vérifier cette valeur, il faut substituer a,goo5 dans la proposée : on trouve — o,ooi38, résultat do signe contraire à celui que donne x = 3^ mais, en substituantx = 2,9006, on obtient -r- o,ooo54, qui est de signe contraire à — o,ooi38. Donc 2,9005 exprime la valeur do x à 0,0001 près (♦).
338. Rapprochement ifes {ieiij: met /loties . — La méthode d'approximation de Lagrange, quoique en général moins expéditive que celle de Nevv ton, a sur celle-ci l'avantage de donner à chaque opération une approximation toujours certaine.
On pourrait môme, à la rigueur, trouver, par la méthode de Lagrange, les racines commensurables. La fraction continue que l’on obtiendrait serait alors composée d’un nombre limité de fractions intégrantes ; c’est-àdire que, en continuant convenablement les opérations, on parviendrait à une éipiation V(,)= o, dont la racine positive, plus grande que 1, serait égale à un nombre entier ; et, toutes les réduites consécutives étant formées, la dernière représenterait la vraie valeur do la racine commensurable.
Ce moyen est sans contredit moins simple que la méthode expo.sée au n° 3iO; mais c’est lo seul que l’on pùt employer si l’on supposait que quelques-uns des coefficients fussent irrationnels; car la méthode ordinaire n’est applicable qu’aux équations dont tous les coefficients sont des nombres commensurables.
La méthode de Newton ne pourrait pas donner ces mômes racines exactement, puisque, d’après sa nature, on n’obtient les valeurs numériques des racines que sous la forme de fractions décimales.
Nous observerons toutefois que l’application simultanée des deux méthodes à une môme équation peut abréger beaucoup les calculs. Ainsi, par exemple, après avoir d’abord employé la méthode des fractions continues pour obtenir chacune des racines à o, i et même à 0,01 près, rien n’em-
/ oir la Kolc VU à la fin du X'olumo.
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pécho d’avoir recours à la méthode de New ton pour obtenir un plus grand degré d’approximation.
La méthode de Newton suppose, en général, comme celle do Lagrange (330), que /? et i no comprennent qu’une seule racine de l’équation.
Seconde Partie. — Cas où dhux nombres entiers consécutifs peuvent comprendre plus d*une racine réelle.
339. Lorsque, par la substitution des nombres entiers consécutifs compris entre les limites -+- L et — L', on obtient autant de changements de signe qu’il y a d’unités dans le degré de l’équation, il est clair que toutes les racines de Véquation sont réelles, et (jue chacune d’elles a une partie entière différente.
Mais si le nombre des changements de signe est moindre que le degré de la proposée, cela peut provenir, ou de ce que l’équation a des racines réelles et des racines imaginaires, ou bien do ce que plusieurs racines incommensurables sont' comprises entre deux nombres entiers consécutifs. En effet, on a vu (30i) que deux nombres qui, substitués dans le premier membre d’une équation, donnent des résultats de signes contraires, peuvent comprendre un nombre impair quelconque do racines réelles, et que deux nombres qui donnent des résultats de môme signe peuvent en comprendre un nombre pair quelconque.
Par exemple, si une équation devait avoir deux racines, \/2 et par exemple, lesquelles sont comprises entre i et *a, il arriverait que i et 2, substitués dans la proposée, donneraient des résultats de môme signe.
Pareillement, qu’une équation ait trois racines, /TT» com-
prises entre 3 et 4, ces deux derniers nombres substitués donneraient des résultats de signes différents.
On voit donc que la méthode de substitution des nombres entiers consécutifs serait, dans ce cas, insuffisante pour mettre en évidence toutes les racines réelles de la proposée, et qu’elle aurait l’inconvénient de laisser échapper quelques racines.
340. Cet inconvénient disparaîtrait si l’on pouvait déterminer a priori une quantité nuip.ériquement moindre fpie la plus petite des différences qui existent entre deux quelconques dos racines réelles d’une équation proposée ; c<ir soit mise la quantité ^ pour intervalle entre deux nombres successivement substitués; il est évident que si deux pareils nombres donnaient des résultats do signes centraires, ils comprendraient une racine et n’en comprendraient qu’une ; et que s’ils donnaient des résultats do môme signe, ils no comprendraient aucune racine. Ainsi le nombre des racines réelles de Véquation serait égal au nombre des changements de signe obtenus par les substitutions.
CHAPITRE TIII
Voyons donc s’il n’y aurait pas quelque moyen de déterminer la i|uanlité ô. Or cela est facile au moyen de l’équation niix carrés de différences.
En effet, désignons par X = o l'équation proposée, et par Z = o l’équalion aux carrés des différences, é^juation que nous avons appris à former (273 et 237 ).
Remarquons d’abord que, le carré do la différence entre deux racines réelles quelconques de la proposée étant /msilif, on ne doit chercher les carrés des différences entre les racines réelles que parmi les racines positives de l’équalion Z — o. (Ses racines négatives correspondent aux différences qui existent dans la proposée, soit entre deux racines imaginaires, soit entre une racine réelle et une racine imaginaire.) Donc, si l’on cherche la limite inférieure des racines positives de l’équation Z = o, et qu'on en extraye la racine carrée, on sera certain d’avoir une quantité numéri(|uement moindre que la plus petite des différences qui existent entre deux racines réelles de la proposée, c’est-à-dire la quantité cherchée S.
Pour obtenir cette limite, il faut (310) poser * = ^ dans Z = o, ce qui donne la transformée V ^ o. Soit l la limite supérieure des racines positives de V = o ; -, sera la limite inférieure de Z = o. Ainsi -4 est la ‘ y//
quantité ê qu’il s’agissait do déterminer.
Lors(]uc en recherchant la limite / la | lus resserrée possible, soit par la méthode de Newton (300), soit par celle des décompositions (308), on trouve
l éi, il en résulte -'= ou « ' i;
et cela indique que la différence entre deux rncines réelles quelconques est ]dus grande que l’unité. Dès lors on est certain que le nombre des racines réelles de la proposée est égal au nombre do changements de signe qu’on avait d’abord obtenu par la substitution des nombres entiers consécutifs.
Mais ordinairement on trouve
/ 'i, d’où ou 3 Ci.
Dans ce cas, comme ^1 est, en général, incommensurable, il convient de remplacer y// par le nombre entier k immédiatement supérieur; ce qui donne j < • i et, à plus forte raison, j moindre qui la plus petite des
” y / ri
COMPLÉMENT DE LA TnÉORIE DES RACINES, ETC. diflérences entre le* racines rt^elles. On pourrait donc mettre ^ pour intervalle entre deux substitutions consi’?cutives; c’est-à-dire que, en substituant dans X = O la suite des nombres °i J’ ‘ ‘ i-e • • • > a ,
a . jusqu’à L, et o, — 71 — 7, • • • , — 1 jusqu’à — L', on ob- A k k
tiendrait auhmt de changements de signe que l’équation doit avoir de racines réelles.
Mais on peut encore éviter la substitution de nombres fractionnaires par la transformation suivante :
Posons, dans l'équation.
il en résulte ( 263) une équation dont les racines sont X fois plus grandes que celles de la proposée. Par consé<iuent les dittérences entre ces nouvelles racines sont elles-mêmes X fois plus grandes que les diiiérences Correspondantes entre les racines de la propo.sée; en sorte que, si [a — b) désigne la plus petite des ditférence.s relatives à X = o, comme on avait
(n — é) > ^ , il en résulte Xn — kb 1.
Ainsi la nouvelle équation Y = o est telle que les différences entre toutes ses racines réelles, considérées deux à deux, sont plus grandes que l’unité.
Donc, enfin, si l’on substitue dans cette équation la suite naturelle des nombres o, 1,2, 3,. . . et — i, — 2, — 3,. . ., compris entre les deux limites, on obtiendra autant de changements de signe que l'équation Y = o aura de racines réelles.
(Les deux limites de Y = o sont d’ailleurs -f- X L et — XI,', -t- I, et — L' désignant celles do X = o.)
3 il. Résumons ce qui vient d’étro dit :
Pour mettre en évidence toutes les racines réelles incommensurables d'une équation X = o, il faut :
i” Former !’ équation aux carrés fies différences, Z = o;
2” Déterminer la limite inférieure ÿ des racines positives de cette der-
nière équation. (Si l’on trouve ÿ > c'est une preuve que la différence entre deux racines réelles quelconques de la proposée est aussi plus grande
CBAPITM Yin.
que l’iinitô; d;>s lors la subslitulion des nombres entiers consécutifs dans la proposée suffit pour mettre toutes les racines réelles en évidence.)
3° Dans le cas général de j ' i , remplacer ^ P®*" 7
bre entier immédiatement supérieur à y/7), et poser ^ = j ^
posée, ce qui donne une équation Y = o, dont on recherche toutes les racines réelles, d’après la méthode exposée dans la première partie de ce paragraphe. ^
4“ Enfin substituer successivement ces xwleurs dans la relation x =
On obtient ainsi toutes les racines réelles de la proposée.
N. B. — Observons que si, pour mettre toutes les racines réelles de X = O en évidence, on a été obligé de la transformer en une autre dont les racines soient /• fois plus grandes que celles de la proposée, ces dernières sont déjà obtenues à une fraction près j - Cela résulte évidemment y
de la relation ^ — 'j'
Appliquons cette méthode à l’équation
(i) 8x*— Cx-i = o.
Les limites supérieures des racines tant positives que négatives sont évidemment H- I et — 1 .
Faisant, dans cette équation,
x=-ii, O, —1,
on trouve pour résultats
La substitution ne donne lieu qu’à un seul changement do signe ; ainsi nous devons avoir recours à l’équation aux carrés des différences.
Si l’on forme cette équation, soit par la méthode d’élimination (273), soit par les fonctions symétriques (297), on trouve pour résultat
Posons Z = - ; il en résulte
équation qui peut être mise sous la forme
8iv’(e — 4) -I- 32(gp — 2) = o;
coHFLtaEirr de la tbAoeib des racines, etc. 471 et il est facile de reconnaître que 3 est, en nombre entier, la limite supérieure la plus resserrée des racines positives. Ainsi l’on a
f=3; dou 7 = r, et -7= = -— •
Remplaçant par le nombre entier 2, immédiatement supérieur, on obtient | pour la quantité moindre que la plus petite différence qui puisse exister entre les racines réelles de la proposée.
Faisant donc dans la proposée, conformément à la règle du n*34I,
X = -y on a la transformée
équation dont toutes les racines réelli-s ont entre elles une différence plus grande que l'unité.
Les limites supérieures des racines positives et des racines négatives étant d’ailleurs -1- 2 et — 2, il suffit de faire, dans l’équation (3),
CO qui donne les résultats,
On obtient évidemment, par ces substitutions, trois changements de signe : ainsi l’équation ( 3 ) a ses trois racines réelles, l’une comprise entre i et a, une autre entre o et — i, et la troisième entre — i et — 2.
Donc, enfin, l’équation (1) a elle-même ses trois racines réelles, l’une comprise entre ^ et 1, la seconde entre o et — j, et la troisième entre — i et — I.
Pour approcher davantage de ces racines, on appliquera d’abord à l’équation (3) l’une des deux méthodes d’approximation; après quoi l’on substituera, dans la relation x =^t les valeurs de/obtenues ; ce qui donnera
les valeurs de x correspondantes.
On trouvera par ce moyen, pour l’équation^— 3/-- 1 = o,
(*) En appliquant la methode de Newton au calcul de la aeconderaleur de^» on reconnaît qu'elle est en défaut ^ et le chilTre des centièmes obtenu par la règle du 335 doit être corrigé de deux unités par le moyen indiqué au n« 336.
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et pour l’i^quation 8x*— 6j — i o,
or = 0,9397, x=— 0,1737, x=— o,7GGo.
Ces valeurs sont exacles à 0,0001 près.
Prenons pour autre exemple l'équation
a:’ — Go: — 7 = O,
pour laquelle la substitution des nombres entiers consécutifs, compris entre les limites — 3 et -t- 3, ne donne lieu qu’à un seul changement de signe.
On a obtenu (299, deuxième exemple), pour l'équation aux carrés des différences,
Z* — 3Gz'-i- 3a4ï -t- 45g = o.
Soit posé Z = jj il en résulte la tran.sforméc
Or il est évident, d’après son insi»ction, que la limite supérieure l des
racines positives est < 1, d’où l’on déduit “ > i. Ainsi les différences
entre les racines réelles de la proposée sont (3 10) toutes plus grandes que l’unité. Donc, puisqu’elle ne donne lieu qu’à un seul changement do signe, on est en droit de conclure que la racine positive est la seule racine réelle qu’elle renferme.
313. Première remarque. — I.a méthode exposée au n" 3il pour mettre en évidence les racines incommensurables, lorsque plusieurs racines ]h'uvent être comprises entre doux nombres entiers consécutifs, ne saurait être appliquée aux équations qui ont dos racines égales.
En effet, supposons qu’une équation ait deux racines réelles égales à a\ comme ces deux racines no forment qu’un seul et mémo nombre, elles sont nécessairement comprises entre deux des nombres substitués, quelque petite que soit leur différence. Ainsi ces nombres, qui comprennent deux racines, devront (301) donner deux résultats de même signe, aussi bien que doux nombres qui n’en comprendraient pas. Si l'équation fMjuvait avoir trois racines égales à a, les deux nombres qui les comprendraient donneraient deux résultats de signes contraires, aussi bien que deux nambres qui comprendraient une seule fois cette racine.
Observons d'ailleurs que, l’équation X = o ayant des racines égales, l'équation aux carrés des différences, Z = o, aurait nécessairement des
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racines 6;;nles à zéro ; et alors la limite inférieure des racines positives de cette dernière équation serait zéro : c’est-è-dire qu'il faudrait mettre un intervalle nul entre deux substitutions, ce qui est absurde.
Concluons de là que, avant d'appliquer la méthode du n" 311, il est nécessaire de débarrasser la proposée des racines égales qu'elle peut avoir. { foir n° 281 .)
3 U. Seconde remarque. — Quand l'équation proposée est du troisième, du quatrième ou du cinquième degré, et qu'elle a ses coefficients commensurables, il est inutile de lui appliquer la méthode des racines égales.
En eiïot, il résulte d'abord de la nature de cette méthode, laquelle consiste essentiellement dans la recherche du plus grand commun diviseur entre le premier membre de la proposée et son dérivé, qu'elle no peut conduire qu’à un polynéme diviseur, dont les coefficients sont rationnels comme ceux de l'équation elle-même.
Cela post^, dans le cas où l'équation est du troisième degré, le commun diviseur (s'il en existe) est du premier ou du deuxième degré au plus. S'il est du premier degré, en l'égalant à zéro, on ne peut tirer de l'équation résultante qu'une racine commensurable. S'il est du deuxième degré, le quotient du polynôme proposé, par ce diviseur, est du premier degré, et no saurait encore donner qu'une racine commensurable. On voit donc qu’nnc équation du troisième degré dont les coefficients sont rationnels, et qui n’a /sas de racines commensurahlcs, ne saurait avoir de racines égales.
Si l'é<piation est du quatrième degré, le plus grand commun diviseur (s'il en existe) entre le premier membre et son polynôme dérivé, ne peut être ni du premier ni du troisième degré; car, dans un cas comme dans l'autre, on en déduirait que l'équation a des racines commensurables, ce qui serait contre l'hypothèse; et s'il est du deuxième degré, les facteurs de ce polynôme diviseur ne sauraient être égaux, puisqu'il en résulterait encore que l'équation aurait des racines commensurables. Mais si les deux facteurs sont inégaux, il en résulte nécessairement (277) que chacun deux entre au carré dans le polynôme proposé, qui est alors un carré [tarfait.
Ainsi, dans ce cas, au lieu de soumettre l'équation à la méthode des racines égales, on peut se borner à extraire la racine carrée de son premier membre-, et si la racine n'est pas exacte, on en conclut que l'équation n’a pas de racines égales.
Enfin toute équation du cinquième degré qui n'a [«s do racines commensurables ne peut avoir de racines égales; car i" elle no saurait admettre une seule espèee de racines égales; a" si clic deux espèces
différentes, il faudrait nécessairement que la proposée admît une racine commensurable
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Donc, cnQn, il est inutile d’appliquer la méthode ordinaire des racines égales aux équations des troisième, quatrième et cinquième degrés.
345. Troisième remarque. — Ce qui précède suffit pour faire sentir combien l’application de la méthode du n“ 3 il est laborieuse, puisquelle suppose, outre la recherche des racines égales, la formation do 1 équation aux carrés des dijfèrcnccs. Or, dès que la proposée est d un degré supérieur au quatrième, les calculs relatifs à la détermination do celle dernière équation sont imprabcables par leur longueur. 11 est donc à propos de faire connaître quelques circonstances dans lesquelles on peut éviter tous ces calculs.
i“ Si, en substituant les nombres o, i , a, . . . , — i , — a, — 3, ... , compris entre -i- L et — L', on obtient autant de changemenU de signe qu’il y a d’unités dans le degré de la proposée, on est certain que toutes les racines de l'équation sont réelles, et que chacune d’elles a une partie entière différente.
a° 11 peut se faire que, sans connaître les racines d’une équation, on sache à priori combien elle doit avoir de racines réelles (la Trigonométrie en offre des exemples ) (*). Cela posé, il se présente deux cas ;
Ou la substitution des nombres o, i , a, . . . , — i , — a, . . . donne lieu à autant de changements de signe que l’équation a de racines réelles; dans ce cas, toutes les racines réelles sont encore mises on évidence, et chacune d’elles a une partie entière différente ;
Ou bien le nombre des changements de signe est moindre que celui des racines réelles. Comme, dans ce cas, on est assuré d’avoir laissé échapper quelques racines dont les différences sont moindres que l’unité, il faut tècber de rendre ces différences plus grandes. Pour cela, on fait dans la
proposée x = h étant une indéterminée, ce qui donne la transformée
Y = o, dont les racines sont k fois plus grandes que celles de la proposée (il en est, par conséquent, de même des différences). On donne ensuite à k diverses valeurs. Soit, on premier lieu, A = 3; substituant dans Y = o la série naturelle des nombres, on voit si le nombre des changements de signe devient égal au nombre des racines réelles que l’on sait devoir exister dans la proposée. Si l’hypolhèse 4 = 3 ne réussit pas, on fait k — 4, 5,..., jusqu’à CO qu'enfin on obtienne pour la transformée correspondante le nombre de changements de signe exigé.
(•) Voir mon Traité de Géométrie anaîrtique pour la| détermination, par dea intersections de courbes, du nombre des racines réelles qu’une équation peut renfermer.
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N. B. — Il faut bien observer ici qu'on suppose l’équation dépourvue de racines égales.
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Son application à la recherche des racines incommensurables
C’csl ici lo lieu de faire connaître un fort beau théorème à l’aido duquel toutes les racines incommensurables d’une équation peuvent être mises en évidence bien plus simplement qu’avec le secours de l’Apiation aui différences.
Nous venons de voir ( 345, a") que, si l’on connaissait a priori le nombre des racines réelles d’une équation, on parviendrait aisément à leur détermination, puisqu’il suffirait alors de subdiviser convenablement l'intervalle des substitutions successives. Or le théorème de M. Sturm atteint complètement ce but, ainsi qu’on va le voir.
346. Soit X = O une équation à coefficients réels, que nous supposerons n’avoir pas de racines égales. Appelons X, son premier polynôme dérivé, et appliquons à X, X, le procédé du plus grand commun diviseur relatif (246, 269), avec cette condition, toutefois, de changer le signe du reste de chaque o/iération, et de prendre ce reste ainsi modifié pour diciscur de l’opération suivante. (Ce changement de signe est une condition essentielle dans l’énoncé et la démonstration du théorème.)
Désignons d’ailleurs par X„ Xj, X,, . . ., X, les restes successifs, pris avec des signes contraires.
Nous pourrons exprimer la série complète des opérations par le tableau suivant :
X, est nécessairement indépendant do x et différent de zéro, puisque, par hypothèse, l'équation n'a pas do racines égales.
Considérons maintenant les fonctions X, X,, X,, . . ., X,, et supposons que l’on y substitue pour x deux nombres et 7 de signes quelconques {p étant <7). D’abord la substitution de p donnera pour chaque fonction un résultat généralement positif ou négatif (mais qui pourra quelquefois être nui) ; et en ne tenant compte que des signes de ces résultats, on obtiendra une suite de signes qui, écrits sur une même ligne, présenteront une certaine succession de variations et de permanences.
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Pareillpmpnt, la subslilution de </ à la place de x donnera une seconde suite de siijncs présentant de même une certaine succession de variations et de permanences.
Or le théorème en question consiste en ce que ;
La difîérence entre le nombre des variations qiCojfre la première suite de signes, et le nombre des variations de la seeonde, exprime exaelement le nombre des racines réelles de la proposée, i/tti se trouvent comprises entre p et q.
3i7. Do 1^ résulte la rè.qle suivante, }X)ur obtenir le nombre total des racines réelles d'une équation.
Après avoir déterminé (310) les limites — L' et -t- L des racines négatives et positives,
1° On applique aux deux jtolyn6mcs X, X, le procédé du plus grand commun diviseur avec la motlijicatiun indiquée dans le numéro précédent. Cela donne une série de fonctions X, X,, X,. . . . , X„ qui sont généralement au nombre de [m -s i), m étant le degré de l'équation.
2° On écrit sur une première ligne les signes tics résultats de la substitution de — L' dans ehaeune des fonctions, et, sur une seconde ligne, les signes des résultats de la substitution de -t- L. (Le signe de X,. doit rester le même, puisque X, est indépendant do x.)
3° On compte le nombre de variations qu’offre la première ligne et le nombre de variations de la seconde. lai différence entre ces deux nombres est l'expression du nombre total des racines réelles de la proposée.
Cette règle est d'un usage facile dès que l'on connaît les fonctions X, X,, Xj,. . .; et si les opérations néressaires à leur détermination sont un peu laborieuses, on n’en doit rien conclure contre la simplicité de la règle; car il y a (sauf les changements de signe indiqués) identité entre ces 0[)érations et celles que comporte la méthode des racines égales, méthode è laquelle il faut soumettre préalablement toute équation dont on recherche les racines incommensurables.
31S. La démonstration du théorème ci-dessus repose sur plusieurs princi[>es que nous allons d'abord établir.
Premièr. ment. — Considérons la fonction X en particulier, et soit a une racine réelle do X = o. Si l’on met o -t- u à la place de x, dans X, on obtient (328) un résultat de la furnio
(A élant le résultat de la substitution de a pour jr dans X, et A', A", A",. . . les polynômes dérivés de A d’après la loi connue).
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Comme, par hypothèse, a est racine do j = o, on a A = o, cirexprcjsion précédente se réduit à
Or je dis qu'on peut toujours trouver pour u un nombre assez petit pour que la quantité entre parenthèses soit de même signe que son premier terme A' (qui d’ailleurs est différent de zéro tant que X = o n’a pas de racines égales).
Il suffit, en effet, pour cela d’obtenir pour a une valeur qui rende
Y “ -t- • numériquement moindre que A’. Or nous avons vu
(303) comment on remplit cette dernière condition; ainsi il est toujours possible de satisfaire à la précédente.
Il est on outre évident que, dès qu’on a obtenu pour l’indéterminée u une valeur remplissant cette condition, toute valeur plus petite y satisfait à plus forte raison.
3i0. Deujriimcment. — Si l’on conçoit que, dans les fonctions X, X,, X„ . . . , on remplace x par un nombre quelconque o, il ne peut jnmais arriver que deux fonctions consécutives s'évanouissent à la fois.
En effet, considérons les trois fonctions consécutives de rang quelconque
On a (310) l’égalité
Or, si l’on pouvait avoir à la fois X,_, = o, X„= o, on en déduirait X.,. = o;
mais, comme on a aussi
il en résulterait encore X,^, = o; et ainsi de suite. On parviendrait alors finalement à l’égalité X, = o; ce qui est absurde, puisque, la proimsée n’ayant pas de racines égales, X, ne saurait être nul.
Troisièmement . — La même relation X,., — X,iy, — X,^, nous apprend que, si une fonction X. devient nulle par la substitution de x = a, les deux fonctions X,_,, X,^„ entre lesquelles elle est placée, sont nécessairement lie signes eontraires pour la même valeur x = a.
350. Ces principes admis, désignons par k une quantité positive ou négative, mais moindre (c’est-ù-dire plus rapprochée de Xinfini négatif) que
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toutes les racines réelles des équations X = o, X, = o, X,= o, . . X^_, = o; et concevons que, en faisant crotlre x d’une manière continue (303) à partir do k, on substitue toutes ces valeurs successives dans les fonctions X, X,, X,, . . . , X,.
11 est d’abord facile de voir que les variations et les permanences fournies par 1rs signes de ces fonctions et celui do X, (que nous savons déjà être constants) se reproduiront toutes et dans le même ordre, tant que X n’aura pas atteint une des valeurs qui rendent nulle quelqu'une de ces fonctions ; car, pour que le nombre ou l’ordre de ces variations et permanences vienne à se modifier, il faudra évidemment que l’une des fonctions, X, par exemple, change de signe, et, par conséquent (303), que X, soit d’abord devenu nul.
Supppsons actuellement qu’une valeur x-= a rende nulle une ou plusieurs des fonctions ( U étant d’ailleurs le plus petit des nombres qui jouissent de cette propriété), et voyons ce qui doit arriver.
Il peut se présenter deux circonstances : ou x = o anéantira une (ou plusieurs) des fonctions intermédiaires X,, X,, Xj,..., X,_,, sans faire évanouir X, ou bien x = o anéantira X, pouvant d’ailleurs rendre aussi nulle une ou plusieurs des fonctions intermédiaires. Or je dis que, dans le premier cas, aucune variation ne disparaîtra dans le passage de x par les trois états consécutifs a — u, a, a -h u (n étant l’intervalle des substitutions successives); que, dans le second, une variation disparaîtra, et qu’il n’en disparaîtra qu’une seule si u est suffisamment petit.
Considérons le premier cas, celui où la fonction X,, par exemple, devient nulle pour X = a, sans que X le soit en même temps.
Comme, pour la même valeur x = a, X,_, et X„, no peuvent devenir nulles, et ((u’elles sont de signes contraires (349), il s’ensuit que les trois fonctions consécutives
X XX
formeront, quant aux signes, l’une des deux combinaisons o, — , ou — , o, -I- ;
et soit qu’on prenne zéro avec le signe -h ou avec le signe — ,on voit qu’il en résulle une variation et une permanence.
D’un autre côté, chacune des fonctions X„_,, X,^, a dû conserver le même signe pour les valeurs de x comprises depuis x — k jusqu’à x = a ; et les signes ne doivent pas changer dans le passage dex=:nàx=<i-i-«, puisqu’on peut toujours supposer « assez petit pour qu’aucune racine de X,_, = o, = o ne soit comprise entre o et <r -t- u.
ün peut donc affirmer que les trois fonctions ci-dessus, qui, pour x = a.
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présentent une variation et une permanence, donnent également une variation et une permanence pour toutes les valeurs comprises depuis x=za jusqu’à X = a -t- U. Ainsi l’hypothèse x = a, introduite dans la série des fonctions X, X,, X, , n’a fait perdre ni gagner aucune variation.
3S1 . Passons au cas oh X devient nul quand on y met a pour x.
Soit fait X = a -I- H dans X et X, ; puis désignons par U, U, ce que deviennent respectivement X, X, par celle substitution. Appelons (348) A, A', A',. . . les résultats de la substitution de a pour x dans X et scs polynômes dérivés, puis, par analogie, A„ A',, A',,.. . ce que deviennent X, et ses polynômes dérivés, par la môme substitution, nous aurons les deux égalités
Comme, par hypothèse, a est racine de X = o, on a nécessairement A = O. De plus, les deux quantités A' et A,, exprimant l'une et l’autre le résultat de la substitution de a pour x dans X,, n’en forment qu’une seule qui est différente de zéro, puisque X = o n’a pas de racines égales. Ainsi les doux égalités précédentes se changent en celles-ci
dont les seconds membres sont nécessairement de môme signe que leurs premiers termes A'« et A', lorsqu’on prend (348) pour l’indéterminée u une valeur suflisammenl petite. On voit donc que U et U, sont de même signe quand « est positif, et de signes contraires quand u est négatif.
D'où il résulte que les signes des deux fonctions X, X,, qui présentaient d’abord une variation pour x — a — u, formaient ensuite une permanence pour X — a u.
Ainsi, dans le passage de x = « — « à x = a -e «, une variation changée en une permanence.
La mémo conséquence aurait lieu lors même que x = a, qui satisfait à X = o, anéantirait en môme temps une ou plusieurs autres fonctions, puisque, comme on l'a vu précédemment, quand une do ces autres fonctions vient à s'évanouir, le nombre des variations ne change jms pour cela.
Maintenant, si, à partir de x = <i u, on continue de faire croître x par degrés insensibles, le nombre actuel dus variations de la suite des
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signes denaeurera le même jusqu’à ce que x vienne à dépasser une nouvelle racine de X = o; auquel cas une seconde variation disparaîtra, et se trouvera remplacée par une permanence ; et ainsi de suite.
Donc, enfin, le nombre des x>ariatinns perdues lorsque .r croît depuis une valeur quelconque k jusqu’à une autre valeur k' est égal au nombre des racines réelles de X = o, comprises entre k et k\
Ce qui démontre évidemment le théorème énoncé n“ 3i6.
3Î)2. Avant do passer aux applications, nous ferons plusieurs remarques fort importantes.
I® Dans la recherche dos fonctions X, X,,. . . , on peut introduire ou supprimer des facteurs numériques (259), pourvu que ces facteurs soient positifs; mais il faut bien prendre garde, quant aux signes, à ne faire que les changements indiqués au n** 346, puisque c’est do la considération des signes dont les fonctions X, X,, X,,... sont affectées que dépend principalement la démonstration du théorème de M. Sturm.
a® Quand on veut simplement connaître le nombre total des racines réelles de l’équation proposée, il n’est pas nécessaire d’opérer la substitution dos limites — L' et L dans les fonctions X, X, , ... ; il suffit do substituer — oo et -f- oo dans le premier terme de chacune d’elles, puisque l’on sait (305) que le signe de la fonction est alors le même que le signe de ce premier terme.
La substitution de — » et de oo dispense de déterminer d’abord les deux limites — L' et L, qu'il faudrait d’ailleurs calculer de manière qu’elles convinssent à toutes les fonctions, si l’on no voulait opérer la substitution que dans leur premier terme.
Nous ajouterons même que, en faisant usage de la méthode do M. Sturm, on n’a besoin, dans aucun cas, de connaître a priori les deux limites — L' et -+■ L. En effet, après avoir reconnu d’abord combien il y a do racines réelles dans la proposée, si l’on veut ensuite déterminer d’une manière plus précise le lieu des racines, il n’y a qu’à substituer successivement les nombres o, i, a, 3,. . ., et o, — i, — 2,. . et dès que, par la substitution de o, I, 2, . . . , on est parvenu à une suite de signes qui présente autant de variations qu’en avait données la substitution de -h 00 , on peut affirmer qu51 n’y a plus de racines au delà du dernier nombre substitué. Môme raisonnement par rapport aux nombres o, — i , — 2,. . . ,
On obtient ainsi les deux limites supérieures les plus resserrées (en nombres entiers); ce que ne donne pas toujours d’une manière ^ien certaine (309) la méthode de Newton, mal appliquée.
3° Si l’on cherche ensuite combien il y a de racines réelles comprises entre deux nombres particuliers p et <7, il peut se faire que p ou q rende
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mtUe quelqu’une des functions. Dans ce cas, quand c’est une fonction intermédiaire, X„ qui s'évanouit, on n’a pas besoin de tenir compte du résultat O dans la suite des signes, car on a vu (3i9) que X,_,, X„^, offrent une variation pour cette même valeur de x; or la combinaison du double signe rt dont o est censé affecté, avec les signes h — , ou — i-, ne donne encore qu’une variation. Ainsi le nombre des variations n'est nullement altéré par l’omission du résultat o.
Lorsque c’est X qui s’évanouit pour x = p, par exemple, on conclut d’abord que p est racine de X = o ; puis on compte les variations qui existent à partir de X,.
4° Enfin si, après avoir obtenu les fonctions X, X,, X,,..., X„ on vient à reconnaître que l’une des fonctions intermédiaires, X,, est de nature à conserver constamment le même signe pour toutes les valeurs comprises entre ;> et </ (p étant <7), il est inutile de substituer ces nombres dans les fonctions suivantes ; car la suite des fonctions
jusqu’à X, inclusivement présentera de variations de plus pour x = p que pour x — q, autant U y aura de racines réelles comprises entre petq.
Il suffit, pour s’en convaincre, d’appliquer aux fonctions X, X,, X„ . . . , X, ce qui a été dit (3S0, 351) par rapport à toutes les fonctions. La suite des signes, jusqu’à celui de X^ inclusivement, perdant une variation pour chaque racine de X = o, et le nombre des variations n’étant nullement altéré par l’évanouissement de quelqu’une des fonctions intermédiaires X,, X,.. . . , X,_|, puisque d’ailleurs X, conserve toujours le même signe par hypothèse, il faut nécessairement qu’autant il y a de variations
perdues dans la suite dos signes de X, X,, , X,, lorsqu’on passe do
X =r /.( à X = 7, autant il y ait do racines do X = o comprises entre ces deux nombres.
On déduit de là le cas particulier suivant : si, dans le cours des divisions nécessaires à la détermination des fonctions X, X, X„ on re-
connaît qu’une certaine fonction, X,, ne peut avoir que des racines imaginaires, comme alors elle ne saurait changer do signe (313), quelque valeur qu’on y substituât pour x, on n’a pas besoin de pousser plus loin les divisions ; c’est-à-dire qu’il est inutile do déterminer X,^, , . . . , X,.
Cette circonstance est très-importante à retenir ; car, en raison do la grandeur des coefficients numériques, on no peut se dissimuler que les calculs relatifs à la détermination des fonctions successives ne soient trèspénibles, surtout lorsqu’on arrive aux dernières.
(Fo/r le troisième et le quatrième des exemples du numéro suivant.)
353. Faisons maintenant quelques applications, en ne considérant touj4ig. B. 3 1
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tefois que des équations qui, par la substitution des nombres entiers consécutifs compris entre les limites, donnent moins de changements de signe qu’il n’y a d’unités dans la proposée.
Premier exemple :
(Celle équation a déjà été traitée n“ 3i2.)
On a d’abord
X, = G, ou plutôt X, — 4*2^^— I
(d’après la première remarque du n® 332).
Divisant X par X,, on obtient pour reste
— 4«c — i; d’où X,— -i- 4^ -i- ••
La division de X, par X,, après les préparations convenables (239), et en vertu de la première remarque du n® 332, donne pour reste
— 3 ; d’où X3 = 3.
Ainsi l’on a, pour les fonctions cliercliées,
X - 8.r^~ G.r — 1, X, = 4-*^’ — i> Xj=4‘r-+'i, Xj— -f
Cela posé, la substitution de — 00 et de h- 00 dans les premiers termes de ces fonctions donne les deux suites
! i- . . . 3* variations,
ce qui prouve que l’équation a scs trois racines réelles, puisqu’il disparaît trois variations dans le passage de — co à -f- 00 .
Soit fait maintenant dans les mémos fonctions x = — 1 , o, — i ; on trouve :
Pour X— — 1, f 4-... 3 variations,
Comme — i donne trois variations, et que o n’en donne qu'une seule, il s’ensuit que o cl — i comprennent deux racines.
Pareillement, o donnant une variation, et -4-1 n’en donnant aucune, il y a une racine comprise entre o et i .
Pour séparer les deux racines négatives, il faut (3i3) resserrer l’intervalle des substitutions; mais, auparavant, il convient do changer x en
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— X, CO qui ramène l’équation (i) à
(2) Sx*— Gx -f- 1 - o;
et les racines positives de cette nouvelle équation, étant prises avec le gigne —, donneront les racines négatives de la proposée.
Actuellement, posons (34'i), dans l’équation (2), ~ ”5 il en résulte
la transformée
Or, en faisant successivement r = i trouve pour résultats
donc les deux racines positives de l’équation ( 3 ) sont comprises, 1 une entre o et i, et l’autre entre i et 2.
Appliquant à l’équation (3) l’une des deux méthodes d’approximation,
et substituant les valeurs obtenues pour /, dans la relation x = -> ou
plutôt X — — - (à cause du changement de x en — .r), on aura, avec tel
degré d’approximation que l’on voudra, chacune des trois racines de l’équation proposée.
iV. B. — Pour le calcul do la racine positive de l’équation (i), on peut opérer directement sur celte équation.
Deuxième exemple :
(jj .r*— 2.r*— 7x’h- lox -I- 10 = O.
En appliquant à cette équation la règle du n“ 3i6, on trouve successivement
X =r X*— 2X’— 7x’H- IO.r -r- 10,
X, = 2x’— 3.r’— jx -r 5,
Xj= 17-r*— 23x — 45,
X^^ IÔ2X — 3o5,
Si l’on substitue — » et -+- <» dans les premiers termes de ces fonctions, on obtient les doux suites
i ^ . . . 4 variations ,
donc les quatre racines do l’équation sont réelles.
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Actuellement, soit fait successivement, dans les fonctions,
j: = O, I , ï, 3, . . . , et X =r O, — I , — 1, — 3, . . . ;
il vient, pour
. 2 vnriiili ns,
puis, pour
2 variations,
D’où l'on voit que l'^ijualion a rfrHX racines positives comprises entre 2 et 3, line racine négative comprise entre o et — i, enfin une racine négative comprise entre — 2 et — 3.
Pour séparer les deux racines positives, on pourrait (345) faire, dans y' Y
l’équation, x =‘- ou • • • ; mais on va voir que la méthode d’apjiroximalion de Lagrange suffit pour opérer cette séparation.
Soit, en effet, posé, dans l’équation (1), x = 2 il vient, tout calcul fait (328), la transformée
(1) 2J"*— lo.r’-i- Sj-’-e 6/-.- 1 = O,
qui a nécessairement deux racines plus grandes que l’unité.
Or, en faisant successivement /= i, 2, 3, 4, 5, on trouve pour résultats
d’où l’on voit que les deux valeurs do y sont comprises, l’une entre i et 2, l’autre entre 4 et 5; c’est-à-dire que les deux valeurs de x seront exprimées par deux fractions continues de la forme
et X — 2 -(- ■
et l’on pourra déterminer chacune de ces fractions continues séparément. (Fw/lesn”' 330 et 354.)
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iV. B. — Duns cet exemple, après avoir obtenu les fonctions
X’ - 17a:’— a3x — 45, Xj— i52A" — 3o5,
il n’était pas nécessaire d’effectuer la division de X, par X^, opération assez longue sous le rapport des calculs numériques..
En effet, ce qu'il importe de connaître dans l’application de la méthode de M. Sturm, ce n'est pas la valeur numérique du dernier reste, mais bien le signe de ce reste, afin d’en déduire ensuite celui de la quantité X,, laquelle est constante, ainsi qu’on l'a vu.
Or on sait ( 2J7 ) que, quand on divise une fonction entière de x par un facteur de fa forme x — a, le reste n’est autre chose que le résultat de la substitution de a au lieu do x dans la fonction. Ainsi le signe du reste de la division de X, [>ar X, doit être le même que celui qui résulterait de la substitution, dans l’équation X, = o (ou lyx’— aSx — 45 = o), de la racine donnée par l’éiiualion X^= o (ou i5ax — 3o5 = o).
Mais l'équation X, — o, dont les racines sont de signes contraires, donne, pour la positive, 2, 4 è o, i près, tandis que la racine de X, — o est
X = 2 4- • On voit donc que cette racine est comprise entre les deux
racines de l'équation X,= o, et que, par conséquent, si on la substituait dans le polynôme X„ on obtiendrait (Ml , 1°) un résultat de signe contraire au premier terme de X„ c’est-à-dire un résultat négatif.
Donc, puisque le reste de la division de X, par Xj est négatif, il s'ensuit que la fonction X, est positive.
(Cette remarque fait suite à la quatrième du n° 352.)
Troisième ea’emple ;
(i) 2.r — i3x^-4 lox — 19 = o.
Les fonctions X, X,, X,, . . . étant calculées d’après la règle du n" 347, on trouve d’abord, pour les trois premières,
X =: 2X' — l3x’-i- lOX — ig,
Or je dis qu’il est inutile d’aller plus loin et de calculer X^ et X,. En effet, il est aisé de voir que les racines de l’équation X, = o sont imaginaires, pui.sque l’on a (i5)' — 4.i3.38 <0 (Ul, 3°); d’où il résulte que X, no peut changer de signe, quelque valeur qu’on donne à x. Ainsi la quatrième remarque du n° 3.52 est applicable à cet exemple, et il suffira de considérer les trois fonctions X, X„ X,.
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Or, on substituant succcssivoineiit — co et -o «> dans leur premier ternie, on obtient les deux suites
-, . 1 variations,
ce qui démontre que IVquation a deux racines nîelles et deux racines imajjinaires. Li's racines réelles sont, d’ailleurs, Vune positive et \ autre négative (312), puisque le dernier terme de l'équation est négatif. Quatrième exemple ;
j'~ 3Gu’-h pix’— 37 JT -1- ■pi. = O.
(Nous nous bornerons ici à présenter le tableau du calcul.)
X = x'— 3fix'-i- 72x’— 37a -1-7»,
X,— 5a' - io8j‘-, i44j^ — 37,
( Le signe do X, se détermine, comme dans le deuxième exemple, en observant que la racine de X, = o est évidemment plus grande que la racine positive de Xj = o.)
Or
X =z — 00 donne — H 1 — i • • • 4 variations,
;r = -I- 00 -t- -I- -t- -, ... 1 seule ;
donc l'équation proposée n’a que trois racines réelles. Mais si, avant d appliquer la méthode actuelle, on eût d’abord substitué les nombres entiers consécutifs, on aurait reconnu facilement que chacun des couiiles do nombres, 4 et 5, 5 et 6, — 6 et — 7, donne deux résultaU de signes contraires. Donc les trois racines réelles ont respectivement pour partie entière 4, 5 et — 6; les deux autres racines sont imaginaires.
Ces exemples nous paraissent sufTisanls pour donner une idée de toute l’imiiortanco du théorème de M. Sturm et du parti qu’on peut en tirer dans la résolution des équations numériques.
354. Nous ajouterons cependant encore que, quand on a reconnu, par la substitution des nombres entiers consécutifs dans les fonctions X, X,, X,, . . . , combien il y a de racines réelles entre deux nombres a et o -e 1 , la combinaison du théorème avec la méthode de Lagrange donne le moyen de séparer ces racines sans qu’on soit obligé de recourir à la transforma-
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lion du n° 3iS, laquelle devient très-laborieuse quand les racines sont très-peu dillércntcs les unes des autres. V'oici en quoi consisU; ce moyen :
On substiluc « -j- ^ n ht place de x, non-seidement dans X, mais encore dans tontes les fonctions de X,, X,, . . .; pais opjrfait successieemcnt jr = 1, 1, 3, . . . . La différence entre les deux nombres do variations résultant de la substitution do doux do ces nombres, i et 6 -h i, est é;;ale
au nombre des valeurs de x comprises entre n -t- ^ et « -i- '
Si cette différence est égale à i, on en conclut que la transformée qui
résulte do la substitution de « -t- j à la place do x dans X = o n'a qu’««c
seule racine comprise entre i et 6 -i- i ; et l’on peut facilement (330) obtenir la fraction continue correspondante.
Mais quand cette différence est égale à a, 3, . . . , on en déduit que la transformée en / a deux, trois,. . . racines comprises entre 6 et i -+- 1 .
Alors on remplace y par b dans les fonctions X, X,, X„ . . . (qui
sont déjà exprimées en /) ; puis on y fait successircment i = i , a, 3, . ^ . La différence entre les doux nombres de variations résultant do la substitution do doux de ces nombres, c et c -t- i , est égale au nombre do valeurs do X comprises entre
On voit aisément que, parce moyen, toutes les valeurs de x comprises entre o et « -+- 1 pourront se développer en autant do fractions continues ayant, à partir de a, une ou plusieurs fractions intégrantes communes.
3ÎS3. Enfin le théorème de M. Sturm conduit très-simplement aux relations qui doivent exister entre les coefficients de l'équation du 3' degré pour qu’elle ait scs trois racines réelles.
Soit l’équation x‘.s- px -t- </ = o, que, pour plus do simplicité, nous supposerons privée du terme en x’, ce qui est toujours permis (âliO).
On obtient, pour les fonctions successives X, X,, X„ X„
X ■.= X* -t- p.T S- Il , X, = 3x’-(-/>,
X,= — a/jx— 3y, X,= -4//-a77^
Cela posé, pour que l’équation ait scs trois racines réelles, il faut et il suffit que, en substituant successivement — œ et -t- « dans les premiers
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termes do ces fonctions, on obtienne 3 variations par la première substitution, et 3 permanences par la seconde; c’est-à-dire que l'on doit avoir l'une des deux combinaisons
et ,
ou bien
•' r- et
dont la dernière est la seule admissible, puisque l'équation, est de degré impair.
Or il est évident que les deux premières fonctions X, X, donnent respectivement h et -+- -I-, par la substitution de — <e et de , sans
qu'il en résulte, aucune condition pour p et q.
Mais pour que X„ X, donnent également 1- et -l- -i-, on voit qu'il
faut: i" que p soit négatif; i° que l’on ait — i p' — isy q’ /msitif, ou ip^-f- 277’ négatif, condition qui renferme implicitement la première.
Ainsi la condition nécessaire et suflisanle pour la réalité des trois racines est
4/.’’ 177’< O, OU £ — h-^<o.
Dans le cas particulier de 4 /^’ ■+■ 277’ = Oi comme on a alors X^ = o, il faut néa'.ssairement (3 i7 ) que la proposée ait deux racines égales, qu’on obtiendra en annulant X„ ou pos:int
— •sp.r — 37 = 0, d’où X -= —
Mais la relation supposée donne p — —3 la valeur do x et réduisant,
d’où, en substituant dans
Ainsi deux des trois racines sont égales à
La troisième est nécessairement — 2 puisque l’équation est privée do second terme.
Lorsque l’on a 471’ -t- 277’ > o, une seule racine est réelle, et les deux autres sont imaginaires.
330. M. Sturm a étendu son théorème au cas où l’équation proposée admet des racines égales; mais nous n’entrerons dans aucun détail à ce sujet, puisqu’on peut toujours (281) faire dépendre la résolution de l’é-
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quation de celle d’autres équations qui n’ont que des racines sinqiii’s. Il en a également déduit d’autres conséquences fort curieiises, mais qui ne sont pas indispensables pour la résolution des équations.
Nous renvoyons, pour de plus amples détails sur la résolution des équations numériques , aux Ouvrages suivants : Traité de la résniuthn des cqimtinns nitmcriquc!:, par Lagrange ; Sapidénient à la théorie des nombres, par Legendre ; Nouvelle méthode pour résoudre les équations numériques, par M. Budan ; Analyse des équations. Ouvrage posthume do Fourier.
On trouvera dans ces deux derniers Ouvrages un théorème qui a quelque analogie avec celui de M. Sturm, et qui [«rail avoir été découvert à peu près dans le mémo temps [>ar MM. Fourier et Budan. En voici l’énoncé ;
Soient /(j:) un polynôme entier du degré m,f'(x),f'(jc),f"{x),.. . scs dérivés. Appelons p cl q deux nombres réels de signes quelconques (p étant <.q) , et concevons qu’on ait substitué alternativement p et q dans la série de ces fonctions, ce qui donne les deux suites de résultats;
i"Pour/^, /(/>), p{p\, f{p),...,
A” Pour,/, f[q), f(q), rU/)
Le théorème consiste on ce que les sif;nrs de la première suite ne peuvent jamais présenter moins île variations que ceux de la seconde ; et si p et q comprennent un nombre h de racines réelles, la prcmh're suite a au moins h variations de plus que la seconde.
Ce théorème, beaucoup moins explicite que celui de M. Sturm, qui, dans aucun cas, no laisse d’incertitude sur l'existence des racines réelles entre des nombres déterminés, fournit cependant une méthode assez complète de résolution (*).
§ IV. — Seconde partie de l’élimination.
357. Après avoir fait connaître les différents moyens do résoudre, du moins en nombres réels, les équations numériijues d’un degré quelœnque à une seule inconnue, il convient de s’occuper de la résolution des équations à plusieurs inconnues; mais nous traiterons plus particulièrement, dans ce paragraphe, le cas de deux équations à deux inconnues en xet_y.
(*) Voir aussi, pour le développement de ce théorème et pour les conséquences qu'on en déduit, une Note placée ù la fin de la édition de mou Algcbrcy et due à M. Vincent, ainsi qtic les Mémoires de la Société rep aie de Lille (année i834) et lo Journal de Mathématiques de M. Liouville, t. I, p. 3:j i.
CD4PITRK VIII.
Pour abréger lo discours, nous conviendrons de donner le nom de couple ou do solution à tout système de valeurs de x et do j' qui, substitué à la fois dans les deux équations, y satisfait.
En outre, désignant par A = o, B = o les équations proposées, nous supposerons que les polynômes A et B soient premiers entre eux, et qu'il en soit do même des coefficients de chacun de ces polynômes ordonnés par rapport à l'inconnue qu'on veut éliminer. Nous nous réservons d’examiner plus loin (363, 364) les circonstances particulières où ces conditions ne sont pas remplies.
358. Cela bien entendu, concevons que l’on ait appliqué aux deux polynômes ordonnés par rapport à y, par exemple, le procédé du plus grand commun diviseur avec ses différentes modifications, lesquelles consistent, d'une [Hirt, ù introduire, à chaque division iwrtielle, un facteur, soit numérique, soit Jonction do/, propre à rendre possible la division du premier terme du dividende [lar le premier terme du diviseur; d'autre part, ù supprimer dans les différents restes les facteurs purement numériques, mais en y laissant toutefois subsister les facteurs fonctions de que chacun do ces restes pourrait contenir (cette dernière condition est indispensable pour l’explication qui va suivre). Nous pourrons alors présenter la série des opérations do la manière suivante :
i.B = Rr/'
a étant le facteur lo plus simple possible que l’on a dû introduire dans A pour que le quotient q soit entier et que lo reste R soit d’un degré moindre en xque celui do B; b étant un facteur analogue introduit dans B, et ainsi do suite; d étant d’ailleurs le dernier facteur introduit et R" le reste, que, pour fixer les idées, nous supposerons indépendant de x.
Voyons maintenant les conséquences auxquelles conduit cette série d’équations.
D'abord il résulte do l’identité (i) que toute solution des équations simultanées A = o, B = o doit annuler a. S. et B7 (puisque a et 7, ne renfermant pas do dénominateur, ne sauraient devenir infinis), et, par conséquent, aussi R; d’où l’on doit nécessairement conclure que toutes les solutions communes aux équations A = o, B = o conviennent également aux équations
.Laau^lc
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Passant à l’identité (a), nous voyons quo toute îo/h</o/i commune à B = O, R = o doit annuler i.B, Ri/' et R', et, par conséquent, que toutes les solutions de B = o, R = o conviennent également aux équations R = O, R’= O.
En poursuivant ce raisonnement, on verrait que toute solution do R = o, R’= o convient à R\= o, R'= o, et enfin à R"i= o, R"î= o.
Donc, enfin, toutes les solutions des é(piations proposées sont renfermées dans l’un quelconque des systèmes d'équations
et dans le dernier système en particulier.
Ainsi l’équation R”= o, qui, par hypothèse, ne renferme plus que l’inconnue/, comprend toutes les valeurs de / convenables aux doux équations A = o, B = o.
En scconil lieu, reprenons les identités (i), (a), (3), (4 ) dans un ordre inverse.
Il résulte de l’identité (4) que toute solution des équations R'=o, R””:;; O doit annulcr «-/.R'. Or ce produit peut être nul do deux manières, soit parce que l’on a rf = o, soit parce que l’on a R'= o; ce qui prouve que les solutions de R'= o, R"’= o sont des solutions ou de d = o, R'= o, ou bien du système R'= o, R"= o.
Passant à l’identité (3), on reconnaîtrait que les solutions de R'= o, R’= o sont ou des solutions de c = o, R’= o, ou des solutions de R = o, R'= o; et ainsi de suite, en remontant jusqu’à l’identité (i).
Résumant ce qui vient d’être dit en dernier lieu, on arrive à ce résultat, que les solutions des deux dernières équations R'= o, R”= o se composent de toutes les solutions qui vérifient les différents systèmes
Ainsi le système des équations R”= o, R”= o est beaucoup plus général que le système A = o, B = o, dans ce sens que les solutions du premier comprennent, outre les solutions du second, toutes celles qui peuvent satisfaire aux différents systèmes
Concluons do là, enfin, que l’équation R" — o, à laquelle on est arrivé par l’application du procédé du plus grand commun diviseur, contient
CHAPITRE VIII
bien toutn les valeurs de j qui satisfont aux équations proposées en mémo temps que certaines valeurs de x; mais, généralement aussi, elle doit renfermer des valeurs tout à fait étrangères aux proposées.
Je dis généralement, car il peut arriver, et il arrive mémo assez souvent qu’aucun des systèmes intermédiaires (« = o, B = o), (A ~ o, R = o),. . . n’admette de solution, auquel casR"'= o est la véritable cV/w/r/Zo/? fnnlc.
Toute la difTiculté consisterait donc à trouver un moyen de débarrasser l’équation R"'= o de tous les facteurs étrangers qu’elle peut renfermer. Or il existe, pour cela, différentes méthodes générales plus ou moins laborieuses, dont l’exposition nous entraînerait trop loin; c’est pourquoi nous nous bornerons à les développer sur des exemples particuliers convenablement choisis, qui suffiront pour mettre les élèves en état de traiter tout autre exemple (*).
PREMIER EXEMPLE
3o9. Soient les équations
( I ) A ou — 3x -4- I - - o,
(2) B ou { V — l).i’ -h X — 2 = o.
Conformément au procédé, multiplions le premier membre de l’équation (i) par a ou [y — 1)’, et divisons le produit par le premier membre de l’équation (2); il vient {**) pour quotient
et pour reste
Afin de continuer l’opération, il faut multiplier B par b ou C? * — 5j-f- 3)* et diviser ce produit par R ; on obtient ainsi pour quotient
q' =z ( — Gj)" -f- 8p- — 3 ) X -f- 1 ' — 4.V® -h 2,
(*) La connaissance de ces méthodes ayant cesse de faire partie du programme d’admission à l’École Polytechnique, nous avons cru devoir nous dispenser d’en développer aucune; nous renvoyons, pour cet objet, soit à la 9* édition de notre Algèbre, soit aux écrits de MM. Labatie et Sarrus, dont les méthodes sont exposées dans d’autres Ouvrages.
(**) Les jeunes gens sont invités à exécuter, la plume ou la craie à la main, et d’après le procédé ordinaire de la division, tous les calculs que, pour abréger, nous ne faisons qu’indiquer ici.
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et pour reste
n' = _j-*— io_)^-+- 37_i-’ — G4>'’-r 3ijr— iG;
ce qui semblerait donner, pour l'iViuation finale,
jr*— 37/*— 64.)’-+- 5ir — iG = O.
Mais, avant de rien adirmer, il est nécessaire de considérer le système (rt = O, B = o), c’est-à-dire
Or ce système est évidemment satisfait par / = 1 , x = a ; et ce couple est tout à fait étranger aux é<iualions proposées.
En effet, si l’on pose dans celles-ci r= i, x= a, la seconde se réduit bien à o = o; mais il vient, pour la première, 8 — 6-t-i,ou-+-3 = o.
Ainsi l’équation du cinquième degré obtenue tout à l’heure contient {r — i)’ comme facteur étranger.
En divisant son premier membre par (^—1)’ ou j-’— 2/-+-1, on trouve pour quotient y~ aov— 16.
Quant au système (A = o, R = o), ou
il est incompatible ; car les valeurs de r tirées de A = o anéantissent le coefficient de x dans R, mais réduisent celui de x" à une quantité numérique.
Nous pouvons conclure de là que la véritable éijuation Cnale est y — s,)-’ -4- ao )• — 1 G = o.
Cette équation, résolue d’après la méthode des racines commensurables, donne
et si l’on porte chacune de ces valeurs dans le reste du premier degré en X égalé à zéro, on trouve
Chacun des trois couples
substitué dans les proposées, les réduit en effet à o o.
CHAPITRE TIII
DEl'XIÉME EXEMPLE.
(2) x’-*- (ij-! 4 ) .T 4- -V 4.T 4 3 = 0.
En divisant l'un par l’autre les premiers membres de ces équations, on obtient un certain quotient (qu’il est inutile d’écrire), et un reste du premier de,;ré en x
R = (lij'’ 4 iï,r)x -f 4 E*-*- 24.r’-t- ïojr, ou, supprimant le f,tcteur numérique 4,
U = (3/^4- 3_r)a^ -4- /’-t- 6^-1- üy.
Pour continuer l’application du procédé, il faut multiplier le premier membre de l'équation (2) par (3x’4- 3/)’, puis diviser le produit par le reste obtenu; ce qui donne un quotient, que nous omettons ici, et un reste qui, débarrassé du facteur numériijue 4, se réduit à
ou
A la seule inspection du facteur entre parenthèses, on reconnaît qu’il peut être annulé, soit par j'= i, soit par / = — i; et, on effectuant la division par (t~0(j+>)i — ■)> o" obtient pour quotient
j-’-t-3/4-2, lequel, égalé à zéro, donne les deux racines /= —2, / = — I ; en sorte que, finalement, le reste peut être mis sous la forme
yb- -<){}■ 4 1)'(^-4-2).
Or je dis que, si l’on pose
on aura la véritable équation finale sans aucun facteur étranger.
En effet, les seuls facteurs étrangers, s’il en existe, ne peuvent être que jet v -T I, qui ont été introduits dans le cours du calcul. Mais si nous remontons au reste R, nous voyons que les valeurs j = o, = — i rendent nul chacun de ses coefficients en x et en x* : ce qui prouve que = Oi ' satisfont à R = o, R'= o, quel que soit x.
En substituant successivement ces mêmes valeurs dans l’équation (2), on obtient ;
1° Pour r = o,
x’-r- 4x4- 3 = o, d’où x = — I, x= — 3;
Digitizad by Coogle
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2° Pour / = — I ,
x’-t^2j: = o, d'où .r=o, x——%:
d'où l'on doit conclure que les <]untrc couples do valeurs
(r=— ix=o), (/= — 2)
satisfont aux équations B = o, U = o, R'= o, et, i>ar suite, à l’équation A = O, d'après la relation A = B7 -h R.
Donc ^'= o, / = — I sont des valeurs convenables de/.
Pour obtenir les valeurs de x corresjKmdant aux deux autres facteurs } — i, .r -t- 2 de l’équation Onalo, il no s’agit que de faire successivement /=!,/= 2 dans R — O ; ce qui donne :
Pour/ = i,
6xh-i2 = o, d’où x= — 2,
pour / =r — 2,
Gx — 6 = O, d'où x= — I.
Ainsi les deux équations proposées admettent les six solutions
L’équation finale en x est d'ailleurs
3C0. Rentarr/tie. — L’exemple précédent est susceptible d'une grande simplification sous le rapport du calcul.
Parvenu au reste R, on reconnaît immédiatement qu’il peut être mis sous la forme
/(/-+ i) {ix+ r 5).
Supprimant provisoirement les facteurs / et /h- 1, sauf à en tenir compte plus lard, on obtient le nouveau reste
par lequel il faut divisi'r le premier membre de l’équation {2), après avoir toutefois multiplié celui-ci par 9.
Il vient poiir dernier reste, après la suppression du facteur 4,
4i)6 cnAmnF. viii.
qui, égalé à zéro et résolu, donne les deux valeurs
Ces valeurs étant substituées dans l'équation 3o- + r-i 5=0,
on obtient, pour / = — i , et imur/ = — 2,
Quant aux facteurs supprimés, / et ^ -1- 1 , on remonte, comme il a été dit ci-dessus, à l’équation (a), dans laquelle on fait successivement/ = o et / = — 1 .
Pour obtenir ensuite la véritable équation finale, il faut multiplier /'-!-/ — 2 par les facteurs /’ et (/-)- 1); ce qui donne enOn
r’ir -i- / — 2) = O.
Cette remarque suffit pour faire voir comment on doit se conduire toutes les fois que, dans le cours des calculs, on parvient à des restes dont les coefficients renferment des facteurs en /.
Après les avoir supprimés d’abord, on les rétablit ensuite dans le reste final, en ayant soin d'y faire entrer chaque facteur simple à (ine puissance marquée par le noml/re de valears de x qui lui corres/mnde/il.
Ces dernières valeurs se déduisent d’ailleurs du reste qui précède immédiatement celui où l’on a ojiéré la suppression.
TBOISIÈME EXEMPLE.
Comme ces équations sont du même degré en x, on peut prendre indifféremment le premier membre de l’une ou de l'autre pour dividende.
Prenons d’alwrd (i) pour dividende, et multiplions par/* — 3/-t- 2; puis effectuons la division.
11 vient pour quotient/’, et pour reste
Le coefficient du premier terme de ce reste peut être mis sous la forme
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et comme ^ = o, ^ = i , = -J ne peuvent annuler 2_v‘ -- 2.)'’ — C r 4 ,
il s’ensuit que le reste du premier degré en x ne contient pas do facteur en .1-.
D'un autre côté, puis(iuo le coefficient du premier terme do {2), ou y'— 3_i' -t- 2, revient à {y— i)(y — 2), il en résulte que, pour continuer l’opéralioM, il suffit de multiplier le premier membre do (2) par >■“( V — 1) (3r 5')’. Cette préparation étant faite, et la nouvelle division
étant effectuée, on obtient un certain quotient (que nous omettrons) et un reste indépendant de x, qui, changé de signe, est égal à
27 ) '" — i3G/*-i- 21 4/’ — I i2/’-t- 05j ‘ — ioo_) ‘ ^ 3o_i ‘— 24. r’
11 faut maintenant s’assurer si ce reste ne renferme pas de facteurs étrangers. Or, d’après la théorie, ces facteurs ne peuvent être que (j — i) et (^ •— 2), qui composent le premier multiplicateur introduit.
Comme l'hypothèse >■=1, introduite dans le reste du premier degré en X obtenu ci-dessus, le réduit à 4, H s’ensuit que / — i ne saurait se trouver dans le reste final.
Mais si l'on pose y —2 dans le mémo reste, et qu’on égale à zéro le résultat, on trouve
— Sx-*- 40= O, d’où ar=5;
donc (_y = 2, j: = 5) forme une solution étrangère, et le reste final doit renfermer le facteur^ — a.
En le supprimant, on obtient pour quotient
lequel n’est plus divisible par / — 1. Ainsi co quotient égalé à zéro donne la vériUible équation finale.
Traitons le môme exemple en prenant (2) pour dividende; et pour cela multiplions (2) par/^, puis effectuons la division. Il vient un certain quotient (qu’il est inutile d’écrire), et un reste du premier degré en x, égal à
( 3/‘ — 8_) ' -i- 5/’)x — 2/‘ — 2^r'^-i- G/ — 4- Le coefficient du premier terme de ce reste revient à /’(/->) (3/ — 5);
et comme aucun des facteurs de ce produit ne se trouve dans le second terme, il s'ensuit que, pour continuer l’opération, il faut multiplier (i) par/*(/-i)’(3/-5)’.
Cn*PIT8E VIII.
Après celte nouvelle préparation, on effectue la division, et l'on obtient, pour reste indépendant do x,
27/’ — 8a_) "-I- 5oy’— ii v‘ f- 18.V* — Cr* — 36_r' ~
polynôme qui, égalé à zéro, donne la véritable équation finale, puisque le premier multiplicateur introduit, r‘, n’a aucun facteur commun avec ce reste.
Nous n'insisterons pas sur la détermination des couples do valeurs qui satisfont aux é([uations proposées, parce que la recherche seule des racines do l'équation finale serait déjà très-laborieuse; mais cet exemple est remarquable en ce que, suivant la manière dont on commence l'opération, on parvient immédiatement à la véritable équation finale, ou à celte équation embarrassée d’uno racine étrangère.
3G1. ItEiunQUE iMi>oiiTANTE SUC les soliiiions infinies. — En rélléchissanl sur la méthode exposée n° 3S8, on reconnaît sans iwine que les raisonnements qu’elle comporte no s’appliquent qu'aux solutions des équations en réelles ou imaginaires. Quant aux solutions infinies
auxquelles donnent lieu certains systèmes d’équations, il est toujours facile de les découvrir, soit à la fin des opérations, soit dans le cours du calcul, soit enfin en remontant aux équations elles-mêmes, ainsi qu’on va le voir sur les nouveaux exemples que nous allons traiter.
QUATRIÈME EXEMPLE
(2) ar’-H 2_7'ar I = O.
La première division n’exige aucune préparation. Elle donne 1 pour quotient, puis pour reste, changé de signe et divisé par 2,
Multipliant le premier membre de (2) par j’, puis effectuant la division, on obtient un certain quotient, puis un reste indépendant de x qui, toute simplification faite, se réduit à
r’-t-3^-t-2, on ix -h i) (jr -t- 2).
Comme le facteur / introduit dans le cours du calcul n’entre pas dans le reste final, on peut affirmer que / = — i, / = — 2 sont des valeurs convenables.
En les reportant dans le reste du premier degré en x, on a :
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I" Pour 7 = -- I,
— x-i-% = Of d’où x=a;
2° Pour •— 2,
— 2x-h2 = o, d’où X = i,
Jo dis, en outre, qu’il existe pour les équations proposées deux couples de valeurs infinies.
En effet, dans les calculs que comporte la dernière division, le reste final qui, en apparence, devrait être du quatrième degré, so réduit au second par l’effet des simplifications; mais il n’en résulte pas moins que l’équation peut être mise sous la forme
et admet ainsi (243) deux valeurs infinies.
Portant. ces valeurs dans le reste du premier degré, qui revient à
on trouve également
X = 00 , X = CO
Nous pouvons faire ressortir l’existence de deux couples de valeurs infinies dans les équations proposées, en observant qu’elles reviennent à
ou x*~ (j-4- 3)*= O, ou (x-+-j)*— 1 = o;
c’est-à-dire qu’elles sont décomposables chacune en deux facteurs du premier degré, et donnent lieu aux systèmes suivants :
X -hy
Or le deuxième et le quatrième admettent respectivement les couples
mais le premier et le troisième rentrent (74) dans la classe des équations du premier degré à doux inconnues dont les solutions sont infinies,
CINQUlàME EXEMPLE.
5oo
cuAPiTnc riii.
Cet exemple donne, pour reste de la première opération,
Supprimant le facteur — (.r— i), et divisant le premier membre de (a) par X 1 , on trouve pour reste ünal
La valeur = — a, substituée dans x 1 = o, donne x = — i .
Quant à la valeur i, tirée du facteur ,r — i égalé à zéro, en la substituant dans le diviseur de la première opération, c’est-à-dire dans l’équation (2), on obtient
ce qui donne deux valeurs infinies pour x.
Et, en effet, la mémo valeur/ = 1, reportée dans l’équation (i), donne
qui admet également deux valeurs infinies.
Ainsi les équations proposées admettent d'abord un seul système de valeurs finies, y = — 2, x = — i , puis deux systèmes de valeurs, pour / et infinies pour x, savoir { r = i , x = 00 ), (/ = i , x = 00 ).
En général on obtient les systèmes de valeurs finies pour l'une des inconnues, et infinies pour l’autre, d'après l'insiÆCtion des équations proposées, en les ordonnant alternativement par rapport à cliaque inconnue. On voit alors si quelques-uns des cocITicients de l’inconnue par rapport aux puissances do laquelle les polynômes sont ordonnés peuvent être annulés pour la mémo valeur de l'autre inconnue.
C'est ainsi que le système dos équations
/’x’ — X — 3 = O, /X* — 3_ix -4-4 = 0,
outre les solutions ordinaires en nombres finis, admet les deux couples
(r = P, / = «), (x = o, /=eo)(*).
302. Jusqu’à présent nous avons supposé que, en appliquant la méthode d’élimination avec toutes scs modifications, on soit conduit à un reste final fonction de/; mais il n’en est pas toujours ainsi, et la dernière di-
( * ) C'esl surtout dans tn Géométrie anah tique h deux dimensions que I.i considération de CCS sortes de solutions in^oiVjcst importante. Elles correspondent, soit à des br.nnches de courbes qui se rencontrent à l’infini, suit il des courbes qui ont des asymptotes comuiuncs.
. Diaitized hv.G(K rôle
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vision que comporle le procédi' donne quelquefois lieu, sdit h un reste mimêriiiue, soit à un reste nul. Examinons ces deux cas successivement.
Premier cas. — Reste nuniérii/ue différent de zéro.
SIXIÈME EXEMPLE
(1) jx’— (r*— 3,1- — i)xH-,v=o,
La première division donne pour quotient yx, et pour reste x -i- y.
Pans la seconde, le quotient est x — y, et le reste -t- 3.
Ce résultat prouve que les deux éijuations sont inconipntibles, c’està-dire qu’elles n’admettent mtrune solution en nombres finis.
Et, en effet, comme, en appliquant aux deux polynômes proposés lo procédé du plus grand commun diviseur, on obtient un reste nuntériijue avant aucune substitution parliculiéro faite pour y, il s’ensuit que lo mémo procédé, appliqué aux deux polynômes en x qui résulteraient de la substitution pour y, d’une valeur particulière quelconque, donnerait lieu au môme reste numérique; d’où l’on voit qu’aucune valeur de j ne saurait introduire de commun diviseur en x, condition qui cependant (207) est inséparable de toute valeur convenable de y.
Dans l'exemple précédent, l'incompatibilité des deux équations peut aisément être mise en évidence; car il résulte de la première opération que l'équation (i) peut être mise sous la forme
[x'-y'-h Z)yx -i- X s-y= o, équation qui, eu égard à l’équation (2), se réduit à
d ou 1 on tire
(x-H.r)(x — /), ou x’ — ,r’= O.
Or ce dernier résultat est évidemment contradictoire avec x' — y^ -r- 3 = O,
tant que x et y sont des quantités finies.
IV. B. — Il est important d'observer que, dans lo cas qui nous occupe, il n’y a incompatibilité entre les équations proposées qu’autant (|u’il n’y a pas eu de Licteur en _>• supprimé dans les dilfércnts restes ; car on sait qu’en général à ces facteurs supprimés correspondent des couples des valeurs finies pour x et pour y, dont il faut tenir compte à la fin de l’opération.
3C3. Second cas. — Reste nul.
CnAPITBE VIII.
SEPTIÈME EXEMPLE
(i) X* — ( 3/ 5) io_>- -t- 6)x — /• — 5) ' — 0/ = o,
(a) jr‘— 5_rx’-i- (8j-'— i)x — 4j‘-hj'= o.
En appli([uant à ces deux équations le procédé ordinaire, on obtient successivement les deux restes
(3) (a_r — 5)x’ — (5/’ — lor — 3^’ — Sy’ — yr,
{j-‘ — 35/’— 5o/ -H a4)x — io/‘— 35/’ -t- 5o/’ — a4/,
ou
(4) (r‘ — 'ov’-H 35/’— 5o/ -4- a4) {.r — /).
Supprimant, dans ce dernier reste, le facteur en / qui s’y trouve en évidence, puis divisant (3) par x — /, on obtient un quotient exact et égal à
ce qui prouve que (x — /) est diviseur commun aux premiers membres do (i) et do (2).
En effet, la division étant essayée, on reconnaît que ces équations peuvent être mises sous la forme
et qu'ainsi elles sont indéterminées. Elles rentrent dans le cas qui a été examiné (268).
Si l’on supprime le facteur x — / qui les rend indéterminées, et qu’on pose
x’ — (ajr -r- 5)x -t-/’-i- 5_> -h 6 = o, x’ — 4/x -4- 4/’ — I .= o,
on peut demander /es soiiaions (en nombre limité) communes à ces nouvelles équations, lesquelles solutions appartiennent également aux équations proposées. Or je dis que, pour obtenir l’équation finale et le reste du promi.vr degré en x, qui correspondent aux nouvelles équations, on peut faire usage des calculs précédents.
Pour nous rendre compte do cette circonstance d’une manière générale, appelons A et B les premiers membres des deux équations proposées ; et soient A = ,V'D, B = B'D, D étant un facteur commun en x et /, ou bien en x seulement.
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En oppliqiiant d’abord aux deux polynômes le procédé ordinaire, on trouvera une première série de quotients, et une première série do restes, lesquels restes contiendront également le facteur commun ; mais si l’on supprime ce facteur dans A et dans B, qu’on veuille ensuite agir sur les poljudmes résultants A' et B', on retrouvera nécessairement les mêmes quniicnts, et des restes qui no dilTéreront do ceux do la première série d’opérations qu'en ce qu’ils ne contiendront plus le facteur commun. Donc le dernier reste, entre autres, do la seconde série d’opérations ne différera du dernier reste de la première série que par l’absence du facteur commun.
Ainsi déjà le premier membre de l’équation finale /qui correspond à A' = O, B' = O n'est autre chose que le dernier reste de la première série d’opérations, débarrassé du facteur commun à k et à h\ c’est le facteur commun en / qui existe entre tes coefficients de ce reste.
Dans l’exemple précédent, ce facteur est
Quant au reste du premier degré en x de la seconde série d’opérations, il doit être égal à l’acant-dernicr reste de la première série, dicisé par le facteur commun : c’est donc le dernier quotient (5) do la première série, ou bien
L’équation
X* — lOT"* -I- 35/’ — Sox -H = O,
étant résolue d’après la méthode des racines commensurables, donne pour valeurs
Substituant alternativement chacune do ces valeurs dans le reste du premier degré en x, et résolvant ce reste égalé à zéro, on trouve, pour les valeurs de x correspondantes,
HCrriÈMB EXEMPLE.
(a) x>— Lr — i)x’— (/ — i)x-M= o.
On obtient d’abord, pour reste du second degré,
(3) 2xx;’- (x’—X—i]-t:—J'’-J'-*-h
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et [>our reste du premier degré
ou
Supprimant le facteur en .r c|ui se trouve dans (4), puis divisant (3) l>ar (jr + i), on obtient un quotient exact et égal à
d’où l’on peut conclure que j 1 est diviseur commun des doux proposées. Ces équations, débarrassées du facteur (x -i- i), se réduia'nl à
et la question est ramenée à trouver les solutions communes à ces nouvelles équations.
Or, en appli(iuant la règle qui a été établie plus haut, on trouve pour équation finale
[c’est le facteur en^ qui se trouve dans (4)], et pour l’équation du premier degré en .x correspondante le reste ( 5 ) égalé à zéro, c’csl-à-dirc
a_rx i- I O.
La première de ces deux équations n’admettant pas do racines commensurables, il faudrait y appliquer la méthode des racines incommensurables; après quoi l'on substituerait chacune des valeurs de y obtenues dans la seconde équation, laquelle donnerait alors les valeurs de x correspondantes.
36i. Pour compléter l’analyse du numéro précédent, il nous reste à examiner le cas où, les premiers membres des équations proposées étant ordonnés imr rapport à l’inconnue qu’on veut éliminer, r par exemple, les coefficients renferment un facteur fonction dc^' (voir n° 2C8).
Soient toujours A = o, B = o les équations proimsées; et supposons en premier lieu que A seul renferme un facteur F, fonction de y, en sorte que l'on ait A = A'x F.
Comme chacune des valeurs de^ tirées de F = o satisfait nécessairement à A = o, quel que soit x, il s’ensuit que, si l’on substitue successivement ces valeurs dans B = o, et qu’on détermine les valeurs de x qui corresjiondent à chacune de ces substitutions, on obtiendra autant de couples de valeurs de x et de / propres à vérifier simultanément les équations A = o, B = o.
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En d’autres termes, le système des équations ( A = o, B = o) peut être remplacé par les deux systèmes
en sorte que, si l’on appelle Y = o l’équation finale correspondant au système (A'= o, B = o), l’équation
est l’équation finale correspondant au système proposé, en ce sens qu’elle fournit toutes les valeurs convenables de jet n’en donne pas d’étrangères,
(Il est bien entendu d’ailleurs que, parmi ces valeurs de j, se trouvent comprises celles auxquelles il correspond des valeurs de x infinies. Ainsi, par exem|tle, dans le cas où un facteur^ — 6, appartenant à F, entrerait dans un ou plusieurs des premiers coeflicients de B, il s’ensuivrait que, pour cette valeur de r, on obtiendrait une ou plusieurs valeurs infinies de or.)
En second lieu, soient
A = A'xF, B = B'xF,
F et F' étant premiers entre eux.
On démontrerait, comme ci-dessus, que le système des équations (A = o, B =: o) peut être remplacé par les trois systèmes
Ainsi l’équation Y x F x F'= o est l’équation finale qui correspond aux équations proposées.
Troisièmement, enfin, soient
. A-=A'xF, B=--B'xF',
F et F' avant un facteur commun, fonction do y.
• I te'
Appelons o ce facteur commun et /,/' les quotients respectifs de F F', divisés par Les équations proposées sont alors de la forme
et peuvent être satisfaites par chacune des valeurs de j tirées de ^ = o, en môme temps que par une valeur quelconque do x\ donc elles sont indéterminées ( 2G8 ) .
Mais, si l’on supprime ce facteur ^ qui les rend indéterminées, on obtient les nouvelles équations
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auxquelifts correspond alors l'équation finale
Yx/x/'=o
(V = O étant l'équation finale relative à A'= o, B'= o).
3f)3. Nous terminerons le paragraphe de l’élimination par deux exemples où les premiers membres des équations proposées peuvent être décomposés à priori en facteurs, les uns fonction do æ ou do.r seulement, les autres fonction de x et do y à la fois, auquel cas b détermination des couples devient beaucoup plus facile que par la méthode générale.
NEUVIÈME EXEMPLE
Conformément à co qui a été dit dans le numéro précédent, le système peut être remplacé par les quatre suivants ;
et
(tï)
et
x’ — xy — 1 -= 0
et
xy —2=0.
Le système (i) donne d’abord les couples
le système (i)
X—^> x’— X — a = o, d’où résultent les nouveaux couples
tr= -,-i, x= +2), -i-i, x= -i);
le système (3)
dou
Quant au sj'stèmo (4), comme la division de x’ — xy — _y’-t-i par — ^ donne pour quotient i, et pour reste — 3, il s’ensuit
que
Diqi‘ . ■ l:y Cooglc
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est l’équation 6nale en j qui correspond à co système. (Ici le reste qui précède immédiatement le reste final en / est du second degré en x.)
On déduit do celte équation finale
d'où, substituant dans le reste précédent,
x’rb j/3.x — 3 — 0,
ce qui donne les quatre nouveaux couples
= x = -iv^±iv/Tr).
Les équations proposées admettent donc en tout douze couples, dont plusieurs sont identiques.
DIXIÈME EXEMPLE
(ax— 3jr) (x’— /’) = O.
Ces équations reviennent à celles-ci ;
(ax - 3^) (x — ^) (x -H y) = o;
et, en combinant successivement chacun des trois facteurs de la première avec chacun des trois tacteurs do la seconde, on obtiendra neuf systèmes d’équations dont l’ensemble peut remplacer le sy stème proposé.
Combinons, par exemple, les trois facteurs de la première équation avec le premier facteur de la seconde, ce qui donne les systèmes
(yx — 6=0, ax — 3y=o), (x — i = o, ax — 3^=o), (x-i-i = o, ax — 3y=o);
on trouve, pour le premier système, les deux couples
puis, pour le deuxième et le troisième respectivement,
(y=î,x = i) et (y=-|, x=-l).
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r.'imbinanl de mi'me les trois facteurs do la première équation avec le second, puis avec le troisième facteur de la deuxième, on trouve
L»' -r -i), îr--‘.
ce qui donne encore iloitze solutions.
N. Ji. — On voit, par les deux exemples précédents, comment on peut former ît priori des systèmes d'équations susceptibles d’admctlro des snhaions données.
Jppliralion de la théorie de l’élimination à ta résolution des ét/iuitions irrationnelles h une seule inconnue.
306. Toutes les fois qu’une équation renferme des signes radicaux où l’inconnue se trouve engagée, la théorie de l'élimination fournil un moyen facile de la résoudre. »
Prenons pour premier exem|)le l’éiqualion
(i) x’ -r \Jx — i8=o.
On pourrait d’abord, en transposant æ’— i 8 dans le second membre, et élevant au carré, faire disparaître l’irralionnalité; ce qui donnerait
a: = (i8— x’)’, ou x' — 36x’ — x -i- 3a4 = o;
cl il ne s’agirait plus que d’appliquer à cette dernière équation les méthodes connues de la résolution des é<iuations numériques.
Mais il est plus simple d’opérer comme il suit ;
Posons
yéx = ^, d'où x=j’; il vient, par la substitution dans l’équation (i),
équation qui, résohie, fera connaître les valeurs de j et, par suite, celles do X d’après la relation x =
Or, si l’on applique à l’équation (a) la méthode des racines commensurablcs (320), on reconnaît facilement que a est racine, et que c'est d'ailleurs la seule racine commcnsurablo qu elle renferme.
Do J = a on déduit x = (a)’= 4. Ainsi 4 est une racine commensurable de 1 équation (1), et c’est la seule qu’elle puisse avoir.
ÉVANOUISSEMENT DES RADICAUX DANS LES ÉQUATIONS, ETC. 5o()
Si cependant on voulait obtenir les autres, il faudrait encore avoir recours à l'équation (a), qui est beaucoup plus simple que l'équation en X.
L'équation (a), n’olTrant qu’une vftriaihn de signe, a une seule racine positive : c’est celle qu’on vient d'obtenir ; et si l'on y cliange r en — j-, il vient ‘ — — i8 = o, équation qui présente également une seule va-
riation de signe.
D'où l'on peut conclure que l'équation (a) a deux racines réelles, l'iinc positive, l’autre négative, et deux racines imaginaires. Mais la relation X = .r’ prouve que les deux racines réelles de l’équation (i) sont positives.
On peut s’assurer aisément que la racine réelle de l’équation (a)
est comprise entre — a et — 3 ; et on l'obtiendrait en a^>pliquant l’une des méthodes d’approximation.
Soit encore l'équation
(l) ^Xs-vj — \jx~.-l=zO\
et posons
il en résulte
(a) x-i-9=_r‘, X -M = z’, et x—z = o,
dont la derniere, donnant^ = z, ranfène le système des trois équations aux deux suivantes :
L élimination de z entre ces deux-ci, d’après le procédé ordinaire, conduirait à l’équation finale en x; mais, comme l'inconnue x n'entre qu'au premier degré, il est plus simple do l'éliminer.
On trouve, en effet, par la soustraction,
8 = a' — z’ ou z* — z' — 8 = o,
équation qui, traité'o par la méthode des racines comraensurables, est satisfaite par z = a.
Portant cette valeur dans l’équation x -f- 1 = z’, on obtient x = 7 ; ce qu’on peut vérifier en substituant cette valeur dans l'équation (i).
On prouverait, comme dans l’exemple précédent, que l'équation
a une seule racine positive (z = 2), une racine négative incommensurable comprise entre — i et — 2, et deux racines imaginaires.
5io
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iV. B. — On pourrait obtenir diroctement l'équation en x privée do radicaux. 11 suflirait, pour cola, do transiwser l’un des termes de l’équation (i) dans lo second membre, puis d’élever les deux membres à la douzième puissance; il viendrait ainsi
ou, effectuant les calculs et réduisant,
Æ*->- 3x* — aix* — aBgx — 728 = o ;
mais cette équation est beaucoup moins simple que l’équation en z.
Soit, pour troisième exemple, l’équation
(1) ^'•xx-rxy — ^-jx -t- 1 3 = O.
Posons
2j: -f- 17 = 7j:-t-i = z’; d'où z-4-3 = ü.
On tire de la dernière
d’où, substituant dans la seconde,
7x-i-i= (/-t-3)’, ou développant et réduisant,
6/ — 7ar -H 8 = o,
équation qui, combinée avec la première, y' — *-r — 17 = o, par voie d’élimination, donnera, soit l’équation finale en x, soit l’équation finale en Mais comme x n’entre qu’au premier degré dans cos doux dernières équations, il est plus simple de former l’équation on x- On obtient, tout calcul fait,
En appliquant à cette équation la méthode des racines commensurabics entières (320), on reconnaît que 3 est une racine; ce qui donne,
d’après la relation x = — ; — - ,
valeur qui, substituée dans l’équation (1), 1a réduit à y/ 27 — /3Î5 H- 3 = o, ou 0 = 0.
Si nous divisons lo premier membre de l’équation (a) par^'— 3, il
'Digiiizco Dy Oôôglc
ÉTANOUISSEHBNT DES BADICAUX DAKS LES ÉQUATIONS, ETC. 5ll vient pour quotient iQX 1 15 = o, dont les racines sont évidem-
ment imaginaires.
3G7. Remarques. — i° Les transformations qui ont pour objet d’obtenir directement l’équation en x privée de radicaux, et qui consistent à transposer certains termes, puis à élever ensuite les deux membres à des puissances plus ou moins grandes, suivant le degré des radicaux qui entrent dans l’équation, entraînent généralement dans des calculs fort compliqués, et cette méthode est même en défaut dès qu’il entre plus rie deux radicaux.
•4u contraire, en égalant successivement chacun dos radicaux à une inconnue auxiliaire, on parvient toujours à un système d’équations rationnelles en X, X, Z, H, au moyen desquelles on peut, par la méthode d’élimination, obtenir une équation finale fonction de l’une des inconnues auxiliaires. En résolvant cette équation, et remontant à Tuno des relations établies, on en déduit facilement la valeur ou les valeurs correspondant à celles qui ont été obtenues pour l'inconnue auxiliaire.
2" Quant au degré do l’équation finale en x, il est déterminé (sans qu’on soit obligé de la former) par le nombre do valeurs de x qui correspondent aux solutions de l’étiuation finale sur laquelle on a opéré.
Nous proposerons comme exercices les exenqdes suivants ;
yj ^x — p'x -+- a = o;
équation finale en x, ce qui donne et, par suite.
L’équation finale en x est du troisième degré.
équation finale en y.
V^4-r -+- i5 -1- ^bx -f- 1 = 7;
d'où l’on déduit et, par suite.
5y’— 4/’-t- 56y — 267 = o; y = 3, et 2 racines imaginaires, X = 3, et 2 racines imaginaires.
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équation en z,
s‘— 93' — las’-, 48ï — 4o = O, (2 = 2, d’où a, = 3).
4" \/jr — — v'-'’ — 7 = ”;
équation en
(^- = 3, d’où J = 8).
équation en_r,
{y~o, y 2, V: — 1, d'où j=— i, x = 3, x=-o).
A'. Pj. — Il est remarquable que ce dernier excmjile offre trois solutions entières.
§ V. — HÉSOU’TIO.N DES ÉQt^ATIONS A DEUX TERMES PAB LA TBIGONOMÉTRIE.
Décomposition des fractions r,vtionnelles e.n fractions simples (*). Des ètjiiations à (Unix termes.
Nous avons déjà résolu (167 et 200) plusieurs espèces d’équations à deux termes. Nous nous projiosons actuellement de les résoudre toutes complètement; mais auparavant il est bon de faire quelques remariiues sur la nature do leurs racines.
368. On appelle éijuation à deux termes toute équation qui no renferme qu’une seule puissance de l’inconnue, avec des quantités toutes connues.
11 résulte de là que toute équation à deux termes peut être ramenée à la forme
{*) Les doux théories qui doivent faire l'objet de ce dernier paragraphe se liaient plus nalurollemcnt, t'unc avec le Chapitre IX, l’autre avec le Chapitre X ; m.vis comme elles font actuellement partie du Programme d’admission à l’École Polytechnique, nous avons cru devoir les placer immédiatement à la suite du Chapitre Vlll.
BSHABQDES SDB LES BQDATIONS A DEUX TEBHES, ETC. 5l3 P étant un nombre absolu; et si l’on pose x — jr'VPi >1 px’‘±p= O, d’où _y"±i = o.
Ainsi c’est de la résolution de cette dernière équation que dépend celle de toutes les équations à deux termes.
Comme l’équation x" — • = o revient à x“‘= '> on voit que tout se réduit à trouver pour x expressions numériques ou algébriques qui, élevées à la m'"“ puissance, peuvent produire l’unité. C’est pour cette raison que les racines de l’équation i = o sont appelées les racines de l'unité.
Les racines de l'équation ^"-i- 1 = o, ou — i , sont dites les racines de l’unité négative.
Cela posé, voici les remarques qui doivent précéder la résolution de ces deux sortes d’équations.
369. Premièrement. — L’équation ^ — i = o a une seule racine réelle si m est impair, et deux racines réelles si m est pair.
Soit d’abord m un nombre impair. Comme l’équation n’a qu’/oie variation de signe, elle n’admet (313) qu’une seule racine positive, qui est -h i. B est d'ailleurs évident qu'aucun nombre négatif ne peut y satisfaire.
Lorsque m est pair, -h i et — i vérifient l’équation et sont les seuls nombres qui puissent y satisfaire ; car elle ne présente qyCune variation de signe, soit dans son état actuel, soit lorsqu’on y change j en — r.
Deuxièmement. — L’équation^"-*- i = o a une seule racine réelle si m est impair ; et toutes ses racines sont imaginaires si m est pair.
D’abord, quel que soit m, l’équation, u’olfrant pas de variations, ne peut avoir aucune racine positive.
Ensuite, quand m est pair, le changement de en ne produit encore aucune variation ; ainsi, dans co cas, l’équation n’admet ni racine positive ni racine négative.
Mais, si m est impair, l’équation est satisfaite par = — i ; et c’est la seule racine négative, puisque le changement de x en —.r ne produit <p!une variation.
Troisièmement. — Les racines de l’équation i = o, ou de l’équation J-" -*- 1 = O, sont toutes inégales ; car le polynôme dérivé du premier membre, ou mx’’~', n’a aucun diviseur commun avec^"— i ou^"-t-i.
370. Quatrièmement. — i® Si a désigne une quelconque des racines imaginaires de l équation x^ — i = o, on a également a® pour racine de cette équation {p étant un nombre entier quelconque positif ou négatif).
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Car, puisque a vérifie l’équation, on a l’égalité a"=i, d’oJi («'")'’= I, égalité que l'on peut transformer ainsi
d’où l’on voit que a' est aussi racine de l’équation. Donc, o étant une des racines imaginaires do l’équation — i = o, on a également pour racines
jç_ _ Plusieurs de ces puissances rentrent nécessairement les unes dans les autres; autrement l’équation aurait plus de m racines. Et en efl'ct, soit, par exemple, l’équation
Si a est une racine imaginaire, on a l’égalité
a‘ — 1 = 0, d’où a*=i; donc . . , ,
a' = a‘xa = a, a’=a*Xa’ = a“
et ainsi de suite.
a" Si a désigne une quelconque des racines imaginaires de l’équation ^"4-1 = 0, a' est aussi racine lorsque p est un nombre impair quelconque. positif ou négatif.
En effet, de l’équation a'" = — i on déduit (a"" )' = — i , puisque, par hypothèse, p est impair. Or cette égalité revient à
donc af est racine do la même équation.
A.insi
sont des racines de l’équation + 1 = o.
Résolution de l'équation y”' — i = o.
37i . Cette résolution repose sur une formule trigonométrique que nous allons d’abord faire connaître.
Si l’on multiplie entre elles les deux expressions
cosa -t- sinav^ — i et cosé -t- sinip^ — i ,
RÉSOtUTIOS COIPLftTE BE l’SQÜàTION I = O. 5l5
on a pour produit
cosncos6-H (sinacos6-f- sinè cosa) sinasini;
donc, à cause des formules
cos(a -i- i) = cosa cos6 — sina sini, sin(a + i) = sina cos & -+- sini cosa,
il vient
(cosa -h sinav' — i) (cost siniv^— i)
= cos(a -+- 6) -h sin(a -+■ .
Soit a-i^ b = a’, et multiplions
cosa'-t- sinaV — i par cosc -t- sincy^— i ;
on trouvera de môme
(cosa'-i- sina' V^)( cosc + sine / — i)
= cos(a'-i- e) ■+■ sin(a'-i-e) v'— i ,
et, par conséquent,
(cosa -H sinay^— i) (cos6 H- sinb^—i) (cosc -i- sinc^— i)
= cos(a -H fc -t- c) -h sin(a H- é -(- c)y^^.
En général, soit un nombre m d'arcs a, c, . . . , é; on a évidemment le résultat suivant :
(cosa -t- sinayé^) (cosi -f- sinty/^). . .(cosé-i- sin/y^^)
= cos(a -+-é-HC + ...+ /) -t-sin(a-+-i + c-(-...-(- ,
Supposons maintenant a=6 = c = ...=:/;ilen résulte a-i-ô-Hc-t-...+ /= ma,
d’où
(i) (cosa H- sina y/ — 1)'"= cosaia -+- sinma^— i.
Cette formule étant vraie, quel que soit l’arc a, on peut remplacer a par — a; et si l’on se rappelle que cos( — a) = cosa,8În( — a)^ — sina, il en résulte cette nouvelle formule
(a) (cosa — sinay/— I )”= cos/na — sina/ay/— i.
On sait encore que, désignant une circonférence de cercle, i le
D^itized by
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rayon, et k un nombre entier quelconque, on a
(3) cosa^wm et 8inaAir = o,
372. Cela posé, il résulte évidemment des formules (i), (a), (3)
( cos ± sin J— I ) = cosa*7t ± sinaXir i = i ; \ /« m J
d’où l’on voit que, quel que soit le nombre entier k, l’expression
, a^'tr /
cos ± sin V — I
jouit de la propriété d’être une racine m'""" de l’unité, c’est-à-dire de satisfaire à l’équation /"■ — i = o.
Pour obtenir les différentes racines, il ne s’agit que d’attribuer à A les valeurs o, i, a, 3,..., puis de calculer, au moyen des Tables irigono-
aAff , . aAir
métriques, les valeurs correspondantes de cos et de sm • Discussion. — Puisque X désigne un nombre entier tout à fait arbitraire, il semble que l’expression x = ± V^— • doive présenter
une infinité de valeurs; mais nous allons voir qu’elle ne fournit réellement que m valeurs différentes.
Donnons d’abord à k toutes les valeurs entières comprises depuis léro jusqu’à — — - inclusivement si m est impair, et depuis zéro jusqu’à aussi inclusivement si m est pair ; il viendra par ces substitutions.
pour X- = O,
X = cos o ± sin O ^ — i =
r= COS — ±:8in — V-“>»
r= COS — ± sm — y— 1|
Ôtt 6fr
y = COS — ± sm — y— i , m m ^ ^
enfin, si m est impair.
, m — i (m — 1)« . . (m — Ott . —
k = - > r=C08^ i-±8in! —V — ',
pour * = — ^ — > X
ItSOLDTION COüPLiTB DB l’CQD&TION — 1 = O, 617 et si m est pair,
pour A = /=cosit±sinw/^= — I.
Ce tableau donne toutes les racines de l'équation.
En effet, 1° lorsque m est impair, cliacune des valeurs ^ = i , a, 3, . . . ,
fournissant deux racines pour y, le nombre total de ces valeurs
donne nécessairement 2 ou (m — i) racines; d'ailleurs X- = o donne la racine i . Ainsi le nombre des racines fournies par k = o, i, a, 3,..., ^ est m. Toutes ces racines sont essentiellement différentes, car
les arcs o, — , , étant moindres que n ( ou la demi-
circonférence), ont au moins des cosinus différents.
2° Lorsque in est pair, les deux valeurs extrêmes i = o et ^ = ~ fournissent les deux racines -+- 1 et — i . D'ailleurs les valeurs intermédiaires X- = I, 2, 3, . . . , donnent chacune deux racines; donc
le nombre total des racines qui correspondent à ^ = o, i , 2 , . . . , (?-)■ ^ est exprimé par a -1- a ®'6s^'3-dire par m\ et
ces racines sont essentiellement différentes, par la même raison que ci-
On voit d'ailleurs que, pour une même valeur de X-, autre que A = o si m est impair, et autre que i- = o, le = ^ si m est pair, les deux racines
imaginaires qu’on obtient sont conjuguées, en ce sens que, p-\-q^—i étant l’une de ces racines, on a p — qyj—\ pour la seconde racine (*).
En outre, ces deux racines sont réciproques l’une de l'autre (299), puisque l’on a pour leur produit
(aXff . a^TT y — \ / ikis . tkic / — \
cos h sm — d— I J ( cos sm v~i I
.tkis . , <xksz = cos’ 1- sm’ = I .
(*) Cette propriété n’est qa’un cas particulier de celle qui sera démontrée dans te Chapitre IX.
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n noos reste maintenant à faire voir qu’en attribuant à i de nouvelles valeurs plus grandes que — > ou on retombera sur les mômes racines.
Soit d'abonl m un nombre impair; et supposons /■ = ”* ' -t- n ,
n étant un nombre entier positif quelconque. Il vient
(m ^n — ilw , . (//i-i-an — iln-
r = cos — ± sm --
ou
r (on — 1)*"| , . r
/ = cos I ÎT -t- — — — I ± SlD 7;
(an — i)7T
or je dis que ces valeurs sont identiques avec celles qui correspondent à
. m — I m — an-l-i
* = (/i — 1), ou — ^
En effet cette dernière valeur de X- donne
V = COS — c»" -
± sin î
ou bien
„ r (»” — O”''! . ■ r (an — ilffl , —
cos _J ± sm [tt J »/=:7.
Mais on sait que, pour deux arcs, tt -1- o et tt — a, l’on a
COS(7T-i- a) = cos(jr — a) et sin{jr a) = — sin(7r — a) ; d’où l’on conclut
Donc le$ deux racines qui correspondent a k ■= — — î- -i- n sont identiques avec celles qui correspondent à k = — - -+■ n — i ; la seule dif-
férence consiste en ce qu’on trouve les deux racines dans un ordre inverse.
ii'i."';' I , (.'.nZj^le
EELAT10N8 BXTRR LES SACmES DE l'SQCATION — 1 = 0. SlQ
Si m est pair, soit encore fait X == — -h ; il en résulte
COS
mi: H- 2/jt: . . wtt h-
y=cos[^^^ _ j,± s.„ _ j
Mais, pour X = ^ — /i, on avait déjà obtenu
donc, à cause de
f 2/?tt\ [ 2/?7r\
cos I rr H I = OOS I TT ] J
et do
. / 2//Tr\ / 2/ît:\
les valeurs de x correspondant à X = ^ -h /i sont identiques avec celles qui correspondent à X = — — n.
Donc, enfin, le tableau des valeurs que l’on a obtenues j>our X = o, i ,
2, 3,..., î ou —J renferme toutes les racines de r — » = o,
quel que soit m.
Relations entre les racines de ^équation y”* — i = o.
373. En jetant les yeux sur le tableau des valeurs de qui correspondent aux diverses hypothèses X- — o, i , 2, 3, . . . , et en se rapt>elant la formule
(cosa sin« v^— i )“= cosma -f- sin/wa i ,
on voit que
47t . 4^ / / arr . 27T f^—\
\ h sin — iX —I = I cos h sin — v— * 1 »
6?r . Gtt à / 27C . 2r , \*
i h sm — i/— I = I cos h Sin — v'—J ) ’
rn m \ m m J
cos — T -f- sin
■ -f- sin — V' — *
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si m est impair; cl
/ ■ / aîT air /■”■ \ *
C08ir-h sunry^is lco8~-*-8in— v — i ) »
8i m est pair.
Donc, si l’on désigne par a la première racine imaginaire
2JT . î»r ,
COS h sm — v'— I
toutes les racines du tableau déjà cité, correspondant au signe supérieur, pciuent être représentées par
a*, a', a’, o’, . . . , a » , ou a>;
quant aux racines qui correspondent au signe inférieur, comme elles sont les réciproques des précédentes, depuis a jusqu’à a > si m est impair,
et jusqu’à a > si m est pair, on peut, en les écrivant dans un ordre inverse, et ayant d’ailleurs égard à la relation a”= i, les présenter ainsi :
a ' ou a , a"-*, a""’, a""*.
D’où l’on peut conclure enfin que, a désignant la première racine imaginaire, toutes les racines de l’équation — i = o peuvent être représentées par
a", a’, a’, ..., a » ou a » ,..., a""’, a"-’, a"“‘,
série dans laquelle les exposants no sont autre chose que les nombres entiers compris depuis zéro jusqu’à m — i .
374. Remarque importante. — Cette propriété, dont jouit l’une des racines imaginaires, de reproduire toutes les autres par ses diverses puissances, n’appartient généralement qu’à la première racine
ou é sa conjuguée
COS h sin v — ï y
. atr /—
COS sm — V— I.
On a bien prouvé (370) que, a étant une racine imaginaire quelconque, a» est aussi une racine de l’équation ; mais il n’est pas toujours vrai de
lELATIOKS EItTKB US BlCtSES DB l’ÉQCATION jr” — 1 = O. 5îl dire qu’en donnant à ^ des valeurs entières convenables on pourra, avec cette racine a, reproduire toutes les autres.
Soit, par exemple, l'èqualion j*— i = o, qui, pouvant se mettre sous la forme (j-* — i ) -t- 1 ) = o, donne
I r = 1 et =
1 , 3"/=— iet^' =
Comme les trois premières racines proviennent de — i = o, on a, en
désignant par a la racine
«‘=a>xa>=a‘, *•= (a>)> = r , . .
d’où l'on voit que les trois premières racines seulement sont produites — I -t- y'— 3
par les puissances do
Hais il n’en est pas de môme de car on trouve
Ainsi toutes les racines sont produites par les puissances o, i, a, 3, 4, 5, . . . de la racine ' ^ et cela tient à ce que cette dernière ra-
cine est la première donnée par la formule
aTT . air , —
cos H sin — lé — 1 ,
qni devient, dans ce cas,
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En effet, on a
mais le sinus du sixième do ir, ou du douzième de la circonférence, est la moitié du la corde qui en sous-tend le sixième, et, par conséquent, est égal à la moitié du rayon. Donc
pour la première racine.
N. B. — Cette exception a lieu pour toutes les équations de la forme I = O, ou (,r“— 0 (r"-t- i) = O, et plus généralement pour toutes les équations à deux termes dont le degré n’est pas un nombre premier.
Résolution de l’équation -(- 1 = o.
37S. Comme on a
cos(a^-*-i)it= — I, sin(a^-+-i)w = o, on peut conclure des formules (i) et (a), établies au n° 380, f {aX-i-i)»t . (aX--t-i)Tr , — ^1“
I cos ^ ± sm ' I
= cos(aA -M)7r ± sin(aA- -+- i)ir = — i ; d’où l’on voit que l’expression
(aX-t-ilTT . . (a/-i-i)7r f—
cos — ± sm V — I
peut être prise pour la racine m*" de — i, ou pour l’expression générale d’une racine de la proposée ; et l'on obtiendra les diverses racines en attribuant à X- la série des valeurs o, i, a, 3,....
Donnons à X toutes les valeurs comprises depuis zéro jusqu’à ~~ si m est impair, et depuis zéro jusqu’à ^ — i ou ^ - si m est pair.
HÉSOLÜTION DE L'ÉQUi-TION -t- I = O.
on obtiendra successivement,
•pour * = O, /■ = I,
T ■ . TT
r = cos — ± sm — V — I , ni m ^
3n . . 3ir y
^=cos — ±sm — v~"*>
y — cos •
ni
5ir
± sin — V — I ,
= cosir ± sinir ^ — i = — i ,
= COS (n - ^) ± sin (ir - ^) v/=:T .
Je dis que ce tableau renrerme toutes les racines do l’équation
En effet, lorsque m est impair, comme la valeur k = ne donne
que la racine — i, mais que toutes les autres, o, i, a,..., — 1
Ttl — — 3
on — - — en donnent Jeux chacune, il s’ensuit que le nombre total des racines fournies par ces valeurs est
I + a H i • ou m.
ffl 3
Si m est pair, chaque valeur do k depuis zéro jusqu’à — - — donne deux racines ; ainsi le nombre total des racines fournies est
— - — j , ou ni.
On démontrerait, d'ailleurs, comme on l’a fait pour^"— i = o, qu’en donnant à k des valeurs plus grandes que si m est impair, et que
— - — si m est pair, on doit retrouver les mômes racines. Donc, etc.
376. On voit encore, d’après l’inspection do ce tableau, que si a désigne la première racine imaginaire, ou cos-^ -i- sin — i, toutes lesra-
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cinesqui correspondent an signe supérieur sont exprimées par «*, ou a', o', a*,..., a"-',
suivant que m est un nombre impair ou nn nombre pair. D’ailleurs les racines qui correspondent au signe inférieur, étant les r^iproques des précédentes, ont pour valeurs
III I I
ou, à cause de o"= — i, d'où a*"= i,
, . . . , a" ou a'"^' .
Donc, enfin, toutes les racines de l’équation ^'"+1 = o sont, dans l'hypolhèso de m impair,
et, dans l'hypothèse où m est un nombre pair,
N. B. — Pour plus de généralité, nous avons établi des formules pour résoudre l’équation 1 = o, quel que soit m. Mais, quand m est impair, on peut changer^ en — ce qui donne j'”— i = o; et l'on voit que, dans ce cas, les racines de l’équation 1 = o sont égales aux racines de l’équation — i = o, prises en signes contraires.
377. Scolie général. — En récapitulant tout ce qui vient d’étre dit sur les équations à deux termes, on peut en conclure qu’un radical quelconque a toujours autant de valeurs qu’il jr a d'unités dans son indice. Ces valeurs sont égales à la racine arithmétique de la quantité sons le signe, considérée avec sa valeur absolue, et multipliée alternativement par chacune des racines de -4- 1 ou do — i .
Ainsi, lorsque l’on a deux radicaux à multiplier l’un par l’autre, le produit est susceptible d’autant de valeurs différentes qu’il y a d’unités dans le produit des deux indices, à moins que les degrés des deux radicaux ne soient égaux ; car alors plusieurs valeurs deviennent identiques.
Soit, par exemple, ^<1 à multiplier par yt. Désignons par p ei q leurs valeurs arithmétiques; on a (374) pour le premier radical
et pour lé second
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multipliant chacun des termes de la première ligne par chacun des termes de la seconde, on obtient
expressions qui se réduisent à trois différentes, pq, apq et a'pq, si l’on observe cpie l’on a
a’ = I et a* = a.
Il en est de même lorsque les deux indices ont un facteur commun. Le nombre des valeurs différentes du produit est alors égal au plus simple multiple commun des deux indices.
Ces observations complètent ce que nous avons dit dans le Chapitre VI (167) sur la multiplicité des valeurs d’un radical.
Équation trinôme, px"-h q = o.
378. On appelle ainsi toutes les équations qui ne renferment que deux exposants de l’inconnue, dont l’un est double de l’autre, et des quantités toutes connues.
Ces équations peuvent toajours, par la transposition et par la réduction, être ramenées à la forme ci-dessus, et leur résolution dépend uniquement de celle do l’équation du second degré et de l’équation è deux termes.
En effet, soit posé y; il en résulte
r’+py=q, d’où r= ± y/j-f-j;
donc
Ainsi, pour obtenir toutes les valeurs de a, il suffit de multiplier l'one des racines mf^ de — ^ et l’une des racines de
~ 2 ~ P®’’ chacune des racines de -h i.
Soit, par exemple, l’équation
■r*- 7x‘= 45i44; en posant x’=/-, on trouve
d'où l’on déduit
cbafitkb tiii.
/ = ai6 et J- = — 209.
Donc
i‘’j:*=ai6; d’où .r = G, .r = 6a, x = 62’;
2” x*= — aog; d'où x= — ÿ^2og,x= — ay/ao9,x= — a’v^209,
a désirant la première racine imaginaire de l’unité.
La résolution des équations trinômes conduit à l'extraction de la racine nfi" d’une quantité de la forme a h- Nous avons déjà (118) traité le cas particulier de m = a, et nous aurions maintenant à considérer le cas général ; mais, cette opération offrant peu d’applications dans l’analyse algébri(|ue, nous nous dispenserons de la développer ici.
décomposition des feactions hatio.nnelles en fractions simples.
379. Nous avons déjà vu (184, N. £.) que ces sortes de fractions peuvent toujours être ramonées à une forme telle, que le numérateur soit de degré moindre que le dénominateur, c’est-à-dire à des fractions de la forme
a -h hx -i- ex’ -f- ...-+- /x" a'-(- b'x ■+■ c'x’-+-. . . -H /'x”’
m étant > n.
Maintenant si, pour plus de simplicité, on fait
il vient
a ■+■ 6x -I- yx’-f- . . àx" o'-t- 6'x ■+■ 7'x’-t-. . x”’
expression dans laquelle le coefficient do la plus haute puissance de x, au dénominateur, est égal à l'unité.
Cela posé, la question que nous avons à traiter a pour but do décomposer les fractions de cette dernière espèce en une somme d’autres fractions
p, </, r,... étant les racines du dénominateur égalé à zéro. A, B, C,... des quantités fonctions de a, 6,. .. , a’, S', . . . , y?, q,r,... qu’il s’agit de déterminer.
380. Considérons d’abord le cas où le dénominateur est du second de-
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o'-i-6'xH-i’ X — ji X — <i
Si l'on chasse les dénominateurs, et que l'on ait égard à la relation x’-t- 6'x -I- x’= (x — p) {x — q),
on obtient
a-t-6x = A(x — ^)-+-B(x — p), ou, transposant et ordonnant par rapport à x,
(A-+-B — 6)x — kq — Bp — a = O, équation qui, devant exister quel que soit x, donne nécessairement (180) A-t-B — 6 = 0, kq + Bp -h a=z O]
d'où l’on déduit
kA±^, b = -!?.^.“-
Soit, comme cas particulier, la fraction
3 — ix — 3 -t- ax
ou i ;•
3 ax — X* — 3 — ax -I- X
L’équation x’— ax — 3 = o donnant x = 3, x = — i, tout se réduit à poser a = — 3, 6=a, /< = 3, 7=— i dans les valeurs ci-dessus de A, B; et il vient
donc
— 3-1- ax _ 3 5
— 3 — ax -t- x' 4(x — 3) 4 (X -1- 1) ’
identité dont il serait facile de vérifier l'exactitude.
Pour pou qu’on réfléchisse sur la marche qui vient d’être suivie, on voit qu’elle peut s’étendre au cas où le dénominateur de ta fraction rationnelle serait d'un degré quelconque.
Après avoir résolu l'équation que l’on forme en égalant à zéro le dénominateur, on pose
a -I- 6x -*- '/x’-)-. . . -4- ix" ABC a -f- b X y . .-I- JT* x — p x — q x — r
on chasse les dénominateurs, puis on transpose tous les termes dans un
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même membre, en ordonnant par rapport ê x. Égalant à zéro cbacnn des coefficients des diverses puissances de x, on obtient ainsi autant d’équations, toutes du premier degré, qu'il y a de quantités A, 6, C, . . . à déterminer; d'où l’on déduit alors les valeurs de ces quantités.
Mais cette méthode, très-simple pour le cas où le dénominateur de la fraction proposée est du deuxième degré seulement, entraîne dans des calculs assez compliqués lorsque le degré est un peu considérable. Toutefois les équations qui doivent servir ù déterminer A, B, C,. . . sont toutes du premier degré.
La méthode qui va suivre est plus élégante, et elle a surtout l’avantage de donner les valeurs de A, B, C chacune séparément.
381 . Désignons, pour abréger, par établissons, comme précédemment,
f(x) ABC
Si l’on chasse les dénominateurs, il vient
et comme cette équation doit exister quel que soit x, on peut y faire alternativement X = /?, X = y, X = r, . . . ; ce qui donne immédiatement
Dans le cas particulier traité par la première méthode, on trouve surle-champ
f(p) g _ f(g) „ g-t-ëy
382. Cas exceptionnel. — La seconde méthode, ainsi que la première, peut toujours être employée tant que les racines de F(x) = o .«ont inégales [réelles ou imaginaires) ; mais l'une et l’autre sont en défaut toutes les fois que F(x) = o renferme des racines égales. En effet, si l’on suppose, par exemple, /> = y, les valeurs de A, B se réduisent à A B=^.
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Le cas des racines égales exige donc que l’on ait recours à un autre mode de décomposition.
Soit d’abord
F(x) = (jr—p)"; il est bien évident qu’alors on ne saurait poser /(x) .A B C
puisque le dénominateur du second membre no peut être que x — p, tandis que celui du premier membre est (x — /?)"■; mais, si l’on établit
F(x) (x — pY' (x — (x — /■>)“■■’ X — p'
cette égalité n’oITre rien que d’admissible.
En chassant les dénominateurs, on obtient
d’où, en faisant x = ^,
A =/(/»), ou bien A = «-+- 6/> -i- . .-t-
A'assons à la .détermination de B. Pour cela il est nécessaire de remplacer /(x) et A par leurs valeurs dans l’équation (i), puis de transposer celle de A dans le premier membre ; il vient ainsi
ou, supprimant le facteur x — p dans les deux membres,
(a) 6 H-7(x -t-^) + ^{x*-+- px ■^p') -f-.. . = B-t- C(x — p)
Faisons, dans cette égalité, x = il en résulte
h^(x if>H-... = C-+-D(x
AlS- B.
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égalité qui, par l'hj’potlièse x = p, se réduit à 7-+-3J/>-i-...= C
En continuant ainsi, on parviendrait à déterminer D, E, . . . jusqu’à L inclusivement.
383. Considérons actuellement le cas général où le dénominateur renferme plusieurs espèces do racines égales et plusieurs racines simples, en sorte que l'on ait
f(x) étant toujours do la forme a -t- Sx -i-. . ^x*.
Posons alors
r(jr) X — P X — q (x — p)"^ (x — [*) x — //
[x — ii'Y'^ (x — q'f-''*' "^x — ./’
d’où, en chassant les dénominateurs,
f(x) - k(x — p)..;(x — p'Y(x — <fY---
Cela posé, on déterminera d’abord A, B, C,. . . comme au n® 381, en faisant successivement, dans cette dernière égalité,
x=zp, x = 7,...;
ce qui donnera
Yi-p)--A‘i — p'YYi — q'Y---'
- Digilized by.Gofwlc
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après quoi, pour obtenir A', B',..., puis A", B',..., on pourra opérer comme au n° 383.
384. Scolie générale. — La décomposition des fractions rationnelles en fractions simples suppose, comme l’on voit, que l’on sache résoudre complètement toute équation d’un degré donné. Aussi cette question n’est d’une facile application que lorsque les racines de l’équation F(x) = o sont commensurables ; car on sait que les racines incommensurables, aussi bien que les racines imaginaires (*), peuvent rarement être obtenues sous leur véritable forme. Elle nous sera d’ailleurs utile dans le dixième et dernier Chapitre ; mais c’est surtout dans l’une des parties de r.\nalyse infinitésimale (le Calcul intégral) qu’elle trouve sa véritable application.
(*} L.1 recherche des racines imaginaires fera i'objet du premier paragraphe du Chapitre IX.
PREMIÈRE PARTIE
D£V0!<STIIATI0!< DC TKÉOaÊXB BüOKCtf AD 250(*).
Tout polynôme premier P (rationnel et entier) qui divise exactement le produit de deux autres polynômes rationnels et entiers divise nécessairement
Vun de ces polynômes.
Ce théorème général repose sur plusieurs autres propositions qui n*en sont que des cas porticulicrs, et que nous allons démontrer successivement.
t. pREMiea CAS. ~ Soient P un nombre premier, A un nombre entSer quel* conque, R un pol3rnôme rationnel et entier, mais dépendant d’une seule lettre a, c’est-à>dire tel que l’on ait
B = a et” -J- 6 a* *-+*.• 'H”
(a, c,. A, t étant des nombres entiers quelconques positifs ou négatifi).
Comme le produit A X B devient alors
Ka Cl* -f-Aé oc* * -+* Kc «*”* > .*4“ As et -t* A f,
et que P divise, par hypothèse, ce produit, il s’ensuit nécessairement (30) que P doit diviser chacun dos cocfScicnts Aa, A^, Ac,..., Ar, Af; donc il faut [drithm.t 39* édit., 129) que P divise A, ou qu’il divise chacun des nombres O, é, c,. . s, tf et, par conséquent, B.
D’où l’on peut conclure que
Tout nombre premier P qui divise exactement le produit A X B deux quantitéSf dont l’une A est un nombre entier quelconque et Vautre B un polynôme rsuionnel et entier dépendant d’une seule lettre a, doit diviser A ou B.
2. Dbdxième cas. ~ Soient P un nombre premier, A et B deux polynômes rationnels et entiers dépendant de la seule lettre œ, c'c8t«à*dire tels que l’on ait
Asfla* ca* . .•+"< ot
B = û’ ct*^ -+* V fit* * a’ oc ■+■
(u, b, c, . . A, t, a\ b\ c’y , a’, t' étant des nombres entiers).
(* ) Cette démonstration ttt due à M. Lefébure de Fourcy»
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Désignons par A' l*cnsemble des termes de A, dont les coefficients renferment le facteur P, et par A* l'ensemble des termes dont les ooefûcients no sont pas dWisibles par P; il en résulte
AB = A' B' H- A"B'-+- A' B' -H A' B
G?la posé, puisque, par hypothèse, P divise chacun des coefficients de A' et de B', il s’ensuit que P divise les trois premières parties du second membre de l'égalité (3); donc, pour que P divise le produit AB, il faut nécessairement qu'il divise la quatrième partie A* B'. Or je dis que cette dernière division est impossible; car désignons par k* les deux termes de A* et de B", affectés du plus haut exposant de a; comme leur produit kk'oi^'^^ ne peut so réduire avec les autres prodoits partiels qui entrent dans A' B", il faut nécessairement (30), pour que P divise A* B", qu’il dinse kk' ; ce qui est absu^e, puisque le nombre premier P ne divise ni k ni A'.
Le seul moyen de faire cesser l’absurdité est de supposer A* ou B* égal h zéro; et alors, tous les termes de A ou de B étant divisibles par P, il s’ensuit que A ou B doit être divisible par P, pour que A x B soit lui-mèrae divisible par P.
Tout nombre premier P, qui divise exactement le produit A X B deux polynômes rationnels et entierSy fonctions d'une seule lettre^ doit diviser tous Us coefficients de l'un de ces polynômes^ et, par conséquent, ce polynôme.
3. Troisième cas. — Soient A un nombre entier quelconque, B un polynôme rationnel et entier, dépendant do la seule lettre a, P un polynôme premier, de même nature que B.
Puisque, par hypothèse, le produit A x B est divisible par P, on a l’égalité
(0 AxB = PxQ
(Q étant une quantité entière, numérique ou algébrique).
Décomposons le nombre A dans ses facteurs premiers, et soit
(plusieurs de ces facteurs pouvant être égaux); l’égalité (1) devient
W /<"^B=PxQi
d’où, divisant les deux membres par /,
NOTE
Or le premier membre de celle-ci étant une quantité rationnelle et entière, il doit eu être de mémo du second membre; mais f est un nombre premier qui ne peut diviser P, puisque P est premier: donc, en vertu du second cas, f doit diviser Q, cl l’on a Q = / x Q' (Q' étant une quantité entière); d’où, substituant dans rêgalité (3), et divisant par /,
(3) /'/^../^"’B=PxQ^
Raisonnant sur cette égalité comme sur l’égalité (3), on reconnaîtra de même que Q' =/' X Q" (Q" étant une quantité entière) ; d’où, substituant dans (3), et divisant par f\
(4) /V'^.../^"'b = pxQ"î
et ainsi de suite. Donc, après avoir supprimé successivement tous les facteurs
on parviendra enfln à une égalité de la forme
• B = PxQ<"^'\
q("+‘) étant une quantité entière, numérique ou algébrique; ce qui démontre que B est divisible par P. Ainsi
Tout polynôme premier (rationnel et entier) dépendant d'une seule lettre a, çui divise exactement le produit d'un nombre entier queleonque A par un polynôme rationnel et entier B, dépendant de la môme lettre a, doit diviser ce dernier polynôme.
4. Quatrième cas. — Soient A, B deux polynémes rationnels et entiers, dépendant d’une seule lettre a, et P un polynôme premier de même nature.
Supposons que A ne soit pas divisible par P, et admettons d’ailleurs que A soit de degré plus élevé que P ; divisons alors A par P, en poussant la division jusqu’il ce qu’on parvienne à un reste de degré moindre que P; mais, afin d’obtenir .au ({uotient des coefficients entiers, multiplions d’abord A par un nombre convenable m(ce nombre a généralement pour valeur le multiple le plus simple des dénominateurs des coefficients fractionnaires auxquels on serait conduit si l’on n’cflcctuait pas cette préparation). Désignons enfin par Q le quotient de la division, et par R le reste ; nous aurons l’égalité
t.j) iwA=PxQ-4-R.
(R doit être supposé different de zéro, car autrement il s’ensuivrait que P diviserait m. A et par conséquent A, en vertu du troisièmo cas, ce qui serait contre la supposition ci-dessus.)
Cela posé, multiplions par B, et divisons par P les deux membres de l’égalité (i); il vient
= BxQ-+-
BxR ■ ■ ■ • P
Or, P devant, par hypothèse, diviser A X B, et par conséquent m. A X B, il faut nécessairement que P divise aussi B X R; et si R est un nombre entier quelconque, la proposition est démontrée, puisque P, divisant B X R, doit diviser B, en vertu du troisième cas.
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Mais supposons que R soit lui-màmo dépendant de «, et divisons P par R, après avoir toutefois introduit dans P un facteur numérique m' propre à donner au quotient des coefiieients entiers; il vient encore
m'P = RxQ'-+-R'.
(R' doit être diiTcrcnt de zéro; car, si l’on avait R' = o, il s’ensuivrait que R diviserait m'.P, et, par conséquent, que tous les facteurs premiers algébriques de R diviseraient P, ce qui est impossible, puisque P est premier.)
Multiplions par B et divisons par P les deux membres de l’égalité (a); il vient
BxRxO' BxR'
égalité qui prouve que la divisibilité de B X R par P entraîne celle de B X R' par P. Si R' est indépendant de «, la proposition est démontrée, puisque P, divisant B x R', doit diviser B, d’après le troisième cas.
Mais supposons R' dépendant de a, et continuons de diviser P par R', par
R",..., et ainsi de suito; nous parviendrons bientôt à un reste R^”^ indéj>en-
daut de «, et tel que B x R^"^ aéra divisible par P. Donc, enfin, B lui-raème est divisible par P.
(Dans le cas où l’on aurait P de degré plus élevé que A, on diviserait P par A, puis P par R, R', R", cl les raisonnements seraient absolument les mômes.)
Ainsi, lorsqu'un poljrnôme premier P (rationnel et entier), dépendant d’une seule lettre a, divise exactement le produit A x, B de deux poljnômes rationnels et entiers qui ne dépendent que de la rneme lettre a, on peut en conclure que P divise exactement A ou B,
5. Il est maintenant bien facile de généraliser la proposition ; car, en supposant que les trois polynômes A, B, P puissent renfermer les deux lettres a, ê, on aura quatre nouveaux cas à considérer, savoir :
■ 1® P un nombre premier ou un polynôme premier dépendant de la seule lettre a ; A un nombre entier quelconque ou un polynôme rationnel et entier dépendant de la seule lettre «; B un polynôme rationnel et entier renfermant les deux lettres «, 6;
2® P un nombre premier ou un polynôme premier dépendant d'une seule lettre oc; A, B deux polynômes rationnels et entiers renfermant les deux lettres «, 6;
3® A un nombre entier quelconque ou un polynôme rationnel et entier dépendant d’une seule lettre a; B, P deux polynômes rationnels et entiers renfermant les deux lettres a, €, mais P un polynôme premier;
4® EnQn A, B, P trois polynômes renfermant les deux lettres a, ê, mais P un polynôme j)remier.
Si l'on applique à chacune de ces hypothèses des raisonnements analogues h ceux qui ont été établis aux n®* 1, 2, 3, 4, on parviendra à cette nouvelle proposition, que
Tout polynôme premier P (rationnel et entier) dépendant de deux lettres a, 6, qui divise le produit A X B de deux polynômes renfermant les deux mêmes lettres, divise nécessairement Tun des polynômes.
La proposition étant reconnue vraie pour le cas do deux lettres, on peut en-
On CD déduit immédiatement
1® Que tout polj'ntSme premier B qui divisera A* doit diviser A, puisque Von a A*= A X A. De même P ne jieut diviser A*, A*,. . A* sans diviser A;
2® Que si deux poljnômes rationnels et entiers A rf B sont premiers entre eux, il en est de même de leurs puissances A" et B".
Car tout facteur premier commun à A" et B* devrait aussi diviser A et B, ce qui serait contre Vbypothèse.
3® Que tout polynéme rationnel et entier ne peut être décomposé en /acteurs premiers (rationnels et entiers) que d’une seule manière; proposition analogue à celle qui a été établie {Arithmétique, 39® édition, 13?) pour un nombre entier.
7. En réfléchissant sur la proposition principale et sur toutes celles qui con> stituent la théorie du plus grand commun diviseur entre deux polynômes ra> tionncls et entiers, on peut remarquer qu’elles ne supposent que les quatre premières o|>érations de l'Algèbre. Ainsi nous aurions pu, à la rigueur, placer cette théorie tout entière dans le Chapitre I®', ce qui eût semblé plus naturel; mais, les raisonnements étant d’une nature un peu abstraite pour les corn** roençants, il nous a paru préférable de la renvoyer au Chapitre où l’on en fait plus fréquent usage.
SECONDE PARTIE
SCA LA DiCOIfrO8IT10!t D’dA POLTAOUS AATIOAABL ST EATISA EA SES FACTEUKS PAEMlSaS.
Clairaut est le premier auteur qui, dans ses Éléments d‘ Algèbre, ait traité cette question. Sa méthode, peu commode dans la pratique, manquant d'ailleurs de généralité, nous allons en exposer une autre qui, outre l’avantage de pou» voir s’appliquer à toute espèce de polynômes rationnels et entiers, présente encore celui de so lier immédiatement à la méthode des racines comraensurables des équations numériques.
Nous démontrerons avant tout un nouveau principe sur lequel nous aurons h noos appuyer.
8. Ainsi qu’on l’a vu au n® ?37, toutes les fois qu’une fonction entière de x peut être rendue nulle par une valeur quelconque x = a, le binôme (x — à) est un diviseur relatif du polynôme proposé.
Soit maintenant X un polynôme rationnel et entier de la forme
Ax^-h Cx"“*H-, . ,-h Mx -+- N,
A, B, C,. . M, N étant des quantités entières, numériques ou algébriques. Admettons qu’une valeur rationnelle, mais fractionnaire, = x (qu’on peut toujoun (uppowr irréductible), jouiue de la propriété de rendre nui le poly*
Coos^le
SUE LES POLTEÔHES RATIONNELS ET ENTIERS
ndme X ; je dis que ce polynôme est aussi exactement divisible par (6x — «), le mot divisible étant pris ici dans le sens de la division algébrique ordi-> naire (230).
En effet» il résulte d’abord do ce qui a été dit au 238 que le quotient de la division de X par est exact et égal à
AV^'h- (a f + b) x"-*+ îf’ -+- b 5 c) 0^-* + . ..
en sorte que, si l’on appelle Q ce quotient, on a
Q étant un polynéroe de forme fractionnaire, mais dont tous les dénominateurs sont facteurs de 6^*.
Cela posé, multiplions les deux membres de l'égalité (i) par 6"; il vient X6"= (6x — «)Qr~*;
et 11 est évident que peut être considéré comme un polynôme ration-
nel et entier, ainsi que sa valeur -z * Mais 6x — œ est un polynôme pre-
6x — cc
mier qui ne peut diviser le facteur Ç", puisque ce facteur est indépendant de x ; donc {note, 3) X lui-méme est divisible par 6x — oc ; et l’on a
Q' étant un polynôme rationnel et entier. c. q. r. n.
jV. B, — Comme régalité (i) revient S X = (6x — «) on obtient, en la
comparant avec Tégalité (a),
S = Q', d’où Q = Q’6,
ce qui démontre que le quotient Q, supposé de forme fractionnaire, se réduit lui-méme à un polynôme entier, et tel que € est facteur commun à tous ses coefficients.
C’est sur ce principe que s’appuie la détermination des facteurs du premier degré de la forme (mx + n) pour les équations numériques. {Voir les exercices donnés n® 323.)
9. Passons actuellement à la recherche des facteurs premiers d’un polynôme rationnel et entier.
538 note
Considérons, en premier Hen, un polynôme de la forme
P, Q, T, U désignant des quantités algébriques entières.
Il est facile de démontrer, comme on l’a fait au n^ 318, qu’aucune eiprestioo
rationnelle fractionnaire ^ (qu’on peut toujours supposer irréductible), aubsti
tuée a la place de n, ne peut rendre nul le polynôme proposé.
Supposons, en effet, qu'ort puisse avoir
si l’on multi])lie par ’, et qu’on transpose tous les termes, à l’exception du premier, il vient
— = - Pa""‘ — Qa"”’8 T:t6"-’— U6"“',
égalité évidemment absurde; car le second membre est un- polynôme rationnel et entier, tandis que le premier est essentiellement fractionnaire (note, 6).
Soit, on second lieu, un polynôme rationnel et entier, tel quo
Aa”-+“ B a" *-+*•• .-i-Ma -f- N.
Égalons ce polynôme à xéro, et posons (*ï(>5) a = on trouve, après la dispari-
tion des dénominateurs,
équation dont le premier membre est de même forme que le polynôme (i), et qui, si elle admet des valeurs rationnelles pour <i', ne peut en admettre quo d'entières.
Désignons par y;, p' les différentes racines entières de celte équation;
les racines correspondantes de l’équation
seront Or, parmi ccUcs-cî, les unes peuvent être entières cl
reprcsentccs par a, a les autres fractionnaires et exprimées par -> 77»* ••
(6 et 6' et y',. . . étant premiers entre eux).
Par conséquent, les diviseurs rationnels et entiers du premier degré par rapport a <7, du polynôme proposé, seront
<i — et yO— '6, y'o — ê’,....
Par ce moyen, la recherche des diviseurs entiers du premier degré, par rapport à l’uoc des lettres qui entrent dans un polynôme donné, se trouve rame-
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née à la recherche des facteurs do la forme a — K, K étant une quantité entière, positive ou négative, numérique ou algébrique. Et pour obtenir ces facteurs, il suffit de savoir résoudre en quantités entières une équation de la forme
P, Q,..., T, U étant des quantités algébriques entières.
La méthode établie précédemment (320) pour résoudre en nombres entiers une équation numérique de même forme est applicable en tous points à la question dont nous nous occupons ici. 11 suftit donc de se reporter à ce numéro pour se former une idée de la marche qu’il faut suivre à l’égard d’un polyndme rationnel et entier, quelque compliqué qu’il soit. Nous nous bornerons à quelques remarques générales.
10. Premure remarque. — L*appHcation de la méthode supposant que le der-
nier terme du polynôme ordonné est décomposé en scs facteurs premiers, il semble, au premier abord, que nous fassions une pétition de principe; mais observons : que ce dernier terme est plus simple que le polyuOme proposé;
que, dans toips les c.as, il renferme une lettre de moias que ce polynôme.
Ainsi d'abord, quand le polynôme ne renferme qu'une seule lettrcy le dernier terme est numérique; or on sait déjà trouver tous les diviseurs d’un nombre.
Si ic polynôme renferme deux lettres, et qu’on l’ordonne par rapport à ruiie d’cUcs, le dernier terme n'est plus fonction que d’une seule lettre, et l’on est ccns(' savoir déterminer tous les diviseurs entiers d’un polynôme d’n/ic seule lettre.
Si le polynôme renferme trois lettres, le dernier terme n'en renferme que deux; et ainsi do suite.
11. Deuxième remarque. — Lorsque, dans le polynôme proposé, le coefficient de la plus haute puissance de la lettre principale est dificrontde l’unité, comme il faut avoir recours à la transformation du 265 pour rendre ce coefficient égal à I, et que cette operation donne lieu, en général, à de nouveaux coefficients très-compliqués, il convient d’appliquer d'abord la méthode uu polynôme lui-&ôme, de lu manière indiquée au n*’ 324. Par ce moyen, on obtient tous les facteurs premiers de l.a forme (« — «), après quoi l’on divise le polynôme proposé par le produit de tous ces facteurs; et la question se réduit a déterminer tous les facteurs, tels que {yn — €), du polynôme quotient.
12. Troisième remarque. — Dans la même circonstance, il convient encore de s’assurer si les coefficients des diverses puissances de la lettn* principale n’auraient pas un commun diviseur (247), parce que, s’il en existait un, on le supprimerait, et i’on opérerait ensuite sur le polynôme résultant de celte suppression.
Le facteur supprimé pourrait luUméme être un polynôme décomposable, et scs facteurs premiers seraient les facteurs indépendants de la lettre principale.
13. Quatrième et dernière remarque. — Toutes Jes fois que le dernier terme
renferme comme facteurs des monômes littéraux, tels que c,
il est plus simple de substituer immédiatement ces quantités prises avec lo signe H-, puis avec le signe —, dans le polynôme, parce que le résultat de cetto substitution est un polynôme tout développé.
NOTE
Celles de ees quantltdt qui jouissent de la propriété de rendre nui le polyndmc sont reconnues racines. C'est la même règle que pour -H 1 et ~ j par rapport aux équations numériques.
Les exemples suivants éclairciront ces différentes remarques.
PEKMIXa EXEMPLE.
U. aa*-f- a** h- a’ A* 4-
Égalons ce polynôme k zéro, après l’aToir ordonné; il vient
(1) 30- H- fra'-è- ô*a*-+- = 0.
Conformément k la remarque du n<> 11, cherchons d’abord les diviseurs tels que a —
Or les diviseurs de 6* étant ô, ô*, è*, 6*, il faudrait essayer ces diviseors tant avec le signe h- qu’avec le signe —, et pour ccU les substituer au lieu de a dans l’équation (t); mais, comme le polynôme proposé est ^omo^ne(j^/ffètre,)\), il est évident que 6*, substitué à la place de a, donnerait pour la* un terme de plus haut degré que tous les autres, et qui, par conséquent, ne pourrait être détruit. Mémo raisonnement par rapport k ô* et ô*. Ainsi l’on ne duit essayer que les diviseurs 4- ô et — à.
Or le dernier seul donne, par sa substitution,
donc — ô est racine de l’cquation, et par conséquent a — ( — b) ou (a 4- ô) est diviseur du polynôme proposé.
Divisant ce polynôme par <s 4- ô, et égalant le quotient k zéro, on trouve
(2) an* — ba*-hib*a — ô* = o.
On pourrait actuellement faire disparaître le coefîicient de <1*, en posant
^ = -f puis opérer sur l’équation résultante comme sur la proposée; mais si a
l’on rapproche le premier et le troisième terme de l’équation (a), puit le deuxième et le quatrième, on reconnaît qu’elle revient k
aa(a*4- ft') — ô(a*4- ô*)= 0, ou (aa — ô)(a'-+- ^’) = 0.
Donc, enfin, le polynôme proposé est égal k
ce qui donne deux facteurs du premier degré et un facteur du second degré.
15. Dans cet exemple, comme dans tous ceux où le polynôme est homogène et composé de eieux lettres seulement, on peut ramener la résolution de l’équation k celle d'une équation numérique.
Soit, CO effet, l'équation générale
Aa"-4- Bôa"“*-+-Cô’fl*"*4-. 4-Nô“ = 0,
A, B, C, . . . , M, N étant des nombres entiers.
Digiti. by Googic
SUR LES POLTRÔHES RATIONKELS ET ENTIERS.
équation numérique qu'il ne a'agit plus que de résoudre en nombres commensurablcs. Ces valeurs, étant substituées dans la relation a = 4x, donneront les valeurs eorrespondantes de a, et, par suite, les diviseurs de la forme a — et, ou ■/« — E. -
Ainsi, soit posé dans l’éqiNtion (i) du n° 14, a = àx, il vient (3) é*(ax‘-4-i*-+-T’+x — i) = o.
Le facteur entre parenthèses étant égalé 11 zéro et soumis h la méthode des racines commensurables, on trouve les deux facteurs (x-t- i), (ax — i) et, par suite, le facteur (x*+i); d'où, substituant dans l'équation (3) et remplaçant x par sa valeur tirée de la relation a = Ax,
(a-t-A)(ao — i)(o’-l-A’) = o
DECXléllE EXXapLE.
16. a' — (A-t- c)o’ — (A* — 3Ac)o'-l-(A*— A'c — Ac*)a — A*c+ A*c‘ = o.
Le dernier terme, — A'c A’c', revient à A’c(— A -t- e); ce qui donne pour les diviseurs simples
On ne doit d'ailleurs essayer que ces diviseurs, puisque le po^ùme est homogène; car A’ ou Ac, par exemple, mis à la place de o dans liquation, donnerait A' ou A'c', quantité d'un degré supérieur à toutes les autres, et qui, par conséquent, ne pourrait pas être détruite.
En faisant successivement o = A, — A, c, — c, on reconnaît que A seul vérifie l'équation. Ainsi déjà (a — A) est un des diviseurs cherchés.
Il reste maintenant à appliquer la méthode du n° 320 au deux facteurs — A -t- c, -I- A — c.
-1- A' — Ac’
-h — 7b*c — fre*
— a A’ -t-aAc
+-aA
Considérons d'abord le facteur (— A -i- c). Après avoir divisé le dernier
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terme par ce facteur, ce qui donne H- pour quotient, on ajoute à ce quotient le coefficient de a*, et Von obtient pour somme 6*— Ac’.
Divisant 6* — hc* par — ^-4- c, on a pour nouveau quotient — * 6* — ^c, qui, ajouté au coefljcicnt de n*, donne pour aorotne
— aéc.
Divisant — ’ibe par — 6 H- c, on obtient afr, quotient qui, ajouté an coefficient n”, donne pour somme ^
Divisant enfin -h b — c par — A-t-c, on trouve pour quotient — i. Donc — b’^ e est racine.
En appliquant la méthode au second diviseuc on obtient pour la
première somme b* — ib'c — quantité qui n^st pas divisible par b — c. Ainsi b — c doit être rejeté.
Il résulte de là que les seuls diviseurs entiers, et du premier degré, du polynôme proposé sont (a — é) et (a -t- A — c). Divisant ce polynôme par le produit (a — b){a-\~b — e) ou a*— ae — ô*-h bc^ on a pour quotient
a*— ôa -t- 6c.
Ainsi lo polynôme proposé revient h
TBOISIÊMS EXEMPLE.
( I ) ? a*-f- (6 -4- 3 c) a* — (7 6’ — a 6c — c*) a’ — a (6*+ 3 6*c) a-*- 6 6‘ — 4 fr’c — a 6'c*= 0.
Le dernier Jormo revient à a6*(36'— a6c — c*); or il est aisé de roconnaitro que Vhypothèse 6 = c rend nul le facteur entre parenthèses; donc ce dernier terme est divisible par b^Cf et Von trouve
G 6* — /ib*c — a6*c’= 3 6* (6 — c)(36 -4- c).
En appliquant la méthode à chacun des diviseurs simples
6, 6 — c, 3 6 -4- c, — 36 — c, — 6 -4- c, — 6, ou
on reconnaît que (6 — c) seul satisfait à toutes les conditions. Ainsi Von a a = 6 — c, d’où a — 6 -4- c = 0.
Divisant le polynôme proposé par a — 6 -4- c, on obtient pour quotient (3) 3a*-4-(36 -4- c)a* — {^b'a — 66* — q6*c.
tngni7ü'{j ryt'TrTôgl
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Or le dernier terme revient ii
ce qui donne pour les diviseurs simples, abstraction faite du facteur 8,
by 3 A H- c, by — Z b — c.
L’application delà méthode aux deux diviseurs 3é-+-c, — Zb — c fait reconnaître que — (3^-f- c) est racine de l’équation (3), et, par conséquent, que
a = — est racine de l’équation (a). Donc (a a 4- 3^ -h c) est diviseur du premier membre do cette équation (8).
En effectuant la division, on obtient pour quotient
Donc, enfin, le polynôme proposé peut se mettre sous la forme
(a — t-f-c)(2a4-3i-4-e)(a* — ib*).
18. Ces exemples suffisent pour mettre au fait de la recherche des facteurs du premier degré d’un polynôme rationnel et entier. Quant aux diviseurs du second degré ou de degré supérieur, il faudrait employer une méthode analogue & celle qui a été établie au n° 325.
Au reste il arrive souvent, dans les applications particulières, que quelquesunes des lettres qui entrent dans les polynômes n’y sont élevées qu’à la seconde puissance; et, dans ce cas, la détermination des facteurs ne dépend que de la résolution d’une équation du second degré.
Reprenons l’exemple traité n° 16, et observons que la lettre c n’entre qu’à la seconde puissance dans le polynôme.
En l’ordonnant par rapport à cette lettre, on obtient
— (^*-4- ab' — 3a*é-l- <i®)c -+- ab* — a'b' — a*b-^~ a*= o;
et il suffirait de résoudre cette équation par rapport à c, puis d’effectuer toutes les opérations et simplifications auxquelles on serait conduit; mais, avant tout, il convient de s’assurer s’il n’existerait pas un diviseur commun à tous les coefficients.
Or le coefficient b* — ab revient à b{b — n), et il est aisé de reconnaître que l’hypothèse b — a = o, ou i = a, anéantit les deux autres coefficients; donc {b — a) est diviseur commun. En supprimant ce facteur dans le polynôme, on trouve pour quotient
bc' — 3«^ — a*)c 4- ab' — <a* = o;
d’où l’on déduit immédiatement
NOTE
^*-1- — <1* . . — <#*)• a* — ah*
ou, rédiiisani sous le radical au dénominateur 4^*» développant léa calculs et extrayant la racine carrée.
Donc
•%b*~^’>ab
ib
= ^H-a; d’où c — 5 = a = o;
lah — ia* ab — a* ,
e SS s= J > d ou cb-~ ab a = o.
Ainsi les diviseurs du polynôme proposé sont
b — fl, c — h ch — ah n*,
a — b y <2 •+“ é» — c, O* — ûA -H bCy
comme on l’avait dejk reconnu au n® IG.
Le troisième exemple ( 17) peut être traité de la même manière; car la lettrée n’entre également dans le polynôme qu’à la seconde puissance. On serait conduit à supprimer d’abord le facteur (a* — 3^’), commun à tous les coefllcients-
19. Nous terminerons par un exemple assez remarquable qu’on rencontre dans la Géométrie analytique.
Soit l’équation
J* — cx)‘ — (a*— — c)* = O.
Comme, après le développement du premier membre, les deux lettres n et c n'y entrent qu’à la seconde puissance, on peut ordonner indifTéremment par rapport à l’une ou à l’autre.
Ordonnons, par exemple, suivant la lettre c; il vient
x’ — a*)c* — ax(7*-»-x* — a*)c-4-/'*-t-(ax* — — a*x*5=o,
équation que l'on peut résoudre par rapport à c. Mais vérifions auparavant si X*— > fl*, qui est facteur commun aux deux premiers coefficients, ne
diviserait pas également le coefficient de c*. Or, en essayant la division, on trouve, pour quotient exact, x*.
Donc l’équation peut se mettre sous la forme
Cr*-hx* — a*)(c* — îcx H-^*-+-x*)= 0,
ou bien
Cr*-t-x’ — -c)>] = o;
c’est-à*dire que le premier membre est décomposable dans le produit de deux
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faeteurs rationnels du second que Ton doit d’ailleurs regarder comme
des facteurs premiers.
Si l’on ordonnait le polynôme par rapport à la lettre x, on ne pourrait ap* pliquer la méthode du n^ 9, puisqu’elle ne donne que les facteurs rationnels du premier do(*ré, et que, par le fait, le polynôme n’est dëcomposable qu’en des facteurs premiers du second degré; mais, en ordonnant par rapport on obtiendrait une équation do quatrième degré, résoluble à la manière de celles du second.
N, B, — On arrive II l’équation que nous venons de traiter en recherchant le lieu géométrique des pieds des perpendiculaires abaissées du foyer d'une ellipse sur la tangence considérée dans toutes tes positions.
20. Enfin la décomposition d'un polynôme en facteurs rationnels peut être fort utile dans rclimination; car on a vu (365) que, quand on est parvenu à décomposer les premiers membres des deux équations en leurs facteurs simples, la détermination des systèmes de valeurs propres à vérifier ces équations se réduit à celle des systèmes qui correspondent aux combinaisons deux à deux de ces facteurs égalés a zéro.
Aig. a.
COMPLÉMENT DE LA THÉORIE DES ÉQOATIONS
Co Chapitre et le suivant ont pour objet des thàories moins indispensables, à la vérité, que les théories exposées dans les Chapitres précédents; mais elles doivent néanmoins servir à compléter l’ensemble des principes de 1 Analyse al;;ébriquc. Le neuvième peut être regardé comme le complément de la théorie des smtes.
§ 1". — RECnERCnS DES BACINES IMAGINAIRES.
38S. Observations préliminaires. — Nous avons donné, dans le Chapitre \H1I, des méthodes pour déterminer les racines réelles, commensurables ou incommensurables, d’une équation numérique. Nous allons maintenant nous occuper de la recherche des racines imaginaires. Au premier abord, cette recherche peut paraître superflue; car ces racines, étant des symboles purement algébriques, ne sauraient résoudre la question dont l’équation est la traduction algébrique. Cependant, comme nous l’avons déjà dit, l'emploi de ces expressions dans la haute analyse est d'un usage très-fréquent, et conduit quelquefois à des résultats d'une grande importance : c’est pourquoi nous tâcherons de donner une idée du travail des plus célèbres géomètres sur cette partie.
Remarquons d'abord que, quand une équation a des racines réelles incommensurables et des racines imaginaires, on no peut, comme pour les racines commensura’oles, la débarrasser d’abord de ses racines incommensurables; car les méthodes no donnent celles-ci que par approximation; et si l'on divisait l'équation par les facteurs du premier degré correspondants, on obtiendrait pour quotient un polynôme dont les coefficients ne seraient que des nombres approchés. Le calcul des racines de 1 équation résultante n’olTrirait donc plus alors aucune certitude.
Ainsi nous supposerons, dans tout ce qui va suivre, que les écpiations proposées renferment à la fois et des racines incommensurables et des racines imaginaires, à moins que toutes leurs racines ne soient imaginaires.
Nous avons déjà reconnu (H3) qu’une équation dont les coefficients sont réels ne peut avoir de racines imaginaires qu’en nombre pair. Or les analystes sont parvenus à un résultat plus positif encore, qui consiste
FORME GËKÉRALE DES RACINES IMAGINAIRES
en ce que, les rncines inmginnires de toute équation à coefficients réels sont toutes de la forme de celles du second degré, c'est-à-dire de la forme a±b , a et b désignant des quantités réelles, comniensurables ou incommensurables ; proposition déjà vérifiée pour les équations à deux termes.
386. Avant do passer à la démonstration du cas général, nous ferons voir que, si une équation dont les coefficients sont réels a une racine de la forme o -h é ^ — i , elle en a nécessairement une autre de la forme a — h \l — I , a et b étant les mêmes dans ees deux expressions.
Pour démontrer ce Icmme, considérons l’équation
Pr"“' H- Qj/*"’-!-. . .-I- Tx + ü = O,
P,0,...,T, U étant des quantités réelles quelconques, et supposons que cette équation soit satisfaite par une expression telle que </ -+- i i; on aura l'égalité vérifiée
{a -h b\' — I )"+ P (n -4- éi/— i)"”' -t- . . . -f- T (o -f- i i) -H U = O. Développant les calculs et so rappelant que les diverses puissances de V — 1 sont alternativement (170)
on obtiendra une expression composée de deux parties bien distinctes, savoir : une partie réelle, provenant do toutes les puissances de degré pair do b i , combinées avec les puissances a", ■■ do o,
et les coolficicnts P, Q, R,. . . ; puis une partie imaginaire provenant de toutes les puissances de degré impair de b\/—i , combinées avec les
puissances a""‘, . . de a, et les coefficients P, Q, R,
Désignant donc ces deux parties par M cl N , l’égalité ci-dessus se réduira à M -t- N y^i = o, équation qui no peut évidemment subsister qu’autant que l’on a séparément
M = o et N = O.
Actuellement, si, dans le premier membre de la proposée, au lieu de a S- b \f^t , on substitue a — b \f^\, ce qui donne
(a — i P (fl — b I -l-...-(-T(a — 6^— i) -H ü,
il est facile de voir quo le résultat de ce développement ne différera du précédent qu’on co que tous les termes affectés des puissances impaires
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de é y/— I auront changé de signe, car ( — i 1 ) ** est égal à {-+- i y/— 1 )*" ;
mis (— est égal à — (iy/— (ISO); donc ce résultat
sera nécessairement M — N^— 1 , M et N désignant ici les mêmes quantités que dans le résultat du premier développement. Or on a vu tout à l’heure que l’on doit avoir séparément M = o et N = o ; ainsi l’égalité M — N = O est elle-même satisfaite ; par conséquent, a -t- b y/— i est une racine de la proposée, a — b y/— i est nécessairement une autre racine.
Passons maintenant à la démonstration du théorème sur la forme des racines imaginaires.
387. Oîtte proposition est évidemment une conséquence du théorème dont voici l'énoncé, théorème qne l’on peut regarder comme un des plus beaux de l’Analyse, et que l’on doit è l'illustre Laplace :
Touté éqiuition de degré pair, dont les coefficients sont réels, est décomposable en fadeurs réels du second degré, c’est-à-dire en facteurs de la forme x’ -H px -t- q, x' + p'x -t-q',..., dans lesquels p, q, p', q',... désignent des quantités réelles quelconques ; car, ceci étant admis, les facteurs x'-t-px -t- q, x’ -h p'x -i-q',..., égalés à zéro, donnent lieu à des racines qui, si elles sont imaginaires, ne peuvent être que de la forme fl± b]/—i , et réciproquement.
Tâchons donc de démontrer ce dernier théorème.
Soit une équation X = o de degré pair m , à coefficients réels. Appelons a,b,c,... scs diiférentes racines; les facteurs du second degré correspondants seront
jr* — (a-i-b)x -\-ab, x’— (a -t- c) x -+- oc, x’ — (A H- c)x -t- ic,.. . .
Cela posé, nous allons d’abord faire voir que l’an de ces facteurs au moins a ses coefficients réels.
En effet , supposons, en premier lieu, que m soit une seule fois divisible par a, c’est-à-dire que l'on ait m — an, n étant un nombre impair.
On peut toujours (299) former une équation en z dont les racines soient des combinaisons de la forme
n -H é -H kab, a c -i- kac, b c kbc, ...,
k étant un nombre entier tout à fait arbitraire. Concevons cette équation formée, et désignons-la par Z = o; son degré est égal au nombre des
combinaisons, deux à deux, des racines a, b, c,..., c’est-à-dire à m — ~.l
ou n(m — i) ; or n est, par hypothèse, impair, et il en est de même de
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(//I — i); donc l'équation Z = o est de degré impair : ainsi (312) celte équation a au moins une racine réelle, et celte racine est la valeur de l’une des combinaisons a-\- b + kab, a c-¥- kac, ....
Maintenant attribuons à k une seconde, une troisième, etc. valeur; nous formerons ainsi autant d'équations Z'= o, Z' = o,. . ., qui auront cbacunc au moins une racine réelle. Il pourra d’abord se faire que la racine réelle de chacune de ces équations appartienne à une combinaison composée de deux lettres dillérentes de celles qui entrent dans les combinaisons précédentes ; mais, comme le nombre de ces combinaisons est
limité et égal à m — > qu’on peut désigner par p, il est clair que, après
avoir attribué à k, (/> -i- i) valeurs, cl formé équations Z = o,
Z'=o, Z"=o deux de ces équations seront telles, que la racine
réelle de chacune appartiendra à une combinaison composée des deux mêmes lettres; ainsi l’on peut supposer, par exemple, que l’on ait trouvé, on désignant par a et par a' ces doux racines réelles.
Il -y- b -i- kab = OL, a -+- b k'ab = a'. De ces deux équations on déduit par l’élimination
Ces valeurs sont nécessairement des quantités réelles et finies ; donc il est démontré que Y un nu moins des j acteurs x’ — [a + b)x ub de la proposée a scs cocfiGcienls réels.
Soit, en second lieu, m = 2’ /»', n‘ étant impair. Formons encore une équation Z = o, dont les racines soient des combinaisons do la forme
(7 -t- b + kab \ cette équation sera du degré m ^ ' ou ■xn'[m — i). Or n'
et (m — 1) étant des nombres impairs, ce degré sera pair et une seule fois divisible par 2; donc, en vertu de ce qui vient d’étre dit, l'équation Z = o aura au moins un facteur du second degré à coefficients réels. Ce facteur, égalé à zéro, donnera lieu à deux valeurs de i de la forme « ± S v^— I (S pouvant être zéro, ce qui arriverait si les deux valeurs de z étaient réelles). Considérons seulement la première racine, et supposons qu’elle appartienne à la combinaison n b -t- kab.
D'après les raisonnements précédents, rien n’empêche de supposer encore qu’une autre équation Z'= o, formée de la même manière, ait une racine de la forme a' -h 6' , appartenant à la combinaison a-t-b-i- k'ab.
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composée des deux mêmes lettres ; en sorte que l’on ail à la fois
a ->r~ h -i- fiob = a-t* 6^/ — i, n b k'ab ~ a'-t- 6’ ^ — i ; d’où l’on déduit
Ces expressions sont do la forme
r -f- r et r'-i-t' vA- 1 .
Ainsi la proposée a au moins un facteur du second degré, tel que j:’— (r'-t- s’ i/— i) X -t- r-iet si l’on égale ce facteur à zéro, on obtient
La quantité sous le radical, étant développée, donne un résultat do la forme r*-i- s' \J— i ; mais l’expression v^-+- ^ 'J— ^ se réduit elle^nême (121) à une autre de la forme ; d’où l’on peut conclure que
la première des deux valeurs de x ci-dessus est aussi do la forme p-^q yj — I ; et, d’après le lemme démontré au n° 386, il faut qu’elle en ait une autre telle que p — q^—i.
Or, si l’on multiplie entre eux les deux facteurs x— (p q yf—i) cl x—(p — q ), on obtient pour produit
(x — /))’-(- 7’ ou x’— 2/)X -t- 7’,
polynôme du second degré en x, dont les coefficients sont réels. Ainsi il est encore démontré que, dans le cas do m = a’/i', \ équation a au moins un facteur réel du second degré.
Soit, en troisième Heu, m = a’n", n* étant impair; on peut former une équation Z = o analogue aux précédentes, dont le degré
m ou -rnim — i)
sera deux fois divisible par a, et qui, en vertu de ce qui vient d'étre dit, aura au moins un facteur réel du second degré, d’où, en répétant les mêmes raisonnements que dans la seconde partie de la démonstration,
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on pourra conclure que la proposée elle-même a au moins un facteur réel du second de^rc.
Môme raisonnement dans l’hypothèse où l’on aurait
Donc, enfin, toute équation de degré pair quelconque dont les coefficients sont réels a au moins un facteur réel du second degré.
Conséquence. — Il est facile de déduire de là que toute équation de degré pair est décomposable dans le produit d*autant de facteurs réels
du second degré qiêil y a d^unités dans — ou dans la moitié de son
degré.
En effet, puisqu’une équation de degré pair a au moins un facteur réel du second degré, on peut diviser son premier membre par ce facteur ; il en résultera une nouvelle équation de degré pair, à coefficients réels, qui aura encore au moins un facteur réel du second degré, par lequel on pourra diviser le premier membre de cette seconde équation ; et ainsi de suite. Donc le premier membre de la proposée pourra être regardé comme le produit d^autant de facteurs réels du second degré qu^il y a d'unités dans la moitié de son degré.
Si l’équation était de degré impair, comme, en vertu du théorème du n® 312, elle aurait au moins une racine réelle, on pourrait l’en débarrasser; et l’équation résultante serait décomposable en facteurs réels du second degré.
D’où l’on peut conclure, en dernière analyse, le théorème énoncé (383) ; savoir, que les racines imaginaires d'une équation vont par coupleSy et
sont toutes de la forme a±: b ^ — i.
Détermination des racines imaginaires des équations
La forme des racines imaginaires d’une équation étant connue, nous pouvons procéder à leur recherche.
Soit
a:” -f- P X"-' -4- Qo:’"-* . -H Tx ^ Ü “ O
une équation renfermant des racines réelles incommensurables et des racines imaginaires.
Désignons par p -^q yf~- 1 l’une de ces dernières ; il vient, par la substitution de ce binôme dans la proposée,
{p 4- qyl—\Y-^ P (/^ 4- q I -4- . . .4- T (/? 4- 7 \f-—\ ) 4- Ü = O. Or, si l’on dévelopjKî les calculs et qu’on appelle M l’enscmblc dos termes
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réels, N l’enscmblo des termes imaginaires, l'égalité ci-dessus revient à M H- N v/— I = O, équation qui ne peut exister à moins que l’on n’ait séparément
M = o et N = O.
Observons actuellement que ces équations renferment les deux indéterminées P et 7, combinées avec les coefficients de la proposée. Si donc on cherche tous les systèmes de valeurs de p et de 7, en nombres réels commensurablcs ou incommensurables, propres à vérifier ces deux équations, et qu’on les substitue dans l'expression p ■+■ q\t — i, on obtiendra ainsi successivement toutes les racines imaginaires de la proposée.
Telle est la méthode générale pour découvrir les racines imaginaires. Nous ferons toutefois quelques remarques qui peuvent faciliter cette recherche, et qui sont d'ailleurs assez importantes en elles-mêmes.
38U. Su[)posons que, pour obtenir les racines réelles incommensurables d'une équation X =- o, on ait été obligé (3it) de former l’équation aux carrés des dilférenccs Z = o, et voyons le parti qu’on en peut tirer pour les racines imaginaires.
Désignons par a,b,c,... les racines réelles de X = o, et par
les racines imaginaires ; prenons d'ailleurs successivement les différences entre toutes ces racines considérées deux à deux. On en obtient do quatre espèces, savoir :
1° Les différences entre deux racines réelles, telles que a — b, a — c, b—e,...;
a” Les différences entre deux racines imaginaires conjuguées,
p-^q^—t—{p~q\/^) = iq\r^l, 37' v/^,
3° Les différences entre une racine réelle et une racine imaginaire a — p — qypT\, a—p-^q\fi^, b — p — q'
4° Enfin les différences entre deux racines imaginaires non conjuguées
p — p'-*- — ^—i,p — p' — {7 — Or, pour peu qu'on
jette les yeux sur ces différences, on reconnaît que les carrés des premières sont dos nombres essentiellement positifs; les carrés des secondes différences sont — 47’, — c’est-à-dire dc3 quantités réelles,
mais essentiellement négatives. Quant aux carrés des deux autres espèces, ce sont généralement des expressions imaginaires.
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Ainsi, en supposant déjà formée l’équation Z = o, les racines réelles et négatives de cette équation sont, en général, les carrés des différences entre deux racines imaginaires conjuguées.
Appelons donc — a, — 6, — 7,. .. ces racines, que l’on peut obtenir, soit par la méthode des racines commensurablcs, soit par la méthode des racines incommensurables ; on a
d'où l'on déduit
Connaissant les valeurs de 7, q', q’,. . on obtiendra celles de p, //, t)*, . . . , en substituant ± — ifâ, ± - ... à la place de q dans les
équations M = o, N = o, que l'on a établies dans le numéro précédent, et qui acquerront, pour chaque substitution, un commun diviseur en p, lequel, égalé à zéro, donnera les valeurs de p, p', p',. . ..
A la vérité, ce moyen est en défaut lorsque l'une des racines réelles de la proposée est identique avec la partie réelle p, p',... de l’une de ces racines imaginaires; car, dans le cas de a = ^, par exemple, les deux différences a — p — q\] — 1, a — p q v^— I SC réduisent à — qy/ — i et q v/— I, dont les carrés sont égaux à — q‘. Il est encore en défaut lorsque les parties réelles des deux racines imaginaircs'non conjuguées sont identiques; car, par exemple, p = p' réduit les différences
dont les carrés sont égaux à — {7 — q')’.
D’où l’on voit que l'équation Z = o peut quelquefois avoir des racines négatives qui ne représentent pas les valeurs de — 4?’, — iq'‘,- ■ • ; mais il est toujours possible de reconnaître si une racine négative telle que — a'
est une valeur convenable, à ce que, si l’on substitue ^ \ZôT' dans M et N,
il faut et il suffit que les deux polynômes en p, résultant de cette substitution aient un diviseur commun ; toute valeur qui ne satisfera pas à cette condition devra être rejetée comme provenant de l’une des circonstances dont nous venons do parler.
Nous observerons encore que, dans ces mômes circonstances, l’équa-
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lion Z = O devrait avoir des racines égales, puisque, coinrao nous l’avons reconnu plus haut, dans 1 hypothèse de 0 = p, deux carrés au moins so réduisent à — 7’ ; et dans l'hypothèse de p = /V, deux carrés au moins so réduisent à — (7 — 7')’- Ainsi l’on pourrait, par la méthode des racines égales, débarrasser l'équation Z = o des valeurs différentes de — 47’.
Quoi qu’il en soit, on conçoit combien la méthode pour découvrir les racines imaginaires d’une équation doit être pénible et laborieuse tontes les fois que l’équation est d’un degré supérieur au troisième.
§ II. — RÉSOLimON DES ÉQUATIONS GÉNÉRALES DE DEGRÉ SUPÉRIEUR AD SECOND.
Nous avons maintenant une tâche importante à remplir, c’est de faire connaître les travaux des analystes sur le fameux problème de la résolution des équations générales de tous les degrés. Ce problème, qui a longtemps occupé les mathématiciens les plus célèbres, a pour but, étant tlonnée une équation générale et complète, d’obtenir les expressions de ses racines au moyen d’un nombre limité d’opérations algébriques effectuées sur les coefficients. Jusqu’à présent la question n’a été résolue que pour les quatre premiers degrés, et l’on doute si jamais on pourra parvenir à une résolution complète pour tous les degrés.
Quoi qu’il en soit, nous commencerons par exposer la plus simple de toutes les méthodes connues pour résoudre les équations du troisième et du quatrième degré ; ensuite nous ferons connaître d’autres méthodes susceptibles de s’appliquer avec plus de succès aux équations d’un degré supérieur.
Équation du troisième degré.
3S0. D’abord on peut supposer (260) l’équation privée de son second terme et ramenée à la forme
(i) x‘ -h px -t- q = O.
Faisons, dans cotte équation,
(a) ■ x-y-hz,
c’est-à-dire supposons x égal à la somme de deux autres inconnues (cette forme que nous donnons à la valeur do x peut être motivée sur ce que, dans l’équation générale du second degré, la valeur de x se compose aussi de deux parties distinctes).
RESOLUTION DE l’éQUATION DU TROISIÈME DEGRÉ. 555 On obtient, en élevant l'équation (a) au cube,
3/’s-4- 3xz’-^- i’ = s^-4- 3j^{jr
OU bien et transposant
4r’=/’-i- z’-i- 3/2 X, x* —r 3/2 jr — /* — 2’ = O.
Pour que cette équation s’accorde avec l’équation (i), il faut et il suffit que l’on ait
d’où
Dès que ces deux conditions seront satisfaites, les valeurs do / et de a seront telles, que leur somme exprimera la valeur de x, propre à vérifier l’équation (1). Tâchons donc do déterminer/ et 2 d’après ces deux conditions.
L’équation (3), élevée au cube, donne
mais on a déjà
donc (114) les quantités /* et 2’ sont liées entre elles par l’équation du second degré
dont le second terme a pour coefficient la somme donnée — 7, prise en signe contraire, et le dernier terme est égal au produit aussi donné
Cette équation est appelée /a réduite de l’équation du troisième degré, parce que c’est de sa résolution que dépend celle de la proposée. L’équation (5) donnant
CHAPITRE IX
d'où, à cause de la relation x = _r-+-z.
expression qui renferme implicitement les trois racines.
En effet, désignons par m et n ce que deviennent respectivement les deux radicaux cubiques quand on y remplace p et f par les valeurs correspondant à l'équalion (i); puis observons : .
1“ One les équations /’= m’, a’= n’ donnent (373)
y=m,jr=am,y—n^m, et z = n,z = an, z—:)?n
(i, a, a? étant les trois racines cubiques do l'unité);
2° Que le produit des deux valeurs de.r et do z, dont la somme exprime
hvaleuT deæ,i/oiiélreégal à — ^, d’après la relation (3).
Il en résulte évidemment qu’on obtiendra toutes les racines do l'équation (i) en combinant deux à deux les six valeurs ci-dessus de et de z. et ne prenant toutefois que les combibaisons qui donnent un produit égal
Or on a, en premier lieu,
= ^ EL _ _ f ■ V 4 4 -A? 3’
donc X = m -h n forme la première racine.
En second lieu,
um X oén = a'mn = mn — — j ;
donc X = am ■ Enün
a’n donne une seconde racine.
: a^nin = — ji
donc x = x’ni -hxn exprime une trohicme racine.
Aucune des autres combinaisons ne remplit (comme on peut s’en assurer aisément) la condition que le produit soit égal ù — ainsi elles
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doivent être rejetées, et l’on a, pour les trois racines de la proposée,
m-hn, x—am + a'n, x = a}m tin.
N. B. — On parvient encore aux deux dernières valeurs do x en divisant le premier membre de l’équalion (i) par x — m — n ; mais auparavant il est nécessaire de modifier la forme de ce premier membre. Comme on a, en vertu des équations (3), (4) et des deux équations 7 = /n, z = n,
— — ot’-i- /i’= — 17,
il en résulte
f> = — 3 mn, q — — nf — rf\
d’où, substituant ces valeurs do et de 7 dans le premier membre de la proposée,
x’ — 3mnx — m'— /i’,
expression qui, divisée par x — m — n, donne
x*-+- (ni -H — mn -k- n’.
Égalons ce quotient à zéro, et résolvons; il vient, toute réduction faite.
x=i 1 vé— 3, x = ;
valeurs dont il est facile do prouver l’identité avec
X = am -+- a’n, x = a’m -I- an,
en se rappelant (167) que
ou o’ = ■
DISCUSSION
Les quantités ni et n renfermant dans leurs expressions le radical on conçoit que la réalité ou \ imaginarité des trois racines
dépend principalement du signe de la quantité ^ ^ • On est donc
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conduit à faire les hypothèses suivantes :
Examinons successivement ces trois hypothèses (*).
Dans ce cas, comme les deux racines do la réduite (5) sont réelles et inégales, il s'ensuit que les quantités ni et n sont aussi réelles et essentiellement différentes l'une de l’autre.
Ainsi la première valeur x=m -i- n, ou
V aY4i7V ay4 27
est réelle.
Les doux autres
sont imaginaires; car elles renferment et, d’après l’hypothèse,
m — n est réel et différent de zéro.
Quant au signe de la racine réelle, le principe établi (312) sur les équations de degré impair prouve que cette racine est positive si <] est négatif, et négative si «y est positif; ce dont il est d'ailleurs facile de se rendre compte par la discussion de la première valeur de x ci-dessus.
Dans ce nouveau cas, les racines do la réduite se réduisant l'une et l'autre
à — les valeurs de m et de n sont réelles et égales chacune à ^
CO qui donne, pour la première valeur de x.
(*) Los conditions de réalité ou d’ima('inarité des racines de Téquation du troisième de^jré ont été déjà discutées, indépendamment de M rétoluUoo» au moyen du théorème de M. Sturm. {Foir le n*> 355.)
Digitize. .jy Coo^Ic
DISCÜSSIOX DE l’éQCàTION DU THOISltUE DEGRÉ. 559 Pour les deux autres, comme on a
il en résulte
m — n = O, et — I — = m = w i •
Ainsi ces valeurs sont égales et se réduisent chacune à
c'est-à-dire quo leurs valeurs numériques sont chacune moitié de la première.
Donc, en supposant le dernier terme q positif, l’équation (i) a une racine réelle négative — a et deux racines positives égales
Le contraire a lieu quand le dernier terme est négatif; c’est-à-dire qu'elle a une seule racine positive et deux racines négatives égales.
O. Cas irréductible
Cette condition, qui exige nécessairement que p soit négatif, donne pour la réduite deux racines imaginaires ; et la première valeur do x se présente sous la forme
X = Hi -i- « = V J1 N vé— 1 -t- V M — N V' -- < .
D’après cola il semble au premier abord que cette valeur de x doive être imaginaire aussi bien que les deux autres, qui renferment déjà dans leur expression le symbole y' — i. L’équation (i) aurait donc ses trois racines imaginaire.s, ce qui serait en contradiction avec le premier théorème du n” 312.
Mais on peut démontrer que, dans les expressions des trois racines, les imaginaires s’entre-ilétrui.sent, et que les trois racines sont réelles.
En effet, si, en admettant (174) l’exactitudo do la formule du binéme dans le cas de l’exposant fractionnaire, on pose
CT = i dans (a + h^ — I )"" (386),
on trouve'
ce qui donne
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m -h n = y/M 4- N i -t- v M — N y/— i = aP; ainsi la première valeur de x est réelle et se réduit i
X = aP.
Quant aux deux autres, comme on a
m-(-« = aP, rn — /i = aQy/— 3, on en obtient, substituant dans l’expression
-P±Q/=^ï/^ = -PTQy/3 (170).
Ainsi les trois valeurs de x sont réelles.
Le dernier cas que nous venons d’examiner, et sur lequel les analystes se sont beaucoup exercés, porte le nom de cas irréductible, parce que, malgré la réalité bien prouvée des trois racines, les formules obtenues précédemment no peuvent être d’aucune utilité pour leur détermination. En effet on vient de voir que l’on ne saurait débarraJser c% formules des imaginaires qu’elles renferment qu’en réduisant la première valeur de X en une suite infinie, rarement convergente; et il est impossible, lors mémo que la série est convergente, d’obtenir les expressions exactes des trois racines. On est donc forcé, dans ce cas, d’avoir recours, pour les applications, aux méthodes de la résolution des équations numériques.
Équation du quatrième degré.
Soit
(1) x' px'-t- qx -t- r = O
l’équation à résoudre. (Nous supposerons encore l’équation privée de second terme.)
En so laissant conduire par l’analogie, on peut être tenté de ihiro x = j-f-a, c’est-à-dire x égal à la somme do deux autres inconnues. C’est en effet la marche que Lagrange a suivie, en employant ensuite plusieurs artifices d’analyse pour tirer parti de sa méthode. Mais les calculs qui se rattachent à cette méthode sont très-compliqués, et l’on parvient beaucoup plus promptement aux expressions de l’inconnue par l'introduction do trois indéterminées.
Soit donc bit, dans l’équation
(2) x=y-^L-hu\
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* i’= a’-»- a(j'z -f- zu),
ou
x’— (/■’-♦- z’-»- a’) = a(_yz -t- za) ;
carrant de nouveau les deux membres de cette dernière équation, on obtient
- 4(/’z’-4-7’a'-i- z’a’) H- S^za (/H- z a),
ou, remplaçant 7 + z -t- a par x, et transposant
ar* — a {7’+ z’-i- a’jx* — STZax ■+■ (7’-t- z’-+- a*)’
Or, pour que cette équation s’accorde avec la proposée, il &ut et il suffit que l’on ait :
d’où
' ib
Telles sont les équations de condition qui peuvent servir à déterminer les valeurs 7, z, a, dont la somme formera d'ailleurs la valeur de x. Or l’équation (5), élevée au carré, donne
D’où l’on voit que les carréS7’, z’, a’ sont tels, que leur somme est égale à un nombre donné, — —, la somme de leurs produits deux à deux égale
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à un antre nombre donné ^ — A- y et enfin le produit de ces trois carrés,
ib
égalà|j-
Donc, en vertu des relations qui existent (242) entre les coefficients et les racines de l'i^qualion du troisième degré, la détermination des carrés u’, z’ ne dépend plus que de la résolution de l’équation du troisième degré
Si, pour faire évanouir les dénominateurs, on pose * = ^ ’ **
«•-t- ^ps'-i- (p‘— 4r)r — = O.
Telle est la réduite do l’équation du quatrième degré.
Désignons par s', s’, s" les trois racines de l’équation (6), que l’on sait maintenant résoudre; il en résulte
et, comme on a d’ailleurs x — y + z -t- u, il faut combiner ces valeurs par addition, ce qui donnera en apparence huit valeurs différentes. Mais si l'on observe que l’on a, pour une des équations de condition,
on ne doit tenir compte que des combinaisons telles que le produit des trois valeurs de y,z etu soit positif si q est négatif, et négatif si q est positif.
D’après cela, le nombre de solutions est évidemment réduit à quatre, savoir ;
1° Lorsque q est négatif, auquel cas la proposée est
X* -h px' — qx H- r = O,
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Dans ce cas les trois radicaux doivent être positifs, ou Vun positif et les deux autres négatifs, a” Lorsque q est positif, ou que la proposée est
x*-(- px'-^ qx -f- r = O,
il a a
{trois radicaux négatifs, ou un négatif et deux positifs).
Pour obtenir les quatre racines en fonction immédiate des coefficients de la proposée, il faudrait remplacer s\ s’, s" par leurs valeurs tirées de la réduite; mais les formules que l’on obtiendrait seraient, comme on peut en juger, extrêmement compliquées.
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395. La réalité ou l’imaginarité des racines de la proposée dépend essentiellement de la nature des racines de la réduite ; ainsi l’on est conduit à établir les hypothèses suivantes ;
1* Lti réduite peut avoir ses trois racines réelles. — Mais alors, comme son dernier terme — q‘ est essentiellement négatif, il s’ensuit que ces trois racines sont positives, ou bien que l’une est positive et les deux autres négatives (315).
Si les trois racines de la réduite sont positives, les quatre racines de la proposée sont nécessairement réelles.
Si l'une d’elles seulement, s' par exemple, est positive, les quatre racines de la proposée sont imaginaires, à moins que l’on ne suppose les deux racines négatives, s", s" de la réduite (6), égales entre elles, auquel cas les formules (7) et (8) se réduisent à
ou bien
bl 1 -
- 1 Ci
-iv/?-
iv^;
c’esbé-dire que, dans ce cas particulier, les deux premières racines sont imaginaires, et les deux autres sont réelles et égales.
CHAPITBB II.
a° La réduite peut avoir une seule racine réelle. — Soit é cette racine, qui est nécessairement positive (puisque le dernier terme — 9’ est négatif) ; comme les deux autres racines s’ et s“ sont imaginaires, si l’une est do la forme a -t- l’autre est nécessairement (386) de la forme
a — b Or on a (121 )
d'où
+ b ^ — I — \a — b ^ — 1 =in y/ — i.
Donc, quel que soit le signe de q dans la proposée, les deux premières racines sont réelles et les deux autres imaginaires^ car, dans les formules (7) et (8), les expressions des deux premières racines renferment V''P et y/ï° avec le même signe, tandis que dans les expressions des deux dernières ces deux radicaux sont afTeclés de signes contraires.
En récapitulant, on voit que l'équation du quatrième degré peut avoir ses quatre racines réelles à la fois ou imaginaires à la fois, ou bien avoir deux racines réelles et deux racines imaginaires. (Ce résultat est conforme au principe établi n“ 313).
Méthode de résolution des équations du troisième ou du quatrième degré par les fonctions symétriques.
De toutes les méthodes que les analystes ont essayées pour résoudre les équations algébriques, celle qui est fondée sur la théorie des fonctions symétriques, et que l’on doit à Lagrange, est sans contredit la plus féconde et la plus élégante, quoiqu’elle entraîne dans des calculs assez longs ; mais du moins on se forme aisément une idée de la manière dont elle peut être appliquée aux équations d’un degré supérieur au quatrième.
Pour faire mieux concevoir celte méthode, nous allons d’abord l’appliquer à l’équation du second degré.
Equation du second degré.
H i = — p, ab = q
HtTBODE DE BfiSOlUTIOM PAR LES F0KCTI0R8 SrVtTBlQDKS. 565 Si l’on pouvait obtenir une autre équation du premier degré en a et b, on aurait, pour déterminer ces quantités, deux équations du premier degré, et la question n’oflrirait plus aucune difficulté.
Désignons donc par la-t- mb la fonction de a et de é qui doit entrer dans la composition de cette équation inconnue; et posons
Ut mb = Z,
/, m, Z étant des quantités qu’il s’agit de déterminer.
Comme Ib ■+■ ma donne, par l’échange des lettres a et b, deux combinaisons différentes, la + mb et Ib ma, il s’ensuit (287) que l'équation qui donnera la valeur de z doit être du second degré et de la forme
(i) [z — [la -i- mb)][z — (/6-Hma)] = o;
et puisque cette équation est du second degré, il faut du moins faire en sorte qu’elle ne soit qu’à deux termes ou de la forme z‘=b, parce qu’alors une simple extraction de racine suffira pour la résoudre.
Or, pour qu’elle se réduise à cette forme, il faut et il suffit que les deux racines soient égales et de signes contraires.
Posons la condition
Ib ■+■ ma = — (fa H- mb) ;
il en résulte
(/-i-wi)(a-i-6) = o.
Mais on ne peut avoir a -t- é =: o, puisque le coefficient du second terme de la proposée est différent de zéro ; on a donc nécessairement
/ -+- m = o, d'où l = — m.
D'ailleurs la condition précédente suffit pour remplir l’objet que l'on s’était proposé; ainsi m reste indéterminé, et l'on peut faire, pour plus do simplicité, m = i , ce qui donne / = — i.
L’équation (i) devient alors
ou, réduisant
(a) z’— O* — é'-f-aaù = o.
Observons maintenant que la théorie des fonctions symétriques donne (292)
S, = « -I- é = — P, S, = — /?S, — ay = /)’ — ay, ab=-q. Substituant ces valeurs de a’-t- b' et de aaé dans l’équation (a), on
qiti; ''iKigle
Soit 3d -f- px qt=o Véquation à résoudre
Puisque le second terme manque dans cette équation, on a déjà entrer, b y c la relation fl-f-è-+-c = o; si donc nous pouvions former deux autres équations du premier degré en a, h y Cy les valeurs de ces quantités pourraient être aisément déterminées.
Désignons par la-\-mb ne une des fonctions qui doivent entrer dans la composition des équations qu’il s’agit d’obtenir, et posons
( 1) la mb ne — Z.
Comme celte fonction donne six combinaisons différentes par l’échange des lettres a, by c les unes dans les autres, savoir
la H- mb - - ne y la-{- me -i- nby le h- ma -4- nby
et
Ib H- ma -H nCy Ib -h me h- noy le - mb -r- na^
l’équation d’où dépendra sa valeur doit être du sixième degré. Ür, pour qu’une équation de ce degré puisse être résolue d’après les principes déjà établis, il faut (378) qu’elle ne renferme que les exposants 6 et 3, c’est-à-dire qu’elle soit de la forme
(2) 2* -4- Az^-f- S = O.
Tâchons donc de déterminer les relations qui existent entre les six racines de celle dernière équation, afin d’en déduire celles qui doivent exister entre les six expressions précédentes.
Désignons par //', u" les deux racines que Ton obtient immédiatement
• l'.'Ki üyGooglet^
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en posant d’où
u’-i- Abh- B = O, et u = — ~dt: — B;
appelons en outre i, a, a’ les trois racines cubiques de i : on a
1° z= * = au', f = a’u';
a° z = u', Z — au’, Z ~ a'u’.
Ainsi, en prenant la -t- mb ne ~ z' ni ta + me nb = ^ pour les deux combinaisons principales, si l’on veut exprimer que les quatre autres forment avec celles-ci une équation de la forme (a), il faut et il suffit que l’on ait les relations
1° fc -f- ma nb = a {ta mb /?c),
Ib -i- me -V- na ~ a' {la mb *- ne) ; a° Ib nui ne — a {,1a ■+■ me -r- nb),
le -t- mb na — a' [la -¥■ me nb).
( Il est à remarquer que l’on ne doit pas égaler indifféremment une quelconque des quatre dernières combinaisons au produit de a ou de a’ par la principale; mais il faut avoir soin que, dans la combinaison prise pour le premier membre de la relation, aucune des lettres a, b, c ne soit affectée d’un coefficient égal à celui dont elle est affectée dans le second membre; autrement on serait conduit à des relations qui impliqueraient contradiction.)
Les quatre relations précédentes peuvent être transformées ainsi :
(/ — an]c -i-(m — at)a-i-[n — am]b — O,
( / — a’m) 6 -t- ( OT — a'n ) c -i- ( n — a^l)a =: o,
[l — an)b -H (ra — al)a ■+■ {n — am)c -- o,
et ces conditions seront évidemment satisfaites si l’on a séparément
l = an, m = al, n -•= am,
Or celles-ci se réduisent à deux essentiellement différentes, savoir
En effet on a
m = at et n — a’/.
a’=i; d'où K = -7 et
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donc m — oii revient à
m = d’où l = a’/n.
De même n — <x}l revient à
n — ~i. d’où l—cnni
enfin les mêmes relations, m — cal, n = a} l y divisées l’une par l’autre,
donnent
— = doù m — -n = ccn et m=:am, n a. a
Donc il suffit de considérer les deux relations
m — et l et « = «*/•
Comme ces relations donnent m et /i en fonction de /, et que / reste indéterminé, on peut supposer, pour plus de simplicité,
/ = I , ce qui donne m = a, « = a* ;
en sorte que les trois valeurs de /, /n, n ne sont autre chose que les racines cubiques de l’unité.
Substituons ces valeurs dans les deux expressions
la -h mb -f- = 2', la me nb = z'’ \
il vient
a -hetb a*c = x', a -h ac h- a’é = s".
On pourrait également substituer ces valeurs dans les quatre autres combinaisons, et former ensuite l’équation en z ; mais observons que, vu la forme (a) qu’elle doit avoir, ses six racines sont comprises dans les deux équations
z*= z'^= (flf -f- aé a*c)*, z’ = 2”= (ûf -f- ac h- a’é)’,
ou, ce qui revient au môme, dans l’équation unique »
[z*— {a etb-^ — (a -h ac H- a*é)’] = o.
Effectuant les calculs, et comparant les coefficients du produit à ceux de l’équation (2), on trouve
A = — [(«-♦- «é-f- a*c)**+- («f •+• ac — a’é)’],
B = (a + aé -t- a*c)*(« «c 4- a*é)*.
Si l’on remonte à la composition primitive de l’équation en z, on recon-
MÉTHODE DE RÉSOLCTIOH PAR LES POHCTIOR8 STMÉTRIQUBS. 56g naît que celle équation est symétrique en a, b, c; ainsi les coefScients A et B peuvent (295) s’exprimer au moyen des coefficients de la proposée, et la difficulté consiste à évaluer les diverses fonctions symétriques dont A et B se composent.
Avant d’aller plus loin, rappelons-nous que, t, a, a‘‘ étant les racines de l’équation J'* — I = o, l'on a
I -1- a -I- a’ = o ; d'où a a’ = — I
Cela posé, développons les valeurs de A et B ; il vient :
I* A= - [aTfl>-4-3(a-(-a’)Ta>6-l-iaaic],
ou
A = — ; (aTa* — 3Ta’6 -t- laaéc).
Or les formules des n°* 292 et suivants, appliquées à l’équation
px -h q = O,
donnent
S, = o, S,= -PS,-aQ = -a/>, S,= - PS,- QS,- 3R = - 3j ;
d'où
Ta’i = S, S, — S, = — S,= 3^.
D'ailleurs on a donc
aéc = — y;
A = — (— 67 — 97 — la^) = ayj.
a* B = [(a aé-i- a’c) (a H- ac -f- a’i)]’.
Mais
(a -I- ai -t- a’e) (a + ac -f- a’i) - - Ta’-^ (a 4- a})1ab = Ta’ — Tai; d’ailleurs on a
Ta*=S,= — a/>, Tai = /»;
ainsi
Donc, enfin, on obtient pour l’équation en s
Cette équation donne d’abord
S'jo ou bien
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d’où l’on tire, pour les valeurs de a' et de z',
Ces valeurs étant connues, pour obtenir celles de a, b, e, il suffit de combiner les trois équations
a -t- ab -i- a’c — z', a a} b cfc = z',
dont la dernière exprime, conime nous l'avons déjà vu, que la proposée est privée de son second terme.
D'abord l’addition de ces trois équations donne, en vertu de la relation I -t- a -t- a’ =r O,
Za — z’-h z*;
d’où l’on déduit
ou, remplaçant z' et z’ par les valeurs ci-dessus.
C’est la première racine donnée par la méthode do n° 390.
Maintenant multiplions la première équation par a, la seconde par a’, et ajoutons ces produits avec la troisième équation; on obtient
az'~h
3c =r az'-H a’z*; d’où c = = a ///-+- a*/?,
m ot n désignant toujours (390) les deux radicaux
En6n multiplions la première par et’ et la seconde par a, puis ajoutons, il vient
, , , , 1. . IL a’z'-i- «a’ ,
3(1 = a’z -t- ai , dou 0 — ^ = a7m-i-zn.
Ce sont encore les deux autres racines trouvées par la première méthode.
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Équation du quatrième degré.
Soit X* px‘-¥- çx -t- r = O l’équation à résoudre
Comme on a déjà la relation a-t-6-i-c-t-</=o, il faut lâcher d’obtenir trois autres relations du premier degré en a, b, c, d.
Désignons par /a -h Ib -t- me -+- nd l’une do ces fonctions, dont il s’agit de trouver la valeur. Puisque, en permutant les lettres a, b, c, d de toutes les manières possibles, on pourrait (U5) former vingt-quatre combinaisons différentes, il s’ensuit que la réduite en z serait du vingt-qua- > trième degré; ainsi nous devrions faire en sorte de la ramener à la forme
(0 Az'‘-4-Bz'4-C=o,
pour qu’elle fût résoluble à la manière de celles du troisième. Mais d’abord il est possible, à l’aide de quelques artifices d’analyse, d’abaisser son degré.
En effet, A, /, m, n étant des indéterminées, on réduit le nombre des combinaisons à elouze par la supposition de A = /.
Faisant ensuite /n = a, on obtient les six combinaisons
et
l(c -¥• d) -k- m[a b), /(é r/) -i- m{« c), /(é c) -I- m(a -t- rf);
toutes les autres rentrent évidemment dans celles-là.
Cela posé, puisque la nouvelle équation en z est du sixième degré, il faut tâcher de la ramener à la forme
(a) z‘-f-Az‘-+-Bz’-+-C = o,
ce qui exige que ses racines soient égales deux à deux et de signes contraires. Or il est évident que l’on satisfera à cette condition en posant / =: — m = I ; car alors les combinaisons précédentes deviendront
a -T- h — (e-Hf/), n -I- c — {é r/), a -t- d — (6-t-c),
et
Observons que les combinaisons placées sur une même ligne horizontale sont égales et de signes contraires; donc, en multipliant entre %ux les facteurs du premier degré en z qui correspondent à ces valeurs, on obtiendra pour la réduite
[z’ — (« -t- é — c — rf)’j X [z’ — (fl -I- c — 6 — rf)’]
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Cette équation étant évidemment symétrique en a, b, c, d, ses coefficients peuvent s’exprimer au moyen des coefficients de la proposée; mais on peut faciliter leur détermination par les considérations suivantes : D’abord {a ■+• b — c — d)', développé, revient à
( n -I- i -t- c dy — 4 ( arf -t- ée -t- bd).
Mais on a
n + h-\-r + d = o, et ab -¥• ae h- ad -i- bc bd cd = p; donc
— [a-h b — c — rf)*=4/> — i(ab -+-crf); on trouverait de même
— (a -I- c — b — rf)’=a 4/* — 4(<*e ■+■ W),
— (a-i-d — b — c)* =: — ^(ad bc).
Ainsi, soit posé
réquation en s se change en celle-ci :
[u — (ab ■+■ cd)] [u~ (ac-h W)] [« — {ad + éc)] = o,
équation de la forme u’-t-A’«’-4-B'u-f-C'=: o, et dont il ne s’agit plus que de déterminer les coefficients.
Or on a :
1* A'= — {ab + ac-i-ad+bc + bd-i- cd) = — p.
a” B' = {ab -t- cd) {ac bd) + {ab -h cd) {ad + bc)
-t- (ac -H bd) {ad ■+■ bc),
OU, développant et employant les notations,
B'=Ta’Ac.
Mais la première formule du n* 294, qui peut s’écrire ainsi :
’ Ta*é*c*—
devient, dans l’hypothèse de /> = a et ^ = 1,
T«>ér = S.(S,V-^S,S,-(S,)»-^aS. .
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d'aillears, la proposée étant x* -+- /jx* -t-7x-i-r=o, 6na
S, = — P = o, S, =r — aQ = — 3/7, Sj= — 3R = — 3y,
S,= — QS,— 4S = 3/>’— 4r; d'où, substituant dans la valeur B'= Ta^bc,
3° C'= — [ab -h cd) (ac ^ bd) {ad -+■ bc),
cl en développant,
C'= — (Tn’6’c’-(- abcd x Ta’).
Or la seconde formule du n° 294, qui peut s'écrire ainsi,
Ta*é"c"= ^ ~ ^ ,
devient, dans le cas de /> =: 3,
Ta’é-c’=(®’>*-rJS.S,+ 3S..
D'ailleurs on a déjà trouvé
S,= o, S,= -3/>, S,= ~3ti, S,= 3;)’-4r;
d'où
Donc
S,= — QS, — RSj— SS,= — -xp'-h ^pr -I- 3ÿ'-*- ■xpr
= — 3/7* -(- &pr -H 3y’.
Ta’6V’= i3/7»-3</7r- 4/7’-t-i3^r-H6y’^
ou, en réduisant,
Ta’é’c’= q' — %pr.
On a enfin abcd, ou le dernier terme de l’équation, égal à r, d où abcd X Ta’ = abcd x S, = — 3/7r;
donc
C'= — 17’ -f- %pr ■+■ ipr = 4/7r — 7’.
Ainsi l’équation en u devient
u' — pu' — 4/7/ -t- 4/7T- — 7’ = O.
Remplaçant maintenant u par sa valeur tirée de l’équation (3), c'est-
à-dire par — ou plutôt par z -h /7, afin de conserver la réduite an
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troisièine degré et d’avoir des coeffidenta plus simples, on obtient 6nalement pour résultat
équation identique avec la ridmte obtenue (39é) d'après la première méthode.
Si l’on désigne par z', z*, z* les racines de cette équation, 4z', 4a‘, 4** seront nécessairement les carrés des trois combinaisons
a b — c — f/, a«(-c — b — rf, a d — b — c,
puisque l’on a remplacé, dans l’équation primitive en z, z’ par 4z.
Ainsi l’on a pour valeurs de ces combinaisons
CT-fi — c — d — ±1 yfr' , n-f-c — b — f/=dza v^.
Combinant ces trois relations avec l’équation déjà établie a-^-b-v-c-^-d = o,
on trouve premièrement, par leur addition,
4a= ±av/?±ay^±av/?,
d’où
Secondement, ajoutant la première et la quatrième, puis soustrayant de leur somme celle des deux autres, on obtient
d’où
4t = ± ay/?:p ay/z":^ Ry/î”, é= ±iy/?qziv/?zpiv^';
on trouverait, par des moyens analogues,
c=:,= iy/?.bly/?ZT:iy/?, f/= zp i y/?::p iy/?± i y/7'.
Mais il se présente ici une difficulté analogue à celle que l’on a ren-
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contrée dans l’emploi de l’autre méthode : elle est relative aux signes dont les radicaux doivent être affectés. Pour déterminer ces signes, il suffit de former le produit des trois combinaisons
Or, en les multipliant, on obtient pour produit • Tn* — Ta’é -(■ aïaéc;
et comme
Tû*=S,= — 3^, Tfl’é — S,S| — S,= 3^, Taic=— y, il en résulte
ce qui prouve que les radicaux i/?, v^, doivent être affectés de signes tels que leur produit soit positif si q est négatif, et négatif si q est positif.
On retombe ainsi sur les mêmes valeurs que celles qui ont été obtenues par la première méthode.
399. Scolie générale. — En appliquant la même méthode à l'équation du cinquième degré, on devrait chercher la valeur d’une fonction de la forme Aa -h /é fc -t- md ■+■ ne. Comme les cinq lettres a, b, c, d, e fournissent a4 x 5 ou lao permutations différentes (145), il s’ensuit que la détermination de cette fonction dépendrait d’une équation du cent vingtième degré, dont il faudrait ensuite, .*1 l’aide de quelques artifices d’analyse, faire en sorte d’abaisser le degré; mais jusqu’ici les efforts que l’on a tentés pour obtenir une réduite convenable ont été infructueux ; et l’on doute si jamais on pourra y parvenir, à cause de la longueur et de la complication des calculs.
Depuis longtemps les analystes ont cru devoir renoncer au problème de la résolution générale des équations, problème qui ne peut être d’aucune utilité dans les applications numériques; le seul avantage qu’offriraient les résultats serait do confirmer la proposition hypothétique (235) : Toute équation a au moins une racine.
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COMPLÉBIENT DE \A THÉORIE DES SUTTES
§ I. — Dbs séries récurrentes.
400. Nous avons vu (i83) que les fractions algébriques rationnelles de
nature particulière, connues sous le nom de séries récurrentes. Or on * peut se proposer, sur ces sortes de séries, deux questions analogues à celles que nous avons résolues pour les progressions par quotient, qui * sont d’ailleurs elles-mêmes (198) des séries récurrentes du premier ordre.
La première question a pour objet de déterminer le terme général dhtne série récurrente, c’est-à-dire une expression à l’aide de laquelle, le rang d’un terme étant donné, on puisse obtenir la valeur de ce terme sans être obligé de former d’abord tous ceux qui précèdent.
La seconde a pour but de revenir de la série récurrente à la fraction génératrice, ou, ce qui est la môme chose, de déterminer la somme des termes de la série.
Nous supposerons que l’on ait revu avec attention ce qui a été dit aux n“ 183 et 184 sur les séries récurrentes.
Première question. — Détermination du terme général.
401. Pour passer du simple au composé, considérons, en premier lieu, la fraction — î qui, comme on sait, donne naissance à une série
fl -+- O X
récurrente du premier ordre.
On a trouvé (1T9)
Or cette série n’est autre chose qu’une progression par quotient dont le
la forme
a a-h bx
• donnent lieu à des séries d’une
premier terme est et la raison — — x; donc, d’après ce qui a été dit au n" 192, le terme général de cette série, ou le terme, est
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Soit maintenant la fraction
■ ùx
mettre sous la forme (')
en posant
7—37 que l’on peut (379)
Désignons par x — yjot x — i/lesdeux facteurs du trinôme x’^-6’x et concevons qu'on ait décomposé l’expression (i ) dans la somme des deux fractions simples
A et B ayant été déterminés, soit par la méthode du n" 380, soit, plus simplement, par celle du n° 381 , on a trouvé
tq-
Comme chacune de ces fractions donne lieu à une série récurrente du premier ordre, si l’on forme ces deux séries séparément, ainsi que le terme général de chacune d’elles, la somme des deux termes sera le terme général tic la série du second ordre.
Cela posé, si l’on compare les deux fractions — à la frac-
tion —
pour laquelle le terme général est (401 )
il vient, pour le terme général de la série qui correspond à la fraction (i).
ou — ( -; -H -7: ) x"-'
Vl J
expression dans laquelle il ne s’agirait plus que de remplacer A et B par leurs valeurs obtenues ci-dessus.
Soit, pour exemple, la fraction
3 — IX 3 -I- 2x
I---XH
résultat qu’il est facile de vérifier par la réduction en série d’après la méthode dos coefficients indéterminés. Mais le principal avantage qu’on retire de la détermination du terme général, c’est de pouvoir obtenir un terme de rang quelconque sans passer par tous les termes intermédiaires.
403. Dans le cas particulier de /? = 7, le terme général de la fraction génératrice ne peut plus être déterminé de la même manière, pui^ue le
mode do décomposition en « est impossible (382).
Mais observons que, dans ce cas, la fraction, devenant alors
peut (même numéro) se décomposer en ces deux-ci ;
{^-pY
Or la seconde partie do cette expression donne lieu à une série récur-
rente du premier ordre, qui a (401) pour terme général
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(*4-g/>) ou (*~^) ‘
En développant ce second facteur par la formule du binôme, on a
n désignant le rang d’un terme quelconque ; donc le terme général correspondant à la première partie est
a-4-6pnÆ'"‘ //(st-t-gK) ..
£. -- , nu ^ * • y»-*
—J .ji-i ’
Ainsi le terme général qui correspond à la proposée (2) est
40 i. Le Cils où les deux racines i> et q sont imaginaires semble aussi devoir faire exception, puisque l’expression du terme général renferme les quantités p et <7, et qu’alors elle doit être elle-même compliquée d’imaginaires ; mais il est facile de s’assurer que les imaginaires se réduisent et disparaissent tout à fait.
En effet, si l’on remplace, dans valeurs
, A et B par leurs
il vient
Zq -k- ai
(gy +g)7y— (g7?-K,)y«
expression qui peut se mettre sous la forme
Cela posé, si l’on a
on a aussi nécessairement
d'où
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pq=zr'-l-i^, (r’-t- j’)", p^-' tf-' = {r’ + s')'-' ,
P — q = p' — tf = (r -+-J y/ — 1 )" — (r — s y/ — i )" = a^\/^
(on développant par la furmulo du binôme et réduisant); enfin — q'~' = a/' y/ — I.
Le terme général devient donc
xk y/— I
a 6 X ' yX — i
_r ■ , 6^' ly.-.
expression tout à fait débarrassée d'imaginaires.
40.'). Remarque. — En réfléchissant sur la marche que l’on a suivie pour la détermination du terme général relatif à une série récurrente du second ordre, on aperçoit facilement que la question est ramenée à la décomposition d'une fraction rationnelle en fractions simples; problème qui a été résolu à la fin du Chapitre VUl (n" 379 et suiv.).
Tant que les racines du dénominateur égalé à zéro seront inégales, la
décomposition en fractions de la forme ;
J. pourra toujours être opérée ,
et la détermination du terme général se réduira à celle d’un terme général d'une série récurrente du premier ordre. Mais s’il y a des racines égales, ou sera conduit à la recherche du terme général d'une expression telle que
0“ — -zst’ I >
(x-pf
ce qui est toujours facile par l’application de la formule du binôme. Toutefois, pour no rien laisser à désirer, il reste à indiquer comment on peut arriver au terme général d'expressions telles que
Soit d’abord l’expression
■n ) qui revient a
(x-/))> A(x -/))-» ou
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On a
et le tonne général de cette série est évidemment
ou, en simplifiant,
Donc !c terme général de l’expression proposée est
3—^ ou bien S
P 2 /V ‘ 2 pé^
De même,
(x — pY
revient à
\ pj P 2 />’ 2.3/1
série dont le terme général est
ou, en réduisant,
Donc on a, pour le terme général do l’expression proposée.
/>* 2.3 ff-' 2.3 pé*‘
et ainsi de suite.
Ainsi nous pouvonsaregarder comme résolu complètement le problème de la détermination du terme général d’une série récurrente.
Seconde question. — Sommation des séries récurrentes.
Cette question se divise en deux Parties ;
Ou l’on demande la somme des termes de la série tout entière, c’està-dire la fraction génératrice qui a donné lieu à cette série, ou bien la somme d’un nombre limité de termes.
La première Partie est la plus facile à traiter.
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407. Première Partie. — Soient A, B, C, D, E,’F,... les termes d’une série récurrente; et, pour Gxer les idées, supposons que la série soit du troisième ordre ; mais ce que nous allons dire s’appliquera aisément à une série d’un ordre quelconque.
La méthode est analogue it celle qui a été suivie (193) pour les progressions par quotient.
Désignons par p, </, r les quantités qui forment l’échelle do relation, c’est-à-dire les quantités constantes par lesquelles il faut multiplier C, B, A pour former D; puis D, B, C pour former E, et ainsi de suite ; on aura les relations
D = Cp -i- Bÿ -e A/',
E = D/J 4- C<7 -I- Br,
F = E/J -I- D^ ■+■ Cr,
G = F/> Ky -4- Dr,
Ces relations sont en nombre indéfini ; donc, si on les ajoute terme à terme, et que l'on appelle S IA somme ou la fraction génératrice cherchée, on obtiendra
S - A - B - C =/j(S - A - B) -4- j/(S - A) rS,
d’où l'on déduit
En suivant la même marche pour les séries du premier, deuxième, quatrième, etc. ordre, on peut former le tableau suivant ;
Premier ordre
Deuxième ordre •
) s ./jA-(A-i-B)
Troisième ordre
Quatrième ordre
g _/)(A-^B-f-C)-t-7(A-f-B)-t-rA-(A-t- B -f- C -i- D) .
P -<r <! -\- r -ir s — I ’
et ainsi de suite.
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Soit pour exemple la série du troisième ordre
i — ax^-3j:’ — lox*-)- 22x‘ — 5i.r'-i- laSx* dont l’échelle de relation sc compose de l’ensemble des quantités
( — X, -I- ax’, — 3x^);
on trouve, en appliquant la formule (3)j et observant que l’on a
ax, C = 3x’, p = — X, y = -h ax% r = — 3x*,
2x)-+-ax’ — I + ax — 3x’_ i — x — x’ x-f-ax’— 3^ — 1 J -f- X — ax’-i- 3x^
Il arrive quelquefois que, dans la série proposée, les deux ou trois premiers termes ne sont pas compris dans la loi de récurrence. Cela provient (184) de ce que, dans la fraction qui lui a donné naissance, le degré du numérateur est plus élevé que celui du dénominateur. Dans ce cas, pour obtenir la fraction génératrice, on commence par faire abstraction des termes dont on vient de parler; puis, après avoir obtenu, d'après les formules précédentes, la somme des autres termes, on y ajoute les termes dont on avait d’abord fait abstraction, en ajimt soin de réduire le tout en une seule expression fractionnaire.
408. Seconde Partie. — Dans les formules précédentes, il n’entre ([ue les premiers termes de la série et les quantités qui forment l’échello de relation ; mais, si l’on demande l’expression de la somme d’un nombre déterminé de termes, il faut en outre connaître les derniers termes de la série.
Soit encore une série récurrente du troisième ordre, dont les premiers termes sont A, B, C, D, E,. . ., l’ échelle de relation {/), y, r), et les derniers termes K, L, M, N. «
Puisque la série est du troisième ordre, on a les relations
D = Cp -H By H- Ar,
E = \)p -t- Cy -I- Br,
F = 'Ep -f- Dy -h Cr,
N = M/> -H Ly Kr.
Le nombre de ces relations est limité et égal au nombre des termes dont on cherche la somme, diminué de trois.
Cela posé, en les ajoutant terme à terme, et désignant par S la somme
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cherchée, on a évidemment
S-A-B-C=/>(S-A-B-N)+;7(S-A— N-M)-+-/-(S-N-M — L); d'où l’on lire
g /7(A-4-B-t-N)-H7(A-t-N-HM)-Hr(N-i-M-i-L)-(AH-B-t-C)
On pourrait également obtenir les sommes relatives à une série récurrente d’un ordre quelconque.
En comparant cette formule avec la formule (3) du n° 407, on voit ;
1° Que celle-ci se déduit de celle que l’on vient d’obtenir en négligeant tous les termes affectés de L, M, N,. .
a° Que, pour appliquer la formule (3)-, il suflit, comme nous l’avons déjà dit, de connaître les trois premiers termes et l’échelle de relation; tandis que, pour faire usage do la formule précéilentc, il faut absolument avoir les expressions dos trois termes qui précèdent celui auquel on a arrêté la série : ce qui exige que l’on sache trouver le terme général de la série, c’est-à-dire l’expression d’un terme do rang quelconque, question qui devient très-compliquée quand la série est d’un ordre un peu élevé.
409. Au reste, les formules relatives au cas de la somme d’un nombre déterminé de termes s’appliquent principalement aux séries récurrentes numériques.
Soit, par exemple, une série récurrente du troisième ordre, dont les trois premiers termes étant i, a, 3, le suivant est égatau double du troisième, augmenté do la somme des doux premiers; le cinquième est égal au double du quatrième , augmenté do la somme du troisième et du deuxième ; et ainsi de suite. Le développement de cotte série sera
Cela posé, pour obtenir la somme des onze premiers termes, on fera, dans la formule ci-dessus,
N = 6aa7, M = 2445, L = 96o;
ce qui donnera
_ XX 6a3o -+- 8G73 -t- q63a — 6 ,,
Si l'on demandait la somme d’un plus grand nombre de termes, par
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exemple la somme des cinquante premiers termes, il faudrait pousser la série jusqu'au cinquantième inclusivement, ce qui ne laisserait pas que d'étre fort long.
Ou bien il faudrait former directement les quarante-huitième, quarante-neuvième, cinquantième termes, d'après l’expression du terme général. Or, pour obtenir celui-ci par la méthode exposée précédemment, on commencerait par mettre la série proposée sous la forme
on rechercherait la fraction génératrice qui a donné lien à cette série, et on la décomposerait ( 402 ) en trois fractions simples pour chacune desquelles on obtiendrait un terme général. Faisant ensuite la somme de ees trois termes généraux, on aurait eclui de ta série n-ax-i-3.r enfin on supposerait x — i, ce qui donnerait le terme général ile la série i-i-a-(-3-t-9-i-a3 -+-.... Mais il est facile de s'assurer que tous ces calculs sont souvent impraticables.
En effet, si l’on applique la formule (3) du n° 407 à la série
i S- IX S- 3a:’-i- . .,
en y supposant
A = i, B = ax, C = 3x’, P = 2X, q — x‘, r=x‘, on aura
Or l’équation x’-i- x*-i- ax — i = o ne peut évidemment avoir quo des racines incommensurables; ainsi la décomposition de la fraction
- — ^ ^ en fractions simples ne peut se faire d’une manière
exacte. •
Ces réflexions prouvent que certains résultats analytiques, simples en théorie, sont quelquefois peu susceptibles d’application.
410. Nous terminerons la théorie des séries récurrentes par l'exposition d’un moyen dû à Lagrange, pour reconnaître si une série pro/msée est de la nature des séries récurrentes.
Ce moyen est fondé sur les observations suivantes :
1° Si la série proposée, que nous désignerons par S, est une série récurrente du premier ordre, elle provient d’une fraction de la forme a
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Or on a
/i' + li'x a' b'
ce qui prouve que la fraction renversée, ou, ce qui revient au même, l’unité divisée par la série proposée. S, doit donner pour ijuotient une fonction entière de x (230) égale it p + qx. Si cette division ne se fait pas exactement, c’est que la série (en supposant qu’elle soit récurrente) est du second ordre ou d’un ordre supérieur.
2° Si c’est une série récurrente du second ordre, elle provient d’une
fraction de la forme , -, î or on a
a + b X -t- e xè
rt’ -t- // X -H r'x’ _ n' ab' — bd cèc' — b{ab — ha'] ,
a -h bx ~ a a' a’(n -t- bx)
ou
p qx +
a-t-bx^ ’
ce qui prouve que l’unité, divisée par S, doit donner lieu h un quotient entier de la forme p + qx, plus un produit de x’ par une série récurrente du premier ordre, c’est-à-dire que, en désignant par S'x* le reste auquel on parvient après avoir divisé i par S et obtenu le quotient p -i- qx,
on doit trouver p égal à un quotient exact de la forme p ■+■ <fx-, et ainsi de suite.
4H. Guidé par ces considérations, Lagrange a donné la règle suivante pour reconnaître si une série proposée est récurrente.
Soit S = A -1- Bx -t- Cx’-i- Dx’-h. . . cette série.
Divisez l'unité par S, et poussez l'ojiération jusqu’à ce que vous ayez un quotient de la forme pk'-y-qx, et tel que S'x’ (S' désignant une série indéfinie de la forme A'-i- B'x C'x’-t-. . .).
2° Divisez S par S', et poussez l’opération jusqu’à ce que vous ayez un quotient do la forme /?'-(- q’x, et un reste tel ([ue S'x’ (S“ étant égal à A" -t-BV-t-Cx’
3° Divisez S' par S", et poussez l’opération jusiju’à ce que vous ayez un quotient de la forme p’ q'x, et un reste tel que S"x’.
4° Divisez S’ par S*", et poussez l'opération jusqu’à ce que vous ayez un quotient de la forme de p" -i- q" x, et un reste Sx'”, et ainsi do suite.
Dès que l’une do ces dissions se fait exactement, la série proposée est récurrente, et l’ordre de la série est marqué jiar le rang de la division qui s’est faite exactement. •
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Quant à l’échelle de relation de la série, on l’obtiendrait aisément (184) si l’on pouvait obtenir la fraction génératrice.
Or supposons, pour fixer les idées, que la troisième division se fasse exactement.
On aura donc la suite d’équations
l.a dernière donne
d’où, en substituant dans la seconde,
^ = p'-i- q'x -H = (p'-hq'x)[p"+q'x)-^x'‘
Donc
Substituant cette valeur dans la première équation, on trouve
ou bien
^ _[P-*- <l'^)[p“-^ ?"x) (p -4- qx)x'-^ (/■»"-)- q’x)x^
donc, enfin,
g_ {p'-^q'x)[p"+q’x)-hx^ ^
(p -i- qx) (/>'+ q'x) (//-+- q"x) -+■ (p -h qx)x‘ + (p"-^- q"x)x’’
expression qui, simplifiée, est do la forme
a -h bx + cx‘ a'-r- b'x ■+■ c'x’-H té'ar^’
et l’échelle de relation est alors (184)
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Prenons pour exemple la série
dont chaque terme s’obtient d’après l’expression générale
n désignant le rang du terme que l’on veut former.
Pour reconnaître si cette série est récurrente, on la mettra d’abord sous la forme
I -t- 3x + 6x’-f- iox*-t- iS.r* ai x*-f- 28x*-i- 36x'-t- 45x*-i-. . . .
Cela posé, en appliquant la règle ci-dessus, on trouve
S' ayant pour développement
3 -+- 8x i5x’-t- a4x*-i- 35x* -t- 48x*-+- 63x*-t- 8ox’ ■+■ pgx*-!-. .
(S'= I -H 3x -H Gx* -I- lox* ;
S' ~ I -H 3x -I- 6x’-i- lox* ‘ ~
quotient exact.
Ainsi la série est récurrente et du troisième ordre.
Pour obtenir l’échelle de relation, rapprochons les équations
nr — — x-t- —
la dernière donne
S7 = 5 ) dou 1 :
et par conséquent
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donc enfin
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Ainsi l’échelle de relation do la série i + 3x -1- Gx’ -f- ... se compose des quantités (3x, — 3x’, -t-x*), et l’échelle de relation de la série proposée, n-3 + 6-t-io est l'ensemble des nombres (3, —3, -t-i), ce qu’il est facile de vérifier.
Par exemple, le terme 28 se compose de la somme des produits des trois termes 21, i5, 10, multipliés respectivement par 3, — 3, -h 1.
N. B. — On voit encore que la règle précédente donne le moyen de retrouver l’échelle do relation d’une série récurrente, quand la trace en a été perdue.
§ II. — Des séries de nombres figurés et de celles QUI en dépendent.
Il existe encore une certaine classe de séries pour lesquelles on peut obtenir facilement le terme général et l’expression de la somme d’un nombre limité de termes : ce sont les séries numériques qui tirent leur origine d’une progression par différence.
Détermination du terme général de la série
a, b, c, d,.. . étant les termes d'une progression par différence.
On a vu (186) que, dans toute progression par différence,
ia.b.e.d.c.f.g./i. . .,
le terme général 1 a pour expression l = a -h (n — i) r, r désignant la raison et n le nombre des termes ; donc le terme général des puissances des différents termes de cette progression a pour valeur
Soit proposé, pour exemple, de trouver le quinzième terme de la série des cinquièmes puissances des termes de la progression
On aura, en faisant dans la formule n = i5, /n = 5, a = i , r 2,
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Sommation des termes de In série
a, b, c, d,.. i, l étant Ic.s termes d’une progression par différence. On a, d’après la formule du binôme,
6" = {« -I- ri"= mni^' -H m —
c"r= (ô H- r)"= 6"-- vrbf“~' -+■ m ~ ^ + . . , ,
f" = { X- -I- r)" = /■" H- mrk^-' -i- m — ^ -t- . . . .
Ajoutant toutes ces égalités membre à membre, et désignant par S„, S„_, , S„_„ . . ■ , S„ S, les sommes des ( m — ly''"", . . . puissances, on obtient
ou, réduisant,
formule qui renferme les sommes des puissances, depuis S„_, jusqu’à S, inclusivement. ^
(S, étant égal à a*-+- ô*h- c“ + . . X*-+- /" équivaut à n.)
Pour faire connaître l’usage de la formule (A), faisons successivement
Soit 1° m = I ; on trouve
Z — a = r(S,— /•); dou 8,= —^; — hi = -i j n,
résultat que l’on connaît déjà.
2° m = 2 ; il vient
Z'-«’=2r(S, — Z) -hr’(S,-Z*
d’où
^ n-ri- r(Z-a).
donc
Dieiti^ed :*
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OU bien, à cause de / = a -t- (n — i) r, d’où / — a -h r = nr,
{l-i-a)nr {/-+-a)n
' ir 2
résultat qui est encore connu (187).
3° m = 3; la formule (A) devient
résultat qui fera connaître S, en fonction de S, et de S„.
et cette formule donnera S, en fonction de S„ S,, S,; ainsi de suite.
D’où l’on voit qu’on pourra toujours obtenir la somme des puissances semblables d’un nombre déterminé de termes en fonction des sommes des puissances inférieures, quels que soient les degrés de ces puissances.
Prenons pour exemple la suite naturelle des nombres
et recherchons la somme des carrés, des cubes, etc. des n premiers termes. On a , d’après les formules précédentes , et en observant que a — i,
r ~ I J f Sj — /I,
1° S, = — ! -, ou
donc *
ou bien encore
£, /i(n-Hl)(2«-(-l)
3° n* — I = 4 (Sj — /!’) -)- 6 (S, — n’) -t- 4 (S, — n) -i- /i — i ; donc
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On trouverait pareillement
^ _ 6n‘-t- i5«‘ -f- lo«’— n 33 ’
et ainsi de suite.
X. J}. — Afin de distinguer les sommes des puissana-s semblables des termes de la série naturelle i, 2, 3,. . . des sommes relatives à toute autre progression, nous désignerons dorénavant les premières par /„ /„ /,;
en voici l’usage :
41a. On peut toujours, à l’aide do ces expressions, obtenir la valeur de la somme d’un nombre quelconque de termes d’une série dont le terme genérnl est une fonction rationnelle et entière du nombre des termes que l’on considère.
Soit, pour fixer les idées, une série dont le terme général esX an>, a étant un nombre connu quelconque , p un exposant entier et positif, « le rang du terme que l’on considère.
La série iiroposée est alors do la forme
« 1' -H n2’’-4-«3'’-i-« 4'’ -*-•••■+■ an’’.,
série qui revient évidemment à
o(iî’H-2'’H- ae-t- «P) = aj^.
Do môme, une série dont le terme général est exprimé par
revient à
a n" ± b n’’ ± en’
Or les expressions /, sont connues d’après les formules du
n“ 414 ; ainsi la somme des n premiers termes do la série proposée est également déterminée.
41 G. Application aux séries de nombres Jtgurts. — On appelle ainsi les séries que l’on déduit d'une progression par différence, dont le premier terme est l’unité, cl la raison un nombre entier, en faisant successivement la somme des deux premiers, des trois premiers, des quatre premiers, etc. termes de la progression, et opérant ensuite sur la nouvelle série que l'on obtient par ce moyen, comme on a opéré sur la progression; et ainsi de suite.
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APPLICATION ADX SSIIIS DE NOMBRES FIGURÉS. 5g3
Soit d’abord la progression naturelle des nombres
fl. a. 3. 4. 5. 6.
Les séries
I, 3, 6, lo, i5, 31, 38,...,
I, 4, lo, 30, 35, 5G, 84,...,
dont la première se forme en ajoutant alternativement les deux premiers, les trois premiers, etc. termes de la progression proposée, dont la seconde se forme « l'aide de la première, comme celle-ci s’est formée au moyen de la progression, dont la troisième est déduite de la seconde, comme celle-ci l’a été de la première, etc.; ces séries, dis-je, sont celles des nombres figurés de la première classe.
La première est la série des nombres triangulaires;
La seconde, celle des nombres pyramidaux triangulaires.
Les séries qui viennent après la seconde n’ont pas reçu do dénominations particulières.
La progression f 1.3.5.7.0.11 .. .3/1 — i donne naissance aux nombres figurés de la seconde classe; et les séries qui en dépendent sont, d'après _ la loi ci-dessus,
La première de ces deux séries est la suite des nombres carrés ; la seconde celle des nombres py ramidaux qiusdrangulaires .
Ces dénominations proviennent de l’analogie que ces nombres ont avec certaines figures géométriques.
417. Les séries qui viennent d’étro formées jouissent de plusieurs propriétés curieuses, dont nous ferons connaître la plus importante : c’est que l’on peut toujours former leur terme général et obtenir l’expression de la somme des n premiers termes en fonction des quantités
En effet, pour uno progression quelconque, la première des séries qui en dérivent est telle, que son terme est égal à la somme des n premiers termes de la progression proposée; donc 1° ce terme peut toujours être exprimé rationnellement on fonction de /i ; 3° puisque ce terme général est une fonction rationnelle de n, la somme des n premiers termes peut (413) être exprimée au moyen des sommes /„..., dont les valeurs sont connues.
Alg. B. 38
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Ainsi soient la progression
et les suites qui en dérivent
I, 4, 10, ao, 35,...,
La somme des termes de la progression étant > 1® terme général de la première suite est , ou d®"® (élS) la
somme des n premiers termes de cette suite a pour expression
ou, remplaçant /„ /, par les valeurs (4U),
expression qui peut encore s’écrire ainsi :
De même le terme général de la seconde suite étant
-) ou -^n' -n‘ s--n,
on a pour la somme des n premiers termes de ectte siàtc ë ^ a 3 >
ou, s.ibstituant pour leurs valeurs,
n*-t- an’-<-n’ a/j*-;- 3n’ « n’-i-n
a4 la b
_n‘-t-6n’-i-iin’-i-6n n(«-(-i)(n-i-a)(n-(-3)
T4 ÏX4
On aurait de même, pour le terme général de la troisième suite,
/!*-(- 6 /»’-(- Il 6 /J I . I , Il , I
) ou — 7
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et, par conséquent, pour la somme des n premiers termes,
«*-(- ion‘-i- 35/i*-4- 5on’-i- _ n (n -t- 1) (/7 -I- a) (/» -t- 3) (« -+- 4) _
îaô ~ I .% .3.4-5 ’
ainsi de suite.
N. B. — 11 est à remarquer que les expressions
ne sont autre chose que les termes généraux des coefficients du développement de ( i — en supposant successivement /n = a, m = 3, /« = 4 ,
m = 5, . . . {voir à ce sujet le n° 406).
418. Soient encore les nombres figurés qui correspondent à la prO' gression
ï I. 3. 5. 7. g. . . an — i,
savoir
Le n‘'”“ ternie do la série des nombres carrés, étant la somme des n premiers termes de la proposée, a pour expression
(an — I -I- i)n ,
Donc la somme des n premiers termes do cette même série est égale
■ r / ijc\ ■ 3n’-i- n .... ,
a j„ ou (412) a ^ > expression qui revient encore a
n(n -I- i) (an -i- i) a. 3
Le n“"' terme de la seconde série étant
7 ou bien 4 -f- - n’ -1- i n ,
on a, pour la valeur de la somme des n premiers termes,
ou bien encore
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On trouverait de la même manière les termes généraux et sommatoires des séries qui résultent do toute autre progression (*).
§ III. — Retour des suites, ou méthode inverse des séries.
419. La méthode des coeflicients indéterminés donne, en général, le moyen de développer toute fonction de x suivant les diverses puissances de cette lettre. Réciproquement cette fonction , que l’on peut désigner par J» , étant développée suivant les puissances de x, on peut, par la même méthode, obtenir le développement de la quantité x suivant les puissances de y, et c’est en cela que consiste le retour des suites, ou la méthode inverse des séries.
Soit
(i) y = ax -h bx^ -h cx^ -t- dx^ -i-
la fonction développée suivant les diverses puissances de x {a, b, c, d,... étant des quantités connues) ; on demande réciproquement la valeur de x en jr, c'est-à-dire les coefficients du développement
(a) X = A/ -t- Bjr’-t- C/’-t- D/'-k
Pour y parvenir, élevons successivement au carré, au cube, etc. les deux membres de l’équation (i); il vient
r'= a'x'-t- %ab x' -V- é’ x'-t-uad x'-f-...,
-h a<Jc -i-ibc
a’x’-i- 3fl’èx'-+- 3ni’ x‘-t-...,
3rtV
X'= a'x* éo’éx*-!-. . .,
d’où, substituant dans l’équation [%) et ordonnant,
O = Xa X -h Xb x’-+- Ac x’-i- Xd x' ■+■
— I -(- Ba’ -i-aBaé -t- Bi’
-H Ca* -t-aBac
-l-3Ca’é -I- Da'
Égalant à zéro les coefficients de .r, .r’, x*, x*,. . . , on obtient les équa- (*) r'oir la Note VIII à la fin du volume.
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lions
Aa— 1 = 0, A6-i-Ba’=o, Ac -i- aBaé -f- 00*= o,
Kd-h Bé’-t- aBac -h 3Ca’i -+- Do* = o,... ,
desquelles on déduit successivement
^_i Aé _ Ac — aBafe _ — ac
5aéf — 56* — a’rf
Ainsi l'on obtient pour le développement demandé
I b , ib' — ac , 56’ — 5abc-hd‘d ,
rt"' a* ’’ a' '
iV. B. — Si l’on a un développement de la forme
y = a ax -!r 6x’-t- cx’-t-. . . ,
il est facile de s’assurer, en reprenant la méthode précédente, que l’on ne peut pas* développer x suivant les puissances de la fonction y ellemême ; mais on peut faire ^ — a = z, ce qui donne
z = ax-4-6x’-(- C3?-\-, . . .
Posant ensuite
X = Az H- Bz’-(- Cz’-t-. . .,
on déterminera les coefficients A, B, C,. après quoi l’on remettra pour z sa valeur y — a ; et alors le développement do x procédera suivant les puissances, non de la fonction y, mais de l’expression y
Application. — Soit, pour premier exemple, la série
J=X-HX*-l-X*-)-x‘-l-x’-f-....
Posons
X = A/ -i- B^-’ + Cj’ -I- Dj* H- Ej* -t- . . . .
En formant, comme ci-dessus, les diverses puissances de r, et substituant leurs valeurs dans la seconde identité, on obtient les équations suivantes :
A “ 1 = 0, A -H B = O, A -I- rB -t- C = O, A -t- 3B -t- 3C -t- D = o, A-i-4B-t-6C-t-4D-+-E=o;
d’où l’on déduit successivement
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Donc
Et, en effet, x -1- x’-i- x*-+-. . . est une série récurrente dont la fraction génératrice est (410) ■ ^
Ainsi l'on a
r = — d'où l'on tire x = —
Or, en développant cette dernière expression en série par la division, on trouve
Soit, pour second exempte, l’équation , , X x’ x’ X*
dont le .second membre n'est autre chose que le développement de e* (voir n“ 220).
En faisant^ — 1 = s, on a
Posons alors
(2) .r = Ai -e Bz’-*- Dz‘ -I- . . . .
En formant, ù l’aide de l’identité (i), les diverses puissances de z, puis substituant leurs valeurs dans l’identité (2), on sera conduit aux équations suivantes :
A— 1=0, — hB = o, ^-t-B-+-C = o, -T-*-- 1 -^D = o,...;
d'où l'on déduit
Donc le développement de .r en 3 est
n * rv *
ainsi l'on a, pour celui de xen^-,
_ (r-i) Lr-i)V (r-i)’
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Obserrons d'aillours que l'équation y donne (208) dans le système ■épérien
x — l.y, donc l.jr
_Cr— ') (r— i)’ , (r— i)’ (.)■ — 1)‘
Tel est, en elTet (225), le développement en série du logarithme naturel d'un nombre.
La méthode inverse des séries est d’un usage peu fréquent, parce qu’il est dilTicile de reconnaître, d’après la nature des calculs, une loi de formation |X)ur les coeflicients; et l’on est souvent obligé de déterminer un grand nombre de coefficients avant de pouvoir saisir cette loi.
421. Nous terminerons ce que nous avons à dire sur cette méthode par la rcnianjuc siiirante :
Si l’on a une équation de la forme
ar -+- i/’ -t- cjr* -h. ..= a'x -t- b'x' -t- c'j^
formée par deux séries, et qu’on veuille exprimer en x par une série telle quej^= Aj: -h Bx’-i- Cj’-h. . il faut, pour obtenir A, B, C,..., former les diverses puissances,^’, à l’aide do cette dernière équation, puis les substituer dans la première, ce qui donne alors une équation identique en x, dont on égale séparément à zéro les coefficients correspondants.
Mais les calculs dans lesquels on est ainsi entraîné sont souvent impraticables, parce que les coefficients Â, B, C,... entrentdans les équations de condition à des puissances de degré supérieur au second.
§ IV. — Des SÉRIES trigonohétriques et circulaires.
Nous compléterons la théorie des suites par la recherche du développement des trois lignes trigonométriques princiiiales, sinx, cosx, tangx, suivant les diverses puissances de Tare x, séries qui servent à la confection des tables trigonométriques.
Développement de sinx et de cosx.
422. Pour résoudre cette question, nous partirons de la formule (cosrt -t- sina 1)"= cosma -t- sinmay/ — i, démontrée (380).
Si l’on développe le premier membre do cette équation d’après la formule du binôme, il est aisé do voir que le développement se compose de
6oo
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deux parties distinctes : une partie réelle et une partie affectée de y/~ • Or, pour que l’équation précédente puisse exister, il faut qu’il y ait séparément égalité entre les parties réelles des deux membres et entre les deux parties imaginaires.
Supposons donc le développement effectué; nous obtiendrons les deux nouvelles équations
cos ma = cos^a — m ««j.
cos”'~'a sm*a
m —i m — am — 3 ..
m — cos”*"*a sin*a. . . ,
sin ma = m cos*""' a sina — m
cos”~^a sin’ a
Ces formules servent, en Trigonométrie, à déterminer les sinus et les cosinus des arcs multiples ma en fonction des sinus et cosinus de l’arc a ; mais on peut aussi en déduire les valeurs du sinus et du cosinus d’un arc en fonction de cet arc.
Observons d’abord que, d’après la relation
tanga =
sina
COSrt’
on peut mettre les formules précédentes sous la forme
cosma
= cos^a^i —
m tang’a
sin/wa = cos'"a tanga — m Cela posé, faisons
m ; — tang*a
J— Ung>a
ma—Xy d’où m=-;
ces formules deviennent
cos.r =
^ m f — « tang’a
cos”a ( 1 — - X
X — a X — aax — 3a tangua
sinx = cos’
, / tanga ’a I X —
X — g X — 7a tang’a
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Remarquons actuellement que les trois quantités x e,im étant liées par la relation
ma X ou m = — 7
on peut faire varier m et a de manière que leur produit x reste constant; car si l’on prend pour par exemple, une suite do valeurs tout à fait arbitraires, les valeurs do m correspondant à ces valeurs do /i et à la
JC
valeur constante de x s’obtiendront au moyen de la relation //i = — •
D’un autre côté, on sait, d’après les principes de la Trigonométrie, que
plus un arc a diminue, plus il approche de devenir égal à son sinus et sa
. . • ^ V J- f sinûT tanga ,
teingente; ce qui revient a dire que le rapport ou — tend sans
cesse vers l'unité, et que, quand on suppose l’arc moindre que tout arc donné, ce rapport ne diffère de Tunité que d’une quantité moindre que toute grandeur donnée, en termes algébriques; si l’on suppose a = o, il en résulte
sino
tango
D’après ces considérations, faisons a = o dans les deux formules cidessus : les premiers membres ne changeront pas, puisque l’on suppose r constant; mais les seconds membres deviendront
cos
d’ailleurs on a
S'"o( I IH — I r
IH
coso = I , d’où cos*"o = 1 ; donc, enfin, l’on obtient
COSX = I h
sinx =
C^) £n appliquant aux séries (Â) et (B) les principes établis à la fin du Cha* pitre VI {Note sur les séries convergentes^ il est aisé de reconnaître qu’elles finissent toujours par devenir convergentes.
En effet, le rapport d’un terme quelconque au précédent peut être exprimé
6o2 chapitre X.
424. Pour faire servir ces formules à la conslruction des Tables trigonométriques, il faut supposer : i® que l’on connaisse le rapport r = 3, i4i59'a6. . . de la circonférence au diamètre, ou de la demi-cir* conférence au rayon ; a® que x représente la longueur d’un arc d’un certain nombre de degrés, rapportée au rayon pris pour unité.
D’après cela, soit proposé de déterminer le sinus et le cosinus de l’arc d'une minute.
Comme la domi-circonférence dont le rayon est i a pour valeur 3,1415926..., il vient, pour le quart de circonférence, 1,5707963..., el pour l’arc de i', qui est le loooo*'"^ du quadrant dans la division centésimale, 0,00015707963. Il suffit donc do substituer dans les deux formules (A) et (B) cette valeur à la place de x, en calculant les deux premiers termes seulement; car il est visible que les autres seraient extrêmement petits. On i^eut même observer que, les termes étant alternativement positifs et négatifs, l’erreur commise s’estime (176) par le premier des termes que l’on néglige.
Prenons, par exemple, le premier terme x de la série relative au sinus,
pour exprimer sin i ; 1 erreur commise est moindre que ^ ^
Or on a
(0,00015707. ..)’< (0,00016)’, ou 0,000000000004096;
le sixième de cette expression est moindre que 0,000000000001 : donc la valeur do sin i ' ne diffère pas de l’arc lui-même dans les douze premiers chiffres décimaux.
En général, tant que x sera une fraction, ce qui aura toujours lieu si l’on considère un arc moindre que le huitième de la circonférence (ou 5o degrés), les deux séries seront très-convergentes, et un jietit nombre
pour la premicro série, par
et, pour la seconde, par
2n(an-4-i)
(« désignant le rang du terme h partir du second).
Or, X ayant une valeur finie et déterminée^ il est toujours possible do prendre n assez grand pour que le rapport soit uuc fraction; et cette fraction diminuera indéfiniment à mesure que n augmentera.
Ainsi ces séries rentrent dans le premier cas du n® 2 de la Note qui vient d'ôtre citée.
COMBINAISONS DES SÉRIES TRIGONOMÉTRIQCES, ETC. 6o3 de termes suffira pour donner des valeurs Irès-rapprochées de sinx et de C08X.
42S. Les séries (A) et (B) donnent lieu à des conséquences assez importantes, que nous allons déduire successivement.
Première conséquence. — En comparant ces deux séries
cosx = 1
sin X = —
à celle qui donne le développement de c‘ (229),
, X X xf X
un voit que leur somme donne cette dernière série, aux signes prés, de deux en deux rangs; mais si l’on remplace dans celle-ci x par xy^— 1 , et qu’on multiplie les deux membres de (B) par y/— i , on aura, en se rappelant que les diverses puissances de \/—i sont périodiquement
cos r 1/— I sinx = I H — I
X — .r xr ! X
-y/—! ôV — H
donc
cosx ■
. En changeant x en — x, et observant que cos (— x) = cosx, et sin( — x) = — sinx, on trouverait
cosx — y/— isinx;
ce qui donne enCn la nouvelle formule
(C) cosx ± I sinx.
N. B. — Les valeurs qu’on vient d’obtenir pour com-
binées par addition et par soustraction, conduisent aux deux formules
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suivantes, qui sont employées assez fréquemment :
cosx = ^ -t-
sinx = —7=
426. Deuxième conséquence. — Si, dans la formule (C), on met nx à la place de x, n étant un nombre réel quelconque, il vient
008/ix ± \/ — 1 sin/ix;
d'un autre côté,
=: (cosx ± — I sinx)*;
donc
(cosx ± ^ — I sinx)' = cosnx ± y/ — 1 sin/jx.
■\insi la formule (cosn ± sinnv^—i)"= cos m<n- sin ma/ — i , qui n'avait été démontrée (380) que dans le cas où m était un nombre entier et positif, est maintenant vériBée pour un exposant quelconque.
427. Troisième conséquence. — De la formule (C) on déduit encore, en prenant les logarithmes des deux membres dans le système népérien ,
±x/— I = l. (cosx± y/ — isinx) ;
d’où, en séparant les deux formules contenues dans celle-ci, et retranchant la seconde do la première,
ou bien
ix^—i = /.
cos X -I- y/— I sin X cosx — sinx
2xy^=f.
I — V^^tangx
Or on a trouvé (226)
faisant dans cette formule y = ^ — i tangx, on obtient , > I tangx (. _ tang’x tana'x
s£bies cibcdlaibes.
donc
/ — /, lans’x tang‘x \ , —
ax v— I = a i tangx 1 1 1 • • j v— « ,
et, par conséquent,
X = tangx -
tang’x tang^x
Cette formule donne la valeur d'un arc en fonction de la tangente de cet arc. Donc, par la méthode inverse des séries (417), on pourrait développer réciproquement tangx en fonction de x; mais on parvient aussi à ce dernier développement par le moyen qui suit :
Soit
tangx = Ax Bx’-t- Cx*-t- Dx’-i-. . .
(en observant que la tangente, de même que le sinus, ne peut renfermer dans son développement aucune puissance do degré pair de l’arc, puisqu’elle doit changer le signe avec cet arc).
Pour déterminer A, B, C, . . . , on substitue dans la relation
tangxcosx - sinx,
à la place de sinx et de cosx, leurs développements trouvés au n° 421 , puis, à la place de tangx, la série ci-dessus; et il vient
(Ax-i-Bx^-i-Cx'-+-Dx’...)(i- — -h— ^
Effectuant la multiplication indiquée, et égalant les coefficients des mêmes puissances de x, on trouve successivement
et ainsi de suite.
428. Les analystes ont fait servir la formule (D) du numéro précédent
CHAPITRE X
à la détermination du rapport approché de la circonférence au diamètre. Pour que celle formule puisse être utile, il faut que l’arc dont on cherche la valeur soit tout au plus égal à 5o degrés, puisque l’on a tang5o'= i . Cela posé, soit 5o*= m n, et prenons pour m l’arc dont la tangente
est égale à 71 auquel cas on a, d’après la formule (D),
série très-convergente et dont la loi est manifeste. D’ailleurs l’équation 5o*= m -4- n donne
d’où
tangn =
langSo*— tangm _ ' 4 _ 3_
n- iangm langSo* ~ I ~ 5'
donc, en appliquant encore la formule (D),
ainsi (//i -4- /i), ou l’arc do 5o degrés, est représenté par la somme des deux séries
La seconde de ces deux séries n’est pas très-convergente, et il faudrait un assez grand nombre de termes pour obtenir un degré d’approximation sulCsant.
439. Mais on peut parvenir à deux autres séries beaucoup plus con vergentes.
Soit V l’arc dont la tangente est égale ù il en résulte
5~3.5’'*‘5TV~7.5’'^ Or on a, d’après les formules trigonométriques.
tangae
a lange 5 , 2 tanga e 1
/ .■ = — ) tang4e = -^^-7 — = 1-4
I — lang'e la i — lang’ae iig
Comme celte dernière tangente diffère très-peu de l'unité, on peut déjà conclure que l’arc 4 e diffère peu de 5o degrés, cl qu’ainsi la tangente de 4e — 5o» doit être une fraction très-petite.
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Cela posé, soit z=. — 5o®, d’où tangz = tang(4*'— - 5o®); il vient
tane 4 * *
tangz = — -r = “ô“î
n-tang4»' 239
donc
d’ailleurs l’équation z = — 5o® donne
Mettant dans cette expression, à la place de i> et de z, leurs valeurs, on obtient
d’où l’on conclut enfin, pour le rapport de la circonférence au diamètre, ou pour le rapport de la demi-circonférence au rayon,
Il est facile do s’assurer que les quatre premiers termes de la première série et les deux premiers termes de la seconde donnent la valeur de tt à moins de 0,00001 près.
430. Conclusion générale. — En réfléchissant à tout ce qui vient d’être dit sur les séries circulaires ou trigonométriques, on voit le parti que l’on peut tirer de l’emploi des symboles imaginaires pour résoudre des questions d’une très-grande utilité. Comme, pour parvenir à ce but, on étend à des expressions imaginaires des formules qui d’abord n’avaient été reconnues vraies que pour des quantités réelles, on pourrait être tenté de révoquer en doute l’exactitude des résultats auxquels on est conduit ; cependant si, après certaines transformations, on parvient à des expressions débarrassées d’imaginaires, qui s’accordent avec celles que fournirait un raisonnement rigoureux et direct, on est forcé d’admettre la légitimité des moyens employés.
C’est ainsi que les analystes ont fait les découvertes les plus importantes, auxquelles on ne parviendrait que très-difficilement par des moyens en apparence plus satisfaisants.
CHIPITBE X. — COKCLCSlOn GtXfiBALE.
La métbode suivie pour obtenir les expressions de sinar et cosx offre encore l’exemple d’un raisonnement qui conduit promptement au but, quoique laissant d’abord un peu de vague dans l’esprit.
Pour parvenir à ces expressions, on suppose que, l’arc a devenant nul ,
le rapport se réduit à i. Au premier abord, on a de la peine à
concevoir que, l’arc étant nul, il puisse exister un rapport entre l’arc et sa tangente, et que ce rapport soit égal à i ; mais si, au lieu de supposer l’arc tout h fait nul, on suppose qu’il ne diffère de zéro que d’une quantité extrêmement petite, le rapport entre la tangente et l’arc est alors calculable et diffère très-peu de l’unité; et plus l’arc est petit, moins le rap|)orl diffère de l’unité. D’où l’on peut conclure qu’à la limite de décroissement
de l’arc, c’est-à-dire quand a devient ««/, on a = i . L'exactitude
des formules auxquelles on parvient ainsi, exactitude qui se trouve vérifiée par les applications que l’on en fait à la détermination des sinus et des cosinus de certains arcs, confirme aussi l’exactitude des principes qui y ont conduit.
La considération des rapports des grandeurs variables, dans les limites de leurs accroissements ou de leurs décroissements, est l’objet de l’^nafyse infinitésinmlc , nouvelle branche de Mathématiques à laquelle la théorie des séries peut être regardée comme une espèce d’introduction.
K0TI0N8 SUR LBS NOMBRES INCOMMENSURABLES
AOTES DE M. PROÜHET.
NOTE I
NOTIONS SLR LES NOMBRES INCOMMENSURABLES. (Page 117.)
Lorsque les grandeurs d'un certain ordre sont rapportées à l’iino d’elles prise comme unité, on peut les partager en deux classes, suivant qu’elles ont ou qu’elles n’ont pas de comnume mesure avec cette unité.
Les grandeurs do la première classe, que l’on nomme pour cette raison eommensurables^ sont formées par U réunion successive do plusieurs unités ou de plusieurs parties aliquotes de runité. Elles sont alors exprimables par un nombre entier ou fractionnaire qui en donne l’idée la plus nette et permet au besoin de les reproduire.
Les grandeurs incommensurables avec leur unité no sont pas susceptibles d’une génération ni d’une expression aussi simples. 11 faut rccouiir, pour les déduire de leur unité, à des opci'Ations d'un ordre plus élevé.
Considérons, par exemple, On sait qu’il n’existo aucun uombie dont le carré soit égal h 2, mais qu’on peut trouver une série de nombrc.s croissants dont le carré soit inférieur à 2, et une autre série de nombril dcoroissants dont le carré soit supérieur à 2. Imaginons donc que l’on ait porté sur une ligne droite, à partir d’un certain point O, des longueurs coniinerisurabîes OA, OA', O.A*,. représentées par les nombres de la première série, et des longueurs OR, OR', OR",..., représentées par les nombres do la seconde série; comme les distances R.\, R' A',... vont en décroissant et peuvent devenir moindres que toute distance donnée^ on conçoit qu’il existera entre la série des points A et celle des points B un 'point de démarcation M. La distance CM, limite commune des longueurs OA, OA', OA*,... et des longueurs OR, OR',
OB",... sera représentée par
Ainsi l'expression ^3 représentera une grandeur aussi bien que 5, C, :
c’est pourquoi nous dirons que ^ est un nombre, et nous le nommerons Incommensurable, quoique cette qualification appartienne plutôt a la grandeur représentée.
De mémo J/5, y^ii, ^8 — représenteront dos grandeurs incommen-
surables avec l’unité. On conçoit qu’il existera une grande variété de nombres incommensurables. Les plus simples sont les radicaux et leurs diverses combinaisons. La suite de l’Algèbre nous conduira à d'autres classes de nombres incommensurables.
Jtg. B.
NOTE II
6lO
Dans lo calcul algébrique, où Ton n’a en rue que les opérations à effectuer ftur les grandeurs, indépendamment de ces grandeurs cllcs-^mèmos, on n*a pas à tenir compte de leur naUirc coramciisiiraMe ou incommensurable, parce que les transformations qui constituent ce calcul sVxéciitent en vertu de (liéo> rèmes démontres |K)ur des nombres commcnsurables, et que l’on étendra sans peiiiu à des nombres incommensurables.
Par exemple, on a démontré que nb = ba lorsque a et b sont commcnsurables. Or, si a et b sont incommensurables, ab sera la limite (*) d’uno série de produits
a', b\ A", . étant des nombres rationnels (**) ayant respecti-
vement a et b pour limites. De même ba sera la limite des produits
et comme on a constamment
on en conclut qu’on a aussi, à la limite, ab = ha.
NOTE II
SUR l’équation du second degré.
(Page i/|0.)
Lorsque a est très-petit, le numérateur et le dénominateur de la formule (i) sont très-peu différents do xéro; de sorte que, si l'on veut obtenir la racine correspondante avec une certaine approximation, il devient nécessaire de cal-
(•) La limite d’une grandeur variable est une grandeur fixe dont la première approche continuellement de mantèi'e à en différer d’aussi peu qu’on voudra.
('*■) Le nombre ou rapport commensurable est encore nommé rationnel. L’étymologie de 'ce mol ne pouvant en donner qu’une idée fausse, nous croyons devoir transcrire ici une Note de M. Terquem. {Journal de Mathématiques pures et appliquées de M. Liouville, mars i836.)
« On trouve dans Kepler {Harmonitr inundif p. lo, édit, de un point
de philologie innthcniatique qui éclaircit une expression de sens assez louche. Les Grecs distinguaient deux sortes de rapp<»rts ; les uns exprimables, ejfables, Xoyoi; les autres non exprimables, ineffables^ âxo)ot. Or le mut xoyc; a deux acceptions : pakole (a’crùnm) et raison {ratio). Au lieu de prendre la première, les Latins, en traduisant, ont pris la deuxième : do là le rapport rationnel et le rapport irrationnel^ ce qui ii'a pas de sens; tandis que l’expression exact*' est rapport exprimable ou rapport inexprimable. Cette observation de Kepler est d’une grande justesse. •
SUR L’fiQUATlON DU SECOND DEGR6. 6i I
culer ses deux termes axec un grand nombre de chilTtes décimaux. formule (a) n'oQre pas le même inconvénient, mais on peut proiiter de ce que x'
diffère alors très-peu de ^ pour en obtenir des valeurs do pins en plus approchées.
En eflfet, si 1 on pose a = on pourra écrire
7 désignant une quantité très-petite. En portant cotte valeur dans l’équation pi'oposée a.c*H- bx = c, on aura
équation qui déterminera la valeur do 7. En développant et remarquant que è* — c = 0, on aura
(3) <*7*-+-(é 4- aaa)7 = — n«*.
Cette équation étant dans le même cas que la première, sa plus petite racine
devra tiès-peu différer de — , et même de — -4—* Posons donc
et remplaçons 7 par cette valeur dans l’équation (3), nous aurons, toutes réductions faites,
ax*-|-(3fl/î -+-aaa-+-é)r=: —
On obtiendra une valeur très-approchée do la plus petite racine de cette
équation en prenant la fraction —
; mais, comme est beau-
2a^-t-2ax-hb*
coup moindre que 2 a a/3, et 2a ^ -h 2ax beaucoup moindre que é, on pourra prendre
2aa^
pour valeur approchée do s; et ainsi de suite.
En s’arrêtant là, on aura pour x* la valeur apprcchéo
et, en remplaçant a et /3 par leurs valeurs,
e ac* 2 a* c*
La racine x' étant calculée, l’autre «'obtiendra par la formule
nOTB IV.
NOTE III
DËVELOPPEIIENT DE {a -h b )*.
(Pajje a^î.)
Pour obtenir {a -h il faut changer, dans la formule
(a-4- ^)* = «• -hmo*"”' — J— ^
i en ce qui donner», on »e rappelant que les diverses puissances de
^ — I sont périodiquement {4- V^— 1, — ■. •+■')•
ou, en réunissant les termes réels et les termes imaginaires, et mettant en facteur commun,
(a i V/HT)- = I a- - a— 6*
-ï- y-M I ma"*-* b a*»—* "1" * • ‘ J |*
On voit que la partie réelle est composée des termes de rang impair du développement de (cJ -t-é)"*, pris allernativcmeiit avec le signe -H et le signe — . cl que le polynôme qui multiplie s/ — i sc compose de la mémo manière avec les termes de rang pair.
NOTE IV
SUR L.V B.tSE DES LOGARITHHES NÉPÉRIENS. (Pstgo 3aa.)
1 . On peut encore démontrer que e est U limite vers laquelle tend à mesure que rn prend des valeurs de plus en plus grandes.
SUR LÀ BàSE des logarithmes KtPfiRIENS. 6l3
En effet, supposons d’abord m entier et positif; nous aurons, d’après ia for<' mule du bindmc,
hiY-
I m(m — i) I -hm 1 i
ou
Posons
SS a -J-
,_JL
il en résultera
d’où
Donnons d’abord à n une râleur constante et faisons croître m indéfiniment. Si l’on compare terme à terme les expressions de et S!,, on roit que ces deux quantités différent de moins en moins et que 1a limite de leur différence est zéro ; donc on aura
>-^)" = li<n(R'.-R.).
Or, si maintenant on fait croître n indénniment, on sait que * pour limite zéro, puisque la série e est conrergente; d’un autre côté, les termes de sont respectiroment moindres que les termes de môme rang de Rn* Donc R« est
6i4 kote IV.
moindre que el a é^'alemcut téro pour limite. Donc on aura
-lin, (.+ !)’= O.
ce qu*il fallait trouver.
2. ]Sous avons f.-iit varier m en faisant passer cette quantité par des valeurs entières. Je dis maintenant que, si m tend vers Tinfini en prenant des valeurs
fractionnaires.
aura aussi c pour limite.
En effet, désignons par h le plus grand nombre entier contenu dans m; nous aurons
inégalités que 1*011 peut encore écrire
(-TirV
Or, lorsque h tend vers l’infîni, on a
d'ailleurs
dune le premier et le dernier membre des inégalités précédentes ont pour
I imite r. Donc
1 qui est toujours compris entre ces deux quantités,
a aussi r pour limite.
3. Supposons en dernier lieu m négatif ci mettons le signe en évidence. On a
rï
el Ton voit aisément que le dernier membre a pour limite r.
DES FONCTIONS DÉRIVÉES
et, par suite,
La comparaison de ccs deux résultats donne ce théorème important
NOTE V
DES FONCTIONS DtBIVfiES.
(Page 341.)
Notions préliminaires.
1. l'ne quantité variable^ est dite fonction d’une autre quantité xariable x\ toutes les fois que chaque valeur de y dépend, d*apri>s une loi quelconque, de la valeur attribuée à x. Ainsi, dans les exemples suivants :
.r est une fonction do x.
2. Une fonction est explicite lorsqu’on indique les opérations qu’il faut effectuer sur la variable dont elle dépend, comme cela a lieu dans les exemples qui précèdent. La fonction est implicite lorsqu’elle est liée a sa variable par une équation non résolue, ou même par quelque condition qui n’est pas encore exprimée par une équation. Ainsi, xet^ étant liés l’un à l’autre par l’équation
3^’ — ;îxr-h5j**=
J" sera une fonction implicite do x. On la rendrait explicite en résolvant cette équatfoD par rapport à^'.
3. Une fonction explicite ou implicite d’une seule variable x s'indique par une des lettres f ç>, ÿ*, F,. . suivie de la lettre x que l’on place entre parenthèses, comme /*(x), F(x), p(x),.... Ixs lettres yi F,..., que nous nommerons des caractéristiques, dési[;ncnt donc un certain ensemble d’ojféralions à effectuer sur la variable x. Des fonctions do formes différentes s’exprimeront à l’aide de caractéristiques différentes.
NOTE V
Ces noUtions sont trùsK:ommodt'« pour indi<iucr le résultat de U substitution d*un nombrt' à ta place de x. Il surtirn de mettre à la place de x daDs/(x) le nombre particulier que Ton a en vue. Par eiemple, si l'on pose
on aura
4. Si l'on = /(^)* on peut considérer x comme fonction de^ et poser
^ = 9Lr)-
les deux fonctions /et p sont dites in^enes. Dans le premier cas, x est appelé la variable indépendaute et^ la variable fonction. C’est le contraire dans le second cas.
5. Une fonction est entirre, fractionnaire^ irrationnelle ^ suivant la nature des opérations qu’elle comporte.
Elle sera algébrùfue si clic n’exige pas d’autres opérations que l’addition, la soustraction, la multiplication, la division, l’élévation à de certaines puissances ou l'extraction de certaines racines; ou bien encore, lorsqu’elle sera donnée par une équation algébrique non résolue.
La fonction sera tramcemlante si elle renferme des logarithmes, des sinus, «te., on un mot, si elle dépend d’opérations que l’on ne puisse ramener à des opérations algébriques.
G. Une variable est à\iCf fonction de plusieurs autres variables lorsque sa valeur dépend de celles que l’on attribue à ces dernières. Par exemple, si l’on a
s = 3x*-*-ax;'*+-â,
2 sera dit une fonction de x et de^, ce qu'on est convenu d'exprimer de la manière suivante :
Les fonctions de plusieurs variables se distinguent comme les fonctions d’une seule variable en explicites et implicites^ algébni/ues et transcendantes^ etc.
7. Lorsque^' est une fonction d'une variable tandis que celle-ci est fouclion d’une variable x, on dit que y est une fonction de fonction dex.
En posant
la dépendance qui existe entre et x pourra s’exprimer par la notation
On peut supposer do môme que_r dépende de *r par l'intermédiaire de pluaieur. ronctions, comme si, par exemple, on axait
OU
DIS FONCTIONS DÉIIVfiES.
8. t'iie fonction est dite composée lorsque sa valeur dépend de celles de plusieurs variables qui sont elles-iuèniGS des fonctions d’une ou de plusieurs variables : comme si Ton avait
La liaison qui existe entre z et les variables indépendantes x et^ peut s'ex* primer, dans cet exemple, k l'aide de la notation
U. L'Algèbre n’est, à proprement parler, que l’étude des fonctions. Dans l’Algèbre élémentaire, on s’occupe principalement des fonctions explicites, en faisant abstraction des valeurs particulières des nombres sur lesquels les opérations doivent s'exécuter. Dans l’Algèbre supérieure, généralisant de plus en plus, on étudie les propriétés des fonctions indépendamment de leur forme^ c’est-ii-diro indépendamment de la nature et du nombre des opérations qu’elles comprennent. C’est ce que la suite de celte Note achèvera de mettre en évidence.
Développement d’une fonction entière f(x) suivant les puissances croissantes de h quand on remplace x par x -h A.
lü. Soit
/(x) = Ax’"-+- A, x"-‘-+- A, x"'*-h. . .H- A„,_, x -+- A,
une fonction entière de x, et proposons-nous de trouver ce qu’elle devient lorsqu’on remplace x par x -f- h.
On aura d'abord, d’après les nutations adoptées,
et il est clair que le développement sera du m**"* degré par rapport à A. On
pourra donc poser
P, P,, P|, ..., P„, étant des fonctions de x, dont il reste à déterminer la forme. On trouve, en prenant dans le développement, les termes indépendants do A
c’est-à-dire
ce qui doit être, puisque y‘(x4-A) doit évidemment so réduire à /*(x) lorsque A = O.
En groupant les termes qui contiennent A* en facteur, on obtient
Pj = m Ax"“‘-+- (m — i)A, — 2)A,x”“*-f-. .
polynôme dont chaque terme se déduit du terme correspondant do /(x) en multipliant ce terme par l’exposant de x, et diminuant cet exposant d’une unité. Nous conviendrons d’ap|>eler dérivée d’une fonction /(x) et de désigner
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par/'(x) tout polynôme qui 9C. déduira de /(«r)» d'après 1a loi dont nous venoDS de parler. Mous poserons donc
On trouve ensuite
Or, si Ton compan* le numéroteur de celle expression h /'(x), on voit qu'il se déduit de /"'(x) d’après la même loi que/’'(x) se déduit dc/‘(x). Ce numérateur sera donc la dérivée de /'(x) ou la dérivée de la dérivée de /(x). Mous rappellerons dérivée seconde de et noua le désignerons par/'(x);
en sorte qu'on aura
On verra de même que, si l'on désigne par/*'(x) la dérivée première dc/*(x) ou la dérivée troisième de y*(x), par la dérivée quatrième, et ainsi de suite, on aura
Le dévelop|>emcot demandé sera donc
A. + /O =/W 4- /. H- aÆU /.• . .
Or» remarquera que la dérivée première est du degré m — i par rapport à x ; ia dérivée seconde du degré m — 2,. ... En sorte que la dérivée sera du degré m — m ou zéro, et se réduira à la constante m(m — 1). . .3.2. lA.
11. Comme /(xH- A)esl symétrique par rapport à x et à A, c’csl>à'dire ne change pas lorsque l’on change x en A et A en x, on aura également
/(XH- A) =/(A)4-x/'().) 4- -h. .
si l’on suppose A = 0, celte formule devient
en sorte qu’on pourra écrire une fonction lorsque l’on connaîtra les valeurs de cette fonction et de ses dérivées pour x = o.
12. Si l'on voulait développer une fouction entière suivant les puissances du binôme x~ a, ou y parviendrait très-siraplcmcnt de la manière suivante. Oii a Identiquement
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Donc, en considérant x — a comme un seul terme,
La dérivée d'une fonction quelconque est la limite "vers laquelle tend le rapport de l'accroissement de la fonction à l'accroissement de la variable lorsque celui-ci tend vers zéro,
De la formule
on tire
On voit donc que le rapport de raccroissement de la fonction à l'accroissement h de sa variable se compose de la dérivée f'{x), et de termes contenant tous h en facteur, termes qui disparaîtraient si l’on supposait h égal à zéro. f'{x) est donc la limite vers laquelle tend le rapport de raccroUsement do la fonction à l'accroissement de la variable quand celui-ci (end vers zéro.
Cette propriété dont jouit la dérivée d’uiic fonction entière sera prise desor* mais par nous comme défînition de la dérivée d’une fonction quelle qu'elle soit. Ainsi, f{x) désignant une fonction quelconque, nous poserons
pour A = o.
14. Nous continuerons à représenter la derivéo d'une fonction f{x) par /'(j"). Ix>rsquc la fonction sera désignée par une seule lettre, la dérivée s’indiquera par la même lettre airectce d’un accent. Enfin quelquefois nous nous servirons de la lettre d suivie de la fonction. D’après cela on aura
dérivée de f{x) ~ /'(x) = dérivée do y ssz dj.
Le lecteur devra bien se pénétrer du sens de ces notations, dont chacune présente quelque avantage spécial, et entre lesquelles on choisira suivant la nature de la question.
15. Lorsqu’une fonction renferme plusieurs variables, nous appellerons dérivée partielle^ par rapport à une de ces variables, la dérivée qu’on obtient en considérant toutes les autres variables comme constantes. Si l’on a
les dérivées partielles de z s’exprimeront par
IC. Læb dérivées successives d’une fonction d’une seule variable se désigne-
ront par
IfOTI T,
dr, d'r, </*r,
Pour les fonctions de plusieurs Tsriablos,
ou
représenteront les dëriTées de x ou de prises deux fois de suite par rap-
port à Xf ou d'abord par rapport à et ensuite par rapport à On eipriniera d'une manière analogue une plus longue suite de dérivations.
Enfin nous nous servirons fréquemment do la caractéristique A placée devant une variable pour indiquer un accroissement indéterminé attribué à celte variable.
Soient
Dérivée d'une/anction de fonction.
et proposons-nous d'obtenir la dérivée de x rapport à x.
Soient Ax et Au les accroissements des fonctions^ et u correspondant à uu accroissement arbitraire Ax attribué à la variable indépendante.
Le problème revient à trouver la limite vers laquelle tend le rapport-^ quand
Ax tend vers zéro. Or on a identiquement
Donc
A,r A^ Ar
Ax Au Au’
Ax
Au Ax
Mais les accroissements 4^', Au, Ax étant nuis en même temps, on aura lim— — =:^', lim— =/'(«), liin“=p'(x).
Donc
Ainsi Von obtient la dérivée d’une fonction de fonction en prenant la dérivée de chaque fonction par rapport à la ifariable dont cette fonction dè^yend immédiatement^ et en multipliant res dénWes entre elles.
On trouverait uno rt^gle analogue pour des cas plus compliqués. Par exemjde, si l'on avait
on aurait
18. L'utilité de la règle que nous venons d'établir tient surtout à ce qu'elle permet d'éviter de longues substitutions. Par exemple, si l’on avait à prendre
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la dérivée de la fonction
qui revient à en posant on trouverait
O £<'"-4- M = ax*-t-
On serait arrivé à un résultat bien plus complique si l'on avait développé les calculs indiqués dans la valeur dc^.
Régies pour trouver la dérivée d'une somme^ d'un produiCg d'une puissance, d’un quotient de plusieurs fonctions dont les dérivées sont connues,
19. Dérivée d'une somme. — Soit ^ = a 4- *» -+- z une somme algébrique de plusieurs fonctions de la mémo variable; nommons Au, Av, As les accroissements simultanés de ces fonctions, c'est-à-dire ccux'qui répondent à un même accroissement Ax de la variable indépendante. On aura
Ay s= Au 4- Av -h As,
d'où
Ar Au ^ A'
Ax Ax Ax Ax*
et, si Ton fait tendre Ax vers zéro, on aura, à la limite, y^= f/4- *é~i- z'.
Ainsi la dérivée d'une somme de fonctions est égale à la somme des dérivées de ces fonctions.
Dérivée d’un produit. — Considérons d'abord le produit
y = au,
a étant une constante et u une fonction de x; on aura
A^=:a(u4-Au) — au == a Au,
d’où
et, eu passant à la limite.
^ =a — Ax Ax ’
y = au\
Donc la dérivée du produit d’une Jonction par un facteur constant est égaie au produit de la dérivée de cette fonction par le facteur constant.
3^ Soit un produit de deux fonctions
00 aura
y=iuv,
Ay =(« 4- Au)(v 4- Au) — uv = tt Av 4* v Au 4- Au Av,
d*où
ROTE T
Ar A** A« Am
su U V 1- Aü •— »
Ax A.r A.r A.c
et, en passant à la limite,
r mm' H- vu' ;
Am
car le terme Am — j produit de deux facteurs, dont 1 un tend vers xèro et Ax
l’autre vers une limite en gênerai finie v*, a pour limite téro.
3** Soit un proiluit de trois fonctions ^ = uvz.
Si l’on considère MMz comme 1o produit de uv par 2, on aura, d’aprèa la règle relative à deux facteurs,
y'sz «m5'-+-(mm)'2,
en désignant par (mm)' la dérivée do mm, et comme (mm)'=s mm'-+- vu' on aura
^ = ür s' -h M X m' -+- M 2 m',
d’où l’on est porté U conclure cette règle générale :
La dérivée d’un produit de plusieurs fonctions est égale à la somme des dérivées tjue l’on obtient en considérant tour à tour chaque facteur comme seul variable.
On démontrerait aisément que cette loi s’applique à tous les cas en faisant voir que, si elle est vraie pour un produit de m facteurs, elle le sera encore pour un produit de mi +1 facteurs.
Il est bon de remarquer que la dérivée du produit
J ~ MM 2 f ... 61
peut se mettre sous la forme
d’où
jr U V 6>
Ainsi la dérivée d'un produit^ divisée par ce produit^ est égale à la somme des quotients que Von obtient en divisant la dérivée de chaque facteur ptir ce acteur.
21. Dérivée d'une puissance. — i° Soit d’abord m entier et positif. Si, daii> la formule
on suppose les facteurs m, m,..., égaux entre eux et au nombre de /m, on aura
jr' = trm — > ou r'zs.mu'" * m'.
Ainsi la dérivée d'une puissance entière d'une fonction s'obtient en multipliant cette fonction par Vej-posant et par la dérivée de la fonction^ et en diminuant l'exposant d'une unité.
Digiti.'i.
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2® Soit r = f/" une puissance fractionnaire et positive d’une fonction u, on aura
et prenant, d’après la règle précédente, la dérivée des deux membres qui sont des puissances entières, on aura
d’où
ou
et enfin
nx ' = wiw'" '
^ fl m ’ fl m
it
formule qui est comprise dans la formule^' = u', en changeant /w en —
> fi
30 Soit
on tire de cette équation, en multipliant les deux membres par
Prenant la dérivée do chaque membre, on obtient
X'n"‘ -+~ niy O,
d’où
et, après réduction,
résultat qui rentre dans la formule donnée pour le cas d’un exposant entier et positif.
Ainsi, dans tous les cas, on aura
du"> = u'.
Remarque. — Si m = - j on aura *
JL I
du* u * u\
ou, revenant aux notations ordinaires,
Ainsi la dérivée de lu racine carrée d'une fonction est égale à la dérivée de cette fonction divisée par le double du radical.
2t. Dérivée d'un quotient. — Soit
on peut écrire
jr = MK-'.
En appliquent les règles relatives aux produits et aux puissances, on .sura
et enfin
22. Les règles que nous avons données dans ce paragraphe cl dans le précédent ramènent la recherche des dérivées des fonctions à celles des dérivées des fonctions simples ou élémentaires. Si donc ou remarque que la fonction algébrique élémenuiro est x”, et que sa dérivée est mx’""', on voit que nous savons déjà prendre la dérivée de toutes les fonctions algébriques.
Nous croyons utile do récapituler ici les formules trouvées jusqu’à présent. Ce sont les suivantes :
jr UV Z., . Ut
y = aUt y = M-,
y' = au\ y' ■=.
Nous engageons le lecteur à en faire l'application aux exemples suivants :
a^Xf a — Xf
ax**t
{ax’^-h bx*)Ft
(a jr» -f- ^»4'"y»(c.rt-4- dx*‘Yt
(tff .r» -t- bx" {cxi~hdx'Y *
y'jr'-h a*,
aji'"~i^bx* I
ca-f-t- dx-f" * (x —
Dérivées des fonctions circulaires directes et inverses (*).
23. On nomme fonctions circulaires directes les fonctions suivantes : sinx» cosx, tangXf cotx, seex, cosécx,
(*) Ce paragraphe exige des notions de Trigonométrie. Voir le Traité élémentaire de Trigonométrie rectiligne et sphérique, etc., de M. Bourdon.
Dm ' ^b> r'oo^Ie
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et fonctions inverses
arcsinx, arccosx, arcUngjr,....
On convient de désigner l'are dont le sinus est x par la notation arcsinx.
Comme toutes les lignes ti-igonomélriques d’un arc peuvent s’exprimer par une fonction algébrique de ruiic d’entre elles, on voit que les fonctions directes peuvent SC ramener à une seule, à sinx par exemple, et les fonctions inverses àarcsinx. •
Dêrivéé de sinx. — Soit
jr = sinx;
. . , . . Ar 8in(x Ax^sinx
Aj^= sinfx-H Axi— sinx, = >
' ' Ax Ax
et, d’après une formule de Trigonométrie,
sia/> — sin y = 3 sin - (/» — f ) cos i {p -K y).
, Ax
3 sin — cos Ar 3
ou, sous une autre forme, Ax “
Ax
/ sin — ^
1 cosj
Mais, lorsque Ax tend vers zéro, le premier facteur tend vers l’unité et le second vers cusx. On aura donc, à la limite.
Dérivée de tangx. On a
tangx = •
<)onc, d'aprèa la rè^Ic des quotients,
cosarc/sina: — slna-r/cosar co»*a*-+- 8În*a*
d tanga* = -
ou enfin
cos*x
d tangx = —
“ cos’x
27. Dérivée des autres fonctions directes. — En partant des relations
CORX I I
cotx = ) secx = — — » cosecx = -: — t
sinx cosx siiix
et en appliquant les rt*gles données dans les paragraphes précédents, on trouvera sans peine
d cotx = —
, . »inx
a secx = — — = tangx secx, cos’x ® *
J , cusx
a cosecx = — ^ — = — cotx cosec x.
sin*x
28. Dérivée des fonctions circulaires inverses. — Si Ton a l'équation et que l'on en tire
les deux fonctions et p sont ce que nous sommes convenus d'appeler des fonctions inverses.
U existe, entre les dérivées do doux fonctions inverses, une relation très-^ simple, qui consiste en ce que leur produit est égal à l'unité.
En eflet, on a
donc
r{^) f'(j') = lim ^ lim — = lim
àj-
D’après ce théorème, des formules
r = sinjT, r = cosx,
r = Ungr,
djr = COSX,
dr = — sinx, cos'x
Diqi'.L
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on tirera tour à tour
a arc sin y = = rfc
cosx
d arc coB^ =
sinx
d arc tang^ = cos’x = — î — .
On obtiendrait avec la même facilité les dérivées des autres fonctions inverses; nous no les donnons pas, parce qu’elles sont peu usitées et qu’on peut toujours les éviter. f
Le lecteur pourra s’exercer sur les exemples suivants :
sin<7X, cosax, arcsinax, sin"ax, cos"»ax, sin*"x cos^x, cosx( a sin*x ■+■ 3 sinx), cosx (3 sin*x — siu’x ).
Dérivées des fonctions exponentielles et logarithmiques .
Dérivées des fonctions exponentielles, — i® Soit
e étant la base des logarithmes népériens ou la valeur de la série
IH J h
On aura
si l’on pose d’où
— — e* = c»(eAx — ^ ^
£sx
Ax *
eAx — I r= - , a
> tsx — l. ,
on aura, en désignant par /. les logarithmes népériens,
tsy 1
Ax
Or, lorsque Ax tend vers zéro, ce tend vers l’infini, et /. ( 1 -t- - ) vers l.e
Donc
Ainsi la fonction e* jouit de la propriété d’être égale h sa dérivée.
On aurait pu arriver à la même conclusion en se rappelant que e* a pour
Talcur la série convergente
OTE V
3® Soit on a identiquement
= et par suite
Donc, d*après la règle des fonctions de fonction, r ' = =: a* l.€»,
30. Dérivée de îogx. — Soient^ s= logx, et a 1a base du système; on aura
et par conséquent, d'après le principe des fonctions inverses,
Oo aura donc
ail. a xi, a
xl.a*
ou bien encore, si l'on remarque que
log^
rflOBJT=
loge dési{;nant lo logarithme de la base népérienne dans le système considéré. On peut aussi obtenir directement la dérivée do Iogx. On a, en effet,
Ar — log(x-t- Ax)— logx = log^in-^^,
, / Axy-^
Ax X X
Or, à la limite (Note IV), le numérateur de cette expression tend vers loge. Donc, etc.
Théorèmes généraux sur les dérivées.
31. ToivOR(:iie I. — Une fonction est croissante ou décroissante suivant que sa dérivée est positive ou négative.
Soit^’ la fonction considérée : puisqu'on a
lim^=.r'.
Gooali
on peut écrire
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( étant une quantité qui devient nulle en mérae temps que Ax, et qui, par conséquent, sera très-petite lorsque raccroissement Ax sera lui-même lrès>pclit.
II résulte do là que, ai la dérivée de X* est difTért*ntc|de zéro, on pourra supposer Ax assez petit pour que c soit, en valeur absolue, moindre que r', et, par
conséquent, finira par être de même signe que Par suite, si la dérivé©
est positive et que Ax soit positif, il en sera do même de A^; et si la dérivée négative, au contraire, A^‘ sera négatif lorsque Ax sera positif.
Or supposer que A.r soit positif, c*est admettre que la variable croisse. Donc la fonction croîtra ou décroîtra, lorsque la variable sera croissante, selon que la dérive^ sera positive ou négative; ce qu’il fallait démontrer.
Corollaire. — 11 résulte de là que, si la dérivée d’une fonction /(x) est nulle pour une valeur a de x, et présente des signes contraires pour des valeurs de x un peu supérieures et un jh^u inférieures à a, la fonclion aura un maximum ou un minimum correspondant à la valeur x •= a.
En cfTet, si /' (x) est positive pour les valeurs de x comprises entre a-^h et «, et négative pour les valeurs de x comprises entre a ci a-i-h, h désignant une quantiU* positive très-petite, on voit que, si l'on fait varier x d’une manière continue depuis â — h jusqu’à a -4- A, la fonction /*(x), d’abord croissante depuis X =s a — h jusqu’à x = a, deviendra ensuite décroissante dcx = n à x a -h h. Donc /*(rt) sera sa plus grande valeur.
On verrait de même que /{a) serait un minimum si la dérivée, en s’annulant, passait du négatif au positif.
Exemple. — i®
^=sinx, /'=cosx;
cosx est positif quand x varie de zéro à — ; donc sinx croît dans cet intervalle.
Cette dérivée est, nulle pour x = — « et change do signe quand x passe de » — h
à A; donc sin~ est un maximum : ce qui s’accorde avec ce que nous sa- 3 a T
vons de cette fonction.
la dérivée y* est positive de x = 0 à x =1 c, nulle pour x =s e, négative do x = aàx=.3a.
Par conséquent, le produit x(sn — x) croit dans le premier intervalle et décroît dans le second. 11 est donc maximum pour xrsn, ce qui s’accorde avec le théorème démontré (n® 107).
32. Tukoiléiie II. — l.a dérivée d*une fonction ne peut pas être constamment nulle.
Supposons que^ soit une fonction de x dont la dérivée^' soit constamment nulle. Soient
63o BOTE T,
n valeurs croissantes de la variable, et
les valeurs correspondantes de la fonction. Puisque la dérivée de y est nulle, les rapports
— r, .Yn—Xn-X
JT, — J, J:,— JT, -r,. — X,-,
doivent être très-petits, si les valeurs successives do x sont asses rapprochées. Nommant t le plus (jrand do ces rapports, on aura en valeur absolue
JTx — *.).
rx — y X < — -T,),
3\—y,x-x <«(•«■■— d'où, en ajoutant membre h membre,
y,—yx —
Mais si, laissant constantes les valeurs extrêmes x^ et j*,,, on rond de plus en plus nombreuses les valeurs intermédiaires, t, et par suite <(x, — x„), pourront devenir plus petits que toute quantité donnée. Donc^’„ — est moindre que toute quantité donnée, c’est-à-dire nulle. Donc
Ainsi deux valeurs quelconques dc^ sont é{;ales. Donc y no dépend pas de a et no peut être qu'iino constante; ce qu'il fallait démontrer.
Il résulte encore do là que, si la dérivée d'une fonction est toujours très-petite entre deux limites données, la fonction doit différer très-peu d'une constante entre ces limites.
Extmple.
La dérivée est très-petite quand x est Irès-crand. Donc alors^ diffère tK*s-peu d’une constante : ce que montre d’ailleurs la simple inspection de la fonction.
33. TuKonÊar. III. — Deux fonctions qui ont la même dérivée ne peuvent différer que par une constante.
Il est d’abord évident que deux fonctions égales doivent avoir la même dérivée. Deux fonctions qui ne dillcrent que par une constante, ayant des accroissements égaux, ont aussi des dérivées égales.
Je dis que réciproquement si deux fonctions u et v ont des dérivées égales, elles ne peuvent différer que par une constante.
Soit donc
et posons
« — V sxjr.
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En prenant la dérÎTée des deux membres do cette é^ité, on aura u' —
ou, à cause de Thypothèse,
Ainsi la dificrcnco des deux fonctions a une dérivée nulle; donc cette diOërcnce est une constante.
34. Problèmi. — Revenir de la dérivée à la fonction primitivCy dans U cas où cette opération peut se faire immédiatement.
Le problème qui a pour but de trouver une fonction dont on connaît la dë> rivée offre, en (;énéral, d’assez grandes difficultés; mais il sera facile à résoudre si Ton se donne quelques-unes des fonctions que nous avons obtenues par l’application des règles établies dans les paragraphes précédents.
Ainsi nous avons trouvé
d’où d sszjc^;
donc la fonction primitive de jt* est hc.
c désigne ici une constante arbitraire, que nous devons ajouter, d’après le théo-
rérae III, à la fonction — ^ 1 si nous voulons obtenir la fonction la plus gt'-
m -f“ 1 ru
nérale qui ait pour dérivée x*.
De même, de ce que les dérivées des fonctions
c', Ix, sinx, cosx, tangx
sont
e*, x“*, cosx, — sinx, séc*x,
nous en concluons que les fonctions primitives de
e*, x~*, cosx, sinx, séc‘x
sont respectivement
e'-f-c, Ix-hc, sinx>4<c, — cosx-+-r, tangx-i-c.
On trouverait avec la même facilité les fonctions primitives d’expressions dans lesquelles les fonctions simples, dont nous venons de parler, entreraient par voie d’addition ou de soustraction, avec des coefficients constants.
35. raOBi.ÈUE. — Connaissant les dérivées de plusieurs fonctions, trouver la dérivée d*une fonction comfwsée de ces fonctions.
Soit 7* = /(«, e) une fonction composée de deux fonctions de x, u et v. Appelons U et V les dérivées partielles de^ par rapport à n et à v; on aura
(0 /(«-*- Au, *') — /( w, i-)= UAu-4-« Au,
(a) /(u, -h At*) — y(u, v)= V Ae A»»,
a et désignant des fonctions de u et do »» qui s’évanouissent en même temps que Au et Iv.
HOTE T
L'cgalilc (i), par le changement de en «'-<1- prend U forme
(3) /*(« -h Au, V ■+■ Ap) — /(wi »' -H Al») = U, A« -h tf, Am,
I.î, et «, désignant ce que deviennent U et « par cette substitution.
Si l’on ajoute (i) et (3), on aura, apK»s réduction,
/{» -h Ah, e -h Ai' ) — /(«* e) = A^ = VAi* -t- U, Ak -+- a, Au ^ A**,
d^où
Ar -, Ai» ,, A« Am
= -hlî, — -ha,
Ax Ax Ax Ax
Ai'
Ax
Si maintenant l’on suppose Ax égal à zéro, les quantités
dr
Ax’
Am
Ax’
atteindront leurs limites respectives
et l’égalité ('i) deviendra
7*'= Uu'-h Vi''.
Or Uu' est la dérivée que l’on obtiendrait en considérant, dans /(u, v), e comme constante et m comme seule variable; une remarque analogue s’ap* plique à Vf'. De U celle règle :
La dérivée d'une fonction composée de deux fonctions est égale à la somme des dérivées partielles obtenues en considérant tour à tour chacune des fonctions composantes comme seule 'variable.
Ce théorème s’étendrait, par une analjsc semblable, à une fonction composée d'un nombre quelconque de fonctions. La règle relative à la dérivée d’un produit peut en être regardée comme un corollaire.
Pboblême. — Trouver la dérivée d*une fonction implicite
Désignons par.r une fonction implicite de x, donnée par l’équation
ai noos supposons que^ ait été remplacé dans /(x,/) par sa valeur en fonc* tioD de X, f{xtx) sera identiquement nulle, ainsi que sa dérivée. Ou aura donc
et, en appliquant la règle dca fonction, composes, d’où
ou y' =
ÇTigiiizru i ■ LÙ‘T -b
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en posant, pour abréger,
Exemple.
on a par suite
a'jr * -f-
X = ^b'Xt y = aaV,
a*jr
Application de la théorie des dérivées aux développements de /.(t + a:)rf de arc tangx en séries convergentes ordonnées suivant les puissances croissantes de Xy lorsque cette 'variable reste comprise entre — i et -4- i.
37. Théorkme. — Lorsque la dérivée d'une fonction peut être déi'cloppée en série convergente ordonnée suivant les puissances croissantes de la variablcy il en est de meme de la fonction proposée,
^’ous ne démontrerons ce théorème que dans le cas où la série qui représente la dérivée a ses termes de même signe, et dans celui où cette série a ses termes alternativement positifs et négatifs.
Soit f{x) la fonction proposée, et supposons (juc sa fonction dérivée f'i^x) puisse être représentée, au moins entre certaines limites, par la série
posons
Aç A, JT -+- A, Aj x’-f-. • .”1“ A„ jt" -t-..*;
Je dis que cette nouvelle série, qui a également pour dérivée f'{x), est convergente entre les mêmes limites de la variable.
En effet le terme général de la seconde série peut s’écrire
et l’on voit que, lorsque n 4-i est supérieur à x, il est moindre que le terme qui occupe le môme rang dans /'(x). Donc les termes de la série ç(x) finissent par être moindres que ceux de la série f'{x), et puisque celle-ci est convergente, il en est do même do l’autre, h plus forte raison.
En effet, si la série /'(x) a ses termes de môme signe, la valeur numérique de 9 (x) sera inférieure à celle de /'(x), et par conséquent sera une quantité finie; a® si les termes de la série /'(x) ont alternativement le signe et le signe — , ces termes devront décroître indéfiniment pour que la série f'{x) soit convei^enle, et cette condition de convergence sera évidemment satisfaite par la série p(x).
Maintenant /(x) et p(x), ayant la môme dérivée, ne peuvent différer que par une constante. Donc
Donc /'(x) peut être développée en nérie convergento ; ce qu’il MUit démontrer.
Développement de /.(i-t-x). — On » dans cet exemple
/(x)=l.(. + x), /'(a:) = ^; on trouve par la dlviaion
Si X est rooiodro aue Tunité en Tileur absolue, tond TCrs zéro, h me-
sure que n augmente. Donc on aura
série convergente quand x varie de — i h H- 1 . On aura donc, entre ces limites, /(x)= /.(i-t-x) = x — y -1-y ■+•••••
Oii n’ajoute pas de constante, parce que /.(i-hx) doit être nul pour x = o.
Développement de arctangx. — On a, dans ce cas
/'(x)=arcungx, /'(x) = = i — x*-t- x* - x'-j-. . . .
Cette série est converoento pour les valeurs de x qui son l comprises entre — i et -t-i. On aura donc, en remontant i> la fonction primitive, et remarquant que arc tangx doit s’évanouir pour x = o,
X* X* x^ dretangx = x
série convergente pour les valeurs de x comprises entre — i et -+- 1 .
Calcul des logarithmes au moyen de la série qui donne Je logarithme de n quand on connaît celui de n. — Calcul des logarithmes népériens. — Valeur du module des logarithmes 'vulgaires. — Calcul des logarithmes 'vulgaires.
Si dans la formule v
/.(i-hx) = x
fl
qui est convergente pour x < i , on suppose x = — i
on aura
l- l.{n~hr)~ l.n = f ^ •
Au moyen de cette série, on pourra calculer le logarithme népérien de n H» i
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quand on connaitra celui de n. Or, comme /.i = o, on aura succeacivement
Mais cette série étant peu convergente, du moins lorsque n n*est pas trèsgrand, je vais en déduire d'autres plus commodes pour le calcul arithmétique. A cet effet, j’écris les deux séries
Il \ x' x‘
et je retranche la seconde de la première : j’aurai
Je pose
d’où X =: •
I Cette valeur étant moindre que i, les séries (i) et (3), et par suite celle qu’on en déduit, sont convergentes. On aura donc
et par conséquent
/.(«-H x)= af h TTt —
' X^nn-hz 3(a/j-hx}* J
série très-convergente.
41. Exemple, — Supposons qu’on ait à calculer le logarithme népérien de 3 avec sept chiffres exacts. On aura ^
Les termes de cette série décroissent plus rapidement que ceux d'une progrès* sion géométrique dont la raison serait égale à Il suit de lit que, si l’on s’arl'èle à un terme a, l’erreur commise sera moindre que
Or on trouve que le huitième terme de la série est moindre que — >7* Il siif*
tira donc de calculer les huit premiers termes de la série avec huit chiffres exacts : leur somme donnera la valeur du logarithme do a à moins de neuf unités du huitième ordre.
Un nombre bien moins grand do termes sera nécessaire si le rapport — est très*pctit, et l’on démontrera facilement que le premier terme de la sério sera
TÎOTE V.
KulTiMiit, pour calculer la dîflTérfncc de» deux logarithmes avec sept chiffres
exacts, lorsqu’on aura — (*).
•12. Calcul (les logarithmes vulgaires, — - Valeur du module. — (k; que nous venons do dire s’applique aux logarithmes nêpénens. Quant aux logarithmes vulgaires, comme Us ne diffèrent de» précédents que par le facteur constant qu'un nomme le module, il est clair qu’en reprcsenlanl ce module par M, on aura
logf n 4- a) — logw = 2>I I — * m ; 4-. . . !•
M une fois calculé, on pourra donc se passer des logarithmes neperiens.
Or on a
l.to
On trouve, en faisant le calcul,
Calcul du rapport de la circonférence au diaméne, d'après la série arctang^. 43. Si dans la série
jr* J*
arc tangx = x — — — -j-...
on fait X = I, on aura
T _ III
expression duc à Leibnitz; mai», comme cette série est peu convergente, nous allons en chercher d’autres qui soient plus commodes pour le calcul arithmétique.
tang(a — :
tangff — tnngA A — B
i-Htangrttangft 14- AB*
en posant
On aura donc
et par suite
tanga = A, tang6 = B.
a — ^ = arc lang •
aie tangA = arc tangB 4- arctang
(•) Et même — Voir l'intéressante brochure de M. Philippe Koralek :
n DO
Méthode nouvelle pour calculer rapidement les logarithmes des nombres et les nombres correspondant aux logarithmes.
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Si l’on suppose a = — i on aura
ÎT „ I — R
Aï=i cl — r= arc lang B 4- ûrc tanp r- •
Par cxcQii>Ie> si !*on prend B = on aura
1 = arctatig->f- arctang
et» chacune des parties du second membre pouvant so développer en série assex convergente, on n'aura qu'un petit nombre de termes à calculer.
On peut varier beaucoup les formules de ce genre.
Lorsque l'on a une suite de quautité
"0» «Il 'S* w-,...»
et que l'on retranche chacune d’elles de la suivante, les résultats obtenus sc nomment les différences premières de ces quantités et se désignent par la ca« ractéristique A placée devant le terme soustrait, do cette manière :
A«, = a, — i/„ Aü, = «, — !/,, A//, =
Les diflcrences premières forment une nouvelle suite
A«a, Au,, Au,,...,
dont les différences, par rapport aux termes do la suite primitive, se nomment différences secondes. On les désigne par la mémo caractéristique A,*affcctée^de l’indice 1 placé en exposant, comme il suit :
A*Uo= AAu«= Au, •— Au,,
A’u, =s A Au, = Au, — Au,,
Les différences secondes donneront lieu à des différences troisièmes, cclles-ci à des différences quatrièmes, et ainsi de suite. Ces divers ordres de différences
s'exprimeront par A’, A
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et l'on aura, en général,
A'*ü^= Ar-'«^, — a»'-*h„.
2. Lorsque la suite primitive est illimitée, il y ■ des diflerences do tous les ordres; mais, si elle se compose d’un nombre fini m de termes, on voit qu’il n'y aura que m — i diflerences premières, m — a dilTérenccs secondes, une seule diflërcnce (m — et il n'y aura pas lieu de considérer de différence dont l’ordre dépasse m — i .
Si les diflerences d’un certain ordre étaient constantes, les différences de l’ordre suivant, et par suite colles d’un ordre supérieur, seraient nulles. C'est
ce qui arrirc dan» l'exemple suiTant, où «, =: n' :
Au A* H
Nous reviendrons sur ce résultat, qui tient à un théorème général ; mais nous remarquerons le parti que l’on peut en tirer pour former rapidement une Table des carrés.
Supposons qu’on ait d’abord écrit les deux premiers nombres de la première colonne et le premier de chacune des colonnes suivantes : je dis qu'on pourra continuer le tableau aussi loin qu'on voudra par de simples additions.
En effet, si l’on ajoute a, premier nombre de la troisième colonne, au nombre i , qui est sur la mémo ligne dans la deuxième, on formera 3; en ajoutant 3 à i, on aura 4* carré de 2.
Si l'on ajoute 2 h 3, on aura 5; 5 à 4t 9i carré do 3; et ainsi de suite.
Les cubes donnent lieu à une remarque analogue : seulement les différences ne sont constantes qu’à partir du troisième ordre.
Étant donné m-hi nombres t/„ «*, trouver: i» Vexpression du terme
général u„ en fonction du premier terme et de ses différences successives ; 2® Vexpression d& A"«, en fonction des nombres proposés.
I® Expression t/e «„. — On a, par définition
An, = AWp-i- A*«p.
Ajoutant CCS trois égalités membre à membre, on trouve «, S= i/„ 2 Aw, -h A* «p.
La même formule, appliquée à la suite Ar/p, Au,,..., donne Au,= Aug-h 2 A*«p-f- A'ttg;
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on a d’ailleurs, par définition,
K, = «, -4- An, ;
ajoutant ces trois égalités, on aura, après réduction,
«, = Aao"+"3 A*«,;
et ainsi de suite. ,
Les cooflicients de n, étant ceux du carré d’un binôme, les coefficients de h, ceux du cube, on est porté à conclure que la formule générale doit être
«„ z= -h n An, -f
Pour s’assurer de la justesse do cette induction, il suffit de chercher si cette loi, étant vraie pour l’indice n, l'est encore pour l’indice suivant n -4- i.
Soient i. A, B, C, ... les coefficients de la puissance d’un binôme, et supposons qu’on ait trouvé
La même formule, appliquée à la série des diflTérences premières, donne A«„= An,-h AA*a,-4-BA*«o-4-CA*n,-4-. ...
On a d’ailleurs, par définition,
Ajoutant ces trois égalités, on trouve, toutes réductions faites,
“n+i = n,-4-(A 4-i)An, -f-(B-4-A)A*ü,-4~....
Or on sait que, si i, A, B, G,... sont les coefficients de la puissance d’un binôme, i, i -t- A, A -j- B, B -t-C,. . . sont les coefficients de la puis-
sance. Donc le théorème s’applique à
La formule (i) peut s’écrire symboliquement
pourvu qu’apres le développement, effectué comme s’il s’agissait de multiplier par U, la puissance du binôme i + A, on considère les exposants comme des indices.
Expression de A^n,. — On a, par définition
Au, = tt, — tt„
A*«, = Au, — Au,.
Si l’on retranche la dernière égalité de la somme des deux premières, on aura
A* U, = Mj — 2tt, -4- U,.
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En opérant de la m^mo manière sur cette égalité et les deux suivantes,
on obtiendra
et ainsi de suite. Tous ces résultats partiels sont compris dans la formule
ou dans la formule symbolique
pourvu qu'après le développement du second membre on change les exposants en indices.
La généralité de cette loi se démontrerait comme dans le numéro précédent. 5. Applications. — i® Soit la suite des carrés
on a
Am, = I, A*«,= 3, A*«,=:0, A*w,=50,...,
Donc» d'après la formule (i)
né n — i) - ,
le terme général de la suite est donc /i’, comme on devait s'y atttendre. D'après la seconde formule, on aura
d’où l'on conclut, puisque les différences d’un ordre supérieur au second üoi> vent ètic nullcs, que l’on a
rt’ — n ( n — I )* H ^ ^ ( /I — 3 — . , . = O,
quand n est plus grand que 3.
3® Soient
les différences premières de cette suite sont
les différences deuxièmes
Go(V’
Ml
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lc& iU0ercnco6 troisième»
i‘l les différences d'ordre supérieur sont nullcs.
On a, dans cet exemple,
«,= Ug-h n Aa,H A*«, H ^ r A'i/j,
et il n'y a pas besoin d'aller plus loin, puisque les différences d’ordre supérieur sont nullos. On aura donc, en remplaçant A*Ug, A'i/^ par leurs valent*»,
4d, toute réduction faite,
On retrouve ainsi la formule qui sert h calculer la somme des carrés de la suite naturelle des nombres
('onnaissant ies résultats la substitution de m nombres entiers consécutifs dans une fonction entière du degré /n, on obtient facilement, au moyen des différences, les résultats de la substitution de tous les autres nombres entiers positifs ou négatifs. — Application au cas d'une fonction entière du troisième degré dont on connaît les valeurs correspondant aux valeurs — l , O cr -f- i de la variable,
0. Dans ce qui précède, nous n'avons fait aucune hypothèse sur les valeurs des quantités u^, n,,. . mais si l’un suppose que les termes de cette suite sont les valeurs consécutives que prend une même fonction, entière et du de- (*ré ni, quand on attribue à x des valeurs en progression par différence, on arrive à ce théorème important :
La différence de l'ordre m d'une fonction entière et du degré m est constante si la différence de ta variable est clle^mime constante.
Soit, en effet,
U = /(x)= A,jr”-f- A,x"‘*-4- A,x""*-t-...
la fonction considérée; nommons h la différence constante des valeurs consécutives de X, et x« la première valeur attribuée à x, on aura
_/*(x, -4- A) = A, (x, -h A )"* -+- A|(Xg -4- A ,
d’où
Au = /( X, -4- A) — /(x)= mA, x^"' A h-, .
l4i différence première est donc du degré m — i, et son premier terme s’obtient en multipliant par A la dérivée, prise par rapport à x,, du terme A,x^t.
Pour obtenir la différence seconde, il suffira d’opérer sur A« comme nous venons de le faire sur la fonction cllc-mème, et l'on aura pour valeur de un poWnéme du degré m — dont le premier terme sera
(m — i)mA,x^"'*A*;
aIk- /;. 4 ‘
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et aioii de suite. De sorte que la difiereoce wi'*"* sera néceaMirenoeot, d'après cette loi,
et ne dépendra pas de la valeur initiale attribuée à x,
7. Le théorème que nous venons de démontrer simplifie considérablement le calcul des substitutions dans une fonction entière, lorsque les nombres à sob* stituer forment une progression arithmétique. Si la fonction est de degré m, il suffira de connaître les résultats de m substitutions. On en déduira m — i dU> férencos premières, m — a difTércnces secondes, etc., une différence (m — i)'^. Quant aut diffcrencos m****", qui sont constantes, elles sont données par la formule
A"*u = 1 .3,3. . . mA, A".
Ces calculs effectués, on pourra ensuite former les substitutions ultérieures par de aimples additions.
Exemple. — Soit
Supposons que les valeurs à substituer soient les termes de U suite naturelle des nombres. Je commence par substituer les nombres — i, o, *4- 1 , et j 'ai le tableau suivant, dans lequel je n'écris d’abord que les nombres qui sont roar> <|ués du signe *.
Pour coDtinu.r ce tableau, je remarque que l'on a
Donc — a .era le nombre qu'il faudra écrire au-dessous de — 8 dans la quatrième colonne.
3'aurai ensuite
Ab, = du, -+- d’ «, = a — a = 0.
Donc léro sera le nombre à inscrire au-desaous de a dans la troisième colonne.
Enfln j'aurai
n, = U, -t- Au, = I -f- 0 = I .
Donc I est la valeur de u, ou de /(a).
On calculera de même /(3), /(4),. . .. Une opération inverse permettre «le prolonger le tableau dans le sens opposé et do calculer /(— a),/( 3),. .
i>. Le tliéorèmc démontré au commencement de cet article admet une réciproque, qui consiste en ce que, ai une auito u„ «„ u„. . ., o, admet dee diffé-
Au A'u A*u
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rencet constantes, a„ u,, sont les Taleurs consécntiYes que
prend une fonction du dcjr^ quand 00 y substitue à la variable des valeurs équidistantes.
En effet, le terme cénéral de la suite sera, d'après la formule (1), p. Sag,
^ «(rt — 1) ..
du, H
et le second membre s’arrêtera là, puisque les différences d'ordre supérieur sont nulles. On voit donc que les termes donnés sont les valeurs d'une fonction entière do n correspondant aux valeurs 0, i, a,..., n do cette variable, c'est-à-dire à des valeurs équidistantes.
On rciharquera que la différence de la progression est 1. C’est, en e0et, à cette valeur qu'on peut toujours ramener cette différence, puisqu'il est évident que faire x = a, a-t-A,. . a-f-nA dans /{x) revient à faire x = 0, 1, a,..., n dans /(a -H j:A).
Formules ^interpolation.
8. 11 arrive souvent que l'on connaît les valeurs que prend une fonction de forme inconnue pour certaines valeurs x„ x,, x,,..., x,,.«., x^ de la variable, et que l'on a besoin de déterminer des voleurs intermédiaires de la fonction. Il est clair que ce problème ne peut pas être résolu dans toute la rigueur mathématique; maison peut en donner une solution suffisamment appro* chée. A cet effet, on déterminera une fonction ^(x) qui jouisse do la propriété de prendre les mêmes valeurs qne/(x) pour les valeurs x„ x,,. . en sorte que l'on ait
Puisque la différence des deux fonctions p(x) et /(x) est nulle pour x = x, et pour x = x^^,, si ces deux valeurs no sont pas éloignées l'une de l’autre, 011 conçoit que la différence entre p(x) et /(x) no pourra pas être très-grande dans l'intervalle. On pourra donc, sans erreur sensible, substituer p(x) à /(x) pour les valeurs comprises entre x„ et x.^,. On donne à cette opération le nom à’interpoUuion,
L’interpolation peut encore s'appliquer à des fonctions connues, mais dont la forme compliquée se prête difncllement au. calcul.
Le problème de l'interpolation, tel qu'il vient d'ètre posé, est nécessairement indéterminé, car on peut, en général, y satisfaire avec une fonction p(x) de forme donnée, pourvu qu’il entre dans la composition de celle-ci autant do constantes arbitraires qu'on lu! impose de conditions.
10. Le problème de l’interpolation cesse d’ètre indeterroiné lorsqu'on smujetUt la fonction f (x) à être entière et d’un degré nférieur d’une unité au nombre des valeurs données de /(x).
Car si deux fonctions entières du degré m, p(x) et ^(x) pouvaient prendre la même valeur pour m -f-i valeurs x„ x,,. . x^ de la variable, l’équation
qui e*t au plu. du degré, admettrait m -h i racine. x„ x x„, et qui
est contraire à un théorème démontré (230).
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11. Formule de Lagrange. — La fonction f;(x) étant choUie entière et du degré m, on pourra poser
çï(a )= A, A, A, A^,
et, pour délerminor les tn h- i coeffleients inconnus» on aura à résoudre les équations suivantes, qui sont en même nombre :
A^J^m-t-AiX,, *^A,x„ ,-f- A„, = u„.
Remarquons maintenant que» si l'on tire de ces équations les valeurs de A«. A(|. . •) A„» chacune de ces inconnues sera exprimée par une fraction dont K deiiominatcur sera indépendant do u^^ u,»...» et dont lo numérateur renlermera ces quantités au premier degré. Si donc on remplace A«, A,, A„... par leurs valeurs» on pourra mettre p(x) sous la forme
X,, X„. . X„, étant des fonctions de x et de x„ x,, x,, . . . »
Or p(x) devant se réduire à pour x = x,» k u, pour x = x,, on voit que toutes ces conditions seront remplies si l'on choisit la fonction auxiliaire de telle sorte qu'elle s’évanouisse pour x = x„ Xp...» x„,, ci
qu'elle se réduise à l’unité pour x= x^.
D’après cela, la fonction X», qui est entière et du degré» et qui doit s'annuler lorsqu’on y substitue à x les m valeurs x,, x,,...» x„», ne peut être que de la forme
X« = B (x — X|) (x — X,). . .(x Jfm)t
B désignant une constante ; mais elle doit sc réduire à i lorsqu'on y fait x = x,. Donc on aura
I = B(x,— x)(x, — x,)...(x„— x„,); d'où* en éliminant B par division»
on trouvera de même
et ainsi de suite.
Donc on aura
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Cette formule ne euppoee aucune relation entre les valeurs x„... » x„.
Ses différents termes sont calculables par logarithmes.
12. Formule de Newton, — Cette formule suppose que les valeurs de la va* riable sont équidistantes.
Nous avons trouvé la formule
nin — i) , -
Posons
X — x-=:nA, d ou A = » n = ,
Aux valeurs n = O, i, 3,. .. correspondent, pour x, les valeurs x^, x,h- A =x„ x,-K xA = x„ et vice 'versâ.
Par suite, la fonction
jouira de la propriété de se réduire h n, pour x = x«, à u^ pour x= x,,. . . . Ce sera donc la fonction demandée, puisqu'elle est évidemment du degré m.
13. Application de ta formule d'interpolation de Newton à la représentation exacte d'une fonction entière /(x) du degré m dont on connaît les 'tmleurs //„ u^^eorrespondant aux valeurs de Xy x„ x,-h A, x,-t-aA,..., x^-¥-mfi. Si ta différence h et les quantités A«o, A* A" «, sont positives,
-4-x, (m — i)A est une limite supérieure des racines positives de l'équation /{x)= O.
Puisque la fonction qu’il s'agit d’interpoler est entière et de degré m, on aura exactement
/(x) = U, -I- ao. 4-. . .-t-
Or quand on substituera dans le second membre un nombre plus grand que x,-H(m'~i)A, tous les coefficients seront positifs. Donc, puisque Au,, A*fJ„... sont positives, /(x) sera positive et ne pourra s'annuler pour aucune valeur de X supérieure à x -f- (m — i)A.
On démontrera, avec la même facilité, que si i/,, A„... ont alternativement le signe -4- et le signe x, — (m ^ j)A est une limite inférieure des racine» de la proposée.
NOTB TU.
NOTE VII
APPLICATIorr DE LA TBfiORIE DES DIFFÉRERCBS A LA RfiSOLL'TION RDHfiHlQUB DBS BQUàTIONS.
(PâÇô 466.)
\ . Séparation des racines d'une équation par la substitution de différenti nombres à Vineonnue» ^ On dit que le* racines d'uoo équation sont séparées, lorsque Ton connaît, pour chacune d'elles, deux nombres qui la comprennent et qui n’en comprennent pas d’autros.
Pour séparer les racines d’une équation f{x) s: o, on commencera par substituer k la place de x les nombres entiers — 3, a, — i, o, i, a, 3,..., en s’aidant des propriétés des difierencas. On prolongera le tableau des substitutions jusqu’à ce que l’on connaisse, à l’aide du théorème démontré à la fin de la Note précedento, que les substitutions ultérieures donneraient des résultats de même signe. Ce premier trarail fera donc connaître deux limites de racines réelles, l’uno supérieure, l’autre inférieure.
Cela posé, si la suite des râleurs de f{x) présente autant de changements de signe que le degré do l’équation on la régie des signes de Descartes promettent de racines rcolles, on en conclura que, entre doux dos nombres consécutifa qui ont donné des résultats do signes contraires, il existe une racine réelle et une seule. La séparation sera eflectuée, et l’on connaîtra chacune des racines à moins d’une unité près.
Soit, par exemple, l’équation
/(x) = X*— 44-*^ — lao = 0;
en faisant le tableau des substitutions, d’après la règle donnée (Note VI, 7), on troure qu’aux nombres
— 3, — a, — I, 0, I, a, 3, 4, 5, 6, 7 correspondent respectiroment les râleurs suirantes de /{x)i
3S9, — 6, — 137, — tao, — 61, — 4» “ ^5, — 36, 4i«
Comme il y a quatre changements de signe et que l’équation est du quatrième degré, on en conclut que cette équation a toutes ses racines réelles, savoir : une racine négative comprise entre — 3 et a, et trois racines positives dont les parties entières sont respectivement a, 4f ba séparation des racines est donc effectuée.
2. Étude spéciale du cas d'une équation du troisiime degré, — - Dans la cas que nous venons de traiter, la substitution de nombres entiers a suffi pour séparer les racines, parce qu’elles étaient toutes réelles et qu’elles différaient entre elles de plus d’une unité. Mais on comprend qu’il n’en sera pas toujours ainsi et qu'il faudra recourir à des substitutions intermédiaires, soit pour savoir
Dic::^ b‘: L’
APPLICATION DE LA TBfiORIE DBS DIFFËBBNCES, ETC. 647 il deux nombres qui donnent des résultats de même signe ne comprennent pas de racines, soit pour s’assurer s’il n’y en a pas plus d’une entre deux nombres qui donnent des résultats de signes contraires.
La marche même du calcul indiquera dans quels interralles derront sc faire les nouTelles substitutions.
Soit, par exemple, l’équation
f{je) = X*— yj:*-»- aa h- 4i = o.
Cotte équation a une racine négatire dont on (rourera sans peine la partie entière. Elle peut avoir deux racines positives ; mais il y a doute, et la substitution des nombres entiers ne lève pas ce doute ; car, en allant jusqu’à la limite supérieure des racines positives, on trouve qu’aux valeurs suivantes de x,
correspondent respectivement Jes valeurs de f{i)
37, q5, II, I, I, 17,
qui ne présentent aucun changement de signe.
Si donc il y a des racines positives, leur diflcrcnce devra être moindre que Tunité. Comme /(x) décroît de x =: o à x = 4* croit au delà, on est porté à croire que ces racines ne peuvent se trouver qu'entre 4 ^t 5.
Il faudra donc substituer entre 4 6t 5 des nombres équidistants d’un dixième, ce qui pourra sc faire d’après la règle donnée (Note VI, 7), au moyen des trois substitutions Initiales /(4 — o, i)» /'(4) ^*/(4 "+■ O» *)» dont la seconde est déjà effectuée et dont les deux autres ne présentent pas un calcul très-compliqué. Cependant, pour répondre au programme, noua indiquerons encore le moyen suivant.
Soit
f{x) = ax'-t- bx •+- c.
Désignons par A, A*, A’ les didërcncet qui correspondent à des accroissements h donnés à x, et par J*, d* celles qui correspondent à des accroissements On trouvera d'abord, en faisant le calcul,
A = 3Ax*-+-(3A*-i- -t- èA,
A* = 6A*x (CA -f- art}A*,
Pour obtenir d, d’, d*, il n’y aura qu'à changer A en dans ces formule». On obtiendra, en commençant par la dernière.
et, par conséquent,
lOOO
NOTE TH
La taleur de o** tera
„ Gk'x h \ 6A*x-*-(6Ah-3û)A’— 6A' 6A*
100 \ 10 / >00 lOO lOOO
ou bien
On aura ensuite
3Ax* /3A* jaA\ A* aA> AA
10 \tOO 10 / lOOO 100 10
3Ax^-^■(3A^^^-saA)J■^-A^-^aA■-^-AA
fJL-
et entin, en ayant égard b (i) et (a),
4. Las valeurs de ç* étant calculées, soit directement, soit par les for-
mules précédentes, oo substituera des nombres croissants de dixième en dixième, à partir de 4» ot l’on trouvera
/(4,a)= -H o,ooS, /(4,3) = — o,3a3.
Par conséquent, il existe une racine entre 4»‘2 et 4*3, et une autre entre 4*^ et 4i9> n aéra bon de pouaaer le calcul des substitutions jusqu'à /(S), dont lu valeur déjà calculée fournira une vérification.
Les racines étant séparées, on trouvera des valeurs approchées de chacune d’elles, à moins d’un centième, en substituant des nombres équidistants d’un centième entre ses deux limites. Nous n’entrerons pas dans de plus grands dé* lails sur ce calcul, qui ne peut être profitable au lecteur qu’autaot qu’il l’exécutera lui-mème. C’est la raison qui nous a fuit supprimer les tableaux des diverses substitutions qui auraient tenu beaucoup de place sans offrir beaucoup d’intérêt.
5. Usage fies constructions graphiques dans l’application de la méthofle précvflente, — La méthode que nous venons d’exposer ne réussit pas toujours aussi facilement. 11 y a quelquefois doute sur les intervalles entre lesquels des racines peuvent exister. L’emploi des constructions graphiques donne souvent, à ce sujet, d’utiles indications.
Soit
Cuûgle
APPLICATION DE LA THEORIE DES DIFFERENCES, ETC. 649 réquation proposée, et considérons la courbe (*) qui a pour équation
La résolution de l'équation (i) reriondra à déterminer les points pour lesquels on a ^ s= o, c'est-à-dire à calculer les abscisses des points où la courbe rencontre Taxe des x.
Les premières substitutions faites dans /(x) permettront de figurer un certain nombre de points de la courbe et donneront un premier aperçu de sa forme.
En s’aidant de quelques théorèmes généraux relatifs aux ordonnées maximum ou minimum, au sens de la concaTité, etc., on sera souvent averti de la possibilité ou de l’impossibilité de l'existence de certaines racines dans les intervalles considérés.
Par exemple, si le lecteur prend la peine de construire les divers points de la courbe qui a pour équation
^ = X>— 7X*H- SX -H 4l,
correspondant aux abscisses — i, o, i, s, 3, 4* verra que l’ordonnée, d’abord égale à 4^ pour x s o, décroît très-rapidement do x = o à x = 4, et qu’elle croit, au contraire, à partir de x 5. Elle doit donc avoir un minimum entre X = 4 et X = 5, et ce n’est que dans cet intervalle qu’elle peut rencontrer l’axe des .r. Toute autre supposition donnerait à la courbe une forme incompatible avec son degré.
6. De la rétolution des équations transcendantes* — Le caractère à l'aide duquel on reconnaît qu’il existe entre deux nombres au moins une racine d’une équation algébrique est encore applicable au cas d’une équation transcendante /(x) = 0, pourvu que son premier membre soit, dans l’intervalle considéré, une fonction finie et continue, c’est-h-dire une fonction qui varie pur degré» insensibles quand les valeurs consécutives de x sont de plus en plus rapprochées les unes des autres. Il est visible, en effet, que y*(x) ne pourra varier de /(a) à /(é) sans passer par toutes les valeurs intermédiaires. De sorte que, si /(a) et f{h') ont des signes contraires, /(xj aura dû passer, dans l'intervalle, par la valeur xéro, au moins une fois.
D’après cela, la marche h suivre pour résoudre une équation transcendante sera à peu près la même que celle qu’on a suivie pour les équations algébriques; on commencera par substituer différents nombres pris dans le voisinage des valeurs où un premier aperçu aura fait présumer qu’il existe des racines. La manière dont ces résultats varient et l’emploi des constructions graphiques fourniront des indications utiles, dont la sagacité de l’opérateur tirera parti suivant les cas.
Prenons pour exemple l’équation suivante :
/(x) Ci X — COSX = O,
traitée par Euler (**), et qui répond à cc problème : Trouver un arc égal à son cosinus.
(*) Voir y Application de V Algèbre à la Géométrie.
(•*) introductio in anaXysin infirntorumy l. Il, cbap. XXVI.
NOTE VII
En subatituAnt Ica nombres o et je trouri>
ce qui m'apprend d'abord que l'équation possède une racine entre téro et 90 degrés ; et elle ne peut en avoir qu'une seule» puisque dans cet intervalle la fonction x — cosx est toujours croissante.
Pour approcher de la racine dont je viens de reconnaître l’existence» je remplace l’équation proposée par l'équation équivalente
p(x) == logx — logeoax»
ijui me permettra de faire usa(;c dos Tables. Comme, d'ailleurs, il est visible que la racine cherchée ne peut être très-près do zéro, je substitue 3o degrés» CO qui me donne
J’en conclus que la racine est plus grande que 3o degrés. Elle est même audessus de 40 degrés» puisque
On a ensuite
Donc la racine est Inférieure à 45 degrés, et comprise entre 45 et 40 degrés.
Comme f(4o°) et p(45^) sont à peu près aussi éloignés de zéro» l’une au-dessous» l’autre au-dessus, on jugo que la racine cherchée est à peu près à égale distance de 4<> et de 45 degrés. C'est pourquoi on posera tour à tour x = 45^ et X =5 4a^i ce qui donne
La racine est donc comprise entre 4^ et 43 degrés. Comme, d’ailleurs, f (^3^) est environ le tiers de la différence p(42°) — (43^), on substituera les deux nombres et 49®9t^ ot les résultats obtenus étant de signes contraires,
on en conclura que la racine cherchée est 4^^3o' à 1' près.
7. L'exemple précédent montre comment, à l’aide de substitutions alternatives, on peut resserrer une racine entre des limites de plus en plus rapprochées. On aurait pu, au lieu de suivre cette marche, substituer des nombres en progression arithmétique. Lorsque ces nombres sont assez voisins pour que les dilTérenoes des résultats puissent être considérées comme égales entre elles à partir d’un certain ordre, on continue l’opération comme s’il s’agissait d’une équation algébrique.
SUR LA MRtUODE de REWTOK.
SCR LA MÉTHODE DE NBWTOR
( Page 46o.)
t. Cette méthode a été eipotée dans le taxte et appliquée à quelques exem-> pics; maÎA il est nécessaire de la reprendre ici, soit pour Tétcndre aux équations transcendantes, soit pour y apporter quelques modifications qui lui donnent Tin degré de certitude en harmonie arcc sa simplicité cl sa rapidité.
Soit y*(jr) = o une équation algébrique ou transcendante. Supposons que Ton connaisse deux nombres <i et ^ entre lesquels existe une seule racine do cette équation, do telle sorte que Ton ait, par exemple,
Supposons de plus quo la diflerence b^a soit une fraction assex petite, o, i par exemple. Soit z la quantité, moindre que o,t, qu’il faut ajouter à a pour avoir la racine cherchée.
On a, par définition.
« étant une quantité très>petite si z est lui«mémo très-petit. On aura donc, en remarquant que /(«-+- x) = o,
d’où
Si donc /''(a) n’est pas tris-petite, moindre que z' ou
que 0,01, de sorte que, si l’on prend z = —
et qu’on l’ajonte à o, a + z
sers la râleur de la racine à o,oi près.
En partant do la nonrcllc valeur a -i- z, on pourra en approcher daTsnla£c
en y ajoutant /(e-t- g, ]'errour commise sera en général moindre que
ü,ooot ; et ainsi de suite.
2. Les explications que nous venons de donner reposent sur quelques hypo> thèses qui ne se réalisent pas toujours, si l’on n’a pas déjà une valeur assot rapprochée de l’inconnue. U existe mémo des cas dans lesquels l’application de la méthode do Newton éloignerait de plus en plus de la racine cherchée.
La considération des courbes met en évidence cette imperfection de la méthode, et montre comment on peut y remédier.
NOTE TUI
Soient MN {fig. i) une portion de la courbe rcpr^eentde p»r l'équation
J-=/Wi
R le point d'interaection, correspondant k la racino cherchée. Posons OA = o, OB = 4, AM=/(o), BN = —/(»).
Fig. I.
Menons par le point M la tangente MC. D'après un théorème connu de Géométrie analytique, on a
tang MCX = /'(n);
donc
tang MCA =: — /'(«).
Maintenant le triangle rectangle MAC donne
sr- AM f{a)
~~ tang MCA “ f\a)
AC est donc la valeur désignée plus haut par z et que nous ajoutions à a pour obtenir une valeur plus approchée de la racine : la figure montre qu’en effet le point C est plus rapproche du point R que le poiut A.
3. Mais si la courbe, au lieu d’avoir la forme que nous lui donnons, était comme dans la fg. a, on voit que la nouvelle valeur nous rejetterait au del.H du
Hg. a.
point R, et d’autant plus loin que /'(n) serait plus petite. Cette circoDsiauu' tient 11 ce que l’arc MR tourne sa concavité vers l’axe des x (*).
(•) Dans CO cas /*(a) et /(a) sont de signes contraires. Voir VAppücation de l'Algèbre à la Géométrie.
' 'Ülcfî il './O F. t^u)Oglc
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Dans ce second cas, en partant de la râleur approchée par excès OB = on aura une jioiivelle valeur approchée dans le même sens, si l’on retranche de OB la valeur absolue de la sous-tangente BE,
et cette formule donnera des valeurs toujours approchées par excès et convergeant vers la véritable racine.
4. Dans tous les cas, si l’on mène la corde MN, qui rencontre l’axe des x en D, le point R sera compris entre le point G et le point D {Jig. i), ou entre le point E et le point D {Jîg- a). OD sera donc une limite supérieure de la racine OR si l’arc MR est convexe par rapport à l’axe des a:, et une limite inférieure dans le cas contraire.
On trouve, en calculant OD par les règles de la Géométrie analytique,
OD = n
na){b-à) . /(*)(»-«)
5. En résumé, pour rapprocher indéfiniment d’une racine, on en déterminera d’abord deux limites a et è, l’une inférieure, l’autre supérieure. Ces deux limites devront être assez rapprochées pour ne comprendre aucune racine des équations /'(-c) = o, f”{x')~Oy afin que la courbe qui a pour équation /{.^) n’ait, entre les points M et N, ni tangente parallèle à l’axe des ar, ni point d’inflexion.
Ces conditions étant remplies, il peut se présenter deux cas.
Si f"(à) est de même signe que /(<»), ce qui correspond au cas où l’arc MK est convexe par rapport à l’axe des x.
seront deux nouvelles valeurs approchées de la racine.
Si /”(a) est de signe contraire à /(a), ce qui correspond au cas où l’arc MR est concave par rapport à l’axe des x, on aura pour nouvelles limites
a'=zb —
f’ib)
Dans tous les cas, en opérant sur les nouvelles limites de la racine, comme on l’a fait sur les premières, on se procurera une suite indéfinie de valeurs approchées et dont le degré d’approximation sera toujours connu avec certitude.
KOTB IX.
SOMMATION DES PILES DE BOULETS
(Pacc S96.)
1. La sommation des piles de boulets dépend de quelques-unes des formules démontrées dans ce paragraphe.
Pile triangulaire. — Dans une pile triangulaire, la base se compose de plusieurs files do boulets dont la première contient n boulets, la seconde n — 1 , la suivante n — 2, et ainsi de suite jusqu’à la dernière qui ne contient qu'un boulet.
Le nombre des boulets de la base est donc
n-t-n — i-+-n — 2-t-...-f-2-+-i, ou (2!9) •
La tranche horiiontale située au-dessus ne diffère de la base qu'en ce qu’clUcontient un boulet de moins sur chaque cèté, ce qui donne pour le nombre dises boulets
fji — 0 «
et ainsi de suite.
Le nombre total des boulets do la pile sera donc
c’est-à-dire, en désignant par T la somme des n premiers nombres triangulaires (417),
Pile quaàrangulaire. — Dans une pareille pile, la base est formée de a' boulets rangés en carrés; la couche qui vient après de (n — i)* boulets, et ainsi de suite jusqu’à la dernière couche qui n’en a qu’un. D’après cela, le nombre Q des boulets est donc égal à la somme des carrés des n premiers nombres : on aura donc (414)
1. Pile rectangulaire. — Dons cette pile les tranches successives sont disposées en rectangles, de telle sorte que la différence entre le nombre des boulets du grand cèté et du petit cèté du recunglo soit toujours la même.
Supposons que la première tranche à partir du sol contienne n boulets sur le petit cète et o -t- A sur le grand.
SOSniATlON DES PILES DE BOILETS. 655
La seconde tranche contiendra n — i boulets dans le sens de la lar^ur, et ,i -, t ^ h dans le sons de la longueur, et ainsi de suite.
Le nombre de boulots de la première sera (n •+• h) ou n*-^^ nk; celui de la seconde (n — 0*-»-(n — i)^; celui de la troisième (« — a)*-+- (/i — a) A, et ainsi de suite.
Donc, en nommant R le nombre cherché, on aura
et, après réduction,
_ n(n-hi). , , .
R = — ' (an -h I -H 3 A).
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OEBPS/nav.xhtml
Table des matières

		ÿléments d'algèbre

		AVERTISSEMENT DE L’ÉDITEUR

		CHAPITRE PREMER

		Notions préliminaires sur lea cquatiODS

		V: Pttt

		CHAPITRE III

		HO. Questions sur les maxima et les mixima IJ

		CHAPITRE IV

		CHAPITRE V

		Théorie de» ciposanta de nature quelconque

		CHAPITRE VI

		Propriétés Générales des équations

		Problème général des tronsformatîons

		CHAPITRE VIII

		Rapprochement des deux méthode» d’approximation \GC

		Énoncé du théorème de MM. Rüda!< et Poirier

		Caa où 1*qd oLtient un reste nul Soi

		Première Partie. ^ Démonstration du théorème énoncé au

		Conclusion ^nirale

		INTRODUCTION

		a4 = 67, et 43 — a

		DES OPÉRATIONS ET DES FRACTIONS ALGÉBRIQUES

		RÉDUCTION DES TERMES SEMRLABLES

		CHAPITRE PREMIER

		ADDITION

		CHAPITRE PREHIER

		Passons à la multiplication des polyndmes

		CHAPITRE PREMIER

		CHAPITRE PREMIER

		Deuxième exemple. — Diviser

		CHAPITRE PREHIBR

		CHAPITRE PREMIER

		UU PLUS GRAND COMMUN DIVISEUR

		Soient, pour second exemple

		DU PLUS GRAND CONHUN DIVISEUR

		DES PROBLÈMES DU PREMIER DEGRÉ

		J- — 6 — IX

		CII.VIMTRK II

		Supposons que l'on ait à résoudre une équation tcllo que

		CHAPITRE II

		X XX

		PROBLÈMES DU PREMIER DEGRÉ X URB SEULE IMCORRUE

		PROBLÈMES DU PREMIER DEGRÉ A UNE SEULE INCONNUE

		X -i-_r = n, tix — bx — c

		Soient maintenant les deux équations

		t- gj‘= 84, d’où l'on tire v

		CHAPITRE II

		THÉORIE DES QUANTITÉS NÉGATIVES

		IO

		CHAPITRE II

		THÉORIE DES QUANTITÉS NÉGATIVES

		CHAPITRE II

		J- _ V III II

		OT

		CHAPITRE II

		DU PREMIER DEGRÉ

		DISCUSSION GÉNÉRALE DES ÉQUATIONS DU PREMIER DEGRÉ

		CHAPITRE II

		CHAPITRE IK

		CHAPITRE II

		CHAPITRE III

		DES QUANTITÉS ALGÉBRIQUES

		Nous terminerons par les remaniues suivantes

		ualion à deux termes (i) ax' == b

		Ètfuation complète

		r’ 2 .r =: 3Co, et x’ -I .r

		r’— 37-r= — 57, qui revient à x’ — ^.r

		RÉSOLUTION DF.S ÉQUATIONS DU SBCOND DEGRÉ

		UC

		H gx ioo-)-8.r

		X .= .So ± v'^aâiM) — a too = :m

		X- -(• px — q — U

		X -H px — q

		X- -I- px

		DISCUSSION DE QUELQUES PBOBLÈEES DU SECOND DEGRË

		CHAPITRE III

		TRANSFORMATIONS DES INÉGALITÉS

		CHAPITRE III

		N. B. Dans les équations

		X -h y/'/rt — X* = y

		PR0BLÈ9ES DU SECOND DEGRÉ A PLUSIEURS INCONNUES

		r’ — 4a; 4- J"’ — xy — 5y 4- G = o, yxy — ix -t-x = o

		CHAPITRE III

		VA±/U

		ANALYSE INDÉTERMINÉE DU PREMIER DEGRÉ

		A DEUX INCONNUES

		I .'ig — 1 3 V

		JO

		On peut résumer ainsi la méthode précédente

		JJ

		Conséquence. — Si, dans les formules

		Jutre méthode pour résoudre l’équation

		Appliquons cette méthode à l’équation suivante

		ÉQÜATIOTÎS INDÉTERMINÉES A PLUS DE DEUX INCONNUES

		î/'-f- If) , 2(i — 3l

		CHAPITRE IV

		DO

		X-l-T" -+- 2-e H = 100, lOX -I- 57 -t- 2 2 H — «=ioo

		CHAPITRE V

		THÉORIE DES COMBINAISONS

		CHAPITRE V

		nb

		DI.NUME DE NEWTON

		Seconde conséquence. — Si, dans la formule générale

		EXTRACTION DES RACINES DES NOMBRES ENTIERS

		EXTRACTION DES RACINES PAR APPROXIMATION

		CHAPITRE V

		EXTRACTION DES RACINES DES QUANTITÉS ALGÉBRIQUES

		Soit à former la cinquième puissance de sa’ô’; on a

		fl’^)( — 3aAr)’-(- ( — 3aic

		CHAPITRE V

		CHAPITRE V

		MÉTHODES DES COEFFICIENTS INDÉTERMINÉS

		X -f- Crt

		en une série qui procède suivant

		i- 3 Ax 3B

		o chapitre V

		MOTIONS SL'B LES SÉRIES RÉCURRENTES

		CHAPITRE T

		NOTIONS SUR LES SÉRIES RÉCURRENTES

		THÉORIE DES PROGRESSIONS ET DES LOGARITHMES

		DES PROGRESSIONS PAR DIFFÉRENCE

		III -h i

		Voici les énoncés de quelques problèmes

		CHAPITRE VI

		Ilcmnrque. — Si dans la formule elle dti\ ient

		DES PROGRESSIONS INFINIES PAR QUOTIENT

		L’expression S

		Lorsque la série est croissante, l’expression S

		DES PROGRESSIONS INFINIES PAR QUOTIENT

		Ja

		TT

		CHAPITRE VI

		Introduction. — Si l’on suppose que, dans l'équation

		OU I

		CHAPITRE TI

		USAGE DES TABLES VULGAIRES

		Les deux premières propriétés du n" 210 donnent

		APPLICATIONS DES TABLES DE LOGARITHMES

		CHAPITRE VI

		I. log

		CHAPITRE TI

		AV 3A^ A

		CHAPITRE VI

		I I 3aoo

		CHAPITRE VI

		CHAPITRE VI

		lügc

		LES SÉRIES CONVERGENTES

		NOTE SUR LES SÉRIES CONVERGENTES

		ibo 3S

		Second principe. — Soient

		DES TABLES DE LOGABITBIIBS

		DES TABLES DE LOGAMTHHES

		THÉORIE GÉNÉRALE DES ÉQUATIONS

		PBOPRIÉTÉS GÉNÉRALES DES ÉQUATIONS

		X--S- Px"-' -r- (x -«) (x - ô)(x — f). . .(x - /){x - f

		Consétjiience de In seconde propriété

		DU PLUS GRAND COMMUN DIVISEUR RELATIF

		CHAPITRE VII

		CHAPITRE TU

		Évanouissement du second terme de toute équation

		CHAPITRE VII

		LOI DE FORMATION DES POLYNÔHES DÉRIVÉS

		DISPARITION DES DÉNOMINATEURS

		SECONDE TRANSFORMATION

		DISPARITION DES DÉNOMINATEURS

		Soit proposé le problème suivant

		X -1- Yh 4 tt’ 4- . . . 4- «" = O

		De là on peut conclure la méthode suivante

		Appliquons cette méthode à quelques exemples

		CHAPITRE VII

		VI

		Considérons, en second lieu, l'équation de degré impair

		I -f px -h qx^ 4- qx^~' 4- px^'* H x'""'’' par 1 H- X

		En résumant tout ce qui vient d’être dit, on voit

		Z'— 2H-3-HI

		H- QS

		APPLICATIONS

		CHAPITRE yil

		S,-PS,-QS,- TS_

		APPLICATIONS DE LA THÉORIE DES FONCTIONS SYMÉTRIQUES

		CHAPITRE VII

		RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS NUMÉRIQUES A L^E OU A PLUSIEURS LNCONNUES

		PRINCIPES FONDAHENTAIX DE LA RÉSOLUTION, ETC

		RÈGLE DES SIC.NES DE DESCARTE

		MÉTHODE DES RACINES COMMENSURABLES

		A cet effet, reprenons l’équation générale

		CHAPITRE TIII

		Voici de nouveaux exercices

		CHAPITRE VIII

		CHAPITRE T1II

		CHAPITRE VIII

		CHAPITRE Tin

		Voici en quoi consiste la méthode générale

		CHAPITRE TIII

		Appliquons cette méthode à l’équation

		CHAPITRE VIII

		X XX

		CHAPITRE VIII

		X - 8.r^~ G.r — 1, X, = 4-*^’ — i> Xj=4‘r-+'i, Xj— -f

		CHAPITRE VIII

		CHAPITRE VIII

		PREMIER EXEMPLE

		CHAPITRE TIII

		QUATRIÈME EXEMPLE

		X = 00 , X = CO

		X -hy

		SIXIÈME EXEMPLE

		SEPTIÈME EXEMPLE

		NEUVIÈME EXEMPLE

		DIXIÈME EXEMPLE

		COS

		CHAPITRE TlII

		T ■ . TT

		III I I

		h^(x if>H-... = C-+-D(x

		PREMIÈRE PARTIE

		AB = A' B' H- A"B'-+- A' B' -H A' B

		SUR LES POLTNÔMES RATIONNELS ET ENTIERS

		On CD déduit immédiatement

		SECONDE PARTIE

		SUE LES POLTEÔHES RATIONNELS ET ENTIERS

		SL'R LES POLYNÔMES RATIONNELS ET ENTIERS

		COMPLÉMENT DE LA THÉORIE DES ÉQOATIONS

		FORME GËKÉRALE DES RACINES IMAGINAIRES

		FORME GÉNÉRALE DES RACINES IMAGINAIRES

		DÉTERMINATION DES RACINES IMAGINAIRES

		Détermination des racines imaginaires des équations

		CHAPITRE IX

		DISCUSSION DE L'EQUATION DD TROISIEME DEGRÉ

		DISCUSSION

		O. Cas irréductible

		Soit

		DISCUSSION

		H i = — p, ab = q

		Soit 3d -f- px qt=o Véquation à résoudre

		I -1- a -I- a’ = o ; d'où a a’ = — I

		Soit X* px‘-¥- çx -t- r = O l’équation à résoudre

		CHAPITRE IX

		CHAPITRE X

		Soit maintenant la fraction

		I---XH

		CHAPITRE X

		Soit d’abord l’expression

		CARACTÈHB8 AUXQUELS ON RECONNAIT QU’UNE SÉRIE, ETC

		CHAPITRE X

		Détermination du terme général de la série

		Sommation des termes de In série

		Prenons pour exemple la suite naturelle des nombres

		Application. — Soit, pour premier exemple, la série

		CHAPITRE X

		CHAPITRE X

		Observons d’abord que, d’après la relation

		IH

		CHAPITRE X

		K0TI0N8 SUR LBS NOMBRES INCOMMENSURABLES

		NOTE II

		NOTE II

		NOTE III

		NOTE IV

		DES FONCTIONS DÉRIVÉES

		De la formule

		Soient

		Dérivée d’un produit. — Considérons d'abord le produit

		ROTE T

		DES FONCTIONS DÉRIVÉES

		Dêrivéé de sinx. — Soit

		Dérivée de tangx. On a

		DES FONCTIONS DÉBITÉES

		Dérivées des fonctions exponentielles, — i® Soit

		OTE V

		HOTE T

		Pboblême. — Trouver la dérivée d*une fonction implicite

		Développement de /.(i-t-x). — On » dans cet exemple

		Développement de arctangx. — On a, dans ce cas

		Si dans la formule v

		T _ III

		Lorsque l'on a une suite de quautité

		I® Expression t/e «„. — On a, par définition

		Expression de A^n,. — On a, par définition

		NOTE VII

		Soit

		NOTE TH

		NOTE VII

		SCR LA MÉTHODE DE NBWTOR

		NOTE TUI

		SUR LA MÉTHODE DE NEWTON

		SOMMATION DES PILES DE BOULETS

		Sources et licence





